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KAPITOLA 1

Logika, množiny a základní
číselné obory

1.1. Logika

1.1.1. Logika je věda o formální správnosti myšlení. Formálně logická správnost
spočívá ve správnosti vyvození závěru z předpokladů. V tomto oddílu se budeme
zabývat logikou výrokovou a predikátovou.

1.1.2. Výrok je tvrzení, o kterém má smysl říci, že je pravdivé (platí), nebo ne-
ní pravdivé (neplatí). Pokud výrok platí, říkáme, že má pravdivostní hodnotu 1,
pokud neplatí, říkáme, že má pravdivostní hodnotu 0. Pouze některé správně utvo-
řené gramatické věty jsou výroky. Věty „Číslo 4 je sudé.“ a „Praha je hlavní město
Kanady.“ jsou výroky, naproti tomu „Ahoj!“ nebo „Kéž by už byl konec.“ nikoli.
Tvrzení „Číslo �� je iracionální.“ je výrok, i když zatím není známo, zda pravdivý či
nepravdivý. Z výroků lze vytvářet nové složitější výroky pomocí logických operací.
Se základními logickými operacemi se nyní seznámíme.

1.1.3. Negací výroku A rozumíme výrok „Není pravda, že platí A.“ K vyjádření
negace výroku Amůžeme také použít obrat „Neplatí A.“, případně změnit přísluš-
né sloveso ve výroku pomocí předpony „ne-“. Negaci výroku A značíme :A. Je-li
výrok A pravdivý, pak je výrok :A nepravdivý. Je-li výrok A nepravdivý, pak je
výrok :A pravdivý.

1.1.4. Konjunkcí výroků A a B nazveme výrok „Platí A a zároveň platí B.“ Dále
používáme také obraty „Platí A a platí B.“, „Platí A i B.“ Konjunkci výroků A a B
značíme A ^ B, někdy také A&B. Pokud jsou pravdivé oba výroky A a B, pak je
konjunkce A^B pravdivá. Pokud je alespoň jeden z výroků A a B nepravdivý, pak
je konjunkce A ^ B nepravdivá.

1.1.5. Disjunkcí výroků A a B nazveme výrok „Platí A nebo platí B.“ Disjunkci
výroků A a B značíme A _ B. Pokud je alespoň jeden z výroků A a B pravdivý,
pak je disjunkce A _ B pravdivá. Pokud jsou oba výroky A a B nepravdivé, pak
je disjunkce A _ B nepravdivá. Poznamenejme, že disjunkce není vylučující, to
znamená, že je pravdivá i v případě, kdy platí oba výroky A a B zároveň. Takto
používáme spojku „nebo“ vmatematice na rozdíl od přirozeného jazyka, kdemůže
mít i význam vylučovací.

1
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1.1.6. Implikací nazýváme výrok „Jestliže platí (výrok) A, potom platí (výrok)
B.“ Takové spojení výroků A a B značíme A ) B. Pokud A neplatí nebo oba
výroky A i B platí, pak jde o pravdivý výrok. Pokud A platí a B neplatí, pak jde
o výrok nepravdivý. VýrokuA říkáme předpoklad a výroku B závěr. Pro vyjádření
implikace používáme také následující obraty.

� Jestliže platí výrok A, pak platí výrok B.
� Výrok A implikuje výrok B.
� Z výroku A plyne výrok B.
� Předpokládejme, že platí výrok A, potom platí výrok B.
� Nechť platí výrok A. Potom platí výrok B.
� Výrok A je postačující podmínkou pro platnost výroku B.
� Výrok B je nutnou podmínkou pro platnost výroku A.

Je-li předpoklad A nepravdivý, pak implikace A ) B platí vždy bez ohledu na
platnost závěru B. Jinými slovy, z nepravdivého výroku plyne jakýkoliv jiný výrok.
Tato skutečnost může někdy působit potíže, které vyplývají z rozdílného používání
obratu „Jestliže platí A, pak platí B.“ v logice a v přirozeném jazyce. V běžné ře-
či používáme tento obrat zpravidla tehdy, existuje-li nějaká věcná souvislost mezi
předpokladem A a závěrem B, zatímco v logice používáme tento obrat i ke spojení
výroků, kde taková souvislost nemusí existovat, například „Jestliže je medvěd ry-
ba, pak jsou Athény v Egyptě.“ Pravdivost takového výroku v logice závisí pouze
na pravdivostních hodnotách předpokladu a závěru. Ačkoli pravdivost takových
výroků může působit nezvykle, je formálně logické pojetí implikace v matematice
velmi užitečné. Podrobnější vysvětlení lze nalézt například v [23, II.8].

1.1.7. Ekvivalencí výroků A a B nazýváme výrok „Výrok A platí právě tehdy, když
platí výrok B.“ Ekvivalenci výroků A a B značíme A , B. Pokud A a B mají
stejnou pravdivostní hodnotu, pak je A , B pravdivý výrok. Pokud nemají A
a B stejnou pravdivostní hodnotu, pak je A , B nepravdivý výrok. Ekvivalenci
vyjadřujeme také pomocí následujících obratů.

� Výrok A platí tehdy a jen tehdy, když platí výrok B.
� Výrok A je ekvivalentní výroku B.
� Výrok A je nutnou a postačující podmínkou pro platnost výroku B.

1.1.8. Následující tabulky uvádějí pravdivostní hodnoty výše definovaných logic-
kých operací v závislosti na pravdivosti výroků A a B.

A :A

0 1

1 0

A B A ^ B A _ B A ) B A , B

0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

1.1.9. Pro zjednodušení zápisu bude mít mezi logickými operacemi negace před-
nost před ostatními operacemi. Například zápis :A ) B znamená .:A/ ) B.
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1.1.10. Věta (vlastnosti negace, konjunkce a disjunkce). Nechť A, B a C jsou výro-
ky. Potom jsou následující výroky vždy pravdivé bez ohledu na pravdivost výroků
A, B, C .

(a) :.:A/ , A

(b) .A ^ B/ , .B ^ A/

(c)
�
.A ^ B/ ^ C

�
,
�
A ^ .B ^ C/

�
(d) .A _ B/ , .B _ A/

(e)
�
.A _ B/ _ C

�
,
�
A _ .B _ C/

�
(f)

�
A _ .B ^ C/

�
,
�
.A _ B/ ^ .A _ C/

�
(g)

�
A ^ .B _ C/

�
,
�
.A ^ B/ _ .A ^ C/

�
Důkaz. (a) Předpokládejme nejprve, že výrok A je nepravdivý. Potom je výrok :A

pravdivý a výrok:.:A/ je nepravdivý. VýrokyA a:.:A/mají stejnou pravdivostní
hodnotu, takže je výrok :.:A/ , A pravdivý.

Nyní předpokládejme, že výrok A je pravdivý. Potom je výrok :A nepravdivý
a výrok :.:A/ je pravdivý. Výroky A a :.:A/mají stejnou pravdivostní hodnotu,
takže je výrok:.:A/ , A opět pravdivý. Tím je důkaz proveden. Předchozí úvahu
lze přehledněji zapsat pomocí následující tabulky.

A :A :.:A/ :.:A/ , A

0 1 0 1

1 0 1 1

(b) Každý z výroků A a B může být pravdivý nebo nepravdivý. Použijeme-li stejný
postup jako v předchozím případě, je třeba projít celkem čtyři případy. Tyto pří-
pady spolu s pravdivostními hodnotami příslušných výroků jsou zachyceny v ná-
sledující tabulce.

A B A ^ B B ^ A .A ^ B/ , .B ^ A/

0 0 0 0 1

0 1 0 0 1

1 0 0 0 1

1 1 1 1 1

Poslední sloupec pravdivostních hodnot obsahuje pouze pravdivostní hodnotu 1,
takže uvažovaná ekvivalence je vždy pravdivá.

(c) Podobně jako v předchozím případě sestavíme příslušnou tabulku. Zde je již
celkem osm možností pravdivostních hodnot pro trojici výroků A, B a C .
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A B C A ^ B B ^ C .A ^ B/ ^ C A ^ .B ^ C/

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0

1 1 0 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

Poslední dva sloupce pravdivostních hodnot jsou shodné, takže dokazovaná ekvi-
valence je vždy pravdivá.

Případy (d)–(g) lze odvodit zcela obdobně a příslušné tabulky zde již uvádět ne-
budeme. �

1.1.11. Tvrzení (b) a (c) Věty 1.1.10 ukazují, že pokud chceme postupně spojit
výroky A1; : : : ; An pomocí konjunkce, pak nezáleží na pořadí, v jakém uvažované
výroky spojíme. Například výroky

A1 ^
�
.A2 ^ A3/ ^ A4

�
;

�
.A4 ^ A3/ ^ A1

�
^ A2

jsou ekvivalentní. V takových případech pak používáme jednodušší zápis A1 ^

A2 ^ � � � ^ An. Tvrzení (d) a (e) Věty 1.1.10 umožňují zavedení obdobného zápisu
A1 _A2 _ � � � _An pro disjunkci. V případě konjunkce dokonce někdy vynechává-
me symbol ^ a výroky pouze oddělujeme čárkami. Například výrok „Platí výroky
A1; A2; A3.“ znamená „Platí výrok A1 ^ A2 ^ A3.“

1.1.12. Věta (negace konjunkce, disjunkce, implikace a ekvivalence). Nechť A a B
jsou výroky. Potom jsou následující výroky vždy pravdivé bez ohledu na pravdivost
výroků A a B.

(a) :.A ^ B/ , .:A _ :B/

(b) :.A _ B/ , .:A ^ :B/

(c) :.A ) B/ , .A ^ :B/

(d) :.A , B/ , .A , :B/

Důkaz. Pomocí tabulky pravdivostních hodnot ukažme například platnost (d). Prav-
divost výroků (a)–(c) lze dokázat obdobně.

A B A , B :.A , B/ A , :B

0 0 1 0 0

0 1 0 1 1

1 0 0 1 1

1 1 1 0 0

Poslední dva sloupce jsou shodné, a tedy výrok :.A , B/ , .A , :B/ je vždy
pravdivý. �
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1.1.13. Věta (vztah implikace a ekvivalence). Nechť A a B jsou výroky. Potom jsou
výroky A , B a .A ) B/ ^ .B ) A/ ekvivalentní, tj. výrok�

A , B
�

,
�
.A ) B/ ^ .B ) A/

�
(1.1)

je vždy pravdivý bez ohledu na pravdivost výroků A a B.

Důkaz. Opět použijeme tabulku pravdivostních hodnot.

A B A ) B B ) A .A ) B/ ^ .B ) A/ A , B

0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 0

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1

Poslední dva sloupce jsou shodné, a výrok (1.1) je tedy vždy pravdivý. �

1.1.14. Věta. Nechť A, B a C jsou výroky. Potom jsou následující výroky vždy
pravdivé bez ohledu na pravdivost výroků A, B, C .

(a) .A ) B/ , .:B ) :A/

(b) .A ) B/ , .:A _ B/

(c)
�
.A _ B/ ) C

�
,
�
.A ) C/ ^ .B ) C/

�
Důkaz. Tvrzení plynou z následujících tabulek pravdivostních hodnot.

(a)

A B :A :B A ) B :B ) :A .A ) B/ , .:B ) :A/

0 0 1 1 1 1 1

0 1 1 0 1 1 1

1 0 0 1 0 0 1

1 1 0 0 1 1 1

(b)

A B :A A ) B :A _ B .A ) B/ , .:A _ B/

0 0 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1

1 0 0 0 0 1

1 1 0 1 1 1

(c)
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A B C A _ B .A _ B/ ) C A ) C B ) C .A ) C/ ^ .B ) C/

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 0 1 1 1 1

0 1 0 1 0 1 0 0

0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 0 1 0

1 0 1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1

Sloupec pravdivostních hodnot odpovídající výroku .A_B/ ) C je shodný s po-
sledním sloupcem, a proto je výrok v bodě (c) vždy pravdivý. �

1.1.15. Tvrzení „Číslo x je liché.“, kde x je proměnná, je gramatickou větou, nicmé-
ně není výrokem, protože jej nelze potvrdit ani vyvrátit. Z uvedeného tvrzení se
stane výrok, pokud proměnnou x nahradíme konkrétním číslem, například „Číslo
7 je liché.“ Právě uvedený příklad motivuje následující definici.

1.1.16. Definice. Výroková forma V je výraz, který má konečný počet proměn-
ných, přičemž když za tyto proměnné dosadíme prvky z daných množin, obdrží-
me výrok. Takovou výrokovou formu s n proměnnými, které označíme x1; : : : ; xn,
a s příslušnými množinamiM1;M2; : : : ;Mn značíme

V.x1; : : : ; xn/; x1 2 M1; x2 2 M2; : : : ; xn 2 Mn:

1.1.17. Pojem množiny v předchozí definici používáme v intuitivním smyslu. Pro
naše úvahy nám zatím postačí toto (ne zcela přesné) vymezení: Množinou rozumíme
každé shrnutí určitých a navzájem různých objektů, které nazýváme prvky, do jediného celku. Je-li a
prvkem množiny A, pak píšeme a 2 A. Pokud a není prvkem A, píšeme a … A.
Jestliže každý prvek množiny A je i prvkem množiny B, potom říkáme, že A je
podmnožinou B a píšeme A � B. Prázdnou množinou nazveme množinu, která
neobsahuje žádný prvek. Zpřesňující výklad je uveden v Oddílu 1.3 a Dodatku A.

1.1.18. Nechť výroková forma V má tvar „x je hlavní město České republiky“, kde
za x dosazujeme prvky z množiny všech českých měst. Pak V.Praha/ je pravdivý
výrok, ale výrok V.Plzeň/ neplatí.

1.1.19. Predikátem v logice rozumíme vlastnost, kterou nějakému předmětu při-
suzujeme, nebo mu ji upíráme. V 1.1.18 je predikátem „být hlavnímměstem České
republiky“. Predikátová logika se věnuje studiu predikátů a vyšetřování vlastností
kvantifikace. Pojmem kvantifikace se nyní budeme zabývat.

1.1.20. Definice. Nechť V.x/, x 2 M , je výroková forma a P � M .

(a) Výrok „Pro každé x 2 P platí V.x/.“ symbolicky zapisujeme ve tvaru

8x 2 P W V.x/:

Symbol 8 nazýváme obecným kvantifikátorem.
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(b) Výrok „Existuje x 2 P takové, že platí V.x/.“ zapisujeme ve tvaru

9x 2 P W V.x/:

Symbol 9 nazýváme existenčním kvantifikátorem.

1.1.21. Poznámka. Z typografického hlediska vznikly symboly 8 a 9 otočením
písmen A a E. Písmeno A vychází z německého slova allgemein, a písmeno E patrně
z francouzského slova exister.

1.1.22 (kvantifikace přes prázdnou množinu). Nechť V.x/, x 2 M , je výroková
forma. Jestliže P je prázdná množina, potom výrok

8x 2 P W V.x/

považujeme za pravdivý. Na druhé straně výrok

9x 2 P W V.x/

je zřejmě nepravdivý.

1.1.23. Pokudmá výroková forma více proměnných,můžeme z ní pomocí kvantifi-
kátorů vytvořit nové výrokové formy s menším počtem proměnných nebo dokonce
výroky. Mějme výrokovou formu V.x; y/, x 2 M1; y 2 M2. Nyní můžeme vytvořit
nové výrokové formy s jednou proměnnou například takto:

8x 2 M1 W V.x; y/; 9x 2 M1 W V.x; y/;

8y 2 M2 W V.x; y/; 9y 2 M2 W V.x; y/:

V prvním řádku jde o výrokové formy s proměnnou y a ve druhém s proměnnou
x. Z těchto forem lze utvořit výroky použitím dalšího kvantifikátoru, například

8x 2 M1 W
�
8y 2 M2 W V.x; y/

�
; 9y 2 M2 W

�
9x 2 M1 W V.x; y/

�
:

Výroky uvedeného typu zapisujeme zpravidla jednodušeji následujícím způsobem:

8x 2 M1 8y 2 M2 W V.x; y/; 9y 2 M2 9x 2 M1 W V.x; y/:

Obdobně můžeme pomocí kvantifikátorů vytvářet výrokové formy a výroky z vý-
rokové formy s více než dvěma proměnnými.

1.1.24 (intuitivní pojetí matematické logiky). V našem textu se přidržíme intui-
tivního významu kvantifikátorů, tj. využijeme toho, jak v běžné řeči rozumíme ob-
ratům „pro každé x“ a „existuje x“. Nebudeme tedy usilovat o čistě formální pojetí
matematické logiky, neboť takový přístup by pro svou náročnost nebyl přiměřený
našemu textu. Proto některé vlastnosti kvantifikátorů z tohoto oddílu nebudeme
dokazovat, nicméně by tyto vlastnosti měly být intuitivně zřejmé. V knize [21] je
možné se seznámit s precizní výstavbou matematické logiky a jejími hlubokými
výsledky. Kniha však předpokládá obeznámenost s vyšší matematikou.

1.1.25. Výrok „Existuje právě jedno x 2 P takové, že platí V.x/.“ zapisujeme ve
tvaru

9Šx 2 P W V.x/:
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Uvedený výrok lze vyjádřit pomocí dříve zavedených symbolů takto�
9x 2 M W V.x/

�
^

�
8y; ´ 2 M W

�
.V .y/ ^ V.´// ) y D ´

��
První člen konjunkce vyjadřuje, že existuje prvek x 2 M , takový, že V.x/ platí.
Druhý člen zachycuje jednoznačnost.

1.1.26 (zúžení výrokové formy). Uveďme nejprve dvě následující vlastnosti. Nechť
V.x/; x 2 M1, je výroková forma aM2 � M1. Potom platí:

(a)
�
8x 2 M1 W V.x/

�
)
�
8x 2 M2 W V.x/

�
,

(b)
�
9x 2 M2 W V.x/

�
)
�
9x 2 M1 W V.x/

�
.

Výrok (a) říká, že pokud výrok V.x/ platí pro každý prvek x množinyM1, pak platí
i pro každý prvek x zmnožinyM2. Výrok (b) tvrdí, že pokud vmnožiněM2 existuje
prvek x takový, že V.x/ platí, pak takový prvek nalezneme i v množiněM1.

1.1.27 (pořadí kvantifikátorů). Uveďme dále tři základní vlastnosti týkající se po-
řadí kvantifikátorů, které budeme často používat. Nechť V.x; y/; x 2 M1; y 2 M2

je výroková forma. Potom platí:
�
�
8x 2 M1 8y 2 M2 W V.x; y/

�
,
�
8y 2 M2 8x 2 M1 W V.x; y/

�
,

�
�
9x 2 M1 9y 2 M2 W V.x; y/

�
,
�
9y 2 M2 9x 2 M1 W V.x; y/

�
,

�
�
9x 2 M1 8y 2 M2 W V.x; y/

�
)
�
8y 2 M2 9x 2 M1 W V.x; y/

�
.

První dvě vlastnosti říkají, že pořadí kvantifikátorů stejného typu lze zaměňovat, aniž
by se změnila pravdivostní hodnota výroku. V poslední ze tří výše uvedených for-
mulí je však pouze implikace, nikoli ekvivalence. Pořadí obecného kvantifikátoru
a existenčního kvantifikátoru totiž obecně zaměnit nelze, jak ukazuje následující
příklad.

Nechť A.m; d/;m 2 M;d 2 D, značí výrokovou formu

„Muž m je otcem dítěte d .“, m 2 M;d 2 D;

kdeM je množina všech mužů a D je množina všech dětí. Výroky

8d 2 D 9m 2 M W A.m; d/; 9m 2 M 8d 2 D W A.m; d/

se liší pouze pořadím kvantifikátorů. První výrok říká, že každé dítě má svého otce.
Druhý výrok tvrdí, že existujemuž, který je otcem všech dětí. Pravdivostní hodnoty
těchto výroků se tedy liší.

1.1.28. Označení. Nechť V.x; y/ je výroková forma, kde za proměnné x a y bere-
me prvky množiny A. V takovém případě vzhledem k záměnnosti kvantifikátorů
stejného typu používáme často místo zápisu

8x 2 A 8y 2 A W V.x; y/

zápis
8x; y 2 A W V.x; y/:

Podobně místo

9x 2 A 9y 2 A W V.x; y/
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píšeme zkráceně
9x; y 2 A W V.x; y/:

Tuto konvenci budeme zřejmým způsobem používat i ve formulích, které obsahují
více než dva kvantifikátory.

1.1.29. Označení. Nechť V a P jsou výrokové formy s proměnnou x 2 M . Zápis

8x 2 M;P.x/ W V.x/; (1.2)

označuje výrok
8x 2 M W

�
P.x/ ) V.x/

�
:

Výrok (1.2) čteme: „Pro každé x zM splňující P platí V.x/.“ Zápis

9x 2 M;P.x/ W V.x/ (1.3)

označuje výrok
9x 2 M W

�
P.x/ ^ V.x/

�
:

Výrok (1.3) čteme: „Existuje x z M splňující P , pro které platí V.x/.“ Obdobný
zápis používáme i v případě, že V je výroková forma o více než jedné proměnné.
Výše uvedená úmluva zjednodušuje a zpřehledňuje zápis formulí.

1.1.30 (negace výroků s kvantifikátory). Nechť V a P jsou výrokové formy pro-
měnné x 2 M . Negaci výroku

8x 2 M W V.x/

lze zapsat ve tvaru
9x 2 M W :V.x/;

přičemž :V značí výrokovou formu, která po dosazení za proměnnou x určuje
výrok :

�
V.x/

�
. Podobně negaci výroku

9x 2 M W V.x/

lze zapsat ve tvaru
8x 2 M W :V.x/:

Negovat výrok
8x 2 M;P.x/ W V.x/;

znamená negovat výrok

8x 2 M W
�
P.x/ ) V.x/

�
:

Po provedení negace dostaneme

9x 2 M W :
�
P.x/ ) V.x/

�
;

takže podle Věty 1.1.12(c)
9x 2 M W

�
P.x/ ^ :V.x/

�
:

Poslední formuli lze přepsat ve tvaru

9x 2 M;P.x/ W :V.x/:
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Podobně lze odvodit, že negace výroku

9x 2 M;P.x/ W V.x/

má tvar

8x 2 M;P.x/ W :V.x/:

Pokud negujeme výrok, který obsahuje více kvantifikátorů, postupujeme tak,
že ve formuli zaměníme obecné kvantifikátory za existenční, existenční za obecné
a negujeme výrokovou formu. Správnost postupu vyplývá z předchozího výkladu.

1.1.31. Negaci výroku

8x 2 M1 9y 2 M2 8´ 2 M3 W V.x; y; ´/

lze zapsat ve tvaru

9x 2 M1 8y 2 M2 9´ 2 M3 W :V.x; y; ´/:

S výrokovými formami a kvantifikátory se budeme v tomto textu setkávat ne-
ustále. Úlohy k procvičení jsou uvedeny v Oddílu 1.8.

1.2. Základní metody důkazů

1.2.1 (základní číselné obory intuitivně). Množinu všech přirozených čísel, tj.
množinu všech čísel 1, 2, 3; : : : , budeme značit N, množinu všech celých čísel Z,
množinu všech racionálních čísel, tj. množinu čísel tvaru p

q
, kde p 2 Z a q 2 N,

budeme značit Q a množinu všech reálných čísel R. Iracionálním číslem rozumí-
me každé reálné číslo, které není racionální. Čísla z uvedených množin můžeme
porovnávat mezi sebou podle velikosti, sčítat, odčítat, násobit a s jistými omezení-
mi dělit. Pro rovnost reálných čísel budeme používat standardní symbol D a pro
nerovnosti symboly �, �, <, >. Pro uvedené operace pak symboly C (plus), �

(minus), � (krát) a (zlomková čára). Budeme předpokládat znalost základních
vlastností těchto množin na úrovni středoškolské matematiky, tj. zejména znalost
vlastností početních operací. Také použijeme tvrzení, že množina přirozených čí-
sel je rovna množině všech celých čísel, která jsou větší než 0, a číslo 1 je nejmenší
přirozené číslo, tj. pro každé n 2 N platí n � 1. O množinách N;Z;Q a R zde ho-
voříme zejména proto, abychom jemohli používat v ilustračních příkladech tohoto
oddílu. Více o nich řekneme v Oddílu 1.5 a jejich přesnému zavedení se budeme
věnovat v Dodatku B.

1.2.2 (výstavba matematiky). V matematice vycházíme z několika základních tvr-
zení, která nedokazujeme. Taková tvrzení nazýváme axiomy. Jako příklad uveďme
axiom, který říká, že existuje alespoň jedna množina. Všechna další tvrzení jsou
potom v důkazech odvozována z axiomů a tvrzení již dokázaných. Matematické
tvrzení, které považujeme za důležité nebo zajímavé samo o sobě, většinou nazý-
váme větou. K označení tvrzení, které má pomocný charakter, tj. potřebujeme jej
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pouze k důkazu jiných tvrzení, používáme zpravidla slovo lemma.1 Definice vy-
mezují nové pojmy, věty a lemmata hovoří o vlastnostech těchto pojmů a vztazích
mezi nimi. Matematická teorie je tak tvořena axiomy, definicemi, větami, lemmaty
a důkazy. Podrobnější výklad o axiomech i samotném jazyce matematiky je uveden
v Dodatku A.

Nejčastěji bývá matematická věta formulována ve tvaru implikace, tj. pokud
platí předpoklad A, pak platí závěr B. Důkazem je pak posloupnost správných
úvah vedoucích od předpokladů věty k jejímu závěru. Mezi základní typy důkazů
patří:

� přímý důkaz,
� nepřímý důkaz,
� důkaz sporem,
� důkaz rozborem případů,
� důkaz matematickou indukcí.

Tyto postupy nyní stručně vysvětlíme a výklad doplníme příklady. Uveďme ještě,
že u složitějších důkazů je často nutné použít i několika z výše uvedených postupů
a vzájemně je kombinovat.

1.2.3 (přímý důkaz). Mějme matematickou větu ve tvaru implikace A ) B pro
jisté výroky A a B. Při přímém důkazu postupujeme takto: Předpokládáme, že vý-
rok A platí. Odtud odvodíme platnost jistého výroku C1, pomocí C1 dokážeme
pravdivost jistého výroku C2, z něho pak dokážeme C3 a tak dále, až z předpokla-
du platnosti výroku Cn dokážeme výrok B. Odvodili jsme tedy následující řetěz
implikací

A ) C1; C1 ) C2; C2 ) C3; : : : ; Cn�1 ) Cn; Cn ) B;

ze kterého již plyne platnost implikace A ) B. Chceme-li dokázat nějakou větu
přímýmdůkazem, je na nás, abychomnalezli vhodné střední členyC1; : : : ; Cn, které
nám umožní z předpokladu odvodit závěr. Jak je hledat v konkrétním případě, na
to bohužel žádný návod či dokonce algoritmus neexistuje. Matematika je tvůrčí
činnost a bez určité míry důvtipu žádnou novou větu dokázat nelze.

1.2.4 (nepřímý důkaz). Tento typ důkazu je založen na ekvivalenci výroků A ) B

a :B ) :A (vizte Větu 1.1.14(a)). Platí-li druhý výrok, pak platí i první. Stačí tedy
nalézt jakýkoli důkaz druhého výroku.

1.2.5 (důkaz sporem). Tato metoda je založena na ekvivalenci výroků A ) B

a :.A^ :B/, která plyne z Vět 1.1.14(b), 1.1.12(a) a 1.1.10(a). Při tomto způsobu
dokazování předpokládáme platnost výroku A^ :B. Pokud se nám z něho podaří
odvodit výrok C , který je nepravdivý, pak nemůže být pravdivý ani výrok A^ :B.
Z pravdivého výroku totiž nevyplývá výrok nepravdivý. Platí tedy :.A ^ :B/, ne-
boli A ) B.

1.2.6 (důkaz rozborem případů). Máme dokázat tvrzení tvaru A ) B. Pokud do-
kážeme výrok A zapsat jako disjunkci výroků C a D, neboli ve tvaru C _ D, pak

1Slovo lemma je středního rodu.
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podle Věty 1.1.14(c) stačí dokázat tvrzení C ) B a D ) B. V tomto důkazu
tedy nejprve dokazujeme závěr B za předpokladu, že platí C . Pak dokazujeme B
za předpokladu, že platí D. Při aplikaci této metody je tedy třeba zapsat předpo-
klad věty ve tvaru C _D tak, abychom pak mohli snáze odvodit C ) B aD ) B.
Ani zde není k dispozici žádný algoritmus, jak taková C a D nalézt.

1.2.7 (důkazmatematickou indukcí). Důkazmatematickou indukcí lze použít k dů-
kazu výroku tvaru

8n 2 N W V.n/; (1.4)

kde V.n/, n 2 N, je výroková forma. Takový důkaz sestává ze dvou kroků:
(a) dokážeme výrok V.1/,
(b) dokážeme výrok

8n 2 N W
�
V.n/ ) V.nC 1/

�
;

neboli předpokládáme platnost V.n/ (tzv. indukční předpoklad) a odvodíme
platnost V.nC 1/.

Princip matematické indukce pak říká, že z (a) a (b) plyne výrok (1.4). Korektnost princi-
pumatematické indukce podstatně souvisí s konstrukcí množiny přirozených čísel,
které se budeme věnovat v Dodatku B.

1.2.8 (varianta důkazu matematickou indukcí). Uvažujme výrok

8n 2 Z; n � n0 W V.n/; (1.5)

kde n0 2 Z a V.n/, n 2 Z; n � n0, je výroková forma. Rozdíl mezi (1.4) a (1.5)
spočívá v jiném oboru kvantifikace. Zde opět platí princip matematické indukce
(vizte opět Dodatek B), podle kterého dokazujeme (1.5) takto:

(a) dokážeme výrok V.n0/,
(b) dokážeme výrok

8n 2 Z; n � n0 W
�
V.n/ ) V.nC 1/

�
:

1.2.9 (důkaz úplnou matematickou indukcí). Nechť V.n/; n 2 N, je výroková for-
ma. Výrok

8n 2 N W V.n/ (1.6)

je někdy možné dokázat pomocí úplné matematické indukce, která sestává z ově-
ření následujících tvrzení:

(a) platí V.1/,
(b) pro každé n 2 N platí�

8j 2 N; j � n W V.j /
�

) V.nC 1/:

Krok (b) úplné matematické indukce se liší od druhého kroku matematické in-
dukce popsané v paragrafu 1.2.7 v tom, že místo abychom předpokládali pouze
platnost V.n/, předpokládáme, že platí výroky V.1/; V .2/; : : : ; V .n/.
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Předpokládejme, že platí (a) a (b). Ukážeme, že pak platí (1.6). Definujme
výrokovou formu W.n/; n 2 N, následujícím způsobem: Výrok W.n/ říká, že pro
každé j 2 N; j � n, platí V.j /. Matematickou indukcí dokážeme tvrzení

8n 2 N W W.n/: (1.7)

VýrokW.1/ platí podle (a). Nyní předpokládejme, že pro nějaké n 2 N platíW.n/.
Potom podle (b) platí V.nC 1/. Platí-liW.n/ a V.nC 1/, pak platíW.nC 1/. Podle
principumatematické indukce platí (1.7). Z výroku (1.7) pak okamžitě plyne (1.6).

Další varianty důkazu matematickou indukcí jsou uvedeny v příkladové části
této kapitoly (Oddíl 1.8).

1.2.10 (pravidlo generalizace). Při důkazu výroku

8x 2 M W V.x/

často postupujeme následujícím způsobem. Zvolíme x 2 M pevné, ale libovol-
né, tj. o x předpokládáme pouze to, že je prvkem M , a nic dalšího. Postupnými
dedukcemi ukážeme platnost výroku V.x/ pro toto x. Tím je pak důkaz proveden.

Použití výše uvedených důkazových metod přiblížíme v následujících příkla-
dech.

1.2.11. Příklad. Dokažte, že pro každé a; b 2 R platí 1
2
.a2 C b2/ � ab.

Řešení. Provedeme přímý důkaz tvrzení. Vezměme libovolná čísla a; b 2 R. Potom
platí .a�b/2 � 0. Upravíme-li tuto nerovnost, dostaneme a2�2abCb2 � 0. Odtud
již snadno plyne dokazovaná nerovnost 1

2
.a2 C b2/ � ab. |

1.2.12. Příklad. Nechť n 2 N. Dokažte, že potom existuje k 2 N takové, že
n D 2k, nebo n D 2k�1, přičemž oba případy nemohou nastat zároveň. (V prvním
případě říkáme, že n je sudé, a ve druhém, že je liché.)

Řešení. K důkazu první části tvrzení použijeme matematickou indukci. Pro n D 1

položme k D 1. Potom máme 1 D 2 � 1 � 1. Předpokládejme, že tvrzení platí pro
n 2 N, a chceme tvrzení dokázat i pro číslo nC 1. Podle indukčního předpokladu
existuje k 2 N takové, že n D 2k, nebo n D 2k � 1. V prvním případě platí nC 1 D

2k C 1 D 2.k C 1/� 1, ve druhém nC 1 D 2k. V prvním případě je tedy hledaným
číslem k C 1 a ve druhém k.

Pokud by číslo n 2 N bylo zároveň liché i sudé, pak by existovala k; l 2 N

taková, že n D 2k D 2l �1. Potom 2.l �k/ D 1, a tedy l �k D
1
2
. Číslo l �k je celé,

na rozdíl od čísla 1
2
, což je spor. Metodou důkazu sporem jsme odvodili i druhou

část tvrzení. Tím je tvrzení příkladu dokázáno. |

1.2.13. Příklad. Nechť n 2 N a m 2 N je liché. Dokažte, že potom mn je liché
číslo.

Řešení. Tvrzení dokážeme matematickou indukcí. Pro n D 1 je číslo m1 D m li-
ché podle předpokladu. Předpokládejme platnost tvrzení pro přirozené číslo n, tj.
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předpokládejme, že číslo mn je liché. Pak existuje k 2 N takové, že mn D 2k � 1.
Existuje také l 2 N takové, že m D 2l � 1. Potom platí

mnC1
D mn �m D .2k � 1/ � .2l � 1/ D 2.2kl � k � l C 1/ � 1:

Dále platí 2kl � k � l C 1 D k.l � 1/C l.k � 1/C 1 � 1, a tedy 2kl � k � l C 1 2 N.
Odtud plyne, že číslo mnC1 je liché. |

1.2.14. Připomeňme, že číslo d 2 Z nazýváme dělitelem čísla n 2 Z, pokud existu-
je k 2 Z splňující n D kd . Pro každé n 2 N je zřejmě 1 i n dělitelem n. Řekneme, že
n 2 N je prvočíslo, pokud n > 1 a jeho jediní kladní dělitelé jsou 1 a n. Například
čísla 2; 3; 5; 7; 11 jsou prvočísla.

1.2.15. Příklad. Nechť n 2 N. Dokažte, že potom existuje právě jedna dvojice
k; l 2 N taková, že n D 2k�1.2l � 1/.

Řešení. Pomocí úplné matematické indukce nejprve dokážeme existenci přísluš-
ných k; l 2 N pro n 2 N. Pak ukážeme i jednoznačnost k a l .

Existence. Pro n D 1 položíme k D 1 a l D 1 a máme n D 1 D 21�1.2 � 1 � 1/.
Předpokládejme, že každé j 2 N; j � n, lze vyjádřit ve tvaru 2k�1.2l � 1/ pro
vhodná k; l 2 N. Chceme ukázat, že i pro číslo nC 1 lze nalézt příslušná k; l 2 N.
Pokud je nC1 číslo liché, pak podle definice existuje l 2 N takové, že nC1 D 2l�1

(vizte Příklad 1.2.12). Položíme k D 1 a tvrzení je dokázáno. Pokud je číslo nC 1

sudé, pak opět podle definice existuje m 2 N takové, že n C 1 D 2m. Poněvadž
m � n, existují podle indukčního předpokladu čísla k0; l 0 2 N taková, že m D

2k
0�1.2l 0 � 1/. Potom stačí položit k D k0 C 1 a l D l 0.

Jednoznačnost. Předpokládejme, že n D 2k�1.2l � 1/ D 2k
0�1.2l 0 � 1/ pro k; l; k0; l 0 2

N. Předpokládejme, že k0 > k, pak platí 2l�1 D 2k
0�k.2l 0 �1/. Číslo na levé straně

rovnosti je liché, zatímco číslo na pravé straně je sudé, což je spor. Podobně vede ke
sporu předpoklad k < k0.Musí tedy platit k D k0. Potomdostáváme 2l�1 D 2l 0�1.
Odtud již snadno plyne l D l 0. Tím je důkaz jednoznačnosti proveden. |

1.2.16. Příklad. Nechť m 2 N. Dokažte, že je-li m2 sudé, potom je i m sudé.

Řešení. Provedeme nepřímý důkaz. Předpokládejme, že neplatí, žem je sudé. Číslo
m je tedy liché a podle Příkladu 1.2.13 platí, žem2 je liché. Číslom2 tedy není sudé.
Tím je tvrzení dokázáno metodou nepřímého důkazu. |

1.2.17.Příklad (Hippasus2). Dokažte, že číslo
p
2, které je definováno jako kladné

řešení rovnice y2 D 2 v oboru reálných čísel, není racionální. Existenci a jednoznač-
nost takového řešení dokážeme později (vizte 4.3.14).

Řešení. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme, že
p
2 je racionální číslo. Po-

tom podle definice racionálního čísla existují p 2 Z a q 2 N taková, že
p
2 D

p
q
.

2Hippasus (5. stol. př. n. l.)
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Poněvadž
p
2 je kladné číslo, musí být p > 0, a tedy p 2 N. Navíc můžeme předpo-

kládat, že nejvýše jedno z čísel p a q je sudé. Podle Příkladu 1.2.15 lze totiž nalézt
čísla k1; l1; k2; l2 zmnožiny N taková, že p D 2k1�1.2l1�1/ a q D 2k2�1.2l2�1/. Pak
stačí místo dvojice p a q uvažovat dvojici 2l1 � 1 a 2k2�k1.2l2 � 1/, pokud k2 � k1,
nebo 2k1�k2.2l1 � 1/ a 2l2 � 1, pokud k2 < k1.

Z rovnosti
p
2 D

p
q
plyne, že 2q2 D p2, a tedy číslo p2 je sudé. Podle Pří-

kladu 1.2.16 dostáváme, že i p je sudé, a tedy existuje k 2 N takové, že p D 2k.
Dosazením za p do rovnosti 2q2 D p2 dostáváme, že 2q2 D 4k2, a tedy q2 D 2k2.
Odtud plyne, že q2 je sudé. Podle Příkladu 1.2.16 je číslo q sudé. Obě čísla p a q
jsou tedy sudá, což je spor s předpokladem, že nejvýše jedno z čísel p a q je sudé.
Číslo

p
2 tedy není racionální. |

1.2.18. Příklad. Nechť n 2 N. Dokažte, že potom je číslo n.nC 1/ sudé.

Řešení. Provedeme důkaz rozborem případů. Mějme n 2 N. Pak platí, že n je sudé,
nebo n je liché. Pokud je n sudé, pak je i číslo n.nC 1/ sudé. Pokud je číslo n liché,
pak je číslo nC 1 sudé, a proto je i číslo n.nC 1/ sudé. Tím je důkaz proveden. |

1.2.19 (konstruktivní a nekonstruktivní důkaz). Při důkazu výroku

9x 2 M W V.x/

máme dvě možnosti. Buď přímo nalezneme nějaké x 2 M , pro které platí V.x/,
nebo takové x 2 M nenalezneme, ale dokážeme, že alespoň jedno musí existovat.
Tyto postupy nazýváme po řadě konstruktivním důkazem a nekonstruktivním
důkazem. Nekonstruktivní důkaz také někdy nazýváme existenčním důkazem.

1.2.20. Příklad. Ukažte, že existují iracionální čísla a; b taková, že ab je číslo raci-
onální.

Řešení (konstruktivní důkaz). Položme a D
p
2 a b D log

2
9, kde log

2
označuje loga-

ritmus o základu 2. Přesnou definici výrazu ab a logaritmů uvedeme v Kapitole 6.
Potom platí

ab D
p
2
log2 9

D 2
1
2 log2.3

2/
D 2log2 3 D 3:

Číslo
p
2 je iracionální podle Příkladu 1.2.17. Stačí tedy odvodit, že číslo log

2
9 je

iracionální. Použijeme metodu důkazu sporem. Předpokládejme, že log
2
9 D

p
q
,

kde p 2 Z a q 2 N. Poněvadž je číslo log
2
9 kladné, musí být p přirozené. Potom

9 D 2log2 9 D 2
p
q , a tedy 9q D 2p. Číslo 2p je sudé a podle Příkladu 1.2.13 je číslo

9q liché, což je spor. |

Řešení (nekonstruktivní důkaz). Využijeme opět iracionalitu čísla
p
2. Pokud by číslo

p
2

p
2
bylo racionální, pak bychom byli s důkazem hotovi. Pokud by tomu tak

nebylo, pak by čísla
p
2

p
2
a

p
2 byla iracionální, přitom ale číslo�p
2

p
2
�p

2

D
p
2
2

D 2
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je racionální. Tím je tvrzení dokázáno, neboť alespoň jedna dvojice čísel

a D
p
2; b D

p
2 nebo a D

p
2

p
2
; b D

p
2

splňuje zadání úlohy. Výše uvedený postup však neříká, zda je řešením první nebo
druhá dvojice čísel.

Poznamenejme ještě, že lze ukázat, že číslo
p
2

p
2
je iracionální. Důkaz je však

velmi obtížný ([9, 20]). |

1.2.21 (důkazy nerovností). Máme-li dokázat nerovnostA � B mezi reálnými čísly
A aB, často postupujeme tak, že nalezneme reálné čísloC splňujícíA � C aC � B.
Odtud pak již plyne nerovnost A � B. Při hledání čísla C jde o to, aby důkazy
nerovností A � C a C � B byly snazší než důkaz nerovnosti A � B. Číslu C někdy
říkáme horní odhad čísla A a také dolní odhad čísla B. Samotnou nerovnost A � C

nebo C � B také někdy nazýváme odhadem.

1.2.22. Příklad. Nechť n 2 N; n � 3. Dokažte, že platí 2n2 � .nC 1/2.

Řešení. Uvažujme výraz n2 C 3n. Potom platí 2n2 D n2 C n � n � n2 C 3n, protože
n � 3. Platí také n2 C 3n � n2 C 2n C 1, protože n � 1. Dohromady tedy máme
2n2 � n2 C 2nC 1 D .nC 1/2, což jsme měli dokázat. |

1.3. Množiny

1.3.1. Nebudeme se zde zabývat otázkou, co je obecně množina. Tento problém,
jenž se nachází na pomezí matematiky a filosofie, je totiž velmi nesnadný a pře-
kračuje rámec tohoto textu. Zopakujme zatím pouze formulaci z paragrafu 1.1.17,
která říká, že množinou rozumíme každé shrnutí určitých a navzájem různých ob-
jektů, které nazýváme prvky, do jediného celku. Doplňující informace jsou uvede-
ny v Dodatku A. Pro systematický výklad teorie množin doporučujeme knihu [3].

Nyní zopakujeme pojmy z paragrafu 1.1.17 a přidáme několik dalších.

1.3.2. Množina je určena svými prvky. Skutečnost, že prvek a patří domnožinyA,
značíme a 2 A, a skutečnost, že a do A nepatří, zapíšeme jako a … A.

Množinu je možné definovat výčtem prvků, například píšeme f1; 2; 3; 4; 5g, ne-
bo pomocí vlastnosti, kterou musejí splňovat její prvky, tj. píšeme fxI V.x/g, pří-
padně fx 2 M I V.x/g, kdeM je množina a V.x/, x 2 M je výroková forma. Příkla-
dem je zápis fx 2 NI x < 6g.

Prázdnoumnožinounazývámemnožinu, která neobsahuje žádný prvek.Ozna-
čujeme ji symbolem ;. Množinu, která není prázdná, nazýváme neprázdnou.

1.3.3. Řekneme, že množina A je částí množiny B nebo množina A je podmno-
žinou množiny B, jestliže každý prvek množiny A je rovněž prvkem množiny B.
Tuto skutečnost značíme A � B (někdy také píšeme B � A) a tomuto vztahu mezi
množinami říkáme inkluze. Prázdná množina je podmnožinou každé množiny.
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Množiny A a B jsou si rovny (A D B), jestliže mají stejné prvky, neboli platí
současně A � B a B � A. Není těžké odvodit, že pro libovolné množiny A;B;C
platí

� A D A,
� jestliže A D B, potom B D A,
� jestliže A D B a B D C , potom A D C .

Pokud si množiny A a B nejsou rovny, píšeme A ¤ B. Řekneme, že množina A
je vlastní částí množiny B nebo A je vlastní podmnožinou množiny B, jestliže
A � B a A ¤ B.

NechťX je množina.Množinu všech podmnožinX značímeP .X/ a nazýváme
ji potenční množinou množiny X . Z jazykových důvodů budeme často používat
slovní spojení „systém (pod)množin“ místo „množina (pod)množin“.

1.3.4. Označení. (a) Nechť n 2 N a A1; : : : ; An jsou množiny. Potom zápis A1 �

� � � � An znamená, že platí inkluze A1 � A2, A2 � A3; : : : ; An�1 � An. Obdobné
značení používáme i pro symbol �.

(b) Nechť X je množina a n 2 N. Místo zápisu x1 2 X; x2 2 X; : : : ; xn 2 X budeme
často používat stručnější zápis x1; x2; : : : ; xn 2 X .

Nyní zavedeme operace, které ze dvou (nebo více) množin utvoří další mno-
žinu.

1.3.5. Sjednocením množin A a B nazveme množinu vytvořenou všemi prvky,
které patří alespoň do jedné z množin A či B. Sjednocení množin A a B značíme
symbolem A [ B.

Je-li A systém množin, pak jeho sjednocení
S

A definujeme jako množinu
všech prvků a, pro které existuje A 2 A takové, že a 2 A.

1.3.6. Průnikemmnožin A a B nazveme množinu všech prvků, které náležejí sou-
časně doA i doB. PrůnikmnožinA aB značíme symbolemA\B. Mají-li množiny
A a B prázdný průnik, řekneme o nich, že jsou disjunktní.

Je-li A neprázdný systémmnožin, pak jeho průnik
T

A definujeme jako mno-
žinu všech prvků a, které pro každé A 2 A splňují a 2 A. Řekneme, že systém A je
disjunktní, jestliže pro každé A;B 2 A splňující A ¤ B platí A \ B D ;.

1.3.7. Příklad. Nechť A D
˚
f1; 2; 3g; f3; 4; 7g; f1; 2; 3; 4; 5g

	
. Určete

S
A a

T
A.

Řešení. Přímo z definice dostáváme
S

A D f1; 2; 3; 4; 5; 7g a
T

A D f3g. |

1.3.8. RozdílemmnožinA aB nazvememnožinu prvků, které patří domnožinyA
a nepatří do množiny B. Rozdíl množin A a B značíme A n B.

1.3.9. Nechť m 2 N a A1; : : : ; Am jsou množiny. Kartézským součinem A1 �A2 �

� � � � Am nazveme množinu všech uspořádaných m-tic Œa1; a2; : : : ; am�, kde ai 2 Ai
pro každé i 2 f1; : : : ; mg. Někdy místo symbolu Œa1; a2; : : : ; am� používáme symbol
.a1; a2; : : : ; am/ a také někdy místo A1 � A2 � � � � � Am píšeme

Qm
iD1Ai . Přesnou
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definici pojmu uspořádaná n-tice lze nalézt v Dodatku A. Je-li Amnožina a n 2 N,
pak místo A � � � � � A„ ƒ‚ …

n-krát

píšeme An.

1.3.10. Voperaci kartézského součinu není obecněmožné zaměňovat pořadímno-
žin. Pokud například A D f0g, B D f1g, pak A�B D fŒ0; 1�g, B �A D fŒ1; 0�g, takže
A � B ¤ B � A.

1.3.11. Věta (de Morganova3 pravidla). Nechť X je množina a A je neprázdný
systém množin. Pak platí

X n
[

A D
\

fX n AI A 2 Ag

a dále
X n

\
A D

[
fX n AI A 2 Ag:

Důkaz. Provedeme důkaz prvního z uvedených tvrzení. Máme dokázat dvě inklu-
ze, a sice

X n
[

A �
\

fX n AI A 2 Ag

a zároveň
X n

[
A �

\
fX n AI A 2 Ag:

Je-li x 2 X n
S

A, znamená to, že x patří do X , ale nepatří do sjednocení
S

A.
Tedy x … A pro každou množinu A 2 A. To ale znamená, že pro každé A 2 A je
x 2 X n A, a tudíž x 2

T
fX n AI A 2 Ag. Tím je první inkluze dokázána.

Nechť x 2 X n A pro každou množinu A 2 A. Tedy x 2 X , ale x … A pro
každou A 2 A. Takže x …

S
A. Tudíž x 2 X n

S
A, čímž je završen důkaz druhé

inkluze.
Druhé de Morganovo pravidlo lze dokázat obdobně. �

1.4. Relace uspořádání a zobrazení

Relace uspořádání.

1.4.1.Definice. Binární relací rozumíme libovolnoumnožinu uspořádaných dvo-
jic. Pokud R je binární relace a Œa; b� 2 R, pak říkáme, že prvek a je v relaci R
s prvkem b. Často v tomto případě používáme zápis a R b.

Pokud binární relace R splňuje R � A � B, pak říkáme, že R je binární relací
mezi prvkymnožinA aB. Pokud A D B, pak říkáme, že R je binární relací na A.

1.4.2. Označení. Můžeme definovat i relace mezi více něž dvěma prvky, ale v na-
šem textu je nepoužijeme, a proto budeme místo slovního spojení „binární relace“
používat jen termín „relace“.

3Augustus de Morgan (1806–1871)
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Existuje mnoho příkladů matematických objektů, které jsou relacemi. V tuto
chvíli pro nás budou důležité dva speciální typy relací, totiž uspořádání a zobraze-
ní. Následující definice nám pomůže zavést první z nich.

1.4.3. Definice. Nechť R je relace na množině A. Řekneme, že R je na A
� reflexivní, jestliže platí

8x 2 A W Œx; x� 2 R;

� symetrická, jestliže platí

8x; y 2 A W Œx; y� 2 R ) Œy; x� 2 R;

� tranzitivní, jestliže platí

8x; y; ´ 2 A W
�
Œx; y� 2 R ^ Œy; ´� 2 R

�
) Œx; ´� 2 R;

� antisymetrická, jestliže platí

8x; y 2 A W Œx; y� 2 R ) Œy; x� … R;

� slabě antisymetrická, jestliže platí

8x; y 2 A W
�
Œx; y� 2 R ^ Œy; x� 2 R

�
) x D y:

1.4.4. Definice. Nechť R je relace na množině A. Řekneme, že R je na A
� uspořádání (někdy také částečné uspořádání či neostré uspořádání),

jestliže je reflexivní, slabě antisymetrická a tranzitivní,
� ostré uspořádání, jestliže je antisymetrická a tranzitivní,
� lineární uspořádání, jestliže jde o uspořádání a pro každé x; y 2 A platí
Œx; y� 2 R nebo Œy; x� 2 R.

1.4.5. (a) Právě definovaný pojem uspořádání je velmi abstraktní a používá se pro
porovnávání velmi rozmanitých objektů mezi sebou. Uspořádání reálných čísel
� je jenom jedním z mnoha příkladů uspořádání. Podobně ostrá nerovnost mezi
reálnými čísly je ostrým uspořádáním ve smyslu naší definice.

(b) Je-li uspořádání R na množině X lineární, pak je možné libovolné dva prvky
mezi sebou porovnat pomocí uspořádání R. Uspořádání reálných čísel je příkla-
dem lineárního uspořádání.

Nechť X je množina. Pak relace

R D
˚
ŒA; B� 2 P .X/ � P .X/I A � B

	
je uspořádání na potenční množině P .X/. Pokud má X alespoň dva prvky, pak
toto uspořádání není lineární. Jestliže totiž existují x; y 2 X , x ¤ y, pak neplatí
ani fxg � fyg ani fyg � fxg.

1.4.6. Příklad. Namnožině N2 definujeme lexikografické uspořádání �lex násle-
dujícím způsobem

Œn1; n2� �lex Œm1; m2� ,
�
n1 < m1 _ .n1 D m1 ^ n2 � m2/

�
:

Ukažte, že �lex je opravdu uspořádání na N2.
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Řešení. Reflexivita. Pro libovolné Œn1; n2� 2 N2 platí Œn1; n2� �lex Œn1; n2�, neboť n1 D

n1 a n2 � n2.

Slabá antisymetrie. Pokud Œn1; n2� �lex Œm1; m2� a zároveň Œm1; m2� �lex Œn1; n2�, pak
nemůže platit n1 < m1 ani m1 < n1. Musí tedy platit n1 D m1. Pak ovšem platí
n2 � m2 a m2 � n2, a proto n2 D m2. Dokázali jsme tedy, že Œn1; n2� D Œm1; m2�.

Tranzitivita.Nechť Œn1; n2�, Œm1; m2�, Œk1; k2� 2 N2 splňují Œn1; n2� �lex Œm1; m2� a Œm1; m2� �lex
Œk1; k2�. Z prvního vztahu plyne n1 � m1 a z druhého m1 � k1. Dostáváme tedy
n1 � k1. Pokud platí dokonce n1 < k1, pak Œn1; n2� �lex Œk1; k2�. Pokud n1 D k1,
pak platí také n1 D m1. Musí tedy platit n2 � m2 a m2 � k2. Odtud plyne nerov-
nost n2 � k2. Tím je dokázán vztah Œn1; n2� �lex Œk1; k2�. |

Nyní uvedeme několik základních pojmů, které souvisí s relací uspořádání.

1.4.7. Definice. Nechť � je relace uspořádání na množině X a A � X . Řekneme,
že prvek x 2 X je

� horní závorou množiny A, jestliže pro každé a 2 A platí a � x,
� dolní závorou množiny A, jestliže pro každé a 2 A platí x � a.

Množina A je
� shora omezená, jestliže existuje prvek x 2 X , který je horní závoroumno-
žiny A,

� zdola omezená, jestliže existuje prvek x 2 X , který je dolní závorou mno-
žiny A,

� omezená, jestliže je omezená shora i zdola.

1.4.8. Definice. Nechť � je relace uspořádání na množině X a A � X . Řekneme,
že prvek G 2 X je suprememmnožiny A, jestliže platí:

(a) G je horní závorou množiny A,
(b) je-li prvek G0 2 X horní závorou množiny A, potom G � G0.

Řekneme, že prvek g 2 X je infimemmnožiny A, jestliže platí
(a) g je dolní závorou množiny A,
(b) je-li prvek g0 2 X dolní závorou množiny A, potom g0 � g.

1.4.9. V předchozích dvou definicích jsme použili symbol �, který se používá
zejména pro označení uspořádání na reálných číslech. Zde jej pro názornost po-
užíváme k označení libovolné relace uspořádání.

1.4.10. Nechť � je relace uspořádání na množině X a A � X . Podle předchozí
definice je supremum množiny A její nejmenší horní závorou a infimum je její nej-
větší dolní závorou. Supremum a infimum množiny A nemusejí existovat, pokud
však existují, jsou určena jednoznačně.

Odvoďme toto pozorování například pro infimum, v případě suprema je mož-
né postupovat obdobně. Nechť g1 a g2 jsou infima množiny A � X vzhledem
k uspořádání � na množině X . Potom g1 i g2 jsou dolní závory množiny A. Podle
vlastnosti (b) z definice infima platí g1 � g2 a také g2 � g1. Ze slabé antisymetrie
relace uspořádání pak plyne g1 D g2.
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Pokud supremummnožiny A (vzhledem k uspořádání �) existuje, značíme jej
supA. Pokud existuje infimum množiny A, značíme jej infA.

Supremum a infimum budeme používat zejména při studiu podmnožin reál-
ných čísel, pro ilustraci však uveďme následující příklad, který využívá lexikogra-
fického uspořádání dvojic přirozených čísel.

1.4.11. Příklad. Nechť �lex je lexikografické uspořádání na množině N2 (vizte
Příklad 1.4.6). Dokažte, že supremum množiny A D fŒ1; n� 2 N2I n 2 Ng je rovno
prvku Œ2; 1�.

Řešení. Pro každé n 2 N podle definice platí Œ1; n� �lex Œ2; 1�, čímž je ověřena pod-
mínka (a) z definice suprema. Uvažujme prvek Œa; b� 2 N2, který je horní závorou
množiny A. Potom pro každé n 2 N platí buď 1 < a, nebo 1 D a a n � b. Druhá
možnost však nemůže platit pro každé n, neboť přirozené číslo b C 1 nesplňuje
nerovnost b C 1 � b. Platí tedy 1 < a, neboli 2 � a. Pak ovšem opět podle de-
finice uspořádání �lex dostáváme Œ2; 1� �lex Œa; b�. Tím je ověřena i podmínka (b)
z definice suprema. |

1.4.12. Věta. Nechť � je relace uspořádání na množině X , A � X je neprázdná
množina a nechť existuje infimum a supremum množiny A. Potom platí infA �

supA.

Důkaz. Množina A je neprázdná, takže můžeme nalézt prvek a 2 A. Potom platí
infA � a, neboť infA je dolní závorou A. Dále platí a � supA, neboť supA je
horní závorou A. Odtud díky tranzitivitě uspořádání dostáváme nerovnost infA �

supA. �

K právě zavedeným pojmům suprema a infima se vrátíme v Oddílu 1.5, kde
budou uvedeny další ilustrační příklady.

Relace zobrazení.

1.4.13. Definice. Binární relaci F nazýváme zobrazením, pokud splňuje

8Œx1; y1� 2 F 8Œx2; y2� 2 F W x1 D x2 ) y1 D y2:

Řekneme, že zobrazení F je zobrazení z množiny A do množiny B, jestliže platí
F � A � B.

1.4.14. Je-li F zobrazení z množinyA domnožinyB, pak podle definice pro každé
x 2 A existuje nejvýše jedno y 2 B takové, že Œx; y� 2 F . Pokud pro dané x 2 A

takové y existuje, pak je tedy určeno jednoznačně a značíme je F.x/.

1.4.15. Definice. Nechť F je zobrazení.
� Definičním oborem zobrazení F nazýváme množinu

D.F / D fxI 9y W Œx; y� 2 F g:

� Oborem hodnot zobrazení F nazýváme množinu

H .F / D fyI 9x W Œx; y� 2 F g:
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1.4.16. (a) Nechť F je zobrazení. Všimněme si, že definiční obor F je množina
všech x, pro které je definován prvek F.x/, a obor hodnot je množina všech y, pro
která existuje x takové, že prvek F.x/ je definován a platí F.x/ D y.

(b) Je-li F zobrazení z množiny A do množiny B, pak je F také zobrazení z mno-
žiny C do množiny D, pokud F � C �D, neboli D.F / � C a H .F / � D.

Například zobrazení F , které každému kladnému číslu x 2 R přiřazuje reálné
číslo 1

x
, je zobrazením z množiny kladných reálných čísel do množiny kladných

reálných čísel, ale také zobrazením z R do R.

1.4.17 (zobrazení jako přiřazení). Zobrazení jsme definovali pomocí pojmu rela-
ce. Při tomto přístupu ztotožňujeme pojem zobrazení a pojem grafu zobrazení.
V matematické analýze však často chápeme zobrazení F z množiny A do množiny
B jako přiřazení, tj. prvkům x z jisté podmnožiny A je přiřazen jednoznačně určený
prvek F.x/ z množiny B. V takovém případě pak zobrazení a jeho graf chápeme
jako dva různé objekty, které si však vzájemně jednoznačně odpovídají, přičemž
grafem zobrazení F nazýváme množinu

graf.F / D
˚
Œx; y� 2 A � BI x 2 D.F / ^ y D F.x/

	
:

1.4.18.Označení. NechťA aB jsoumnožiny aF je zobrazení. Pak symbolF W A !

B znamená, že F je zobrazení z množiny A do množiny B a D.F / D A. Takové
zobrazení F nazýváme také zobrazenímmnožiny A domnožiny B.

Narozdíl od zobrazení z množiny A do množiny B, kde definiční obor je pou-
ze podmnožinou množiny A, je zobrazení množiny A do množiny B definováno
právě ve všech bodech množiny A.

1.4.19. Zobrazení F W A ! B často definujeme tak, že pro každé x 2 A určíme
prvek F.x/ 2 B. V takovém případě někdy používáme zápis x 7! F.x/, x 2 A. Je
třeba si uvědomit, že dva různé předpisy mohou definovat stejné zobrazení. Tak je
tomu například u následujících dvou předpisů:

x 7! .x C 1/2; x 2 R;

x 7! x2 C 2x C 1; x 2 R:

1.4.20. Definice. Nechť A;B jsou množiny a f je zobrazení.

� Obrazemmnožiny A při zobrazení f rozumíme množinu

fy 2 H .f /I 9x 2 D.f / \ A W f .x/ D yg;

kterou značíme f .A/.
� Vzoremmnožiny B při zobrazení f rozumíme množinu

fx 2 D.f /I f .x/ 2 Bg;

kterou značíme f �1.B/.
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1.4.21. Nechť X je množina a A � X . Charakteristickou funkcímnožiny A nazý-
váme funkci �A W X ! R, definovanou předpisem

�A.x/ D

(
1; pokud x 2 A;

0; pokud x 2 X n A:

Pro právě uvedenou funkci platí ��1
A .f1g/ D A a ��1

A .f0g/ D X nA. Charakteristická
funkce je v řadě situací užitečným nástrojem.

1.4.22. Definice. Řekneme, že zobrazení f
� je prosté, jestliže platí

8x; y 2 D.f / W f .x/ D f .y/ ) x D y;

� je na množinu B, jestliže platí H .f / D B,
� je bijekcí množiny A na množinu B, jestliže D.f / D A a jde o prosté
zobrazení na B.

1.4.23 (alternativní terminologie). Prostému zobrazení také říkáme injekce nebo
injektivní zobrazení. Zobrazení, které je zobrazením na množinu B, nazýváme
i surjekcí na B a o bijekci množiny A na množinu B hovoříme někdy jako o vzá-
jemně jednoznačném zobrazení množiny A na množinu B.

1.4.24. Nechť f W A ! B je prosté zobrazení. Potom přímo z definic dostáváme,
že f je bijekce množiny A na množinu f .A/.

1.4.25. Definice. Nechť f je zobrazení a C je množina. Pak zobrazení definované
předpisem x 7! f .x/; x 2 C \D.f /, nazýváme restrikcí nebo zúžením zobrazení
f na množinu C a značíme jej f jC .

1.4.26. Definice. Nechť f a g jsou zobrazení. Pak zobrazení g ı f je definováno
předpisem .g ı f /.x/ D g

�
f .x/

�
pro všechna x 2 D.f / taková, že f .x/ 2 D.g/.

Zobrazení g ı f nazýváme složeným zobrazením (složením zobrazení) f a g,
přičemž g nazýváme vnějším zobrazením a f nazýváme vnitřním zobrazením.

1.4.27.Definice. Nechť f W A ! B je prosté zobrazení. Pak zobrazení f �1 W f .A/ !

A definované pro y 2 f .A/ předpisem f �1.y/ D x, kde x 2 A je jednoznačně ur-
čeno vztahem y D f .x/, nazýváme inverzním zobrazením k zobrazení f .

1.4.28. K zobrazení, které není prosté, nelze definovat inverzní zobrazení. Příkla-
dem je funkce f W R ! R definovaná předpisem f .x/ D x2 pro x 2 R.

1.4.29 (sjednocení a průnik indexovaného systému). Nechť X a I jsou množiny
a pro každé ˛ 2 I je definována množina A˛ � X . Máme tedy dáno zobraze-
ní ˛ 7! A˛ množiny I do potenční množiny P .X/. Takové zobrazení nazýváme
indexovaným systémemmnožin a značíme ho symbolem .A˛/˛2I .

Uvažujme systém A D fA 2 P .X/I 9˛ 2 I W A D A˛g. Pak množinu
S

A

označujeme také symbolem
S
˛2I A˛. Pokud je navíc I neprázdná množina, pak

množinu
T

A označujeme
T
˛2I A˛.

Se zobrazeními z následující definice budeme často pracovat.
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1.4.30. Definice. Nechť A je neprázdná množina.

(a)KonečnouposloupnostíprvkůA rozumíme každé zobrazenímnožiny f1; : : : ; ng,
kde n 2 N, do množiny A. Pokud k 7! ak , k 2 f1; : : : ; ng, je takové zobrazení, pak
tuto posloupnost značíme fakgn

kD1
. Prvek ak nazýváme k-týmčlenem této posloup-

nosti.

(b)Nekonečnouposloupností prvkůA rozumíme každé zobrazení n 7! an, n 2 N,
množiny přirozených čísel N do množiny A. Takovou posloupnost obvykle značí-
me fang1

nD1, případně jen fang. Prvek an nazýváme n-týmčlenem této posloupnosti.
1.4.31 (rekurentně zadaná posloupnost). Nechť A je neprázdná množina a k 2 N.
Jsou-li dány členy a1; a2; : : : ; ak 2 A a předpis, podle kterého je možné pro každé
n 2 N, n > k, určit hodnotu an 2 A na základě hodnot a1; : : : ; an�1, pak je možné
definovat posloupnost fang1

nD1. Takovému zadání posloupnosti říkáme rekurentní.
Existence a jednoznačnost takto zadané posloupnosti je ověřena ve Větě B.1.44.

Nejčastější způsob zadání rekurentní posloupnosti fang1
nD1 vypadá následov-

ně. Je dána neprázdná množina A a zobrazení g W A ! A. Prvek a1 2 A je dán
a an D g.an�1/ pro n 2 N; n > 1.

Příkladem takové posloupnosti je posloupnost definována předpisem a1 D 1,
anC1 D 2an, neboť stačí položit A D R a g.x/ D 2x; x 2 R.
1.4.32. V paragrafu 1.2.2 jsme si přiblížili význam termínu axiom. Na tomto místě
je vhodné uvést jeden z axiomů teorie množin pro jeho vztah k pojmu zobrazení.
Jde o axiom výběru a zde je jeho formulace:

Pro každý indexovaný systémneprázdnýchmnožin .Cb/b2I existuje zobrazení ' W I !S
b2I Cb takové, že pro každé b 2 I platí '.b/ 2 Cb.

Axiom výběru říká, že existuje zobrazení ', které pro každé b 2 I vybere hodnotu
'.b/ z neprázdné množiny Cb. Výrok působí samozřejmě, některé jeho důsledky
však již tak samozřejmé nejsou. Další vysvětlení je uvedeno v Dodatku A. Axiom
výběru budeme často používat bez výslovného upozornění podobně jako další axi-
omy teorie množin.
1.4.33 (konstrukce posloupnosti pomocí axiomu výběru). Nechť A je neprázdná
množina. Posloupnost prvků množiny A je možné konstruovat také takto. Prvek
a1 zvolíme z jisté neprázdné podmnožiny A1 množiny A. Máme-li zkonstruová-
ny prvky a1; : : : ; an, určíme v závislosti na těchto prvcích neprázdnou množinu
AnC1 � A a z ní vybereme prvek anC1. Množiny An; n 2 N, ze kterých vybíráme
členy naší posloupnosti, závisí na konkrétním cíli, pro který posloupnost konstru-
ujeme. Tímto způsobem skutečně obdržíme posloupnost fang1

nD1. Není to ale tak
jednoduché, protože přesné odůvodnění existence posloupnosti fang1

nD1 vyžaduje
použití axiomu výběru. Více naleznete v Dodatku A.

1.5. Množina reálných čísel

Vlastnost existence suprema.
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1.5.1. Číselné obory přirozených, celých, racionálních a reálných čísel mají pro
další výklad zásadní význam. Jejich přesná konstrukce však není snadná, a proto ji
provedeme až v Dodatku B. V dalším výkladu vystačíme se středoškolskými po-
jmy, které doplníme o vlastnost existence suprema. V Definicích 1.4.7 a 1.4.8 jsme
zavedli pojem horní závory, dolní závory, omezenosti množiny a pojmy suprema
a infima pro obecné uspořádání. Nyní tyto pojmy použijeme promnožinu reálných
čísel s uvedeným uspořádáním �. Vlastnost existence suprema reálných čísel lze
pak formulovat následovně.

Každá neprázdná shora omezená podmnožina R má supremum. (1.8)

Množina reálných čísel spolu s jejím uspořádáním a s operacemi sčítání a násobení
je zkonstruována tak, že právě uvedenou vlastnost má. Vlastnost suprema je důle-
žitá, neboť některé hlubší věty o reálných číslech bychom bez ní nemohli dokázat.

Vlastnosti početních operací a uspořádání. V tomto textu předpokládáme
znalost základních pravidel pro práci s uspořádáním reálných čísel a s operacemi
sčítání a násobení. V dalším si však některé výsledky připomeneme a také zavedeme
značení, které budeme používat.

1.5.2. Označení. (a) Nechť m; n 2 Z, m � n, a pro každé i 2 fm; : : : ; ng je ai 2 R.
Potom symbolem

Pn
iDm ai značíme součet všech reálných čísel am; : : : ; an, tedy
nX

iDm

ai D am C amC1 C � � � C an�1 C an:

Je-li m > n, pak klademe
nX

iDm

ai D 0:

(b) Nechť m; n 2 Z, m � n, a pro každé i 2 fm; : : : ; ng je ai 2 R. Potom symbolemQn
iDm ai značíme součin všech reálných čísel am; : : : ; an, tedy

nY
iDm

ai D am � amC1 � � � an�1 � an:

Je-li m > n, pak klademe
nY

iDm

ai D 1:

Připomeňme ještě, že pokud a 2 R a n 2 N, pak symbol an značí součin

a � a � � � a � a„ ƒ‚ …
n krát

:

Pokud a 2 R; a ¤ 0, a n 2 N, pak symbol a�n značí součin

a�1
� a�1

� � � a�1
� a�1„ ƒ‚ …

n krát

:
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Pro a 2 R definujeme symbol a0 jako 1. Zde nedefinujeme novou početní operaci,
ale pouze užitečnou zkratku, která zjednodušuje zápis některých výrazů. Toto je
třeba mít na paměti zejména v případě, kdy a D 0.

(c) Pro každé n 2 N [ f0g definujeme symbol nŠ, čteme n faktoriál, takto: 0Š D 1

a nŠ D n � .n � 1/Š pro n 2 N. Pokud n 2 N, pak je číslo nŠ součinem čísel 1; : : : ; n.

(d) Pro n; k 2 N [ f0g; k � n, definujeme kombinační číslo
�
n
k

�
, čteme n nad k,

předpisem  
n

k

!
D

nŠ

.n � k/Š kŠ
:

(e) Nechť n 2 N a a1; : : : ; an 2 R. Potom zápis a1 � � � � � an znamená, že platí
nerovnosti a1 � a2, a2 � a3; : : : ; an�1 � an. Obdobné značení používáme i pro
další typy nerovností.

(f) V dalším výkladu budeme používat i zápisy x > y a x � y, které po řadě
znamenají totéž co y < x a y � x.

1.5.3. Přesně vzato jsou definice součtu a součinu konečně mnoha reálných čísel
induktivní. Máme-li definován součet (součin) n reálných čísel, můžeme definovat
součet (součin) nC 1 reálných čísel. Z těchto definic by měly také vycházet důka-
zy běžných pravidel pro počítání s konečnými součty a součiny, jako je například
vzorec

n3X
nDn1

an D

n2X
nDn1

an C

n3X
nDn2C1

an;

kde n1 � n2 � n3 jsou přirozená čísla a an1
; : : : ; an3

jsou reálná čísla. Zde však
volíme výše uvedený neformální výklad, neboť jeho přesnost je pro náš text dosta-
čující.

Uveďme následující pozorování, které je užitečné při práci se součty reálných
čísel.

1.5.4. Nechť m; n; p 2 Z, m � n, a pro každé i 2 fm; : : : ; ng je ai 2 R. Potom platí

nX
iDm

ai D

nCpX
iDmCp

ai�p;

neboť v obou součtech sčítáme reálná čísla am; : : : ; an.

1.5.5. Věta (binomická věta). Pro každé n 2 N [ f0g a pro každá a; b 2 R platí

.aC b/n D

nX
kD0

 
n

k

!
an�kbk : (1.9)
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Důkaz. Tvrzení dokážeme matematickou indukcí. Pro n D 0 a libovolná a; b 2 R
platí

.aC b/0 D 1;

0X
kD0

 
0

k

!
a0�kbk D

 
0

0

!
a0b0 D 1:

Odtud dostáváme (1.9) pro n D 0.
Předpokládejme, že n 2 N [ f0g, a; b 2 R a vztah (1.9) platí. Pak díky indukč-

nímu předpokladu a algebraickou úpravou dostaneme

.aC b/nC1
D .aC b/n � .aC b/ D

 
nX
kD0

 
n

k

!
an�kbk

!
� .aC b/

D

nX
kD0

 
n

k

!
an�kC1bk C

nX
kD0

 
n

k

!
an�kbkC1:

Podle pozorování v 1.5.4 obdržíme
nX
kD0

 
n

k

!
an�kbkC1

D

nC1X
kD1

 
n

k � 1

!
anC1�kbk ;

a tedy

.aC b/nC1
D

nX
kD0

 
n

k

!
an�kC1bk C

nC1X
kD1

 
n

k � 1

!
anC1�kbk

D anC1
C

nX
kD1

 
n

k

!
an�kC1bk C

nX
kD1

 
n

k � 1

!
anC1�kbk C bnC1

D

 
nC 1

0

!
anC1

C

nX
kD1

  
n

k

!
C

 
n

k � 1

!!
an�kC1bk C

 
nC 1

nC 1

!
bnC1:

Dokazované tvrzení nyní plyne z následujícího vztahu, který platí pro každé n; k 2

N; k � n:  
n

k

!
C

 
n

k � 1

!
D

nŠ

.n � k/ŠkŠ
C

nŠ

.nC 1 � k/Š.k � 1/Š

D
nŠ

.n � k/Š.k � 1/Š
�

� 1
k

C
1

nC 1 � k

�
D

nŠ

.n � k/Š.k � 1/Š
�

nC 1

.nC 1 � k/k
D

 
nC 1

k

!
:

�

Následující příklad obsahuje zobecnění známých vztahů a2�b2 D .a�b/.aCb/

a a3 � b3 D .a � b/.a2 C ab C b2/.
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1.5.6. Příklad. Dokažte, že pro všechna n 2 N a pro všechna a; b 2 R platí

an � bn D .a � b/ �

nX
kD1

an�kbk�1:

Řešení. Vztah odvodíme úpravou pravé strany:

.a � b/ �

nX
kD1

an�kbk�1
D

nX
kD1

anC1�kbk�1
�

nX
kD1

an�kbk

D an C

nX
kD2

anC1�kbk�1
�

n�1X
kD1

an�kbk � bn

D an C

n�1X
kD1

an�kbk �

n�1X
kD1

an�kbk � bn (podle 1.5.4)

D an � bn:

|

1.5.7. Příklad. Nechť q 2 R n f1g a n 2 N [ f0g. Dokažte, že potom platí
nX
kD0

qk D
1 � qnC1

1 � q
:

Řešení. Použijeme Příklad 1.5.6 pro a D 1, b D q a na místo čísla n dosadíme nC1.
Pak s pomocí 1.5.4 obdržíme

1 � qnC1
D .1 � q/

nC1X
kD1

qk�1
D .1 � q/

nX
kD0

qk :

Odtud již snadno plyne dokazovaný vztah, neboť 1 � q ¤ 0, a tedy můžeme obě
strany rovnosti vydělit číslem 1 � q. |

Absolutní hodnota reálného čísla.

1.5.8. Definice. Pro každé x 2 R definujeme jeho absolutní hodnotu jako

jxj D

(
x; pokud x � 0;

�x; pokud x < 0:

1.5.9. Není těžké si rozmyslet, že pro každé x 2 R platí:
(a) jxj � 0,
(b) jxj D 0 , x D 0,
(c) jxj D j�xj,
(d)

ˇ̌
jxj
ˇ̌

D jxj,
(e) 8� 2 R W j�xj D j�j � jxj.
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Geometricky můžeme absolutní hodnotu čísla x interpretovat jako vzdálenost bo-
du x od počátku na reálné ose. Výraz jx � yj pak nazveme vzdáleností bodu x od
bodu y.

Následující nerovnost budeme při práci s absolutní hodnotou často používat.
Její název pochází z jejího zobecnění pro komplexní čísla, které vyjadřuje nerov-
nost mezi součtem délek dvou stran trojúhelníka a délkou zbývající strany.

1.5.10. Věta (trojúhelníková nerovnost). Pro každá a; b 2 R platí

jaC bj � jaj C jbj : (1.10)

Důkaz. Nechť a; b 2 R. Z definice absolutní hodnoty vyplývá, že platí a � jaj a b �

jbj. Odtud dostáváme aC b � jaj C jbj. Opět z definice absolutní hodnoty snadno
vyplývá, že platí �a � jaj a také �b � jbj. Odtud dostáváme �.a C b/ � jaj C jbj.
Podle definice absolutní hodnoty platí ja C bj D a C b nebo ja C bj D �.a C b/.
V obou případech tedy dostáváme ja C bj � jaj C jbj, čímž je nerovnost (1.10)
dokázána. �

1.5.11. Důsledek. (a) Pro každá x; y 2 R platíˇ̌
jxj � jyj

ˇ̌
� jx � yj : (1.11)

(b) Pro každá x; y; ´ 2 R platí

jx � yj � jx � ´j C j´ � yj : (1.12)

Důkaz. (a) Nechť x; y 2 R. Položme v (1.10) nejprve a D y, b D x � y. Obdržíme
jxj D jyCx�yj � jyjCjx�yj. Platí tedy jxj� jyj � jx�yj. V (1.10) dále položme
a D x, b D y � x. Dostaneme jyj D jxC y � xj � jxj C jy � xj D jxj C jx � yj. Platí
tedy �.jxj � jyj/ � jx � yj. Z obdržených nerovností a definice absolutní hodnoty
již plyne (1.11).

(b) V (1.10) položme a D x�´, b D ´�y, a dostaneme požadovanou nerovnost. �

1.5.12. Poznámka. Někdy bývá trojúhelníkovou nerovností nazývána nerovnost
(1.12).

1.5.13. Lemma. Nechť a; b 2 R. Jestliže existuje K 2 R, K > 0, takové, že pro
každé " 2 R; " > 0, platí ja � bj < K", potom a D b.

Důkaz. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme, že ačkoli jsou podmínky lem-
matu pro reálná čísla a, b splněny, jsou čísla a a b různá. Předpokládejme nejprve,
že a > b. Položme " D

1
2K
.a � b/. Číslo " je kladné, a proto podle předpokladu

platí 0 < ja � bj < K" D
1
2
.a � b/. Odtud vyplývá 0 < a � b < 1

2
.a � b/, což je

spor. Pokud a < b, pak položíme " D
1
2K
.b � a/ a spor obdržíme obdobně jako

v předchozím případě. �

1.5.14. Lemma 1.5.13 je užitečným nástrojem jak dokázat rovnost dvou reálných
čísel. Místo, abychom dokazovali rovnost dvou čísel přímo, dokážeme, že rozdíl
uvažovaných čísel v absolutní hodnotě je menší než libovolné kladné reálné číslo.
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Další vlastnosti suprema a infima.

1.5.15. Uspořádání � na množině R je lineární, a proto je číslo G 2 R supremem
množinyM � R právě tehdy, když platí

(a) G je horní závorou množinyM ,
(b) 8G0 2 R; G0 < G 9x 2 M W G0 < x.
Pokud je totižG suprememmnožinyM , pak jeG horní závorouM , a tedy spl-

ňuje (a). Jestliže G0 2 R; G0 < G, potom G0 není horní závorouM . Odtud plyne,
že existuje x 2 M takové, že neplatí x � G0. Máme tedy x ¤ G0 a díky lineari-
tě uspořádání � platí G0 � x. Dohromady tedy máme G0 < x, čímž je ověřena
podmínka (b).

Nyní předpokládejme, žeG 2 R splňuje podmínky (a) a (b). Potom jeG horní
závorou množiny M . Předpokládejme, že G0 2 R je horní závorou M . Chceme
ukázat, že platí G � G0. Předpokládejme, že tomu tak není. Potom díky linearitě
uspořádání � dostáváme G0 < G. Podle vlastnosti (b) existuje x 2 M takové, že
G0 < x, což je ovšem spor s předpokladem, že G0 je horní závorou množinyM .

Obdobně číslo g 2 R je infimem množinyM � R právě tehdy, když platí
(c) g je dolní závorouM ,
(d) 8g0 2 R; g < g0 9x 2 M W x < g0.

1.5.16. Věta (existence infima). NechťM � R je zdola omezená neprázdná mno-
žina. Potom existuje infimum množinyM a platí infM D � supfx 2 RI �x 2 M g.

Důkaz. Označme �M D fx 2 RI �x 2 M g. Množina �M je zřejmě neprázdná.
NechťK 2 R je dolní závorou množinyM . Pro každé x 2 �M platí �x 2 M , takže
K � �x, tedy x � �K. Odtud plyne, že �K je horní závorou množiny �M . Mno-
žina �M je tedy shora omezená. Z (1.8) plyne existence suprema množiny �M ,
které označíme symbolem G. Dokážeme, že prvek g D �G je infimemmnožinyM
tak, že ověříme podmínky (c) a (d) z charakterizace infima v 1.5.15.

Pro každé x 2 M platí �x 2 �M , tedy �x � G, takže g � x. Číslo g je proto
dolní závorou množiny M . Tím jsme ověřili podmínku (c). Předpokládejme, že
g0 2 R a g < g0. Položme G0 D �g0. Potom G0 < G, a z vlastnosti (b) v 1.5.15 tedy
vyplývá, že existuje y 2 �M takové, že G0 < y, takže �y < g0. Protože �y 2 M ,
ověřili jsme i podmínku (d) v 1.5.15. Tím je důkaz proveden. �

1.5.17. Lemma. Nechť A;B � R jsou neprázdné množiny splňující

8a 2 A 8b 2 B W a � b:

Pak existuje supA a infB a platí supA � infB.

Důkaz. Vezměme a0 2 A a b0 2 B libovolné. Podle předpokladu je a0 dolní závo-
rou B a b0 horní závorou A. Díky neprázdnosti obou množin tedy existuje supA
a infB. Protože každé b 2 B je horní závorou A, platí pro každé b 2 B nerovnost
supA � b. Tedy supA je dolní závorou B, z čehož plyne supA � infB. �

1.5.18. Definice. Nechť f je zobrazení do R aM � D.f /. Řekneme, že f je
� shora omezená naM , jestliže množina f .M/ je shora omezená,
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� zdola omezená naM , jestliže množina f .M/ je zdola omezená,
� omezená naM , jestliže množina f .M/ je omezená,
� konstantní naM , jestliže pro všechna x; y 2 M platí f .x/ D f .y/.

1.5.19. Věta. Nechť M je neprázdná množina a f W M ! R a g W M ! R jsou
zobrazení.

(a) Jestliže f a g jsou shora omezená, potom

sup.f C g/.M/ � supf .M/C supg.M/:

(b) Jestliže f a g jsou zdola omezená, potom

inf.f C g/.M/ � inff .M/C infg.M/:

Důkaz. (a)Množiny f .M/ a g.M/ jsou neprázdné a shora omezené, a proto existují
jejich suprema, která označíme po řadě A a B. Nechť x 2 M . Potom z definice
suprema plyne f .x/ � A a g.x/ � B, a tedy také f .x/ C g.x/ � A C B. Protože
x 2 M bylo zvoleno libovolně, jeACB horní závoroumnožiny .f Cg/.M/. Odtud
plyne tvrzení (a).

(b) Tvrzení lze dokázat obdobně jako (a). �

Maximum aminimummnožiny.

1.5.20. Definice. NechťM � R.
� Řekneme, že a je největším prvkem (maximem) množinyM , jestliže a 2

M a a je horní závorou množinyM .
� Řekneme, že b je nejmenším prvkem (minimem) množiny M , jestliže
b 2 M a b je dolní závorou množinyM .

1.5.21. Pokud maximum a minimum množinyM existují, pak jsou určeny jedno-
značně. Jsou-li totiž G1; G2 maxima množiny M , pak G1 i G2 jsou horní závory
M . Platí tedy G1 � G2 a G2 � G1, a proto G1 D G2. Obdobně se dokáže jed-
noznačnost minima. Minimum a maximum množiny M značíme po řadě minM
a maxM .

1.5.22. Věta. NechťM � R.
(a) Existuje-li maximumM , pak existuje i supremumM a supM D maxM .
(b) Existuje-li minimumM , pak existuje i infimumM a infM D minM .

Důkaz. (a) Předpokládejme, že G D maxM . Pak je G horní závorou M , a tedy je
splněna podmínka (a) z 1.5.15. Je-li nyní G0 < G, pak G je prvek M větší než G0,
a tedy je splněna i podmínka (b) z 1.5.15. Proto je číslo G supremem množinyM .

(b) Tvrzení lze dokázat obdobně. �

1.5.23. Příklad. Nechť x; y 2 R a A D fx; yg. Pak existuje maximum i minimum
množiny A.
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Řešení. Budeme postupovat rozborem případů. Z linearity uspořádání R platí x �

y nebo y � x. V prvním případě je zřejmě

maxfx; yg D y; minfx; yg D x;

v případě druhém platí

maxfx; yg D x; minfx; yg D y:

|

1.5.24. Věta. NechťM � N je neprázdná množina. Potom existuje minimumM .

Důkaz. Pomocné tvrzení. Nejprve matematickou indukcí pro každé n 2 N dokážeme,
že pokud je množina M \ f1; : : : ; ng neprázdná, pak existuje její minimum. Pro
n D 1 tvrzení zřejmě platí. Předpokládejme platnost tvrzení pro n a neprázdnost
množinyM \f1; : : : ; nC1g. Pokud navícM \f1; : : : ; ng ¤ ;, pak podle indukčního
předpokladu existuje min.M \ f1; : : : ; ng/ a platí

min.M \ f1; : : : ; nC 1g/ D min.M \ f1; : : : ; ng/:

PokudM \ f1; : : : ; ng D ;, potomM \ f1; : : : ; nC 1g D fnC 1g a

min.M \ f1; : : : ; nC 1g/ D fnC 1g:

Tím je pomocné tvrzení dokázáno.

Vlastní důkaz. Množina M je neprázdná, a proto existuje přirozené číslo n 2 M .
Potom podle pomocného tvrzení existuje min.M \ f1; : : : ; ng/ a protože zřejmě
platí minM D min.M \ f1; : : : ; ng/, je tím tvrzení dokázáno. �

Intervaly reálných čísel.

1.5.25. Definice. Nechť a; b 2 R, a � b. Definujme množiny

.a; b/ D fx 2 RI a < x < bg; Œa; b� D fx 2 RI a � x � bg;

.a; b� D fx 2 RI a < x � bg; Œa; b/ D fx 2 RI a � x < bg;

.�1; b/ D fx 2 RI x < bg; .�1; b� D fx 2 RI x � bg;

.a;1/ D fx 2 RI a < xg; Œa;1/ D fx 2 RI a � xg;

.�1;1/ D R:

Pak množiny .a; b/, .�1; b/, .a;1/ a .�1;1/ nazýváme otevřenými intervaly,
množinu Œa; b� nazýváme uzavřeným intervalem a množiny Œa; b/, .a; b�, .�1; b�

a Œa;1/ nazýváme polouzavřenými intervaly.

1.5.26. Prázdná množina je také interval, neboť .a; a/ D ; pro každé a 2 R. Také
každá jednoprvková podmnožina R je interval, neboť Œa; a� D fag pro každé a 2 R.

Následující lemma udává užitečnou charakterizaci intervalu. Chceme-li uká-
zat, že jistá množina je interval, stačí ověřit podmínku (1.13), která říká, že množi-
na s každými dvěma svými body x a y obsahuje i všechny body mezi x a y. Není
tedy třeba hledat krajní body intervalu. Lemma použijeme například v důkazu Vě-
ty 4.3.6.
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1.5.27. Lemma. NechťM � R. MnožinaM je interval právě tehdy, když platí

8x; y 2 M 8´ 2 R W .x < ´ < y ) ´ 2 M/: (1.13)

Řada matematických vět má tvar ekvivalence. Jejich důkaz často vedeme tak,
že dokážeme postupně dvě implikace. Pro zjednodušení a zpřehlednění zápisu bu-
deme občas používat symboly ) a (, které uvedou příslušné části důkazu.

Důkaz Lemmatu 1.5.27. ) Předpokládejme, že M D .a; b/, kde a; b 2 R a a < b.
Pro ověření podmínky (1.13) vezměme x; y 2 M a ´ 2 R takové, že x < ´ < y.
Potom platí a < x < ´ < y < b, a tedy ´ 2 M . Tím je podmínka (1.13) po uvedený
typ intervalu ověřena. Pro ostatní typy intervalů je ověření obdobné.

( Předpokládejme, že množina M splňuje (1.13). Pokud M D ;, pak je M
interval. Není-liM omezená zdola ani shora, pakM D R D .�1;C1/. Vezmeme-
-li totiž libovolné číslo ´ 2 R, pak k němu nalezneme x 2 M , x < ´, neboť M
není zdola omezená, a také y 2 M , ´ < y, protožeM není shora omezená. Podle
předpokladu tedy platí ´ 2 M .

Je-li M omezená a neprázdná, pak klademe G D supM a g D infM . Platí
.g;G/ � M . Je-li totiž ´ 2 .g;G/, pak podle definice infima existuje takové x 2 M ,
že x < ´, podobně podle definice suprema existuje y 2 M , ´ < y. Podle našeho
předpokladu je tedy ´ 2 M . Dále je M � Œg;G�, neboť g je dolní závorou M a G
je horní závorou M . Množina M je tedy interval s krajními body g a G, přičemž
každý z nich může, ale nemusí, patřit doM .

V ostatních případech, kdy M je omezená pouze zdola a kdy M je omezená
pouze shora, lze tvrzení dokázat obdobně. �

Celá část reálného čísla.

1.5.28. Lemma. Nechť n;m 2 Z, n < m. Potom nC 1 � m.

Důkaz. Provedeme přímý důkaz. Jelikož n < m, je m � n kladné celé číslo. Tedy
m � n je přirozené číslo, a proto 1 � m � n. Tím je tvrzení dokázáno. �

1.5.29. Věta (Archimédova4 vlastnost reálných čísel). Nechť x 2 R. Pak existuje
n 2 N splňující x < n.

Důkaz. Pro spor předpokládejme, že pro všechna n 2 N platí n � x. Potom je mno-
žina N neprázdná a shora omezená. Existuje tedy číslo G 2 R, které je supremem
množiny N. Pro každé n 2 N je nC1 opět přirozené číslo, a proto pro každé n 2 N

platí nC1 � G. Odtud plyne, že pro každé n 2 N platí n � G�1. Číslo G�1 je te-
dy horní závorou množiny N, což je ovšem ve sporu s definicí G, které je nejmenší
horní závorou N. �

1.5.30. Věta (celá část). Nechť x 2 R. Pak existuje právě jedno k 2 Z takové, že
k � x < k C 1.

4Archimédés ze Syrakus (287 př. n. l.–212 př. n. l.)
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Důkaz. Existence. Označme M D fn 2 ZI x � ng. Číslo x je dolní závorou množi-
ny M , a proto je M zdola omezená. Podle Věty 1.5.29 je M neprázdná. Existuje
tedy číslo g 2 R, které je infimemmnožinyM . Podle definice infima existuje k 2 M

takové, že k > g�1. Platí tedy k 2 Z a k � x. Poněvadž kC1 > g, platí kC1 … M ,
a tedy x < k C 1. Číslo k má tedy požadované vlastnosti.

Jednoznačnost. Pro spor předpokládejme, že existují k; j 2 Z taková, že j ¤ k, k �

x < kC1 a j � x < j C1. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že j < k.
Potom k � x a x� 1 < j , takže 0 < k� j < 1. Protože k� j 2 Z a 0 < k� j , plyne
z Lemmatu 1.5.28, že 1 � k � j . To je spor s tím, že k � j < 1. �

1.5.31.Definice. Nechť x 2 R. Potom číslo k 2 Z splňující k � x < kC1 nazýváme
celou částí čísla x.

1.5.32. Podle Věty 1.5.30 existuje pro každé reálné číslo jednoznačně určená celá
část, kterou značíme Œx�. Nyní ukážeme zajímavé použití tohoto pojmu.

1.5.33. Věta (hustota Q v R). Nechť a; b 2 R, a < b. Potom existuje y 2 Q takové,
že a < y < b.

Důkaz. Podle Věty 1.5.29 existuje ke kladnému číslu 1
b�a

číslo n 2 N takové, že
platí 1

b�a
< n. Je tedy na C 1 < nb. Položme y D

Œna�C1
n

. Potom y 2 Q a podle
Věty 1.5.30 platí

a D
na

n
<
Œna�C 1

n
�
naC 1

n
<
nb

n
D b;

takže a < y < b. �

1.6. Konečné a spočetné množiny

Porovnávání mohutností množin. Pojem „počet prvků množiny“ je možné
rozšířit i na případy, kdy je uvažovaná množina nekonečná. Potom místo tohoto
pojmu používáme pojem „mohutnost množiny“. Jeho přesné zavedení však pře-
sahuje rámec našeho textu a je možné jej nalézt například v knize [3]. V tomto
oddílu pouze ukážeme jeden ze způsobů jak porovnávat množiny co do velikos-
ti, který s pojmem mohutnosti pracuje implicitně. Podáme také přesnou definici
konečných a nekonečných množin.

1.6.1. Definice. (a) Řekneme, že množina A má stejnou mohutnost jako množi-
na B, jestliže existuje bijekce A na B. Značíme A � B.

(b) Řekneme, že množina Amámohutnostmenší nebo rovnoumohutnosti mno-
žiny B, jestliže existuje prosté zobrazení A do B. Značíme A � B.

(c) Řekneme, že množina Amámenšímohutnost nežmnožina B, jestliže existuje
prosté zobrazení A do B a přitom A nemá stejnou mohutnost jako B. Značíme
A � B.
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1.6.2. Definice. Nechť A je množina. Zobrazení IdA W A ! A definované předpi-
sem IdA.a/ D a, a 2 A, nazýváme identickým zobrazením.

1.6.3. Věta. Nechť A, B, C jsou množiny. Potom platí
(a) A � A,
(b) pokud A � B a B � C , pak A � C .

Důkaz. (a) Identické zobrazení IdA je zřejmě prosté zobrazení množiny A do mno-
žiny A, a tedy A � A.

(b) Podle předpokladu existují prostá zobrazení f W A ! B a g W B ! C . Složené
zobrazení g ı f je dobře definováno na množině A a má hodnoty v množině C .
Pokud .g ı f /.x/ D .g ı f /.y/ pro nějaká x; y 2 A, pak f .x/ D f .y/, neboť g je
prosté. Ze vztahu f .x/ D f .y/ pak plyne x D y, neboť f je prosté. To znamená,
že zobrazení g ı f je prosté, což dokazuje vztah A � C . �

1.6.4. Věta. Nechť A, B, C jsou množiny. Potom platí
(a) A � A,
(b) pokud A � B, pak B � A,
(c) pokud A � B a B � C , pak A � C .

Důkaz. (a) Identické zobrazení IdA je bijekce množiny A na množinu A, a proto
A � A.

(b) Předpokládejme, že f je bijekce množiny A na množinu B. Zobrazení f je
prosté, a proto existuje zobrazení f �1. Definičním oborem zobrazení f �1 je mno-
žina B a obor hodnot f �1 je roven A. Zobrazení f �1 W A ! B je tedy zobrazením
na B. Pokud pro x; y 2 B platí f �1.x/ D f �1.y/, potom x D f .f �1.x// D

f .f �1.y// D y, a zobrazení f �1 je tedy prosté. Dostáváme tak, že zobrazení f �1

je bijekce, a proto má množina B stejnou mohutnost jako množina A, tj. B � A.

(c) Podle předpokladu existuje bijekce f množiny A na množinu B a bijekce g
množinyB namnožinuC . Složené zobrazení gıf je dobře definováno namnožině
A a má hodnoty v množině C . Pokud .g ı f /.x/ D .g ı f /.y/, pak f .x/ D f .y/,
neboť g je prosté. Ze vztahu f .x/ D f .y/ pak plyne x D y, neboť f je prosté. To
znamená, že zobrazení g ı f je prosté.

Předpokládejme, že c 2 C . Pak existuje prvek b 2 B takový, že g.b/ D c, neboť
g je zobrazením na C . Pro prvek b existuje prvek a 2 A takový, že f .a/ D b, neboť
f je zobrazením na B. Potom platí .g ı f /.a/ D g.f .a// D g.b/ D c. Zobrazení
g ı f je tedy zobrazením na C .

Zobrazení g ı f je tedy bijekce A na C . Tím je tvrzení dokázáno. �

1.6.5. Věta (Cantor5–Bernstein6). Nechť X a Y jsou množiny splňující X � Y

a Y � X . Pak X a Y mají stejnou mohutnost.

5Georg Cantor (1845–1918)
6Felix Bernstein (1878–1956)
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K důkazu Cantorovy–Bernsteinovy věty použijeme následující lemma. Připo-
meňme, že symbol P .X/ značí potenční množinu (vizte 1.3.3).

1.6.6. Lemma. Nechť X je množina a H W P .X/ ! P .X/ je zobrazení splňující
podmínku

8A;B 2 P .X/ W A � B ) H.A/ � H.B/: (1.14)
Potom existuje C � X takové, že H.C/ D C .

Důkaz. Definujme C D fA 2 P .X/I A � H.A/g. Ukážeme, že C D
S

C je hleda-
noumnožinou. Zřejmě platíC � X . PokudA 2 C , potomA � C podle definiceC .
Díky (1.14) pak platí H.A/ � H.C/. Dohromady tedy máme A � H.A/ � H.C/.
Z této úvahy a definice C dostáváme C � H.C/. Nyní znovu použijeme (1.14)
pro dvojici množin C a H.C/ a dostaneme H.C/ � H

�
H.C/

�
. To znamená, že

H.C/ 2 C , a tedy H.C/ � C . Tím je rovnost H.C/ D C dokázána. �

Důkaz Věty 1.6.5. Podle předpokladu věty existují prostá zobrazení f W X ! Y

a g W Y ! X . Definujme zobrazení H W P .X/ ! P .X/ předpisem

H.A/ D X n g
�
Y n f .A/

�
:

Pokud U � V � X , potom f .U / � f .V /, a tedy také Y n f .V / � Y n f .U /. Od-
tud již snadno odvodíme inkluzi H.U / � H.V /. Zobrazení H tedy splňuje před-
poklady Lemmatu 1.6.6, s pomocí kterého nalezneme množinu C � X splňující
H.C/ D C . Pak platí

C D H.C/ D X n g
�
Y n f .C /

�
:

Odtud plyne X n C D g
�
Y n f .C /

�
. Zobrazení gjY nf .C/ je tedy prosté zobrazení

množiny Y nf .C / na množinu X nC . Potom g�1jXnC je prosté zobrazení X nC na
Y n f .C /. Poněvadž f jC je prosté zobrazení C na f .C /, je následující zobrazení
h W X ! Y hledanou bijekcí mezi množinami X a Y

h.a/ D

(
f .a/ pro a 2 C;

g�1.a/ pro a 2 X n C:
�

Z následující věty vyplývá, že pro každou množinu existuje množina, která je
„větší“ ve smyslu Definice 1.6.1.

1.6.7. Věta (Cantor). Nechť X je množina. Pak X � P .X/.

Důkaz. Zobrazení ' W X ! P .X/ definované předpisem '.x/ D fxg, je prosté, takže
platí X � P .X/.

Zbývá ukázat, že množiny X nemá stejnou mohutnost jako P .X/. Provedeme
důkaz sporem. Předpokládejme, že existuje bijekce ' W X ! P .X/. Označme A D

fx 2 X I x … '.x/g. Zobrazení ' je bijekce, a proto můžeme nalézt a 2 X takové, že
'.a/ D A. Pokud a 2 A, pak podle definice množiny A platí a … '.a/, což je spor,
neboť '.a/ D A. Pokud a … A, pak podle definice množiny A platí a 2 '.a/ D A,
což je opět spor. Tím je předpoklad existence bijekce ' přiveden ke sporu a tvrzení
je dokázáno. �
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1.6.8. Lemma. Nechť A je množina a f je zobrazení. Potom f .A/ � A.

Důkaz. Položme I D f .A/ a Cb D f �1.fbg/ \ A pro b 2 I . Pro každé b 2 I platí
Cb ¤ ;. Podle axiomu výběru existuje zobrazení ' W f .A/ ! A takové, že pro každé
b 2 f .A/ platí '.b/ 2 f �1.fbg/\A. Zobrazení ' je prosté. Pokud totiž '.b/ D '.b0/,
potom platí b D f

�
'.b/

�
D f

�
'.b0/

�
D b0. Dostáváme tedy f .A/ � A. �

Konečné množiny.

1.6.9. Definice. Řekneme, že množina A je konečná, pokud je buď prázdná, nebo
existuje n 2 N takové, že X má stejnou mohutnost jako množina f1; : : : ; ng.

1.6.10. Lemma. Nechť p; q 2 N.
(a) Potom f1; : : : ; pg � f1; : : : ; qg právě tehdy, když p � q.
(b) Potom f1; : : : ; pg � f1; : : : ; qg právě tehdy, když p D q.

Důkaz. (a) ) Pro spor předpokládejme, že f1; : : : ; pg � f1; : : : ; qg a p > q. Dí-
ky Větě 1.5.24 můžeme předpokládat, že p je nejmenší přirozené číslo, pro které
existuje q 2 N splňující p > q a f1; : : : ; pg � f1; : : : ; qg. Pak existuje prosté zobra-
zení f W f1; : : : ; pg ! f1; : : : ; qg. Potom musí být p > q > 1. Definujme zobrazení
g W f1; : : : ; qg n ff .p/g ! f1; : : : ; q � 1g předpisem

g.i/ D

(
i pro i < f .p/;
i � 1 pro i > f .p/:

Potom je zobrazení g prosté, a tedy také zobrazení gıf jf1;:::;p�1g je prosté zobraze-
ní množiny f1; : : : ; p� 1g do f1; : : : ; q� 1g. Poněvadž 0 < q� 1 < p� 1, dostáváme
spor s minimalitou p.

( Tato implikace je zřejmá.

(b) Tvrzení plyne snadno z (a). �

1.6.11. Pokud X � f1; : : : ; ng pro jisté n 2 N, pak je toto n určeno jednoznač-
ně. Pokud totiž X � f1; : : : ; ng a X � f1; : : : ; mg pro n;m 2 N, potom podle Vě-
ty 1.6.4(b),(c) platí f1; : : : ; ng � f1; : : : ; mg. Z Lemmatu 1.6.10(b) pak plyne n D m.
Toto pozorování je důležité pro korektnost následující definice.

1.6.12. Definice. Pokud je množina X prázdná, pak říkáme, že počet prvkůmno-
žiny X je roven 0. Pokud X � f1; : : : ; ng pro jisté n 2 N, pak říkáme, že počet
prvků množiny X je roven n. Počet prvků konečné množiny X značíme jX j.

1.6.13. Věta. Nechť X a Y jsou konečné množiny. Potom X � Y , právě když
jX j D jY j.

Důkaz. ) Množiny X a Y jsou buď obě prázdné, nebo obě neprázdné. V prv-
ním případě X D Y a počet prvků X a Y je roven 0. Ve druhém případě existují
m; n 2 N taková, žeX � f1; : : : ; mg a Y � f1; : : : ; ng. Potom podle Věty 1.6.4(b),(c)
dostáváme f1; : : : ; mg � f1; : : : ; ng, a tedy podle Lemmatu 1.6.10(b) platí m D n,
neboli jX j D jY j.
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( Množiny jsou opět buď obě prázdné, nebo obě neprázdné. V prvním případě
X D Y a X � Y . Ve druhém případě existuje n 2 N takové, že X � f1; : : : ; ng

a Y � f1; : : : ; ng. Potom podle Věty 1.6.4(b),(c) dostáváme X � Y . �

1.6.14. Věta. Nechť A � R je konečná množina. Potom je množina A omezená.
Je-li navíc A neprázdná, pak existuje její maximum a minimum.

Důkaz. Je-liA prázdná, pak je zřejmě omezená, neboť každé x 2 R je zároveň horní
i dolní závorou množiny A.

Nechť je A neprázdná. V tomto případě provedeme důkaz matematickou in-
dukcí podle počtu jejích prvků. Je-liA jednoprvková, je tvrzení zřejmé. Předpoklá-
dejme nyní, že tvrzení platí pro každou množinu o n prvcích. Nechť A je množina
o n C 1 prvcích, tj. existuje bijekce ' množiny f1; : : : ; n C 1g na množinu A. Po-
ložme B D f'.1/; : : : ; '.n/g. Pak B � R má n prvků, a tedy je podle indukčního
předpokladu omezená a existuje její maximum G0 a minimum g0. Položme

g D minf'.nC 1/; g0
g; G D maxf'.nC 1/;G0

g:

Čísla g a G jsou dobře definovaná podle Příkladu 1.5.23. Dále platí

8i 2 f1; : : : ; nC 1g W g � '.i/ � G:

Tedy g je dolní závora množinyA aG je horní závora množinyA. Proto je množina
A omezená. Protože g0; G0 2 '.f1; : : : ; ng/ � A, je g;G 2 A. Nalezli jsme tedy mi-
nimum i maximum množiny A. Podle principu matematické indukce tedy tvrzení
platí pro všechny konečné podmnožiny A � R. �

1.6.15. Věta (vlastnosti konečných množin).
(a) Nechť A je konečná množina a B � A. Potom B je konečná.
(b) Nechť A je konečná množina, jejímiž prvky jsou konečné množiny. Po-

tom
S

A je konečná množina.
(c) Nechť n 2 N aA1; : : : ; An jsou konečné množiny. Potom kartézský součin

A1 � � � � � An je konečná množina.
(d) Nechť A je konečná množina a f je zobrazení. Potom je množina f .A/

konečná.

Důkaz. (a) Nejprve matematickou indukcí podle n dokážeme, že je-li n 2 N a A �

f1; : : : ; ng, potom jemnožinaA konečná. Je-li n D 1 aA � f1g, pak buď jeAprázdná
množina, nebo A D f1g. V obou případech přímo z definice plyne, že množina A
je konečná.

Předpokládejme nyní, že každá podmnožina množiny f1; : : : ; ng je konečná.
Nechť A je podmnožinou množiny f1; : : : ; nC 1g. Pokud A � f1; : : : ; ng, pak je A
konečná množina podle indukčního předpokladu. V opačném případě platí

A D
�
A \ f1; : : : ; ng

�
[ fnC 1g:

Pak je množina B D A \ f1; : : : ; ng konečná. Je-li B prázdná, pak A D fn C 1g

a existuje bijekce množiny f1g na množinu A. Je-li B neprázdná, potom existují
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k 2 N a bijekce ' W f1; : : : ; kg ! B. Definujme  W f1; : : : ; k C 1g ! A předpisem

 .i/ D

(
'.i/ pro i 2 f1; : : : ; kg;

nC 1 pro i D k C 1:

Pak je  bijekce f1; : : : ; k C 1g na A, a tedy A je konečná množina.
Předpokládejme nyní, že A je konečná neprázdná množina a B je její neprázd-

ná podmnožina. Pak existují n 2 N a bijekce ' množiny A na množinu f1; : : : ; ng.
Potom je zobrazení 'jB bijekcí množiny B na množinu '.B/. Podle první části
důkazu je množina '.B/ konečná, tj. existují m 2 N a bijekce ! množiny '.B/ na
množinu f1; : : : ; mg. Pak ! B'jB je bijekce množiny B na množinu f1; : : : ; mg, takže
množina B je konečná.

(b) Nejprve dokážeme, že sjednocení dvou konečných množin je konečná množi-
na. Nechť tedy C a D jsou konečné množiny. Je-li alespoň jedna z nich prázdná,
pak tvrzení zřejmě platí. Předpokládejme tedy, že jsou obě neprázdné. Potom exis-
tují m; n 2 N, bijekce ˛ množiny C na množinu f1; : : : ; ng a bijekce ˇ množiny D
na množinu f1; : : : ; mg. Definujme zobrazení 
 W D nC ! fnC 1; : : : ; nCmg před-
pisem 
.x/ D ˇ.x/ C n, x 2 D n C . Pak zobrazení ' W C [ D ! f1; : : : ; n C mg

definované předpisem

'.x/ D

(
˛.x/; x 2 C;


.x/; x 2 D n C;

je prosté zobrazení množiny C [ D do množiny f1; : : : ; n C mg, neboť zobrazení
˛jC , 
 jDnC jsou prostá a

˛.C / \ 
.D n C/ � f1; : : : ; ng \ fnC 1; : : : ; nCmg D ;:

Platí '.C [ D/ � f1; : : : ; n C mg, a množina '.C [ D/ je tedy konečná podle již
dokázané části (a). Existuje tedy p 2 N takové, že '.C [ D/ � f1; : : : ; pg. Podle
1.4.24 platí C [D � '.C [D/, a tedy C [D � f1; : : : ; pg. Množina C [D je tedy
konečná.

Pokud je množina A konečná, pak je buď prázdná nebo má n prvků, kde n 2

N. V prvním případě je její sjednocení prázdnou množinou, a je tedy konečné.
Ve druhém případě dokážeme tvrzení matematickou indukcí. Pro n D 1 tvrzení
zřejmě platí. Předpokládejme nyní, že tvrzení platí pro n 2 N. Nechť tedy A D

fA1; : : : ; AnC1g, kde Ai , i D 1; : : : ; nC1, jsou dané konečné množiny. Potom podle
indukčního předpokladu je

Sn
iD1Ai konečnou množinou. Pak je ale množina[

A D

nC1[
iD1

Ai D

� n[
iD1

Ai

�
[ AnC1

konečná podle první části důkazu. Tím je podle principu matematické indukce
tvrzení dokázáno.

(c) Podobně jako v (b) stačí dokázat, že kartézský součin dvou konečných neprázd-
ných množin A a B je konečný. Mějme m; n 2 N, bijekci ˛ množiny A na množi-
nu f1; : : : ; ng a bijekci ˇ množiny B na množinu f1; : : : ; mg. Nechť ' je zobrazení
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z Lemmatu 1.6.19. Pak zobrazení  definované předpisem

 .a; b/ D '
�
˛.a/; ˇ.b/

�
; .a; b/ 2 A � B;

je prosté zobrazení množiny A � B do konečné množiny f1; : : : ; .n C m/2 C ng.
Množina  .A � B/ je tedy konečná podle již dokázané části (a). Odtud plyne
i konečnost množiny A � B, neboť A � B �  .A � B/.

(d) Pokud je množina f .A/ prázdná, potom tvrzení zřejmě platí. Předpokládej-
me tedy, že f .A/ je neprázdná. Díky Lemmatu 1.6.8 víme, že f .A/ � A, tj. exis-
tuje prosté zobrazení  W f .A/ ! A. Potom je množina  .f .A// podmnožinou
konečné množiny A, a je tedy podle (a) konečná. Množina  .f .A// je navíc ne-
prázdná, takže existuje n 2 N takové, že  .f .A// � f1; : : : ; ng. Poněvadž platí
 .f .A// � f .A/, dostáváme podle Věty 1.6.4(b),(c) f .A/ � f1; : : : ; ng, takže f .A/
je konečná. �

Nekonečné množiny.

1.6.16. Definice. Řekneme, že množina A je
� nekonečná, pokud není konečná,
� spočetná, jestliže je konečná nebo má stejnou mohutnost jako N,
� nespočetná, pokud není spočetná.

1.6.17. Příkladem nekonečné množiny je množina přirozených čísel, což bude
ukázáno v následující větě. Potenční množina P .N/ je pak podle Věty 1.6.7 pří-
kladem nespočetné množiny.

1.6.18. Věta. Množina N je nekonečná.

Důkaz. Pro spor předpokládejme, že N je konečná. Množina N je neprázdná, mu-
sí tedy existovat p 2 N a bijekce f množiny N na množinu f1; : : : ; pg. Potom
f jf1;:::;pC1g W f1; : : : ; pC 1g ! f1; : : : ; pg je prosté, takže f1; : : : ; pC 1g � f1; : : : ; pg.
Podle Lemmatu 1.6.10(a) pak platí p C 1 � p, což je spor. �

Následující lemma může být poněkud překvapivé, protože ukazuje, že množi-
nu N � N je možné prostě zobrazit do N.

1.6.19. Lemma. Zobrazení ' W N � N ! N definované předpisem

'.n;m/ D .nCm/2 C n

je prosté.

Důkaz. Předpokládejme, že platí '.n;m/ D '.n0; m0/ pro .n;m/; .n0; m0/ 2 N � N.
Potom máme

.n0
Cm0

C 1/2 > .n0
Cm0/2 C n0

D '.n0; m0/ D '.n;m/

D .nCm/2 C n > .nCm/2:

Odtud plyne nerovnost n0Cm0C1 > nCm. Potommáme n0Cm0 � nCm. Obdobně
odvodíme nerovnost n0 C m0 � n C m. Musí tedy platit n0 C m0 D n C m. Odtud
a z rovnosti '.n;m/ D '.n0; m0/ plyne n D n0, a tedy také m D m0. Zobrazení ' je
tedy prosté. �
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1.6.20. Lemma. (a) Množina A je spočetná právě tehdy, když platí A � N.

(b) NechťA je neprázdnámnožina. Potom jeA spočetná právě tehdy, když existuje
zobrazení f W N ! A, které je zobrazením na A.

Důkaz. (a) ) Pokud je A spočetná, pak je buď konečná, nebo A � N. V prvním
případě je A buď prázdná nebo existuje n 2 N takové, že A � f1; : : : ; ng. Zřejmě
tedy platí A � N. Pokud A � N, pak také zřejmě A � N.

( Nechť f W A ! N je prosté zobrazení. Pokud je množina f .A/ konečná, pak
je podle 1.4.24 a Věty 1.6.15(d) konečná i A, a proto je množina A spočetná.

Předpokládejme nyní, že množina f .A/ není konečná. Budeme rekurentně
konstruovat posloupnost přirozených čísel fnkg1

kD1
. PodleVěty 1.5.24 existujemin f .A/.

Můžeme tedy položit n1 D minf .A/. Předpokládejme, že pro k 2 N jsou již de-
finována čísla n1; : : : ; nk 2 f .A/. Kdyby platilo f .A/ � fn1; : : : ; nkg, potom by
podle Věty 1.6.15(a) byla množina f .A/ konečná, neboť množina fn1; : : : ; nkg je
konečná. Množina f .A/ je však nekonečná, a proto množina f .A/ n fn1; : : : ; nkg

musí být neprázdná. Díky Větě 1.5.24 můžeme definovat

nkC1 D min
�
f .A/ n fn1; : : : ; nkg

�
:

Tím je konstrukce posloupnosti provedena, vizte 1.4.31. Zobrazení ' W k 7! nk ; k 2

N, je podle konstrukce prosté.
Ukážeme, že platí '.N/ D f .A/. Z konstrukce plyne '.N/ � f .A/. Pro spor

předpokládejme, že existuje m 2 f .A/ n '.N/. Potom platí nk < m pro každé
k 2 N. Dostáváme tak '.N/ � f1; 2; : : : ; mg. Odtud plyne, že '.N/ je konečná.
Podle 1.4.24 platí '.N/ � N, a tedy N je konečná podle Věty 1.6.15(d), což je spor
s Větou 1.6.18.

Víme již, že platí '.N/ � N, a tedy f .A/ � N. Odtud dostáváme A � N,
neboť A � f .A/ podle 1.4.24. Množina A je tedy spočetná.

(b)) Podle již dokázaného bodu (a) existuje prosté zobrazení g W A ! N.Mno-
žina A je neprázdná, takže můžeme nalézt prvek a 2 A. Zobrazení f W N ! A

definujeme předpisem

f .n/ D

(
g�1.n/; pokud n 2 H .g/;

a; pokud n 2 N n H .g/:

Potom zřejmě f .N/ D A.

( Předpokládejme, že f je zobrazením množiny N na množinu A. Potom pod-
le Lemmatu 1.6.8 platí A � N. Množina A je tedy spočetná podle již dokázané
části (a). �

1.6.21. Věta (vlastnosti spočetných množin).
(a) Nechť A je spočetná množina a B � A. Potom je množina B spočetná.
(b) Nechť A je spočetná množina, jejímiž prvky jsou spočetné množiny. Po-

tom je množina
S

A spočetná.
(c) Nechť n 2 N a A1; : : : ; An jsou spočetné množiny. Potom je množina

A1 � � � � � An spočetná.
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(d) Nechť A je spočetná množina a f je zobrazení. Potom je množina f .A/
spočetná.

Důkaz. (a) Zobrazení IdB W B ! A je prosté, a tedy platí B � A. Poněvadž A � N
podle Lemmatu 1.6.20(a), dostáváme B � N podle Věty 1.6.3(b) a množina B je
tedy spočetná podle Lemmatu 1.6.20(a).

(b) Označme QA D A n f;g. Potom je systém QA spočetný podle již dokázaného
bodu (a), neboť QA � A. Dále zřejmě platí

S
QA D

S
A. Pokud QA D ;, potom je

množina
S

A prázdná, a tedy spočetná. V opačném případě existuje podle Lem-
matu 1.6.20(b) zobrazení f W N ! QA, které je zobrazením na QA. Pro každé A 2 QA

existuje opět podle Lemmatu 1.6.20(b) zobrazení gA W N ! A, které je zobraze-
ním na A. Definujme zobrazení  W N � N !

S
A předpisem  .n;m/ D gf .n/.m/.

Zobrazení  je zobrazením na
S

A. Pro každé x 2
S

A totiž existuje A 2 QA ta-
kové, že x 2 A. Existují tedy n;m 2 N taková, že f .n/ D A a gA.m/ D x. Potom
 .n;m/ D gf .n/.m/ D gA.m/ D x.

Podle Lemmat 1.6.19 a 1.6.20(a) je množina N � N spočetná, a tedy existuje
zobrazení hmnožiny N namnožinu N�N (Lemma 1.6.20(b)). Potom je zobrazení
 ı h zobrazením množiny N na množinu

S
A, což podle Lemmatu 1.6.20(b)

dokazuje spočetnost množiny
S

A.

(c) Podobně jako v důkazu bodů (b) a (c) Věty 1.6.15 stačí dokázat, že kartézský
součin dvou spočetných množin A a B je spočetný. Kartézský součin A � B je
roven sjednocení

S
a2Afag � B. Zřejmě platí fag � B � B. Množina A � B je tedy

spočetným sjednocením spočetných množin a podle (b) je tedy spočetná.

(d) Podle Lemmatu 1.6.8 platí f .A/ � A. Protože A � N, dostáváme podle Vě-
ty 1.6.3(b) f .A/ � N. Odtud plyne podle (a) spočetnost f .A/. �

1.6.22 (spočetnost N � N). V předchozím důkazu jsme mimo jiné ověřili, že mno-
žina N � N je spočetná. Spočetnost množiny podle definice vlastně znamená, že
její prvky lze uspořádat do posloupnosti (konečné nebo nekonečné). Prvky mno-
žiny N � N lze tedy uspořádat do posloupnosti a následující obrázek neformálně
ukazuje jednu z možností jak to učinit.



1.7. VLASTNOSTI ELEMENTÁRNÍCH FUNKCÍ 43

Obrázek 1.

1.6.23. Příklad. Dokažte, že množina racionálních čísel Q je spočetná.

Řešení. Množina Z je sjednocením množiny N, množiny celých záporných čísel,
a jednoprvkové množiny obsahující číslo 0. Množina N je zřejmě spočetná podle
definice spočetnosti. Množina záporných celých čísel je také spočetná, neboť zob-
razení n 7! �n je bijekce této množiny na N. Množina f0g je jednoprvková, a tedy
spočetná. Potom je množina Z spočetná podle Věty 1.6.21(b).

MnožinaZ�N je tedy podle Věty 1.6.21(c) spočetná. Zobrazení f W Z�N ! Q
definované předpisem f .p; q/ D pq�1 zobrazuje Z�N na Q. Podle Věty 1.6.21(d)
je množina Q spočetná. |

1.6.24. Množina všech reálných číselR je nespočetná.Důkaz provedeme až v 3.8.10.

1.6.25. Příklad. Nechť J je disjunktní systém neprázdných otevřených intervalů
v R. Dokažte, že potom je systém J spočetný.

Řešení. Pro každé J 2 J nalezneme podle Věty 1.5.33 racionální číslo qJ 2 J . Pak
je zobrazení definované předpisem J 7! qJ , J 2 J, prostým zobrazením mno-
žiny J do Q. Platí tedy J � Q. Poněvadž Q je spočetná, máme Q � N. Podle
Věty 1.6.3(b) platí J � N, takže podle Věty 1.6.20(a) je J spočetná. |

1.7. Vlastnosti elementárních funkcí

Reálná funkce jedné reálné proměnné (dále jen funkce) je zobrazení z množiny reál-
ných čísel do množiny reálných čísel. V tomto oddílu uvedeme definice některých
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pojmů, které jsou důležité při zkoumání funkcí. Dále se seznámíme s elementárními
funkcemi, tj. s polynomy, exponenciálou, logaritmem, odmocninami, obecnou moc-
ninou, goniometrickými a cyklometrickými funkcemi. Uvedeme souhrny jejich zá-
kladních vlastností, ze kterých lze odvodit všechna početní pravidla středoškolské
matematiky. Tyto vlastnosti zde nebudeme odvozovat, ale v Kapitole 6 několik ta-
kových odvození ukážeme. Pak již není obtížné obdobně dokázat i zbývající zde
uvedené vlastnosti.

1.7.1. Definice. Nechť f je funkce a J � D.f / je interval. Řekneme, že f je
� rostoucí na intervalu J , jestliže pro každé x1; x2 2 J , x1 < x2, platí
f .x1/ < f .x2/,

� klesající na intervalu J , jestliže pro každé x1; x2 2 J , x1 < x2, platí
f .x1/ > f .x2/,

� neklesající na intervalu J , jestliže pro každé x1; x2 2 J , x1 < x2, platí
f .x1/ � f .x2/,

� nerostoucí na intervalu J , jestliže pro každé x1; x2 2 J , x1 < x2, platí
f .x1/ � f .x2/.

1.7.2. Upozorněme, že výrok „Funkce f je neklesající.“ není negací výroku „Funk-
ce f je klesající.“ Existují totiž funkce, které nejsou klesající a přitom nejsou nekle-
sající, například funkce x 7! x2; x 2 R.

1.7.3. Definice. Monotónní funkcí (respektive ryze monotónní funkcí) na inter-
valu J rozumíme funkci, která je neklesající nebo nerostoucí (respektive rostoucí
nebo klesající) na J .

1.7.4. Definice. Řekneme, že funkce f je
� lichá, jestliže pro každé x 2 D.f / platí �x 2 D.f / a f .�x/ D �f .x/,
� sudá, jestliže pro každé x 2 D.f / platí �x 2 D.f / a f .�x/ D f .x/,
� periodická s periodou a, kde a 2 R, a > 0, jestliže pro každé x 2 D.f /

platí x C a 2 D.f /, x � a 2 D.f / a f .x C a/ D f .x/.

1.7.5 (algebraické operace s funkcemi). Nechť f a g jsou funkce s definičním obo-
remM a c 2 R. Pak definujeme funkce f Cg, fg, cf s definičním oborem rovným
M předpisy

.f C g/.x/ D f .x/C g.x/;

.fg/.x/ D f .x/g.x/;

.cf /.x/ D cf .x/:

Je-li g.x/ ¤ 0 pro každé x 2 M , pak definujeme funkci f=g s definičním oborem
rovnýmM předpisem �f

g

�
.x/ D

f .x/

g.x/
:

1.7.6. Afinní funkcí budeme rozumět každou funkci f W R ! R definovanou před-
pisem

f .x/ D ax C b;
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kde a; b 2 R. Pokud je b D 0, říkáme, že f je lineární. Zde definujeme pojem
lineární funkce jinak, než je obvyklé na střední škole, protože v pokročilejších ma-
tematických textech se užívá právě uvedené definice.

Kvadratickou funkcí budeme rozumět každou funkci f W R ! R definovanou
předpisem

f .x/ D ax2 C bx C c;

kde a; b; c 2 R; a ¤ 0.
Polynomiální funkcí (polynomem) budeme rozumět každou funkci f W R !

R definovanou předpisem

f .x/ D anx
n

C � � � C a1x C a0; (1.15)

kde n 2 N [ f0g a a0; a1; : : : ; an 2 R. Čísla a0; : : : ; an se nazývají koeficienty poly-
nomu f .Nulovýmpolynomem rozumíme konstantní nulovou funkci definovanou
na R. Afinní a kvadratické funkce tedy patří mezi polynomy.

1.7.7. Pro každý nenulový polynom P existují jednoznačně určená čísla n 2 N [

f0g; a0; : : : ; an 2 R; an ¤ 0, taková, že pro každé x 2 R platí

P.x/ D anx
n

C � � � C a1x C a0:

Pak říkáme, že stupeň polynomu P je roven n. Stupeň nulového polynomu defi-
nujeme jako �1. Stupeň polynomu P značíme stP .

1.7.8. Reálným kořenem polynomu P rozumíme každé číslo x 2 R splňující
P.x/ D 0. Nechť P je polynom tvaru (1.15), kde an ¤ 0. Potom existuje nejvý-
še n reálných kořenů polynomu P .

Pro polynomy stupně 1 a 2 je možné určit hodnoty reálných kořenů pomocí
následujících vzorců. Rovnice ax C b D 0, kde a; b 2 R; a ¤ 0, má právě jeden
reálný kořen �

b
a
. Odvození je snadné.

Uvažujme rovnici
ax2 C bx C c D 0; (1.16)

kde a; b; c 2 R; a ¤ 0. OznačmeD D b2�4ac. ČísloD nazýváme diskriminantem
rovnice (1.16). Pokud D > 0, pak má rovnice právě dva reálné kořeny �bC

p
D

2a

a �b�
p
D

2a
. Pokud D D 0, pak má rovnice právě jeden reálný kořen �b

2a
. Pokud

D < 0, pak rovnice nemá reálné kořeny.

1.7.9 (dělení polynomů). Nechť P a Q jsou dva polynomy, přičemž polynom Q

není nulový. Pak existují jednoznačně určené polynomy R a Z takové, že P D

RQCZ a stZ < stQ.
PolynomyR aZ hledáme pomocí následujícího algoritmu. Pokud stQ > stP ,

pak stačí položit R rovno nulovému polynomu a Z D P . Pokud stQ � stP , pak
nalezneme takové a1 2 R a k1 2 N [ f0g, že st.P � a1x

k1Q/ < stP . Tento krok
potom opakujeme, přičemž místo polynomu P uvažujeme polynom P � a1x

k1Q,
pokud nemá tento polynom stupeň menší než polynom Q. Tímto způsobem ob-
držíme a1; : : : ; al 2 R a k1; : : : ; kl 2 N taková, že platí

st
�
P � a1x

k1Q � a2x
k2Q � � � � � alx

klQ
�
< stQ:
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Potom položíme R.x/ D a1x
k1 C � � � C alx

kl a Z D P �RQ.

1.7.10. Příklad. Vydělte polynom P.x/ D 2x3 C 4x2 � x C 2 polynomemQ.x/ D

x2 C x C 2.

Řešení. Budeme postupovat podle algoritmu uvedeného v 1.7.9. PolynomQ vyná-
sobíme výrazem 2x a výsledek odečteme od P . Obdržíme

P1.x/ D P.x/ � 2xQ.x/ D 2x3 C 4x2 � x C 2 � 2x.x2 C x C 2/ D 2x2 � 5x C 2:

PolynomQ vynásobíme výrazem 2 a výsledek odečteme od P1. Obdržíme

P2.x/ D P1.x/ � 2Q.x/ D 2x2 � 5x C 2 � 2.x2 C x C 2/ D �7x � 2:

Potom máme
P.x/ D .2x C 2/Q.x/ � 7x � 2:

Tedy při značení z 1.7.9 máme R.x/ D 2x C 2 a Z.x/ D �7x � 2. |

1.7.11. Nechť k 2 N. Potom k-tou odmocninou nazýváme inverzní funkci k funk-
ci x 7! xk ; x 2 Œ0;1/, je-li k sudé, a k x 7! xk ; x 2 R, je-li k liché. Značíme
x 7! k

p
x. Definice je korektní, neboť v obou případech uvažujeme inverzní funkci

k funkci, která je na svém definičním oboru rostoucí.
Funkce x 7! k

p
x má tyto vlastnosti:

� D. k
p

/ D Œ0;1/ pro k sudé a D. k
p

/ D R pro k liché,
� H . k

p
/ D Œ0;1/ pro k sudé a H . k

p
/ D R pro k liché,

� je rostoucí na svém definičním oboru.

Obrázek 2. Graf funkce
druhá odmocnina

Obrázek 3. Graf funkce
třetí odmocnina

1.7.12. Racionální funkcí rozumíme každou funkci tvaru P=Q, kde P;Q jsou
polynomy, přičemžQ není nulový polynom. Definičním oborem takové funkce je
množina fx 2 RI Q.x/ ¤ 0g. Polynom Q není nulový, takže racionální funkce je
definována v každém bodě R vyjma nejvýše konečně mnoha bodů (vizte 1.7.8).

1.7.13. Exponenciální funkce, kterou budeme značit exp,má definiční obor roven
R a obor hodnot roven .0;1/. Tato funkce má následující vlastnosti:
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� 8x; y 2 R W exp.x C y/ D exp.x/ � exp.y/,
� 8x 2 R W exp.x/ � 1C x.

Odtud lze odvodit další užitečné vlastnosti exponenciální funkce:

� exp je rostoucí funkce na R,
� exp.0/ D 1,
� 8x 2 R 8n 2 Z W exp.nx/ D .exp.x//n,
� 8x 2 R; x > 0 W exp.x/ > 1.

Hodnotu funkce exp v bodě 1 značíme symbolem e a nazýváme ji Eulerovým čís-
lem.7

Obrázek 4. Graf exponenciální funkce

1.7.14. Logaritmická funkce, kterou budeme značit log, je funkce inverzní k funk-
ci exponenciální. Její definiční obor je tedy roven .0;1/ a obor hodnot roven R.
Tato funkce má následující vlastnosti:

� 8x; y 2 .0;1/ W log.xy/ D log.x/C log.y/,
� 8x 2 .0;1/ W log.x/ � x � 1.

Odtud lze odvodit další užitečné vlastnosti logaritmické funkce:

� funkce log je rostoucí na intervalu .0;1/,
� log.1/ D 0,
� 8x 2 .0;1/ 8n 2 Z W log.xn/ D n log x,
� 8x 2 .1;1/ W log.x/ > 0.

7Leonhard Euler (1707–1783)
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Obrázek 5. Graf funkce logaritmus

1.7.15. Nechť a 2 R, a > 0. Pro x 2 R definujeme obecnou mocninu ax před-
pisem ax D exp.x log a/. Pro a 2 R a n 2 Z jsme však symbol an již defino-
vali v Označení 1.5.2(b). Pokud je a > 0, máme pro tento symbol dvě definice.
Nová definice se však v tomto případě shoduje s předchozí definicí, neboť platí
exp

�
n log.a/

�
D exp

�
log.an/

�
D an.

Funkce ax je rostoucí na R pro a 2 .1;1/ a klesající na R pro a 2 .0; 1/. Pro
každé a 2 R, a > 0, x; y 2 R platí

� axCy D ax � ay ,
� .ax/y D axy .

Oba vztahy snadno ověříme použitím základních vlastností exponenciální a lo-
garitmické funkce. Platí

axCy
D exp

�
.x C y/ log a

�
D exp

�
x log aC y log a

�
D exp

�
x log a

�
� exp.y log a/ D ax � ay ;

.ax/y D exp
�
y log.ax/

�
D exp

�
y log.exp.x log a//

�
D exp.yx log a/ D exp.xy log a/ D axy :

1.7.16 (vlastnosti čísla � a funkcí sinus a kosinus). Funkce sinus, značíme sin,
a kosinus, značíme cos, mají definiční obor roven R a obor hodnot roven intervalu
Œ�1; 1�. Tyto funkce mají následující vlastnosti:

� funkce sin a cos jsou 2�-periodické,
� 8x; y 2 R W sin.x C y/ D sin.x/ cos.y/C cos.x/ sin.y/,
� 8x; y 2 R W cos.x C y/ D cos.x/ cos.y/ � sin.x/ sin.y/,
� sin je lichá funkce a cos je sudá funkce,
� číslo � je kladné, funkce sin je rostoucí na Œ0; �

2
�, sin.0/ D 0 a sin.�

2
/ D 1.
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Obrázek 6. Grafy funkcí sinus a kosinus

1.7.17 (vlastnosti funkcí tangens a kotangens). Funkce tangens, značíme tg, a ko-
tangens, značíme cotg, definujeme předpisy

tg.x/ D
sin.x/
cos.x/

; x 2 R n
˚
�
2

C k� I k 2 Z
	
;

cotg.x/ D
cos.x/
sin.x/

; x 2 R n fk� I k 2 Zg :

� funkce tg a cotg jsou �-periodické,
� pro každé x; y 2 .��

2
; �
2
/ splňující x C y 2 .��

2
; �
2
/ platí

tg.x C y/ D
tg.x/C tg.y/
1 � tg.x/ tg.y/

:

Obrázek 7. Graf funkce tangens Obrázek 8. Graf funkce kotangens

1.7.18. Následující tabulka obsahuje funkční hodnoty goniometrických funkcí
v některých význačných bodech.
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funkce 0 �
6

�
4

�
3

�
2

sin 0 1
2

1p
2

p
3
2

1

cos 1
p
3
2

1p
2

1
2

0

tg 0 1p
3

1
p
3 -

cotg –
p
3 1 1p

3
0

1.7.19. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustan-
gens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme následujícím způsobem

arcsin D
�
sin jŒ� �

2 ;
�
2 �

��1
; arccos D

�
cos jŒ0;��

��1
;

arctg D
�
tg j.� �

2 ;
�
2 /

��1
; arccotg D

�
cotg j.0;�/

��1
:

Definice cyklometrických funkcí jsou korektní, neboť uvažované restrikce gonio-
metrických funkcí jsou prosté. Nyní uvedeme základní vlastnosti funkcí arkussinus
a arkuskosinus:

� D.arcsin/ D D.arccos/ D Œ�1; 1�,
� H .arcsin/ D Œ��

2
; �
2
�, H .arccos/ D Œ0; ��,

� funkce arcsin je lichá,
� arcsin.�1/ D �

�
2
, arcsin.0/ D 0, arcsin

�
1p
2

�
D

�
4
, arcsin.1/ D

�
2
,

� arccos.�1/ D � , arccos.0/ D
�
2
, arccos

�
1p
2

�
D

�
4
, arccos.1/ D 0,

� 8x 2 Œ�1; 1� W arcsin x C arccos x D
�
2
.

Obrázek 9. Grafy funkcí arkussinus a arkuskosinus

Zde jsou základní vlastnosti funkcí arkustanges a arkuskotangens:
� D.arctg/ D R, D.arccotg/ D R,



1.8. TEORETICKÉ A POČETNÍ PŘÍKLADY 51

� H .arctg/ D .��
2
; �
2
/, H .arccotg/ D .0; �/,

� arctg je rostoucí a lichá funkce na R,
� arctg.0/ D 0, arctg.1/ D

�
4
, arctg.�1/ D �

�
4

� arccotg je klesající funkce na R,
� arccotg.0/ D

�
2
, arccotg.1/ D

�
4
,

� 8x 2 R W arctg x C arccotg x D
�
2
.

Obrázek 10. Grafy funkcí arkustangens a arkuskotangens

1.8. Teoretické a početní příklady

1.8.1. Příklad. Zformulujte negaci výroku

8n 2 N 9m 2 N W n < m: (1.17)

pomocí postupu uvedeného v paragrafu 1.1.30. Dále rozhodněte, zda platí uvede-
ný výrok nebo jeho negace.

Řešení. Opakovaně použijeme pravidla uvedená v paragrafu 1.1.30 k vyjádření ne-
gace uvedeného výroku.

:
�
8n 2 N 9m 2 N W n < m

�
9n 2 N W :

�
9m 2 N W n < m

�
9n 2 N8m 2 N W :

�
n < m

�
9n 2 N8m 2 N W n � m

Poslední řádek plyne z faktu, že uspořádání � reálných čísel, a tedy i přirozených
čísel, je lineární, vizte Definici 1.4.4.

Zadané tvrzení je pravdivé, neboť k libovolnému danému přirozenému číslu n,
můžeme číslo m zvolit jako nC 1. Číslo nC 1 je přirozené a je větší než n. Tím je
pravdivost výroku (1.17) ověřena. |
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1.8.2. Příklad. Zformulujte negaci výroku

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 R W .0 < jx � 1j < ı ) jx � 3j < "/ (1.18)

pomocí postupu uvedeného v paragrafu 1.1.30. Dále rozhodněte, zda platí uvede-
ný výrok, nebo jeho negace.

Řešení. Opakovaně použijeme pravidla uvedená v paragrafu 1.1.30 k vyjádření ne-
gace uvedeného výroku.

:
�
8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 R W .0 < jx � 1j < ı ) jx � 3j < "/

�
9" 2 R; " > 0 :

�
9ı 2 R; ı > 0 8x 2 R W .0 < jx � 1j < ı ) jx � 3j < "/

�
9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 :

�
8x 2 R W .0 < jx � 1j < ı ) jx � 3j < "/

�
9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 9x 2 R W :

�
0 < jx � 1j < ı ) jx � 3j < "

�
Podle Věty 1.1.12(c) lze poslední výrok zapsat ve tvaru

9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 9x 2 R W .0 < jx � 1j < ı ^ jx � 3j � "/:

Položme " D 1 a k libovolnému ı > 0 definujme x D 1 �
ı
2
. Platí jx � 1j D

ı
2
,

a tedy 0 < jx � 1j < ı. Navíc pro jx � 3j D 2 C
ı
2
platí jx � 3j � 1 D ". Dokázali

jsme tedy, že zadaný výrok (1.18) neplatí. |

1.8.3. Příklad. Nechť V.x/; x 2 M , je výroková forma. Napište negaci výroku

9Šx 2 M W V.x/ (1.19)

pomocí postupu uvedeného v paragrafu 1.1.30.

Řešení. Výrok (1.19) lze podle 1.1.25 zapsat ve tvaru�
9x 2 M W V.x/

�
^

�
8y; ´ 2 M W

�
.V .y/ ^ V.´// ) y D ´

��
(1.20)

První výrok v předchozí konjunkci říká, že existuje alespoň jeden prvek x 2 M

takový, že platí V.x/. Druhý výrok v konjunkci říká, že pokud existují prvky y a ´
takové, že platí V.y/ a V.´/, pak jsou si rovny. Podle 1.1.30 a Věty 1.1.12 lze zapsat
negaci výroku (1.20) ve tvaru�

8x 2 M W :V.x/
�

_

�
9y; ´ 2 M W

�
V.y/ ^ V.´/ ^ y ¤ ´

��
:

Neformálně lze poslední výrok vyjádřit takto: buď pro žádné x 2 M neplatí V.x/,
nebo existují dvě různá y; ´ 2 M , pro která platí V.y/ a V.´/. |

1.8.4. Příklad. Nechť A D fx 2 QI x � 0 ^ x2 < 2g. Dokažte, že A je neprázdná
shora omezená podmnožina Q, která nemá v množině Q supremum.

Řešení. Množina A je zřejmě neprázdná, neboť 0 2 A. Pro každé x 2 A platí x �

1 < 2 nebo x � x2 < 2. Číslo 2 je tedy horní závorou množiny A, a proto je A shora
omezená. Označme q D supA. Vzhledem k tomu, že 0 2 A, musí platit q � 0. Pro
spor předpokládejme, že q 2 Q.
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Pokud platí q <
p
2, pak díky Větě 1.5.33 nalezneme racionální číslo q0 2

.q;
p
2/. Pak 0 � q < q0 a .q0/2 < 2, a tedy q0 2 A. Potom ale q není horní závorou

A, což je spor.
Pokudplatí q >

p
2, pak opět díkyVětě 1.5.33 existuje q0 2 Q\.

p
2; q/. Pak pro

každé p 2 A platí p � q0, neboť v opačném případě bychom dostali z nerovností
2 � .q0/2 < p2 < 2 spor. Racionální číslo q0 je tedy horní závorou množiny A, která
je ostře menší než q, což je spor s faktem, že q je nejmenší horní závorou A.

Musí tedy platit q D
p
2, a tedy q2 D 2. To je ale spor s Příkladem 1.2.17,

a proto supremum množiny A v množině Q neexistuje. |

1.8.5. Příklad. Dokažte, že pro každé n 2 N platí
Pn
kD0

�
n
k

�
D 2n.

Řešení. Provedeme přímý důkaz. Vzorec plyne z binomické věty (Věta 1.5.5), neboť
pro každé n 2 N platí

2n D .1C 1/n D

nX
kD0

 
n

k

!
1k1n�k

D

nX
kD0

 
n

k

!
:

|

1.8.6. Příklad (součet aritmetické řady). Nechť a; b 2 R. Dokažte, že pro každé
n 2 N platí

nX
iD1

.ai C b/ D
1
2

�
.nC 1/aC 2b

�
n: (1.21)

Řešení. Pro n D 1 je levá strana rovna
P1
iD1.ai C b/ D aC b a pravá 1

2
.2aC 2b/ D

a C b. Pro n D 1 tedy tvrzení platí. Zvolme n 2 N. Předpokládejme platnost
vztahu (1.21) pro toto n, tj.

nX
iD1

.ai C b/ D
1
2

�
.nC 1/aC 2b

�
n:

Chceme dokázat, že platí

nC1X
iD1

.ai C b/ D
1
2

�
.nC 2/aC 2b

�
.nC 1/: (1.22)

Levou stranu (1.22) můžeme rozepsat jako

nC1X
iD1

.ai C b/ D

� nX
iD1

.ai C b/

�
C
�
a.nC 1/C b

�
:
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Sumu v závorkách na pravé straně ale umíme sečíst podle indukčního předpokla-
du. Provedením algebraických úprav pak dostaneme

nC1X
iD1

.ai C b/ D
1

2

�
.nC 1/aC 2b

�
nC

�
a.nC 1/C b

�
D
1

2

�
.nC 2/aC 2b

�
.nC 1/:

Tím je důkaz proveden. |

1.8.7. Příklad. Dokažte, že pro každé n 2 N platí 2n � n.

Řešení. Pro n D 1 je nerovnost splněna, neboť 21 D 2 � 1. Zvolme n 2 N. Předpo-
kládejme, že pro toto n nerovnost platí, tj. platí 2n � n. Potom také platí

2nC1
D 2 � 2n � 2n D nC n � nC 1:

Tím je nerovnost ověřena pro nC1 a tvrzení je podle principumatematické indukce
dokázáno. |

1.8.8. Příklad. Dokažte, že pro všechna n 2 N, n � 4, platí 2n � n2.

Řešení. Použijeme princip matematické indukce popsaný v 1.2.8. Tvrzení pro n D

4 platí, neboť 24 D 16 � 16 D 42. Nyní učiníme indukční předpoklad, že pro
nějaké n 2 N, n � 4, platí 2n � n2, a budeme se snažit dokázat 2nC1 � .n C 1/2.
Z indukčního předpokladu a Příkladu 1.2.22 plyne

2nC1
D 2 � 2n � 2n2 � .nC 1/2:

Podle principu matematické indukce tedy tvrzení platí pro všechna n � 4. |

1.8.9 (další varianta důkazu matematickou indukcí). Nechť V.n/; n 2 N, je výro-
ková forma. Existují případy, kdy je vhodné výrok

8n 2 N W V.n/ (1.23)

dokázat pomocí varianty matematické indukce, která spočívá v ověření následují-
cích tvrzení:

(a) platí V.1/ a V.2/,
(b) pro každé n 2 N platí V.n/ ) V.nC 2/.

Dokážeme, že z (a) a (b) plyne (1.23). Matematickou indukcí ověřme platnost tvr-
zení

8n 2 N W V.2n � 1/: (1.24)
Pro n D 1 tvrzení platí, neboť platí V.1/. Zvolme n 2 N. Předpokládejme, že
tvrzení (1.24) platí pro toto n, tj. platí V.2n � 1/. Podle (b) dostáváme, že platí
i výrok V.2n C 1/. Tím je podle principu matematické indukce, který byl popsán
v paragrafu 1.2.7, dokázán výrok (1.24).

Obdobně dokážeme tvrzení

8n 2 N W V.2n/: (1.25)
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Nyní ověříme platnost (1.23). Nechť n 2 N. Potom podle Příkladu 1.2.12 exis-
tuje k 2 N takové, že n D 2k � 1 nebo n D 2k. V prvním případě platí (1.23)
podle (1.24) a ve druhém případě platí (1.23) podle (1.25). Tím je tvrzení (1.23)
dokázáno.

Použití této varianty matematické indukce ilustruje následující příklad.

1.8.10. Příklad (Bernoulliova nerovnost). Dokažte, že pro každé n 2 N platí

8x 2 Œ�2;1/ W .1C x/n � 1C nx: (1.26)

Řešení. Provedeme důkaz pomocí matematické indukce podle 1.8.9.

Ověření bodu (a). Pro n D 1 vztah (1.26) zřejmě platí. Pro n D 2 plyne (1.26) z násle-
dující nerovnosti

.1C x/2 D 1C 2x C x2 � 1C 2x;

která platí po každé x 2 R. Tím je ověřen bod (a) v 1.8.9.

Ověření bodu (b). Předpokládejme, že pro n 2 N platí (1.26). Použitím zřejmé nerov-
nosti .1 C x/2 � 0, která platí pro každé x 2 R, dostáváme z indukčního předpo-
kladu

.1C x/nC2
D .1C x/n.1C x/2 � .1C nx/.1C x/2

D 1C .nC 2/x C .2C x/nx2 C x2:

Protože x2 � 0 pro každé x 2 R a 2 C x � 0 pro každé x 2 Œ�2;1/, platí .2 C

x/nx2Cx2 � 0 pro každé x 2 Œ�2;1/. Odtud dostáváme pro každé x 2 R; x � �2,
nerovnost .1C x/nC2 � 1C .nC 2/x.

Tím je podle principumatematické indukce dokázána Bernoulliova nerovnost. |

1.8.11. Příklad. Dokažte, že pro každé n 2 N platí nŠ �
�
nC1
2

�n.
Řešení. Tvrzení dokážeme pomocí matematické indukce. Pro n D 1 tvrzení zřejmě
platí. Zvolme n 2 N. Předpokládejme, že tvrzení platí pro toto n. Podle Bernoul-
liovy nerovnosti (Příklad 1.8.10) platí�nC 2

nC 1

�nC1

D

�
1C

1

nC 1

�nC1

� 1C .nC 1/ �
1

nC 1
D 2;

a tedy 2.nC 1/nC1 � .nC 2/nC1. Použijeme-li indukční předpoklad a právě odvo-
zenou nerovnost, obdržíme

.nC 1/Š D nŠ � .nC 1/ �

�nC 1

2

�n
� .nC 1/

D
2 � .nC 1/nC1

2nC1
�

�nC 2

2

�nC1

:

|

1.8.12 (ještě jedna varianta důkazu matematickou indukcí). Nechť V.n/; n 2 N, je
výroková forma. Existují případy, kdy je vhodné výrok

8n 2 N W V.n/ (1.27)
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dokázat pomocí varianty matematické indukce, která sestává z ověření následují-
cích tvrzení:

(a) platí V.1/,
(b) pro každé n 2 N platí V.n/ ) V.2n/,
(c) pro každé n 2 N; n � 2, platí V.n/ ) V.n � 1/.

Dokážeme, že z (a)—(c) plyne (1.27). Nejprve pomocí matematické indukce po-
psané v 1.2.7 odvodíme platnost výroku

8m 2 N W V.2m/: (1.28)

Z (a) a (b) plyne platnost V.2/. Nechť nyní V.2m/ platí pro nějaké m 2 N. Pak
2mC1 D 2 � 2m, a tedy V.2mC1/ platí podle (b). Tím je tvrzení (1.28) dokázáno.

Platnost tvrzení (1.27) dokážeme sporem. Předpokládejme, že existuje n0 2 N
takové, že V.n0/ neplatí. Položme

B D fj 2 NI j � 2n0 a V.j / neplatíg:

Číslo 1 je dolní závoroumnožinyB a číslo 2n0 je horní závoroumnožinyB. Množi-
na B je podmnožinou N, takže z její omezenosti plyne, že je konečná. Množina B
je neprázdná, neboť podle našeho předpokladu V.n0/ neplatí a díky Příkladu 1.8.7
máme n0 � 2n0 , takže n0 2 B. Množina B má tedy maximum podle Věty 1.6.14.
Označme G D maxB. Platí tudíž G C 1 … B. Poněvadž podle (1.28) platí V.2n0/,
a tedy 2n0 … B, dostáváme G < 2n0 . Odtud plyne, že tvrzení V.GC 1/ platí. Podle
(c) tedy platí i V.G/, což je spor s G 2 B. Tím je naše tvrzení dokázáno.

Použití právě uvedené varianty matematické indukce ukážeme v následujícím
příkladu.

1.8.13. Příklad (nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým průměrem). Do-
kažte, že pro všechna n 2 N a pro každá x1; x2; : : : ; xn 2 Œ0;1/ platí nerovnost

x1 C x2 C � � � C xn

n
� n

p
x1x2 � � � xn: (1.29)

Řešení. Postupně ověříme (a)–(c) z 1.8.12, přičemž V.n/, n 2 N, je tvrzení, které
říká, že pro každé x1; x2; : : : ; xn 2 Œ0;1/ platí nerovnost (1.29).

(a) Zřejmě platí x1

1
� 1

p
x1 D x1.

(b) Nejprve ověříme platnost nerovnosti (1.29) pro n D 2. Pro libovolné A;B 2

Œ0;1/ platí podle Příkladu 1.2.11
AC B

2
�

p
AB: (1.30)

Zvolme n 2 N. Nyní předpokládejme, že pro toto n platí V.n/. Budeme dokazo-
vat tvrzení V.2n/. Mějme x1; x2; : : : ; x2n 2 Œ0;1/. Použijeme indukční předpoklad
nejprve pro n-tici x1; : : : ; xn a poté pro n-tici xnC1; : : : ; x2n. Dostaneme
x1 C x2 C � � � C x2n

2n
D
1

2

�x1 C x2 C � � � C xn

n
C
xnC1 C xnC2 C � � � C x2n

n

�
�
1

2

�
n
p
x1x2 � � � xn C n

p
xnC1xnC2 � � � x2n

�
:

(1.31)
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Nerovnost (1.30) použijeme pro nezáporná čísla

A D n
p
x1x2 � � � xn a B D n

p
xnC1xnC2 � � � x2n:

Obdržíme nerovnost
1

2

�
n
p
x1x2 � � � xn C n

p
xnC1xnC2 � � � x2n

�
�

q
n
p
x1x2 � � � xn � n

p
xnC1xnC2 � � � x2n:

Tento odhad spolu s (1.31) dává

x1 C x2 C � � � C x2n

2n
�
1

2

�
n
p
x1x2 � � � xn C n

p
xnC1xnC2 � � � x2n

�
�

q
n
p
x1x2 � � � xn � n

p
xnC1xnC2 � � � x2n

D 2n
p
x1x2 � � � x2n:

Tím je dokázáno tvrzení V.2n/, a tedy i bod (b).

(c) Zvolme n 2 N; n � 2. Předpokládejme, že pro toto n platí V.n/. Budeme do-
kazovat tvrzení V.n � 1/. Nechť x1; x2; : : : ; xn�1 jsou libovolná nezáporná reálná
čísla. Označme

D D
x1 C x2 C � � � C xn�1

n � 1
:

Použijeme indukční předpoklad pro n-tici čísel y1; : : : ; yn definovanou předpisem

y1 D x1; y2 D x2; : : : ; yn�1 D xn�1; yn D D:

Z indukčního předpokladu pak plyne, že
y1 C y2 C � � � C yn

n
� n

p
y1y2 � � �yn: (1.32)

Dále platí

y1 C y2 C � � � C yn

n
D
.n � 1/D CD

n
D D a

n
p
y1y2 � � �yn D n

p
x1x2 � � � xn�1 �

n
p
D:

Pak můžeme přepsat (1.32) ve tvaru

D � n
p
x1x2 � � � xn�1

n
p
D:

Odtud odvodíme
x1 C x2 C � � � C xn�1

n � 1
D D �

�
n
p
x1x2 � � � xn�1

� 1

1� 1
n D n�1

p
x1x2 � � � xn�1;

čímž jsme dokázali tvrzení V.n�1/, a tedy i bod (c) varianty matematické indukce
z 1.8.12. Tím je nerovnostmezi aritmetickým a geometrickýmprůměremdokázána.

|

1.8.14. Poznámka. Nechť V.n/; n 2 N, je výroková forma. Následující obrázky
neformálně zachycují, jak ve variantách matematické indukce z paragrafů 1.2.7,
1.8.9 a 1.8.12 dochází k ověřování platnosti výroků V.n/.
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Obrázek 11.

1.8.15. Příklad. Ukažte, že každé n 2 N; n � 2, je dělitelné prvočíslem.

Řešení. Použijeme úplnou matematickou indukci (vizte 1.2.9). Číslo 2 je prvočís-
lo, a proto pro n D 2 tvrzení platí. Zvolme n 2 N; n � 2. Předpokládejme, že
tvrzení platí pro každé k 2 N splňující 2 � k � n. Nechť D je množina všech
d 2 N; 2 � d � n, která dělí nC 1. Pokud je D prázdná množina, pak je nC 1 pr-
vočíslo, a indukční krok je v tomto případě hotov, neboť prvočíslo nC 1 dělí nC 1.
Předpokládejme tedy, že D ¤ ;. Zvolme d 2 D. Podle indukčního předpokladu
existuje prvočíslo p, které dělí d . Protože d dělí nC 1, dělí p také nC 1 a tvrzení je
dokázáno. |

1.8.16. Příklad (Eukleidés8). Ukažte, že množina všech prvočísel je nekonečná.

Řešení. Provedemedůkaz sporem. Předpokládejme, že existuje pouze konečněmno-
ho prvočísel.Nechťp1; p2; : : : ; pk jsou všechna prvočísla. Položmep D .p1p2 � � �pk/C

1. Tvrdíme, že p je prvočíslo. Pokud by tomu tak totiž nebylo, existovalo by i 2

f1; : : : ; kg takové, že pi dělí p (Příklad 1.8.15). Tedy p D pin pro nějaké n 2 N.
Pak ale

1 D p � p1 � � �pk D pin � p1 � � �pk D pi .n � p1 � � �pi�1piC1 � � �pk/;

takže pi dělí 1, což je spor. Tedy p je prvočíslo, které je však větší než libovolné
z prvočísel p1; : : : ; pk. To je ale spor s naším předpokladem. |

1.8.17. Příklad (vlastnosti průniku). Nechť A, B, C a D jsou množiny. Dokažte,
že potom platí:

8Eukleidés (asi 325 př. n. l.–asi 260 př. n. l.)
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(a) ; \ A D ;,
(b) A \ A D A,
(c) A \ B D B \ A,
(d) A \ .B \ C/ D .A \ B/ \ C ,
(e) A \ B � A,
(f) jestliže C � A a C � B, pak C � .A \ B/,
(g) A D A \ B právě tehdy, když A � B.

Řešení. Tvrzení snadno plynou přímo z definic průniku a inkluze. Dokažme však
alespoň tvrzení (g). Je-liA � B, pak z (f) mámeA � A\B, protožeA � B iA � A.
Obrácená inkluze plyne z (e). Tedy A D A \ B.

K důkazu obrácené implikace předpokládejme platnost rovnosti A D A \ B.
Pak z (e) plyne A D A \ B � B. |

1.8.18.Příklad (vlastnosti sjednocení). NechťA,B,C aD jsoumnožiny. Dokažte,
že potom platí:

(a) ; [ A D A,
(b) A [ A D A,
(c) A [ B D B [ A,
(d) A [ .B [ C/ D .A [ B/ [ C ,
(e) A � A [ B,
(f) jestliže A � C a B � C , pak .A [ B/ � C ,
(g) A D A [ B právě tehdy, když B � A.

Řešení. Tvrzení plynou snadno z definic sjednocení a inkluze. |

1.8.19. Příklad (obraz množiny a množinové operace). Nechť A;B jsou množiny
a f je zobrazení. Dokažte, že platí:

(a) pokud A � B, pak f .A/ � f .B/,
(b) f .A [ B/ D f .A/ [ f .B/,
(c) f .A \ B/ � f .A/ \ f .B/. Ukažte, že inkluzi nelze obecně nahradit rov-

ností.

Řešení. (a) Předpokládejme, že y 2 f .A/. Potom existuje x 2 A takové, že f .x/ D

y. Pak platí také x 2 B, a tedy y D f .x/ 2 f .B/. Tím je inkluze f .A/ � f .B/

dokázána.

(b) ProtožeA � A[B, platí podle již dokázaného tvrzení (a), že f .A/ � f .A[B/.
Obdobně máme f .B/ � f .A [ B/. Tedy f .A/ [ f .B/ � f .A [ B/.

Nyní dokážeme opačnou inkluzi. Je-li y 2 f .A[B/, potom existuje x 2 A[B

takové, že f .x/ D y. Pak buď x 2 A, a tedy y D f .x/ 2 f .A/, nebo x 2 B,
a pak y D f .x/ 2 f .B/. V obou případech, které se nemusí vylučovat, dostáváme
y 2 f .A/[f .B/. Tedy f .A[B/ � f .A/[f .B/. Dohromady tedy platí f .A[B/ D

f .A/ [ f .B/.

(c) Poněvadž platí A \ B � A a A \ B � B, dostáváme podle tvrzení (a), že
f .A\B/ � f .A/ a f .A\B/ � f .B/. Odtud pak plyne f .A\B/ � f .A/\ f .B/.
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Dokážeme, že inkluzi nelze obecně nahradit rovností.UvažujmemnožinyX D

Y D f0; 1g, zobrazení f W X ! Y definované předpisem f .0/ D f .1/ D 0 a množi-
ny A D f0g, B D f1g. Pak A\B D ;, a tedy f .A\B/ D ;, ale f .A/ D f .B/ D f0g,
takže f .A/ \ f .B/ D f0g. Tudíž f .A \ B/ ¤ f .A/ \ f .B/. |

1.8.20. Příklad (vzor množiny a množinové operace). Nechť A;B jsou množiny
a f je zobrazení. Dokažte, že platí:

(a) pokud A � B, pak f �1.A/ � f �1.B/,
(b) f �1.A [ B/ D f �1.A/ [ f �1.B/,
(c) f �1.A \ B/ D f �1.A/ \ f �1.B/,
(d) f �1.A n B/ D f �1.A/ n f �1.B/.

Řešení. (a) Jestliže x 2 f �1.A/, potom f .x/ 2 A. Pak také f .x/ 2 B, a tedy x 2

f �1.B/.

(b) Podle bodu (a) platí f �1.A/ � f �1.A [ B/ a f �1.B/ � f �1.A [ B/. Odtud
plyne inkluze f �1.A/ [ f �1.B/ � f �1.A [ B/.

Předpokládejme, že platí x 2 f �1.A [ B/. Potom f .x/ 2 A [ B. Platí tedy
f .x/ 2 A nebo f .x/ 2 B. V prvním případě platí x 2 f �1.A/ a ve druhém x 2

f �1.B/. Platí tedy x 2 f �1.A/ [ f �1.B/.

(c) a (d) Důkazy lze provést obdobně jako v předchozích případech. |

1.8.21. Příklad (další vlastnosti obrazu a vzoru). Nechť f je zobrazení. Dokažte,
že platí:

(a) pokud A � D.f /, pak A � f �1.f .A//,
(b) pokud B � H .f /, pak f

�
f �1.B/

�
D B.

(c) f je prosté právě tehdy, když pro každou množinu A � D.f / platí
f �1

�
f .A/

�
D A.

Řešení. (a) Nechť A � D.f /. Jestliže x 2 A, potom x 2 D.f / a f .x/ 2 f .A/. Pak
dostáváme x 2 f �1.f .A//.

(b) Nechť B � H .f /. Pokud y 2 B, pak existuje x 2 D.f / takové, že f .x/ D y.
Potom x 2 f �1.B/, a tedy y D f .x/ 2 f .f �1.B//. Předpokládejme nyní y 2

f .f �1.B//. Potom existuje x 2 f �1.B/ takové, že f .x/ D y. Odtud plyne y D

f .x/ 2 B, což dokazuje druhou inkluzi.

(c) Nechť f W X ! X je prosté aA � X . Z (a) víme, žeA � f �1.f .A//. Mějme tedy
x 2 f �1.f .A//. Pak existuje x0 2 A takové, že f .x/ D f .x0/. Protože zobrazení f
je prosté, platí x D x0, a tedy x 2 A.

Není-li f prosté, existují dva různé prvky x; x0 2 X takové, že f .x/ D f .x0/.
Položme A D fxg. Pak x0 2 f �1.f .A//, a tedy A ¤ f �1.f .A//. |

1.8.22. Příklad (hustota R n Q v R). Nechť a; b 2 R, a < b. Dokažte, že potom
existuje ´ 2 R n Q takové, že a < ´ < b.
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Důkaz. Podle Věty 1.5.33 existuje racionální číslo y 2 .a; b/. Podle téže věty apliko-
vané na interval .y; b/ nalezneme racionální číslo y0 2 .y; b/. Položme ´ D yC

y0�y
p
2
.

Protože
p
2 > 1, máme

a < y < ´ D y C
y0 � y

p
2

< y C .y0
� y/ D y0 < b:

Kdyby bylo číslo ´ racionální, pak by také číslo
p
2 D

y0�y
´�y

bylo racionální, což
by bylo ve sporu s Příkladem 1.2.17. Číslo ´ je tedy iracionální, a tím je tvrzení
dokázáno. �

1.8.23. Příklad. Určete supremum a infimum množinyM D
˚
1
n

I n 2 N
	
.

Řešení. Protože zřejměmaxM D 1, platí podle Věty 1.5.22(a) také supM D 1. Dále
platí, že všechny prvky vM jsou kladné, a tak je 0 dolní závorouM . Dokážeme, že

8y 2 R; y > 0 9x 2 M W x < y:

Zvolme y 2 R; y > 0. Podle Věty 1.5.29 nalezneme n 2 N splňující n > 1
y
. Pak

1
n

2 M a 1
n
< y. Tím jsme pro číslo 0 ověřili podmínky (c) a (d) z 1.5.15, a platí

tedy infM D 0. |

1.8.24. Příklad. Určete supremum a infimum množinyM D Œ0; 1/.

Řešení. Protože minM D 0, platí podle Věty 1.5.22(b) také infM D 0.
Zřejmě je 1 horní závorouM . Dokážeme

8y 2 R; y < 1 9x 2 Œ0; 1/ W y < x:

Zvolme y 2 R, y < 1. Položme x D maxf0; 1
2
.1Cy/g. Potom x 2 M a z nerovnosti

y < 1 dále plyne y < 1
2
.1C y/. Tedy y < x. Podle 1.5.15 je tedy supM D 1. |

1.8.25. Příklad. Určete supremum a infimum množinyM D
˚
p
pCq

I p; q 2 N
	
.

Řešení. Pro p; q 2 N platí p
pCq

2 .0; 1/. Tedy 0 je dolní závoraM a 1 je horní závora
M .

Ověření infM D 0.Platnost podmínky (c) z 1.5.15 jsme již ověřili. Pro ověření druhé
podmínky máme dokázat

8y 2 R; y > 0 9p; q 2 N W y >
p

p C q
:

Zvolme y 2 R; y > 0. Položíme p D 1 a nalezneme pomocí Věty 1.5.29 q 2 N
splňující q > 1

y
� 1. Pak p

pCq
D

1
1Cq

< y. Odtud plyne infM D 0.

Ověření supM D 1. Podmínka (a) z 1.5.15 je splněna, neboť 1 je horní závorouM .
Pro ověření podmínky (b) máme dokázat

8y 2 R; y < 1 9p; q 2 N W y <
p

p C q
:
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Položme q D 1 a zvolme y 2 R; y < 1. Podle Věty 1.5.29 nalezneme p 2 N
splňující p > y

1�y
. Pak platí p

pCq
D

p
pC1

> y. Ověřili jsme, že supM D 1. |

1.8.26. Příklad. Uvažujme funkci f .x/ D x C
1
x
, x 2 .0;1/.

(a) Dokažte, že funkce f je klesající na .0; 1� a rostoucí na Œ1;1/.
(b) Dokažte, že funkce g D f j.0;1�, h D f jŒ1;1/ jsou prosté.
(c) Dokažte, že platí H .f / D H .g/ D H .h/ D Œ2;1/. Nalezněte inverzní

funkci k funkcím g a h.
(d) Nalezněte f B f a H .f B f /.

Řešení. (a) Zvolme x; y 2 .0; 1� taková, že x < y. Potom 1 < 1
xy

, a tedy

y � x <
y � x

xy
D
1

x
�
1

y
:

Odtud plyne f .y/ < f .x/. Funkce f je tedy klesající na intervalu Œ0; 1/.
Nyní zvolme x; y 2 Œ1;1/ splňující x < y. Potom 1 > 1

xy
a obdobně jako výše

odtud plyne, že f je rostoucí na Œ1;1/.

(b) Funkce g je klesající na .0; 1� a funkce h rostoucí na Œ1;1/. Jsou tedy prosté.

(c) Z (a) plyne H .f / � Œf .1/;1/ D Œ2;1/, a tedy také H .g/ � Œ2;1/.
Zvolme y 2 Œ2;1/. Položme

x D
1

2

�
y �

p
y2 � 4

�
:

Potom x 2 .0; 1� a g.x/ D y. Tedy Œ2;1/ � H .g/. Z výše uvedeného plyne H .g/ D

Œ2;1/. Dále platí g�1.y/ D
1
2

�
y �

p
y2 � 4

�
, y 2 Œ2;1/.

Nyní položme

x D
1

2

�
y C

p
y2 � 4

�
:

Potom x 2 Œ1;1/ a h.x/ D y. Tedy Œ2;1/ � H .h/. Z výše uvedeného plyneH .h/ D

Œ2;1/. Dále platí h�1.y/ D
1
2

�
y C

p
y2 � 4

�
, y 2 Œ2;1/.

(d) Protože H .f / D Œ2;1/ � .0;1/, je f B f dobře definované a pro každé x 2

.0;1/ platí

.f B f /.x/ D f
�
f .x/

�
D x C

1

x
C

1

x C
1
x

D
x2 C 1

x
C

x

x2 C 1
:

Dále platí podle (c) a (a)

H .f B f / D f
�
f
�
.0;1/

��
D f

�
Œ2;1/

�
� Œf .2/;1/ D

�
5
2
;1

�
:
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Zvolme ´ 2
�
5
2
;1/. Po dle (c) existuje y 2 Œ1;1/ splňující f .y/ D ´. Protože je h

rostoucí, platí y � 2. Opět podle (c) existuje x 2 Œ1;1/ splňující f .x/ D y. Tedy

.f B f /.x/ D f
�
f .x/

�
D f .y/ D ´;

takže H .f B f / �
�
5
2
;1/. Platí tedy H .f B f / D

�
5
2
;1/. |





KAPITOLA 2

Limita posloupnosti

2.1. Nekonečné posloupnosti

V běžném životě se často setkáváme s posloupnostmi reálných čísel. Může jít
například o posloupnost měření teploty vzduchu, o posloupnost makroekonomic-
kých dat a podobně. Takové posloupnosti sestávají z konečného počtu členů. De-
finice konečné posloupnosti reálných čísel vypadá následovně (srovnejte s Defini-
cí 1.4.30(a)).

2.1.1. Definice. Konečnou posloupností reálných čísel rozumíme každé zobraze-
ní množiny f1; : : : ; kg, kde k 2 N, do množiny reálných čísel R. Pokud n 7! an, n 2

f1; : : : ; kg, je takové zobrazení, pak je značíme fangknD1. Číslo an, kde n 2 f1; : : : ; kg,
nazýváme n-tým členem posloupnosti fangknD1.

V řaděmodelů z různých vědních oborů se používají i posloupnosti, které mají
nekonečný počet členů. Zde je formální definice (srovnejte s Definicí 1.4.30(b)).

2.1.2. Definice. Nekonečnou posloupností reálných čísel rozumíme každé zobra-
zení n 7! an; n 2 N, množiny přirozených čísel N do množiny reálných čísel R.
Takovou posloupnost obvykle značíme fang1

nD1, případně jen fang. Číslo an nazý-
váme n-tým členem této posloupnosti.

V této kapitole budeme posloupností rozumět vždy nekonečnou posloupnost
reálných čísel.

2.1.3 (posloupnost versusmnožina členů). Symbol fang1
nD1 označuje posloupnost,

tedy zobrazení definované na N s hodnotami v R, zatímco symbol fanI n 2 Ng zna-
čí množinu všech členů posloupnosti fang1

nD1, jde tedy o podmnožinu R. Známe-li
fang1

nD1, pak známe i fanI n 2 Ng, ale nikoli naopak. Zadání posloupnosti kromě
informace o oboru hodnot totiž navíc udává pořadí prvků z tohoto oboru. Na-
příklad posloupnosti fang D f.�1/ng a fbng D f.�1/nC1g jsou sice různé, ale mají
stejné množiny členů, neboť fanI n 2 Ng D fbnI n 2 Ng D f�1; 1g.

Množina všech členů konstantní posloupnosti (vizte Definici 1.5.18) je jedno-
prvková. Dalšími jednoduchými příklady posloupností, s nimiž se ještě setkáme,
jsou fng a f

1
n

g. Množinu všech členů posloupnosti tvoří v prvním případě množina
N, ve druhém případě množina f

1
n

I n 2 Ng.

V následujících třech příkladech jsou posloupnosti zadány rekurentně (vizte
1.4.31).

65
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2.1.4. Fibonacciova1 posloupnost je dána následujícím způsobem: a1 D 1, a2 D 1

a pro každé n 2 N, n � 3, platí an D an�2 C an�1. Zde je prvních osm členů této
posloupnosti: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21. Další informace o Fibonacciově posloupnosti
lze nalézt například v knize [5].

2.1.5 (posloupnost všech prvočísel). Položme p1 D 2. Předpokládejme, že pro ně-
jaké n 2 N již máme definován člen pn. Podle Příkladu 1.8.16 je množina prvočísel
nekonečná, a proto je množina An D fk 2 NI k > pn; k je prvočíslog neprázdná.
Podle Věty 1.5.24 má tato množina nejmenší prvek. Položme pnC1 D minAn. Tím
jsme rekurentně definovali nekonečnou posloupnost fpng, kde pn je n-té prvočíslo,
tedy p1 D 2, p2 D 3, p3 D 5, p4 D 7, p5 D 11, p6 D 13, … Určit n-tý člen této po-
sloupnosti pro dané n 2 N je obecně velice obtížné. Další informace o prvočíslech
je možné nalézt například v knize [7].

Zadání posloupnosti může být někdy velice osobité, jak ukazuje následující
příklad.

2.1.6. Posloupnost, označovaná v anglicky psané literatuře výrazem look and say
sequence, jejíž začátek má tvar

1; 11; 21; 1211; 111221; : : : ;

je zadána následujícím předpisem: a1 D 1 a pro každé n 2 N dostaneme hodnotu
členu anC1 „speciálním přečtením“ číslic v dekadickém zápisu členu an. Člen a1 D

1 přečteme jako „jedna jednička“, což zapíšeme ve tvaru a2 D 11. Člen a2 přečteme
jako „dvě jedničky“ a dostaneme a3 D 21. Tímto způsobem postupujeme dále.
Například člen a6 získáme přečtením členu a5 D 111221 ve formě „tři jedničky, dvě
dvojky, jedna jednička“, takže a6 D 312211. Posloupnost je tedy zadána rekurentně
a přesná formulace její definice by vyžadovala ještě jisté úsilí. Další informace o této
kuriózní posloupnosti lze nalézt například v článku [6].

Posloupnost chápeme jako zobrazení, neboť jde o zobrazení množiny přiroze-
ných čísel do množiny čísel reálných. Následující definice je tedy jenom opaková-
ním Definice 1.5.18 pro posloupnost.

2.1.7. Definice. Řekneme, že posloupnost fang je
� shora omezená, jestliže množina všech členů této posloupnosti je shora
omezená,

� zdola omezená, jestliže množina všech členů této posloupnosti je zdola
omezená,

� omezená, jestliže množina všech členů této posloupnosti je omezená.

2.1.8. Posloupnost fang je tedy shora omezená právě tehdy, když existuje číslo
K 2 R takové, že pro každé n 2 N platí an � K. Podobně posloupnost fang je zdola
omezená právě tehdy, když existuje číslo K 2 R takové, že pro každé n 2 N platí
an � K. Konečně omezenost posloupnosti fang je charakterizována v následujícím
lemmatu.

1Leonardo Fibonacci (asi 1170—1250)
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2.1.9. Lemma. Nechť fang je posloupnost. Pak fang je omezená právě tehdy, když
existuje číslo K 2 R takové, že pro každé n 2 N platí janj � K.

Důkaz. ) Díky omezenosti množiny fanI n 2 Ng nalezneme čísla A;B 2 R
taková, že pro každé n 2 N platí A � an � B. Položme K D maxfjAj; jBjg. Pak
zřejmě platí �K � an � K, a tedy janj � K pro každé n 2 N.

( NechťK 2 R splňuje janj � K pro každé n 2 N. Pak �K � an � K pro každé
n 2 N, a tedy množina členů posloupnosti fang je omezená. �

Následující definice je obdobou Definice 1.7.1 pro posloupnosti.

2.1.10. Definice. Řekneme, že posloupnost fang je
� rostoucí, jestliže pro každé n;m 2 N; n < m, platí an < am,
� klesající, jestliže pro každé n;m 2 N; n < m, platí an > am,
� neklesající, jestliže pro každé n;m 2 N; n < m, platí an � am,
� nerostoucí, jestliže pro každé n;m 2 N; n < m, platí an � am.

Řekneme, že posloupnost fang je monotónní, jestliže je nerostoucí nebo neklesa-
jící. Řekneme, že posloupnost fang je ryze monotónní, jestliže je rostoucí, nebo
klesající.

2.1.11. Upozorněme, že výrok „Posloupnost fang je neklesající.“ není negací vý-
roku „Posloupnost fang je klesající.“ Například posloupnost f.�1/ng není klesající,
avšak není ani neklesající. Podobně je tomu s výroky „Posloupnost fang je neros-
toucí.“ a „Posloupnost fang je rostoucí.“ Srovnejte s 1.7.2.

2.1.12. Nechť fang je posloupnost. Potom fang je rostoucí právě tehdy, když pro
každé n 2 N platí an < anC1. Implikaci ( lze dokázat snadno matematickou
indukcí, opačná implikace je zřejmá. Obdobná tvrzení platí i pro ostatní typy mo-
notonie.

2.2. Vlastní limita posloupnosti

2.2.1 (motivace pojmu limita). (a)Uvedeme dva jednoduchémodely z oblasti ban-
kovnictví. Klient banky si u ní uloží částku ve výši a korun českých s ročnímúrokem
p procent. Po uplynutí jednoho roku bude tedy zůstatek na účtu roven .1 C Qp/a,
kde Qp D

p
100

. Na konci n-tého roku bude potom zůstatek an roven .1C Qp/na. Po-
sloupnost fang1

nD1 tedy vyjadřuje vývoj stavu konta na konci jednotlivých let.
Ve druhém příkladě půjčí banka klientovi částku ve výši a korun českých s úro-

kem p procent na dobu jednoho roku. Po uplynutí lhůtymusí tedy dlužník zaplatit
částku .1C Qp/a, kde opět Qp D

p
100

. Pokud by banka rozdělila rok na dvě půlroční
úrokovací období, byla by dlužná částka na konci prvního půlroku rovna .1C

Qp
2
/a

a na konci roku by musel klient zaplatit částku .1C
Qp
2
/2a. Pokud by banka rozdě-

lila rok na n stejně dlouhých úrokovacích období, musel by klient na konci roku
zaplatit částku bn D

�
1C

Qp
n

�n
a.
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Budou hodnoty an a bn s rostoucím n růst? Pokud ano, mohou růst „nade
všechny meze“ nebo se budou „blížit“ k nějaké hodnotě? K zodpovězení těchto
otázek použijeme výsledky, které odvodíme v této kapitole.

(b) Pomocí posloupnosti s nekonečným počtem členů můžeme také aproximovat
hodnotu jistého číslaA, které je pro nás z nějakého důvodu zajímavé. Členy takové
posloupnosti by měly s rostoucím n stále přesněji aproximovat hodnotu A. Takto
postupoval Archimédés ([2]), když počítal délku obvodu kruhu přibližně pomocí
obvodu pravidelného mnohoúhelníka. Čím měl mnohoúhelník více stran, tím byl
jeho obvod lepším přiblížením skutečnému obvodu kruhu.

V uvedených příkladech, ke kterým se ještě později vrátíme (vizte 2.3.35 a ??),
jsme neformálně užili slov „blížit se“ a „přibližovat se“ o členech posloupnosti. V té-
to kapitole dáme těmto obratům přesný matematický význam zavedením pojmu
limita posloupnosti. Pojem limity má pro matematickou analýzu zásadní význam
a v tomto textu se s ním budeme setkávat téměř neustále.

Definice limity.

2.2.2 (intuitivní pojem limity). Uvažujme posloupnost fang definovanou předpi-
sem an D .�1/n pro n 2 N. Zdá se být zřejmé, že pro tuto posloupnost nelze nalézt
nějaké reálné číslo, k němuž by se její členy „blížily“ Vizte Obrázek 1.

Obrázek 1.

Nechť nyní an D 1 C .�2
3
/n, n 2 N. Následující obrázek zachycuje chování

prvních deseti členů této posloupnosti.
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Obrázek 2.

V tomto případě se naopak zdá, že členy posloupnosti fang se s rostoucím n

„blíží“ k číslu 1. Tento intuitivní náhled nyní vyjádříme pomocí matematicky přes-
ných pojmů.

2.2.3. Definice. Nechť fang je posloupnost reálných čísel a A 2 R. Řekneme, že
posloupnost fang má limitu rovnou A, jestliže platí

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ": (2.1)

2.2.4. Chceme-li tvrdit, že limitou posloupnosti fang je reálné čísloA, musíme ově-
řit podmínku (2.1). Pro libovolné zadané kladné číslo " musíme nalézt přirozené
číslo (index) n0 takové, aby byla odchylka každého členu posloupnosti s indexem
n větším nebo rovným tomuto n0 od hodnoty A menší než ", tedy jan � Aj < ".
Jinými slovy, pro libovolné " 2 R, " > 0, hledáme takové n0 2 N, aby platil výrok

8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ": (2.2)

Nalezené n0 bude obecně záviset na volbě ". Vizte následující dva obrázky.
NaObrázku 3 vidíme jednu z možných voleb čísla n0 pro zadané ". Na Obráz-

ku 4 bylo zadáno "0 menší než ". Pro toto nové zadání ovšem index n0 již podmín-
ku (2.2) nesplňuje, neboť existuje n 2 N, n � n0, pro které nerovnost jan � Aj < "0

neplatí. Proto musíme nalézt jiný index n0
0 (větší než n0), aby podmínka (2.2), kde

" je zaměněno za "0 a n0 je zaměněno za n0
0, byla splněna.
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Obrázek 3. Obrázek 4.

2.2.5. Na ověřování podmínky (2.1) je možné také nahlížet jako na hru, v níž se
utkají dva hráči. První hráč (náš protivník) volí v prvním tahu hry kladné reálné
číslo ". Naším úkolem (v roli druhého hráče) je zvolit ve druhém tahu hry přirozené
číslo n0. Ve třetím (posledním) tahu hry volí první hráč přirozené číslo n splňující
n � n0. Pokud jan � Aj � ", vyhrává první hráč, v opačném případě vítězíme my.
Pokud dokážeme vyhrát libovolnou takovou partii, je limitou posloupnosti fang

číslo A. Všimněme si, že ve druhém tahu volíme n0, aniž bychom věděli, které n
zvolí náš protivník v tahu následujícím. Tato skutečnost odpovídá pořadí kvantifi-
kátorů v podmínce (2.1).

2.2.6. Věta (jednoznačnost limity). Nechť fang je posloupnost, která má limitu
rovnou A 2 R a zároveň má limitu rovnou B 2 R. Potom platí A D B.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. Podle definice limity existují přirozená čísla nA, nB
taková, že pro každé n 2 N; n � nA, je jan � Aj < " a pro každé n 2 N, n � nB , je
jan � Bj < ". Položme n0 D maxfnA; nBg. Potom platí n0 � nA i n0 � nB , a tedyˇ̌
an0

� A
ˇ̌
< " i

ˇ̌
an0

� B
ˇ̌
< ". Odtud a z trojúhelníkové nerovnosti (1.10) máme

jA � Bj D
ˇ̌
A � an0

C an0
� B

ˇ̌
�
ˇ̌
A � an0

ˇ̌
C
ˇ̌
an0

� B
ˇ̌
< "C " D 2":

Protože jA � Bj < 2" pro každé " 2 R, " > 0, je podle Lemmatu 1.5.13 jA � Bj D 0,
neboli A D B. �

2.2.7. Označení. Jestliže má posloupnost fang limitu rovnou nějakému reálné-
mu číslu, pak je tato limita podle Věty 2.2.6 určena jednoznačně a označujeme
ji symbolem limn!1 an. Je-li limitou posloupnosti fang reálné číslo A, pak píšeme
limn!1 an D A nebo an

n!1
! A. Nehrozí-li nedorozumění, píšeme někdy pouze

lim an D A nebo an ! A.

2.2.8. K zavedení symbolu lim an potřebujeme tvrzení Věty 2.2.6. Kdyby totiž
posloupnost měla více než jednu limitu, pak by nebylo jasné, co symbol lim an
vlastně označuje a rovnost lim an D A by nedávala smysl.
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2.2.9. Definice. Nechť fang je posloupnost reálných čísel. Řekneme, že fang kon-
verguje (je konvergentní), jestliže existuje A 2 R takové, že lim an D A, neboli
platí

9A 2 R 8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ":

Je-li posloupnost konvergentní, říkáme též, že má vlastní limitu. Jestliže posloup-
nost nemá vlastní limitu, pak říkáme, že diverguje (je divergentní).

2.2.10. Příklad. Nechť c 2 R a pro každé n 2 N platí an D c. Dokažte, že lim an D

c.

Řešení. Zvolme libovolné " 2 R; " > 0. Položme n0 D 1. Potom pro každé n 2 N,
n � n0, máme jan � cj D jc � cj D 0 < ", takže podle definice limity dostáváme
lim an D c. |

Následující příklad ukazuje, že hodnota limity konvergentní posloupnosti ne-
musí být prvkem množiny jejích členů.

2.2.11. Příklad. Dokažte, že lim 1
n

D 0.

Řešení. Zvolme " 2 R; " > 0. Podle Archimédovy vlastnosti reálných čísel (Vě-
ta 1.5.29) existuje n0 2 N takové, že n0 > 1

"
. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí

1
n

�
1
n0
< ". Pro každé n 2 N dále platí 1

n
> 0, a tedy 1

n
> �". Odtud plyne, že pro

každé n 2 N, n � n0, platí �" < 1
n
< ", neboli j

1
n

� 0j < ". To podle definice limity
znamená, že lim 1

n
D 0. |

2.2.12. Příklad. Dokažte, že lim n
nC2

D 1.

Řešení. Nejprve si uvědomíme, že pro každé n 2 N platíˇ̌̌ n

nC 2
� 1

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌n � .nC 2/

nC 2

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌
�2

nC 2

ˇ̌̌
D

2

nC 2
:

Zvolme libovolné " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že 0 < 2
n0C2

< ".
Tuto vlastnost má jakékoli n0 2 N splňující n0 > 2

"
� 2. Existence takového n0

vyplývá z Archimédovy vlastnosti reálných čísel (Věta 1.5.29). Potom pro každé
n 2 N, n � n0, zřejmě platí 2

nC2
�

2
n0C2

< ". Pro tato n 2 N dostávámeˇ̌̌ n

nC 2
� 1

ˇ̌̌
D

2

nC 2
�

2

n0 C 2
< ":

Podle definice limity tedy platí lim n
nC2

D 1. |

2.2.13. Negaci výroku „Posloupnost fang je konvergentní.“ lze podle 1.1.30 zapsat
jako

8A 2 R 9" 2 R; " > 0 8n0 2 N 9n 2 N; n � n0 W jan � Aj � ":

Máme-li dokázat, že zadaná posloupnost nemá vlastní limitu, pakmusíme pro kaž-
dé číslo A 2 R ukázat, že A není limitou této posloupnosti. Předpokládáme tedy,
že A je libovolné reálné číslo a v závislosti na něm volíme vhodné " 2 R, " > 0.
Tento postup předvedeme v následujících dvou příkladech.
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2.2.14. Příklad. Dokažte, že posloupnost fn4g nemá vlastní limitu.

Řešení. NechťA je libovolné reálné číslo. Položme " D 1. Zvolme n0 2 N. S pomocí
Archimédovy vlastnosti (Věta 1.5.29) nalezneme n 2 N takové, že n � maxfjAj C

1; n0g. Pak platí n4 � n � jAj C 1, a tedy podle Důsledku 1.5.11(a) platí

jn4 � Aj � n4 � jAj � jAj C 1 � jAj D 1:

Podle 2.2.13 je tedy posloupnost fn4g divergentní. |

2.2.15. Příklad. Dokažte, že posloupnost f.�1/ng nemá vlastní limitu.

Řešení. Nechť A je libovolné reálné číslo. Položme " D 1. Je-li A � 0 a n0 2 N, pak
volíme liché n 2 N, n � n0. Potom platí

j.�1/n � Aj D j�1 � Aj D 1C A � 1 D ":

Je-li A < 0 a n0 2 N, pak volíme sudé n 2 N, n � n0. Potom platí

j.�1/n � Aj D j1 � Aj D 1 � A � 1 D ":

Posloupnost f.�1/ng tedy nemá vlastní limitu.
Na rozdíl od Příkladu 2.2.14 nelze při řešení Příkladu 2.2.15 volit " libovolně.

Například volba " D 3 by k řešení nevedla. Číslo " zde musíme zvolit „dostatečně
malé“. |

V Příkladu 2.2.12 jsme na základě definice ověřili, že číslo 1 je opravdu limitou
posloupnosti

˚
n
nC2

	
ve smyslu Definice 2.2.3. V Příkladech 2.2.14 a 2.2.15 jsme

užili této definice k důkazu neexistence vlastní limity příslušných posloupností.
Definice sama nám ale nedává návod, jak limitu vypočítat. V další části této kapi-
toly odvodíme věty, které objasní základní vlastnosti limit a dále budou užitečné
při výpočtech limit konkrétních posloupností.

2.2.16.Věta. Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D A 2 R a existuje n1 2 N
takové, že an D bn pro každé n 2 N, n � n1. Pak platí lim bn D A.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n2 2 N splňující

8n 2 N; n � n2 W jan � Aj < ":

Položme n0 D maxfn1; n2g. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí jbn � Aj D

jan � Aj < ": Tedy lim bn D A. �

2.2.17. Předcházející větu lze formulovat i následujícím způsobem. Změníme-li
u dané konvergentní posloupnosti fang konečněmnoho členů, pakmá nově vzniklá
posloupnost fbng stejnou limitu jako posloupnost fang. Pokud je totiž množina
fn 2 NI an ¤ bng konečná, potom je omezená, a tedy existuje n1 2 N takové, že
pro každé n 2 N, n � n1, platí an D bn.

Díky tomuto pozorování můžeme zesílit výsledek Příkladu 2.2.10. Nechť c 2

R, fang je posloupnost a existuje n1 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n1, platí
an D c. Potom lim an D c, jak vyplývá z Příkladu 2.2.10 a Věty 2.2.16.
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Nyní zformulujeme několik podmínek ekvivalentních podmínce (2.1) v defi-
nici limity posloupnosti. Často je totiž snazší ověřit některou z těchto podmínek
než podmínku původní.

2.2.18. Lemma. Nechť fang je posloupnost a A 2 R. Pak lim an D A právě tehdy,
když existuje K 2 R, K > 0, takové, že platí

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < K": (2.3)

Důkaz. ) Z definice limity plyne, že (2.3) platí pro K D 1.

( Nechť K 2 R, K > 0, je číslo splňující (2.3). Zvolme " 2 R, " > 0. Položme
"0 D

"
K
. Podle (2.3) k tomuto "0 existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0,

platí jan � Aj < K"0 D ". K zadanému " > 0 jsme tedy našli n0 2 N takové, že pro
každé n 2 N, n � n0, máme jan � Aj < ". Jinými slovy, platí lim an D A. �

2.2.19. Lemma. Nechť fang je posloupnost a A 2 R. Potom lim an D A právě
tehdy, když existuje "0 2 R, "0 > 0, takové, že platí

8" 2 R; " 2 .0; "0/ 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ": (2.4)

Důkaz. ) Položme "0 D 1. Potom (2.4) plyne z definice limity a 1.1.26(a), kde
klademeM1 D .0;1/,M2 D .0; 1/ a V."/ je výroková forma

9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ":

( Zvolme " 2 R, " > 0. Položme "0 D minf"; "0

2
g. Potom "0 2 .0; "0/, a tedy

podle (2.4) k němu existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí
jan � Aj < "0 � ". Tedy lim an D A. �

2.2.20. Z Lemmatu 2.2.19 plyne, že pro ověření existence vlastní limity posloup-
nosti stačí vyšetřit jen " z intervalu .0; "0/, kde "0 je dáno. Stačí se tedy zabývat jen
„malými hodnotami“ ", což v dalším textu usnadní některé důkazy.

2.2.21. V definici limity posloupnosti (Definice 2.2.3) může být nerovnost n � n0
ekvivalentně nahrazena nerovností n > n0. Podobně nerovnost jan � Aj < " může
být ekvivalentně nahrazena nerovností jan�Aj � ". První z těchto tvrzení je snadné.
Pro důkaz druhého tvrzení si nejprve uvědomíme, že z podmínky (2.1) triviálně
plyne výrok

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj � ": (2.5)

Jestliže naopak platí (2.5), potom

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < 2":

Odtud pomocí Lemmatu 2.2.18 vyplývá (2.1).

Následující dvě věty ukazují vztahy mezi limitami posloupností fang a fjanjg.

2.2.22. Věta. Nechť fang je posloupnost, A 2 R a lim an D A. Pak lim janj D jAj.
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Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W jan � Aj < ":

Potompro každé n 2 N, n � n0, platí podleDůsledku 1.5.11(a) odhad
ˇ̌
janj�jAj

ˇ̌
�

jan � Aj < ". Celkem tedy máme

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W
ˇ̌
janj � jAj

ˇ̌
< ":

To ale podle definice znamená, že lim janj D jAj. �

2.2.23. Opačná implikace ve Větě 2.2.22 obecně neplatí. Například posloupnost
f.�1/ng nemá vlastní limitu (vizte Příklad 2.2.15), ale lim j.�1/nj D lim 1 D 1.
Pokud ovšem A D 0, pak opačná implikace platí, jak ukazuje následující věta.

2.2.24. Věta. Nechť fang je posloupnost. Potom lim an D 0 právě tehdy, když
lim janj D 0.

Důkaz. Podle definice limity je lim an D 0, právě když

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W janj < ";

zatímco lim janj D 0, právě když

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W
ˇ̌
janj

ˇ̌
< ":

Protože
ˇ̌
janj

ˇ̌
D janj, jsou oba výroky ekvivalentní. �

Nyní se budeme věnovat vztahu mezi existencí vlastní limity a omezeností po-
sloupnosti.

2.2.25. Věta. Nechť fang je konvergentní posloupnost. Potom je fang omezená.

Důkaz. Pro fang existuje A 2 R takové, že lim an D A. Položme " D 1. Podle
definice limity k tomuto " existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, je
jan�Aj < 1. Množina fjanjI n 2 N; n < n0g je konečná, a tedy je podle Věty 1.6.14
omezená. NechťM 2 R je její horní závora. Potom

janj �

(
M; jestliže n 2 N; 1 � n < n0;

jAj C 1; jestliže n 2 N; n � n0:

Nyní položme K D maxfM; jAj C 1g. Pak pro všechna n 2 N platí janj � K, a fang

je tedy omezená. �

2.2.26. Z Věty 2.2.25 vyplývá, že každá neomezená posloupnost je divergentní.
Omezenost posloupnosti není postačující podmínkou pro její konvergenci.

Například posloupnost f.�1/ng je omezená, avšak není konvergentní.
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Limita vybrané posloupnosti.

2.2.27. Definice. Nechť fang je posloupnost a fnkg1
kD1

je rostoucí posloupnost
přirozených čísel. Pak fank

g1
kD1

nazýváme vybranou posloupností z posloupnosti
fang, případně podposloupností posloupnosti fang.

2.2.28. Nechť fang je posloupnost. Následující posloupnosti jsou vybranými po-
sloupnostmi z posloupnosti fang:

� posloupnost fa2k�1g
1
kD1

členů s „lichým indexem“ a posloupnost fa2kg1
kD1

členů se „sudým indexem“, kde příslušnými posloupnostmi fnkg jsou po
řadě f2k � 1g a f2kg,

� posloupnost fakC1g
1
kD1

, kde nk D k C 1, k 2 N,
� posloupnost fak2g1

kD1
, kde nk D k2, k 2 N,

� posloupnost fapk
g1
kD1

, kde pk je k-té prvočíslo, k 2 N.
Posloupnost fnkg1

kD1
v Definici 2.2.27 určuje výběr těch členů posloupnosti

fang, které se objeví v podposloupnosti fank
g1
kD1

. Posloupnost fnkg1
kD1

musí být
podle definice rostoucí. Například posloupnost a3; a2; a1; a4; a5; a6; : : : obecně ne-
určuje podposloupnost posloupnosti fang.

2.2.29. Nechť fang D f.�1/ng. Uvažujme podposloupnosti fa2k�1g
1
kD1

, fa2kg1
kD1

a fak2g1
kD1

. Posloupnost fa2k�1g
1
kD1

je konstantní a splňuje limk!1 a2k�1 D �1.
Také posloupnost fa2kg1

kD1
je konstantní a splňuje limk!1 a2k D 1. Konečně po-

sloupnost fak2g1
kD1

splývá s původní posloupností, a tedy je divergentní.
Pro divergentní posloupnost f.�1/ng jsme nalezli dvě její konvergentní podpo-

sloupnosti s různými limitami a jednu její divergentní podposloupnost. Posloup-
nosti vybrané z divergentní posloupnosti mohou tedy konvergovat k různým limi-
tám nebo mohou divergovat. Pro posloupnosti vybrané z konvergentní posloup-
nosti je situace jednodušší, jak ukazuje následující věta.

2.2.30. Věta (limita vybrané posloupnosti). Nechť fang je posloupnost, lim an D

A 2 R a fnkg1
kD1

je rostoucí posloupnost přirozených čísel. Potom limk!1 ank
D

A.

K důkazu věty budeme potřebovat následující lemma.

2.2.31. Lemma. Nechť fnkg1
kD1

je rostoucí posloupnost přirozených čísel. Potom
pro každé k 2 N platí nk � k.

Důkaz. Důkaz provedeme matematickou indukcí podle k. Protože n1 2 N, zřejmě
máme n1 � 1. Předpokládejme, že pro k 2 N platí nk � k. Potom platí nkC1 >

nk � k, neboť fnkg je rostoucí. Z Věty 1.5.28 plyne, že nkC1 � kC 1. Tím je tvrzení
podle principu matematické indukce dokázáno. �

Důkaz Věty 2.2.30. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu existuje n� 2 N takové, že

8n 2 N; n � n�
W jan � Aj < ": (2.6)

Pro každé k 2 N; k � n�, platí díky Lemmatu 2.2.31 nerovnost nk � k � n�, a tedy
podle (2.6) dostaneme

ˇ̌
ank

� A
ˇ̌
< ". Tím je věta dokázána. �
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2.2.32. Nechť fang je posloupnost. Jestliže existují dvě podposloupnosti posloup-
nosti fang mající různé vlastní limity, pak je fang divergentní. Kdyby totiž posloup-
nost fang měla vlastní limitu A, pak by obě podposloupnosti musely mít podle
Věty 2.2.30 limitu A, což by byl spor.

2.2.33. Úvaha z předchozího odstavce nám umožňuje dokázat, že limita posloup-
nosti fang D f.�1/ng neexistuje, jiným způsobem než v Příkladu 2.2.15. Pod-
le 2.2.29 je totiž limk!1 a2k D 1 a limk!1 a2k�1 D �1. Nalezli jsme dvě pod-
posloupnosti s různými limitami, a tedy lim.�1/n neexistuje.

Aritmetika limit. V další části tohoto oddílu ukážeme, jak pojem limity sou-
visí s aritmetickými operacemi.

2.2.34. Věta (aritmetika limit). Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D A 2

R a lim bn D B 2 R. Potom platí:
(a) lim .an C bn/ D AC B,
(b) lim .an � bn/ D A � B,
(c) je-li B ¤ 0 a pro každé n 2 N platí bn ¤ 0, pak lim an

bn
D

A
B
.

Důkaz. (a) Zvolme " 2 R, " > 0. Podle definice limity existují přirozená čísla nA,
nB taková, že pro každé n 2 N, n � nA, je jan � Aj < " a pro každé n 2 N, n � nB ,
je jbn � Bj < ". Položíme-li n0 D maxfnA; nBg, pak pro každé n 2 N, n � n0, platí
obě uvedené nerovnosti.

Z trojúhelníkové nerovnosti (Věta 1.5.10) plyne, že pro každé n 2 N, n � n0,
platí

j.an C bn/ � .AC B/j D j.an � A/C .bn � B/j

� jan � Aj C jbn � Bj < "C " D 2":

Dokazované tvrzení tedy vyplývá z Lemmatu 2.2.18 pro K D 2.

(b) Před vlastním ověřením tvrzení podle definice limity provedeme několik pří-
pravných úvah. Posloupnost fbng je konvergentní, a je tedy podle Věty 2.2.25 ome-
zená. Jinými slovy, existujeL 2 R; L > 0, takové, že pro každé n 2 N platí jbnj � L.
Úpravou výrazu anbn�AB a použitím trojúhelníkové nerovnosti (Věta 1.5.10) do-
stáváme pro každé n 2 N nerovnosti

janbn � ABj D j.anbn � bnA/C .bnA � AB/j

� janbn � bnAj C jbnA � ABj

D jbnj jan � Aj C jAj jbn � Bj

D L jan � Aj C jAj jbn � Bj :

(2.7)

Nyní zvolme " 2 R, " > 0. Stejně jako v bodě (a) nalezneme n0 2 N takové,
že pro každé n 2 N, n � n0, platí jan � Aj < " a jbn � Bj < ". Tudíž pro každé
n 2 N, n � n0, platí díky (2.7) janbn � ABj < .LC jAj/". Dokazované tvrzení tedy
vyplývá z Lemmatu 2.2.18 pro K D LC jAj.
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(c)Obdobnými úpravami jako v důkazech předchozích tvrzení dostáváme pro kaž-
dé n 2 N nerovnostiˇ̌̌̌

an

bn
�
A

B

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
anB � bnA

bnB

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
anB � AB C AB � Abn

bnB

ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌̌
anB � AB

bnB

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌
AB � Abn

bnB

ˇ̌̌̌
D

1

jbnj
jan � Aj C

jAj

jbnj jBj
jbn � Bj :

(2.8)

Podle definice limity existuje ke kladnému číslu 1
2

jBj takové n1 2 N, že pro každé
n 2 N, n � n1, platí

jB � bnj < 1
2

jBj : (2.9)
Podle Důsledku 1.5.11(a) a (2.9) pro každé n 2 N, n � n1, platíˇ̌

jBj � jbnj
ˇ̌

� jB � bnj < 1
2

jBj : (2.10)

Vzhledem k tomu, že navíc platí jBj � jbnj �
ˇ̌
jBj � jbnj

ˇ̌
, dostáváme podle (2.10)

pro každé n 2 N, n � n1, nerovnost jBj � jbnj < 1
2

jBj, a tedy také

1

jbnj
<

2

jBj
: (2.11)

Položme

K D max
n 2

jBj
;
2 jAj

B2

o
: (2.12)

Pak podle (2.8), (2.11) a (2.12) máme pro každé n 2 N, n � n1,

j
an

bn
�
A

B
j �

2

jBj
jan � Aj C

2 jAj

B2
jbn � Bj

� K.jan � Aj C jbn � Bj/:

(2.13)

Nyní zvolme " 2 R, " > 0. Nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N,
n � n0, platí jan � Aj < " a jbn � Bj < ". Položme n2 D maxfn0; n1g. Pro každé
n 2 N, n � n2, potom díky (2.13) mámeˇ̌̌̌

an

bn
�
A

B

ˇ̌̌̌
< 2K":

Dokazované tvrzení pak plyne z Lemmatu 2.2.18. �

V dalším textu se budeme někdy odkazovat na dílčí tvrzení (a), (b), (c) Vě-
ty 2.2.34 po řadě jako na větu o limitě součtu, větu o limitě součinu a větu o limitě
podílu.

2.2.35. Příklad. Dokažte, že platí lim 1
n2 D 0.

Řešení. Tvrzení vyplývá z Příkladu 2.2.11 a věty o limitě součinu (Věta 2.2.34(b))
pro posloupnosti fang D fbng D f

1
n

g. |
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2.2.36. Podstatným předpokladem věty o aritmetice limit (Věta 2.2.34) je konver-
gence posloupností fang a fbng. V případě, kdy jedna či obě posloupnosti divergu-
jí, nelze o konvergenci posloupnosti definované jako jejich součet, součin či podíl
obecně nic říci. Uvedeme několik příkladů.

� Nechť fang D f.�1/ng a fbng D f.�1/ng. Pak jsou obě posloupnosti diver-
gentní, ale lim anbn D 1.

� Nechť fang D fn2g a fbng D f
1
n

g, a tedy fanbng D fng. Pak fang a fanbng

divergují podle Věty 2.2.25 a fbng konverguje podle Příkladu 2.2.11.
� Nechť fang D fng a fbng D f

1
n2 g. Pak fang diverguje, fbng konverguje

podle Příkladu 2.2.35 a fanbng D f
1
n

g konverguje.
Situace vypadá obdobně i v případě ostatních aritmetických operací. Konstrukce
příslušných příkladů není obtížná.

V dalším výkladu se nám bude hodit následující obecnější verze vět o limitě
součtu a limitě součinu.

2.2.37. Věta. Nechť l 2 N a pro každé j 2 f1; : : : ; lg je fa
j
ng1
nD1 posloupnost spl-

ňující limn!1 a
j
n D Aj 2 R. Potom platí:

(a) limn!1

Pl
jD1 a

j
n D

Pl
jD1Aj ,

(b) limn!1

Ql
jD1 a

j
n D

Ql
jD1Aj .

Důkaz. (a) Použijeme matematickou indukci. Pro l D 1 je tvrzení zřejmé. Před-
pokládejme nyní jeho platnost pro l 2 N. Mějme posloupnosti fa1ng; : : : ; falC1n g

s limitami Aj 2 R, j D 1; : : : ; l C 1. Podle indukčního předpokladu platí

lim
n!1

lX
jD1

ajn D

lX
jD1

Aj : (2.14)

Dále máme

lim
n!1

lC1X
jD1

ajn D lim
n!1

�� lX
jD1

ajn
�

C alC1n

�

D

� lX
jD1

Aj

�
C AlC1 D

lC1X
jD1

Aj ;

přičemž druhá rovnost plyne z (2.14) a Věty 2.2.34(a).

(b) Tvrzení týkající se součinu konečně mnoha posloupností lze dokázat obdobně.
�

2.2.38. Příklad. Vypočítejte lim n2Cn
2n2C7

.

Řešení. Pro každé n 2 N platí

n2 C n

2n2 C 7
D

n2 C n

2n2 C 7
�

1
n2

1
n2

D
1C

1
n

2C
7
n2

:
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Podle Příkladu 2.2.10 je limn!1 1 D 1 a podle Příkladu 2.2.11 je lim 1
n

D 0. Tedy
lim

�
1 C

1
n

�
D 1. Podobně odvodíme lim

�
2 C

7
n2

�
D 2. Podle věty o limitě podílu

(Věta 2.2.34(c)) dostáváme

lim
1C

1
n

2C
7
n2

D
lim.1C

1
n
/

lim.2C
7
n2 /

D
1

2
:

Při počítání limit posloupností obvykle zapisujeme výpočet stručněji. V našem
příkladu by zkrácený zápis vypadal následovně:

lim
1C

1
n

2C
7
n2

D
lim.1C

1
n
/

lim.2C
7
n2 /

(2.15)

D
limn!1 1C lim 1

n

limn!1 2C limn!1 7 � lim 1
n2

(2.16)

D
1C 0

2C 7 � 0
D
1

2
: (2.17)

Napíšeme-li v průběhu výpočtu nejprve rovnost (2.15), musíme si být vědomi toho,
že zatím nevíme, zda tato rovnost platí. Rovnost bude platit, pokud ukážeme, že
obě limity ve zlomku na pravé straně existují vlastní a limita ve jmenovateli je nenu-
lová. Podobně rovnost (2.16) bude platit, pokud ukážeme, že všechny limity jsou
vlastní a výsledný výraz ve jmenovateli je nenulový. Hodnoty limit ve výrazu (2.16)
však již známe a výpočet (2.17) ukazuje, že výraz ve jmenovateli je nenulový. Do-
stáváme tak platnost první rovnosti v (2.17), a díky tomu i platnost rovnosti (2.16).
Odtud potom dostáváme platnost rovnosti (2.15), a tím korektnost celého řešení.

Při počítání limit musíme každý krok výpočtu zdůvodnit. Někdy jde jen o al-
gebraickou úpravu počítaného výrazu, často pak používáme větu o aritmetice li-
mit, případně již vypočítané limity. Bez zdůvodnění jako například v předchozím
odstavci není řešení úplné. Později v pokročilejších částech skript již nebudeme po-
drobná zdůvodnění uvádět, což ale neznamená, že jsme je neprovedli. |

Následující výsledek obsahuje jednoduché, ale užitečné tvrzení o limitě po-
sloupnosti definované jako součin omezené posloupnosti a posloupnosti s nulovou
limitou.

2.2.39. Věta. Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D 0 a fbng je omezená.
Potom lim anbn D 0.

Důkaz. Protože fbng je omezená, existuje číslo K > 0 splňující jbnj � K pro každé
n 2 N. Zvolme " 2 R, " > 0. Protože lim an D 0, existuje n0 2 N takové, že pro
každé n 2 N, n � n0, platí janj D jan � 0j < ". Pro každé n 2 N, n � n0, tudíž platí

janbn � 0j D janbnj D janj jbnj < K":

Tedy podle Lemmatu 2.2.18 platí lim anbn D 0. �

2.2.40. Tvrzení Věty 2.2.39 neplyne z věty o limitě součinu (Věta 2.2.34(b)), pro-
tože posloupnost fbng nemusí mít vlastní limitu.
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2.2.41. Příklad. Dokažte, že lim .�1/n

n
D 0.

Řešení. Tvrzení plyne z Věty 2.2.39, neboť posloupnost f.�1/ng je omezená a platí
lim 1

n
D 0. |

Limita a uspořádání. V předchozích větách jsme uvedli několik důležitých
souvislostí mezi pojmem limity a operacemi na množině reálných čísel. Nyní se
zaměříme na vztah mezi limitou a uspořádáním reálných čísel.

2.2.42. Věta (limita a uspořádání). Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D

A 2 R a lim bn D B 2 R.
(a) Nechť A < B. Potom existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0,

platí an < bn.
(b) Nechť existuje n� 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n�, platí an � bn.

Potom A � B.

Důkaz. (a) Položme " D
1
2
.B�A/. Pak podle definice limity existuje n1 2 N takové,

že pro každé n 2 N, n � n1, platí an < A C ". Dále opět podle definice limity
existuje n2 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n2, platí bn > B � ". Položme
n0 D maxfn1; n2g. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí

an < AC " D
AC B

2
D B � " < bn;

čímž je tvrzení (a) dokázáno.

(b) Předpokládejme pro spor, že platíA < B. Potom podle tvrzení (a) existuje n0 2

N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an < bn. Položme m D maxfn0; n
�g.

Pak dostáváme am < bm � am, což je spor. �

2.2.43. Věta 2.2.42 nám poskytuje možnost odhadnout shora nebo zdola hodno-
tu limity dané posloupnosti, o níž víme, že konverguje, ale jejíž limitu neznáme,
pomocí jiné posloupnosti, jejíž limitu známe.

V tvrzení Věty 2.2.42(b) nelze nerovnosti an � bn a A � B nahradit nerovnost-
mi an > bn a A > B. Položme například fang D f

1
n

g a fbng D f0g. Potom zřejmě
platí an > bn pro každé n 2 N, máme však lim an D lim bn D 0.

2.2.44. Věta (o dvou strážnících). Nechť fang, fbng a fcng jsou posloupnosti splňu-
jící:

(a) existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an � cn � bn,
(b) fang a fbng jsou konvergentní a platí lim an D lim bn.

Potom je fcng konvergentní a platí lim cn D lim an.

Důkaz. Označme lim an D A. Nechť " 2 R; " > 0. K němu podle předpokladu (b)
existují n1; n2 2 N taková, že pro každé n 2 N, n � n1, platí

A � " < an < AC "

a pro každé n 2 N, n � n2, platí

A � " < bn < AC ":



2.2. VLASTNÍ LIMITA POSLOUPNOSTI 81

Odtud a z předpokladu (a) plyne, že pro každé n 2 N, n � maxfn0; n1; n2g, platí

A � " < an � cn � bn < AC ";

a tedy jcn � Aj < ". Tím jsme ověřili, že platí lim cn D A. �

Několik příkladů. V následujících příkladech použijeme právě odvozené vý-
sledky a příklady samotné použijeme v dalších výpočtech.

2.2.45. Příklad. Spočtěte lim
q
1C

1
n
.

Řešení. Pro každé n 2 N platí 1 < 1 C
1
n
< .1 C

1
n
/2. Podle 1.7.11 tedy pro každé

n 2 N platí nerovnosti

1 �

r
1C

1

n
� 1C

1

n
:

Vzhledem k tomu, že lim 1 D lim.1C
1
n
/ D 1, dostáváme podle věty o dvou stráž-

nících (Věta 2.2.44) lim
q
1C

1
n

D 1. |

2.2.46. Příklad. Nechť k 2 N a fang je posloupnost nezáporných reálných čísel
splňující lim an D A 2 R. Dokažte, že A � 0 a limn!1

k
p
an D

k
p
A.

Řešení. Nezápornost čísla A plyne z Věty 2.2.42(b). Předpokládejme nejprve, že
A D 0. Zvolme " 2 R; " > 0. Pak existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N,
n � n0, platí an < "k. Pro každé n 2 N; n � n0, díky monotonii odmocniny (vizte
1.7.11) platí 0 � k

p
an < ". Dostáváme tedy limn!1

k
p
an D 0 D

k
p
A.

Nyní předpokládejme, že A > 0. Pak podle Příkladu 1.5.6 pro každé n 2 N
platí

ˇ̌
k
p
an �

k
p
A
ˇ̌

D

ˇ̌̌�
k
p
an �

k
p
A
�

�

Pk
jD1.

k
p
an/

k�j
�

k
p
A
�j�1Pk

jD1.
k
p
an/k�j

�
k
p
A
�j�1

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌ an � APk
jD1.

k
p
an/k�j

�
k
p
A
�j�1

ˇ̌̌
�

1�
k
p
A
�k�1

jan � Aj :

(2.18)

Poslední nerovnost platí díky snadnému odhadu
kX

jD1

. k
p
an/

k�j
�

k
p
A
�j�1

�
�

k
p
A
�k�1

;

jenž vyplývá z nezápornosti členů posloupnosti fang a nezápornostiA. Odtud a po-
užitím rovnosti

lim
n!1

1�
k
p
A
�k�1

jan � Aj D 0

obdržíme podle Věty 2.2.44 limn!1

ˇ̌
k
p
an �

k
p
A
ˇ̌

D 0. Podle Věty 2.2.24 platí
limn!1

�
k
p
an �

k
p
A
�

D 0. Odtud díky větě o limitě součtu (Věta 2.2.34(a)) dostá-
váme dokazovaný výsledek limn!1

k
p
an D

k
p
A. |
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2.2.47. Příklad. Dokažte, že lim n
p
n D 1.

Řešení. Vzhledemk tomu, že pro každé n 2 N je n
p
n � 1, můžeme psát n

p
n D 1C�n,

kde �n � 0. Pro n 2 N, n � 2, platí podle binomické věty (Věta 1.5.5)

n D .1C �n/
n

� 1C n�n C
n.n � 1/

2
�2n �

n.n � 1/

2
�2n :

Protože pro každé n 2 N, n � 2, platí n � 1 �
n
2
, dostáváme pro každé n 2 N,

n � 2,

n �
n.n � 1/

2
�2n �

n2

4
�2n :

Odtud a z monotonie odmocniny (1.7.11) pro každé n 2 N, n � 2, plyne 2p
n

� �n.
Podle Příkladu 2.2.11, Příkladu 2.2.46 pro k D 2 a z věty o limitě součinu (Vě-
ta 2.2.34(b)) dostaneme lim 2p

n
D 0, takže podle Věty 2.2.44máme limn!1 �n D 0.

Odtud plyne dokazované tvrzení. |

2.2.48. Příklad. Nechť c 2 R, c > 0. Dokažte, že limn!1
n
p
c D 1.

Řešení. Nechť nejprve c � 1. Pomocí Archimédovy vlastnosti (Věta 1.5.29) nalezne-
me n0 2 N takové, že n0 > c. Potom pro každé n 2 N; n � n0, platí 1 � n

p
c � n

p
n.

Z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) a Příkladu 2.2.47 plyne lim n
p
c D 1.

Nechť nyní c 2 .0; 1/. Potompodle věty o limitě podílu (Věta 2.2.34(c)) a podle
již dokázaného tvrzení platí

lim
n!1

n
p
c D lim

n!1

1

n

q
1
c

D
1

limn!1
n

q
1
c

D
1

1
D 1:

|

2.3. Nevlastní limita posloupnosti

Definice nevlastní limity. Posloupnost fang D fng je sice divergentní, má však
následující vlastnost. Pro libovolné K 2 R existuje n0 2 N takové, že pro každé
n 2 N, n � n0, platí an > K. Vskutku, stačí pomocí Archimédovy vlastnosti (Vě-
ta 1.5.29) nalézt n0 2 N, n0 > K. Obdobnou vlastnost má například posloupnost
fbng D f�n2g, přičemž nerovnost an > K je nahrazena nerovností bn < K. Obě
vlastnosti můžeme chápat jako jisté typy limitního chování posloupnosti, i když
jiné, než je konvergence k reálnému číslu, kterou jsme studovali v předcházejícím
oddílu. Tyto typy limitního chování formálně zavedeme v následující definici.

2.3.1. Definice. Řekneme, že posloupnost fang má limitu rovnou 1 (čteme plus
nekonečno), jestliže

8K 2 R 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W an > K:
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Řekneme, že posloupnost fang má limitu rovnou �1 (čteme mínus nekonečno),
jestliže

8K 2 R 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W an < K:

Má-li posloupnost limitu rovnou plus nebo mínus nekonečnu, říkáme, že má
nevlastní limitu. Jestliže má posloupnost limitu rovnou 1, pak říkáme, že diver-
guje k 1. Jestliže má posloupnost limitu rovnou �1, pak říkáme, že diverguje
k �1.

2.3.2. Příklad. Dokažte, že limn D 1.

Řešení. Zvolme K 2 R. Z Archimédovy vlastnosti reálných čísel (Věta 1.5.29) vy-
plývá existence n0 2 N splňujícího n0 > K. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí
n � n0 > K, čímž je tvrzení dokázáno. |

Rozšířená množina reálných čísel.

2.3.3. Některé poznatky z předcházejícího oddílu rozšíříme i na nevlastní limity.
K tomuto účelu přidáme k množině reálných čísel dva nové prvky 1 a �1 a od-
povídajícím způsobem rozšíříme aritmetické operace sčítání, odčítání, násobení,
dělení a relaci uspořádání. Operace sčítání a odčítání nelze definovat pro všechny
dvojice prvků z R [ f�1;1g tak, aby tyto operace měly zároveň některé žádoucí
vlastnosti (vizte Větu 2.3.5). Podobně je tomu s násobením a dělením. Aritmetické
operace tedy budeme definovat jen pro některé dvojice prvků z R [ f�1;1g. Kri-
tériem pro to, který výraz a jak definujeme, je platnost věty o aritmetice limit i pro
nevlastní limity (vizte Větu 2.3.26).

2.3.4. Definice. Rozšířenou množinou reálných čísel budeme nazývat množinu
R [ f1;�1g a budeme ji značit R�.

Operace sčítání. Sčítání rozšiřujeme takto:
� 8a 2 R [ f1gW 1 C a D aC 1 D 1

� 8a 2 f�1g [ R W � 1 C a D aC .�1/ D �1

Operace odčítání. Operace odčítání dvou reálných čísel a; b je definována jako
součet čísla a a čísla opačného k b, tj. a � b D a C .�b/. Pro rozšíření této opera-
ce postačí definovat čísla opačná k 1 a �1 a použít předchozí rozšíření operace
sčítání. Definujeme �.1/ D �1 a �.�1/ D 1.

Operace násobení. Definujeme:
� 8a 2 .0;1/ [ f1gW a � 1 D 1 � a D 1,
� 8a 2 .0;1/ [ f1gW a � .�1/ D .�1/ � a D �1,
� 8a 2 f�1g [ .�1; 0/ W a � 1 D 1 � a D �1,
� 8a 2 f�1g [ .�1; 0/ W a � .�1/ D .�1/ � a D 1.

Operace dělení.Operace dělení dvou reálných čísel a; b je definována jako součin
čísla a a inverzního prvku k b, tj. a

b
D a �

1
b
. Pro rozšíření operace dělení postačí

tedy definovat 1
1

D 0 a 1
�1

D 0.
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Následující výrazy tedy nejsou definovány:

1 C .�1/; �1 C 1; 0 � 1; 1 � 0; 0 � .�1/; .�1/ � 0:

Relace uspořádání. Definujeme:
� 8a 2 R� W � 1 � a,
� 8a 2 R� W a � 1.

2.3.5. Věta. Nechť x; y; ´ 2 R�. Pak platí následující rovnosti, pokud je alespoň
jedna strana příslušné rovnosti definována:

(a) x C y D y C x,
(b) .x C y/C ´ D x C .y C ´/,
(c) xy D yx,
(d) .xy/´ D x.y´/.

Důkaz. Dokážeme tvrzení (b). Předpokládejme, že1 2 fx; y; ´g. Pak�1 … fx; y; ´g,
jinak by výrazy na levé i pravé straně nebyly definovány. Dále je levá i pravá strana
rovna 1, takže rovnost platí. Podobně pokud �1 2 fx; y; ´g, pak 1 … fx; y; ´g

a ověření rovnosti dokončíme obdobně. Zbývá možnost, kdy x; y; ´ 2 R. Pak jde
o známou rovnost pro reálná čísla.

Ostatní tvrzení lze dokázat podobným rozborem případů. �

2.3.6 (supremum a infimum v R�). Relace � na R�, jak jsme ji právě definovali, je
zřejmě reflexivní, slabě antisymetrická a tranzitivní, a proto je relace � uspořádá-
ním na množině R� ve smyslu Definice 1.4.4. Navíc jde zřejmě o lineární uspořá-
dání podle téže definice. Pojem suprema a infima máme tedy definován i v tomto
případě podle Definice 1.4.8.

Pro neprázdnou a shora omezenou podmnožinu reálných čísel se pojem supre-
ma v množině R shoduje s pojmem suprema v R�. Shora neomezená podmnožina
R nemá v R supremum, v R� je však tímto supremem 1. Podobně zdola neomeze-
námnožina vRmá infimum vR� rovné�1. Konečně pro prázdnoumnožinu platí
podle definice inf; D 1 a sup; D �1, pokud uvažujeme supremum a infimum
vzhledem k R�.

2.3.7. Úmluva. V následujícím textu budeme suprema a infima množin uvažovat
vzhledem k množině R�. Pojmy omezenosti shora, omezenosti zdola, omezenosti
podmnožin R však budeme uvažovat jako doposud vzhledem k množině R.

2.3.8 (absolutní hodnota v R�). Absolutní hodnotu rozšíříme na R� tak, že klade-
me j1j D 1 a j�1j D 1.

Základní vlastnosti limit podruhé.

2.3.9. Definice 2.3.1 je doplněním Definice 2.2.3 o případy, kdy limitou je buď
1 nebo �1. Víme tedy, co znamená, že posloupnost fang má limitu rovnou A,
kde buď A 2 R, nebo A D 1, nebo A D �1. Následující věta ukazuje, že vě-
ta o jednoznačnosti limity (Věta 2.2.6) zůstává v platnosti i pro takto rozšířenou
definici.
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2.3.10. Věta (jednoznačnost limity podruhé). Nechť fang je posloupnost, která má
limitu rovnou A 2 R� a zároveň má limitu rovnou B 2 R�. Potom platí A D B.

Důkaz. Dokázali jsme již, že nejvýše jedno reálné číslo může být limitou posloup-
nosti fang (Věta 2.2.6). Zbývá dokázat, že nemůže nastat žádný z případů:

(a) fang je konvergentní a současně má limitu 1,
(b) fang je konvergentní a současně má limitu �1,
(c) fang má limitu 1 a současně �1.

Případ (a).Předpokládejme pro spor, že platí (a). Podle Věty 2.2.25 je fang omezená,
a tím spíše je omezená shora. Tudíž existuje K 2 R takové, že an � K pro každé
n 2 N. Protože ale současněmá posloupnost fang limitu 1, existuje přirozené číslo
n0 takové, že pro každé n 2 N, n � n0, je an > K, což je spor.

Případy (b) a (c). Důkaz je obdobný. �

2.3.11. Označení. Má-li posloupnost fang nevlastní limitu, označujeme hodnotu
této limity opět symbolem lim an. Píšeme tedy lim an D 1 nebo lim an D �1.
Ke korektnímu zavedení tohoto značení potřebujeme Větu 2.3.10 (pro srovnání
vizte 2.2.8).

2.3.12. Pro každou posloupnost fang nastává právě jedna z následujících možnos-
tí:

lim an

�
existuje

(
vlastní, tj. je rovna reálnému číslu,
nevlastní, tj. je rovna 1, nebo �1;

neexistuje.

2.3.13. Definice. Nechť c 2 R. Potom okolím bodu c rozumíme každou množinu
tvaru B.c; "/ D .c� "; cC "/, kde " 2 R; " > 0.Okolím bodu 1 rozumíme každou
množinu tvaru B.1; "/ D .1

"
;1/, kde " 2 R; " > 0. Okolím bodu �1 rozumíme

každou množinu tvaru B.�1; "/ D .�1;�1
"
/, kde " 2 R; " > 0.

2.3.14. Lemma. Nechť A; QA 2 R�, A ¤ QA. Potom existuje " 2 R; " > 0, takové, že
A … B. QA; "/.

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že QA 2 R. Je-li také A 2 R, pak položíme " D
1
2
j QA � Aj. Potom zřejmě platí A … B. QA; "/. Je-li A D 1 nebo A D �1, zvolíme
" 2 R, " > 0, libovolně a opět dostaneme A … B. QA; "/.

Nyní předpokládejme, že QA D 1. Je-li A 2 R, položíme " D
1

jAjC1
. Odtud

opět plyne, že A … B. QA; "/. Je-li A D �1, zvolíme " 2 R, " > 0, libovolně a opět
obdržíme A … B. QA; "/.

Případ QA D �1 je obdobný případu QA D 1. �

Zavedení pojmu okolí (Definice 2.3.13) nám umožňuje ekvivalentně formulo-
vat pojem limity posloupnosti (vlastní i nevlastní) jedinou formulí. To je obsahem
následující věty.
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2.3.15. Věta. Nechť fang je posloupnost. Pak lim an D A 2 R� právě tehdy, když
platí

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W an 2 B.A; "/: (2.19)

Důkaz. Případ A 2 R. Potom je pro každé n 2 N a každé " 2 R; " > 0, výrok an 2

B.A; "/ ekvivalentní výroku jan � Aj < ". Takže v tomto případě je formule (2.19)
shodná a formulí (2.1).

Případ A D 1. Předpokládejme nejprve, že lim an D A. Ověříme (2.19). Nechť
" 2 R, " > 0. Víme, že pro K D

1
"
existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N,

n � n0, platí an > K. To podle definice okolí bodu 1 znamená, že pro každé
n 2 N, n � n0, platí an 2 B.1; "/, a tedy formule (2.19) platí.

Nyní předpokládejme, že platí (2.19). Zvolme K 2 R. K němu nalezneme
" 2 R, " > 0, následujícím způsobem. Je-li K � 0, zvolíme " 2 R, " > 0, libovolně.
Je-li K > 0, položíme " D

1
K
. V obou případech pak platí 1

"
� K. K tomuto "

pak nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an 2 B.1; "/.
Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí an > 1

"
� K, a tedy an > K. Odtud plyne

lim an D A.

Případ A D �1. Důkaz lze provést obdobně jako v předchozím případě. �

Ve zbývající části tohoto oddílu uvedeme obecnější varianty některých vět, kte-
ré již známe z předcházejícího textu. Zatímco se však dříve uvedená tvrzení týkala
pouze vlastních limit, zde budou věty formulovány i pro nevlastní limity. Nejprve
uvedeme obdobu Věty 2.2.16.

2.3.16. Věta. Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D A 2 R� a existuje
n1 2 N takové, že an D bn pro každé n 2 N, n � n1. Pak také lim bn D A.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n2 2 N splňující

8n 2 N; n � n2 W an 2 B.A; "/:

Položme n0 D maxfn1; n2g. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí bn D an, a tedy
bn 2 B.A; "/. Odtud vyplývá, že lim bn D A. �

2.3.17. Z předchozí věty plyne následující zobecnění 2.2.17. Změníme-li u po-
sloupnosti reálných čísel fang splňující lim an D A 2 R� konečně mnoho členů,
pak má nově vzniklá posloupnost opět limitu A.

Následující výsledek je zobecněním Věty 2.2.22.

2.3.18. Věta. Nechť fang je posloupnost a lim an D A 2 R�. Pak lim janj D jAj.

Důkaz. Je-li A 2 R, pak tvrzení plyne z Věty 2.2.22. Nechť A D 1. Pak z předpo-
kladu lim an D A plyne existence n0 2 N takového, že pro každé n 2 N, n � n0,
platí an � 0, a tedy janj D an. Tudíž podle Věty 2.3.16 platí lim janj D lim an.
Protože lim an D 1 a j1j D 1, plyne odtud, že lim janj D jAj.

Konečně nechť A D �1. Zvolme " 2 R, " > 0. Potom existuje n0 2 N takové,
že pro každé n 2 N, n � n0, platí an 2 B.�1; "/, a tedy také �an 2 B.1; "/. Odtud
plyne, že pro každé n 2 N, n � n0, platí �an > 0, a tedy janj D �an. To znamená,
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že pro každé n 2 N, n � n0, platí janj 2 B.1; "/. Protože jAj D 1, dokázali jsme,
že lim janj D jAj. �

Následující věta je jistou „jednostrannou“ obdobou Věty 2.2.25.

2.3.19. Věta. Nechť fang je posloupnost a lim an D 1. Pak je fang zdola omezená.

Důkaz. Položme K D 1. Podle Definice 2.3.1 k tomuto K existuje n0 2 N takové,
že pro každé n 2 N, n � n0, platí an > 1. Množina fanI n 2 N; n < n0g je konečná,
a tedy je podle Věty 1.6.14 omezená. Nechť M 2 R je některá její dolní závora.
Potom

an �

(
M; jestliže n 2 N; 1 � n < n0;

1; jestliže n 2 N; n � n0:

Pro každé n 2 N tedy máme an � minfM; 1g, takže posloupnost fang je zdola
omezená. �

2.3.20. Obdobně jako veVětě 2.3.19 lze dokázat, že je-li fangposloupnost a lim an D

�1, potom je fang shora omezená.

Limita vybranéposloupnostipodruhé. Následující věta je obdobouVěty 2.2.30
pro nevlastní limity.

2.3.21. Věta. Nechť fang je posloupnost, limn!1 an D A 2 R� a fnkg1
kD1

je ros-
toucí posloupnost přirozených čísel. Potom limk!1 ank

D A.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu existuje n� 2 N takové, že

8n 2 N; n � n�
W an 2 B.A; "/: (2.20)

Pro každé k 2 N; k � n�, platí díky Lemmatu 2.2.31 nerovnost nk � k � n�, a tedy
podle (2.20) dostaneme, že pro každé k 2 N; k � n�, platí ank

2 B.A; "/. Tím je
věta dokázána. �

2.3.22. Tvrzení Věty 2.3.21 nelze obrátit. Jako příklad může opět posloužit po-
sloupnost f.�1/ng a její podposloupnost f.�1/2kg1

kD1
. Nicméně platí následující

tvrzení, které v dalším textu ještě využijeme (například v Kapitole 3).

2.3.23. Věta. Nechť l 2 N a fn1
k
g1
kD1

, fn2
k
g1
kD1

, …, fnl
k
g1
kD1

jsou rostoucí posloup-
nosti přirozených čísel takové, že˚

n
j

k
I j 2 f1; : : : ; lg; k 2 N

	
D N: (2.21)

Nechť A 2 R� a fang je posloupnost reálných čísel taková, že pro každé j 2

f1; : : : ; lg platí limk!1 a
n

j

k

D A. Potom lim an D A.
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Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němupodle definice limity nalezneme k1; k2; : : : ; kl 2

N taková, že
8k 2 N; k � k1 W an1

k
2 B.A; "/;

8k 2 N; k � k2 W an2
k

2 B.A; "/;

:::

8k 2 N; k � kl W anl
k

2 B.A; "/:

(2.22)

Položme n0 D maxfn1
k1
; n2
k2
; : : : ; nl

kl
g. Zvolme n 2 N, n � n0. Díky podmín-

ce (2.21) existují j 2 f1; : : : ; lg a m 2 N taková, že n D n
j
m. Potom platí

njm D n � n0 � n
j

kj
:

Posloupnost fn
j

k
g1
kD1

je rostoucí, a proto m � kj . Podle j -té podmínky v (2.22)
dostaneme an D a

n
j
m

2 B.A; "/, čímž je tvrzení dokázáno. �

2.3.24. Speciálním případem předchozí věty je následující tvrzení. Nechť fang je
posloupnost splňující

lim
k!1

a2k D lim
k!1

a2kC1 D A 2 R�:

Potom limn!1 an D A.

2.3.25. Ve Větě 2.3.23 je důležité, že počet posloupností fn1
k
g1
kD1

, fn2
k
g1
kD1

, …,
fnl
k
g1
kD1

je konečný. Pro nekonečný počet těchto posloupností tvrzení neplatí, jak
ukazuje Příklad 2.5.10.

Aritmetika limit podruhé. Následující věta je zobecněním věty o aritmetice
limit (Věta 2.2.34).

2.3.26. Věta (aritmetika limit). Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D A 2

R� a lim bn D B 2 R�. Potom platí:
(a) lim .an C bn/ D AC B, pokud je výraz na pravé straně definován,
(b) lim .an � bn/ D A � B, pokud je výraz na pravé straně definován,
(c) je-li bn ¤ 0 pro všechna n 2 N, pak lim an

bn
D

A
B
, pokud je výraz na pravé

straně definován.

Důkaz. Tuto větu lze dokázat obdobně jako Větu 2.2.34. Uvedeme pouze důkaz
tvrzení (b), a to v případě, kdy A 2 R; A < 0, a B D �1.

Chceme tedy dokázat, že lim.an � bn/ D 1. Nechť K 2 R. Položme " D �
1
2
A.

Platí " > 0, neboť předpokládáme, žeA < 0. Z předpokladu lim an D A a z definice
limity vyplývá existence takového n1 2 N, že pro každé n 2 N, n � n1, platí
an 2 .A � "; A C "/ D .3

2
A; 1

2
A/. Podobně z předpokladu lim bn D �1 plyne

existence takového n2 2 N, že pro každé n 2 N, n � n2, platí bn < minf0; 2K
A

g.
Položme n0 D maxfn1; n2g. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí

an � bn >
1

2
A � bn > K:
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Tím je dokázáno, že lim.an � bn/ D 1. �

2.3.27. Víme-li pouze, že lim an D 1 a lim bn D �1, pak odtud nemůžeme vy-
vodit žádnou informaci o existenci nebo hodnotě lim.an C bn/. Nechť například
A 2 R, fang D fng a fbng D f�nC Ag. Pak

lim an D 1; lim bn D �1 a lim.an C bn/ D A:

Výraz 1 � 1 nelze tedy definovat tak, aby platila věta o limitě součtu. Existence
a případně i hodnota lim.an C bn/ závisí na jemnějším chování posloupností fang

a fbng. Předpoklad, že výrazy na pravých stranách jsou definovány, nelze tedy z věty
o aritmetice limit (Věta 2.3.26) vynechat.

2.3.28. Nechť l 2 N a pro každé j 2 f1; : : : ; lg je fa
j
ng1
nD1 posloupnost splňující

limn!1 a
j
n D Aj 2 R�. Potom platí:

(a) limn!1

Pl
jD1 a

j
n D

Pl
jD1Aj , pokud je výraz na pravé straně definován,

(b) limn!1

Ql
jD1 a

j
n D

Ql
jD1Aj , pokud je výraz na pravé straně definován.

Důkaz lze provést obdobně jako ve Větě 2.2.37.

Podle odstavce 2.3.27 pro výpočet lim an

bn
, kde lim bn D 0, nemůžeme bezpro-

středně použít větu o limitě podílu (Věta 2.3.26(c)), nicméně platí následující věta.

2.3.29. Věta. Nechť fang a fbng jsou posloupnosti splňující:
� pro každé n 2 N platí bn ¤ 0,
� lim an D A 2 R� a A > 0,
� lim bn D 0,
� existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí bn > 0.

Potom lim an

bn
D 1.

Důkaz. Posloupnost f
an

bn
g je dobře definována, neboť bn ¤ 0 pro každé n 2 N.

Případ A 2 R; A > 0. Zvolme K 2 R. Položme " D
1
2
A. K němu existuje n1 2 N

takové, že

8n 2 N; n � n1 W an > A � " D A �
A

2
D
A

2
:

Položme L D maxf1;Kg. Pak existuje n2 2 N takové, že

8n 2 N; n � n2 W bn <
A

2L
:

Potom pro každé n 2 N, n � maxfn0; n1; n2g, platí

an

bn
>
1

2
A �

1

bn
>
1

2
A �

1
A
2L

D L � K:

Tím jsme ověřili, že lim an

bn
D 1.
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Případ A D 1. Zvolme opět K 2 R. Položme L D maxf1;Kg. Pak existují n1; n2 2

N taková, že

8n 2 N; n � n1 W an > 1;

8n 2 N; n � n2 W bn <
1

L
:

Potom pro každé n 2 N, n � maxfn0; n1; n2g, platí

an

bn
> 1 �

1

bn
> 1 � L D L � K:

Tím je tvrzení dokázáno. �

Limita a uspořádání podruhé. Následující větu je možno dokázat obdobně
jako Větu 2.2.42.

2.3.30. Věta (limita a uspořádání). Nechť fang a fbng jsou posloupnosti, lim an D

A 2 R� a lim bn D B 2 R�.

(a) Nechť A < B. Potom existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N; n � n0,
platí an < bn.

(b) Nechť existuje n� 2 N takové, že pro každé n 2 N; n � n�, platí an � bn.
Potom A � B.

Pro nevlastní limity platí následující dvě varianty věty o dvou strážnících.

2.3.31. Věta. Nechť fang a fcng jsou posloupnosti splňující:

(a) existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an � cn,
(b) lim an D 1.

Potom platí lim cn D 1.

Důkaz. Zvolme K 2 R. K němu nalezneme n1 2 N takové, že pro každé n 2 N,
n � n1, platí an > K. Pro každé n 2 N; n � maxfn0; n1g, pak platí cn � an, a tedy
cn > K. Tím je dokázáno, že lim cn D 1. �

Podle předchozí věty stačí nalézt pouze jednoho „strážníka“ k důkazu tvrzení
lim cn D 1. Následující věta je její zřejmou obdobou pro posloupnosti s limitou
�1.

2.3.32. Věta. Nechť fbng a fcng jsou posloupnosti splňující:

(a) existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí bn � cn,
(b) lim bn D �1.

Potom platí lim cn D �1.

2.3.33. Definice. Nechť q 2 R a ˛ 2 R. Potom posloupnost f˛qng1
nD1 nazýváme

geometrickou posloupností.
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2.3.34. Příklad (limita geometrické posloupnosti). Dokažte, že platí

lim
n!1

qn D

„
1; pokud q 2 .1;1/,
1; pokud q D 1,
0; pokud q 2 .�1; 1/,
neexistuje, pokud q 2 .�1;�1�.

Řešení. Případ q 2 .1;1/. Pak můžeme psát q D 1 C h, kde h > 0. Odtud a z Ber-
noulliovy nerovnosti (Příklad 1.8.10) plyne qn D .1 C h/n � 1 C hn pro každé
n 2 N. Zřejmě limn!1.1C hn/ D 1, a podle Věty 2.3.31 máme lim qn D 1.

Případ q 2 .0; 1/. Podle předchozího odstavce platí lim.q�1/n D 1, neboť q�1 2

.1;1/. Aplikací Věty 2.3.26(c) dostaneme

lim qn D lim
1

.q�1/n
D 0:

Případ q 2 f0; 1;�1g. Pro q D 0 a q D 1 je tvrzení zřejmé. Pokud q D �1, pak fqng D

f.�1/ng. Neexistence lim.�1/n jakožto prvku R byla ukázána v Příkladu 2.2.15,
neexistence lim.�1/n jakožto prvku R�, o kterou nyní jde, plyne z Věty 2.3.21.

Případ q 2 .�1; 0/. Pak lim jqnj D lim jqj
n

D 0, a tedy podle Věty 2.2.24 také
lim qn D 0.

Případ q 2 .�1;�1/. Pak q2 > 1, a tedy máme lim q2n D lim.q2/n D 1. Potom
platí podle věty o limitě součinu (Věta 2.3.26(b)) lim q2nC1 D lim q.q2/n D �1.
Nalezli jsme dvě vybrané posloupnosti s různými limitami, a tedy limita původní
posloupnosti neexistuje. |

2.3.35 (úroky). Vraťme se nyní k posloupnosti fang z 2.2.1, která splňuje an D

.1 C Qp/na; n 2 N. Jde o geometrickou posloupnost, jejíž limita je podle 2.3.34
rovna 1, neboť 1C Qp > 1.

Následující tvrzení dává do souvislosti pojmy limity a suprema množiny. Ob-
dobné tvrzení platí i pro infimum.

2.3.36. Věta. NechťM � R je neprázdná množina a G 2 R�. Pak jsou následující
tvrzení ekvivalentní.

(i) Platí G D supM .
(ii) Prvek G je horní závorou M a existuje posloupnost fxng bodů z M spl-

ňující lim xn D G.

Důkaz. (i))(ii) Prvek G je zřejmě horní závorouM . Pokud G D 1, pakM není
shora omezená, a tedy pro každé n 2 N existuje xn 2 M splňující xn > n. Podle
Věty 2.3.31 je pak lim xn D 1 D G.

V případě, že G 2 R, pak podle definice suprema ke každému n 2 N existuje
xn 2 M splňující xn > G �

1
n
. Protože G je horní závorou M , platí xn � G pro

každé n 2 N. Podle věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy máme lim xn D G.
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(ii))(i) Zvolme G0 2 R, G0 < G. Pak existuje n0 2 N pro které xn0
> G0.

V případě G D 1 to plyne přímo z definice, v případě G 2 R stačí v definici vzít
" D G � G0. Našli jsme tedy prvek z množiny M , který je větší než G0, čímž jsme
ověřili podmínku (b) z 1.5.15. �

2.3.37. Příklad. Nechť k 2 N,A 2 R� a fang je posloupnost nezáporných reálných
čísel splňující lim an D A. Dokažte, že potom A � 0 a platí

lim k
p
an D

(
k
p
A; pokud A 2 R;

1; pokud A D 1:

Řešení. Pokud A 2 R, pak tvrzení vyplývá z Příkladu 2.2.46. Předpokládejme tedy,
že A D 1. Zvolme K 2 R. Pak existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N,
n � n0, platí an > jKjk. Potom podle monotonie odmocniny (vizte 1.7.11) pro
každé n 2 N, n � n0, máme k

p
an > jKj � K. Odtud plyne lim k

p
an D 1. |

2.3.38. Příklad. Vypočtěte lim
�p
nC 1 �

p
n
�
.

Řešení. Podle Příkladu 2.3.2 a Příkladu 2.3.37 dostaneme lim
p
n D 1. Odtud

a z věty o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.2.30) dále plyne, že lim
p
nC 1 D 1.

To znamená, že pro výpočet zadané limity nemůžeme užít větu o aritmetice limit
přímočarým způsobem.Upravíme proto nejprve zadaný výraz tak, aby bylomožné
bezprostředně použít větu o aritmetice limit. Pro n 2 N platí

p
nC 1 �

p
n D

�p
nC 1 �

p
n
�

�

p
nC 1C

p
n

p
nC 1C

p
n

D
1

p
nC 1C

p
n
:

Pak podle věty o limitě podílu (Věta 2.3.26(c)) můžeme počítat

lim
�p
nC 1 �

p
n
�

D lim
1

p
nC 1C

p
n

D 0:

|

2.3.39 (zobecněná posloupnost). Na závěr tohoto oddílu ještě uvedeme následují-
cí možné rozšíření pojmu posloupnost. Posloupností reálných čísel budeme rozu-
mět každé zobrazení množiny A � Z do R, přičemž A je zdola omezená a existuje
n0 2 N takové, že fn 2 NI n � n0g � A. Obecnější definicí chceme postihnout
zejména následující dva případy: jednak posloupnosti tvaru n 7! an; n 2 N [ f0g

(značíme fang1
nD0) a jednak posloupnosti, jejichž členy jsou definovány pro každé

přirozené n vyjma konečné množiny, například posloupnost f
1
n�7

g, jejíž definiční
obor je N n f7g. V těchto případech zůstávají v platnosti všechny poznatky o po-
sloupnostech, které jsme dosud odvodili. V případech, které budou vyžadovat jisté
modifikace, na ně vždy explicitně upozorníme.
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2.4. Hlubší věty o limitách

Limita monotónní posloupnosti. Uvedeme nejprve důležitou vlastnost mo-
notónních posloupností.

2.4.1. Věta (limita monotónní posloupnosti). Nechť fang je monotónní posloup-
nost. Potom existuje lim an. Je-li fang neklesající, pak lim an D supfanI n 2 Ng.
Je-li fang nerostoucí, pak lim an D inffanI n 2 Ng.

Důkaz. Rozlišíme následující možnosti.

Posloupnost fang je neklesající a není shora omezená. Potom supfanI n 2 Ng D 1. Zvolme
K 2 R. K němu nalezneme n0 2 N takové, že an0

> K. Protože fang je neklesající,
platí pro každé n 2 N, n � n0, nerovnosti an � an0

> K. Odtud vyplývá, že
lim an D 1.

Posloupnost fang je neklesající a je shora omezená.Označme A D supfanI n 2 Ng. Pak platí
A 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. Z definice suprema plyne, že existuje n0 2 N takové,
že an0

> A � ". Protože však fang je neklesající, je A � " < an0
� an pro každé

n 2 N, n � n0. Nerovnost an < AC " platí dokonce pro každé n 2 N, neboť A je
horní závorou množiny všech členů posloupnosti fang. Ke zvolenému " jsme tedy
nalezli n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W A � " < an < AC ":

To podle definice limity znamená, že lim an D A.

Posloupnost fang je nerostoucí. V tomto případě lze tvrzení dokázat obdobně. Můžeme
ale také postupovat následujícím způsobem. Snadno nahlédneme, že posloupnost
f�ang je neklesající. Podle již dokázané části věty je tedy lim.�an/ D supf�anI n 2

Ng. Podle Věty 1.5.16 odtud plyne, že lim.�an/ D � inffanI n 2 Ng. Konečně
podle věty o limitě součinu (Věta 2.3.26(b)) dostáváme

lim an D lim.�1/.�an/ D � lim.�an/ D inffanI n 2 Ng:

�

2.4.2. Důsledek. Nechť fang je neklesající shora omezená, respektive nerostoucí
zdola omezená, posloupnost. Potom je fang konvergentní.

Důkaz. Nechť fang je neklesající shora omezená posloupnost reálných čísel. Z Vě-
ty 2.4.1 vyplývá, že lim an D supfanI n 2 Ng. Z omezenosti posloupnosti shora
dále plyne, že supfanI n 2 Ng 2 R. Posloupnost fang je tedy konvergentní.

Je-li posloupnost fang nerostoucí a zdola omezená, pak lze důkaz provést ob-
dobně. �

Věta 2.4.1 umožňuje ověřit existenci limity posloupnosti, aniž by bylo nutné
ji explicitně vypočítat. V některých případech je ale informace o existenci limity
nezbytnou součástí jejího výpočtu. Tento jev ilustruje následující příklad.

2.4.3. Příklad. Nechť c 2 R, c > 0. Spočtěte limitu posloupnosti fang, která je
zadána rekurentně: a1 D

p
c a pro každé n 2 N platí anC1 D

p
an C c.



94 2. LIMITA POSLOUPNOSTI

Řešení. Posloupnost fang je dobře definovaná. Člen a1 je dobře definován a je nezáporný.
Předpokládáme-li, že člen an je definován a je nezáporný, pak je definován i člen
anC1 a je nezáporný. Podle principumatematické indukce a 1.4.31 je tedy posloup-
nost fang dobře definovaná a její členy jsou nezáporné.

Posloupnost fang je rostoucí.Matematickou indukcí dokážeme, že pro každé n 2 N platí
an < anC1, odkud podle 2.1.12 plyne dokazovaná vlastnost. Zřejmě platí a1 < a2.
Předpokládejme, že pro n 2 N platí an < anC1. Potom máme

anC1 D
p
an C c <

p
anC1 C c D anC2;

čímž je důkaz proveden.

Posloupnost fang je shora omezená. Matematickou indukcí dokážeme, že pro každé n 2

N platí an <
p
cC 1. Zřejmě platí nerovnost a1 <

p
cC 1. Předpokládejme, že pro

n 2 N platí an <
p
c C 1. Potom

anC1 D
p
an C c <

q
p
c C 1C c <

q
c C 2

p
c C 1

D

q�p
c C 1

�2
D

p
c C 1:

Z principu matematické indukce tedy plyne, že pro každé n 2 N je an <
p
c C 1,

takže fang je shora omezená. Ověřili jsme, že posloupnost fang splňuje předpo-
klady věty o limitě monotónní posloupnosti (Věta 2.4.1). Podle této věty má tedy
posloupnost fang vlastní limitu. Označme ji symbolem A.

Výpočet limity. Z rekurentní definice naší posloupnosti plyne, že pro každé n 2 N
platí a2nC1 D an C c. Z věty o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.2.30) odvodíme,
že také lim anC1 D A, a z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) dostaneme vztahy
lim a2nC1 D A2 a lim.anCc/ D ACc. ČísloA tedy splňuje kvadratickou rovniciA2 D

AC c. Výpočtem zjistíme, že A je rovno buď 1
2

�
1C

p
1C 4c

�
nebo 1

2

�
1�

p
1C 4c

�
.

Hodnota 1
2
.1 �

p
1C 4c/ však nemůže být limitou posloupnosti fang, protože je

to záporné číslo a všechny prvky posloupnosti fang jsou nezáporné. To by bylo ve
sporu s Větou 2.2.42(b), kterou použijeme pro B D 0 a bn D 0, n 2 N. Odtud
vyplývá, že lim an D

1
2

�
1C

p
1C 4c

�
. |

2.4.4. Důležitou součástí řešení předcházejícího příkladu bylo ověření existence
limity posloupnosti fang. Bez tohoto kroku by bylo řešení neúplné. Uvažujme po-
sloupnost fbng definovanou rekurentně předpisem

b1 D �1; bnC1 D �bn; n 2 N:

Za předpokladu, že lim bn existuje a je rovna prvku A 2 R�, bychom podobně jako
v řešení Příkladu 2.4.3 odvodili, že A D �A, a tedy A D 0. Limita posloupnosti
fbng ale není rovna 0, neboť bn D .�1/n pro každé n 2 N, jak lze snadno ověřit.

2.4.5. Příklad. Pro n 2 N definujeme

an D

�
1C

1

n

�n
; bn D

�
1C

1

n

�nC1

:
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Dokažte, že platí:
� fang je omezená a rostoucí,
� fbng je omezená a klesající a
� lim an D lim bn 2 R.

Řešení. Posloupnost fang je rostoucí. Nechť n 2 N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti
(Příklad 1.8.10) plyne, že�

1 �
1

.nC 1/2

�n
� 1C n

�1

.nC 1/2
> 1 �

1

nC 2
:

Odtud dostaneme �n.nC 2/

.nC 1/2

�n
>
nC 1

nC 2
:

Tedy � .nC 1/2

n.nC 2/

�n
<
nC 2

nC 1
:

Dokázali jsme, že pro každé n 2 N platí

an D

�nC 1

n

�n
<
�nC 2

nC 1

�nC1

D anC1;

takže posloupnost fang je rostoucí.

Posloupnost fbng je klesající. Nechť n 2 N. Potom z Bernoulliovy nerovnosti (Pří-
klad 1.8.10) plyne odhad�

1C
1

n.nC 2/

�nC2

> 1C
1

n
:

Algebraickými úpravami odtud odvodíme nerovnost� .nC 1/2

n.nC 2/

�nC2

>
nC 1

n
;

a tedy
n

nC 1

�nC 1

n

�nC2

>
�nC 2

nC 1

�nC2

;

jinými slovy,

bn D

�nC 1

n

�nC1

>
�nC 2

nC 1

�nC2

D bnC1:

Odtud vyplývá, že posloupnost fbng je klesající.

Omezenost posloupností. Z monotonie posloupností fang a fbng a jejich definice dosta-
neme, že pro každé n 2 N platí

2 D a1 � an < bn � b1 D 4:

Odtud plyne omezenost obou posloupností.
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Existence společné vlastní limity. Z věty o limitě monotónní posloupnosti (Věta 2.4.1)
plyne, že existují vlastní limity lim an D A a lim bn D B. Podle věty o limitě a uspo-
řádání (Věta 2.2.42) platí A;B 2 Œ2; 4�. Podle věty o limitě podílu (Věta 2.3.26(c))
tedy dále platí

lim
n!1

bn

an
D
B

A
:

Podle definice posloupností fang a fbng máme

lim
n!1

bn

an
D lim
n!1

�
1C

1

n

�
D 1:

Tedy A D B. Tím je tvrzení dokázáno. |

2.4.6. Definice. Označíme

e D lim
n!1

�
1C

1

n

�n
:

Z Příkladu 2.4.5 vyplývá, že číslo e je dobře definováno. Nazýváme jej Eulerovým
číslem.

2.4.7. Věta (Bolzano2—Weierstrass3). Nechť fang je omezená posloupnost. Potom
existuje vybraná posloupnost fank

g1
kD1

, která je konvergentní.

Důkaz. Zkonstruujeme pomocné posloupnosti f˛kg a fˇkg takové, že ˛1 � ˇ1 a pro
každé k 2 N platí:

(a) Œ˛kC1; ˇkC1� D Œ˛k ;
1
2
.˛k C ˇk/�, nebo Œ˛kC1; ˇkC1� D Œ1

2
.˛k C ˇk/; ˇk � ,

(b) množina fj 2 NI aj 2 Œ˛k ; ˇk �g je nekonečná.

Konstrukce pomocných posloupností.Posloupnost fang je omezená, a proto existují ˛1; ˇ1 2

R taková, že pro každé n 2 N platí ˛1 � an � ˇ1. Potom platí fj 2 NI aj 2

Œ˛1; ˇ1�g D N, což je nekonečná množina.
Předpokládejme, že pro k 2 N máme již zvolena čísla ˛k a ˇk a platí (b). Je-li

množina
L D

˚
j 2 NI aj 2 Œ˛k ;

1
2
.˛k C ˇk/�

	
nekonečná, pak položíme ˛kC1 D ˛k a ˇkC1 D

1
2
.˛k Cˇk/. Je-li množina L koneč-

ná, pak je množina

P D
˚
j 2 NI aj 2 Œ1

2
.˛k C ˇk/; ˇk �

	
nekonečná. Podle (b) je totiž množina

L [ P D
˚
j 2 NI aj 2 Œ˛k ; ˇk �

	
nekonečná. V tomto případě položíme ˛kC1 D

1
2
.˛k C ˇk/ a ˇkC1 D ˇk. Uve-

dený postup zaručuje splnění podmínek (a) a (b) i pro k C 1. Tím je konstrukce
provedena (vizte 1.4.33).

2Bernard Bolzano (1781—1848)
3Karl Weierstrass (1815—1897)
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Limita pomocných posloupností. Podle (a) je f˛kg neklesající a fˇkg nerostoucí. Navíc
opět podle (a) pro každé k 2 N platí ˇk � ˛k D

1

2k�1 .ˇ1 � ˛1/ a také ˛1 � ˛k �

ˇk � ˇ1. Posloupnosti f˛kg a fˇkg jsou tedy omezené. Tudíž existují vlastní limity
lim˛k a limˇk , které po řadě označíme ˛ a ˇ. Z věty o aritmetice limit plyne, že
lim.ˇk � ˛k/ D ˇ � ˛. Platí také

lim.ˇk � ˛k/ D lim
ˇ1 � ˛1

2k�1
D 0;

takže ˛ D ˇ.

Konstrukce vybrané posloupnosti. Položme n1 D 1 a předpokládejme, že pro nějaké k 2

N máme zvolena přirozená čísla n1 < n2 < � � � < nk taková, že pro všechna j 2 N,
j � k, platí anj

2 Œ j̨ ; ǰ �. Podle výše uvedené konstrukce je množina
˚
n 2 NI an 2

Œ˛kC1; ˇkC1�
	
nekonečná. Tudíž také množina

˚
n 2 NI n > nk ; an 2 Œ˛kC1; ˇkC1�

	
je nekonečná. Tedy existuje nkC1 2 N takové, že nkC1 > nk a ankC1

2 Œ˛kC1; ˇkC1�.
Potom pro každé k 2 N platí ˛k � ank

� ˇk. Dle věty o dvou strážnících tedy
platí limk!1 ank

D ˛. Protože ˛ 2 R, nalezli jsme konvergentní podposloupnost
posloupnosti fang. �

Limes superior a limes inferior.

2.4.8. Nechť fang je shora omezená posloupnost. Položíme-li bn D supfak I k 2

N; k � ng, n 2 N, pak je fbng nerostoucí posloupnost. Podle věty o limitě mo-
notónní posloupnosti (Věta 2.4.1) tedy existuje lim bn. Nechť je posloupnost fang

zdola omezená. Položíme-li cn D inffak I k 2 N; k � ng, n 2 N, pak je fcng nekle-
sající posloupnost reálných čísel, a tedy lim cn opět existuje. Tyto úvahy ukazují,
že následující definice je korektní, neboť v ní uvedené limity existují.

2.4.9. Definice. Nechť fang je posloupnost. Pak definujeme

lim sup
n!1

an D

(
lim
n!1

supfak I k 2 N; k � ng; je-li fang shora omezená;

1; není-li fang shora omezená:

Tuto hodnotu nazýváme limes superior posloupnosti fang. Obdobně definujeme
limes inferior posloupnosti fang předpisem

lim inf
n!1

an D

(
lim
n!1

inffak I k 2 N; k � ng; je-li fang zdola omezená;

�1; není-li fang zdola omezená:

Pokudnemůže dojít k nedorozumění, budememísto symbolů lim sup
n!1

an a lim infn!1 an
psát pouze lim sup an a lim inf an.

2.4.10. Poznámka. V literatuře se často vyskytují symboly lim an a lim an označu-
jící lim sup an a lim inf an, v našem textu je ale nebudeme používat.

2.4.11. Nechť fang je posloupnost reálných čísel. Na rozdíl od limity posloupnos-
ti, která nemusí existovat, hodnoty lim sup an a lim inf an existují vždy a splňují
lim sup an 2 R�, lim inf an 2 R�. Z definice limes inferior a limes superior plyne,
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že lim inf an � lim sup an. Hodnoty lim sup an a lim inf an se nemusí rovnat, jak
ukazuje následující příklad.

2.4.12. Příklad. Dokažte, že lim sup.�1/n D 1 a lim inf.�1/n D �1.

Řešení. Posloupnost f.�1/ng je omezená, neboť pro každé n 2 N platí j.�1/nj D 1.
Odtud vyplývá, že

lim sup.�1/n D lim
n!1

supf.�1/k I k 2 N; k � ng:

Pro libovolné n 2 N existuje sudé číslo k � n. To znamená, že

supf.�1/k I k 2 N; k � ng D 1;

a tedy
lim sup.�1/n D lim

n!1
1 D 1:

Obdobně lze dokázat, že lim inf.�1/n D �1. |

2.4.13. Věta. Nechť fang je posloupnost a A 2 R�. Potom lim an D A právě tehdy,
když lim sup an D lim inf an D A.

Důkaz. ) Rozlišíme následující případy.

Případ A 2 R. Posloupnost fang je konvergentní, a tedy podle Věty 2.2.25 omeze-
ná. Uvažujme posloupnosti fbng a fcng definované v 2.4.8. Zvolme " 2 R, " > 0.
K němu nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí jan � Aj < ".
Protože pro každé n 2 N, n � n0, platí an > A � ", z definice infima dostáváme
nerovnost cn0

� A� ". Podobně lze odvodit nerovnost bn0
� AC ". Pak pro každé

n 2 N, n � n0, platí

A � " � cn0
� cn � bn � bn0

� AC ":

Podle věty o limitě a uspořádání (Věta 2.2.42(b)) dostáváme

A � " � lim inf an � lim sup an � AC ":

Vzhledemk tomu, že "bylo zvoleno libovolně, platí podle Lemmatu 1.5.13 lim sup an D

lim inf an D A.

Případ A D 1. Pak fang není shora omezená, ale je omezená zdola (Věta 2.3.19).
Tedy podle definice dostáváme lim sup an D 1 a lim inf an D lim cn. NechťK 2 R.
K němu existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an > K, a tedy
také cn � K. Odtud plyne lim cn D 1, a tudíž lim inf an D 1.

Případ A D �1. Postupujeme obdobně jako v předcházejícím případě.

( Případ A 2 R. Potom je podle definice limes superior a limes inferior po-
sloupnost fang omezená. Nechť posloupnosti fbng a fcng jsou definovány stejně
jako v 2.4.8. Potom pro každé n 2 N platí cn � an � bn. Navíc z předpokladu
vyplývá, že lim cn D lim bn D A. Pomocí věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy
dostáváme lim an D A.
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PřípadA D 1. Potom je podle Věty 2.3.19 posloupnost fang zdola omezená, takže
je možné definovat posloupnost fcng jako výše. Je zřejmé, že pro každé n 2 N platí
cn � an. Z definice limes inferior navíc víme, že lim inf an D lim cn, a tedy podle
předpokladu platí lim cn D 1. Podle Věty 2.3.31 tedy platí lim an D 1.

PřípadA D �1. Tvrzení lze dokázat obdobně jako v případě, kdy A D 1, přičemž
místo Věty 2.3.31 je třeba použít Větu 2.3.32. �

2.4.14. Věta. Nechť fxng a fyng jsou posloupnosti. Potom
(a) lim inf xn C lim inf yn � lim inf.xn C yn/, pokud je výraz na levé straně

definován,
(b) lim sup.xnCyn/ � lim sup xnClim sup yn, pokud je výraz na pravé straně

definován.

Důkaz. Dokážeme pouze tvrzení (b). Nejprve předpokládejme, že lim sup xn C

lim sup yn D 1. Potom je dokazovaná nerovnost zřejmá. Nechť nyní lim sup xn C

lim sup yn < 1. Potom jsou fxng a fyng shora omezené, a tedy také posloupnost
fxn C yng je shora omezená. Takže platí

lim sup.xn C yn/ D lim
n!1

supfxk C yk I k 2 N; k � ng: (2.23)

Označme

´n D supfxk I k 2 N; k � ng C supfyk I k 2 N; k � ng; n 2 N:

Potom je posloupnost f´ng nerostoucí, a tedy podle věty o limitě monotónní po-
sloupnosti (Věta 2.4.1) má limitu. Navíc z Věty 1.5.19(a) plyne pro každé n 2 N

supfxk C yk I k 2 N; k � ng � ´n:

Podle věty o limitě a uspořádání (Věta 2.3.30(b)) platí

lim
n!1

supfxk C yk I k 2 N; k � ng � lim
n!1

´n: (2.24)

Z definice limes superior a věty o limitě součtu (Věta 2.3.26(a)) pak dostáváme

lim ´n D lim sup xn C lim sup yn: (2.25)

Konečně z (2.23), (2.24) a (2.25) plyne dokazované tvrzení.
Tvrzení (a) je možné dokázat obdobně. �

2.4.15. Věta. Nechť fxng a fyng jsou posloupnosti. Předpokládejme, že platí

9n0 2 N8n 2 N; n � n0 W xn � yn:

Potom lim sup xn � lim sup yn a lim inf xn � lim inf yn.

Důkaz. Odvodíme pouze první nerovnost, druhou lze dokázat obdobně. Pokud je
posloupnost fyng shora neomezená, pak lim sup yn D 1 a nerovnost zřejmě platí.
Pokud je posloupnost fyng shora omezená, pak je shora omezená i posloupnost
fxng. Dokazovaná nerovnost potom plyne z nerovnosti

supfxk I k 2 N; k � ng � supfyk I k 2 N; k � ng; n 2 N;

a z věty o limitě a uspořádání (Věta 2.3.30(b)). �
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2.4.16. Věta. Nechť fang je posloupnost.
(a) Pro každé A 2 R splňující A < lim inf an existuje n0 2 N takové, že pro

každé n 2 N; n � n0, platí A < an.
(b) Pro každé B 2 R splňující B > lim sup an existuje n0 2 N takové, že pro

každé n 2 N; n � n0, platí B > an.

Důkaz. (a) Předpokládejme, že A 2 R a A < lim inf an. Potom lim inf an > �1,
a tedy lim inf an D lim cn, kde cn D inffak I k 2 N; k � ng 2 R. Podle Věty 2.3.30
existuje n0 2 N takové, že cn0

> A. Pak platí, že pro každé n 2 N; n � n0, máme
an > A.

(b) Důkaz lze provést obdobně jako v (a). �

Hromadná hodnota.

2.4.17. Definice. Nechť fang je posloupnost. Řekneme, že A 2 R� je hromadná
hodnota posloupnosti fang, jestliže existuje vybraná posloupnost fank

g1
kD1

z po-
sloupnosti fang taková, že platí limk!1 ank

D A. Množinu všech hromadných
hodnot posloupnosti fang značíme H

�
fang

�
.

2.4.18. Nechť fang je posloupnost a lim an D A 2 R�. Potom je limita každé
podposloupnosti rovnaA, a protoH

�
fang

�
D fAg. Pokud posloupnost nemá limitu

musí mít více hromadných hodnot, což za chvíli ukážeme spolu s dalšími výsledky
o hromadných hodnotách.

2.4.19. Nechť fang je posloupnost a fank
g1
kD1

je její podposloupnost. Potom platí
H
�
fank

g1
kD1

�
� H.fang/, neboť vybraná posloupnost z podposloupnosti posloup-

nosti fang je také vybranou posloupností z posloupnosti fang. Jsou-li totiž fnkg1
kD1

a fkj g1
jD1 rostoucí posloupnosti přirozených čísel, pak také fnkj

g1
jD1 je rostoucí po-

sloupnost přirozených čísel.

2.4.20. Příklad. Nechť fang je posloupnost a m 2 N. Dokažte, že

H
�
fanCmg

1
nD1

�
D H

�
fang

�
:

Řešení. Inkluze �. Posloupnost fanCmg1
nD1 je podposloupností posloupnosti fang,

takže inkluze H
�
fanCmg1

nD1

�
� H

�
fang

�
plyne z 2.4.19.

Inkluze �. Nechť A 2 H
�
fang

�
. Pak existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel

fnkg1
kD1

taková, že limk!1 ank
D A. Posloupnost přirozených čísel fnjCmg1

jD1 je
rostoucí, takže podle Věty 2.3.21 platí limj!1 anj Cm

D A. Položme pj D njCm�m

pro j 2 N. Poněvadž podle Lemmatu 2.2.31 pro každé j 2 N platí njCm �

j Cm > m, je fpj g1
jD1 rostoucí posloupností přirozených čísel. Potom posloupnost

fapj Cmg1
jD1 D fanj Cm

g1
jD1 konverguje k A a je vybranou posloupností z posloup-

nosti fanCmg1
nD1. Platí tedy A 2 H

�
fanCmg1

nD1

�
. |

2.4.21. Příklad. Nechť a; b 2 R, fang je posloupnost taková, že pro každé n 2 N
platí a � an � b, a A 2 H

�
fang

�
. Dokažte, že potom A 2 Œa; b�.
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Řešení. Nechť fnkg je rostoucí posloupnost přirozených čísel taková, že limk!1 ank
D

A. Položme bk D a pro k 2 N. Potom limk!1 bk D a a pro každé k 2 N platí
ank

� bk. Podle Věty 2.2.42(b) platí A � a. Obdobně lze dokázat, že A � b. |

2.4.22. Věta. Nechť fang je posloupnost. Potom lim sup an; lim inf an 2 H
�
fang

�
a pro každé y 2 H

�
fang

�
platí lim inf an � y � lim sup an.

Důkaz. Označme lim sup an D A. Rozlišíme několik případů.

Případ A 2 R. Pak fang je shora omezená. Položme bn D supfak I k 2 N; k � ng.
Pak je posloupnost fbng nerostoucí a lim bn D A. Nalezneme rostoucí posloupnost
přirozených čísel fnkg takovou, že pro každé k 2 N platí

jA � ank
j <

2

k
: (2.26)

Protože lim bn D A a fbng je nerostoucí, existuje m 2 N takové, že A � bm <

AC1. Z definice bm vyplývá, že existuje n1 2 N, n1 � m, splňující bm � an1
> bm�1.

Pak platí
jA � an1

j � jA � bmj C jbm � an1
j < 1C 1 D 2:

Předpokládejme, že pro nějaké k 2 N již máme určeno nk. Protože lim bn D A

a fbng je nerostoucí, existuje m 2 N takové, že m > nk a bm < AC
1
kC1

. Z definice
bm vyplývá, že existuje nkC1 2 N takové, že nkC1 � m a bm � ankC1

> bm �
1
kC1

.
Pak platí nkC1 > nk a

jA � ankC1
j � jA � bmj C jbm � ankC1

j <
1

k C 1
C

1

k C 1
D

2

k C 1
:

Tím je konstrukce posloupností provedena.
Potom díky (2.26) dostáváme lim ank

D A. Odtud vyplývá, že A 2 H
�
fang

�
.

Případ A D 1. Potom není fang shora omezená. Existuje tedy n1 2 N takové, že
an1

> 1. Předpokládejme, že pro nějaké k 2 N jsme již určili přirozené číslo nk.
Množina faj I j 2 N; j > nkg není shora omezená. Můžeme tedy nalézt nkC1 2 N,
nkC1 > nk , takové, že ankC1

> k C 1. Podle Věty 2.3.31 platí limk!1 ank
D 1,

takže 1 2 H
�
fang

�
.

Případ A D �1. Podle 2.4.11 platí lim inf an � �1, tedy lim inf an D �1. To
podle Věty 2.4.13 znamená, že lim an D �1. Odtud bezprostředně vyplývá, že
A 2 H

�
fang

�
, neboť posloupnost fang je svou podposloupností.

Dokázali jsme, že lim sup an 2 H
�
fang

�
. Obdobně lze dokázat, že lim inf an 2

H
�
fang

�
.

Důkaz nerovnosti. Předpokládejme, že y 2 H
�
fang

�
. Je-li lim sup an D 1, pak zřejmě

platí y � lim sup an. Je-li lim sup an < 1, pak je posloupnost fang shora omezená
a pro každé n 2 N platí an � bn, kde bn D supfak I k 2 N; k � ng. Nechť fnkg

je rostoucí posloupnost přirozených čísel splňující limk!1 ank
D y. Potom pro

každé k 2 N platí ank
� bnk

, a tedy dle věty o limitě a uspořádání (Věta 2.3.30(b))
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platí y � lim sup an. Obdobně lze dokázat, že y � lim inf an. Tím je důkaz věty
proveden. �

2.4.23. Důsledek. Nechť fang je posloupnost. Potom je H
�
fang

�
neprázdná.

Důkaz. Podle Věty 2.4.22 obsahuje množina H
�
fang

�
prvek lim sup an, je tedy ne-

prázdná. �

2.4.24. Příklad. Dokažte, že H
�
f.�1/ng

�
D f�1; 1g.

Řešení. Protože podposloupnosti f.�1/2kg1
kD1

a f.�1/2kC1g1
kD1

posloupnosti f.�1/ng

splňují limk!1.�1/
2k D 1 a limk!1.�1/

2kC1 D �1, dostáváme inkluzi f�1; 1g �

H
�
f.�1/ng

�
.

Opačnou inkluzi dokážeme sporem. Předpokládejme pro spor, že existujeA 2

H
�
f.�1/ng

�
n f�1; 1g. Potom existuje podposloupnost f.�1/nk g1

kD1
posloupnosti

f.�1/ng taková, že limk!1.�1/
nk D A. Podle Lemmatu 2.3.14 existuje "1 2 R,

"1 > 0, takové, že �1 … B.A; "1/ a "2 2 R, "2 > 0, takové, že 1 … B.A; "2/. Po-
ložme " D minf"1; "2g. Potom B.A; "/ \ f�1; 1g D ;. Pro každé k 2 N platí buď
.�1/nk D 1, nebo .�1/nk D �1, a tedy .�1/nk … B.A; "/, což je ve sporu s tím, že
limk!1.�1/

nk D A. Odtud plyne H
�
f.�1/ng

�
� f�1; 1g. Tím je tvrzení dokázá-

no. |

Bolzanova—Cauchyova podmínka.

2.4.25.Definice. Řekneme, že posloupnost fang splňujeBolzanovu—Cauchyovu4

podmínku, jestliže
8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8m; n 2 N; n � n0; m � n0 W jan � amj < ":

Význam a důležitost Bolzanovy—Cauchyovy podmínky ukazuje následující vě-
ta.

2.4.26.Věta. Posloupnost fangmávlastní limitu právě tehdy, když splňuje Bolzanovu—
Cauchyovu podmínku.

Důkaz. ) Označme lim an D A 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. Podle definice limity
nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí jan � Aj < 1

2
". Potom

pro každé m; n 2 N, m � n0, n � n0, platí

jan � amj � jan � Aj C jA � amj <
1

2
"C

1

2
" D ":

Posloupnost fang tedy splňuje Bolzanovu—Cauchyovu podmínku.

( Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že pro každé m; n 2

N, m � n0, n � n0, platí jan � amj < ". Potom pro m D n0 dostáváme pro každé
n 2 N, n � n0, nerovnosti an0

� " < an < an0
C ". Množina faj I j 2 N; j � n0g je

tedy omezená. Množina faj I j 2 N; j < n0g je konečná, a proto je také omezená.
Odtud plyne, že fang je omezená, takže můžeme definovat posloupnosti fbng a fcng

4Augustin Louis Cauchy (1789—1857)
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jako v 2.4.8. Z definice těchto posloupností vyplývají pro každé m 2 N, m � n0,
odhady

an0
� " � cm � bm � an0

C ";

a tedy také
an0

� " � lim inf an � lim sup an � an0
C ":

Odtud dostáváme lim inf an 2 R, lim sup an 2 R a

0 � lim sup an � lim inf an < 2";

a tedy, protože " bylo zvoleno libovolně, lim inf an D lim sup an 2 R. Označíme-
-li A D lim inf an, pak podle Věty 2.4.13 platí lim an D A 2 R, což jsme měli
dokázat. �

Borelova věta. Na závěr této kapitoly uveďme důležitou Borelovu větu, jejíž
význam však bude zřejmý později.

2.4.27. Věta (Borel5). Nechť I je uzavřený interval a S je množina otevřených in-
tervalů taková, že I �

S
S . Potom existuje konečná množina S0 � S taková, že

I �
S

S0.

Důkaz. Nechť a; b 2 R; a � b, jsou taková, že I D Œa; b�. Označme symbolem M

množinu všech x 2 Œa; b�, pro které existuje konečná množina Sx � S taková, že
Œa; x� �

S
Sx. Naším cílem je ukázat, že b 2 M .

Dle předpokladu existuje otevřený interval Ia 2 S splňující a 2 Ia. Položme
Sa D fIag. Potom je zřejmě Sa konečná množina a platí Œa; a� �

S
Sa. Tedy a 2 M ,

a množina M je neprázdná. Navíc je zřejmě b horní závorou množiny M , a tedy
M je shora omezená. Označme y D supM . Z výše uvedených faktů vyplývá, že
y 2 Œa; b�. K důkazu věty stačí ukázat, že y 2 M a y D b.

Dokážeme, že y 2 M . Dle předpokladu existuje otevřený interval Iy 2 S spl-
ňující y 2 Iy . Tedy existuje ı 2 R, ı > 0, takové, že .y � ı; y� � Iy . Podle definice
suprema existuje ´ 2 M \.y�ı; y�. Pak existuje konečnámnožina S´ � S splňující
Œa; ´� �

S
S´. Položme Sy D S´ [ fIyg. Potom je Sy konečná množina otevřených

intervalů. Předpokládejme, že x 2 Œa; y�. Je-li x 2 Œa; ´�, potom x 2
S

S´. Je-li
x 2 .´; y�, potom x 2 Iy . V každém případě platí x 2

S
Sy , takže Œa; y� �

S
Sy .

Odtud vyplývá, že y 2 M .
Zbývá dokázat, že y D b. Předpokládejme pro spor, že y < b. Potom existuje

otevřený interval Iy 2 S splňující y 2 Iy . Tedy existuje " 2 R, " > 0, takové, že
y C " < b a Œy; y C "� � Iy . Poněvadž y 2 M , existuje konečný systém Sy � S

takový, že Œa; y� �
S

Sy . Systém QS D Sy [ fIyg je konečný a platí

Œa; y C "� D Œa; y� [ Œy; y C "� �
�[

Sy
�

[ Iy D
[

QS :

Odtud plyne y C " 2 M , což je spor s definicí y jakožto suprema množinyM . �

5Émile Borel (1871—1956)
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2.5. Teoretické příklady k limitě posloupnosti

2.5.1. Příklad. Nechť fang je posloupnost a A 2 R. Dokažte, že lim an D A právě
tehdy, když pro každé " 2 R, " > 0, je množina fn 2 NI an … .A � "; A C "/g

konečná.

Řešení. ( Zvolme " 2 R, " > 0. Množina fn 2 NI an … .A � "; AC "/g je podle
předpokladu konečná. Pokud je prázdná, položíme n0 D 1. Pokud je neprázdná,
existuje její maximum podle Věty 1.6.14 a můžeme položit

n0 D maxfn 2 NI an … .A � "; AC "/g C 1:

Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí an 2 .A � "; AC "/. Protože " bylo zvoleno
libovolně, dokázali jsme, že lim an D A.

) Zvolme " 2 R, " > 0. Z definice limity k tomuto " existuje n0 2 N takové, že
pro každé n 2 N, n � n0, platí jan�Aj < ". Množina fn 2 NI an 62 .A�"; AC"/g je
tudíž podmnožinou konečnémnožiny fn 2 NI n < n0g, a tedy je sama konečná. |

2.5.2. Příklad. Dokažte, že lim 1p
n

D 0.

Řešení. Zvolme " 2 R, " > 0. Podle Archimédovy vlastnosti (Věta 1.5.29) k němu
nalezneme n0 2 N takové, že n0 > 1

"2 . Potom pro každé n 2 N; n � n0 platí
n > 1

"2 , a tedy 1p
n
< ". Zároveň zřejmě pro každé n 2 N platí �" < 1p

n
. Tedy pro

každé n 2 N; n � n0, platí
ˇ̌
1p
n

� 0
ˇ̌
< ". Podle definice limity odtud vyplývá, že

lim 1p
n

D 0. |

2.5.3. Příklad. Nechť a 2 R, a > 1, a k 2 N. Dokažte, že

lim
n!1

nk

an
D 0:

Řešení. Případ k D 1. Označme  D a � 1. Potom  > 0, a tedy pro každé n 2 N,
n � 2, platí podle binomické věty (Věta 1.5.5)

an D .1C  /n D

nX
kD0

 
n

k

!
 k �

 
n

2

!
 2 D

n.nC 1/ 2

2
:

Tudíž pro každé n 2 N, n � 2, platí

0 <
n

an
� n �

2

n.nC 1/ 2
D

2

 2.nC 1/
:

Protože lim 2
 2.nC1/

D 0, plyne z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44), že lim n
an D

0.

Obecný případ k 2 N .Označme b D k
p
a. Pak b > 1, a tedy dle již dokázané části tvr-

zení platí limn!1
n
bn D 0. Podle věty o aritmetice limit (Věta 2.2.34(b)) dostáváme
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dokazovaný vztah

lim
nk

an
D lim

� n
bn

�k
D 0k D 0:

|

2.5.4. Příklad. Nechť a 2 R, a > 0. Dokažte, že

lim
n!1

an

nŠ
D 0:

Řešení. Podle Archimédovy vlastnosti (Věta 1.5.29) existujem 2 N splňujícím > a.
Pro každé j 2 N, j � m, potom platí a

j
< 1. Pro každé n 2 N; n > m, dostáváme

tedy odhad
an

nŠ
D
am

mŠ
�

nY
jDmC1

a

j
�
am

mŠ
�
a

n
:

Pro n 2 N označíme

an D 0; bn D
am

mŠ
�
a

n
a cn D

an

nŠ
:

Potom pro každé n 2 N, n > m, platí an � cn � bn a navíc lim an D lim bn D 0.
Podle věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy dostáváme dokazovaný vztah. |

2.5.5. Příklad. Dokažte, že

lim
nŠ

nn
D 0:

Řešení. Pro každé n 2 N; n � 2; platí

0 �
nŠ

nn
D
1

n
�

nY
jD2

j

n
�
1

n
�

nY
jD2

1 D
1

n
:

Pro n 2 N označme

an D 0; bn D
1

n
a cn D

nŠ

nn
:

Potom pro každé n 2 N platí an � cn � bn a navíc lim an D lim bn D 0. Podle věty
o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy dostáváme dokazovaný vztah. |

2.5.6. Příklad. Ukažte, že požadujeme-li platnost tvrzení Věty 2.3.5(b) a vztahů
1 C 0 D 1, 1 C 1 D 1, pak nelze definovat 1 � 1 D 0.

Řešení. Kdyby platilo 1 � 1 D 0, potom

1 D 1 C 0 D 1 C .1 � 1/ D .1 C 1/ � 1 D 1 � 1 D 0;

což je spor. |

2.5.7. Příklad. Dokažte, že
lim n

p
nŠ D 1:
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Řešení. Pro každé n 2 N; n � 2, platí 1 �
n
2

� Œn
2
�C 1 � n, a tedy také

nŠ D

nY
jD1

j �

nY
jDŒn

2 �C1

j �

nY
jDŒn

2 �C1

n

2

D

�n
2

�n�Œn
2 �

�

�n
2

�n=2
:

Pro každé n 2 N pak platí

n
p
nŠ �

n

r�n
2

�n=2
D

q
1
2
n:

Dále zřejmě platí lim 1
2
n D 1 a podle Příkladu 2.3.37 máme také lim

q
1
2
n D 1.

Z Věty 2.3.31 tudíž vyplývá, že lim n
p
nŠ D 1. |

2.5.8. Příklad. Dokažte, že
lim logn D 1:

Řešení. Nechť K 2 R. Podle Archimédovy vlastnosti (Věta 1.5.29) existuje n0 2 N
takové, že n0 > eK . Logaritmus je rostoucí funkce, takže potom pro každé n 2 N,
n � n0, platí logn � logn0 > K. Tím je tvrzení dokázáno. |

2.5.9. Příklad. Nechť q; ˛ 2 R. Dokažte, že posloupnost f˛qng1
nD1 je monotónní

právě tehdy, když q � 0 nebo ˛ D 0.

Řešení. Je-li ˛ D 0, pak je posloupnost f˛qng1
nD1 konstantní, a tedy monotónní.

Předpokládejme, že ˛ > 0. Je-li q 2 Œ0; 1�, pak pro každé n 2 N platí qnC1 � qn,
a tedy také ˛qnC1 � ˛qn. Posloupnost f˛qng1

nD1 je tedy v tomto případě nerostou-
cí. Je-li q 2 Œ1;1/, pak pro každé n 2 N platí qnC1 � qn, a tedy také ˛qnC1 � ˛qn

a posloupnost f˛qng1
nD1 je tedy v tomto případě neklesající. Obdobně lze doká-

zat, že je-li ˛ < 0, pak je posloupnost f˛qng1
nD1 neklesající pro každé q 2 Œ0; 1�

a nerostoucí pro každé q 2 Œ1;1/.
Předpokládejme, že ˛ > 0 a q < 0. Pak pro každé n 2 N sudé platí ˛qn > 0

a pro každé n 2 N liché platí ˛qn < 0. Odtud plyne, že pro každé n 2 N sudé platí
˛qn > ˛qnC1 a pro každé n 2 N liché platí ˛qn < ˛qnC1. Posloupnost f˛qng1

nD1

tedy není monotónní. Obdobně lze dokázat, že posloupnost f˛qng1
nD1 není mono-

tónní, je-li ˛ < 0 a q < 0. |

2.5.10. Příklad (srovnejte s 2.3.25). Pro každé j 2 N definujme posloupnost při-
rozených čísel fn

j

k
g1
kD1

předpisem

n
j

k
D

(
k; k � j;

2k; k > j:

Dokažte, že
� fn

j

k
I j; k 2 Ng D N,

� pro každé j 2 N je posloupnost fn
j

k
g1
kD1

rostoucí,
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� pro každé j 2 N platí limk!1.�1/
n

j

k D 1,
přesto však lim.�1/n neexistuje.

Řešení. Pro každé j 2 N platí njj D j , a tedy fn
j

k
I j; k 2 Ng D N.

Nechť j 2 N. Zvolme k; k0 2 N; k < k0. Pokud k � j , pak nj
k

D k < k0 �

n
j

k0 . Pokud j < k, pak platí j < k0 a nj
k

D 2k < 2k0 D n
j

k0 . Tím je ověřeno, že
posloupnost fn

j

k
g1
kD1

je rostoucí.

Nechť j 2 N. Pro každé k 2 N, k > j , je číslo nj
k
sudé, a tedy .�1/n

j

k D 1.

Tudíž limk!1.�1/
n

j

k D 1.
Neexistence lim.�1/n jakožto prvku R byla ukázána v Příkladu 2.2.15, neexis-

tence lim.�1/n jakožto prvku R�, o kterou nyní jde, plyne z 2.3.21. |

2.5.11. Příklad. Nechť fang je posloupnost a A 2 R�. Potom A 2 H
�
fang

�
právě

tehdy, když platí

8" 2 R; " > 0 8k 2 N 9n 2 N; n � k W an 2 B.A; "/: (2.27)

Řešení. ) ProA 2 H.fang/ existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg1
kD1

splňující limk!1 ank
D A. Pro ověření (2.27) zvolme libovolné " 2 R; " > 0,

a k 2 N. Potom existuje k0 2 N takové, že pro každé j 2 N; j � k0, platí
anj

2 B.A; "/. Zvolme j0 � maxfk0; kg. Položme n D nj0
. Pak máme podle Lem-

matu 2.2.31 n D nj0
� j0 � k a dále an 2 B.A; "/, neboť n D nj0

� j0 � k0. Tím je
podmínka (2.27) ověřena.

( Budeme konstruovat rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg1
kD1

tako-
vou, že pro každé k 2 N bude platit ank

2 B.A; 1
k
/. Pro " D 1 a k D 1 nalezneme

podle (2.27) n1 2 N splňující an1
2 B.A; 1/. Předpokládejme, že jsem již zkonstru-

ovali nk. Potom (2.27) použijeme pro " D
1
kC1

a k D nk C 1. Dostaneme nkC1 2 N

splňující nkC1 � nk C 1 > nk a ankC1
2 B.A; 1

kC1
/. Tím je konstrukce fnkg1

kD1

provedena.
Dokážeme, že platí limk!1 ank

D A. Zvolme " > 0. Nalezneme k0 2 N spl-
ňující 1

k0
< ". Potom pro každé k 2 N; k � k0, platí ank

2 B.A; 1
k
/ � B.A; 1

k0
/ �

B.A; "/. Odtud již podle Věty 2.3.15 plyne limk!1 ank
D A, a tedy A 2 H.fang/.

|

2.5.12. Příklad. Nechť fang je posloupnost splňující limn!1.anC1 � an/ D 0. Do-
kažte, že platí

H
�
fang

�
D fc 2 R�

I lim inf an � c � lim sup ang:

Řešení. Označme a D lim inf an a b D lim sup an. Z Věty 2.4.22 plyne inkluze „�“
a fakt, že a; b 2 H

�
fang

�
. Stačí proto dokázat, že platí H

�
fang

�
� .a; b/.

Pomocné tvrzení. Ukážeme, že pro každé A 2 .a; b/ platí

8" 2 R; " > 0 8k 2 N 9n 2 N; n � k W jan � Aj < ":
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Zvolme A 2 .a; b/; " 2 R; " > 0, a k 2 N. Nalezneme j0 2 N takové, že j0 � k

a pro každé j 2 N, j � j0, platí jajC1 � aj j < ". Protože a < A, z definice limes
inferior existuje j1 2 N, j1 � j0, splňující aj1

< A a protože A < b, z definice limes
superior existuje j2 2 N, j2 > j1, splňující aj2

> A. Položme

J D fj 2 NI j1 � j � j2 ^ aj < Ag:

Protože j1 2 J , je J neprázdná konečná množina, a existuje tak m D maxJ .
Protože j2 … J , platí m < j2. Potom máme

A � amC1 D am C .amC1 � am/ < AC ":

Platí tedy jamC1 � Aj < ", čímž je pomocné tvrzení dokázáno, neboť stačí položit
n D mC 1.

Díky pomocnému tvrzení a Příkladu 2.5.11 dostáváme A 2 H.fang/ pro každé
A 2 .a; b/. Tím je tvrzení dokázáno. |

2.5.13. Příklad. Nechť fang je posloupnost s kladnými členy. Dokažte, že platí

lim inf
anC1

an
� lim inf n

p
an � lim sup n

p
an � lim sup

anC1

an
:

Řešení. První nerovnost. Poněvadž posloupnost fang sestává z kladných členů, platí
lim inf anC1

an
� 0 a lim inf n

p
an � 0. Pokud lim inf anC1

an
D 0, pak dokazovaná ne-

rovnost zřejmě platí. Můžeme tedy předpokládat lim inf anC1

an
> 0. Zvolme K 2 R

takové, že lim inf anC1

an
> K > 0. K němu podle Věty 2.4.16 nalezneme n0 2 N

takové, že
8n 2 N; n � n0 W

anC1

an
> K:

Pro každé n 2 N; n � n0, platí

n
p
an D

� an

an�1

�
an�1

an�2

� � �
an0C1

an0

� an0

� 1
n

�
�
Kn�n0an0

� 1
n :

Z Věty 2.4.15 dostaneme

lim inf n
p
an � lim inf.Kn�n0an0

/
1
n :

Pomocí Příkladu 2.2.48 spočteme

lim
n!1

.Kn�n0an0
/

1
n D lim

n!1
K.K�n0an0

/
1
n D K:

Podle Věty 2.4.13 tedy také platí

lim inf
n!1

�
Kn�n0an0

� 1
n D K;

takže celkem dostáváme lim inf n
p
an � K.

Pro spor předpokládejme, že dokazovaná nerovnost neplatí. Pak stačí zvolitK
takové, že lim inf n

p
an < K < lim inf anC1

an
. Odtud plyne podle předchozí úvahy

K � lim inf n
p
an, což je spor.

Druhá nerovnost. Tato nerovnost platí podle 2.4.11.
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Třetí nerovnost.Poněvadž posloupnost fang sestává z kladných členů, platí lim sup anC1

an
�

0. Pokud lim sup anC1

an
D 1, pak dokazovaná nerovnost zřejmě platí. Předpoklá-

dejme tedy, že lim sup anC1

an
< 1. Zvolme L 2 R, L > lim sup anC1

an
. K němu podle

Věty 2.4.16 nalezneme n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W
anC1

an
< L:

Pro každé n 2 N; n � n0, platí

n
p
an D

� an

an�1

�
an�1

an�2

� � �
an0C1

an0

� an0

� 1
n

�
�
Ln�n0an0

� 1
n : (2.28)

Z Věty 2.4.15 dostaneme

lim sup n
p
an � lim sup.Ln�n0an0

/
1
n :

Pomocí Příkladu 2.2.48 spočteme

lim
n!1

.Ln�n0an0
/

1
n D lim

n!1
L.L�n0an0

/
1
n D L:

Podle Věty 2.4.13 tedy také platí lim sup
n!1

.Ln�n0an0
/

1
n D L, a tedy celkem do-

stáváme lim sup n
p
an � L. Díky volbě L odtud plyne platnost třetí nerovnosti. |

2.5.14. Příklad. Nechť fang, fbkg jsou posloupnosti, pro každé k 2 N platí bk 2

H
�
fang

�
a lim bk D b 2 R�. Dokažte, že platí b 2 H

�
fang

�
.

Řešení. Zkonstruujeme rostoucí posloupnost přirozených čísel fnj g1
jD1 takovou, že

pro každé j 2 N bude platit anj
2 B.b; 1

j
/.

Poněvadž lim bk D b, můžeme pro každé j 2 N nalézt kj 2 N takové, že bkj
2

B.b; 1
j
/. Nyní pro každé j 2 N nalezneme "j > 0 takové, že B.bkj

; "j / � B.b; 1
j
/.

Díky tomu, že bk1
2 H.fang/, existuje n1 2 N takové, že an1

2 B.bk1
; "1/ � B.b; 1/.

Nechť j 2 N a předpokládejme, že již máme určena přirozená čísla n1 < n2 <

� � � < nj . Díky tomu, že bkj C1
2 H.fang/, existuje podle Příkladu 2.5.11 přirozené

číslo njC1 takové, že njC1 > nj a anj C1
2 B.bkj C1

; "jC1/ � B.b; 1
jC1

/.
Posloupnost fanj

g tedy splňuje limj!1 anj
D b, a tedy b 2 H

�
fang

�
. |

2.5.15. Příklad. Nechť ˛ 2 RnQ. Dokažte, že pro posloupnost fang D fn˛� Œn˛�g

platí H
�
fang

�
D Œ0; 1�. (Připomeňme, že Œx� značí celou část čísla x 2 R.)

Řešení. Pro každé n 2 N platí an 2 Œ0; 1/, a proto inkluze H
�
fang

�
� Œ0; 1� plyne

z Příkladu 2.4.21. K důkazu použijeme následující tvrzení.

Pomocné tvrzení. Nechť " 2 R, " > 0. Potom platí

9p 2 Z 9q 2 N W 0 < jq˛ � pj < ": (2.29)

Důkaz pomocného tvrzení. Nalezneme m 2 N takové, že m > 1
"
. Interval Œ0; 1/ je sjed-

nocením intervalů tvaru �
0; 1
m

�
;
�
1
m
; 2
m

�
; : : : ;

�
m�1
m
; 1
�
: (2.30)
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Vzhledem k tomu, že těchto intervalů je konečně mnoho a množina N je nekoneč-
ná, musí existovat i; j 2 N; i < j , taková, že členy ai , aj jsou společně v jednom
z intervalů uvedených v (2.30). Pak platí jaj � ai j <

1
m
. Položme p D Œ j̨ � � Œ˛i �

a q D j � i . Potom p 2 Z, q 2 N a platí

jq˛ � pj D
ˇ̌
.j � i/˛ � .Œ j̨ � � Œ˛i �/

ˇ̌
D jaj � ai j <

1

m
< ":

Dále platí q˛ � p ¤ 0, neboť ˛ je iracionální. Tím je dokázáno (2.29).

Vlastní důkaz. Zvolme x 2 .0; 1/. Pro x ověříme podmínku (2.27) z Příkladu 2.5.11.
Nechť tedy " 2 R; " > 0, a k 2 N. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat,
že 0 < x�" < xC" < 1. Pro " nalezneme příslušná p; q podle pomocného tvrzení.
Označme � D q˛ � p. Předpokládejme nejprve, že � > 0. Vzhledem k tomu, že
ak < 1C x a 0 < � < ", existuje n0 2 N splňující

ak C n0� 2 .1C x � "; 1C x C "/:

Potomplatí ŒakCn0�� D 1, a tedy akCn0��ŒakCn0�� 2 .x�"; xC"/. V následujícím
odvození využijeme opakovaně zřejmý vztah ŒxCm� D Œx�Cm, kde x 2 R am 2 Z.
Platí

akCn0q D .k C n0q/˛ � Œ.k C n0q/˛� D k˛ C n0q˛ � Œak C Œk˛�C n0q˛�

D k˛ � Œk˛�C n0q˛ � Œak C n0q˛ � n0p� � n0p

D ak C n0� � Œak C n0�� D ak C n0� � 1:

Máme tedy akCn0q 2 .x � "; x C "/ a k C n0q > k, čímž jsme ověřili podmínku
(2.27). Odtud vyplývá, že x 2 H

�
fang

�
.

Předpokládejme nyní, že � < 0. Vzhledem k tomu, že ak > �1Cx a 0 > � > �",
existuje n0 2 N splňující

ak C n0� 2 .�1C x � ";�1C x C "/:

Potom platí Œak C n0�� D �1, a tedy ak C n0� � Œak C n0�� 2 .x � "; x C "/. Stejně
jako v předchozím případě platí akCn0q D ak C n0� � 1. Máme tedy akCn0q 2

.x � "; x C "/ a k C n0q > k, čímž jsme ověřili podmínku (2.27). Odtud opět
vyplývá, že x 2 H

�
fang

�
.

Z předchozího tedy plyne .0; 1/ � H
�
fang

�
. Podle Příkladu 2.5.14 dostáváme

Œ0; 1� � H
�
fang

�
, a tím je tvrzení dokázáno. |

2.5.16. Příklad (Stolz6). Nechť fang je posloupnost, fbng je rostoucí posloupnost
splňující lim bn D 1 a

lim
anC1 � an

bnC1 � bn
D A 2 R�:

Dokažte, že potom lim an

bn
D A.

6Otto Stolz (1842—1905)
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Řešení. Položme a0 D b0 D 0. Předpokládejme nejprve, že A > �1. Zvolme ˛ 2

R; ˛ < A. K němu nalezneme k0 2 N takové, že pro každé k 2 N, k � k0, platí
ak � ak�1

bk � bk�1

> ˛: (2.31)

Navícmůžeme díky předpokladu lim bn D 1 požadovat, aby pro každé k 2 N; k �

k0, platilo bk > 0. Nechť n 2 N, n > k0. Potom

an

bn
D

k0X
kD1

ak � ak�1

bn
C

nX
kDk0C1

ak � ak�1

bn
: (2.32)

Pro každé k 2 N; k > k0, máme bk�bk�1

bn
> 0, a proto můžeme druhý sčítanec

v (2.32) odhadnout následovně
nX

kDk0C1

ak � ak�1

bn
D

nX
kDk0C1

bk � bk�1

bn
�
ak � ak�1

bk � bk�1

�

nX
kDk0C1

bk � bk�1

bn
� ˛ D

bn � bk0

bn
� ˛:

Protože podle věty o aritmetice limit a z předpokladu lim bn D 1 plyne, že

lim
n!1

k0X
kD1

ak � ak�1

bn
D 0;

a navíc zřejmě

lim
n!1

bn � bk0

bn
D 1;

dostáváme celkem
lim inf
n!1

an

bn
� ˛:

Protože ˛ < A bylo zvoleno libovolně, plyne odtud lim infn!1
an

bn
� A. Tato

nerovnost platí tedy pro každé A 2 R�, neboť pro A > �1 jsme ji právě do-
kázali a pro A D �1 je triviální. Obdobným způsobem odvodíme nerovnost
lim sup

n!1

an

bn
� A. Odtud plyne

lim inf
n!1

an

bn
D lim sup

n!1

an

bn
D lim
n!1

an

bn
D A;

čímž je tvrzení věty dokázáno. |

2.5.17. Příklad. Nechť fang je posloupnost. Dokažte, že fang má monotónní pod-
posloupnost.

Řešení. Rozlišíme dva případy.

1. případ. Předpokládejme, že pro každé m 2 N má množina fanI n 2 N; n � mg

největší prvek.
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Položme n0 D 0. Nalezneme n1 2 N takové, že

an1
D maxfanI n 2 N; n � 1g:

Předpokládejme nyní, žemáme nalezena přirozená čísla n1 < n2 < � � � < nk taková,
že pro každé j 2 N; j � k, platí

anj
D maxfanI n 2 N; n � nj�1 C 1g:

Díky našemu předpokladu nalezneme nkC1 2 N, nkC1 > nk , takové, že

ankC1
D maxfanI n 2 N; n � nk C 1g:

Podle 1.4.31 je takto zkonstruována posloupnost přirozených čísel fnkg1
kD1

, která
je rostoucí. Posloupnost fank

g1
kD1

je pak vybranou posloupností z posloupnosti
fang1

nD1 a zřejmě je nerostoucí.

2. případ. Předpokládejme, že existuje m 2 N takové, že množina fanI n 2 N; n �

mg nemá největší prvek.
Potom pro každé m0 2 N, m0 � m, nemá množina fanI n 2 N; n � m0g největší

prvek. Položme n1 D m. Předpokládejme nyní, že máme zvolena přirozená čísla
n1 < n2 < � � � < nk.Množina fanI n 2 N; n � nkg nemápodle předpokladu největší
prvek. Protože je ank

jejím prvkem, existuje nkC1 > nk takové, že ankC1
> ank

.
Podle 1.4.31 takto zkonstruujeme posloupnost přirozených čísel fnkg1

kD1
, která je

rostoucí. Posloupnost fank
g1
kD1

je zřejmě také rostoucí, čímž je tvrzení dokázáno.
|

2.5.18. Poznámka. Příklad 2.5.17 lze využít k alternativnímu důkazu Bolzanovy—
Weierstrassovy věty. Je-li totiž fang omezená posloupnost reálných čísel, pak z ní
lze podle Příkladu 2.5.17 vybratmonotónní podposloupnost, která bude opět ome-
zená. Taková posloupnost je konvergentní podle Důsledku 2.4.2.

2.6. Početní příklady k limitě posloupnosti

2.6.1. Příklad. Nechť x 2 R, x ¤
2
3
, a posloupnost fang je definována předpisem

an D

� x3

3x � 2

�n
; n 2 N:

Vyšetřete, pro která x 2 R je posloupnost fang monotónní, a určete typ její mono-
tonie v závislosti na parametru x.

Řešení. Pro každé x 2 R, x ¤
2
3
, je fang geometrická posloupnost. Označíme qx D

x3

3x�2
pro x 2 R n f

2
3
g. Podle Příkladu 2.5.9 je tato posloupnost monotónní, právě

když platí qx � 0. Navíc je rostoucí, právě když qx > 1; klesající, právě když qx 2

.0; 1/; a konstantní, právě když qx 2 f0; 1g. Podmínku qx > 1 splňují ta x, která
jsou řešením nerovnice

x3

3x � 2
> 1:
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Převedením členu 1 na levou stranu a algebraickou úpravou obdržíme nerovnici

.x � 1/2.x C 2/

3x � 2
> 0:

Odtud již snadno vidíme, že qx > 1, právě když x 2 .�1;�2/ [ .2
3
; 1/ [ .1;1/.

Zbývající nerovnice 0 < qx , qx < 1 a rovnice qx D 0, qx D 1 lze vyřešit obdob-
ně. Pak dostaneme, že posloupnost fang

� je rostoucí pro x 2 .�1;�2/ [ .2
3
; 1/ [ .1;1/,

� je klesající pro x 2 .�2; 0/,
� je konstantní pro x 2 f�2; 0; 1g,
� není monotónní pro x 2 .0; 2

3
/.

|

2.6.2. Příklad. Spočtěte limitu

lim
2n2 C n � 3

n3 � 1
:

Řešení. Výraz 2n2Cn�3
n3�1

je podílem hodnot dvou polynomů v bodě n, přičemž poly-
nom v čitateli má stupeň 2 a polynom ve jmenovateli má stupeň 3. Vydělíme čita-
tele i jmenovatele výrazem n3, tedy mocninou čísla n odpovídající vyššímu z obou
stupňů. Podle věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) postupně dostaneme

lim
2n2 C n � 3

n3 � 1
D lim

2 1
n

C
1
n2 �

3
n3

1 �
1
n3

D
lim 2 1

n
C lim 1

n2 � lim 3
n3

lim 1 � lim 1
n3

D
0C 0 � 0

1 � 0
D 0:

|

2.6.3. Příklad. Nechť a; b 2 .0; 1/. Spočtěte limitu

lim
n!1

1C aC a2 C � � � C an

1C b C b2 C � � � C bn
:

Řešení. Z Příkladu 1.5.7 plyne, že

1C aC � � � C an

1C b C � � � C bn
D
.1 � b/ � .1 � anC1/

.1 � a/ � .1 � bnC1/
:

Z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) a Příkladu 2.3.34 dostáváme

lim
n!1

�
1 � anC1

�
D lim
n!1

1 � lim
n!1

a � lim
n!1

an D 1 � a � 0 D 1

a obdobně také
lim
n!1

�
1 � bnC1

�
D 1:

Z věty o aritmetice limit pak vyplývá, že

lim
n!1

1C aC � � � C an

1C b C � � � C bn
D lim
n!1

1 � b

1 � a
�
limn!1.1 � anC1/

limn!1.1 � bnC1/
D
1 � b

1 � a
:
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|

2.6.4. Příklad. Spočtěte limitu

lim
.nC 4/100 � .nC 3/100

.nC 2/100 � n100
:

Řešení. Nechť n 2 N. Potom z binomické věty dostaneme

.nC 4/100 D n100 C

 
100

1

!
4n99 C

100X
iD2

 
100

i

!
4in100�i

a podobně

.nC 3/100 D n100 C

 
100

1

!
3n99 C

100X
iD2

 
100

i

!
3in100�i :

Tedy

.nC 4/100 � .nC 3/100 D 100n99 C

100X
iD2

 
100

i

!
.4i � 3i /n100�i :

Obdobným postupem lze odvodit, že

.nC 2/100 � n100 D 200n99 C

100X
iD2

 
100

i

!
2in100�i :

Odtud, z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) a ze známé limity lim 1
n

D 0 (Pří-
klad 2.2.11) vyplývá, že

lim
.nC 4/100 � .nC 3/100

.nC 2/100 � n100
D lim

100n99 C
P100
iD2

�
100
i

�
.4i � 3i /n100�i

200n99 C
P100
iD2

�
100
i

�
2in100�i

D lim
100C

P100
iD2

�
100
i

�
.4i � 3i / 1

ni�1

200C
P100
iD2

�
100
i

�
2i 1

ni�1

D
1

2
:

|

2.6.5. Příklad. Vypočtěte lim n
p
2nC5�3

3
p
2n

p
n3C8C

3
p
n4

.

Řešení. Nejprve provedeme následující neformální úvahu. Čísla 5 a 8, která vystupu-
jí pod druhými odmocninami, jsou malá ve srovnání s n, které neomezeně roste.
Jestliže tato čísla zanedbáme, budou ve zlomku figurovat následující mocniny pro-
měnné n: n

3
2 ; n

1
3 ; n

3
2 a n

4
3 . Nejvyšší exponent je 3

2
. Na základě této předběžné úvahy

rozšíříme zlomek výrazem n� 3
2 . Dostaneme tak pro každé n 2 N

n
p
2nC 5 � 3

3
p
2n

p
n3 C 8C

3
p
n4

D

q
2C

5
n

� 3 6

q
4
n7q

1C
8
n3 C

6

q
1
n

:
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Limitu posledního výrazu snadno spočteme na základě Věty 2.3.26 o aritmetice
limit a Příkladu 2.3.37:

lim

q
2C

5
n

� 3 6

q
4
n7q

1C
8
n3 C

6

q
1
n

D

lim
q
2C

5
n

� 3 lim 6

q
4
n7

lim
q
1C

8
n3 C lim 6

q
1
n

D
p
2:

|

2.6.6. Příklad. Spočtěte limitu

lim
�p
n2 C n �

p
n2 C 1

�
:

Řešení. Větu o aritmetice limit (Věta 2.3.26) nemůžeme použít přímo, protože

lim
p
n2 C n D 1 a lim

p
n2 C 1 D 1;

a tedy výraz
lim

p
n2 C n � lim

p
n2 C 1

není definován. Zapíšeme výraz
p
n2 C n �

p
n2 C 1 ve tvaru zlomku

p
n2 C n �

p
n2 C 1

1
;

a tento zlomek rozšíříme výrazem
p
n2 C nC

p
n2 C 1. Dostanemep

n2 C n �

p
n2 C 1 D

�p
n2 C n �

p
n2 C 1

�
�
�p
n2 C nC

p
n2 C 1

�
p
n2 C nC

p
n2 C 1

D
n2 C n � .n2 C 1/

p
n2 C nC

p
n2 C 1

D
n � 1

p
n2 C nC

p
n2 C 1

:

Nyní rozšíříme výsledný zlomek výrazem 1
n
. Dostanemep

n2 C n �

p
n2 C 1 D

1 �
1
nq

1C
1
n

C

q
1C

1
n2

:

Podle Příkladu 2.2.45 platí

lim
r
1C

1

n
D 1:

Protože pro každé n 2 N platí

1 �

r
1C

1

n2
�

r
1C

1

n
;

plyne odtud a z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44), že

lim
r
1C

1

n2
D 1:
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Celkem tedy z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) vyplývá, že

lim
�p
n2 C n �

p
n2 C 1

�
D

lim 1 � lim 1
n

lim
q
1C

1
n

C lim
q
1C

1
n2

D
1 � 0

1C 1
D
1

2
:

|

2.6.7. Příklad. Vypočtěte lim
�p
4n2 � n � 2n

�
.

Řešení. Uvědomíme si, že nelze užít větu o limitě součtu, protože lim
p
4n2 � n D

lim
p
n.4n � 1/ D 1 (Věta 2.3.26(b) a Příklad 2.3.37) a lim.�2n/ D �1. Nejprve

rozšíříme n-tý člen naší posloupnosti výrazem
p
4n2 � nC 2n

p
4n2 � nC 2n

a použijeme vzorec .a� b/.aC b/ D a2 � b2, kde položíme a D
p
4n2 � n, b D 2n.

Dostaneme tak
p
4n2 � n � 2n D

�p
4n2 � n � 2n

�
�

p
4n2 � nC 2n

p
4n2 � nC 2n

D
�n

p
4n2 � nC 2n

:

Tento zlomek ještě rozšíříme výrazem 1
n
a dostaneme

p
4n2 � n � 2n D

�1q
4 �

1
n

C 2

:

Protože poslední rovnost platí pro každé n 2 N, obdržíme podle Věty 2.3.26 a Pří-
kladu 2.2.46

lim
�p
4n2 � n � 2n

�
D lim

�1q
4 �

1
n

C 2

D �
1

4
:

|

2.6.8. Příklad. Spočtěte limitu

lim
�

3
p
nC 1 �

3
p
n
�
:

Řešení. Podobně jako v předcházejícím příkladu, ani zde nelze ihned využít věty
o aritmetice limit. Tentokrát použijeme vzorec a3 � b3 D .a � b/ � .a2 C ab C b2/

pro a D
3
p
nC 1 a b D 3

p
n (vizte Příklad 1.5.6). Obdržíme tak pro každé n 2 N

3
p
nC 1 �

3
p
n D

�
3
p
nC 1

�3
�
�

3
p
n
�3

3
p
.nC 1/2 C

3
p
nC 1 3

p
nC

3
p
n2

D
1

3
p
.nC 1/2 C

3
p
nC 1 3

p
nC

3
p
n2
:
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Poslední zlomek rozšíříme výrazem 1
3
p
n2
. Dostaneme

3
p
nC 1 �

3
p
n D

1
3
p
n2

3

q
.1C

1
n
/2 C

3

q
1C

1
n

C 1

:

Pro každé n 2 N dále platí

1 �
3

r
1C

1

n
�

3

r�
1C

1

n

�2
� 1C

1

n
;

a tedy z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) dostaneme

lim 3

r
1C

1

n
D lim 3

r�
1C

1

n

�2
D 1:

Z Příkladů 2.2.35 a 2.2.46 vyplývá, že

lim
1

3
p
n2

D 0:

Pomocí věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) dostaneme

lim
�

3
p
nC 1 �

3
p
n
�

D

lim 1
3
p
n2

lim 3

q
.1C

1
n
/2 C limn!1

3

q
1C

1
n

C limn!1 1

D
0

1C 1C 1
D 0:

|

2.6.9. Příklad. Spočtěte limitu

limn
� 3
p
n3 C 1 �

p
n2 C 1

�
:

Řešení. Pro každé n 2 N platí

3
p
n3 C 1 �

p
n2 C 1 D

6
p
.n3 C 1/2 �

6
p
.n2 C 1/3:

Dále pro každé a; b 2 R platí podle Příkladu 1.5.6

.a6 � b6/ D .a � b/.a5 C a4b C a3b2 C a2b3 C ab4 C b5/:

Tuto identitu aplikujeme na čísla

a D
6
p
.n3 C 1/2 a b D

6
p
.n2 C 1/3

a dostaneme

3
p
n3 C 1 �

p
n2 C 1 D

.n3 C 1/2 � .n2 C 1/3

6
p
.n3 C 1/10 C

6
p
.n3 C 1/8.n2 C 1/3 C : : :C 6

p
.n2 C 1/15

:
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Tento zlomek rozšíříme výrazem 1
n5 a obdržíme

3
p
n3 C 1 �

p
n2 C 1 D

�3 1
n

C 2 1
n2 � 3 1

n3

6

q
.1C

1
n3 /

10 C 6

q
.1C

1
n3 /

8.1C
1
n2 /

3 C : : :C 6

q
.1C

1
n2 /

15

;

a tedy

n
� 3
p
n3 C 1�

p
n2 C 1

�
D

�3C 2 1
n

� 3 1
n2

6

q
.1C

1
n3 /

10 C 6

q
.1C

1
n3 /

8.1C
1
n2 /

3 C : : :C 6

q
.1C

1
n2 /

15

:

Kombinací Příkladů 2.2.11, 2.2.35, 2.2.46 a věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26)
konečně dostaneme

lim
n!1

n.
3
p
n3 C 1 �

p
n2 C 1/ D

�3

6
D �

1

2
:

|

2.6.10. Příklad. Spočtěte limitu

lim
p
n
�

n
p
3 �

n
p
2
�
:

Řešení. Pokud bychom ihned použili větu o limitě součinu, tak dostaneme neurčitý
výraz 1 � 0. Zkusíme tedy zadaný výraz nejprve upravit za použití vzorce

.an � bn/ D .a � b/.an�1
C an�2b C : : :C bn�1/

z Příkladu 1.5.6. Snadno pro každé n 2 N dostaneme

p
n �
�

n
p
3 �

n
p
2
�

D
p
n �
�

n
p
3 �

n
p
2
�

�

n
p
3n�1 C

n
p
3n�2 n

p
2C � � � C

n
p
2n�1

n
p
3n�1 C

n
p
3n�2 n

p
2C � � � C

n
p
2n�1

D

p
n � .3 � 2/

n
p
3n�1 C

n
p
3n�2 n

p
2C � � � C

n
p
2n�1

:

Nyní si stačí uvědomit, že ve jmenovateli posledního zlomku je n členů, z nichž
každý je větší než 1, a odhadneme tedy

0 �
p
n �
�

n
p
3 �

n
p
2
�

�

p
n

n
:

Z lim 1p
n

D 0 dostáváme, že hledaná limita je rovna 0 podle věty o dvou strážnících.
|

2.6.11. Příklad. Spočtěte limitu

lim
3n C n2

n3 C nŠ
:
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Řešení. Výraz 3nCn2

n3CnŠ
obsahuje kromě mocnin čísla n navíc exponenciální výraz 3n

a výraz nŠ. Z předcházejících příkladů vyplývá, že bude výhodné rozšířit čitatele
i jmenovatele výrazem 1

nŠ
. Pro každé n 2 N platí

3n C n2

n3 C nŠ
D

3n

nŠ
C

n2

nŠ

n3

nŠ
C 1

:

Podle Příkladu 2.5.4 pro a D 3 máme

lim
n!1

3n

nŠ
D 0:

Podle Příkladů 2.5.3 a 2.5.4 a podle věty o limitě součinu (Věta 2.3.26(b)) je

lim
n2

nŠ
D lim

n2

2n
�
2n

nŠ
D 0 � 0 D 0:

Obdobně lze dokázat, že platí

lim
n3

nŠ
D 0:

Podle věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) tedy dostáváme

lim
3n C n2

n3 C nŠ
D

lim 3n

nŠ
C lim n2

nŠ

lim n3

nŠ
C lim 1

D
0C 0

0C 1
D 0:

|

2.6.12. Příklad. Spočtěte limitu

lim
3
p
n2 sin.nŠ/
nC 1

:

Řešení. Z Věty 1.7.16(a) vyplývá, že pro každé n 2 N platí �1 � sin.nŠ/ � 1. Dále
pro každé n 2 N platí

3
p
n2

nC 1
D

n

nC 1

1
3
p
n

�
1

3
p
n
:

Kombinací odhadů dostáváme pro každé n 2 N

�
1

3
p
n

� �

3
p
n2

nC 1
�

3
p
n2 sin.nŠ/
nC 1

�

3
p
n2

nC 1
�

1
3
p
n
:

Podle Příkladu 2.2.46 platí

lim
1

3
p
n

D 0;

a tedy také

lim�
1

3
p
n

D 0;
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Podle věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy dostáváme

lim
3
p
n2 sin.nŠ/
nC 1

D 0:

|

2.6.13. Příklad. Spočtěte limitu

lim n
p
n2 C 2n C 3n:

Řešení. Podle Příkladu 1.8.8 pro každé n 2 N, n � 4, platí

n2 � 2n � 3n:

Pro každé takové n tedy platí

3 D
n
p
3n �

n
p
n2 C 2n C 3n �

n
p
3n C 3n C 3n D 3

n
p
3:

Podle Příkladu 2.2.48 a věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) platí lim 3
n
p
3 D 3.

Z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) tedy plyne, že

lim n
p
n2 C 2n C 3n D 3:

|

2.6.14. Příklad. Nechť an D
�

3
p
n3 C 8n2 �

3
p
n3 C 2n2

�
, n 2 N. Spočtěte lim an.

Řešení. Označme bn D
3
p
n3 C 8n2 �

3
p
n3 C 2n2, n 2 N. Pak

bn D
6n2

.n3 C 8n2/
2
3 C .n3 C 8n2/

1
3 .n3 C 2n2/

1
3 C .n3 C 2n2/

2
3

D
6

.1C
8
n
/

2
3 C .1C

8
n
/

1
3 .1C

2
n
/

1
3 C .1C

2
n
/

2
3

:

Limita posloupnosti fbng je tedy rovna 2. Pro každé n 2 N platí

3 <
�
1C

8
n

� 2
3 C

�
1C

8
n

� 1
3
�
1C

2
n

� 1
3 C

�
1C

2
n

� 2
3 ;

takže pro každé n 2 N máme bn < 2.
Nyní nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N; n � n0, platí bn > 1. Pro

tato n pak platí 1 < bn < 2, a tedy Œbn� D 1. Odtud dostáváme lim an D limŒbn� D

lim 1 D 1. |

2.6.15. Příklad. Spočtěte limitu

lim
n3 �

�
n3

100

�
100

p
n

:

Řešení. V řadě příkladů s celou částí stačí použít elementární odhad

8x 2 R W x � 1 < Œx� � x:
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Díky tohoto odhadu dostaneme

0 D
n3 �

n3

100
100

p
n

�
n3 �

�
n3

100

�
100

p
n

�
n3 �

�
n3

100
� 1

�
100

p
n

D
100
p
n
:

Vzhledem k tomu, že platí lim 100p
n

D 0, dostáváme, že hledaná limita je rovna 0
podle věty o dvou strážnících. |

2.6.16. Příklad. Spočtěte limitu

lim sin
�
�
2
n
�
:

Řešení. Pro každé n 2 N označme an D sin
�
�
2
n
�
. Potom pro každé k 2 N platí

a4k D 0 a a4kC1 D 1, a tedy lim a4k D 0 a lim a4kC1 D 1. Podle Věty 2.3.21 tedy
limita zadané posloupnosti neexistuje. |

2.6.17. Příklad. Spočtěte limitu

lim.�1/n
p
n
�p
nC 1 �

p
n
�
:

Řešení. Pro každé n 2 N označme an D .�1/n
p
n
�p
nC 1 �

p
n
�
. Pro každé n 2 N

vyjádříme výraz
p
nC 1 �

p
n ve tvaru zlomku

p
nC 1 �

p
n

1
;

a tento zlomek rozšíříme výrazem
p
nC 1C

p
n. Dostaneme

p
nC 1 �

p
n D

�p
nC 1 �

p
n
�

�
�p
nC 1C

p
n
�

p
nC 1C

p
n

D
1

p
nC 1C

p
n
;

a tedy
p
n.

p
nC 1 �

p
n/ D

p
n

p
nC 1C

p
n
:

Poslední zlomek rozšíříme výrazem 1p
n
a dostaneme

p
n.

p
nC 1 �

p
n/ D

1q
1C

1
n

C 1

:

Podle věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) a Příkladu 2.2.45 tedy platí

lim
p
n
�p
nC 1 �

p
n
�

D
1

2
:

Odtud a opět z věty o aritmetice limit dostaneme, že pro každé k 2 N platí lim a2k D
1
2
, zatímco lim a2kC1 D �

1
2
. Podle Věty 2.3.21 tedy limita zadané posloupnosti ne-

existuje. |

2.6.18. Příklad. Spočtěte limitu

lim
� 2 � nŠ

.n � 1/ŠC 2n
sin
�
�
2
n
�

C n
�
:
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Řešení. Pro n 2 N označme

an D
2 � nŠ

.n � 1/ŠC 2n
sin
�
�
2
n
�

C n:

Pro každé n 2 N máme
2 � nŠ

.n � 1/ŠC 2n
D

2n

1C
2n

.n�1/Š

:

Podle Příkladu 2.5.4 a Věty 2.3.26 platí

lim
2n

.n � 1/Š
D lim 2 �

2n�1

.n � 1/Š
D 2 � 0 D 0:

Tedy opět podle Věty 2.3.26 dostáváme

lim
� 2 � nŠ

.n � 1/ŠC 2n
C n

�
D limn

� 2

1C
2n

.n�1/Š

C 1
�

D 1

a

lim
�
�

2 � nŠ

.n � 1/ŠC 2n
C n

�
D limn

�
�

2

1C
2n

.n�1/Š

C 1
�

D �1:

Protože

sin
�
n�
2

�
D

(
1; n 2 f4k C 1I k 2 Ng;

�1; n 2 f4k � 1I k 2 Ng;

dostáváme celkem lim a4kC1 D 1 a lim a4k�1 D �1, a tedy podle Věty 2.3.21
lim an neexistuje. |

2.6.19. Příklad. Spočtěte limitu

lim
.�1/n C 2

2n.3 � .�1/n/
:

Řešení. Zadaná posloupnost je součinemposloupností
n
.�1/nC2
3�.�1/n

o
a
˚
1
2n

	
. První z nich

je omezená, neboť každý její člen je roven buď 1
4
nebo 3

2
. Druhá posloupnost má

limitu rovnou 0. Podle Věty 2.2.39 má tedy naše posloupnost limitu rovnou 0. |

2.6.20. Příklad. Spočtěte limitu rekurentně zadané posloupnosti fang, kde a1 D

10 a pro každé n 2 N platí anC1 D 6 �
5
an

.

Řešení. Korektnost definice posloupnosti.Matematickou indukcí dokážeme následující tvr-
zení. Pro každé n 2 N jsou členy a1; : : : ; an definovány a an > 5. Pro n D 1 tvrzení
platí, neboť a1 D 10 > 5. Zvolme n 2 N a pro toto n předpokládejme platnost
našeho tvrzení. Pokud máme x 2 R; x > 5, pak 6 �

5
x
> 6 � 1 D 5. Podle to-

hoto pozorování a indukčního předpokladu je definován i prvek anC1 splňující
anC1 D 6 �

5
an
> 5.

Odtud spolu s 1.4.31 dostáváme, že definice naší posloupnosti je korektní.
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Posloupnost fang je klesající. Zvolme n 2 N. Chceme dokázat, že

an > anC1 D 6 �
5
an
;

jinými slovy,

an � 6C
5

an
D
a2n � 6an C 5

an
D
.an � 5/.an � 1/

an
> 0:

Poslední nerovnost ovšem snadno plyne z předchozího tvrzení.

Výpočet limity. Podle věty o limitě monotónní posloupnosti (Věta 2.4.1) a předcho-
zích dvou tvrzení je fang konvergentní. Limitu označme A. Podle prvního pomoc-
ného tvrzení a věty o limitě a uspořádání (Věta 2.2.42(b)) dostáváme A � 5. Díky
Větě 2.2.30 pak dostaneme lim anC1 D A. Z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26)
obdržíme

lim anC1 D lim
�
6 �

5
an

�
D 6 �

5
A
;

a tedy A D 6 �
5
A
. Rovnice má dvě řešení, a sice A D 1 a A D 5. Poněvadž platí

A � 5, dostáváme A D 5. |

2.6.21. Příklad. Posloupnost fang splňuje podmínku a1 < a2 a pro každé n 2

N; n � 2, platí anC1 D
1
2
.an C an�1/. Spočtěte lim an.

Řešení. S pomocí 1.4.31 vidíme, že posloupnost fang je dobře definována. Nyní
matematickou indukcí ukážeme, že pro každé k 2 N platí

a2k�1 < a2kC1 < a2kC2 < a2k : (2.33)

Případ k D 1. Ze zadané nerovnosti a1 < a2 vyplývá, že

a3 D
1
2
.a2 C a1/ <

1
2
.a2 C a2/ D a2

a
a3 D

1
2
.a2 C a1/ >

1
2
.a1 C a1/ D a1:

Odtud dále plyne, že

a4 D
1
2
.a3 C a2/ <

1
2
.a2 C a2/ D a2

a podobně
a4 D

1
2
.a3 C a2/ >

1
2
.a3 C a3/ D a3:

Kombinací odhadů dostaneme a1 < a3 < a4 < a2, což je (2.33) pro k D 1.

Indukční krok. Zvolme k 2 N. Předpokládejme, že (2.33) platí pro toto k. Pak z ne-
rovnosti a2kC1 < a2kC2 odvodíme

a2kC3 D
1
2
.a2kC1 C a2kC2/

(
< a2kC2

> a2kC1

:

Z nerovnosti a2kC3 < a2kC2 dostaneme

a2kC4 D
1
2
.a2kC3 C a2kC2/

(
< a2kC2

> a2kC3

:
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Ověřili jsme tedy platnost nerovností (2.33) pro každé k 2 N.

Výpočet limity.Z (2.33) plyne, že posloupnost fa2ng1
nD1 je klesající, posloupnost fa2n�1g

1
nD1

je rostoucí a pro každé n 2 N platí a1 � an � a2. Posloupnosti fa2ng1
nD1 a fa2n�1g

1
nD1

jsou tedy omezené. Podle věty o limitě monotónní posloupnosti (Věta 2.4.1) tedy
existují vlastní limity lim a2n D A a lim a2n�1 D B. Ze vztahu

a2nC1 D
1
2
.a2n C a2n�1/

vyplývá, že B D
1
2
.ACB/, a tedy A D B. Obě posloupnosti fa2ng1

nD1 a fa2n�1g
1
nD1

tedy konvergují ke stejné limitě.
Nechť k 2 N, k � 2. Přepíšeme vzorec definující ak ve tvaru

akC1 � ak D ak�1 � akC1:

Nechť n 2 N. Potom pro hodnoty k D 2; 3; : : : ; n postupně dostaneme

a3 � a2 D a1 � a3;

a4 � a3 D a2 � a4;

:::

an�1 � an�2 D an�3 � an�1;

an � an�1 D an�2 � an;

anC1 � an D an�1 � anC1:

Sečtením všech těchto rovností dostaneme vztah anC1 � a2 D a1 C a2 � an � anC1:

Odtud plyne, že A � a2 D a1 C a2 � A � A, a tedy A D
1
3
.a1 C 2a2/. |

2.6.22. Příklad. Posloupnost fang je zadána rekurentně pomocí vztahů a1 D 1

a anC1 D
1

1Can
, n 2 N. Spočtěte lim an.

Řešení. Korektnost definice. Matematickou indukcí ověříme, že pro každé n 2 N jsou
definovány členy posloupnosti a1; : : : ; an a an 2 Œ0; 1�. Pro n D 1 tvrzení zřejmě
platí. Zvolme n 2 N. Předpokládejme, že tvrzení platí pro toto n. Potom anC1 D
1

1Can
, a tedy anC1 �

1
1C0

D 1 a anC1 �
1
1C1

> 0. Odtud spolu s 1.4.31 dostáváme,
že definice naší posloupnosti je korektní.

Výpočet limity. Definujme funkce

f .x/ D
1

1C x
; g.x/ D f

�
f .x/

�
D
1C x

2C x
; x 2 Œ0; 1�:

Pomocí elementárního výpočtu ověříme, že

� rovnice g.x/ D x má v intervalu Œ0; 1� právě jeden kořen c D
1
2
.
p
5 � 1/,

� x < g.x/ < c pro x 2 Œ0; c/ a c < g.x/ < x pro x 2 .c; 1�.
Jelikož a2 < c < a1 a pro každé k 2 N platí akC2 D g.ak/, dostáváme z vlastností
funkce g nerovnosti

a2 < a4 < � � � < a2k < a2kC2 < c < a2kC1 < a2k�1 < � � � < a3 < a1; k 2 N:
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Posloupnosti fa2kg a fa2k�1g jsou tedy monotónní a omezené, což znamená
podle Věty 2.4.1, že jsou konvergentní. Označme a D lim a2k a b D lim a2k�1.
Protože a2kC2 D g.a2k/ D

1Ca2k

2Ca2k
, dostáváme z věty o aritmetice limit (Věta 2.2.34)

rovnost a D g.a/. Proto platí a D c. Obdobně odvodíme, že b D c, a tedy lim an D

1
2
.
p
5 � 1/ (vizte Větu 2.3.23). |

2.6.23. Příklad. Spočtěte limitu

lim
�
1C

1

2n

�n
:

Řešení. Podle věty o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.3.21), Příkladu 2.4.5, aDe-
finice 2.4.6 platí

lim
�
1C

1

2n

�2n
D e:

Tudíž podle Příkladu 2.2.46 dostáváme

lim
�
1C

1

2n

�n
D lim

r�
1C

1

2n

�2n
D

p
e:

|

2.6.24. Příklad. Spočtěte limitu

lim
�
1 �

1

n

�n
:

Řešení. Pro každé n 2 N; n � 2, platí

1 �
1

n
D
n � 1

n
D

1
n
n�1

D
1

1C
1
n�1

a tedy

lim
�
1 �

1

n

�n
D lim

1�
1C

1
n�1

�n :
DíkyPříkladu 2.4.5,Definici 2.4.6 a větě o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.2.30)
víme, že

lim
�
1C

1

n � 1

�n
D e:

Podle věty o limitě podílu (Věta 2.2.34(c)) je tedy

lim
�
1 �

1

n

�n
D
1

e
:

|

2.6.25. Příklad. Spočtěte limitu

lim
n!1

nX
kD1

1

k.k C 1/
:
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Řešení. Pro každé k 2 N platí

1

k.k C 1/
D
1

k
�

1

k C 1
;

a tedy
nX
kD1

1

k.k C 1/
D

nX
kD1

� 1
k

�
1

k C 1

�
D 1 �

1

nC 1
:

Odtud vyplývá, že

lim
n!1

nX
kD1

1

k.k C 1/
D lim

�
1 �

1

nC 1

�
D 1:

|

2.6.26. Příklad. Spočtěte limitu

lim
n!1

�
1 �

1

22

��
1 �

1

32

�
� � �

�
1 �

1

n2

�
:

Řešení. Pro každé j 2 N platí

1 �
1

j 2
D
j 2 � 1

j 2
D
.j � 1/.j C 1/

j 2
;

a tedy pro každé n 2 N máme�
1 �

1

22

��
1 �

1

32

�
� � �

�
1 �

1

n2

�
D
1 � 3

22
�
2 � 4

32
�
3 � 5

42
� � �
.n � 2/n

.n � 1/2
�
.n � 1/.nC 1/

n2

D
1

2

nC 1

n
:

Tedy

lim
�
1 �

1

22

��
1 �

1

32

�
� � �

�
1 �

1

n2

�
D
1

2
:

|

2.6.27. Příklad. Spočtěte limitu

lim
1

2
�
3

4
�
5

6
� � �
2n � 1

2n
:

Řešení. Pro n 2 N označíme

an D
1

2
�
3

4
�
5

6
� � �
2n � 1

2n
a bn D

2

3
�
4

5
� � �

2n

2nC 1
:

Potom pro každé n 2 N platí

anbn D
1

2
�
2

3
�
3

4
�
4

5
� � �
2n � 1

2n
�

2n

2nC 1
D

1

2nC 1
:
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Navíc pro každé j 2 f1; 2; : : : ; ng máme 2j�1
2j

�
2j
2jC1

a součinem těchto n nerov-
ností dostaneme an � bn. Tedy platí

0 � an �
p
anbn �

1
p
2nC 1

:

Odtud dostaneme, že

lim
1

2
�
3

4
�
5

6
� � �
2n � 1

2n
D 0:

|





KAPITOLA 3

Číselné řady

Nejen v matematice, ale i ve fyzice, chemii, ekonomii a dalších vědách, se čas-
to setkáváme s posloupnostmi, které vznikají následujícím způsobem. Je dána po-
sloupnost reálných čísel fang1

nD1 a nová posloupnost má členy:

a1; a1 C a2; a1 C a2 C a3; : : : ;

tj.m-tý člen nové posloupnosti je součtem prvníchm členů posloupnosti fang. Tato
situace nastává tak často, že stojí za to, těmto speciálním posloupnostem věnovat
zvláštní kapitolu.

3.1. Základní pojmy

Stejně jako v předchozí kapitole bude termín posloupnost označovat posloup-
nost reálných čísel.

Definice konvergentních a divergentních řad.

3.1.1. Definice. Nechť fang je posloupnost. Symbol
P1

nD1 an nazýváme nekoneč-
nou řadou, případně jen řadou, přičemž číslo an je n-tým členem řady

P1

nD1 an.
Položíme-li pro m 2 N

sm D

mX
nD1

an;

nazýváme číslo sm m-tým částečným součtem řady
P1

nD1 an. Součet řady
P1

nD1 an
je limita posloupnosti fsmg, pokud tato limita existuje. Součet řady budeme značit
symbolem

P1

nD1 an.
Řekneme, že řada

P1

nD1 an konverguje (je konvergentní), je-li jejím souč-
tem reálné číslo. Řekneme, že řada

P1

nD1 an diverguje (je divergentní), jestliže
limm!1 sm neexistuje nebo je nevlastní.

Pro jemnější rozlišení mezi různými typy divergentních řad budeme někdy ří-
kat, že řada

P1

nD1 an diverguje k 1, respektive diverguje k �1, jestliže lim sm D

1, respektive lim sm D �1.

3.1.2. Symbol
P1

nD1 an značí jednak řadu, jednak součet řady, pokud tento součet
existuje. Symbol

P1

nD1 an můžeme použít k označení prvku z množiny R� až po

129
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ověření, že příslušná řadamá součet. Potomuvedená dvojznačnost nepůsobí žádné
potíže.

3.1.3. Podle chování posloupnosti částečných součtů fsmg řady
P1

nD1 an můžeme
provést toto rozlišení:

lim sm

†

existuje

�
vlastní, pak jde o konvergentní řadu,

nevlastní a je rovna

(
1; pak řada diverguje k 1,
�1; pak řada diverguje k �1,

neexistuje, pak řada diverguje a nemá součet.

3.1.4. Pojem nekonečné řady je možné zobecnit v podobném smyslu, jako jsme
to provedli pro posloupnosti v 2.3.39. Nechť k 2 Z a fang1

nDk
je posloupnost reál-

ných čísel (ve smyslu rozšířené definice uvedené v 2.3.39). Potom symbol
P1

nDk an
označuje řadu, kde sčítací index probíhá množinu Z \ Œk;1/. Existuje-li limita
posloupnosti fsmg1

mDk
, kde

sm D

mX
jDk

aj ;

pak tuto limitu nazýváme součtem řady a značíme ji opět
P1

nDk an. Řekneme, že
řada

P1

nDk an je konvergentní, je-li jejím součtem reálné číslo. Řekneme, že řadaP1

nDk an je divergentní, jestliže limm!1 sm neexistuje nebo je nevlastní. Pro jed-
noduchost se až na drobné výjimky v této kapitole omezíme na řady tvaru

P1

nD1 an.
Případná zobecnění výsledků pro řady tvaru

P1

nDk an jsou přímočará.

3.1.5 (Co to je řada?).

Příklady řad.

3.1.6. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1.�1/
n je divergentní.

Řešení. Pro n 2 N označme sn D
Pn
kD1.�1/

k. Potom platí:

sn D

(
�1; je-li n liché;
0; je-li n sudé:

Odtud plyne, že lim sn neexistuje. Řada
P1

nD1.�1/
n tedy diverguje. |

3.1.7. Definice. Nechť q 2 R. Potom řadu
P1

nD0 q
n nazýváme geometrickou řa-

dou a číslo q jejím kvocientem.

3.1.8. Příklad. Nechť q 2 R. Dokažte, že řada
P1

nD0 q
n konverguje právě tehdy,

když jqj < 1.

Řešení. Pro n 2 N [ f0g označme sn D
Pn
kD0 q

k. S použitím Příkladu 1.5.7 dostá-
váme

sn D

(
1�qnC1

1�q
pro q 2 R n f1g;

nC 1 pro q D 1:
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Případ q � 1. Potom z výše uvedeného vyplývá, že lim sn D 1. Naše řada tedy
diverguje.

Případ jqj < 1. Potom platí lim sn D
1
1�q

, a tedy naše řada konverguje.

Případ q D �1. Řada diverguje podle Příkladu 3.1.6.

Případ q < �1. Platí lim s2n D 1 a lim s2n�1 D �1, a tedy lim sn neexistuje. Proto
řada diverguje. |

3.1.9. Příklad. Nechť q 2 R, jqj < 1, a k 2 N [ f0g. Dokažte, že potom platí
1X
nDk

qn D
qk

1 � q
:

Řešení. Pro m 2 N, m � k, platí podle Příkladu 1.5.7

mX
nDk

qn D qk
m�kX
nD0

qn D qk
1 � qm�kC1

1 � q
:

Odtud plyne, že

lim
m!1

mX
nDk

qn D lim
m!1

qk
1 � qm�kC1

1 � q
D

qk

1 � q
:

Tím je tvrzení dokázáno. |

3.1.10. Příklad. Dokažte, že
P1

nD1
1

n.nC1/
D 1.

Řešení. Podle Příkladu 2.6.25 dostáváme
1X
kD1

1

k.k C 1/
D lim
n!1

nX
kD1

1

k.k C 1/
D 1:

|

3.1.11 (součet versus konvergence). Všimněme si rozdílu mezi úlohou vyjádřit
hodnotu součtu dané řady (pokud existuje) pomocí známých konstant a úlohou
rozhodnout, zda daná řada konverguje či diverguje. Řešení první úlohy dává vý-
sledek i pro druhou. Určit součet dané řady může být však velmi obtížné až neře-
šitelné. Pokud však ukážeme, že je řada konvergentní, můžeme její součet alespoň
přiblížit pomocí hodnot částečných součtů.

3.1.12 (změna konečného počtu členů řady). Pro nekonečné řady platí tvrzení ob-
dobné Větě 2.3.16, tedy že změna konečně mnoha členů řady nemá vliv na kon-
vergenci či divergenci řady či na existenci jejího součtu. Přesněji, máme-li dvě řadyP1

nD1 an a
P1

nD1 bn, pro něž existuje n1 2 N takové, že an D bn pro každé n 2 N,
n � n1, pak

P1

nD1 an konverguje (respektive má součet) právě tehdy, když
P1

nD1 bn
konverguje (respektive má součet).
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Pro důkaz předchozího tvrzení označme n-tý částečný součet řady
P1

nD1 an
jako sn a n-tý částečný součet řady

P1

nD1 bn jako tn. Pro každé n 2 N; n � n1, platí

sn �

n1�1X
kD1

ak D

nX
kDn1

ak D

nX
kDn1

bk D tn �

n1�1X
kD1

bk ;

neboli sn D tn C c, kde c D
Pn1�1

kD1
ak �

Pn1�1

kD1
bk 2 R. Pokud lim sn D A 2 R�,

potom lim tn D A C c. Opačně, pokud lim tn D A 2 R�, potom lim sn D A � c

Odtud již plyne uvedené tvrzení.
Změnou konečně mnoha členů řady však můžeme samozřejmě změnit hodno-

tu součtu řady.

Základní vlastnosti. Nyní uvedeme jednoduchou nutnou podmínku konver-
gence řady.

3.1.13. Věta (nutná podmínka konvergence řady). Nechť řada
P1

nD1 an konvergu-
je. Potom lim an D 0.

Důkaz. Pro n 2 N [ f0g označme sn D
Pn
kD1 ak. Potom an D sn � sn�1 pro každé

n 2 N. Podle předpokladu věty existuje vlastní lim sn. Podle 3.1.12 existuje také
lim sn�1 a platí lim sn�1 D lim sn. Podle Věty 2.2.34 tedy platí

lim an D lim.sn � sn�1/ D lim sn � lim sn�1 D 0:

�

3.1.14. V některých případech lze použít Větu 3.1.13 k odvození divergence řady.
Jestliže je fang posloupnost a neplatí lim an D 0, pak je řada

P1

nD1 an divergentní.
Například lim.�1/n neexistuje, a tedy řada

P1

nD1.�1/
n diverguje. Věta 3.1.13 nám

tak poskytuje jiné řešení Příkladu 3.1.6.

3.1.15.Věta (Bolzanova—Cauchyova podmínka konvergence řady). Pro řadu
P1

nD1 an
jsou následující tvrzení ekvivalentní:

(i)
P1

nD1 an je konvergentní,
(ii) platí výrok

8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8m; n 2 N; m � n � n0 W

ˇ̌̌ mX
kDn

ak

ˇ̌̌
< ": (3.1)

Důkaz. Pro n 2 N [f0g položme sn D
Pn
kD1 ak. Potom pro každém; n 2 N,m � n,

platí
Pm
kDn ak D sm � sn�1.

(i)) (ii) Posloupnost fsng konverguje, a proto podleVěty 2.4.26 splňuje Bolzanovu—
Cauchyovu podmínku. Pomocí této podmínky ověříme (ii). Zvolme " 2 R; " > 0.
Potom existuje p0 2 N takové, že

8n;m 2 N; n � p0; m � p0 W jsn � smj < ":
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Položme n0 D p0 C 1. Pro každé m; n 2 N; m � n � n0 platí m > n� 1 � p, a tedyˇ̌̌ mX
kDn

ak

ˇ̌̌
D jsm � sn�1j < ":

Tím je tvrzení (ii) dokázáno.

(ii) ) (i) Ověříme Bolzanovu—Cauchyovu podmínku pro posloupnost fsng.
Zvolme " 2 R; " > 0. K němu nalezneme n0 2 N podle (ii). Nyní vezměme li-
bovolná n;m 2 N; n � n0; m � n0. Potom podle (ii) platí

jsn � smj D

�
j
Pn
kDmC1 akj < "; pokud n > m;

0 < "; pokud n D m;

j
Pm
kDnC1 akj < "; pokud m > n:

V prvním případě používáme nerovnost n � mC1 > n0 a ve třetímm � nC1 > n0.
Podle Věty 2.4.26 fsng konverguje, a tedy řada

P1

nD1 an konverguje. �

3.1.16. Není těžké si rozmyslet, že výrok (3.1) je ekvivalentní výroku

9C 2 R; C > 0 8" 2 R; " > 0 9n0 2 N 8m; n 2 N; m � n � n0 W

ˇ̌̌ mX
kDn

ak

ˇ̌̌
< C":

3.1.17. Příklad. Dokažte, že
P1

nD1
1
n

D 1.

Řešení. Posloupnost částečných součtů fsng uvedené řady je zřejmě rostoucí. Z věty
o limitě monotónní posloupnosti (Věta 2.4.1) vyplývá, že existuje lim sn, kterou
označíme symbolem A. Navíc platí A D supfsnI n 2 Ng, a tedy A � s1 > 0.
Použijeme Větu 3.1. Položme " D

1
2
. Nechť n0 2 N. Položme n D n0 a m D 2n0.

Pak m; n � n0 a platí

jsn � smj D s2n0
� sn0

D

2n0X
kDn0C1

1

k
:

Pro každé k 2 N, k � 2n0, platí 1k �
1
2n0

. Tudíž máme

jsn � smj > n0 �
1

2n0
D
1

2
D ":

Posloupnost fsng tedy nesplňuje (ii) ve Větě 3.1, a proto řada diverguje. Platí tedy
A … R. Protože A > 0, platí A D 1. |

3.1.18. Definice. Řadu
P1

nD1
1
n
nazýváme harmonickou řadou.

3.1.19. Harmonická řada ukazuje, že opačná implikace v tvrzení Věty 3.1.13 ne-
platí. Platí totiž lim 1

n
D 0, avšak podle Příkladu 3.1.17 řada

P1

nD1
1
n
diverguje.

3.1.20. Věta. Nechť řady
P1

nD1 an a
P1

nD1 bn mají součet.
(a) Nechť ˛ 2 R a výraz ˛

P1

nD1 an je definován. Potom má řada
P1

nD1 ˛an
součet a platí

P1

nD1 ˛an D ˛
P1

nD1 an.
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(b) Nechť je výraz
P1

nD1 anC
P1

nD1 bn definován. Potommá řada
P1

nD1.anC

bn/ součet a platí
P1

nD1.an C bn/ D
P1

nD1 an C
P1

nD1 bn.

Důkaz. Pro m 2 N označme sm D
Pm
nD1 an a tm D

Pm
nD1 bn.

(a) Použitím věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) obdržíme existenci limity částeč-
ných součtů řady

P1

nD1 ˛an a rovnost
1X
nD1

˛an D lim
m!1

mX
nD1

˛an D lim
m!1

˛sm D ˛ lim
m!1

sm D ˛

1X
nD1

an:

(b) Obdobně obdržíme existenci součtu řady
P1

nD1.an C bn/ a vztah
1X
nD1

.an C bn/ D lim
m!1

mX
nD1

.an C bn/ D lim
m!1

.sm C tm/

D lim
m!1

sm C lim
m!1

tm D

1X
nD1

an C

1X
nD1

bn:

�

3.1.21.Důsledek (linearita konvergentních řad). Nechť jsou řady
P1

nD1 an a
P1

nD1 bn
konvergentní a ˛ 2 R. Potom platí:

(a)
P1

nD1 ˛an konverguje a
P1

nD1 ˛an D ˛
P1

nD1 an,
(b)

P1

nD1.an C bn/ konverguje a
P1

nD1.an C bn/ D
P1

nD1 an C
P1

nD1 bn.

3.1.22. Věta. Nechť
P1

nD1 an je konvergentní řada a
P1

nD1 bn je divergentní řada.
Potom je řada

P1

nD1.an C bn/ divergentní.

Důkaz. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme, že řada
P1

nD1.anCbn/ je kon-
vergentní. Protože řada

P1

nD1 an je konvergentní, je podle Důsledku 3.1.21 také
řada

P1

nD1.an C bn � an/ D
P1

nD1 bn konvergentní. To je spor. �

3.2. Řady s nezápornými členy

Důležitý speciální případ řad představují řady s nezápornými členy, tedy řa-
dy

P1

nD1 an, kde pro každé n 2 N platí an � 0. Takové řady mají vždy součet
(Věta 3.2.1) a ke zkoumání jejich konvergence máme k dispozici speciální kritéria
(např. Věty 3.2.5, 3.2.8 a 3.2.11).

3.2.1. Věta. Nechť
P1

nD1 an je řada s nezápornými členy. Pak má
P1

nD1 an součet.

Důkaz. Označme sm D
Pm
nD1 an pro m 2 N. Posloupnost fsmg je neklesající, pro-

tože řada
P1

nD1 an má nezáporné členy. Podle Věty 2.4.1 limfsmg existuje, a tedy
existuje součet řady

P1

nD1 an. �
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3.2.2. Věta (srovnávací kritérium). Nechť
P1

nD1 an a
P1

nD1 bn jsou řady s nezápor-
nými členy a nechť existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N; n � n0, platí
an � bn.

(a) Jestliže je
P1

nD1 bn konvergentní, pak je i
P1

nD1 an konvergentní.
(b) Jestliže je

P1

nD1 an divergentní, pak je i
P1

nD1 bn divergentní.

Důkaz. (a) Pro m 2 N označme sm D
Pm
nD1 an a tm D

Pm
nD1 bn. Posloupnost fsmg

je neklesající, protože členy posloupnosti fang jsou nezáporné. Dokážeme, že po-
sloupnost fsmg je shora omezená. Pro každé m 2 N zřejmě platí sm � sn0

C tm.
Posloupnost ftmg je konvergentní, a tedy je posloupnost fsn0

C tmg shora omezená.
Proto je i posloupnost fsmg shora omezená. Protože posloupnost fsmg je neklesají-
cí a shora omezená, je podle Důsledku 2.4.2 konvergentní. Podle definice je tedy
řada

P1

nD1 an konvergentní.

(b) Tvrzení bezprostředně plyne z již dokázaného tvrzení (a). �

3.2.3. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
1
n2 je konvergentní.

Řešení. Pro n 2 N označme an D
1
n2 a bn D

2
n.nC1/

. Pak pro každé n 2 N platí
0 � an � bn. Z Příkladu 3.1.10 vyplývá, že

P1

nD1 bn je konvergentní. Podle Vě-
ty 3.2.2(a) je tedy i

P1

nD1 an konvergentní. |

3.2.4.Poznámka. Součet řady
P1

nD1
1
n2 je roven číslu 1

6
�2. K důkazu tohoto tvrze-

ní jsou však potřeba pokročilejší pasáže matematické analýzy. K tvrzení se vrátíme
v Příkladu 16.7.1.

3.2.5. Věta (limitní srovnávací kritérium). Nechť
P1

nD1 an je řada s nezápornými
členy,

P1

nD1 bn je řada s kladnými členy a lim an

bn
existuje. Označme A D lim an

bn
.

(a) NechťA 2 .0;1/. Pak
P1

nD1 an konverguje právě tehdy, když konvergujeP1

nD1 bn.
(b) Nechť A D 0. Pokud

P1

nD1 bn konverguje, pak konverguje i
P1

nD1 an.
(c) Nechť A D 1. Pokud

P1

nD1 an konverguje, pak konverguje i
P1

nD1 bn.

Důkaz. (a) Položme " D
1
2
A. K tomuto " nalezneme podle definice limity n0 2 N

takové, že platí

8n 2 N; n � n0 W
1
2
A <

an

bn
< 3

2
A: (3.2)

) Předpokládejme, že
P1

nD1 an konverguje. Z (3.2) plyne, že pro každé n 2 N,
n � n0, platí bn < 2

A
an. Podle Důsledku 3.1.21(a) je

P1

nD1
2
A
an konvergentní.

Podle Věty 3.2.2(a) je také řada
P1

nD1 bn konvergentní.

( Nyní předpokládejme, že řada
P1

nD1 bn konverguje. Z (3.2) plyne, že pro
každé n 2 N, n � n0, platí an < 3

2
Abn. Podle Důsledku 3.1.21(a) je

P1

nD1
3
2
Abn

konvergentní. Podle Věty 3.2.2(a) je také řada
P1

nD1 an konvergentní.
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(b) Položme " D 1. K tomuto " nalezneme z definice limity n0 2 N takové, že pro
každé n 2 N, n � n0, platí an

bn
< 1. Pak an < bn pro každé n 2 N, n � n0. Podle

Věty 3.2.2(a) je řada
P1

nD1 an konvergentní.

(c) Položme K D 1. Podle definice nevlastní limity nalezneme n0 2 N takové, že
pro každé n 2 N, n � n0, platí an

bn
> 1. Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí

an > bn. Podle Věty 3.2.2(a) je řada
P1

nD1 bn konvergentní. �

3.2.6. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
2n2C1
5n4C3

je konvergentní.

Řešení. Pro n 2 N označme

an D
2n2 C 1

5n4 C 3
a bn D

1

n2
:

Potom platí limn!1
an

bn
D

2
5
. Podle Příkladu 3.2.3 je řada

P1

nD1 bn konvergentní.
Podle Věty 3.2.5(a) je i řada

P1

nD1 an konvergentní. |

3.2.7. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
1p

nC100
je divergentní.

Řešení. Pro n 2 N označme

an D
1

p
nC 100

a bn D
1

n
:

Potom platí limn!1
an

bn
D 1. Podle Příkladu 3.1.17

P1

nD1 bn diverguje. Použitím
Věty 3.2.5(c) dostáváme divergenci

P1

nD1 an. |

3.2.8. Věta (Cauchyovo odmocninové kritérium). Nechť
P1

nD1 an je řada s nezá-
pornými členy.

(a) Jestliže platí

9q 2 .0; 1/ 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W n
p
an � q;

pak je
P1

nD1 an konvergentní.
(b) Jestliže lim sup n

p
an < 1, pak je

P1

nD1 an konvergentní.
(c) Jestliže lim n

p
an < 1, pak je

P1

nD1 an konvergentní.
(d) Jestliže lim sup n

p
an > 1, pak není pravda, že lim an D 0, a tedy

P1

nD1 an
je divergentní.

(e) Jestliže lim n
p
an > 1, pak není pravda, že lim an D 0, a tedy

P1

nD1 an je
divergentní.

Důkaz. (a) Z předpokladu plyne, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an � qn. Protože
je q 2 .0; 1/, je řada

P1

nD1 q
n konvergentní (Příklad 3.1.9). Podle Věty 3.2.2(a) je

tedy také
P1

nD1 an konvergentní.

(b) Označme A D lim sup n
p
an. Zvolme q 2 .A; 1/. Pak podle definice limes super-

ior nalezneme n0 2 N takové, že sup
˚

n
p
anI n 2 N; n � n0

	
< q. Potom platí

8n 2 N; n � n0 W n
p
an < q:

Tvrzení tedy plyne z již dokázaného tvrzení (a).
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(c) Podle Věty 2.4.13 platí lim sup n
p
an D lim n

p
an < 1, a tedy tvrzení bezprostřed-

ně plyne z (b).

(d) Označme A D lim sup n
p
an. Podle Věty 2.4.22 existuje rostoucí posloupnost

přirozených čísel fnkg1
kD1

taková, že limk!1
nk
p
ank

D A. Protože A > 1, existuje
k0 2 N takové, že pro každé k 2 N, k � k0, platí nk

p
ank

� 1. Odtud plyne, že pro
každé k 2 N, k � k0, platí ank

� 1. To znamená, že neplatí limk!1 ank
D 0. Podle

Věty 2.2.30 tedy neplatí ani limn!1 an D 0. Není tudíž splněna nutná podmínka
konvergence řady, a tedy podle Věty 3.1.13 řada

P1

nD1 an diverguje.

(e) Tvrzení bezprostředně plyne z (d) a Věty 2.4.13. �

3.2.9. Jestliže je fang posloupnost nezáporných reálných čísel splňující lim n
p
an D

1, pak o konvergenci či divergenci řady
P1

nD1 an není možné rozhodnout na zá-
kladě Věty 3.2.8. Označíme-li například an D

1
n
a bn D

1
n2 pro n 2 N, pak platí

lim n
p
an D lim n

p
bn D 1, řada

P
an je divergentní a řada

P
bn je konvergentní.

3.2.10. Příklad. Nechť k 2 N a a 2 R, a > 1. Dokažte, že řada
P1

nD1
nk

an konver-
guje.

Řešení. Podle Příkladu 2.2.47 platí lim n
p
n D 1. Odtud a z věty o aritmetice limit

pro posloupnosti (Věta 2.2.34) plyne, že

lim n
p
an D lim n

s
nk

an
D lim

�
n
p
n
�k

a
D
1

a
< 1:

Podle Věty 3.2.8(c) tedy řada konverguje. |

3.2.11. Věta (d’Alembertovo podílové kritérium). Nechť
P1

nD1 an je řada s klad-
nými členy.

(a) Jestliže platí výrok

9q 2 .0; 1/ 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W
anC1

an
� q;

potom je řada
P1

nD1 an konvergentní.
(b) Jestliže lim sup anC1

an
< 1, potom je řada

P1

nD1 an konvergentní.
(c) Jestliže lim anC1

an
< 1, potom je řada

P1

nD1 an konvergentní.
(d) Jestliže lim anC1

an
> 1, potom je řada

P1

nD1 an divergentní.

Důkaz. (a) Matematickou indukcí dokážeme, že platí výrok

8n 2 N; n � n0 W an � qn�n0an0
: (3.3)

Pro n D n0 je tvrzení zřejmé. Předpokládejme, že nerovnost v (3.3) platí pro nějaké
n 2 N, n � n0. Potom

anC1 D
anC1

an
an � qan � qqn�n0an0

D qnC1�n0an0
;

přičemž první nerovnost plyne z předpokladu věty a druhá z indukčního předpo-
kladu. Tím je podle principu matematické indukce dokázán výrok (3.3).
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Podle Příkladu 3.1.8 a Důsledku 3.1.21 je řada
P1

nD0 q
n�n0an0

konvergentní.
Podle 3.1.12 je také řada

P1

nD1 q
n�n0an0

konvergentní. Podle Věty 3.2.2(a) je tedy
konvergentní i řada

P1

nD1 an.

(b) Je-li lim sup anC1

an
< 1, pak podle definice limes superior existují q 2 .0; 1/

a n0 2 N taková, že

8n 2 N; n � n0 W
anC1

an
� q:

Tvrzení nyní plyne z (a).

(c) Tvrzení plyne z (b).

(d) Je-li lim anC1

an
> 1, pak podle definice limity existuje n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W
anC1

an
� 1: (3.4)

Dokážeme, že platí výrok

8n 2 N; n � n0 W an � an0
: (3.5)

Pro n D n0 je toto tvrzení zřejmé. Jestliže pro nějaké n 2 N, n � n0, platí an � an0
,

pak podle (3.4) platí

anC1 D
anC1

an
an � an � an0

:

Tím je podle principu matematické indukce dokázán výrok (3.5). Řada má podle
předpokladu kladné členy, a tedy an0

> 0. To znamená, že neplatí lim an D 0.
Podle Věty 3.1.13 tedy řada

P1

nD1 an diverguje. �

3.2.12.Příklad. Nechť k 2 N.Označme an D
.nŠ/k

.kn/Š
. Rozhodněte, zda řada

P1

nD1 an

konverguje.

Řešení. Řada zřejmě diverguje pro k D 1. Předpokládejme, že k � 2. Platí an > 0

pro každé n 2 N a navíc pro n 2 N; n � 2, platí

anC1

an
D

.nC 1/k

.knC 1/ : : : .knC k/
D

.1C
1
n
/k

.k C
1
n
/ : : : .k C

k
n
/
: (3.6)

Z věty o limitě součinu (Věta 2.2.34(b)) dostáváme lim anC1

an
D k�k < 1. Podle

Věty 3.2.11 tedy
P1

nD1 an konverguje. |

3.2.13.Poznámka. Je-li fangposloupnost kladných reálných čísel splňující lim anC1

an
D

1, pak o konvergenci či divergenci řady
P1

nD1 an nemůžeme rozhodnout na zákla-
dě Věty 3.2.11. Označíme-li například an D

1
n
a bn D

1
n2 pro n 2 N, pak platí

lim anC1

an
D lim bnC1

bn
D 1, řada

P
an je divergentní a řada

P
bn je konvergentní.
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3.2.14. Poznámka. V souvislosti s tvrzením (d) ve Větě 3.2.11 upozorněme na to,
že předpoklad lim sup anC1

an
> 1 nezaručuje divergenci řady

P1

nD1 an. Příkladem je
řada

P1

nD1 an definovaná předpisem

an D

(
2�n�1; n je-li n liché;
2�nC1; n je-li n sudé;

n 2 N;

tedy
1X
nD1

an D
1

4
C
1

2
C

1

16
C
1

8
C

1

64
C

1

32
C � � �

Pro každé n 2 N platí 0 � an � 2�nC1, a tedy je uvedená řada konvergentní podle
srovnávacího kritéria (Věta 3.2.2(a)). Přesto však platí lim sup anC1

an
> 1, neboť

anC1

an
D

(
2; je-li n liché;
1
8
; je-li n sudé;

n 2 N;

takže lim sup anC1

an
D 2.

3.2.15. Příklad. Nechť a > 0. Rozhodněte, zda řada
P1

nD1
an

nŠ
konverguje.

Řešení. Členy zadané řady jsou kladné a platí

lim
n!1

anC1

an
D lim
n!1

a

nC 1
D 0:

Řada tedy konverguje podle Věty 3.2.11(c). |

3.2.16. Poznámka. Nechť fang je posloupnost s kladnými členy. Z Příkladu 2.5.13
plyne, že pokud lim anC1

an
existuje, pak existuje i lim n

p
an a limity se rovnají. To zna-

mená, že je-li splněna premisa tvrzení (c), nebo (d) Věty 3.2.11, pak je též splněna
premisa tvrzení po řadě (c), nabo (e) Věty 3.2.8. Výpočet lim n

p
an však může být

v některých případech podstatně obtížnější než výpočet lim anC1

an
.

3.2.17. Věta (kondenzační kritérium). Nechť fang je nerostoucí posloupnost s ne-
zápornými členy. Pak řada

P1

nD1 an konverguje právě tehdy, když řada
P1

nD0 2
na2n

konverguje.
Důkaz. Pro k 2 N označme

sk D

kX
jD1

aj a tk D

kX
jD0

2ja2j :

( Označme A D
P1

jD0 2
ja2j . Potom A 2 R. Zvolme m 2 N. K němu nalezne-

me m 2 N takové, že m < 2k. Potom tk � A, a tedy platí
sm � a1 C .a2 C a3/C .a4 C a5 C a6 C a7/C � � � C .a2k�1 C � � � C a2k�1/

D

k�1X
jD0

2j C1�1X
nD2j

an �

k�1X
jD0

2ja2j D tk�1 � A:
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To znamená, že posloupnost fsmg je shora omezená, a tedy řada
P1

nD1 an konver-
guje podle Věty ??.

) Označme B D
P1

nD1 an. Potom B 2 R. Zvolme k 2 N. K němu nalezneme
m 2 N takové, že 2k � m. Potom sm � B a navíc platí
sm � a1 C a2 C .a3 C a4/C .a5 C a6 C a7 C a8/C � � � C .a2k�1C1 C � � � C a2k /

D a1 C

kX
jD1

2jX
iD2j �1C1

ai � a1 C

kX
jD1

2j�1a2j D a1 C
1

2

kX
jD1

2ja2j

�
1

2

kX
jD0

2ja2j D
tk

2
;

takže tk � 2B. To znamená, že posloupnost ftkg je shora omezená, a tedy podle
Věty ?? řada

P1

nD0 2
na2n konverguje. �

Víme, že
P1

nD1
1
n
diverguje (Příklad 3.1.17), zatímco

P1

nD1
1
n2 konverguje (Pří-

klad 3.2.3). V následující větě uvedeme charakterizaci konvergence řad
P1

nD1
1
n˛

v závislosti na parametru ˛ 2 R. Věta je důležitou aplikací kondenzačního kritéria.

3.2.18. Věta. Nechť ˛ 2 R . Potom řada
P1

nD1
1
n˛ konverguje právě tehdy, když

˛ > 1.

Důkaz. Je-li ˛ � 0, pak pro každé n 2 N platí 1
n˛ � 1, takže není splněna podmínka

lim an D 0. Podle Věty 3.1.13 tedy řada
P1

nD1
1
n˛ diverguje.

Předpokládejme nyní, že ˛ 2 .0;1/. Z definice výrazu n˛ (odstavec 1.7.15)
a vlastností funkcí exp a log (odstavce 1.7.13 a 1.7.14) plyne, že f

1
n˛ g je nerostoucí

posloupnost kladných reálných čísel. Podle kondenzačního kritéria (Věta 3.2.17)
řada

P1

nD1
1
n˛ konverguje právě tehdy, když konverguje řada

1X
nD0

2n
1

.2n/˛
D

1X
nD0

.21�˛/n:

Řada
P1

nD0.2
1�˛/n je geometrickou řadou s kvocientem 21�˛, a tedy je podle Pří-

kladu 3.1.8 konvergentní právě tehdy, když 21�˛ < 1. To nastává právě tehdy, když
˛ > 1. �

3.2.19. Příklad. Rozhodněte, zda řada
P1

nD1
1C 3

p
n

1C
p
n3

konverguje.

Řešení. Pro n 2 N označme an D
1C 3

p
n

1C
p
n3

a bn D n� 7
6 . Potom pro každé n 2 N platí

an > 0 a bn > 0. Řada
P1

nD1 bn konverguje podle Věty 3.2.18, neboť 7
6
> 1. Navíc

platí

lim
an

bn
D lim
n!1

n
7
6 �

1C 3
p
n

1C
p
n3

D lim
n!1

n
7
6 C n

3
2

1C n
3
2

D lim
n!1

1C n� 1
3

1C n� 3
2

D 1:

Podle Věty 3.2.5 tedy konverguje i řada
P1

nD1 an. |
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3.3. Řady s obecnými členy

V tomto oddílu odvodíme několik postačujících podmínek pro konvergenci
řad, jejichž členymohou být kladné i záporné. Prvním výsledkem tohoto typu bude
Leibnizova věta.

3.3.1. Věta (Leibniz). Nechť fang je monotónní posloupnost splňující lim an D 0.
Potom je řada

P1

nD1.�1/
nan konvergentní.

Důkaz. Předpokládejme, že fang je nerostoucí. Odtud, z předpokladu věty a Vě-
ty 2.4.1 plyne, že lim an D inffanI n 2 Ng D 0. Potom tedy an � 0 pro každé
n 2 N. Označme pro k 2 N

sm D

mX
nD1

.�1/nan:

Potom pro každé k 2 N platí

s2kC2 � s2k D a2kC2 � a2kC1 � 0 a s2kC1 � s2k�1 D �a2kC1 C a2k � 0;

neboť fang je nerostoucí. Tedy posloupnost fs2kg je nerostoucí a posloupnost fs2kC1g

je neklesající. Díky větě o limitě monotónní posloupnosti (Věta 2.4.1) mají obě po-
sloupnosti limitu. Pro každé k 2 N platí s2kC1 D s2k�a2kC1. Z předpokladu víme,
že lim an D 0, a tedy díky větě o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.3.21) také
lim a2kC1 D 0. Z věty o aritmetice limit (Věta 2.3.26) tedy dostáváme

lim s2kC1 D lim.s2k � a2kC1/ D lim s2k � lim a2kC1 D lim s2k ;

takže posloupnosti fs2kg a fs2kC1g mají společnou limitu s 2 R�. Protože ale pro
každé k 2 N platí

s1 � s2kC1 D s2k � a2kC1 � s2k � s2;

je s 2 R. Odtud díky Větě 2.3.23 (vizte též Poznámku ??) plyne, že lim sn D s,
a naše řada je tedy konvergentní.

Je-li posloupnost fangneklesající, potom je posloupnost f�angnerostoucí a lim.�an/ D

0, a tedy řada
P1

nD1.�1/
n.�an/ podle již dokázaného konverguje. Podle Důsled-

ku 3.1.21 konverguje i řada
P1

nD1.�1/
nan. �

3.3.2. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1.�1/
n 1
n
je konvergentní.

Řešení. Posloupnost f
1
n

g je nerostoucí a navíc platí lim 1
n

D 0. Z Věty 3.3.1 tedy
plyne, že řada

P1

nD1.�1/
n 1
n
je konvergentní. |

3.3.3. Předpoklad monotonie ve Větě 3.3.1 nelze vynechat. Příkladem je řadaP1

nD1.�1/
nan, kde

an D

(
1
n

pro n 2 N sudé;
0 pro n 2 N liché:



142 3. ČÍSELNÉ ŘADY

Posloupnost fang sestává z nezáporných čísel a konverguje k 0, není však mono-
tónní. Označme fsmg posloupnost částečných součtů řady

P1

nD1.�1/
nan. Potom

pro každé k 2 N platí

s2k D

kX
jD1

1

2j
D
1

2

kX
jD1

1

j
:

Podle Příkladu 3.1.17 je limk!1 s2k D 1, a tedy uvedená řada diverguje.

V následujícím lemmatu využíváme úmluvu uvedenou v Označení 1.5.2.

3.3.4. Lemma (Abelova1 parciální sumace). Nechť m 2 N a a1; : : : ; am, b1; : : : ; bm
jsou reálná čísla.

(a) Nechť n 2 N, n � m, a �k D
Pk
jDn aj , k D n; : : : ; m. Pak platí

mX
jDn

aj bj D

m�1X
jDn

�j .bj � bjC1/C �mbm: (3.7)

(b) Označme sk D
Pk
jD1 aj , k D 0; : : : ; m. Pak pro každé n 2 N, n � m, platí

mX
jDn

aj bj D �sn�1bn C

m�1X
jDn

sj .bj � bjC1/C smbm: (3.8)

Důkaz. (a) Pomocí elementárních úprav dostaneme
mX
jDn

aj bj D anbn C � � � C ambm

D �nbn C .�nC1 � �n/bnC1 C � � � C .�m � �m�1/bm

D �n.bn � bnC1/C � � � C �m�1.bm�1 � bm/C �mbm

D

m�1X
jDn

�j .bj � bjC1/C �mbm:

Tím je dokázáno tvrzení (a).

(b) Podobně jako v důkazu tvrzení (a) platí
mX
jDn

aj bj D anbn C � � � C ambm

D .sn � sn�1/bn C .snC1 � sn/bnC1 C � � � C .sm � sm�1/bm

D �sn�1bn C sn.bn � bnC1/C � � � C sm�1.bm�1 � bm/C smbm

D �sn�1bn C

m�1X
jDn

sj .bj � bjC1/C smbm:

Tím je dokázáno tvrzení (b). �

1Niels Henrik Abel (1802—1829)
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3.3.5. Věta (Abelovo a Dirichletovo2 kritérium). Nechť fang a fbng jsou posloup-
nosti reálných čísel, přičemž fbng je monotónní. Nechť je navíc splněna alespoň
jedna z následujících dvou podmínek:

(A) posloupnost fbng je omezená a řada
P1

nD1 an konverguje,
(D) lim bn D 0 a posloupnost částečných součtů řady

P1

nD1 an je omezená.

Pak řada
P1

nD1 anbn konverguje.

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že posloupnost fbng je nerostoucí. Předpokládej-
me, že je splněna podmínka (A). potom existuje K 2 .0;1/ takové, že pro každé
n 2 N platí jbnj � K. Zvolme " > 0. Řada

P1

nD1 an splňuje Bolzanovu–Cauchyovu
podmínku, takže můžeme nalézt n0 2 N takové, že pro každé n;m 2 N, n � n0,
m � n, platí

ˇ̌̌Pm
jDn aj

ˇ̌̌
< ". Zvolme n;m 2 N splňující n � n0 a m � n a označme

�k D
Pk
jDn aj , k D n; : : : ; m. Potom pro každé k 2 fn; : : : ; mg platí j�kj < ". Podle

Lemmatu 3.3.4(a) máme

ˇ̌̌̌
ˇ̌ mX
jDn

aj bj

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ
 
m�1X
jDn

�j .bj � bjC1/

!
C �mbm

ˇ̌̌̌
ˇ:

Posloupnost fbng je nerostoucí, takže bj � bjC1 � 0 pro každé j 2 N. Odtud
a z trojúhelníkové nerovnosti (1.12) vyplývá, že

ˇ̌̌̌
ˇ
 
m�1X
jDn

�j .bj � bjC1/

!
C �mbm

ˇ̌̌̌
ˇ �

 
m�1X
jDn

j�j j.bj � bjC1/

!
C j�mjjbmj

� "

 
m�1X
jDn

.bj � bjC1/

!
C "jbmj D "..bn � bm/C jbmj/

� " .jbnj C 2jbmj/ � 3K":

Kombinací odhadů dostáváme, že řada
P1

nD1 anbn splňuje Bolzanovu–Cauchyovu
podmínku, a tedy je podle Věty 3.1.15 konvergentní.

Nyní předpokládejme, že platí podmínka (D). Potom jsou členy posloupnosti
fbng nezáporné.Označme sk D

Pk
jD1 aj pro k 2 N. NaleznemeM 2 .0;1/ takové,

že pro každé n 2 N platí jsnj � M . Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N
takové, že jbnj < " pro každé n 2 N, n � n0. Nechť n;m 2 N splňují n � n0 am � n.

2Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805–1859)
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Z Lemmatu 3.3.4(b) plyneˇ̌̌̌
ˇ
mX
jDn

aj bj

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ�sn�1bn C

m�1X
jDn

sj .bj � bjC1/C smbm

ˇ̌̌̌
ˇ

� Mbn C

mX
jDn

M.bj � bjC1/CMbm

D Mbn CM .bn � bm/CMbm

D 2Mbn < 2M":

Řada
P1

nD1 anbn splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmínku, a tedy je podle Vě-
ty 3.1.15 konvergentní.

Je-li posloupnost fbng neklesající, lze důkaz provést obdobně, nebo lze již do-
kázané tvrzení použít pro posloupnost f�bng. �

3.3.6.Poznámka. Leibnizova věta (Věta 3.3.1) je speciálnímpřípademVěty 3.3.5(D),
protože řada

P1

nD1.�1/
n má omezenou posloupnost částečných součtů (vizte Pří-

klad 3.1.6).

3.3.7. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1 sinnx má omezenou posloupnost částeč-
ných součtů pro každé x 2 R.

Řešení. Ze součtových vzorců plyne, že pro každé x 2 R a každé k 2 N platí

2 sin.1
2
x/ sin.kx/ D cos.k �

1
2
/x � cos.k C

1
2
/x;

Pak pro každé x 2 R a každé n 2 N dostáváme

2 sin.1
2
x/

nX
kD1

sin.kx/ D

nX
kD1

�
cos.k �

1
2
/x � cos.k C

1
2
/x
�

D cos.1 �
1
2
/x � cos.nC

1
2
/x

D cos 1
2
x � cos.nC

1
2
/x;

(3.9)

(3.10)

Jestliže x 2 f2l� I l 2 Zg, pak sestává řada
P1

nD1 sin.nx/ z nulových členů, a má
tedy omezenou posloupnost částečných součtů. Jestliže x … f2l� I l 2 Zg, pak ze
vzorce (3.9) plyne pro každé n 2 N odhadˇ̌̌̌

ˇ
nX
kD1

sin.kx/

ˇ̌̌̌
ˇ �

ˇ̌̌
cos. 1

2
x/�cos.nC

1
2
/x
ˇ̌̌

ˇ̌̌
2 sin. 1

2
x/
ˇ̌̌ �

1ˇ̌̌
sin. 1

2
x/
ˇ̌̌ ;

a tedy opět má řada
P1

nD1 sin.nx/ omezenou posloupnost částečných součtů. |

3.3.8. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1 cosnx má omezenou posloupnost částeč-
ných součtů právě tehdy, když x 2 R n f2l� I l 2 Zg.
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Řešení. Ze součtových vzorců plyne, že pro každé x 2 R a každé k 2 N platí

2 sin.1
2
x/ cos.kx/ D sin.k C

1
2
/x � sin.k �

1
2
/x:

Pak pro každé x 2 R a n 2 N dostáváme

2 sin.1
2
x/

nX
kD1

cos.kx/ D

nX
kD1

�
sin.k C

1
2
/x � sin.k �

1
2
/x
�

D � sin.1 �
1
2
/x C sin.nC

1
2
/x

D sin.nC
1
2
/x � sin.1

2
x/:

(3.11)

Jestliže x 2 f2l� I l 2 Zg, pak řada
P1

nD1 cos.nx/ D
P1

nD1 1 zřejmě nemá omeze-
nou posloupnost částečných součtů. Jestliže x … f2l� I l 2 Zg, pak ze vztahu (3.11)
plyne, že ˇ̌̌̌

ˇ
nX
kD1

cos.kx/

ˇ̌̌̌
ˇ �

ˇ̌̌
sin.nC

1
2
/x�sin. 1

2
x/
ˇ̌̌

ˇ̌̌
2 sin. 1

2
x/
ˇ̌̌ �

1ˇ̌̌
sin. 1

2
x/
ˇ̌̌ ;

a tedy opět má řada
P1

nD1 cos.nx/ omezenou posloupnost částečných součtů. |

3.3.9. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
sinnx
n

je konvergentní pro každé x 2 R.

Řešení. Nechť x 2 R. Pro n 2 N položme an D sinnx, bn D
1
n
. Podle Příkladu 3.3.7

je posloupnost částečných součtů řady
P1

nD1 an omezená. Posloupnost fbng je kle-
sající a splňuje lim bn D 0. Z Dirichletova kritéria tedy plyne, že řada

P1

nD1
sinnx
n

konverguje. |

3.3.10. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
cosnx
n

konverguje právě tehdy, když x 2

R n f2l� I l 2 Zg.

Řešení. Jestliže x 2 R n f2l� I k 2 Zg, pak lze konvergenci řady
P1

nD1
cosnx
n

dokázat
obdobně jako v řešení Příkladu 3.3.9. Jestliže x D 2l� , kde l 2 Z, potom pro
každé n 2 N platí cosnx D 1, a tedy řada

P1

nD1
cosnx
n

D
P1

nD1
1
n
diverguje podle

Příkladu 3.1.17. |

3.4. Absolutní konvergence číselných řad

3.4.1. Definice. Řekneme, že řada
P1

nD1 an je absolutně konvergentní, jestliže je
řada

P1

nD1 janj konvergentní. Je-li řada
P1

nD1 an konvergentní, ale není absolutně
konvergentní, říkáme, že je neabsolutně konvergentní.

3.4.2. Poznámka. Řada, jejíž členy nemění znaménko, konverguje právě tehdy,
když konverguje absolutně.

3.4.3. Věta. Nechť
P1

nD1 an je absolutně konvergentní řada. Pak je řada
P1

nD1 an
konvergentní a navíc platí

P1

nD1 an �
P1

nD1 janj.
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Důkaz. Podle Věty 3.1.15 splňuje řada
P1

nD1 janj Bolzanovu–Cauchyovu podmín-
ku. Zvolme " > 0. Pak lze nalézt n0 2 N takové, že pro každé n;m 2 N, n � n0,
m � n, platí

Pm
jDn jaj j < ". Z trojúhelníkové nerovnosti plyne, že pro každé

n;m 2 N, n � n0, m � n, platí ˇ̌̌̌
ˇ̌ mX
jDn

aj

ˇ̌̌̌
ˇ̌ �

mX
jDn

jaj j < ";

a tedy také řada
P1

nD1 an splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmínku. Podle Vě-
ty 3.1.15 je tedy

P1

nD1 an konvergentní.
Pro n 2 N označme sn D

Pn
kD1 ak a �n D

Pn
kD1 jakj. Potom zřejmě platí pro

každé n 2 N nerovnost sn � �n. Odtud, z definice součtu řady a Věty 2.2.42 plyne,
že
P1

nD1 an �
P1

nD1 janj. �

3.4.4. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
.�1/n

n2 je absolutně konvergentní.

Řešení. Označme an D
.�1/n

n2 , n 2 N. Potom platí janj D
1
n2 , n 2 N. Protože řadaP1

nD1 janj konverguje (vizte Příklad 3.2.3), je řada
P1

nD1
.�1/n

n2 absolutně konver-
gentní. |

3.4.5. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
.�1/n

p
n

je neabsolutně konvergentní.

Řešení. Označme an D
.�1/n

p
n

a bn D
1p
n
, n 2 N. Potom je fbng monotónní posloup-

nost splňující lim bn D 0, a tedy je řada
P1

nD1 an konvergentní podle Věty 3.3.1.
Naproti tomu je řada

P1

nD1 janj D
P1

nD1
1p
n
divergentní podle Věty 3.2.18. Odtud

plyne, že řada
P1

nD1 an je neabsolutně konvergentní. |

Následující dvě věty jsou variantamiCauchyova odmocninového a d’Alembertova
podílového kritéria pro absolutní konvergenci řad.

3.4.6. Věta (Cauchyovo odmocninové kritérium). Nechť
P1

nD1 an je řada.
(a) Jestliže platí

9q 2 .0; 1/ 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W
n
p

janj � q;

pak řada
P1

nD1 an je absolutně konvergentní.
(b) Je-li lim sup n

p
janj < 1, pak je

P1

nD1 an absolutně konvergentní.
(c) Je-li lim n

p
janj < 1, pak je

P1

nD1 an absolutně konvergentní.
(d) Je-li lim sup n

p
janj > 1, pak není pravda, že lim an D 0, a tedy je

P1

nD1 an
divergentní.

(e) Je-li lim n
p

janj > 1, pak není pravda, že lim an D 0, a tedy je
P1

nD1 an
divergentní.

Důkaz. (a) Podle již dokázaného Cauchyova kritéria pro řady s nezápornými členy
(Věta 3.2.8(a)) dostáváme, že řada

P1

nD1 janj konverguje, a tedy
P1

nD1 an konver-
guje absolutně. Tvrzení (b) a (c) lze odvodit obdobně.
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(d) Podle Věty 3.2.8(d) dostáváme, že posloupnost fjanjg nekonverguje k nule.
Podle Věty 2.2.24 pak fang také nekonverguje k nule. Odtud plyne divergence řadyP1

nD1 an. Tvrzení (e) lze dokázat obdobně. �

3.4.7. Věta (d’Alembertovo podílové kritérium). Nechť
P1

nD1 an je řada s nenulo-
vými členy.

(a) Jestliže platí

9q 2 .0; 1/ 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W
janC1j

janj
� q;

pak řada
P1

nD1 an je absolutně konvergentní.
(b) Je-li lim sup janC1j

janj
< 1, pak je

P1

nD1 an absolutně konvergentní.

(c) Je-li lim janC1j

janj
< 1, pak je

P1

nD1 an absolutně konvergentní.

(d) Je-li lim janC1j

janj
> 1, pak není pravda, že lim an D 0, a tedy je

P1

nD1 an

divergentní.

Důkaz. (a) D’Alembertovo podílové kritérium pro řady s nezápornými členy (Vě-
ta 3.2.11(a)) ukazuje, že řada

P1

nD1 janj konverguje, a tedy
P1

nD1 an konverguje
absolutně. Při důkazu tvrzení (b) a (c) lze postupovat obdobně.

(d) Podle Věty 3.2.11(d) dostáváme, že posloupnost fjanjg nekonverguje k nu-
le. Podle Věty 2.2.24 pak fang také nekonverguje k nule. Odtud plyne divergence
řady

P1

nD1 an. �

3.4.8.Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1.�1/
n nC1

.nC1/
p
nC1�1

.

Řešení. Nejprve vyšetříme, zda řada konverguje absolutně, tj. zda konverguje řadaP1

nD1
nC1

.nC1/
p
nC1�1

. Protože

lim
nC1

.nC1/
p
nC1�1

1p
n

D lim
.nC 1/

p
n

.nC 1/
p
nC 1 � 1

D 1

a řada
P1

nD1
1p
n
diverguje podle Věty 3.2.18, z limitního srovnávacího kritéria ply-

ne, že řada
P1

nD1
nC1

.nC1/
p
nC1�1

diverguje. Proto řada ze zadání nekonverguje abso-
lutně.

Pro vyšetření neabsolutní konvergence použijeme Leibnizovo kritérium (Vě-
ta 3.3.1). Řada zřejmě pravidelně střídá znaménka. Dále platí

lim
nC 1

.nC 1/
p
nC 1 � 1

D lim
1

p
nC 1 �

1
nC1

D 0:

Nakonec potřebujeme rozhodnout o platnosti nerovnosti

an D
nC 1

.nC 1/
p
nC 1 � 1

�
nC 2

.nC 2/
p
nC 2 � 1

D anC1: (3.12)
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Tuto nerovnost však snadno převedeme ekvivalentními úpravami na nerovnost

.nC 1/.nC 2/
�p

nC 2 �
p
nC 1

�
C 1 � 0;

jež platí pro každé n 2 N. Pro každé n 2 N tedy platí i (3.12). Ověřili jsme, že naše
řada splňuje předpoklady Věty 3.3.1, a proto řada konverguje.

Řada ze zadání je tedy neabsolutně konvergentní. |

3.4.9. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1
sinn
n

je neabsolutně konvergentní.

Řešení. Zadaná řada je konvergentní podle Příkladu 3.3.9. K ověření neabsolutní
konvergence je třeba ukázat divergenci řady

P1

nD1

ˇ̌ sinn
n

ˇ̌
. Protože však

8n 2 N W

ˇ̌̌̌
sinn
n

ˇ̌̌̌
�

sin2 n
n

;

stačí podle Věty 3.2.2(b) dokázat divergenci řady
P1

nD1
sin2 n
n

. Pomocí vzorce pro
dvojnásobný argument dostaneme pro každé n 2 N

sin2 n
n

D
1 � cos 2n

2n
:

Tedy, kdyby konvergovala řada
P1

nD1
sin2 n
n

, konvergovala by i řada
P1

nD1
1�cos2n
2n

.
Podle Příkladu 3.3.10 řada

P1

nD1
cos2n
n

konverguje. Navíc pro každé n 2 N platí

1

n
D
1 � cos 2n

n
C

cos 2n
n

:

Kdyby tedy konvergovala řada
P1

nD1
sin2 n
n

, konvergovala by podle Věty 3.1.22
i harmonická řada. To by však byl spor s Příkladem 3.1.17. |

3.4.10. Věta (Toeplitz). Nechť cn;k 2 R, n; k 2 N, jsou reálná čísla splňující
(a) pro každé k 2 N platí limn!1 cn;k D 0,
(b) limn!1

P1

kD1 cn;k D 1,
(c) sup

n2N

P1

kD1 jcn;kj < 1.
Nechť fakg je konvergentní posloupnost. Potom je posloupnost fbng, kde bn DP1

kD1 cn;kak , dobře definovaná a platí lim bn D lim an.

Důkaz. Označme C D sup
n2N

P1

kD1 jcn;kj. Posloupnost fakg je omezená, neboť je
konvergentní. Zvolme n 2 N. Potom podle (c) platí

1X
kD1

jcn;kakj � C � supfjakj I k 2 Ng < 1;

a tedy řada
P1

kD1 cn;kak konverguje absolutně, takže bn je reálné číslo.
Nyní navíc předpokládejme, že lim ak D 0. Zvolme libovolně " 2 R; " > 0.

K němu nalezneme k0 2 N takové, že

8k 2 N; k � k0 W jakj < ": (3.13)
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Potom platí

lim sup
n!1

jbnj D lim sup
n!1

ˇ̌̌ 1X
kD1

cn;kak

ˇ̌̌

D lim sup
n!1

ˇ̌̌ k0X
kD1

cn;kak C

1X
kDk0C1

cn;kak

ˇ̌̌
Díky (a) platí rovnost

lim sup
n!1

k0X
kD1

cn;kak D lim
n!1

k0X
kD1

cn;kak D 0;

neboť uvažovaná sumamápevný konečný počet sčítanců a lze užít větu o aritmetice
limit. Dále odhadneme s pomocí (c) a (3.13)

lim sup
n!1

ˇ̌̌ 1X
kDk0C1

cn;kak

ˇ̌̌
� lim sup

n!1

1X
kDk0C1

jcn;kakj

� lim sup
n!1

1X
kDk0C1

jcn;kj" � C":

Dohromady tedy díky Větě 2.4.14 máme

lim sup
n!1

jbnj � lim sup
n!1

ˇ̌̌ k0X
kD1

cn;kak

ˇ̌̌
C lim sup

n!1

ˇ̌̌ 1X
kDk0C1

cn;kak

ˇ̌̌
� C"

pro libovolné kladné " 2 R, a tedy lim bn D 0.
Předpokládejme nyní, že lim an D A 2 R. Potom můžeme psát

lim
n!1

bn D lim
n!1

1X
kD1

cn;kak D lim
n!1

1X
kD1

cn;k.ak � A/C lim
n!1

1X
kD1

cn;kA:

První limita je rovna 0 podle předchozí části, neboť limk!1.ak � A/ D 0. Druhá
limita je rovna A díky (b). Dohromady tedy dostáváme limn!1 bn D A, čímž je
tvrzení dokázáno. �

V následující větě ukážeme důležitý speciální případ Toeplitzovy věty.

3.4.11. Věta. Nechť fang je konvergentní posloupnost reálných čísel. Potom platí

lim
n!1

1

n

nX
kD1

ak D lim
n!1

an:

Důkaz. Pro n; k 2 N položme

cn;k D

(
1
n
; pokud k � n;

0; pokud k > n:
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Ověříme předpoklady Toeplitzovy věty (Věta 3.4.10). Nechť k 2 N. Potom

lim
n!1

cn;k D lim
n!1

1

n
D 0;

a tedy předpoklad (a) je splněn. Protože pro každé n 2 N máme
1X
kD1

cn;k D

nX
kD1

1

n
D n �

1

n
D 1;

je splněn i předpoklad (b). Konečně protože cn;k � 0 pro každé n; k 2 N, dostává-
me

1X
kD1

jcn;kj D

1X
kD1

cn;k D 1

pro každé n 2 N. Platí tedy sup
n2N

P1

kD1 jcn;kj D 1 < 1, takže i předpoklad (c)
je ověřen. Vzhledem k tomu, že

lim
n!1

1X
kD1

cn;kak D lim
n!1

1

n

nX
kD1

ak ;

plyne tvrzení z Toeplitzovy věty (Věta 3.4.10). �

Z následujícího příkladu vyplývá, že tvrzení Věty 3.4.11 nelze obrátit.

3.4.12. Příklad. Nechť an D .�1/n, n 2 N. Dokažte, že

lim
n!1

1

n

nX
kD1

ak D 0:

Řešení. Pro každé n 2 N platí 1
n

Pn
kD1 ak D

.�1/n

n
. Odtud plyne tvrzení. |

3.5. Přerovnání řad

Sčítáme-li konečně mnoho reálných čísel a1; : : : ; an, pak výsledný součet nezá-
visí na pořadí sčítanců a1; : : : ; an. Jinými slovy, je-li � libovolná bijekce množiny
f1; : : : ; ng na sebe, pak platí

Pn
iD1 ai D

Pn
iD1 a�.i/. V tomto oddílu ukážeme, za ja-

kých podmínek platí analogie uvedeného pozorování i pro nekonečné řady.

3.5.1. Definice. Nechť
P1

nD1 an je řada. Je-li � W N ! N bijekce, nazveme řaduP1

nD1 a�.n/ přerovnáním řady
P1

nD1 an.

3.5.2. Uvažujme například bijekci � W N ! N definovanou předpisem

�.n/ D

(
nC 1; pokud n je liché,
n � 1; pokud n je sudé.
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Máme-li řadu
1X
nD1

an D a1 C a2 C a3 C a4 C : : : ;

pak pomocí bijekce � obdržíme přerovnanou řadu
1X
nD1

a�.n/ D a�.1/ C a�.2/ C a�.3/ C a�.4/ C : : :

D a2 C a1 C a4 C a3 C : : :

Následující jednoduché lemma v dalším výkladu několikrát použijeme.

3.5.3. Lemma. Nechť f W N ! N je zobrazení a A � f .N/ je konečná množina.
Pak existuje n 2 N takové, že A � ff .1/; : : : ; f .n/g.

Důkaz. Pokud je A prázdná, pak stačí položit například n D 1. Předpokládejme,
že A je neprázdná. Pro každé a 2 A nalezneme na 2 N takové, že platí f .na/ D a.
Množina B D fnaI a 2 Ag je neprázdná a konečná, neboť A je neprázdná a koneč-
ná. Položme n D maxB. Potom platí

A D f .B/ � f
�
f1; : : : ; ng

�
D ff .1/; : : : ; f .n/g;

čímž je tvrzení dokázáno. �

3.5.4. Lemma. Nechť řada
P1

nD1 an konverguje. Potom pro každé " 2 R, " > 0,
existuje n0 2 N takové, že

ˇ̌P1

nDn0
an
ˇ̌
< ".

Důkaz. Označme fsng posloupnost částečných součtů řady
P1

nD1 an a s její součet.
Nechť " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že js�sn0�1j < ". Označme
ftng1

nDn0
částečné součty řady

P1

nDn0
an, tj.

tn D an0
C � � � C an; n 2 N; n � n0:

Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí sn D sn0�1 C tn, a tedy také

lim tn D lim.sn � sn0�1/ D s � sn0�1:

Posloupnost ftng1
nDn0

tedy konverguje. Řada
P1

nDn0
an je tudíž konvergentní a její

součet je roven s � sn0�1. Tedy platíˇ̌̌̌
ˇ

1X
nDn0

an

ˇ̌̌̌
ˇ D js � sn0�1j < ":

�

3.5.5. Věta. Nechť řada
P1

nD1 an absolutně konverguje a � W N ! N je bijek-
ce. Potom přerovnaná řada

P1

nD1 a�.n/ absolutně konverguje a platí
P1

nD1 an DP1

nD1 a�.n/.
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Důkaz. Absolutní konvergence. Zvolme m 2 N. Lemma 3.5.3 aplikujeme na zobrazení
��1 a množinu A D f1; : : : ; mg. Nalezneme n 2 N takové, že

f1; : : : ; mg � f��1.1/; : : : ; ��1.n/g:

Máme tedy f�.1/; : : : ; �.m/g � f1; : : : ; ng. Potom platí
mX
jD1

ˇ̌
a�.j /

ˇ̌
�

nX
iD1

jai j �

1X
iD1

jai j:

OdtudpodleVěty ??plyne, že řada
P1

jD1 ja�.j /j konverguje, a tedy řada
P1

jD1 a�.j /
konverguje absolutně.

Rovnost součtů. Označme

sn D

nX
lD1

al ; tn D

nX
lD1

a�.l/; n 2 N;

s D lim
n!1

sn; t D lim
n!1

tn:

Potom s a t jsou dobře definovaná reálná čísla, neboť řady
P1

nD1 an a
P1

nD1 a�.n/
absolutně konvergují, a tedy i konvergují. Zvolme " 2 R, " > 0. Pomocí Lemma-
tu 3.5.4 nalezneme m 2 N takové, že

1X
lDmC1

jal j < " a
1X

lDmC1

ja�.l/j < ": (3.14)

Lemma 3.5.3 aplikujeme na zobrazení ��1 a � a nalezneme n; j 2 N taková, že

f1; : : : ; mg � f��1.1/; : : : ; ��1.n/g;

f1; : : : ; mg � f�.1/; : : : ; �.j /g:

Položíme-li k D maxfj; ng, máme k � n, a dostaneme

f�.1/; : : : ; �.m/g � f1; : : : ; kg; (3.15)
f1; : : : ; mg � f�.1/; : : : ; �.k/g: (3.16)

Zvolme libovolné p 2 N, p � k. Označme

A D f1; : : : ; pg n f�.1/; : : : ; �.p/g;

B D f�.1/; : : : ; �.p/g n f1; : : : ; pg:

Pak podle (3.16) máme A � fl 2 NI l > mg a podle (3.15) je B � f�.l/I l 2 N; l >
mg. Potom dostáváme

jsp � tpj D

ˇ̌̌ pX
lD1

al �

pX
lD1

a�.l/

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌X
i2A

ai �
X
j2B

aj

ˇ̌̌
�
X
i2A

jai j C
X
j2B

ˇ̌
aj
ˇ̌

�

1X
lDmC1

jal j C

1X
lDmC1

ˇ̌
a�.l/

ˇ̌
< 2":
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Ukázali jsme, že platí s � t D limp!1.sp � tp/ D 0, a tedy s D t . Tím je důkaz
dokončen. �

Předcházející věta říká, že přerovnání absolutně konvergentní řady nemění její
součet. Pro neabsolutně konvergentní řady však toto tvrzení neplatí. Nejprve uká-
žeme příklad řady a jejího přerovnání s rozdílnými součty.

3.5.6. Příklad. Uvažujme řadu
1

1
�
1

1
C
1

2
�
1

2
C
1

3
�
1

3
� � �

Dokažte, že existuje přerovnání této řady, které má jiný součet než původní řada.

Řešení. Zadanou řadu přepíšeme ve tvaru
P1

nD1 an, kde a2n�1 D
1
n
, a2n D �

1
n
,

n 2 N. Pro částečné součty této řady platí s2n�1 D
1
n
a s2n D 0, n 2 N. Odtud

podle Věty 2.3.23 plyne, že lim sn D 0, takže
P1

nD1 an D 0.
Položme

�.n/ D

�
4k � 3; pokud n D 3k � 2; k 2 N;

4k � 1; pokud n D 3k � 1; k 2 N;

2k; pokud n D 3k; k 2 N:

Potom platí

a�.3k�2/ D
1

2k � 1
; a�.3k�1/ D

1

2k
; a�.3k/ D �

1

k
; k 2 N;

a tedy
1X
nD1

a�.n/ D
1

1
C
1

2
�
1

1
C
1

3
C
1

4
�
1

2
C : : : ;

Označme n-tý částečný součet přerovnané řady symbolem �n. Potom platí

�3n D

nX
kD1

�
a�.3k�2/ C a�.3k�1/ C a�.3k/

�
D

nX
kD1

1

.2k � 1/2k
; (3.17)

�3nC1 D �3n C
1

2nC 1
; (3.18)

�3nC2 D �3n C
1

2nC 1
C

1

2nC 2
: (3.19)

Protože pro každé k 2 N platí 1
.2k�1/2k

�
1
k2 , je řada

P1

kD1
1

.2k�1/2k
konvergent-

ní podle srovnávacího kritéria (Věta 3.2.2(a)) a Věty 3.2.18. Její součet je kladný,
neboť členy řady jsou kladné. Podle (3.17) tedy platí vztah limn!1 �3n D s 2

.0;1/. Nyní snadno podle (3.18) a (3.19) dostáváme, že platí také limn!1 �3nC1 D

limn!1 �3nC2 D s. Podle Věty 2.3.23 obdržíme lim �n D s. Součet přerovnané řa-
dy je s, takže se liší od součtu původní řady. |

Následující věta ukazuje, že chování řady a jejího přerovnání popsané v před-
cházejícím příkladu je pro neabsolutně konvergentní řady typické.
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3.5.7. Věta (Riemann). Nechť řada
P1

nD1 an konverguje neabsolutně a nechť s 2

R�. Pak existuje přerovnání této řady se součtem s.

Zbytek tohoto oddílu bude věnován důkazu Riemannovy věty.

3.5.8. Označení. Pro x 2 R označme xC D maxfx; 0g a x� D maxf�x; 0g. Pro
každé x 2 R platí následující vztahy:

xC
� 0; x�

� 0; x D xC
� x�; jxj D xC

C x�; .�x/C D x�; .�x/� D xC:

3.5.9.Lemma. Nechť řada
P1

nD1 an konverguje neabsolutně. Pak platí
P1

nD1 a
C
n DP1

nD1 a
�
n D 1.

Důkaz. Jelikož obě řady
P1

nD1 a
C
n ,
P1

nD1 a
�
n sestávají z nezáporných čísel, jejich

součty existují, a jsou buď konečné nebo rovné 1. Označme tyto součty po řadě
sC a s�. Jestliže jsou sC i s� vlastní, potom podle Důsledku 3.1.21 řada

1X
nD1

janj D

1X
nD1

.aC
n C a�

n /

konverguje, což je spor s předpokladem.
Předpokládáme-li sC D 1 a s� 2 R, pak dostaneme snadno z věty o aritmetice

limit (Věta 2.3.26)
1X
nD1

an D

1X
nD1

.aC
n � a�

n / D 1;

což je opět spor s předpokladem. Analogicky bychom pak přivedli ke sporu před-
poklad sC 2 R a s� D 1. Zbývá tedy pouze možnost sC D s� D 1. �

3.5.10. Lemma. Nechť fang je posloupnost, A 2 R�, lim an D A a � W N ! N je
bijekce. Pak limn!1 a�.n/ D A.

Důkaz. Zvolme libovolné " 2 R, " > 0. K němu nalezneme k0 2 N takové, že pro
každé k 2 N, k � k0, platí ak 2 B.A; "/. Podle Lemmatu 3.5.3 nalezneme n0 2 N
takové, že platí f1; : : : ; k0g � f�.1/; : : : ; �.n0/g. Pro každé n 2 N; n > n0, pakmáme
�.n/ > k0, a tedy a�.n/ 2 B.A; "/, čímž je tvrzení dokázáno. �

3.5.11. Lemma. Nechť ˛; ˇ 2 R�, ˛ � ˇ. Nechť f j̨ g, f ǰ g jsou posloupnosti reál-
ných čísel splňující lim j̨ D ˛ a lim ǰ D ˇ. Potom platí

lim
j!1

minf j̨ ; ǰ g D ˛:

Důkaz. Uvažujme nejprve případ, kdy ˛ < ˇ. Podle Věty ??(a) existuje j 2 N
takové, že j̨ < ǰ pro každé j 2 N, j � j0. Tedy pro každé j 2 N, j � j0, platí
minf j̨ ; ǰ g D j̨ , z čehož okamžitě plyne, že limminf j̨ ; ǰ g D ˛.

Je-li ˛ D ˇ a " 2 R, " > 0, máme dáno, pak podle definice limity existují
j1; j2 2 N takové, že pro j 2 N, j � j1, platí j̨ 2 B.˛; "/ a pro j 2 N, j � j2,
platí ǰ 2 B.ˇ; "/. Pro přirozená čísla j � maxfj1; j2g pak dostávámeminf j̨ ; ǰ g 2

B.˛; "/ D B.ˇ; "/. �
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Riemannova věta (Věta 3.5.7) bude snadným důsledkem následující obecnější
věty.

3.5.12. Věta. Nechť řada
P1

nD1 an konverguje neabsolutně a ˛; ˇ 2 R�, ˛ � ˇ. Pak
existuje bijekce � W N ! N taková, že pro částečné součty f�ng přerovnané řadyP1

kD1 a�.k/ platí lim inf �n D ˛ a lim sup �n D ˇ.

Důkaz. Nalezneme posloupnosti reálných čísel f j̨ g a f ǰ g splňující lim j̨ D ˛

a lim ǰ D ˇ. Označíme

P D fn 2 NI an � 0g a M D fn 2 NI an < 0g:

Technické provedení důkazu Věty 3.5.12 je poměrně obtížné, ale základnímyš-
lenka je jednoduchá. Množiny P a M rozdělí množinu N na dvě disjunktní pod-
množiny. Zkonstruovat hledanou bijekci � znamená určit hodnoty �.n/, n 2 N.
Tyto hodnoty budeme konstruovat induktivně. Nejprve nalezneme prvky �.1/ <
�.2/ < � � � < �.k1/ z množiny P , kde k1 2 N je nejmenší přirozené číslo takové,
že platí

Pk1

jD1 a�.j / > ˇ1. Potom nalezneme prvky �.k1 C 1/ < �.k1 C 2/ < � � � <

�.k1 C l1/ z množiny M , kde l1 2 N je nejmenší přirozené číslo takové, že platíPk1Cl1
jD1 a�.j / < ˛1. Tento postup potom opakujeme s čísly ˇ2; ˛2; ˇ3; : : : tak, že

střídavě vybíráme prvky z množin P aM , přičemž každý vybereme právě jednou.
Následující obrázek námpomůže lépe pochopit celý postup, který nyní provedeme
podrobně.

Obrázek 1.

Zřejmě N D P [M a P \M D ;. Dokážeme, že množiny P aM jsou nekoneč-
né. Předpokládejme pro spor nejprve, že P je konečná. Pak pro n 2 N, n > maxP ,
platí an < 0, a tedy aC

n D 0. Z tohoto pozorování plyne, že řada
P1

nD1 a
C
n konver-

guje. To je ovšem ve sporu s Lemmatem 3.5.9. Obdobně bychom přivedli ke sporu
předpoklad, že množinaM je konečná.

Podle Věty 1.6.21 nalezneme bijekci �množiny N na P a bijekci � množiny N
na M . Pro každé m 2 N nalezneme podle Lemmatu 3.5.3 n 2 N takové, že platí
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f1; : : : ; mg \ P � f�.1/; : : : ; �.n/g, a tedy
nX
kD1

a�.k/ �

mX
kD1

aC

k
:

Odtud, z Věty 2.2.42(b) a z Lemmatu 3.5.9 plyne
1X
kD1

a�.k/ D 1: (3.20)

Obdobně lze odvodit rovnost
1X
lD1

a�.l/ D �1: (3.21)

Položme k0 D l0 D 0. Konstrukce hledaného přerovnání se bude opírat o ná-
sledující pomocné tvrzení.

Pomocné tvrzení. Existují rostoucí posloupnosti přirozených čísel fkj g1
jD1 a flj g1

jD1

takové, že pro každé j 2 N platí
(a) kj je nejmenší přirozené číslo splňující kj > kj�1 a zároveň

kjX
kD1

a�.k/ C

lj �1X
kD1

a�.k/ � ǰ ; (3.22)

(b) lj je nejmenší přirozené číslo splňující lj > lj�1 a zároveň
kjX
kD1

a�.k/ C

ljX
kD1

a�.k/ � j̨ : (3.23)

Důkaz pomocného tvrzení. Budeme postupovat pomocí matematické indukce. Nej-
prve nalezneme nejmenší k1 2 N splňující

k1X
kD1

a�.k/ � ˇ1:

Takové k1 existuje díky (3.20). Nyní s pomocí (3.21) nalezneme nejmenší l1 2 N
splňující

k1X
kD1

a�.k/ C

l1X
kD1

a�.k/ � ˛1:

Tím je první krok konstrukce proveden.
Nyní předpokládejme, že přirozená čísla kj a lj jsou již zkonstruována. S po-

mocí (3.20) nalezneme nejmenší přirozené číslo kjC1 splňující kjC1 > kj a
kj C1X
kD1

a�.k/ C

ljX
kD1

a�.k/ � ǰC1:
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Dále s pomocí (3.21) nalezneme nejmenší přirozené číslo ljC1 splňující ljC1 > lj a
kj C1X
kD1

a�.k/ C

lj C1X
kD1

a�.k/ � j̨C1:

Tím je konstrukce provedena a pomocné tvrzení dokázáno.

Konstrukce bijekce � . Pro každé j 2 N platí

kj�1 C lj�1 < kj C lj�1 < kj C lj : (3.24)

Pro j 2 N označme

Aj D
�
kj�1 C lj�1; kj C lj�1

�
\ N a Bj D

�
kj C lj�1; kj C lj

�
\ N:

Protože k0 D l0 D 0, dostáváme z (3.24) rovnost N D
S1

jD1.Aj [ Bj /. Navíc jsou
množiny A1; B1; A2; B2; : : : po dvou disjunktní. Pro každé n 2 N definujeme

�.n/ D

(
�.n � lj�1/; pokud n 2 Aj ;

�.n � kj /; pokud n 2 Bj :

Surjektivita � . Přímo z definice plyne, že pro každé j 2 N platí

�.Aj / D �
�
.kj�1; kj � \ N

�
a �.Bj / D �

�
.lj�1; lj � \ N

�
: (3.25)

Zobrazení � je tedy na, neboť podle předchozího platí

�.N/ D �.N/ [ �.N/ D P [M D N:

Injektivita � . Pro každé j 2 N jsou zobrazení �jAj
, �jBj

prostá, neboť � a � jsou
prostá zobrazení. Dálemáme �

�S1

jD1Aj
�
\�

�S1

iD1 Bi
�

D P\M D ; a navíc podle
(3.25) pro každé i; j 2 N, i ¤ j , platí �.Ai / \ �.Aj / D ; a �.Bi / \ �.Bj / D ;.
Z právě uvedených faktů již plyne, že � je prosté.

Rovnost lim inf �n D ˛. Pro hodnotu n-tého částečného součtu �n přerovnané
řady platí podle definice � následující vztah

�n D

(Pn�lj �1

kD1
a�.k/ C

Plj �1

kD1
a�.k/; pokud n 2 Aj ;Pkj

kD1
a�.k/ C

Pn�kj

kD1
a�.k/; pokud n 2 Bj :

(3.26)

Je-li j 2 N, pak platí buď lj > lj�1C1 nebo lj D lj�1C1. Předpokládejme, že
nastává první případ. Potom lj � 1 > lj�1, a tedy, díky podmínce minimality v (b),
platí �kj Clj �1 > j̨ . Pokud nastává druhý případ, potom �kj Clj �1 D �kj Clj �1

� ǰ

podle (3.22). Odtud plyne �kj Clj �1 � minf j̨ ; ǰ g, a tedy

j̨ � �kj Clj D �kj Clj �1 C a�.kj Clj /

� minf j̨ ; ǰ g C a�.kj Clj /:
(3.27)

Podle Lemmatu 3.5.11 platí limj!1 minf j̨ ; ǰ g D ˛. Řada
P1

nD1 an je konver-
gentní, a tedy platí lim an D 0 (Věta 3.1.13). Užitím Lemmatu 3.5.10 obdrží-
me limn!1 a�.n/ D 0. Z věty o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.2.30) plyne
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limj!1 a�.kj Clj / D 0. Odtud, z (3.27) a z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44)
snadno dostaneme

lim
j!1

�kj Clj D ˛: (3.28)

Podle věty o vztahu limes superior, limes inferior a hromadných hodnot (Věta 2.4.22)
dostaneme nerovnost lim inf �n � ˛. Nyní dokážeme opačnou nerovnost.

Pro n 2 Aj platí

�n D �kj �1Clj �1
C

nX
iDkj �1Clj �1C1

a�.i�lj �1/ � �kj �1Clj �1
;

neboť členy a�.i�lj �1/ v předchozí sumě jsou nezáporné. Pro n 2 Bj platí

�n D �kj Clj �1
C

nX
iDkj Clj �1C1

a�.i�kj /

� �kj Clj �1
C

kj CljX
iDkj Clj �1C1

a�.i�kj / D �kj Clj ;

neboť n � kj C lj a členy a�.i�kj / v předchozí sumě jsou záporné. Pro n 2 Aj [Bj
tedy dohromady máme

�n � minf�kj �1Clj �1
; �kj Clj g: (3.29)

Pokud ˛ D �1, je nerovnost lim inf �n � ˛ zřejmá. Předpokládejme, že ˛ > �1.
Zvolme ˛0 2 R, ˛0 < ˛. K němu s pomocí (3.28) nalezneme j0 2 N takové, že

8j 2 N; j � j0 W �kj Clj > ˛
0: (3.30)

Nechť nyní n 2 N splňuje n > kj0
C lj0

. K němu existuje j 2 N, j > j0, takové, že
n 2 Aj [ Bj . Potom podle (3.29) a (3.30) platí

�n � minf�kj �1Clj �1
; �kj Clj g > ˛0:

Tím je dokázána nerovnost lim inf �n � ˛. Spolu s již dokázanou opačnou nerov-
ností lim inf �n � ˛ dostáváme rovnost lim inf �n D ˛.

Rovnost lim sup �n D ˇ.Tento vztah lze dokázat obdobně jako rovnost lim inf �n D

˛. �

Riemannovu větu (Věta 3.5.7) lze nyní snadno dokázat pomocí Věty 3.5.12.

Důkaz Věty 3.5.7. Položme ˛ D ˇ D s. Podle Věty 3.5.12 existuje bijekce � W N ! N
taková, že pro posloupnost částečných součtů přerovnané řady

P1

nD1 a�.n/ platí
lim inf �n D lim sup �n D s. Díky Větě 2.4.13 tedy máme lim �n D s, čímž je důkaz
dokončen. �
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3.6. Součin řad

Nechť a1; : : : ; an a b1; : : : ; bm jsou konečné posloupnosti reálných čísel. Pak
platí

� nX
iD1

ai

�
�

� mX
jD1

bj

�
D

X
.i;j /2f1;:::;ng�f1;:::;mg

aibj : (3.31)

V tomto oddílu ukážeme analogii vztahu (3.31) pro nekonečné řady. Je zřejmé, že
bychom měli určitým způsobem sčítat všechna čísla anbm, kde n;m 2 N. Otázkou
však je, v jakém pořadí je sčítat. Jedna možnost je patrná z následujícího obrázku.

Obrázek 2.

Zde nejprve sčítáme prvky na „diagonálách“ a dostáváme tak novou řadu, je-
jíž součet (pokud existuje) můžeme chápat jako součin řad

P1

nD1 an a
P1

mD1 bm.
Právě uvedená možnost násobení řad není jediná, patří však mezi důležitější. Její
formální definice následuje.

3.6.1. Definice. Mějme řady
P1

nD1 an a
P1

mD1 bm. Jejich Cauchyovým součinem
rozumíme řadu

P1

kD1 ck , jejíž členy jsou definovány předpisem

ck D

kX
iD1

akC1�ibi ; k 2 N:

3.6.2. Věta (Mertens). Nechť řada
P1

nD1 an absolutně konverguje a řada
P1

mD1 bm
konverguje. Pak jejich Cauchyův součin je konvergentní řada, jejíž součet je roven�P1

nD1 an
�

�
�P1

mD1 bm
�
.
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Důkaz. Pro k 2 N označme

Ak D

kX
jD1

aj ; A D

1X
jD1

aj ; QA D

1X
jD1

jaj j;

Bk D

kX
jD1

bj ; B D

1X
jD1

bj ; ˇk D Bk � B;

ck D

kX
iD1

akC1�ibi ; Ck D

kX
jD1

cj :

Pro k 2 N platí

Ck D .a1b1/C .a1b2 C a2b1/C � � � C .a1bk C � � � C akb1/

D a1.b1 C � � � C bk/C a2.b1 C � � � C bk�1/C � � � C akb1

D a1Bk C a2Bk�1 C � � � C akB1

D a1.B C ˇk/C a2.B C ˇk�1/C � � � C ak.B C ˇ1/

D .a1 C � � � C ak/B C .a1ˇk C a2ˇk�1 C � � � C akˇ1/

D AkB C .a1ˇk C a2ˇk�1 C � � � C akˇ1/

D AkB C

kX
jD1

akC1�j ǰ :

(3.32)

Pro k 2 N označme dále 
k D
Pk
jD1 akC1�j ǰ . Nyní ukážeme, že platí lim 
k D 0.

Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme k0 2 N takové, že pro každé k 2 N,
k � k0, platí jˇkj < ", neboť

P1

mD1 bm je konvergentní. Pak pro k 2 N, k > k0,
máme

j
kj D

ˇ̌̌̌
ˇ
kX

jD1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌̌
ˇ �

ˇ̌̌̌
ˇ
k0X
jD1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇ

kX
jDk0C1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌̌
ˇ

�

ˇ̌̌̌
ˇ
k0X
jD1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌̌
ˇC

kX
jDk0C1

ˇ̌
akC1�j

ˇ̌ ˇ̌
ǰ

ˇ̌

�

ˇ̌̌̌
ˇ
k0X
jD1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌̌
ˇC " �

kX
jDk0C1

ˇ̌
akC1�j

ˇ̌

�

ˇ̌̌̌
ˇ
k0X
jD1

akC1�j ǰ

ˇ̌̌̌
ˇC " QA:

(3.33)
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Podle Věty 3.1.13 platí lim ak D 0, a tedy podle Věty 2.2.30 také pro každé j 2

f1; : : : ; k0g platí limk!1 akC1�j D 0. Díky 2.3.28 dostáváme

lim
k!1

k0X
jD1

akC1�j ǰ D 0: (3.34)

Díky Větě 2.4.14, (3.33) a (3.34) pak platí lim sup j
kj � " QA. Odtud plyne, že
lim sup j
kj D 0, a tedy lim j
kj D 0. Tedy podle Věty 2.2.24 dostáváme lim 
k D 0.

Limitním přechodem v (3.32) pak dostáváme z Věty 2.2.34 rovnost
1X
kD1

ck D lim
k!1

Ck D lim
k!1

.AkB C 
k/ D AB:

Tím je důkaz dokončen. �

3.6.3. Důsledek. Cauchyův součin dvou absolutně konvergentních řad je absolut-
ně konvergentní.

Důkaz. PodleMertensovy věty (Věta 3.6.2) jeCauchyův součin řad
P1

iD1 jai j a
P1

jD1

ˇ̌
bj
ˇ̌

konvergentní řada. Pro Cauchyův součin řad
P1

iD1 ai a
P1

jD1 bj tak platí

1X
kD1

ˇ̌̌̌
ˇ
kX
iD1

akC1�ibi

ˇ̌̌̌
ˇ �

1X
kD1

 
kX
iD1

jakC1�i j jbi j

!
< 1:

Odtud plyne, že Cauchyův součin řad
P1

iD1 ai a
P1

jD1 bj absolutně konverguje.
�

Předpoklad pouhé konvergence obou řad ve Větě 3.6.2 ke konvergenci jejich
Cauchyova součinu nestačí, jak vyplývá z následujícího příkladu.

3.6.4. Příklad. Nechť an D
.�1/n

p
n
, n 2 N. Dokažte, řada

P1

nD1 an konverguje, ale
Cauchyův součin řady

P1

nD1 an se stejnou řadou
P1

nD1 an nekonverguje.

Řešení. Konvergence řady vyplývá z Leibnizova kritéria (Věta 3.3.1). Členy odpo-
vídajícího Cauchyova součinu mají pro k 2 N tvar

ck D

kX
iD1

.�1/kC1�i 1
p
k C 1 � i

.�1/i
1

p
i

D .�1/kC1

kX
iD1

1p
.k C 1 � i/i

:

Podle AG-nerovnosti (Příklad 1.8.13) dostaneme odhadp
.k C 1 � i/i �

.k C 1 � i/C i

2
D
k C 1

2
; k 2 N; i 2 f1; : : : ; kg:
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Potom pro každé k 2 N platí

jckj D

kX
iD1

1p
.k C 1 � i/i

�

kX
iD1

2

k C 1
D

2k

k C 1
:

Tedy neplatí limk!1 ck D 0. Odtud plyne, že Cauchyův součin
P1

kD1 ck nekon-
verguje, neboť není splněna nutná podmínka konvergence řady (Věta 3.1.13). |

Cauchyův součin dvou konvergentních řad tedy nemusí konvergovat. Nicmé-
ně platí následující věta, jejíž důkaz provedeme až v Kapitole 8 (vizte 8.3.5).

3.6.5.Věta (Abel). Nechť
P1

nD1 an a
P1

mD1 bm jsou konvergentní řady, jejichž Cau-
chyův součin konverguje. Pak platí

1X
kD1

� kX
iD1

akC1�ibi

�
D

� 1X
nD1

an

�
�

� 1X
mD1

bm

�
:

3.7. Zobecněné řady

Nechť I je množina a pro každé ˛ 2 I je dáno reálné číslo x˛. Je-li I koneč-
ná, pak je součet

P
˛2I x˛ dobře definován. V tomto oddílu ukážeme, že součetP

˛2I x˛ lze v jistých případech definovat i pro I nekonečnou, přičemž některé
vlastnosti obvyklé pro součet konečně mnoha čísel zůstanou v platnosti. Přístup
použitý v tomto oddílu je odlišný od způsobu, jakým jsme definovali součet neko-
nečné řady

P1

nD1 an. V definici součtu
P1

nD1 an jsme totiž podstatným způsobem
využili uspořádání sčítaných členů, zatímco pro definici součtu

P
˛2I x˛ žádné

uspořádání k dispozici nemáme. Příkladem takového součtu je
P
.n;m/2N�N x.n;m/.

3.7.1. Označení. Nechť I je množina. Potom symbolem F .I / označíme množinu
všech konečných podmnožin I .

3.7.2. Definice. Nechť I je množina a pro každé ˛ 2 I je x˛ reálné číslo. SymbolP
˛2I x˛ nazýváme zobecněnou řadou. Prvek x 2 R� nazveme součtem zobecně-

né řady
P
˛2I x˛, pokud platí

8" 2 R; " > 0 9F 2 F .I / 8F 0
2 F .I /; F 0

� F W
X
˛2F 0

x˛ 2 B.x; "/:

V takovémto případě pak píšeme
P
˛2I x˛ D x a říkáme, že zobecněná řadaP

˛2I x˛ má součet. Je-li x 2 R, je zobecněná řada
P
˛2I x˛ konvergentní. Pokud

není zobecněná řada konvergentní, říkáme, že je divergentní.
Pokud je konvergentní zobecněná řada

P
˛2I jx˛j, nazveme zobecněnou řaduP

˛2I x˛ absolutně konvergentní.

3.7.3. Poznámka. V tomto oddílu se budeme zabývat téměř výlučně zobecněnými
řadami. Pokud nebude hrozit nedorozumění budeme místo termínu „zobecněná
řada“ často psát jen „řada“.
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3.7.4. Věta (jednoznačnost součtu zobecněné řady). Řada
P
˛2I x˛ má nejvýše

jeden součet.

Důkaz. Předpokládejme, že dvě různá čísla x; y 2 R� jsou součtem řady
P
˛2I x˛.

Zvolíme " 2 R, " > 0, takové, že B.x; "/\B.y; "/ D ;. K němu nalezneme konečné
množiny F1; F2 � I splňující

8F 2 F .I /; F � F1 W
X
˛2F

x˛ 2 B.x; "/;

8F 2 F .I /; F � F2 W
X
˛2F

x˛ 2 B.y; "/:

Pak pro konečnou množinu F1 [ F2 platíX
˛2F1[F2

x˛ 2 B.x; "/ \ B.y; "/ D ;;

což je zřejmý spor. �

3.7.5. Poznámka. Symbol
P
˛2I x˛ značí jednak zobecněnou řadu, jednak součet

této řady, pokud existuje. Symbol
P
˛2I x˛ můžeme tedy používat k označení prv-

ku z R� až po ověření, že příslušná řada konverguje. S podobnou dvojznačností
jsme se již setkali u nekonečných řad.

3.7.6. Poznámka. Je-li indexová množina I konečná, pak je součet zobecněné řa-
dy

P
˛2I x˛ roven obvyklému součtu. Vskutku, je-li " 2 R, " > 0, pak můžeme

položit F D I . Potom pro každou F 0 2 F .I / splňující F 0 � F platí F 0 D I . TedyP
˛2F 0 x˛ D

P
˛2I x˛ 2 B

�P
˛2I x˛; "

�
. Pokud I D ;, pak klademe

P
˛2I x˛ D 0.

Ve shodě s touto úmluvou platí právě uvedená úvaha o zobecněném součtu i v pří-
padě, kdy je I prázdná množina.

Následující věta je obdobou Věty 3.1.20 pro zobecněné řady.

3.7.7. Věta (linearita zobecněného součtu). Nechť řady
P
˛2I x˛ a

P
˛2I y˛ mají

součet.
(a) Pokud c 2 R a výraz c

P
˛2I x˛ je definován, pak má i zobecněná řadaP

˛2I cx˛ součet a platíX
˛2I

cx˛ D c
X
˛2I

x˛:

(b) Pokud je definován výraz
P
˛2I x˛ C

P
˛2I y˛, pak má i zobecněná řadaP

˛2I .x˛ C y˛/ součet a platíX
˛2I

.x˛ C y˛/ D
X
˛2I

x˛ C
X
˛2I

y˛:

Důkaz. Označme x D
P
˛2I x˛ a y D

P
˛2I y˛.

(a) Pokud je c D 0, potom musí být x 2 R a tvrzení je téměř zřejmé. Předpo-
kládejme v dalším, že platí c ¤ 0. Rozlišíme následující případy



164 3. ČÍSELNÉ ŘADY

Případ x 2 R. Nechť " 2 R; " > 0. Nalezneme konečnou množinu F � I

takovou, že platí

8F 0
2 F .I /; F 0

� F W

ˇ̌̌̌X
˛2F 0

x˛ � x

ˇ̌̌̌
<

"

jcj
:

Pro každou množinu F 0 2 F .I /; F 0 � F , pak mámeˇ̌̌̌X
˛2F 0

cx˛ � cx

ˇ̌̌̌
D jcj

ˇ̌̌̌X
˛2F 0

x˛ � x

ˇ̌̌̌
< jcj

"

jcj
D ":

Platí tedy rovnost
P
˛2I cx˛ D cx.

Případ x D �1, c < 0. Nechť " 2 R; " > 0. Nalezneme konečnou množinu
F � I takovou, že platí

8F 0
2 F .I /; F 0

� F W
X
˛2F 0

x˛ < �
1

jcj"
:

Pro každou množinu F 0 2 F .I /; F 0 � F , pak mámeX
˛2F 0

cx˛ > �c
1

jcj"
D
1

"
:

Platí tedy rovnost
P
˛2I cx˛ D 1.

Ostatní případy lze dokázat obdobně jako v předchozím případě.
(b) Rozlišíme několik případů.
Případ x; y 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme konečné množiny

F1; F2 � I takové, že platí

8F 0
1 2 F .I /; F 0

1 � F1 W

ˇ̌̌̌
ˇX
˛2F 0

1

x˛ � x

ˇ̌̌̌
ˇ < "

2
;

8F 0
2 2 F .I /; F 0

2 � F2 W

ˇ̌̌̌
ˇX
˛2F 0

2

y˛ � y

ˇ̌̌̌
ˇ< "

2
:

Položme F D F1[F2. Pro každou konečnou množinu F 0 � I obsahující F dostá-
váme ˇ̌̌̌

ˇX
˛2F 0

.x˛ C y˛/ � .x C y/

ˇ̌̌̌
ˇ �

ˇ̌̌̌
ˇX
˛2F 0

x˛ � x

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇX
˛2F 0

y˛ � y

ˇ̌̌̌
ˇ < ":

Tímto je požadovaná rovnost dokázána.
Případ x D 1, y 2 R. Chceme dokázat, že platí

P
˛2I .x˛ C y˛/ D 1. Pro dané

" 2 R, " > 0, nalezneme konečnou množinu F1 � I takovou, že platí

8F 0
1 2 F .I /; F 0

1 � F1 W
X
˛2F 0

1

x˛ >
1

"
� y C 1: (3.35)
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Dále nalezneme konečnou množinu F2 � I takovou, že platí

8F 0
2 2 F .I /; F 0

2 � F2 W

ˇ̌̌̌
ˇX
˛2F 0

2

y˛ � y

ˇ̌̌̌
ˇ < 1:

Pak máme
8F 0

2 2 F .I /; F 0
2 � F2 W

X
˛2F 0

2

y˛ > y � 1: (3.36)

Položíme F D F1 [F2. Pak pro každou konečnou množinu F 0 � I obsahující
F dostáváme díky (3.35) a (3.36) nerovnostX

˛2F 0

.x˛ C y˛/ D
X
˛2F 0

x˛ C
X
˛2F 0

y˛ >
1

"
� y C 1C y � 1 D

1

"
:

Tím je požadovaná rovnost pro případ x D 1, y 2 R dokázána. Ve zbývajících
případech lze postupovat obdobně. Příslušné důkazy již uvádět nebudeme. �

3.7.8. Věta (vlastnosti zobecněného součtu). Pro zobecněnou řadu
P
˛2I x˛ platí

následující tvrzení.
(a) Jsou-li čísla x˛, ˛ 2 I , nezáporná, pak

P
˛2I x˛ má součet a platíX

˛2I

x˛ D sup
�X
˛2F

x˛I F 2 F .I /

�
: (3.37)

(b) Zobecněné řady
P
˛2I jx˛j,

P
˛2I x

C
˛ ,
P
˛2I x

�
˛ mají vždy součet a platíX

˛2I

jx˛j D
X
˛2I

xC
˛ C

X
˛2I

x�
˛ : (3.38)

(c) Zobecněná řada
P
˛2I x˛ má součet právě tehdy, když je definován výrazP

˛2I x
C
˛ �

P
˛2I x

�
˛ . V tomto případě pak platíX
˛2I

x˛ D
X
˛2I

xC
˛ �

X
˛2I

x�
˛ : (3.39)

Důkaz. (a) Nechť x˛, ˛ 2 I , jsou nezáporná čísla. Označme

s D sup
�X
˛2F

x˛I F 2 F .I /

�
:

Ukážeme, že platí
P
˛2I x˛ D s. Nejprve si povšimneme, že platí

8F 2 F .I / W
X
˛2F

x˛ � s: (3.40)

Mějme nyní dáno libovolné s0 2 R, s0 < s. Z definice suprema nalezneme konečnou
množinu F � I takovou, že

P
˛2F x˛ > s

0. Pak pro libovolnou konečnoumnožinu
F 0 � I obsahující F platí X

˛2F 0

x˛ �
X
˛2F

x˛ > s
0:

Odtud a z (3.40) již snadno dostaneme rovnost
P
˛2I x˛ D s.
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(b) Díky (a) mají zobecněné řady
P
˛2I jx˛j,

P
˛2I x

C
˛ ,
P
˛2I x

�
˛ vždy součet.

Rovnost (3.38) plyne z Věty 3.7.7(b), neboť jx˛j D xC
˛ C x�

˛ a součet
P
˛2I x

C
˛ CP

˛2I x
�
˛ je definován.

(c) Položme P D f˛ 2 I I x˛ � 0g, M D f˛ 2 I I x˛ < 0g, p D
P
˛2I x

C
˛

a m D
P
˛2I x

�
˛ . Dokážeme nejprve, že platí

p D
X
˛2P

x˛ a m D �
X
˛2M

x˛: (3.41)

Zřejmě platí rovnosti�X
˛2F

xC
˛ I F 2 F .I /

�
D

�X
˛2F

x˛I F 2 F .P /

�
; (3.42)�X

˛2F

x�
˛ I F 2 F .I /

�
D

�
�
X
˛2F

x˛I F 2 F .M/

�
; (3.43)

a tedy mámeX
˛2I

xC
˛ D sup

�X
˛2F

xC
˛ I F 2 F .I /

�
D sup

�X
˛2F

x˛I F 2 F .P /

�
(podle (3.42))

D
X
˛2P

x˛ D p;

X
˛2I

x�
˛ D sup

�X
˛2F

x�
˛ I F 2 F .I /

�
D sup

�X
˛2F

�x˛I F 2 F .M/

�
(podle (3.43))

D
X
˛2M

�x˛ (podle již dokázané části (a))

D �
X
˛2M

x˛ D m: (podle Věty 3.7.7(a))

) Nejprve dokážeme, že rozdíl p � m je dobře definován. Pro spor před-
pokládejme, že tomu tak není, tj. p D m D 1. Nechť F � I je konečná. Z (3.41)
plyne

sup
�X
˛2G

x˛I G 2 F .P n F /

�
D 1;

a tedy existuje konečná množina G1 � P n F taková, žeX
˛2G1

x˛ > �
X
˛2F

x˛ C 1:
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Z (3.41) dále plyne

inf
�X
˛2G

x˛I G 2 F .M n F /

�
D �1;

a tedy existuje konečná množina G2 � M n F taková, žeX
˛2G2

x˛ < �
X
˛2F

x˛ � 1:

Položíme F1 D F [G1 a F2 D F [G2. Pro každou konečnou množinu F � I jsme
tedy nalezli F1; F2 2 F .I /, které obsahují F a splňují

P
˛2F1

x˛ > 1 a
P
˛2F2

x˛ <

�1. Toto je ale ve sporu s předpokladem existence součtu řady
P
˛2I x˛. Rozdíl

p �m je tedy dobře definován.
( Řada

P
˛2I x˛ konverguje podle Věty 3.7.7.

Rovnost (3.39) plyne z právě dokázané ekvivalence a Věty 3.7.7, neboť x˛ D

xC
˛ C .�1/ � x�

˛ ; ˛ 2 I . �

Z Věty 3.7.8(a) snadno plyne následující analogie srovnávacího kritéria z Vě-
ty 3.2.2.

3.7.9. Věta (srovnávací kritérium pro zobecněné řady). Nechť
P
˛2I x˛ a

P
˛2I y˛

jsou zobecněné řady s nezápornými členy a nechť platí y˛ � x˛ pro každé ˛ 2

I . Potom součty řad existují a platí
P
˛2I y˛ �

P
˛2I x˛: Jestliže tedy navíc řadaP

˛2I x˛ konverguje, pak konverguje i řada
P
˛2I y˛.

Důkaz. Existence součtů obou řad plyne z Věty 3.7.8(a). Z nerovností 0 � y˛ � x˛,
˛ 2 I , dostáváme

0 � sup
�X
˛2F

y˛I F 2 F .I /

�
� sup

�X
˛2F

x˛I F 2 F .I /

�
:

Odtud pomocí Věty 3.7.8(a) ihned plyne dokazovaná nerovnost. Z ní pak snadno
vyplývá i tvrzení o konvergenci. �

3.7.10. Věta (absolutní konvergence zobecněné řady). Řada
P
˛2I x˛ je konver-

gentní právě tehdy, když je absolutně konvergentní.

Důkaz. ) Podle Věty 3.7.8(c) řady
P
˛2I x

C
˛ a

P
˛2I x

�
˛ konvergují, a proto kon-

verguje podle Věty 3.7.8(b) i řada
P
˛2I jx˛j.

( Pro každé ˛ 2 I platí nerovnosti 0 � xC
˛ � jx˛j a 0 � x�

˛ � jx˛j, a proto
podle Věty 3.7.9 řady

P
˛2I x

C
˛ a

P
˛2I x

�
˛ konvergují. Podle Věty 3.7.8(c) konver-

guje tedy i řada
P
˛2I x˛. �

3.7.11.Věta (přerovnání zobecněné řady). Nechťmá zobecněná řada
P
˛2I x˛ sou-

čet a � W I ! I je bijekce. Potom má součet i řada
P
˛2I x�.˛/ a platí

P
˛2I x˛ DP

˛2I x�.˛/.
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Důkaz. Označme s součet řady
P
˛2I x˛. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme

konečnou množinu F � I takovou, že

8F 0
2 F .I /; F 0

� F W
X
˛2F 0

x˛ 2 B.s; "/:

Položme G D ��1.F / a vezměme libovolnou konečnou množinu G0 � I obsahu-
jící G. Pak množina F 0 D �.G0/ je konečná, obsahuje F a platíX

˛2G0

x�.˛/ D
X
˛2F 0

x˛ 2 B.s; "/:

Tedy
P
˛2I x�.˛/ D s. �

3.7.12. Věta. Nechť zobecněná řada
P
˛2I x˛ konverguje. Potom je množina f˛ 2

I I x˛ ¤ 0g spočetná.

Důkaz. Řada
P
˛2I x˛ je absolutně konvergentní dle Věty 3.7.10. Označme s DP

˛2I jx˛j. Pro n 2 N položme

In D

�
˛ 2 I I jx˛j �

1

n

�
:

Máme-li pak libovolnou konečnou množinu F � In, platí pro počet jejích prvků
odhad

jF j D
X
˛2F

1 D n
X
˛2F

1

n
� n

X
˛2F

jx˛j � ns:

Tedy i sama množina In má nejvýše ns prvků, a je tedy konečná. Proto je podle
Věty 1.6.21(b) množina f˛ 2 I I jx˛j > 0g D

S1

nD1 In spočetná. �

3.7.13. Poznámka. Nechť
P
˛2I x˛ je konvergentní zobecněná řada. Z důkazu tvr-

zení Věty 3.7.12 plyne, že pro pro každé c 2 R; c > 0, je množina f˛ 2 I I jx˛j > cg

konečná. Tuto vlastnost můžeme chápat jako analogii Věty 3.1.13 pro konvergent-
ní zobecněné řady.

Pro množinu reálných čísel fxnI n 2 Ng máme nyní dva různé pojmy součtu
jejích prvků. Totiž součet definovaný jako limita částečných součtů a součet zo-
becněné řady z Definice 3.7.2. Symboly

P1

nD1 xn a
P
n2N xn pro příslušné součty

rozlišují použité metody. Následující věta ukazuje jejich vzájemný vztah.

3.7.14. Věta (zobecněný součet na N). Nechť fxng je posloupnost.
(a) Zobecněná řada

P
n2N xn je konvergentní právě tehdy, když řada

P1

nD1 xn
je absolutně konvergentní.

(b) Jestliže má zobecněná řada
P
n2N xn součet, má ho i řada

P1

nD1 xn a tyto
součty se rovnají.

Důkaz. (a) ) Podle Věty 3.7.10 konverguje řada
P
n2N xn absolutně. Podle Vě-

ty 3.7.8(a) to znamená, že

sup

(X
n2F

jxnjI F 2 F .N/

)
< 1;
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tedy, dle definice suprema,

sup

(
mX
nD1

jxnjI m 2 N

)
< 1:

Zposlední nerovnosti plyne, že řada
P1

nD1 jxnj je konvergentní, a tedy řada
P1

nD1 xn
je absolutně konvergentní.

( Platí

sup

(
mX
nD1

jxnjI m 2 N

)
< 1;

a tedy

sup

(X
n2F

jxnjI F 2 F .N/

)
< 1:

Podle Věty 3.7.8(a) je řada
P
n2N xn absolutně konvergentní, a tedy konvergentní

podle Věty 3.7.10.
(b) Předpokládejme nejprve, že řada

P
n2N xn je konvergentní. Potom podle

již dokázaného tvrzení (a) je
P1

nD1 xn absolutně konvergentní, a tedy konvergent-
ní. Označme s D

P1

nD1 xn. Dokážeme rovnost s D
P
n2N xn. Zvolme " 2 R, " > 0.

Řada
P1

nD1 xn konverguje a řada
P1

nD1 jxnj splňuje Bolzanovu–Cauchyovu pod-
mínku konvergence řady (Věta 3.1.15). Můžeme tedy nalézt n0 2 N takové, že pro
každé n 2 N, n � n0, platíˇ̌̌̌

s �

nX
iD1

xi

ˇ̌̌̌
< " a

nX
iDn0

jxi j < ":

Položme nyní F D f1; : : : ; n0g a nechť F 0 � N je konečná množina obsahující
F . Označme F 00 D fi 2 F 0I i > n0g. Pak pro F 0 máme odhadˇ̌̌̌

s �
X
i2F 0

xi

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
s �

n0X
iD1

xi �
X
i2F 00

xi

ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌̌
s �

n0X
iD1

xi

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ X
i2F 00

xi

ˇ̌̌̌

�

ˇ̌̌̌
s �

n0X
iD1

xi

ˇ̌̌̌
C
X
i2F 00

jxi j

�

ˇ̌̌̌
s �

n0X
iD1

xi

ˇ̌̌̌
C

maxF 0X
iDn0C1

jxi j < 2":

Tedy
P
n2N xn D x.

Nyní předpokládejme, že
P
n2N xn D 1. Zvolme K 2 R. K němu nalezneme

konečnou množinu F � N takovou, že platí

8F 0
2 F .I /; F 0

� F W
X
n2F 0

xn > K:
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Položíme n0 D maxF . Pak pro každé n 2 N, n � n0, dostáváme F � f1; : : : ; ng,
a tedy

Pn
iD1 xi > K. Tím jsme ukázali, že částečné součty řady

P1

nD1 xn konvergují
k 1.

Konečně je-li
P
n2N xn D �1, pak díky Větě 3.7.7(a) platí

P
n2N.�xn/ D 1,

a tedy víme z předešlého, že
P1

nD1.�xn/ D 1. Z Věty 3.1.20(a) plyne
P1

nD1 xn D

�1. �

3.7.15. Obrácená implikace v tvrzení Věty 3.7.14(b) neplatí. Přesněji, konvergent-
ní řada nemusí mít zobecněný součet. Stačí uvažovat libovolnou neabsolutně kon-
vergentní řadu

P1

nD1 xn. Ta nemůžemít zobecněný součet.Kdyby totiž s D
P
n2N xn,

pak i s D
P1

nD1 xn podle Věty 3.7.14(b). Pomocí Riemannovy věty (Věta 3.5.7)
bychom nalezli bijekci � W N ! N takovou, že

P1

nD1 x�.n/ ¤ s. Podle Věty 3.7.11
ale platí

P
n2N x�.n/ D s. Opět z Věty 3.7.14(b) máme

P1

nD1 x�.n/ D s, což je spor.

3.7.16.Věta (součin zobecněných řad). Nechť zobecněné řady
P
˛2I x˛ a

P
ˇ2J yˇ

konvergují. Potom konverguje i zobecněná řada
P
.˛;ˇ/2I�J x˛yˇ a platí

X
.˛;ˇ/2I�J

x˛yˇ D

�X
˛2I

x˛

�
�

�X
ˇ2J

yˇ

�
:

Důkaz. Označme

x D
X
˛2I

x˛; y D
X
ˇ2J

yˇ

a

A D
X
˛2I

jx˛j; B D
X
ˇ2J

jyˇ j:

Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme konečné množiny F1 � I a F2 � J

takové, že platí

8F 0
1 2 F .I /; F 0

1 � F1 W

ˇ̌̌̌ X
˛2F 0

1

jx˛j � A

ˇ̌̌̌
< " ^

ˇ̌̌̌ X
˛2F1

x˛ � x

ˇ̌̌̌
< "; (3.44)

8F 0
2 2 F .J /; F 0

2 � F2 W

ˇ̌̌̌ X
ˇ2F 0

2

jyˇ j � B

ˇ̌̌̌
< " ^

ˇ̌̌̌ X
˛2F2

yˇ � y

ˇ̌̌̌
< ": (3.45)

Položme F D F1�F2. Zvolme konečnou množinu F 0 � I �J takovou, že F � F 0.
Nalezneme konečné množiny F 0

1 � I a F 0
2 � J , takové, že F 0 � F 0

1 � F 0
2. PlatíX

.˛;ˇ/2F1�F2

x˛yˇ D
X
˛2F1

x˛ �
X
ˇ2F2

yˇ ;
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a tedyˇ̌̌̌
ˇ̌ X
.˛;ˇ/2F 0

x˛yˇ � xy

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ X
.˛;ˇ/2F 0

x˛yˇ �
X

.˛;ˇ/2F1�F2

x˛yˇ C
X
˛2F1

x˛ �
X
ˇ2F2

yˇ � xy

ˇ̌̌̌
ˇ

�

ˇ̌̌̌
ˇ X
.˛;ˇ/2F 0

x˛yˇ �
X

.˛;ˇ/2F1�F2

x˛yˇ

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇX
˛2F1

x˛ �
X
ˇ2F2

yˇ � xy

ˇ̌̌̌
ˇ:

(3.46)

Odhadněme nejprve první člen. Mámeˇ̌̌̌
ˇ X
.˛;ˇ/2F 0

x˛yˇ �
X

.˛;ˇ/2F1�F2

x˛yˇ

ˇ̌̌̌
ˇ �

X
.˛;ˇ/2F 0n.F1�F2/

jx˛yˇ j

�
X

˛2F 0
1

nF1; ˇ2F 0
2

jx˛yˇ j C
X

˛2F 0
1
; ˇ2F 0

2
nF2

jx˛yˇ j

D
X

˛2F 0
1

nF1

jx˛j
X
ˇ2F 0

2

jyˇ j C
X
˛2F 0

1

jx˛j
X

ˇ2F 0
2

nF2

jyˇ j

� "B C A":

Nyní odhadneme druhý člen na pravé straně (3.46). Platíˇ̌̌̌
ˇX
˛2F1

x˛ �
X
ˇ2F2

yˇ � xy

ˇ̌̌̌
ˇ �

ˇ̌̌̌
ˇX
˛2F1

x˛ �

 X
ˇ2F2

yˇ � y

!
C

 X
˛2F1

x˛ � x

!
� y

ˇ̌̌̌
ˇ

�
X
˛2F1

jx˛j �

ˇ̌̌̌
ˇ X
ˇ2F2

yˇ � y

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇX
˛2F1

x˛ � x

ˇ̌̌̌
ˇ� jyj

� A"C " jyj :

Tedy celkemˇ̌̌̌
ˇ̌ X
.˛;ˇ/2F 0

x˛yˇ � xy

ˇ̌̌̌
ˇ̌ � "B C A"C A"C " jyj D ".2AC B C jyj/:

Odtud plyne tvrzení. �

3.7.17. Věta (asociativita zobecněného součtu). Nechť J je množina a fIˇ I ˇ 2

J g je systém množin splňující Iˇ \ Iˇ 0 D ; pro různé indexy ˇ; ˇ0 2 J . Nechť
I D

S
ˇ2J Iˇ a zobecněná řada

P
˛2I x˛ konverguje. Potom pro každé ˇ 2 J řadaP

˛2Iˇ
x˛ konverguje. Označíme-li yˇ D

P
˛2Iˇ

x˛ pro ˇ 2 J , pak řada
P
ˇ2J yˇ

konverguje a platí
P
˛2I x˛ D

P
ˇ2J yˇ .
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Důkaz. Zvolme ˇ 2 J . Podle Věty 3.7.10 je řada
P
˛2I jx˛j konvergentní. Pomo-

cí (3.37) odhadneme

0 �
X
˛2Iˇ

jx˛j �
X
˛2I

jx˛j < 1:

Odtud plyne, že i řada
P
˛2Iˇ

jx˛j konverguje. Tedy dle Věty 3.7.10 řada
P
˛2Iˇ

x˛

konverguje. Čísla yˇ , ˇ 2 J , jsou tedy dobře definována.
Označme

P
˛2I x˛ D x. Nyní dokážeme rovnost

P
ˇ2J yˇ D x. Je-li I D ;,

pak pro každé ˇ 2 J platí Iˇ D ;, takže yˇ D 0. Potom mámeX
ˇ2J

yˇ D
X
ˇ2J

0 D
X
˛2I

x˛ D 0:

Nechť I ¤ ;. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme konečnou neprázdnou
množinu F � I takovou, že

8F 0
2 F .I /; F 0

� F W

ˇ̌̌̌X
˛2F 0

x˛ � x

ˇ̌̌̌
<
"

2
: (3.47)

OznačmeG D fˇ 2 J I F \Iˇ ¤ ;g. MnožinaG je konečná, neboť systém fIˇ I ˇ 2

J g je disjunktní a množina F je konečná. Nechť G0 2 F .J /, G0 � G. Počet prvků
G0 označme n. Pro každé ˇ 2 G0 nalezneme konečnou množinu Fˇ � Iˇ takovou,
že

8F 0
2 F .Iˇ /; F

0
� Fˇ W

ˇ̌̌̌X
˛2F 0

x˛ � yˇ

ˇ̌̌̌
<

"

2n
: (3.48)

Položme F � D F [
S
ˇ2G0 Fˇ . Množina F � je konečná. Dále platí F � �

S
ˇ2G0 Iˇ ,

neboť F �
S
ˇ2G Iˇ �

S
ˇ2G0 Iˇ . Potom platíˇ̌̌̌ X

ˇ2G0

yˇ � x

ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌̌ X
ˇ2G0

yˇ �
X
˛2F �

x˛

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ X
˛2F �

x˛ � x

ˇ̌̌̌

�

ˇ̌̌̌ X
ˇ2G0

�
yˇ �

X
˛2F �\Iˇ

x˛

�ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ X
˛2F �

x˛ � x

ˇ̌̌̌

�
X
ˇ2G0

ˇ̌̌̌
yˇ �

X
˛2F �\Iˇ

x˛

ˇ̌̌̌
C

ˇ̌̌̌ X
˛2F �

x˛ � x

ˇ̌̌̌
:

(3.49)

Dále zřejmě platí F � F �, a tedy podle (3.47)ˇ̌̌̌ X
˛2F �

x˛ � x

ˇ̌̌̌
<
"

2
:

Pro ˇ 2 G0 platí Fˇ � F � \ Iˇ , a proto podle (3.48) platíˇ̌̌̌
yˇ �

X
˛2F �\Iˇ

x˛

ˇ̌̌̌
<

"

2n
:
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Z těchto dvou odhadů a z (3.49) pak plyneˇ̌̌̌ X
ˇ2G0

yˇ � x

ˇ̌̌̌
< n �

"

2n
C
"

2
D ";

čímž je tvrzení dokázáno. �

3.7.18. Věta (Bolzanova–Cauchyova podmínka pro zobecněné řady). Zobecněná
řada

P
˛2I x˛ konverguje právě tehdy, když platí

8" 2 R; " > 0 9F 2 F .I / 8F 0
2 F .I /; F 0

\ F D ;W

ˇ̌̌̌X
˛2F 0

x˛

ˇ̌̌̌
< ": (3.50)

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že řada
P
˛2I x˛ konverguje a její součet je roven

x 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme konečnou množinu F � I

takovou, že pro každou konečnoumnožinuF 00 � I obsahujícíF platí j
P
˛2F 00 x˛�

xj < "
2
. Pro konečnou množinu F 0 � I disjunktní s F pak platíˇ̌̌̌
ˇX
˛2F 0

x˛

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2F[F 0

x˛ �
X
˛2F

x˛

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2F[F 0

x˛ � x C x �
X
˛2F

x˛

ˇ̌̌̌
ˇ

�

ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2F[F 0

x˛ � x

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇx �

X
˛2F

x˛

ˇ̌̌̌
ˇ < "

2
C
"

2
D ";

tedy podmínka (3.50) je splněna.
Nyní předpokládejme, že řada

P
˛2I x˛ splňuje podmínku (3.50). Nechť n 2

N. Pak pomocí podmínky (3.50) pro " D
1
n
nalezneme konečnou množinu Fn � I

takovou, že

8F 0
2 F .I /; F 0

\ Fn D ;W

ˇ̌̌̌X
˛2F 0

x˛

ˇ̌̌̌
<
1

n
: (3.51)

Označme yn D
P
˛2Fn

x˛, n 2 N. Ukážeme, že fyng je cauchyovská posloupnost
reálných čísel. Pro každé n;m 2 N platí

jym � ynj D

ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2Fm

x˛ �
X
˛2Fn

x˛

ˇ̌̌̌
ˇ �

ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2FmnFn

x˛

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2FnnFm

x˛

ˇ̌̌̌
ˇ:

ProtožeFmnFn je konečnámnožina disjunktní sFn, dostáváme podle (3.51) odhadˇ̌̌P
˛2FmnFn

x˛

ˇ̌̌
< 1

n
. Obdobně dostaneme odhad

ˇ̌̌P
˛2FnnFm

x˛

ˇ̌̌
< 1

m
. Tedy pro

každém; n 2 N máme jym�ynj < 1
n

C
1
m
. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme

n0 2 N takové, že 1
n0
< "

2
. Potom pro každá m; n 2 N, m � n0, n � n0, platí

jym � ynj <
1

n
C
1

m
�

1

n0
C

1

n0
<
"

2
C
"

2
D ":

Tudíž je posloupnost fyng cauchyovská.
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Díky Větě 2.4.26 tedy existuje x 2 R takové, že lim yn D x. Ukážeme, že platíP
˛2I x˛ D x. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že 1

n0
< "

2

a jyn0
� xj < "

2
. Nechť F 0 � I je konečná množina obsahující Fn0

. Potom platí

ˇ̌̌̌
ˇX
˛2F 0

x˛ � x

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2Fn0

x˛ C
X

˛2F 0nFn0

x˛ � x

ˇ̌̌̌
ˇ

�

ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2Fn0

x˛ � x

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2F 0nFn0

x˛

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇyn0

� x

ˇ̌̌̌
ˇC

ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2F 0nFn0

x˛

ˇ̌̌̌
ˇ:

Podle (3.51) platí ˇ̌̌̌
ˇ X
˛2F 0nFn0

x˛

ˇ̌̌̌
ˇ < 1

n0
<
"

2
:

Tedy celkem dostaneme

ˇ̌̌̌
ˇX
˛2F 0

x˛ � x

ˇ̌̌̌
ˇ< "

2
C
"

2
D ":

Podle Definice 3.7.2 tedy
P
˛2I x˛ D x. �

3.7.19. Příklad. Dokažte, že
P
.n;m/2N�N

1
n2Cm2 D 1.

Řešení. Protože řada sestává z nezáporných čísel, má součet. Pro přirozené číslo
j 2 N odhadneme částečný součet přes indexovou množinu

Ij D fj C 1; : : : ; 2j g � fj C 1; : : : ; 2j g;

tedy

X
.n;m/2Ij

1

n2 Cm2
D

2jX
mDjC1

2jX
nDjC1

1

n2 Cm2
�

2jX
mDjC1

2jX
nDjC1

1

8j 2

D j 2 �
1

8j 2
D
1

8
:

(3.52)
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Potom množiny I2j , j 2 N, jsou disjunktní, a proto můžeme odhadnoutX
.n;m/2N�N

1

n2 Cm2
� sup
k2N

X
.n;m/2

Sk
j D1 I2j

1

n2 Cm2
(vizte definici zobecněné řady)

D sup
k2N

kX
jD1

X
.n;m/2I

2j

1

n2 Cm2
(disjunktnost I2j , j 2 N)

� sup
k2N

kX
jD1

1

8
D sup
k2N

k

8
D 1: (vizte (3.52))

|

3.7.20. Příklad. Dokažte, že zobecněná řada
P
.n;m/2N�N

1
n3Cm3 je konvergentní.

Řešení. Položme

Nk D f.n;m/ 2 N � NI maxfm; ng D kg; k 2 N:

Potom je počet prvků množiny Nk pro každé k 2 N roven 2k � 1. Pro k 2 N tedy
odhadnemeX

.n;m/2Nk

1

n3 Cm3
�

X
.n;m/2Nk

1

maxfm; ng3
D

X
.n;m/2Nk

1

k3
D
2k � 1

k3
:

Nechť F � N � N je libovolná konečná množina. Nalezneme p 2 N takové, že
F �

Sp

kD1
Nk , a dostanemeX

.n;m/2F

1

n3 Cm3
�

X
.n;m/2

Sp

kD1
Nk

1

n3 Cm3
D

pX
kD1

X
.n;m/2Nk

1

n3 Cm3

D

pX
kD1

2k � 1

k3
�

1X
kD1

2k � 1

k3
:

Řada
P1

kD1
2k�1
k3 konverguje podle limitního srovnávacího kritéria (Věta 3.2.5)

srovnáním s konvergentní řadou
P1

kD1
1
k2 . Z (3.37) tedy mámeX

.n;m/2N�N

1

n3 Cm3
�

1X
kD1

2k � 1

k3
< 1:

|

3.7.21. Příklad. NechťQ značí množinu všech racionálních čísel z intervalu .0; 1/.
Dokažte, že

P
q2Q q D 1.

Řešení. Protože racionálních čísel větších jak 1
2
je nekonečně mnoho, je množina

fq 2 QI q > 1
2
g nekonečná, a tedy daná řada diverguje podle Poznámky 3.7.13.

Protože je tvořena kladnými čísly, platí
P
q2Q q D 1 dle Věty 3.7.8(a). |
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3.8. Teoretické příklady k číselným řadám

3.8.1. Řady s nezápornými členy.

3.8.1. Příklad (Raabeovo kritérium). Nechť
P1

nD1 an má kladné členy. Dokažte
následující tvrzení.

(a) Jestliže lim infn. an

anC1
� 1/ > 1, pak je řada

P1

nD1 an konvergentní.
(b) Jestliže existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí n. an

anC1
�

1/ � 1, pak je řada
P1

nD1 an divergentní.
(c) Jestliže lim supn. an

anC1
� 1/ < 1, pak je řada

P1

nD1 an divergentní.

Řešení. (a) Nalezneme q 2 .1;1/ a n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0,
platí

n.
an

anC1

� 1/ � q;

a tedy
nan � .nC 1/anC1 � .q � 1/anC1:

Proto pro každé n 2 N, n > n0, platí

n0an0
> n0an0

� nan D

n�1X
kDn0

.kak � .k C 1/akC1/ � .q � 1/

n�1X
kDn0

akC1:

Tedy pro každé n 2 N, n � n0, platí

nX
kDn0C1

ak D

n�1X
kDn0

akC1 �
n0an0

q � 1
:

To ale znamená, že posloupnost částečných součtů řady
P1

nD1 an je shora omezená,
a tedy je tato řada konvergentní.

(b) Pro každé n 2 N, n � n0, platí

an

anC1

� 1C
1

n
D
nC 1

n
:

Tedy pro každé n 2 N, n > n0 platí

anC1 �
n

nC 1
an �

n

nC 1

n � 1

n
an�1

D
n � 1

nC 1
an�1 � � � � �

n0

nC 1
an0

:

Protože je řada
P1

kDn0

n0

kC1
an0

divergentní, ze srovnávacího kritéria (vizte Větu 3.2.2)
plyne, že řada

P1

kDn0C1 akC1 je divergentní, a tedy je divergentní i řada
P1

kD1 ak.
(c) Tvrzení plyne z již dokázaného tvrzení (b). |
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3.8.2. Příklad. Nechť
P
an a

P
bn jsou řady s kladnými členy. Nechť existuje

n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí
anC1

an
�

bnC1

bn
. Předpokládejme,

že řada
P
bn je konvergentní. Dokažte, že pak je konvergentní i řada

P
an.

Dokažte pomocí tohoto tvrzení d’Alambertovo kritérium 3.2.11(c), (d).

Řešení. Nechť n 2 N, n � n0. Pak dle předpokladu platí

an

an0

D
an

an�1

�
an�1

an�2

� � �
an0C1

an0

�
bn

bn�1

�
bn�1

bn�2

� � �
bn0C1

bn0

D
bn

bn0

:

Dostáváme tak an �
an0

bn0

bn. Konverguje-li tedy řada
P
bn, konverguje i řada

P an0

bn0

bn,
a tedy podle Věty 3.2.2 i řada

P
an.

Předpokládejme nyní, že řada
P
an má kladné členy a lim anC1

an
D q, kde q 2

Œ0; 1/. Díky Větě 2.2.42 existuje n0 2 N takové, že anC1

an
� q pro každé n 2 N, n �

n0. Pak máme anC1

an
�

qnC1

qn , přičemž řada
P
qn konverguje (vizte Příklad 3.1.8).

Podle výše dokázaného tvrzení řada
P
an konverguje.

Případ, kdy lim anC1

an
D q, kde q > 1, lze dokázat analogicky. |

3.8.3. Příklad. Nechť
P1

nD1 an je divergentní řada s kladnými členy a fsng je po-
sloupnost jejích částečných součtů. Ukažte, že řada

P1

nD1
an

sn
diverguje.

Řešení. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že řada
P1

nD1
an

sn
konverguje.

Pak splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmínku podle Věty 3.1.15. Pro " D
1
2
na-

lezneme n0 2 N takové, že

8n;m 2 N; n0 � n � m W

mX
kDn

ak

sk
<
1

2
: (3.53)

Posloupnost fskg je rostoucí a platí lim sk D 1. Snadno tedy dostaneme lim sk�sn0

sk
D

lim
�
1 �

sn0

sk

�
D 1. Existuje tedy m0 2 N, m0 � n0, takové, že

sm0
�sn0

sm0

> 1
2
. Potom

platí
m0X

kDn0C1

ak

sk
�

1

sm0

m0X
kDn0C1

ak D
sm0

� sn0

sm0

>
1

2
;

což je ale spor s (3.53). |

3.8.4. Příklad. Nechť
P1

nD1 an je divergentní řada s kladnými členy. Dokažte, že
existuje posloupnost fbng taková, že

P1

nD1 bn D 1 a lim bn

an
D 0.
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Řešení. Pro n 2 N položíme bn D
an

sn
, kde sn je n-tý částečný součet řady

P1

nD1 an.
Řada

P1

nD1 bn diverguje podle Příkladu 3.8.3. Řada
P1

nD1 an diverguje a má klad-
né členy, proto platí lim sn D 1. Odtud dostáváme

lim
n!1

bn

an
D lim
n!1

1

sn
D 0:

|

3.8.5. Příklad. Nechť fcng je posloupnost splňující lim cn D 1. Dokažte, že exis-
tuje konvergentní řada

P1

nD1 bn s kladnými členy taková, že řada
P1

nD1 cnbn diver-
guje.

Řešení. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že všechny členy posloup-
nosti fcng jsou větší než 1. Nalezneme rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg

splňující
8k 2 N 8n 2 N; n � nk W cn � k C 1:

Položme n0 D 0. Pro každé n 2 N nalezneme jednoznačně určené k 2 N takové,
že nk�1 < n � nk a definujeme

bn D
1

cn
�

1

k.nk � nk�1/
:

Nechť fsng je posloupnost částečných součtů řady
P
bn. Pak platí bn �

1
k

�
1

k.nk�nk�1/
.

Pak pro každé l 2 N platí

snl
D

nlX
nD1

bn D

lX
kD1

nkX
nDnk�1C1

bn �

lX
kD1

nkX
nDnk�1C1

1

k2.nk � nk�1/

D

lX
kD1

1

k2
�

1X
kD1

1

k2
< 1:

Posloupnost fsnl
g1
lD1

je omezená a posloupnost fsng je rostoucí, a tedy je i posloup-
nost fsng omezená. Odtud plyne, že řada

P
bn je konvergentní. Dále platí pro kaž-

dé l 2 N
nlX
nD1

cnbn D

lX
kD1

nkX
nDnk�1C1

cnbn D

lX
kD1

nkX
nDnk�1C1

1

k.nk � nk�1/

D

lX
kD1

1

k
:

Tedy
1X
nD1

cnbn �

1X
kD1

1

k
D 1:

Tím je tvrzení dokázáno. |
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Následující příklad ukazuje, že limitní srovnávací kritérium pro konvergenci
řad (Věta 3.2.5) neplatí bez předpokladu nezápornosti zadaných řad.

3.8.6. Příklad. Dokažte, že existuje konvergentní řada
P1

nD1 an a divergentní řadaP1

nD1 bn splňující lim
an

bn
D 1.

Řešení. Položme an D
.�1/n

p
n

a bn D
.�1/n

p
n

C
1
n
. Řada

P1

nD1 an konverguje podle
Leibnizova kritéria (Věta 3.3.1) a řada

P1

nD1 bn diverguje, neboť je součtem kon-
vergentní řady

P1

nD1 an a divergentní řady
P1

nD1
1
n
. Dále platí

lim
an

bn
D lim
n!1

.�1/n
p
n

.�1/n
p
n

C
1
n

D lim
n!1

1

1C
.�1/n

p
n

D 1:

|

3.8.7. Příklad. Dokažte, že platí

e D

1X
nD0

1

nŠ
:

Řešení. Pro n 2 N označme an D .1 C
1
n
/n a sn D

Pn
kD0

1
kŠ
. Podle Definice 2.4.6

potom platí e D lim an. Dokážeme nejprve, že pro každé n 2 N platí an � sn. Pro
n D 1 zřejmě platí a1 D s1 D 2. Nechť n 2 N, n � 2. Potom z binomické věty
(Věta 1.5.5) plyne, že

an D

nX
kD0

 
n

k

!
1

nk
D 1C 1C

nX
kD2

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/

nk
1

kŠ

D 1C 1C

nX
kD2

1

kŠ

k�1Y
jD1

�
1 �

j

n

�
:

Pro každé k 2 f2; : : : ; ng zřejmě platí

k�1Y
jD1

�
1 �

j

n

�
� 1;

a tedy

an � 1C 1C

nX
kD2

1

kŠ
D sn:

Nyní dokážeme, že pro každé n 2 N platí sn � lim ak. Posloupnost fsng je
zřejmě rostoucí, a proto stačí toto tvrzení dokázat pouze pro n 2 N, n � 2. Nechť
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n 2 N, n � 2. Potom pro každé m 2 N, m � n, platí

am D

mX
kD0

 
m

k

!
1

mk
�

nX
kD0

 
m

k

!
1

mk

D 1C 1C

nX
kD2

1

kŠ

k�1Y
jD1

�
1 �

j

m

�
:

Pro každé k 2 f2; : : : ; ng zřejmě platí

lim
m!1

k�1Y
jD1

�
1 �

j

m

�
D 1:

Tedy z věty o aritmetice limit plyne, že

lim
m!1

nX
kD0

 
m

k

!
1

mk
D 1C 1C

nX
kD2

1

kŠ
D sn:

Odtud a z věty o limitě a uspořádání (Věta 2.2.42), že sn � lim ak. Celkem jsme
tedy dokázali, že pro každé n 2 N platí an � sn � lim ak. Protože limk!1 ak D e,
dostaneme z věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) rovnost limn!1 sn D e. Tím je
tvrzení dokázáno. |

3.8.8. Příklad. Dokažte, že e je iracionální číslo.

Řešení. Důkaz provedeme sporem. Pro libovolné k 2 N platí podle Příkladu 3.8.7

kX
jD0

1

j Š
< e D

kX
jD0

1

j Š
C

1X
jDkC1

1

j Š
:

Zřejmě dále platí

1X
jDkC1

1

j Š
D

1

kŠ

1X
iD1

1

.k C 1/ � � � .k C i/
<
1

kŠ

1X
iD1

1

.k C 1/i
:

Podle Příkladu 3.1.9 máme
1X
iD1

1

.k C 1/i
D
1

k
;

a tedy celkem dostáváme

kX
jD0

1

j Š
< e <

kX
jD0

1

j Š
C

1

k � kŠ
:
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ZDefinice 2.4.6 plyne, že číslo e je kladné. Předpokládejme, že e je racionální, tedy
e D

p
q
pro nějaká p; q 2 N. Potom

kX
jD0

1

j Š
<
p

q
<

kX
jD0

1

j Š
C

1

k � kŠ
:

Vynásobíme obě nerovnosti kladným výrazem q � kŠ a dostaneme

q � kŠ

kX
jD0

1

j Š
< p � kŠ < q � kŠ

kX
jD0

1

j Š
C
q

k
:

Označme

m D q � kŠ

kX
jD0

1

j Š
:

Pak zřejmě platí m 2 N a navíc

m < p � kŠ < mC
q

k
:

Pro speciální volbu k D q odtud dostáváme p � kŠ 2 .m;m C 1/. To je ale spor,
protože m 2 N a p � kŠ 2 N. |

3.8.2. Číselné rozvoje.

3.8.9. Příklad. Nechť p 2 N, p > 1, a P D f0; : : : ; p � 1g. Nechť P je množina
všech posloupností fang, které splňují

(a) pro každé n 2 N platí an 2 P a
(b) 8n 2 N 9m 2 N; m � n W am ¤ p � 1.

Definujme zobrazení ' W P ! R předpisem

'.fang/ D

1X
nD1

an

pn
:

Dokažte, že zobrazení ' je dobře definované a jde o bijekci P na Œ0; 1/.

Řešení. Povšimněme si nejprve, že zobrazení ' je dobře definované zobrazení do
Œ0; 1� díky odhadu

'.fang/ �

1X
nD1

p � 1

pn
D 1:



182 3. ČÍSELNÉ ŘADY

Nyní si uvědomme, že pro posloupnosti a; b výše popsaného tvaru platí

'.a/ D

k�1X
nD1

an

pn
C
ak

pk

D

k�1X
nD1

an

pn
C
ak � 1

pk
C

1

pk

D

k�1X
nD1

an

pn
C
ak � 1

pk
C

1X
nDkC1

p � 1

pn

D '.b/:

Obráceně, nechť '.a/ D '.b/ pro dvě různé posloupnosti a; b 2 PN . Předpo-
kládejme, že k 2 N je první souřadnice, kde bk < ak. Nechť dále existuje l > k

takové, že bl < p � 1. Pak máme

'.b/ D

k�1X
nD1

an

pn
C
bk

pk
C

1X
nDkC1

bn

pn

<

k�1X
nD1

an

pn
C
bk

pk
C

1X
kDnC1

p � 1

pn

D

k�1X
nD1

an

pn
C
bk C 1

pk

�

k�1X
nD1

an

pn
C
ak

pk

� '.a/;

což je spor s předpokladem '.a/ D '.b/. Tedy bkC1 D bkC2 D � � � D p � 1 a

'.b/ D

k�1X
nD1

an

pn
C
bk C 1

pk
:

Protože

'.b/ D '.a/ D

k�1X
nD1

an

pn
C
ak

pk
C

1X
nDkC1

an

pn

�

k�1X
nD1

an

pn
C
ak

pk
�

k�1X
nD1

an

pn
C
bkC1

pk

D '.b/;

máme
akC1 D akC2 D � � � D 0 a ak D bk C 1:
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K důkazu toho, že ' je bijekce, stačí ověřit, že ' je surjekce P na .0; 1�. Nechť
x 2 .0; 1� je dáno. Induktivně definujeme posloupnost fang takto: Položme

a1 D maxfi 2 P I
i

p
< xg:

Máme-li čísla a1; : : : ; an již nalezena, definujme

anC1 D maxfi 2 P I

nX
kD1

ak

pk
C

i

pnC1
< xg:

Povšimněme si, že pro každé n 2 N platí
nC1X
kD1

ak

pk
< x �

nX
kD1

ak

pk
C
anC1 C 1

pnC1
: (3.54)

Z definice posloupnosti fang totiž platí první nerovnost v (3.54). Abychom ověřili
nerovnost druhou, předpokládejme, že

x >

nX
kD1

ak

pk
C
anC1 C 1

pnC1

pro nějaké n 2 N. Pokud anC1 < p � 1, vede tato nerovnost okamžitě ke sporu
s definicí anC1. Pokud anC1 D p � 1, pak

nX
kD1

ak

pk
C
anC1 C 1

pnC1
D

nX
kD1

ak

pk
C

1

pn

D

n�1X
kD1

ak

pk
C
an C 1

pn
:

Z definice čísla an dostaneme an D p � 1. Induktivně pak obdržíme

anC1 D an D an�1 D � � � D a1 D p � 1:

Proto

x >

nX
kD1

p � 1

pk
C

p

pnC1
D
p � 1

p

1
pn � 1

1
p

� 1
C

1

pn
D 1;

což je spor. Tedy (3.54) platí.
Z těchto nerovností vidíme,

nC1X
kD1

ak

pk
< x �

nX
kD1

ak

pk
C

p

pnC1
; n 2 N;

a tedy pomocí Věty 2.2.42 máme

'.fang D

1X
nD1

ak

pk
D lim
n!1

nC1X
kD1

ak

pk
D x:

Tedy ' je zobrazení na. |
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3.8.10. Z Příkladu plyne nespočetnost intervalu Œ0; 1/, a tedy také množiny R
a každého netriviálního intervalu.

3.8.11. Definice. Zápis
P1

nD1
an

pn D 0:a1a2a3 : : : se nazývá p-adickým rozvojem
čísla

P1

nD1
an

pn .

3.8.12. Příklad. Nechť p 2 N n f1g a x 2 Œ0; 1� má p-adický rozvoj 0:a1a2a3 : : : .
Ten nazveme periodickým, pokud existují přirozená čísla k � 0, r > 0 taková, že
pro n > k platí anCr D an. Ukažte, že x má periodický rozvoj právě tehdy, když je
racionální.

Řešení. Nechť nejprve rozvoj x D
P1

nD1
an

pn je periodický, tj. existují k; r 2 N tako-
vé, že anCr D an pro n > k. Potom ale díky absolutní konvergenci řady

P1

nD1
an

pn

lze použít Větu 3.7.17 a dostaneme

x D
a1

p1
C � � �

ak

pk
C

�
akC1

pkC1
C � � � C

akCr

pkCr

��
1C

1

pr
C

1

p2r
C

1

p3r
� � �

�
D
a1

p1
C � � �

ak

pk
C

�
akC1

pkC1
C � � � C

akCr

pkCr

�
1

1 �
1
pr

;

což je racionální číslo.
Nechť je nyní číslo x 2 Œ0; 1� racionální. Bez újmy na obecnosti předpokládej-

me, že x 2 .0; 1/, tj. x D
u
v
, kde u; v 2 N a u < v. Nechť x D 0:a1a2a3 : : : je

p-adický rozvoj x. Jsou-li všechna an od jistého místa rovna 0 nebo jsou od jistého
místa rovna p � 1, je zřejmě rozvoj x periodický. Předpokládejme tedy, že tomu
tak není, tj. fang 2 P (vizte Příklad 3.8.9) a fang nekončí opakováním cifry p � 1.
Označme sk D

Pk
nD1

an

pn . Nechť k 2 N. Pak

0 � x � sk D

1X
nDkC1

an

pn
<

1X
nDkC1

p � 1

pn
D

1

pk
:

Tedy
0 � pk.x � sk/ < 1:

Dále máme
pk.x � sk/ D pk

u

v
� pksk D

ck

v
; (3.55)

kde ck je celé číslo. Protože 0 � pk.x � sk/ < 1, je ck 2 f0; : : : ; v � 1g. Tedy pro
každé k 2 f1; : : : ; v C 1g platí ck 2 f0; : : : ; v � 1g.

Proto existují indexy k; l 2 f1; : : : ; v C 1g, k < l , takové, že ck D cl . Položme
r D l � k, pak ck D ckCr . Z (3.55) máme

ck

v
D pk.x � sk/ D

1X
nDkC1

an

pn�k
D

1X
jD1

ajCk

pj
;

ckCr

v
D pkCr .x � skCr / D

1X
nDkCrC1

an

pn�k�r
D

1X
jD1

ajCkCr

pj
:



3.8. TEORETICKÉ PŘÍKLADY K ČÍSELNÝM ŘADÁM 185

Máme tedy dva rozvoje čísla ck

v
nekončící cifrou p � 1, a tedy se dle Příkladu 3.8.9

musí rovnat. Proto pro n > k platí an D anCr a x je periodické. |

3.8.3. Řady s obecnými členy.

3.8.13. Příklad. Nechť faj g je nerostoucí posloupnost nezáporných reálných čísel
a n 2 N. Dokažte, že pro každé k 2 N [ f0g platí

0 �

kX
iD0

.�1/ianCi � an:

Řešení. Nechť n 2 N je dáno. Indukcí podle k dokážeme, že pro každou nerostoucí
posloupnost nezáporných čísel faj g platí uvedená nerovnost. Pro k D 0 zřejmě
platí

P0
iD0.�1/

ianCi D an, a tedy

0 �

0X
iD0

.�1/ianCi � an:

Předpokládejme nyní, že uvedené tvrzení platí pro k 2 N [ f0g. Naším cílem
je dokázat nerovnost pro k C 1, tj. chceme ověřit nerovnosti

0 �

kC1X
iD0

.�1/ianCi � an: (3.56)

Posloupnost faiC1g
1
iD0 má nezáporné členy a je nerostoucí. Proto podle indukční-

ho předpokladu platí

0 �

kX
iD0

.�1/ianC1Ci � anC1: (3.57)

Potom díky (3.57) dostáváme
kC1X
iD0

.�1/ianCi D an �

kX
iD0

.�1/ianC1Ci

(
� an � anC1 � 0

� an
; (3.58)

čímž je podle principu matematické indukce tvrzení dokázáno. |

3.8.14 (alternativní důkaz Věty 3.3.1). Konvergenci řady
P1

nD1.�1/
nan ověříme

pomocí Bolzanovy–Cauchyovy podmínky pro řady, tedy ověříme platnost pod-
mínky (3.1). Předpokládejme nejprve, že posloupnost fang je nerostoucí. Členy
této posloupnosti jsou pak nutně nezáporné. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalez-
neme n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W an < ": (3.59)
Vezměme nyní libovolná čísla n;m 2 N splňující n0 � n � m. Pak z Příkladu 3.8.13
a (3.59) plyneˇ̌̌̌

ˇ
mX
iDn

.�1/iai

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ
m�nX
iD0

.�1/ianCi

ˇ̌̌̌
ˇ D

m�nX
iD0

.�1/ianCi � an < ":
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Tím je ověřena platnost Bolzanovy–Cauchyovy podmínky pro řadu
P1

nD1.�1/
nan.

Je-li posloupnost fang neklesající, pak lze důkaz dokončit stejně jako v původ-
ním důkazu Věty 3.3.1.

3.8.15. Příklad. Nechť řady
P
an a

P
bn mají omezené posloupnosti částečných

součtů. Dokažte následující tvrzení.
(a) Pro každé c 2 R má řada

P1

nD1 can omezenou posloupnost částečných
součtů.

(b) Řada
P1

nD1.an C bn/ má omezenou posloupnost částečných součtů.

Řešení. Označme postupně fsmg a ftmg posloupnosti částečných součtů řad
P
an

a
P
bn. Podle předpokladu existuje M 2 R takové, že pro každé n 2 N platí

jsnj � M a jtnj � M .

(a) Pro každé n 2 N platí ˇ̌̌ nX
kD1

cak

ˇ̌̌
D jcsnj � jcjM:

Tím je omezenost posloupnosti částečných součtů dokázána.

(b) Pro každé n 2 N platíˇ̌̌ nX
kD1

.ak C bk/
ˇ̌̌

� jsnj C jtnj � 2M;

čímž je tvrzení dokázáno. |

3.8.16. Příklad. Nechť
P
an je konvergentní řada a fnkg je rostoucí posloupnost

přirozených čísel splňující n1 D 1. Položme bk D
P
nk�j<nkC1

aj , k 2 N. Dokažte,
že
P
bk D

P
an.

Řešení. Nechť fsmg a ftmg jsou posloupnosti částečných součtů pro řady
P
an a

P
bk.

Platí

tm D

mX
kD1

bk D

mX
kD1

X
nk�j<nkC1

aj D

nmC1�1X
jD1

aj D snmC1�1; m 2 N: (3.60)

Je-li řada
P
an konvergentní, existuje vlastní limita a D limm!1 sm. Z Věty 2.2.30

a (3.60) pak dostáváme

lim
m!1

tm D lim
m!1

snmC1�1 D a:

Řada
P
bk tedy konverguje. |

3.8.17. Příklad. Nechť
P
an je řada s nezápornými členy. Nechť fnkg je rostoucí

posloupnost přirozených čísel splňující n1 D 1. Položme bk D
P
nk�j<nkC1

aj ,
k 2 N. Dokažte, že

P
an konverguje právě tehdy, když

P
bk konverguje.
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Řešení. Nechť fsmg a ftmg jsou posloupnosti částečných součtů pro řady
P
an a

P
bk.

Podle Příkladu 3.8.16 stačí dokázat, že řada
P
an konverguje, konverguje-li řadaP

bk. Označme b D limm!1 tm. Jelikož má řada
P
an nezáporné členy, existuje

a D limm!1 sm. Z rovnosti (3.60) pak plyne

lim
m!1

snmC1�1 D lim
m!1

tm D b;

tj. posloupnost fsmg má konvergentní podposloupnost fsnmC1�1g. Proto je sama
konvergentní dle Věty 2.3.21) a řada

P
an konverguje. |

3.8.18. Příklad. Nalezněte divergentní řadu
P
an a rostoucí posloupnost indexů

fnkg takovou, že n1 D 1 a řada
P
bk konverguje, kde bk D

P
nk�j<nkC1

aj , k 2 N.

Řešení. Položme an D .�1/n, n 2 N, a nk D 2k�1, k 2 N. Pak bk D a2k�1Ca2k D 0,
k 2 N. Řada

P
bk tedy konverguje, zatímco řada

P
an diverguje (například díky

Větě 3.1.13). |

3.8.4. Nekonečné součiny.

3.8.19. Definice. Nechť fang je posloupnost reálných čísel. Symbol
Q1

nD1 an nazý-
váme nekonečným součinem. Pokud existuje limita limm!1

Qm
nD1 an, pak symbolQ1

nD1 an označuje také její hodnotu. Je-li tato hodnota reálné číslo, pak říkáme, že
uvedený nekonečný součin konverguje.

3.8.20. Příklad. Nechť fang je posloupnost s kladnými členy. Potom
P1

nD1 an kon-
verguje právě tehdy, když

Q1

nD1.1C an/ konverguje.

Řešení. ( Posloupnost f
Qk
nD1.1C an/g

1
kD1

je rostoucí a pro každé k 2 N platí

1Y
nD1

.1C an/ �

kY
nD1

.1C an/ � 1C

kX
nD1

an �

kX
nD1

an:

Odtud již plyne konvergence řady
P1

nD1 an.

) Posloupnost f
Qk
nD1.1Can/g

1
kD1

je rostoucí, a protomá limitu.Díky nerovnosti
log.1C x/ � x (vizte 1.7.14) platné pro každé x 2 .0;1/ dostaneme

log
� kY
nD1

.1C an/
�

D

kX
nD1

log.1C an/ �

kX
nD1

an �

1X
nD1

an:

Odtud plyne
1Y
nD1

.1C an/ � exp
1X
nD1

an < 1

a nekonečný součin tedy konverguje. |

3.8.21. Příklad. Ukažte, že řada
P1

nD1
1
pn

, kde pn značí n-té prvočíslo, diverguje.
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Řešení. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme, že naše řada je konvergentní.
Potom je konvergentní také řada

P1

nD1
2
pn

. Pro každé n 2 N platí pn � 2, a proto
díky součtu geometrické řady dostaneme

1X
kD1

�
1

pn

�k
D

1

pn

1

1 �
1
pn

�
2

pn
:

Řada
1X
nD1

� 1X
kD1

� 1
pn

�k�
je tedy konvergentní. Podle předchozího příkladu pak konverguje nekonečný sou-
čin

1Y
nD1

�
1C

1X
kD1

�
1

pn

�k�
D

1Y
nD1

� 1X
kD0

�
1

pn

�k�
:

Zvolme m 2 N libovolné. K němu nalezneme n0 2 N takové, že prvočíselný roz-
klad každého l 2 N; l � m, obsahuje pouze prvočísla z množiny fpj I j 2 N; j �

n0g v mocnině nejvýše n0. Pak platí
1Y
nD1

� 1X
kD0

� 1
pn

�k�
�

n0Y
nD1

� n0X
kD0

� 1
pn

�k�
�

mX
jD1

1

j
:

Harmonická řada však diverguje, a protomusí nekonečný součin
Q1

nD1

P1

kD0

�
1
pn

�k
též divergovat, což je spor. |

3.8.5. Miscelanea.

3.8.22. Příklad. Dokažte, že pro každé k 2 N platí nerovnosti
1

k C 1
� log

�
1C

1

k

�
�
1

k
: (3.61)

Řešení. Zvolme k 2 N. Podle 1.7.14 platí pro každé x 2 R, x > �1, nerovnost
log.1C x/ � x. Dosadíme-li x D

1
k
, dostaneme ihned druhou nerovnost v (3.61).

Dosadíme-li x D �
1
kC1

, pak je předpoklad x > �1 splněn, a tedy platí

log
�
1 �

1

k C 1

�
� �

1

k C 1
;

to jest

� log
�
1 �

1

k C 1

�
�

1

k C 1
:

Odtud a z vlastností logaritmu (1.7.14) dostáváme

log
�
1C

1

k

�
D log

 
1

1 �
1
kC1

!
D � log

�
1 �

1

k C 1

�
�

1

k C 1
;

což je první nerovnost v (3.61). |
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3.8.23. Příklad. Dokažte, že pro každé n 2 N platí nerovnosti
n�1X
kD1

1

k C 1
� logn �

n�1X
kD1

1

k
:

Řešení. Zvolme n 2 N. Sečtením nerovností v (3.61) pro hodnoty k 2 f1; : : : ; n� 1g

dostaneme
n�1X
kD1

1

k C 1
�

n�1X
kD1

log
�
1C

1

k

�
�

n�1X
kD1

1

k
:

Z vlastností logaritmické funkce (1.7.14) ale vyplývá, že
n�1X
kD1

log
�
1C

1

k

�
D log

 
n�1Y
kD1

�
1C

1

k

�!
D log

�
2

1
�
3

2
�
4

3
� � �

n

n � 1

�
D logn:

Odtud vyplývají obě dokazované nerovnosti. |

3.8.24. Příklad. Dokažte, že posloupnost fang definovaná předpisem

an D 1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
� logn; n 2 N;

je konvergentní.

Řešení. Nechť n 2 N. Potom platí

anC1 � an D
1

nC 1
� log.nC 1/C logn D

1

nC 1
� log

�
1C

1

n

�
� 0

podle první nerovnosti v (3.61). Posloupnost fang je tedy nerostoucí. Dále platí
podle Příkladu 3.8.23

an � 1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n � 1
� logn � 0;

takže posloupnost fang je zdola omezená. ZDůsledku 2.4.2 tedy plyne, že posloup-
nost fang je konvergentní. |

3.8.25. Poznámka. Označíme


 D lim
n!1

�� nX
kD1

1

k

�
� logn

�
:

Z Příkladu 3.8.24 vyplývá, že toto číslo je dobře definováno. Číslo 
 nazýváme
Eulerovou-Mascheroniho konstantou.3 Tato konstanta je přibližně rovna 0; 577
a není známo, zda je racionální.

3.8.26. Příklad. Spočtěte limitu

lim
n!1

nX
kD1

1

nC k
:

3Lorenzo Mascheroni (1750–1800)
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Řešení. Pro n 2 N položme

bn D
1

nC 1
C

1

nC 2
C

1

nC 3
C � � � C

1

2n
a

an D 1C
1

2
C
1

3
C � � � C

1

n
� logn:

Potom platí
bn D a2n � an C log.2n/ � logn;

a tedy podle věty o limitě součtu (Věta 2.2.34(a)) platí

lim bn D lim
�
a2n � an C log.2n/ � logn

�
D lim

�
a2n � an C log

�
2n

n

��
D 
 � 
 C log 2

D log 2:

|

3.8.27. Příklad. Ukažte, že platí P .N/ � R. (Definice relace � je uvedena v De-
finici 1.6.1(a).)

Řešení. Označme Z množinu všech posloupností, jejichž členy jsou prvky f0; 1g.
Pak platí Z � P .N/ (vizte Příklad A.0.33). Pro ´ 2 Z definujme ' W Z ! Œ0; 1�

předpisem

'.´/ D

1X
nD1

´.n/

3n
; ´ 2 Z:

Dokážeme, že ' je prosté. Nechť ´; ´0 2 Z, ´ ¤ ´0. Nalezneme nejmenší n 2 N, pro
které platí ´.n/ ¤ ´0.n/. Můžeme předpokládat, že ´.n/ D 1 a ´0.n/ D 0. Pak

'.´0/ D

n�1X
kD1

´0.k/

3k
C 0C

1X
kDnC1

´0.k/

3k

�

n�1X
kD1

´.k/

3k
C

1X
kDnC1

1

3k
D

n�1X
kD1

´.k/

3k
C

1

2 � 3n

<

n�1X
kD1

´.k/

3k
C
´.n/

3n
�

n�1X
kD1

´0.k/

3k
C
´.n/

3n
C

1X
kDnC1

´.k/

3k

D '.´/:

Tedy P .N/ � Z � Œ0; 1� � R.
Nyní dokážeme, že platí R � P .N/. Podle Příkladu 1.6.23 platí N � Q, a tedy

podle Příkladu ?? stačí ověřit, že platí R � P .Q/. Definujme zobrazení  W R !

P .Q/ předpisem
 .x/ D fq 2 QI q < xg; x 2 R:

Dokážeme, že zobrazení  je prosté. Předpokládejme, že x; y 2 R, přičemž
x ¤ y. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že x < y. Podle Věty 1.5.33
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existuje racionální číslo r splňující x < r < y. To znamená, že r 2  .y/ n  .x/,
a tedy  .x/ ¤  .y/. Odtud plyne, že  je prosté, a tudíž R � P .Q/. Dokazované
tvrzení vyplývá z Cantorovy–Bernsteinovy věty (Věta 1.6.5). |

3.8.28. Příklad. Dokažte, že platí R2 � R.

Řešení. Definujme zobrazení ' W R ! R2 předpisem '.x/ D Œx; 0�. Potom ' je zřej-
mě prosté. Odtud plyne, že R � R2. Nyní definujme zobrazení  W R2 ! P .Q2/

předpisem

 .x; y/ D fŒp; q� 2 Q2
I .p < x/ ^ .q < y/g; Œx; y� 2 R2:

Nechť Œx; y�; Œx0; y0� 2 R2, Œx; y� ¤ Œx0; y0�. Pak platí buď x ¤ x0 nebo y ¤ y0.
Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že x ¤ x0, a dále že x < x0. Podle
Věty 1.5.33 nalezneme racionální číslo r splňující x < r < x0. Potom pro každé
q 2 Q, q < minfy; y0g, platí Œr; q� 2  .x0; y/ n  .x; y/, takže  je prosté. Podle
Věty 1.6.21(c) a Příkladu 1.6.23 platí Q2 � N, a tedy

R2 � P .Q2/ � P .N/:

Protože P .N/ � R dle Příkladu 3.8.27, plyne tvrzení z Cantorovy–Bernsteinovy
věty (Věta 1.6.5). |

3.8.29. Příklad. Ukažte, že Cauchyův součin divergentních řad 2 C
P1

nD2 2
n�1

a �1C
P1

nD2 1 je konvergentní.

Řešení. Nechť fang je posloupnost členů řady 2C
P1

nD2 2
n�1 a fbng je posloupnost

členů řady�1C
P1

nD2 1. Označme dále fcng posloupnost členůCauchyova součinu
obou řad. Potom platí c1 D �2 a pro každé k 2 N, k � 2, platí

ck D .a1bk C � � � C akb1/ D a1 C � � � C ak�1 � ak

D 2C 21 C 22 C � � � C 2k�2
� 2k�1

D 0:

Odtud vyplývá tvrzení. |

3.8.30. Příklad. Nechť Q značí množinu racionálních čísel v intervalu .0; 1/. Do-
kažte, že existují bijekce � a � množiny N naQ takové, že

P
n2N �.n/

n konverguje
a
P
n2N �.n/

n diverguje.

Řešení. Konstrukce � . Nalezneme rostoucí posloupnost fakg1
kD0

reálných čísel z in-
tervalu Œ0; 1/ splňující a0 D 0, a1 D

1
2
a lim ak D 1. Pro každé k 2 N nalezneme

nk 2 N takové, že
a

nk
kC1

1�akC1
< 2�.kC1/. Položíme n0 D 0. Dále nalezneme posloup-

nost nekonečných množin fPkg1
kD0

, které splňují
� Pk � fn 2 NI n � nkg,
� 8k; l 2 N; k ¤ l W Pk \ Pl D ;,
�
S1

kD0 Pk D N.
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Pro každé k 2 N [ f0g nalezneme bijekci �k množiny Pk na množinu Ak D

.ak ; akC1� \ Q. Hledanou bijekci pak definujeme jako �.n/ D �k.n/ pro n 2 Pk.
OdhadnemeX

n2N

�.n/n D
X
q2Q

q�
�1.q/

D

1X
kD0

X
q2Ak

q�
�1.q/

�

1X
kD0

1X
lD0

a
nkCl

kC1
�

1X
lD0

2�l
C

1X
kD1

a
nk

kC1

1 � akC1

� 2C

1X
kD1

2�k
D 3:

Konstrukce � . Nalezneme rostoucí posloupnost fqkg prvků Q splňující q2k
k
> 1

2
.

Označme T D fqk I k 2 Ng. Množina T je nekonečná a spočetná. Nalezneme
bijekci � množiny lichých přirozených čísel na množinuQ n T . Potom definujeme
bijekci � W N ! Q předpisem �.2k/ D qk a �.2k�1/ D �.2k�1/, k 2 N. Prom 2 N
odhadneme X

n2N

�.n/n >

mX
kD1

q2kk >

mX
kD1

1

2
D
m

2
:

Odtud plyne
P
n2N �.n/

n D 1. |

3.9. Početní příklady k číselným řadám

3.9.1. Řady s nezápornými členy.

3.9.1. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1
n22nC3
.n4C1/6

.

Řešení. Řada má kladné členy. Spočteme lim n

q
n22nC3
.n4C1/6

. Pro každé n 2 N, n � 2,
platí

2. n
p
n/2 �

n
p
n22n C 3 �

n
p
2 � 2nn2 D 2

n
p
2. n

p
n/2

a
n
p
n �

n
p
n24 �

n
p
.n4 C 1/6 �

n
p
26n24 D

n
p
26. n

p
n/24:

Odtud vyplývá, že pro každé n 2 N, n � 2, platí

2
n
p
26. n

p
n/22

D
2. n

p
n/2

n
p
26. n

p
n/24

�
n

s
n22n C 3

.n4 C 1/6
�
2

n
p
2. n

p
n/2

n
p
n

D 2
n
p
2 �

n
p
n:

Podle věty o dvou strážnících, Příkladů 2.2.47 a 2.2.48 a věty o aritmetice limit
tedy platí

lim
n!1

n

s
n22n C 3

.n4 C 1/6
D 2:

Protože 2 > 1, zadaná řada diverguje podle Cauchyova odmocninového kritéria.
|

3.9.2. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1
n2

n3C1
.
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Řešení. Řada má kladné členy. Pro velké hodnoty n 2 N je ve výrazu n3 C 1 člen 1
zanedbatelný, a proto můžeme očekávat, že se zadaná řada bude chovat podobně
jako řada s členy n2

n3 D
1
n
. Pro n 2 N položme an D

n2

n3C1
a bn D

1
n
. Platí

lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

n2

n3C1

1
n

D lim
n!1

1

1C
1
n3

D 1:

Podle limitního srovnávacího kritéria tedy dostáváme, že zadaná řada konvergu-
je právě tehdy, když konverguje řada

P1

nD1 bn. Tato řada diverguje podle Příkla-
du 3.1.17, a tedy diverguje i zadaná řada. |

3.9.3. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1
n2

2n .

Řešení. Pomocí Příkladu 2.2.48 dostaneme

lim n

r
n2

2n
D
1

2
lim n

p
n � lim n

p
n D

1

2
:

Protože 1
2
< 1, Zadaná řada konverguje podle Cauchyova odmocninového krité-

ria. |

3.9.4. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 n
˛.

p
nC 1�

p
n/ v závislosti na

parametru ˛ 2 R.

Řešení. Řada má kladné členy pro každé ˛ 2 R. Pro každé n 2 N platí

n˛.
p
nC 1 �

p
n/ D

n˛
p
nC 1C

p
n
:

Pro n 2 N položme

an D
n˛

p
nC 1C

p
n
; bn D

n˛
p
n

D n˛� 1
2 :

Platí

lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

n˛
p
nC1C

p
n

n˛
p
n

D lim
n!1

1q
1C

1
n

C 1

D
1

2
:

Podle limitního srovnávacího kritéria zadaná řada konverguje právě tehdy, když
konverguje řada

P1

nD1 n
˛� 1

2 . Ta podle Věty 3.2.18 konverguje právě tehdy, když
˛ �

1
2
< �1, neboli právě tehdy, když ˛ < �

1
2
. |

3.9.5. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD2
1

n log2 n
.

Řešení. Posloupnost
˚

1

n log2 n

	1

nD2
je klesající a má kladné členy. Podle kondenzač-

ního kritéria zadaná řada konverguje právě tehdy, když konverguje řada
1X
kD1

2k
1

2k log2.2k/
D

1X
kD1

1

k2 log2 2
:
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Tato řada konverguje podle Příkladu 3.2.3 a linearity konvergentních řad (Důsle-
dek 3.1.21). Zadaná řada je tedy konvergentní. |

3.9.6. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD2

p
n2C1�n

log2 n
.

Řešení. Výraz
p
n2C1�n

log2 n
je dobře definován a je kladný pro každé n 2 N, n � 2. Pro

tato n 2 N označme an D

p
n2C1�n

log2 n
. Potom pro každé n 2 N, n � 2, platí

an D
1�p

n2 C 1C
p
n2
�
log2 n

:

Pro každé n 2 N, n � 2, položme bn D
1

n log2 n
. Potom

lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

1q
1C

1
n2 C 1

D
1

2
:

Podle Příkladu 3.9.5 řada
P1

nD2
1

n log2 n
konverguje. Tedy podle limitního srovná-

vacího kritéria konverguje i zadaná řada. |

3.9.7. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1
.nŠ/2

2n2 .

Řešení. Řada má kladné členy. Pro n 2 N položme an D
.nŠ/2

2n2 . Pro každé n 2 N

platí
anC1

an
D
.nC 1/2

22nC1
:

Podle Příkladu 2.5.3 platí lim n
2n D 0. Tedy

lim
anC1

an
D lim

1

2

�
n

2n
C

1

2n

�2
D 0:

Protože 0 < 1, zadaná řada konverguje podle d’Alembertova podílového kritéria.
|

3.9.8. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1

�
1Ccosn
2Ccosn

�n.
Řešení. Obor hodnot funkce kosinus je interval Œ�1; 1� a pro všechna t 2 Œ�1; 1� platí

0 �
1C t

2C t
D 1 �

1

2C t
� 1 �

1

2C 1
D
2

3
:

Zadaná řada má tedy nezáporné členy. Pro každé n 2 N tedy platí

0 �

�
1C cosn
2C cosn

�n
�

�
2

3

�n
:

Podle Příkladu 3.1.8 řada
P1

nD1.
2
3
/n konverguje. Podle srovnávacího kritéria tudíž

konverguje i zadaná řada. |

3.9.9. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1

�
3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1

�
.
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Řešení. Pro n 2 N položme an D
3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1. Podle Příkladu 1.5.6 pro

každé n 2 N platí

an D
3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1

D .
3
p
n2 C 5 �

3
p
n2 C 1/

.
3
p
n2 C 5/2 C

3
p
n2 C 5

3
p
n2 C 1C .

3
p
n2 C 1/2

.
3
p
n2 C 5/2 C

3
p
n2 C 5

3
p
n2 C 1C .

3
p
n2 C 1/2

D
.n2 C 5/ � .n2 C 1/

.
3
p
n2 C 5/2 C

3
p
n2 C 5

3
p
n2 C 1C .

3
p
n2 C 1/2

D
4

.
3
p
n2 C 5/2 C

3
p
n2 C 5

3
p
n2 C 1C .

3
p
n2 C 1/2

:

Řada má tedy kladné členy. Pro n 2 N položme bn D n� 4
3 . Platí

lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

4

3

q
.1C

5
n2 /

2 C 3

q
1C

5
n2

3

q
1C

1
n2 C 3

q
.1C

1
n2 /

2

D
4

3
:

Řada
P1

nD1 n
� 4

3 konverguje podle Věty 3.2.18, a proto konverguje i zadaná řada
podle limitního srovnávacího kritéria. |

3.9.10. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 e
� 3

p
n.

Řešení. Řada má kladné členy. Podle Příkladu 2.5.3 platí limk!1
k6

ek D 0. Existuje
tedy k0 2 N takové, že pro všechna k 2 N, k � k0, platí k

6

ek � 1. Položme n0 D k30 .
Potom pro každé n 2 N, n � n0, platí

n2

e
3
p
n

D
. 3
p
n/6

e
3
p
n

�
.Œ 3

p
n�C 1/6

eŒ
3
p
n�

�
.2Œ 3

p
n�/6

eŒ
3
p
n�

� 26;

a tedy

e� 3
p
n

�
26

n2
:

Řada
P1

nD1
26

n2 konverguje, a proto podle srovnávacího kritéria konverguje i zadaná
řada. |

3.9.11. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1

�p
n2 C 3 �

3
p
n3 C 1

�
.

Řešení. Pro n 2 N položme an D
p
n2 C 1�

3
p
n3 C 1, n 2 N. Položme a D

p
n2 C 3

a b D
3
p
n3 C 1 pro n 2 N. Potomp

n2 C 3 �
3
p
n3 C 1 D

.n2 C 3/3 � .n3 C 1/2

a5 C a4b C � � � C ab4 C b5

D
9n4 � 2n3 C 27n2 C 26

a5 C a4b C � � � C ab4 C b5
:
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Protože lim.9n4 � 2n3 C 27n2 C 26/ D 1, existuje n0 2 N takové, že pro každé
n 2 N, n � n0, je an nezáporné. Navíc platí

lim
n!1

an
1
n

D
3

2
:

Protože 3
2

2 .0;1/ a řada
P

1
n
diverguje podle Příkladu 3.1.17, zadaná řada diver-

guje podle limitního srovnávacího kritéria. |

3.9.12. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P
an, kde

an D

p
nŠ

.2C
p
1/.2C

p
2/ � � � .2C

p
n/

pro n 2 N:

Řešení. Členy zadané řady jsou kladné a platí

an

anC1

D
2C

p
nC 1

p
nC 1

D
2

p
nC 1

C 1 pro n 2 N:

Odtud plyne, že

lim
n!1

n

�
an

anC1

� 1

�
D lim
n!1

2n
p
nC 1

D 1:

Podle Raabeova kritéria (Příklad 3.8.1) tedy daná řada konverguje. |

3.9.13. Příklad. Nechť a; b; d 2 .0;1/. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 an, kde

an D
a.aC d/ � � � .aC nd/

b.b C d/ � � � .b C nd/
pro n 2 N:

Řešení. Členy řady jsou kladné a platí

an

anC1

D
b C .nC 1/d

aC .nC 1/d
pro n 2 N:

Pak

lim
n!1

n

�
an

anC1

� 1

�
D lim
n!1

n
b � a

aC .nC 1/d
D
b � a

d
:

Jestliže b � a > d , pak zadaná řada konverguje podle Raabeova kritéria. Jestliže
b � a < d , pak zadaná řada dle stejného kritéria diverguje. Jestliže b D aC d , pak
platí

an D
a.aC d/ � � � .aC nd/

.aC d/.aC 2d/ � � � .aC nd/.aC .nC 1/d/
D

a

aC .nC 1/d
pro n 2 N;

a tedy

lim
an
1
n

D
a

d
:

Protože a
d

2 .0;1/, zadaná řada v tomto případě diverguje podle Věty 3.2.5. |
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3.9.2. Řady s obecnými členy.

3.9.14. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1
.�1/n

p
n
.

Řešení. Posloupnost fang D f
1p
n

g je zřejmě klesající a splňuje limn!1 an D 0. Za-
daná řada tedy konverguje podle Leibnizovy věty. Navíc podle Věty 3.2.18 řadaP1

nD1

ˇ̌̌
.�1/n

p
n

ˇ̌̌
D

P1

nD1
1p
n
diverguje, a tedy zadaná řada nekonverguje absolut-

ně. |

3.9.15.Příklad. Nechť ˛ 2 R a x 2 Rnf2k� I k 2 Zg. Dokažte, že řady
P1

nD1 sin.nxC

˛/ a
P1

nD1 cos.nx C ˛/ mají omezené posloupnosti částečných součtů.

Řešení. Nechť x 2 Rnf2k� I k 2 Zg. Řady
P1

nD1 sinnx a
P1

nD1 cosnxmají omezené
posloupnosti částečných součtů podle Příkladů 3.3.7 a 3.3.8. Dále podle 1.7.16 pro
každé n 2 N platí

sin.nx C ˛/ D sinnx cos˛ C cosnx sin˛;
cos.nx C ˛/ D cosnx cos˛ � sinnx sin˛:

Odtud pak dokazovaná tvrzení plynou pomocí Příkladu 3.8.15. |

3.9.16. Příklad. Ukažte, že řada
P1

nD1
.�1/Œ

p
n�

n.
p
nC1/

je absolutně konvergentní.

Řešení. Pro všechna n 2 N platíˇ̌̌
.�1/Œ

p
n�
ˇ̌̌

� 1 a 0 �
1

n.
p
nC 1/

�
1

n3=2
:

Odtud pro každé n 2 N plyne

0 �

ˇ̌̌̌
ˇ .�1/Œ

p
n�

n.
p
nC 1/

ˇ̌̌̌
ˇ �

1

n3=2
: (3.62)

Řada
P1

nD1
1

n3=2 je konvergentní podle Věty 3.2.18. Z nerovnosti (3.62) a srovná-
vacího kritéria tedy vyplývá, že zadaná řada je absolutně konvergentní. |

3.9.17. Příklad. Dokažte, že řada
P1

nD1.�1/
n sinnx má omezenou posloupnost

částečných součtů pro každé x 2 R a že řada
P1

nD1.�1/
n cosnx má omezenou

posloupnost částečných součtů právě tehdy, když x 2 R n f.2k C 1/� I k 2 Zg.

Řešení. Podle 1.7.16 platí pro každé x 2 R a každé n 2 N

.�1/n sinnx D sinn.x C �/ a .�1/n cosnx D cosn.x C �/:

Tvrzení tedy plyne z Příkladu 3.9.15. |

3.9.18. Příklad. Dokažte, že pro každé x 2 R je řada
P1

nD1.�1/
n sinnxp

n
konvergent-

ní.
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Řešení. Zvolme x 2 R. Podle Příkladu 3.9.17 má řada
P1

nD1.�1/
n sinnx omezenou

posloupnost částečných součtů. Posloupnost f
1p
n

g je klesající a konverguje k 0.
Zadaná řada tedy konverguje podle Dirichletova kritéria. |

3.9.19. Příklad. Dokažte, že pro každé x 2 R je řada
P1

nD1.�1/
n sinnxp

n

n2

n2C1
kon-

vergentní.

Řešení. Nechť x 2 R. Potom řada
P1

nD1.�1/
n sinnxp

n
konverguje podle Příkladu 3.9.18.

Navíc pro každé n 2 N platí

0 �
n2

n2 C 1
� 1

a
n2

n2 C 1
D 1 �

1

n2 C 1
:

Posloupnost f
n2

n2C1
g je tedy omezená a rostoucí. Podle Abelova kriteria je tedy za-

daná řada konvergentní. |

3.9.20. Příklad. Dokažte, že řada
1X
nD1

cos.nx C
�

4
/

�q
n2 C

p
n � n

�
n2 C n

n2 C 2

konverguje právě tehdy, když x 2 R n f2k� I k 2 Zg.

Řešení. Zvolme x 2 R n f2k� I k 2 Zg. Položme

an D cos.nx C
�

4
/; bn D

q
n2 C

p
n � n; cn D

n2 C n

n2 C 2
pro n 2 N:

Potom

bn D

p
np

n2 C
p
nC n

;

a tedy lim bn D 0.
Nechť n 2 N. Nerovnost bnC1 � bn platí právě tehdy, kdyžq

.nC 1/2 C
p
nC 1 � .nC 1/ �

q
n2 C

p
n � n:

Tato nerovnost je postupně ekvivalentní nerovnostemq
.nC 1/2 C

p
nC 1 � .nC 1/ �

q
n2 C

p
n � n;

.nC 1/2 C
p
nC 1 � n2 C

p
nC 1C 2

q
n2 C

p
n;

2nC
1

p
nC 1C

p
n

� 2

q
n2 C

p
n;

4n2 C

�
1

p
nC 1C

p
n

�2
C

4n
p
nC 1C

p
n

� 4n2 C 4
p
n;
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a konečně �
1

p
nC 1C

p
n

�2
1

p
n

C
4
p
n

p
nC 1C

p
n

� 4: (3.63)

Protože

lim
�

1
p
nC 1C

p
n

�2
1

p
n

C
4
p
n

p
nC 1C

p
n

D 2;

existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí (3.63), a tedy bnC1 � bn.
Podle Příkladu 3.9.15 má

P
an omezenou posloupnost částečných součtů.

Podle Dirichletova kritéria je tedy řada
P1

nDn0
cos.nx C

�
4
/.
p
n2 C

p
n � n/ kon-

vergentní. Proto je konvergentní i řada
P1

nD1 cos.nx C
�
4
/.
p
n2 C

p
n � n/.

Protože lim cn D 1, je posloupnost fcng omezená. Nechť n 2 N. Potom platí
cn � cnC1 právě tehdy, když

n2 C n

n2 C 2
�
.nC 1/2 C .nC 1/

.nC 1/2 C 2
:

Tato nerovnost je postupně ekvivalentní nerovnostem

.n2 C 2nC 3/.n2 C n/ � .n2 C 2/.n2 C 3nC 2/;

n4 C 3n3 C 5n2 C 3n � n4 C 3n3 C 4n2 C 6nC 4;

n2 � 3nC 4;

a konečně

1 �
3

n
C

4

n2
:

Protože pravá strana poslední nerovnosti zřejmě konverguje k 0, existuje n0 2 N
takové, že pro každé n 2 N, n � n0, tato nerovnost platí. Pro tato n tedymáme cn �

cnC1, tj. fcng je od indexu n0 nerostoucí. Proto podle Abelova kritéria konverguje
řada

P1

nDn0
anbncn, a tedy i zadaná řada.

Nechť nyní x 2 f2k� I k 2 Zg. Pak an D cos �
4

D

p
2
2
. Posloupnost fbng má

nezáporné členy a platí

lim
n!1

bn
1p
n

D lim
n!1

np
n2 C

p
nC n

D
1

2
:

Řada
P
bn proto diverguje podle limitního srovnávacího kritéria a Věty 3.2.18.

Protože lim cn D 1 a fcng je od jistého n0 2 N neklesající, je i posloupnost
f
1
cn

g omezená a monotónní. Pokud by konvergovala řada
P
bncn, pak by podle

Abelova kritéria konvergovala i řada
P
bn D

P
bncn

1
cn
, která však diverguje. Proto

řada
P
bncn diverguje. |

3.9.21. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD2
.�1/n

logn .
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Řešení. Posloupnost
˚

1
logn

	1

nD2
je zřejmě klesající a platí lim 1

logn D 0. Zadaná řada
tedy konverguje podle Leibnizovy věty. Podle 1.7.14 pro každé n 2 N, n � 2, platí
1

logn �
1
n�1

. Protože řada
P1

nD2
1
n�1

diverguje, plyne ze srovnávacího kritéria, že
diverguje i řada

P1

nD2
1

logn . Zadaná řady tedy konverguje neabsolutně. |

3.9.22.Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1.�1/
n.

n
p
3�

1/.

Řešení. Označme fang D f.
n
p
3 � 1/g, n 2 N. Potom je posloupnost fang klesající

a platí lim an D 0 podle Příkladu 2.2.48. Řada tedy konverguje podle Leibnizovy
věty. Ukážeme, že řada nekonverguje absolutně. Podle Věty 1.5.6 pro každé n 2 N
platí

an D
n
p
3 � 1 D .

n
p
3 � 1/ �

n
p
3n�1 C

n
p
3n�2 C : : :C 1

n
p
3n�1 C

n
p
3n�2 C : : :C 1

D
3 � 1

n
p
3n�1 C

n
p
3n�2 C : : :C 1

D
2

n
p
3n�1 C

n
p
3n�2 C : : :C 1

�
2

3n
:

Pak máme
1X
nD1

ˇ̌̌
.�1/n.

n
p
3 � 1/

ˇ̌̌
D

1X
nD1

an �

1X
nD1

2

3n
:

Poslední řada je divergentní, takže řada
P1

nD1

ˇ̌̌
.�1/n.

n
p
3 � 1/

ˇ̌̌
diverguje podle

srovnávacího kritéria. |

3.9.23.Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD0
xn

nŠ
v zá-

vislosti na parametru x 2 R.

Řešení. Pro x D 0 řada zřejmě konverguje absolutně. Zvolme x 2 R n f0g. Potom
platí

lim
n!1

ˇ̌̌
xnC1

.nC1/Š

ˇ̌̌
ˇ̌
xn

nŠ

ˇ̌ D lim
n!1

jxj

nC 1
D 0:

Podle d’Alembertova podílového kritéria tedy zadaná řada konverguje absolutně
pro každé x 2 R. |

3.9.24. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řad

1X
nD0

.�1/n
x2nC1

.2nC 1/Š
;

1X
nD0

.�1/n
x2n

.2n/Š

v závislosti na parametru x 2 R.
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Řešení. Pro x D 0 první řada zřejmě konverguje absolutně. Zvolme x 2 R n f0g.
Potom platí

lim
n!1

ˇ̌̌̌
ˇ̌ .�1/nC1 x2nC3

.2nC3/Š

.�1/n x2nC1

.2nC1/Š

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D lim

n!1

jxj2

.2nC 2/.2nC 3/
D 0:

Podle d’Alembertova podílového kritéria tedy první řada konverguje absolutně
pro každé x 2 R. Obdobně lze ukázat, že i druhá řada konverguje absolutně pro
každé x 2 R. |

3.9.25.Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1.�1/
n xn

n

v závislosti na parametru x 2 R.

Řešení. Pro x D 0 řada zřejmě konverguje absolutně. Zvolme x 2 R n f0g. Potom
platí

lim
n!1

ˇ̌̌
.�1/nC1 xnC1

nC1

ˇ̌̌
ˇ̌
.�1/n x

n

n

ˇ̌ D lim
n!1

jxj
n

nC 1
D jxj:

Podle d’Alembertova podílového kritéria tedy zadaná řada absolutně konverguje
pro každé x 2 .�1; 1/ a diverguje pro každé x 2 .�1;�1/ [ .1;1/. Zbývá vyšetřit
případy x D 1 a x D �1. Položme x D �1. Pak obdržíme řadu

P1

nD1.�1/
n .�1/

n

n
DP1

nD1
1
n
, která diverguje. Položme x D 1. Potomdostanemedostáváme řadu

P1

nD1.�1/
n 1
n
,

která konverguje podle Leibnizovy věty. Zadaná řada tedy konverguje právě tehdy,
když x 2 Œ�1; 1/, a absolutně konverguje právě tehdy, když x 2 .�1; 1/. |

3.9.26. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1

�
2n
n

�
xn

v závislosti na parametru x 2 R.

Řešení. Pro x D 0 řada zřejmě konverguje absolutně. Zvolme x 2 Rnf0g. Označme
an D

�
2n
n

�
xn pro n 2 N. Potom platí

lim
n!1

janC1j

janj
D lim
n!1

.2.nC1//Š
.nC1/Š.nC1/Š

jxjnC1

.2n/Š
nŠnŠ

jxjn

D lim
n!1

.2.nC 1//Š

.2n/Š

.nŠ/2

..nC 1/Š/2
jxjnC1

jxjn
D

D lim
n!1

.2nC 2/.2nC 1/

.nC 1/2
jxj D 4jxj :

Podle d’Alembertova podílového kritéria tedy zadaná řada absolutně konverguje
pro každé x 2 .�1

4
; 1
4
/ a diverguje pro každé x 2 .�1;�1

4
/[ .1

4
;1/. Zbývá vyřešit

případy x D
1
4
a x D �

1
4
.

Položme bn D
�
2n
n

�
1
4n , n 2 N. Potom b1 D

1
2
a pro každé n 2 N platí

bnC1 D
2nC 1

2nC 2
bn: (3.64)
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Matematickou indukcí dokážeme, že
1

2n
� bn �

1
p
2nC 1

pro každé n 2 N: (3.65)

Je zřejmé, že pro n D 1 obě nerovnosti v (3.65) platí. Předpokládejme, že nerov-
nosti jsou splněny pro n 2 N. Potom dostáváme

bnC1 D
2nC 1

2nC 2
bn

(
�

2nC1
2nC2

�
1
2n

�
1

2nC2

�
2nC1
2nC2

�
1p
2nC1

�
1p
2nC3

:

Z (3.64) vyplývá, že posloupnost fbng je klesající. Z (3.65) a věty o dvou strážní-
cích plyne, že lim bn D 0. Podle Leibnizovy věty tedy dostáváme konvergenci řadyP1

nD1.�1/
nbn D

P1

nD1.�1/
n
�
2n
n

�
1
4n .

Z (3.65) a srovnávacího kritéria dále plyne, že řada
P1

nD1 bn D
P1

nD1

�
2n
n

�
1
4n je

divergentní.
Zadaná řada tedy konverguje právě tehdy, když platí x 2

�
�
1
4
; 1
4

�
a absolutně

konverguje právě tehdy, když x 2
�
�
1
4
; 1
4

�
. |

3.9.27. Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1
sin.2n/
n

.

Řešení. Pro n 2 N označme an D sin.2n/ a bn D
1
n
. Podle Příkladu 3.3.7 má řadaP1

nD1 an omezenou posloupnost částečných součtů. Posloupnost fbng je klesající
a platí lim bn D 0. Řada

P1

nD1 anbn tedy konverguje podle Dirichletova kritéria.
Vyšetříme absolutní konvergenci. Pro každé n 2 N platí

j sin 2nj � sin2 2n D
1

2
.1 � cos.4n// � 0;

a tedy
1X
nD1

ˇ̌̌̌
sin.2n/
n

ˇ̌̌̌
�

1X
nD1

1 � cos.4n/
2n

: (3.66)

Podle Dirichletova kritéria a Příkladu 3.3.8 konverguje řada
P1

nD1
cos.4n/
n

. Předpo-
kládejme, že řada

P1

nD1
1�cos.4n/

2n
konverguje. Potom díky linearitě konvergentních

řad (Důsledek 3.1.21) konverguje i řada
P1

nD1
1
2n

, což je spor. Řada
P1

nD1
1�cos.4n/

2n

tedy diverguje. Tato řada má nezáporné členy. Podle srovnávacího kritéria a (3.66)
tedy diverguje i řada

P1

nD1

ˇ̌̌
sin.2n/
n

ˇ̌̌
. Zadaná řada tedy konverguje neabsolutně. |

3.9.28.Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD3

cos.n�
4 /

log.logn/ .

Řešení. Pro n 2 N, n � 3, označme an D cos
�
n�
4

�
a bn D

1
log.logn/ . Z Příkladu 3.3.8

plyne, že řada
P1

nD3 anmáomezenouposloupnost částečných součtů. Posloupnost
fbng1

nD3 je klesající a platí lim bn D 0. Podle Dirichletova kritéria tedy zadaná řada
konverguje.
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Vyšetříme absolutní konvergenci. Pro každé n 2 N platíˇ̌̌
cos

�
n
�

4

�ˇ̌̌
� cos2

�
n
�

4

�
D
1

2
.1C cos.n

�

2
//:

S využitím této nerovnosti dostaneme
1X
nD3

ˇ̌̌̌
cos.n�

4
/

log.logn/

ˇ̌̌̌
�

1X
nD3

1C cos.n�
2
/

2 log.logn/

D

1X
nD3

�
1

2 log.logn/
�

cos.n�
2
/

2n

�
:

(3.67)

Podle 1.7.14 pro každé n 2 N platí logn � n � 1. Protože funkce log je rostoucí,
plyne odtud, že pro každé n 2 N, n � 2, platí log.logn/ � log.n�1/. Odtud plyne,
že pro každé n 2 N, n � 2, platí

1X
nD3

1

2 log.logn/
�

1X
nD3

1

2n
D 1;

takže řada
P1

nD3
1

2 log.logn/ diverguje. Řada
P1

nD3

cos.n�
2 /

2n
konverguje podleDirichle-

tova kritéria. Z linearity konvergentních řad tedy plyne, že řada
1X
nD3

�
1

2 log.logn/
�

cos.n�
2
/

2n

�
diverguje. Podle (3.67) a srovnávacího kritéria tedy zadaná řada konverguje neab-
solutně. |

3.9.29.Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD1
sinnp
n
arctgn.

Řešení. Pro každé n 2 N označme an D
sinnp
n

a bn D arctgn. Posloupnost fbng je

rostoucí a omezená. Řada
P1

nD1
sinnp
n
konverguje podle Dirichletova kritéria, neboť

řada
P1

nD1 sinnmá omezenou posloupnost částečných součtů a posloupnost f
1p
n

g

je klesající a má limitu rovnou nule. Zadaná řada tedy konverguje podle Abelova
kritéria.

Vyšetříme absolutní konvergenci. Platí
1X
nD1

ˇ̌̌̌
sinn
p
n

arctgn
ˇ̌̌̌

�

1X
nD1

sin2 n
p
n

arctg 1 D
�

8

1X
nD1

1
p
n

�
�

8

1X
nD1

cos.2n/
p
n

:

Řada
P1

nD1
cos.2n/

p
n

konverguje podle Dirichletova kritéria, zatímco řada
P1

nD1
1p
n

diverguje. Zadaná řada tedy není absolutně konvergentní. |

3.9.30.Příklad. Vyšetřete konvergenci a absolutní konvergenci řady
P1

nD11
sinn

nC10 sinn .
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Řešení. Označme an D
sinn

nC10 sinn pro n 2 N, n � 11, a bn D
sinn
n

pro n 2 N. Uva-
žujme řadu

P1

nD11 bn. Ta je podle Příkladu 3.3.9 konvergentní a přitom pro každé
n 2 N, n � 11, platí

jan � bnj D

ˇ̌̌̌
�10.sinn/2

n.nC 10 sinn/

ˇ̌̌̌
�

10

n.n � 10/
:

Označme cn D
10

n.n�10/
pro n 2 N, n � 11. Potom má řada

P
cn nezáporné členy,

platí lim cnn
2 D 10 a řada

P
1
n2 konverguje podle Příkladu 3.2.3. Tedy podle li-

mitního srovnávacího kritéria konverguje i řada
P
cn. Podle srovnávacího kritéria

je tudíž i řada
P

jan � bnj konvergentní. Podle Věty 3.4.3 odtud plyne, že je řada
1X
nD11

an D

1X
nD11

.an � bn/C

1X
nD11

bn

konvergentní.
Vyšetříme absolutní konvergenci. Pro každé n 2 N, n � 11, platíˇ̌̌̌

sinn
nC 10 sinn

ˇ̌̌̌
�

sin2 n
nC 10 sinn

:

Řada
P1

nD11
cos2n

2.nC10 sinn/ konverguje. To lze ověřit podobně, jako jsme dokázali
konvergenci řady

P1

nD11 an. Pro každé n 2 N, n � 11, platí 1
nC10 sinn �

1
nC10

, tak-
že podle srovnávacího kritéria řada

P1

nD11
1

2.nC10 sinn/ diverguje. Z linearity kon-

vergentních řad tedy vyplývá, že
P1

nD11
sin2 n

nC10 sinn diverguje. Podle srovnávacího
kritéria tudíž diverguje i řada

P1

nD11

ˇ̌ sinn
nC10 sinn

ˇ̌
. Zadaná řada tedy konverguje ne-

absolutně. |

3.9.31. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 an, kde

an D
sin.2nC 1/

2nC .�1/nn
arctg.n2/; n 2 N:

Řešení. Z Příkladu 3.9.15 víme, že řada
P

sin.2nC 1/má omezené částečné součty.
Pro každé n 2 N platí

.�1/n sin.2nC 1/ D .�1/n sin.2n/ cos.1/C .�1/n cos.2n/ sin.1/:

Podle Příkladu 3.9.17 má řada
P
.�1/n sin.2nC 1/ omezenou posloupnost částeč-

ných součtů. Dále pro každé n 2 N platí

1

2nC .�1/nn
D
2n � .�1/nn

3n2
:

Tedy
1X
nD1

sin.2nC 1/

2nC .�1/nn
D

1X
nD1

�
2 sin.2nC 1/

3n
�
.�1/n sin.2nC 1/

3n

�
:
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Posloupnost f
2
3n

g je klesající a platí lim 2
3n

D 0. Řada
P 2 sin.2nC1/

3n
tudíž konverguje

podle Dirichletova kritéria. Podobně lze ověřit konvergenci řady
P .�1/n sin.2nC1/

3n
.

Odtud vyplývá, že řada
P sin.2nC1/

2nC.�1/nn
konverguje. Protože posloupnost farctg.n2/g

je rostoucí a omezená, zadaná řada konverguje podle Abelova kritéria. |





KAPITOLA 4

Limita a spojitost funkce

4.1. Definice a základní vlastnosti

4.1.1.Definice. Reálnou funkcí jedné reálné proměnné rozumíme zobrazení z R
do R, tj. f W M ! R, kdeM � R.

V této kapitole budeme psát stručněji jen funkce. Podobně tomu bude i dále,
nebude-li hrozit nedorozumění.

Na následujících obrázcích máme grafy několika různých funkcí. Podívejme
se na chování těchto funkcí blízko bodu c. Na prvém obrázku se zdá, že přibližují-
-li se hodnoty x k bodu c, blíží se f .x/ k funkční hodnotě f v bodě c. Na druhém
obrázku se děje něco podobného, ale f .c/ je různé od hodnoty, k níž se blíží f .x/,
když se proměnná x přibližuje k c. Konečně na třetím obrázku rostou hodnoty
f .x/ nade všechny meze. Analogicky můžeme rozumět dalším dvěma obrázkům
pro c D 1. Na posledním obrázku se však pro x blížící se k c funkční hodnoty
f .x/ k žádné hodnotě nepřibližují.

Obrázek 1. Obrázek 2. Obrázek 3.

207
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Obrázek 4. Obrázek 5. Obrázek 6.

Nyní budeme chtít matematicky postihnout, co to znamená, že se funkční hod-
noty f .x/ k něčemu blíží, pokud se x blíží k c. Přitom si ale nebudeme všímat
funkční hodnoty v bodě c, ale pouze samotného faktu „blížení se“. Následující
definice nám pomůže při přesné formulaci tohoto pojmu.

4.1.2. Definice. Připomeňme, že v Definici 2.3.13 jsem definovali pojem okolí pro
body z R�. Nechť c 2 R a " 2 R, " > 0. Prstencové okolí bodu c definujeme jako
P.c; "/ D .c � "; c C "/ n fcg.

Prstencové okolí bodu 1 (respektive �1) definujeme takto

P.1; "/ D B.1; "/ D .
1

"
;1/;

P.�1; "/ D B.�1; "/ D .�1;�
1

"
/:

4.1.3. (a) Ať už je c 2 R nebo c 2 f1;�1g, vždy pro "1 2 R; "2 2 R; 0 < "1 <

"2, platí B.c; "1/ � B.c; "2/. Podobně je tomu, nahradíme-li okolí prstencovým
okolím. Všimněte si, že v případě bodu 1 je okolí a prstencové okolí táž množina.
Stejně je tomu s okolím a prstencovým okolím bodu �1.

(b) Pokud c1; c2 2 R�, c1 ¤ c2, pak existuje " 2 R, " > 0, takové, že

B.c1; "/ \ B.c2; "/ D ;:

V případě, že c1; c2 2 R, pak můžeme volit například " D
1
2
jc1 � c2j. Pokud je

c1 D 1 a c2 2 R, pak položíme " D minf1; 1
.jc2jC2/

g. Potom totiž platí

c2 C " � c2 C 1 < jc2j C 2 D
1

1=.jc2j C 2/
�
1

"
;

takže B.1; "/ \ B.c2; "/ D ;. Ve zbývajících případech postupujeme obdobně.

(c) Pokud c1; c2 2 R�, c1 < c2, " 2 R, " > 0, splňují B.c1; "/ \ B.c2; "/ D ;, potom
pro každé x 2 B.c1; "/, y 2 B.c2; "/ platí x < y.

Následující definice je jednou z nejdůležitějších v tomto textu.
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4.1.4. Definice. Řekneme, že prvek A 2 R� je limitou funkce f v bodě c 2 R�,
jestliže

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 P.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/: (4.1)

4.1.5.

4.1.6. Věta (jednoznačnost limity). Funkce má v bodě nejvýše jednu limitu.

Důkaz. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme, že A1; A2 2 R�, A1 ¤ A2, jsou
limity funkce f v bodě c 2 R�. Zvolme " 2 R, " > 0, takové, žeB.A1; "/\B.A2; "/ D

;. Podle definice limity pak existuje ı1 2 R, ı1 > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı1/ W f .x/ 2 B.A1; "/:

Podobně existuje ı2 2 R, ı2 > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı2/ W f .x/ 2 B.A2; "/:

Položme ı3 D minfı1; ı2g. Vezměme x 2 P.c; ı3/. Potom máme

f .x/ 2 B.A1; "1/ \ B.A2; "2/ D ;;

což je spor. �

Podobně jako u limity posloupnosti nám předchozí věta umožňuje zavést ná-
sledující označení.

4.1.7. Označení. Má-li funkce f v bodě c 2 R� limitu A 2 R�, pak píšeme
limx!c f .x/ D A.

4.1.8. Poznámky. (a) Jestliže limx!c f .x/ existuje, pak je f definována na jistém
prstencovém okolí bodu c. V bodě c funkce nemusí být vůbec definována.

(b) Nechť limx!c f .x/ D A, kde c 2 R�, A 2 R�. Pak můžeme rozlišit tyto
případy:

počítáme limitu

˚
ve vlastním bodě, tj. c 2 R a

˚
A 2 R (limita je vlastní),
A D 1 (limita je rovna plus nekonečnu),
A D �1 (limita je rovna mínus nekonečnu),

v nevlastním bodě, tj. c D ˙1 a

˚
A 2 R (limita je vlastní),
A D 1 (limita je rovna plus nekonečnu),
A D �1 (limita je rovna mínus nekonečnu).

Uvědomme si, že pro c 2 R, A 2 R platí limx!c f .x/ D A, právě když

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 R W 0 < jx � cj < ı ) jf .x/ � Aj < ": (4.2)

Obdobně platí limx!1 f .x/ D 1 právě tehdy, když

8K 2 R 9L 2 R 8x 2 R W x > L ) f .x/ > K:

Zde je vidět užitečnost pojmů okolí a prstencové okolí, které nám dovolují formu-
lovat definici vlastní i nevlastní limity funkce ve vlastním i nevlastním bodě pomocí
jedné formule.

4.1.9. Příklad. Nechť A 2 R a f je funkce, jejíž funkční hodnoty jsou na jistém
prstencovém okolí bodu c 2 R� rovny A 2 R. Potom limx!c f .x/ D A.
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Důkaz. Podle předpokladu existuje ı0 2 R, ı0 > 0, takové, že pro každé x 2

P.c; ı0/ platí f .x/ D A. Zvolme " 2 R, " > 0, libovolně. Nyní položíme ı D ı0.
Pro x 2 P.c; ı/ platí x 2 P.c; ı0/, a tedy f .x/ D A 2 B.A; "/. �

4.1.10. Příklad. Nechť c 2 R�. Potom limx!c x D c.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. Položme ı D ". Pro x 2 P.c; "/ platí x 2 P.c; ı/ D

P.c; "/ � B.c; "/. �

4.1.11. Příklad. Platí lim
x!1

1

x
D 0.

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu volme ı D ". Pro x 2 P.1; ı/ platí 0 < 1
x
< ",

a tedy 1
x

2 B.0; "/. �

4.1.12. Příklad. Platí lim
x!0

1

x2
D 1.

Důkaz. Ukážeme, že formule (4.1) je splněna pro funkci x 7!
1
x2 , c D 0 a A D 1.

Zvolme tedy " 2 R, " > 0. K tomuto " hledáme ı 2 R, ı > 0, takové, že platí

8x 2 P.0; ı/ W
1

x2
2 B.1; "/;

neboli
8x 2 P.0; ı/ W

1

x2
>
1

"
:

Položíme-li ı D
p
", pak je výše uvedená formule splněna a důkaz proveden. �

Na následujícím obrázku vidíme, že limita funkce f v bodě c zjevně neexis-
tuje, přesto blíží-li se x k bodu c zprava, potom se i funkční hodnoty blíží k jisté
hodnotě.

I tento pojem, kdy se proměnná blíží k c z jedné strany, lze formalizovat a to
pomocí pojmu limity v bodě zprava (respektive zleva).K tomubudeme potřebovat
pravé (respektive levé) okolí bodu, jež jsou definovány následovně.

4.1.13. Definice. Nechť c 2 R a " > 0. Potom definujeme
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� pravé okolí bodu c jako BC.c; "/ D Œc; c C "/,
� levé okolí bodu c jako B�.c; "/ D .c � "; c�,
� pravé prstencové okolí bodu c jako PC.c; "/ D .c; c C "/,
� levé prstencové okolí bodu c jako P�.c; "/ D .c � "; c/.

Dále definujeme
� levé okolí bodu 1 jako B�.1; "/ D .1

"
;1/,

� pravé okolí bodu �1 jako BC.�1; "/ D .�1;�1
"
/,

� levé prstencové okolí bodu 1 jako P�.1; "/ D B�.1; "/,
� pravé prstencové okolí bodu �1 jako PC.�1; "/ D BC.�1; "/.

4.1.14. Definice. Nechť A 2 R�, c 2 R [ f�1g. Řekneme, že funkce f má v bodě
c limitu zprava rovnou A, jestliže

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 08x 2 PC.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/:

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodě c 2 R [ f1g.

4.1.15. Poznámka. Obdobně jako ve Větě 4.1.6 lze dokázat, že funkce f má v da-
ném bodě c nejvýše jednu limitu zprava a nejvýše jednu limitu zleva. Pro limitu
zleva funkce f v bodě c užíváme symbol limx!c�

f .x/ a pro limitu zprava symbol
limx!cC

f .x/.

4.1.16. Věta. Funkce f má limitu v bodě c 2 R právě tehdy, když má v bodě
c limitu zprava i zleva a hodnoty těchto jednostranných limit se rovnají. Potom
navíc platí

lim
x!c

f .x/ D lim
x!c�

f .x/ D lim
x!cC

f .x/:

Důkaz. ) Předpokládejme, že limx!c f .x/ D A 2 R�. Zvolme " 2 R, " > 0,
libovolně. Podle definice limity nalezneme ı 2 R, ı > 0, takové, že platí

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/:

Potom ale máme také

8x 2 PC.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/;

neboť PC.c; ı/ � P.c; ı/. Tím jsme dokázali, že platí limx!cC
f .x/ D A. Rovnost

limx!c�
f .x/ D A dokážeme obdobně.

( Předpokládejme, že limx!cC
f .x/ D limx!c�

f .x/ D A 2 R�. Zvolme
" 2 R, " > 0, libovolně. Podle definice limity zprava nalezneme ı1 2 R, ı1 > 0,
takové, že platí

8x 2 PC.c; ı1/ W f .x/ 2 B.A; "/:

Dále podle definice limity zleva nalezneme ı2 2 R, ı2 > 0, takové, že platí

8x 2 P�.c; ı2/ W f .x/ 2 B.A; "/:

Položme ı D minfı1; ı2g. Potom P.c; ı/ � P.c; ı1/ [ P.c; ı2/, takže pro každé
x 2 P.c; ı/máme f .x/ 2 B.A; "/. Dokázali jsme tak, že platí limx!c f .x/ D A. �

Nyní dokážeme jednoduchý, ale užitečný princip, který je obdobouVěty 2.2.24
pro funkce. Nejprve zformulujeme pomocné tvrzení.
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4.1.17. Lemma. Nechť " 2 R, " > 0. Potom pro každé y 2 R platí ekvivalence

y 2 B.0; "/ , jyj 2 B.0; "/:

Důkaz. Nechť y 2 R. Potom y 2 B.0; "/ právě tehdy, když �" < y < ", což zřej-
mě platí právě tehdy, když �" < �y < ". Odtud a z definice absolutní hodnoty
reálného čísla plyne tvrzení. �

4.1.18. Věta. Nechť c 2 R� a f je funkce definovaná na nějakém okolí bodu c.
Potom platí:

lim
x!c

f .x/ D 0

právě tehdy, když
lim
x!c

jf .x/j D 0:

Důkaz. Z definice limity plyne, že limx!c f .x/ D 0 právě tehdy, když platí (4.1)
pro speciální volbu A D 0. Dle Lemmatu 4.1.17 ovšem f .x/ 2 B.0; "/ platí právě
tehdy, když jf .x/j 2 B.0; "/. Tedy limx!c f .x/ D 0 právě tehdy, když

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 P.c; ı/ W jf .x/j 2 B.0; "/;

což podle Definice 4.1.4 znamená, že limx!c jf .x/j D 0. �

4.1.19. Definice. Nechť c 2 R. Řekneme, že funkce f je v bodě c spojitá, jestliže
limx!c f .x/ D f .c/. Řekneme, že funkce f je v bodě c spojitá zprava (respektive
zleva), jestliže limx!cC

f .x/ D f .c/ (respektive limx!c�
f .x/ D f .c/).

4.1.20.Poznámka. Z vlastností okolí lze snadno odvodit ekvivalenci následujících
výroků.

(i) Funkce f je spojitá v bodě c.
(ii) Funkce f splňuje

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 B.c; ı/ W f .x/ 2 B.f .c/; "/:

(iii) Funkce f splňuje

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x 2 R W jx � cj < ı ) jf .x/ � f .c/j < ":

Porovnejte poslední dvě formule s formulemi (4.1) a (4.2).

4.1.21. Příklady. (a) Definujme

f .x/ D

�
1 pro x > 0,
0 pro x D 0,
�1 pro x < 0.

Tuto funkci nazýváme signum a značíme ji sign. Snadno nahlédneme, že

lim
x!0C

sign x D 1 a lim
x!0�

sign x D �1:

Funkce sign je tedy v bodě 0 nespojitá.
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(b) Afinní funkce f W x 7! ax C b je spojitá v každém bodě c 2 R. Tvrzení
dokážeme přímým ověřením definice. Udělejme to podrobně v případě, že a > 0.
Mějme c 2 R. Pak pro každé ı 2 R, ı > 0, a každé x 2 .c � ı; c C ı/ platí

f .c/ � aı < f .x/ D f .c/C a.x � c/ < f .c/C aı:

Nechť " 2 R, " > 0. Položíme-li ı D
"
a
, plyne z předchozí nerovnosti, že pro každé

x 2 .c � ı; c C ı/ platí
f .c/ � " < f .x/ < f .c/C ":

Tím je dokázáno, že limx!c f .x/ D f .c/.

4.2. Věty o limitách

Definice limity neobsahuje návod, jak tuto limitu vypočítat, případně jak uká-
zat, že funkce v danémbodě limitu nemá. Věty z tohoto oddílu námumožní jednak
limity v některých případech vypočítat a dále ukáží nové vlastnosti právě defino-
vaných pojmů.

4.2.1. Věta (vlastní limita a omezenost). Má-li funkce f v bodě c 2 R� vlastní
limitu, pak existuje P.c; ı/ takové, že f je na P.c; ı/ omezená.

Důkaz. Označme A D limx!c f .x/. Podle předpokladu je A 2 R. Pro " D 1 nalez-
neme ı 2 R; ı > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; 1/;

neboli f .P.c; ı// � .A � 1;AC 1/. Tato inkluze dokazuje omezenost funkce f na
P.c; ı/. �

4.2.2. Věta (aritmetika limit funkcí). Nechť c 2 R�, limx!c f .x/ D A 2 R�

a limx!c g.x/ D B 2 R�. Potom platí:
(a) limx!c.f .x/C g.x// D AC B,
(b) limx!c.f .x/g.x// D AB,
(c) limx!c.

f .x/
g.x/

/ D
A
B
,

pokud jsou pravé strany definovány.

Důkaz. Dokážeme pouze tvrzení (c). Technika důkazů zbývajících tvrzení je ob-
dobná a zde je nebudeme provádět. Výraz A

B
je podle předpokladu definován, tak-

že musí nastat některý z následujících případů:
(1) A 2 R, B 2 R n f0g,
(2) A 2 R, B 2 f�1;1g,
(3) A D 1, B 2 R, B > 0,
(4) A D 1, B 2 R, B < 0,
(5) A D �1, B 2 R, B > 0,
(6) A D �1, B 2 R, B < 0.
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(1) Naším cílem je dokázat, že ke každému " 2 R, " > 0, existuje ı 2 R, ı > 0

takové, že platí

8x 2 P.c; ı/ W

ˇ̌̌̌
f .x/

g.x/
�
A

B

ˇ̌̌̌
< ": (4.3)

Z definice limity plyne, že ke kladnému číslu jBj

2
existuje � 2 R, � > 0, takové, že

pro každé x 2 P.c; �/ platí g.x/ 2 .B �
jBj

2
; B C

jBj

2
/, a tedy jg.x/j > jBj

2
> 0, takže

výraz f .x/
g.x/

má smysl pro každé x 2 P.c; �/. Pro x 2 P.c; �/ odhadujmeˇ̌̌̌
f .x/

g.x/
�
A

B

ˇ̌̌̌
D

1

jg.x/j jBj
jf .x/B � g.x/Aj

D
1

jg.x/j jBj
jf .x/B � AB C AB � g.x/Aj

�
1

jg.x/j jBj
.jBj jf .x/ � Aj C jAj jB � g.x/j/

� M.jf .x/ � A j C jg.x/ � Bj/;

(4.4)

kdeM D max
n
2

jBj
; 2jAj

jBj2

o
. Zvolme nyní " 2 R, " > 0. Z předpokladů věty plyne, že

k číslu "
2M

existují kladná čísla ı1; ı2 2 R taková, že platí

8x 2 P.c; ı1/ W jf .x/ � Aj <
"

2M
; (4.5)

8x 2 P.c; ı2/ W jg.x/ � Bj <
"

2M
: (4.6)

Potom pro ı D minf�; ı1; ı2g plyne platnost (4.3) z (4.4), (4.5) a (4.6).
(2) Podle Věty 4.2.1 existuje ı1 2 R, ı1 > 0, a kladné K 2 R takové, že

x 2 P.c; ı1/ W jf .x/j < K: (4.7)

Zvolme nyní libovolně " 2 R, " > 0. Ať už předpokládáme B D 1 nebo B D �1,
můžeme v obou případech nalézt ı2 2 R, ı2 > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı2/ W jg.x/j >
K

"
: (4.8)

Položme ı D minfı1; ı2g. Potom pro každé x 2 P.c; ı/ díky (4.7) a (4.8) dostávámeˇ̌̌̌
f .x/

g.x/

ˇ̌̌̌
<

K

K="
D ":

Tím je dokázáno, že pro A 2 R a B nevlastní je limita rovna 0.
(3) Podobně jako v bodě (1) nalezneme � 2 R, � > 0, takové, že

8x 2 P.c; �/ W g.x/ < 2B: (4.9)

Zvolme libovolné " 2 R, " > 0. Nalezneme ı1 2 R, ı1 > 0, takové, že

8x 2 P.c; ı1/ W f .x/ >
2B

"
: (4.10)
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Položme ı D minf�; ı1g. Potom pro každé x 2 P.c; ı/ platí

f .x/

g.x/
>
2B

"
�
1

2B
D
1

"
:

Tím je dokázáno, že limx!c
f .x/
g.x/

D 1.
Zbývající případy (4)–(6) lze dokázat stejným způsobem jako případ (3), pou-

ze je třeba na příslušných místech změnit nerovnosti a znaménka. �

4.2.3. Příklad. Následující příklady demonstrují, že bez předpokladu existence
pravých stran ve vzorcích Věty 4.2.2 nelze o hodnotě limit na levých stranách nic
říci.

Uvažujme například f .x/ D x a g.x/ D �x, x 2 R. Pak limx!1 f .x/ D 1,
limx!1 g.x/ D �1, ale limx!1.f .x/C g.x// D 0.

Poněkud odlišný příklad je následující. Vezměme f .x/ D x sin x a g.x/ D

.xC 1/ sin x pro x 2 R. Pak limx!1
f .x/
g.x/

neexistuje, i když limx!1
x
xC1

D 1. Potíž
tkví v tom, že podíl f .x/

g.x/
není definován na žádném okolí 1.

4.2.4. Poznámka. Věta 4.2.2 má i své zřejmé jednostranné varianty.

4.2.5. Věta (spojitost a aritmetické operace). Nechť f; g jsou spojité funkce v bodě
c 2 R. Potom i funkce f C g a fg spojité v bodě c. Je-li navíc g.c/ ¤ 0, je i funkce
f
g
spojitá v bodě c.

Důkaz. Tvrzení plynou okamžitě z Věty 4.2.2. �

4.2.6. Příklad. Víme již, že funkce f .x/ D x je spojitá v každém bodě c 2 R
(Příklad 4.1.21(b)). Podle předcházející věty jsou tedy funkce x2; x3; x4; : : : spojité
v každém bodě R. Odtud podle téže věty plyne, že polynomy a racionální funkce
jsou spojité na svých definičních oborech.

Výraz „A
0
“ není definován, nicméně platí tato věta.

4.2.7. Věta. Nechť c 2 R�, limx!c g.x/ D 0, limx!c f .x/ D A 2 R� a A > 0.
Jestliže existuje � > 0 takové, že funkce g je kladná na P.c; �/, pak limx!c.

f .x/
g.x/

/ D

1.

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že A 2 R. Zvolme L 2 R libovolně. Nalezneme
ı1 > 0 takové, že pro každé x 2 P.c; ı1/ platí f .x/ 2 .A�

A
2
; AC

A
2
/. Dále nalezneme

ı2 > 0 takové, že pro každé x 2 P.c; ı2/ platí jg.x/j < A
2.jLjC1/

. Položíme ı D

minfı1; ı2; �g. Pak pro každé x 2 P.c; ı/ máme 0 < g.x/ < A
2.jLjC1/

a

f .x/

g.x/
>

A=2

A=.2.jLj C 1//
D jLj C 1 > L:

Tím je tvrzení pro A 2 R dokázáno.
Předpokládejme nyní, že A D 1. Zvolme opět L 2 R libovolně. Nalezneme

ı1 > 0 takové, že pro každé x 2 P.c; ı1/ platí f .x/ > 1. Dále nalezneme ı2 > 0
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takové, že pro každé x 2 P.c; ı2/ platí jg.x/j < 1
jLjC1

. Položíme ı D minfı1; ı2; �g.
Pak pro každé x 2 P.c; ı/ máme 0 < g.x/ < 1

jLjC1
a

f .x/

g.x/
>

1

1=.jLj C 1/
D jLj C 1 > L:

�

4.2.8.Poznámka. Předchozí větamá i svou variantu pro jednostranné limity. Před-
pokládáme-li, že c 2 R [ f�1g, limx!cC

g.x/ D 0, limx!cC
f .x/ D A 2 R�, A > 0

a existuje � > 0 takové, že funkce g je kladná na PC.c; �/, pak limx!cC

f .x/
g.x/

D 1.
Podobně lze zformulovat i variantu s limitou zleva.

4.2.9. Věta (o srovnání). Nechť c 2 R�.
(a) Nechť

lim
x!c

f .x/ > lim
x!c

g.x/:

Pak existuje ı > 0 takové, že platí

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ > g.x/:

(b) Nechť existuje ı > 0 takové, že platí

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ � g.x/:

Nechť existuje limx!c f .x/ a limx!c g.x/. Potom platí

lim
x!c

f .x/ � lim
x!c

g.x/:

(c) (o dvou strážnících) Nechť existuje � > 0 takové, že platí

8x 2 P.c; �/ W f .x/ � h.x/ � g.x/:

Dále předpokládejme, že

lim
x!c

f .x/ D lim
x!c

g.x/ D A 2 R�:

Potom existuje rovněž limx!c h.x/ a rovná se A.

Důkaz. (a)OznačmeA D limx!c f .x/ aB D limx!c g.x/. Podle Poznámky 4.1.3(b)
nalezneme " 2 R, " > 0, takové, že B.A; "/ \ B.B; "/ D ;. K tomuto " nalezneme
kladná ı1; ı2 2 R taková, že

8x 2 P.c; ı1/ W f .x/ 2 B.A; "/;

8x 2 P.c; ı2/ W g.x/ 2 B.B; "/:

Položme ı D minfı1; ı2g. Díky volbě " a nerovnosti A > B platí podle Poznám-
ky 4.1.3(c) pro každé x 2 B.c; ı/ nerovnost f .x/ > g.x/.

(b) Tuto část tvrzení dokážeme sporem. Předpokládejme, že limx!c f .x/ >

limx!c g.x/. Potom podle již dokázané části (a) existuje � 2 R, � > 0, takové, že

8x 2 P.c; �/ W f .x/ > g.x/:

Zvolme y 2 P.c; ı/ \ P.c; �/. Pak ovšem platí f .y/ > g.y/ � f .y/, což je spor.
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(c) Nechť nejprve A 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu existuje ı1 2 R, ı1 > 0
takové, že pro x 2 P.c; ı1/ platí

A � " < f .x/ < AC "; A � " < g.x/ < AC ":

Nechť nyní ı D minfı1; �g. Je-li x 2 P.c; ı/, potom máme

A � " < f .x/ � h.x/ � g.x/ < AC ";

a tedy h.x/ 2 .A � "; AC "/. Ke každému " > 0 tedy existuje ı > 0 takové, že

8x 2 P.c; ı/ W h.x/ 2 .A � "; AC "/;

čili limx!c h.x/ D A.
Předpokládejme nyní, žeA D 1. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu existuje ı1 2 R,

ı1 > 0, takové, že pro každé x 2 P.c; ı1/ platí 1" < f .x/. Nechť nyní ı D minfı1; �g.
Je-li x 2 P.c; ı/, pak platí

1

"
< f .x/ � h.x/;

a tedy h.x/ 2 B.1; "/. Dokázali jsme tedy limx!c h.x/ D 1.
Případ A D �1 lze dokázat obdobně. �

4.2.10. Příklad. Nechť h.x/ D x cos x sin 1
x
, x 2 R n f0g. Pak limx!0 f .x/ D 0.

Řešení. Položme f .x/ D � jxj, g.x/ D jxj, x 2 R. Pak

f .x/ � h.x/ � g.x/; x 2 P.0; 1/;

a
lim
x!0

f .x/ D lim
x!0

g.x/ D 0:

Z Věty 4.2.9(c) tedy plyne limx!0 h.x/ D 0. |

4.2.11. Poznámka. Pokud je funkce f v bodě c spojitá a f .c/ ¤ 0, pak existuje
ı 2 R, ı > 0, takové, že f je různá od nuly na B.c; ı/. Toto tvrzení plyne z části (a)
předchozí věty, kde za funkci g volíme nulovou funkci.

4.2.12. Poznámka. V kapitole o posloupnostech jsme ukázali varianty věty o dvou
strážnících pro nevlastní limity (Věta 2.3.31 a 2.3.32). Podobně je tomu i v případě
nevlastních limit funkcí. Uveďme formulaci věty pro limitu rovnou 1.

4.2.13. Věta. Nechť existuje � > 0 takové, že pro každé x 2 P.c; �/ platí f .x/ �

h.x/. Dále předpokládejme, že limx!c f .x/ D 1. Potom existuje rovněž limx!c h.x/

a rovná se 1.

4.2.14. Příklad. Ukažte, že limx!1
x2Csinx

x
D 1.

Řešení. Jelikož
x2 C sin x

x
�
x2 � 1

x
D x �

1

x
; x 2 .0;1/;

a
lim
x!1

x �
1

x
D 1;
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platí též z Věty 4.2.13

lim
x!1

x2 C sin x
x

D 1:

|

Při výpočtech limit je často užitečná následující věta, jejíž důkaz lze snadno
provést pomocí tvrzení (c) z Věty 4.2.9.

4.2.15. Věta. Nechť c 2 R�, limx!c f .x/ D 0 a nechť existuje � > 0 takové, že g je
omezená na P.c; �/. Potom limx!c.f .x/g.x// D 0.

Další věta dává do souvislosti limitu funkce s limitou posloupnosti.

4.2.16. Věta (Heine). Nechť c 2 R�, A 2 R� a funkce f je definována na prsten-
covém okolí bodu c. Pak jsou výroky (i) a (ii) ekvivalentní.

(i) Platí limx!c f .x/ D A.
(ii) Pro každou posloupnost fxng splňující xn 2 D.f /, xn ¤ c pro všechna

n 2 N a limn!1 xn D c, platí limn!1 f .xn/ D A.

Důkaz. (i) ) (ii)Mějme posloupnost fxng splňující xn 2 D.f /, xn ¤ c pro všechna
n 2 N a limn!1 xn D c. Zvolme " 2 R, " > 0. Podle (i) existuje ı 2 R; ı > 0,
takové, že

8x 2 P.c; ı/ W f .x/ 2 B.A; "/:

K již nalezenému ı nalezneme n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W xn 2 B.c; ı/:

Potom máme také
8n 2 N; n � n0 W xn 2 P.c; ı/;

a tedy
8n 2 N; n � n0 W f .xn/ 2 B.A; "/:

(ii) ) (i) Dokážeme :(i) ) :(ii). Předpokládáme-li negaci (i), potom máme

9" 2 R; " > 08ı 2 R; ı > 0 9x 2 P.a; ı/ W :.f .x/ 2 B.A; "//:

Pro každé n 2 N tak existuje xn 2 P.c; 1
n
/ takové, že :.f .xn/ 2 B.A; "//. Pak

máme xn ¤ c, :.f .xn/ 2 B.A; "// pro každé n 2 N a lim xn D c. Neplatí tak
limf .xn/ D A. Jsou tedy splněny předpoklady ve (ii) ale nikoliv závěr ve (ii), tj.
(ii) neplatí, což jsme měli dokázat. �

Není těžké zformulovat Heineovu větu pro limitu zleva (respektive zprava).
Podobně lze dát do souvislosti spojitost a limitu posloupnosti. Z několika různých
variant uveďme následující dvě, přičemž dokážeme pouze druhou.

4.2.17. Věta. Nechť c 2 R [ f1g, A 2 R� a funkce f je definována na levém
prstencovém okolí bodu c. Pak jsou výroky (i) a (ii) ekvivalentní.

(i) Platí limx!c�
f .x/ D A.

(ii) Pro každou posloupnost fxng splňující xn 2 D.f /, xn < c pro všechna
n 2 N a limn!1 xn D c, platí limn!1 f .xn/ D A.
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4.2.18. Věta. Nechť c 2 R a funkce f je definována na okolí bodu c. Pak jsou
výroky (i) a (ii) ekvivalentní.

(i) Funkce f je spojitá v bodě c.
(ii) Pro každou posloupnost fxng splňující xn 2 D.f / pro všechna n 2 N

a limn!1 xn D c, platí limn!1 f .xn/ D f .c/.

Důkaz. (i) ) (ii) Mějme posloupnost fxng splňující xn 2 D.f / pro všechna n 2 N
a limn!1 xn D c. Zvolme " 2 R, " > 0. Podle (i) existuje ı 2 R; ı > 0, takové, že

8x 2 B.c; ı/ W f .x/ 2 B.f .c/; "/:

K již nalezenému ı nalezneme n0 2 N takové, že

8n 2 N; n � n0 W xn 2 B.c; ı/;

a tedy
8n 2 N; n � n0 W f .xn/ 2 B.f .c/; "/:

(ii) ) (i) Dokážeme :(i) ) :(ii). Předpokládáme-li negaci (i), potom máme

9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 9x 2 B.a; ı/ W :.f .x/ 2 B.f .c/; "//:

Pro každé n 2 N tak existuje xn 2 B.c; 1
n
/ takové, že :.f .xn/ 2 B.A; "//. Pak máme

:.f .xn/ 2 B.A; "// pro každé n 2 N a lim xn D c. Neplatí tak lim f .xn/ D A. Jsou
tedy splněny předpoklady ve (ii) ale nikoliv závěr ve (ii). �

4.2.19. Věta. Nechť

Větu 4.2.16 lze často použít k důkazu neexistence limity.

4.2.20. Příklad. Ukážeme, že neexistuje lim
x!1

.�1/Œx�, kde Œx� značí celou část čísla
x.

Řešení. Předpokládejme, že limx!1.�1/
Œx� D A 2 R�. Vezměmeposloupnost fxng D

f2ng. Potom .�1/Œxn� D .�1/Œ2n� D 1 pro každé n 2 N, a tedy limn!1.�1/
Œxn� D 1.

Přitom limn!1 xn D 1 a xn ¤ 1 pro všechna n 2 N.
Vezměme dále posloupnost fyng D f2nC1g. Potom .�1/Œyn� D .�1/Œ2nC1� D �1

pro každé n 2 N, a tedy limn!1.�1/
Œyn� D �1. Přitom limn!1 yn D 1 a yn ¤ 1

pro všechna n 2 N.
Podle Heineovy věty musí být limn!1.�1/

Œxn� D limn!1.�1/
Œyn� D A. Na

druhé straně ovšem limn!1.�1/
Œxn� ¤ limn!1.�1/

Œyn�, a to je spor. Proto limita
limx!1.�1/

Œx� neexistuje. |

Věta 4.2.2 říká, jak se limita funkce chová vzhledem k algebraickým opera-
cím sčítání, násobení a dělení. Následující věta ozřejmuje vztah limity ke skládání
funkcí.

4.2.21. Věta (limita složené funkce). Nechť c;D;A 2 R�. Mějme funkce f a g
splňující limx!c g.x/ D D a limy!D f .y/ D A. Předpokládejme dále, že je splněna
alespoň jedna z následujících podmínek:

(P) existuje � 2 R, � > 0 takové, že pro každé x 2 P.c; �/ platí g.x/ ¤ D,
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(S) funkce f je spojitá v bodě D.
Potom platí

lim
x!c

.f B g/.x/ D A:

Důkaz. Předpokládejme, že je splněna podmínka (P). Zvolme " > 0 libovolně.
K tomuto " existuje  > 0 takové, že

8y 2 P.D; / W f .y/ 2 B.A; "/;

neboť limy!D f .y/ D A. K nalezenému  je možné najít ı0 > 0 takové, že

8x 2 P.c; ı0/ W g.x/ 2 B.D; /;

neboť limx!c g.x/ D D. Položme ı D minfı0; �g. Pro x 2 P.c; ı/ platí g.x/ 2

B.D; / n fDg, neboli g.x/ 2 P.D; /. Odtud dostáváme f .g.x// 2 B.A; "/. Tím
je důkaz věty ve verzi s podmínkou (P) proveden.

Nyní předpokládejme, že je splněna podmínka (S). Vezměme " > 0. Pak exis-
tuje > 0 takové, že pro každé y 2 P.D; / platí f .y/ 2 B.A; "/. Protože je f spo-
jitá v boděD, máme f .D/ D A. Proto pro každé y 2 B.D; / platí f .y/ 2 B.A; "/.
K číslu  existuje nyní ı > 0 takové, že pro každé x 2 P.c; ı/ platí g.x/ 2 B.D; /.
Dohromady tedy máme, že pro x 2 P.c; ı/ platí f .g.x// 2 B.A; "/. Tím je důkaz
proveden. �

4.2.22. Příklad. Není-li splněna podmínka (P) ani (S), pak závěr věty nemusí pla-
tit. Zvolíme-li f D

ˇ̌
sign

ˇ̌
, g D 0, c D 0, D D 0 a A D 1, pak limx!0 g.x/ D 0,

limy!0 f .y/ D 1, ale limx!0.f ı g/.x/ D 0 ¤ 1.

4.2.23. Věta. Pokud je funkce g spojitá v bodě c 2 R a funkce f je spojitá v bodě
g.c/, pak je funkce f B g spojitá v bodě c.

Důkaz. Tvrzení plyne ihned z Věty 4.2.21. �

4.2.24. Příklad. Nechť funkce f je spojitá v bodě 0. Potom je limx!1 f . 1
x
/ D

f .0/.

Řešení. Platí limx!1
1
x

D 0 (Příklad 4.1.11) a limy!0 f .y/ D f .0/. Podle Vě-
ty 4.2.21 ve verzi s podmínkou (S) pak platí limx!1 f . 1

x
/ D f .0/. |

Věta o limitě složené funkce má také své varianty pro jednostranné limity. Bez
důkazu uveďme jednu z nich.

4.2.25. Věta. Nechť c 2 R [ f1g, D 2 R [ f�1g, A 2 R�. Mějme funkce f a g
splňující limx!c�

g.x/ D D a limy!DC
f .y/ D A. Dále nechť existuje � 2 R, � > 0,

takové, že pro každé x 2 P�.c; �/ platí g.x/ > D. Potom platí

lim
x!c�

.f B g/.x/ D A:

4.2.26. Věta (limita monotónní funkce). Nechť a; b 2 R�, a < b. Nechť funkce
f je monotónní na intervalu .a; b/. Potom existují limx!aC

f .x/ a limx!b�
f .x/,

přičemž platí:
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� Je-li f na .a; b/ neklesající, pak

lim
x!aC

f .x/ D inff ..a; b// a lim
x!b�

f .x/ D supf ..a; b//:

� Je-li f na .a; b/ nerostoucí, pak

lim
x!aC

f .x/ D supf ..a; b// a lim
x!b�

f .x/ D inff ..a; b//:

Důkaz. Dokážeme, že limx!aC
f .x/ D inff ..a; b// platí pro neklesající zdola ome-

zenou funkci f a pro a a 2 R. Důkazy ostatních případů lze provést obdobně.
Označme m D inff ..a; b// 2 R. Zvolme číslo " > 0. Z vlastnosti infima plyne, že
existuje y 2 f ..a; b// takové, že y < mC ". Z definice množiny f ..a; b// plyne, že
y D f .x0/ pro nějaké x0 2 .a; b/. Protože však funkce f je neklesající, je

8x 2 .a; x0/ W f .x/ � f .x0/ < mC ":

Protože m je dolní závora množiny f ..a; b//, je

8x 2 .a; b/ W m � " < m � f .x/:

Na intervalu .a; x0/ tedy platí:

8x 2 .a; x0/ W m � " < f .x/ < mC ":

Tím jsme dokázali, že ke každému " > 0 existuje ı > 0 (v našem případě to bylo
ı D x0 � a/ takové, že

8x 2 PC.a; ı/ W f .x/ 2 .m � ";mC "/;

tj. limx!aC
f .x/ D m. �

4.3. Funkce spojité na intervalu

4.3.1. Definice. Nechť J � R je nedegenerovaný interval (neboli obsahuje neko-
nečně mnoho bodů). Funkce f W J ! R je spojitá na intervalu J , jestliže platí:

� f je spojitá v každém vnitřním bodě J ,
� f je spojitá zprava v levém krajním bodě intervalu J , pokud tento bod
patří do J ,

� f je spojitá zleva v pravém krajním bodě intervalu J , pokud tento bod
patří do J .

Spojitost funkce na intervalu lze charakterizovat pomocí konvergence posloup-
ností, jak ukazuje následující varianta Heineovy věty.

4.3.2. Věta. Nechť J � R je interval a f W J ! R. Pak je ekvivalentní:
(i) funkce f je spojitá na J ,
(ii) pro každou posloupnost fxng splňující xn 2 J a lim xn D c 2 J , platí

limf .xn/ D f .c/.
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Důkaz. (i) ) (ii) Uvažujme posloupnost fxng splňující xn 2 J , n 2 N, a lim xn D

c 2 J . Pokud je bod c vnitřním bodem intervalu J , potom podle Heineovy věty
(Věta 4.2.18) platí limf .xn/ D f .c/. Pokud je bod c krajním bodem intervalu J ,
pak limf .xn/ D f .c/ platí podle příslušné jednostranné varianty Heineovy věty.

(ii) ) (i) Spojitost ve vnitřních bodech J plyne opět z Heineovy věty. Spoji-
tost v krajních bodech, pokud jsou tyto prvkem J , plyne z jednostranných variant
Heineovy věty. �

4.3.3. Věta. Nechť I; J jsou intervaly v R a f W I ! R, g W J ! R jsou spojité
funkce. Nechť f .I / � J . Pak g B f W I ! R je spojitá funkce.

Důkaz. PoužijmeVětu 4.3.2.Nechť fxng je posloupnost bodů v I konvergující k bo-
du x 2 I . Dle Věty 4.3.2(ii) použité pro funkci f platí lim f .xn/ D f .x/. Opětov-
ným použití tohoto tvrzení, tentokrát pro funkci g, dostaneme, že limg.f .xn// D

g.f .x//. Proto lim.g B f /.xn/ D .g B f /.x/, a tedy g B f je spojitá na I opět dle
Věty 4.3.2. �

4.3.4. Věta (Bolzanova věta o nabývání mezihodnot). Nechť funkce f je spojitá na
intervalu Œa; b� a f .a/ < f .b/. Pak ke každému C 2 .f .a/; f .b// existuje � 2 .a; b/

takové, že platí f .�/ D C .

Důkaz. Zvolme C 2 .f .a/; f .b// a položmeM D f´ 2 Œa; b�I f .´/ < C g. Množina
M je neprázdná (neboť a 2 M ) a shora omezená (číslo b je horní závora M ), je
tedy � D supM 2 R. Zřejmě platí � 2 Œa; b�. Ukážeme, že f .�/ D C vyloučením
možností f .�/ > C a f .�/ < C .

Kdyby f .�/ > C , pak � > a a lze nalézt ı > 0 takové, že pro každé x 2 .��ı; �/

platí f .x/ > C . To znamená, žeM � Œa; � � ı�, což je spor s definicí �.
Kdyby f .�/ < C , pak � < b a lze nalézt ı > 0 takové, že pro každé x 2 .�; �Cı/

platí f .x/ < C . To znamená, že .�; � C ı/ � M � Œa; ��, což je opět spor. �

4.3.5. Poznámka. Věta analogicky platí v případě, kdy f .a/ > f .b/. Povšimněme
si, že z předpokladů věty neplyne nic o tom, kolik je takových bodů � 2 .a; b/,
v nichž je f .�/ D C . Bolzanova věta o nabývání mezihodnot ale tvrdí, že takový
bod existuje alespoň jeden.

4.3.6. Věta (zobrazení intervalu spojitou funkcí). Nechť J je interval. Nechť funk-
ce f W J ! R je spojitá na J . Potom je f .J / interval.

Důkaz. Ověříme, že množina f .J / splňuje předpoklad Lemmatu 1.5.27. Zvolme
y1; y2 2 f .J / a ´ 2 R, y1 < ´ < y2. Pak existují x1; x2 2 J taková, že f .x1/ D y1
a f .x2/ D y2. Podle Věty 4.3.4 a za ní následující poznámky musí f v jistém bodě
nabývat hodnoty ´, takže ´ 2 f .J /. Podle Lemmatu 1.5.27 je tedy množina f .J /
intervalem. �

4.3.7. Definice. NechťM � R, x 2 M a funkce f je definována alespoň naM (tj.
M � D.f /).
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� Řekneme, že f nabývá v bodě x maxima (respektiveminima) naM , jestliže
platí

8y 2 M W f .y/ � f .x/ .respektive 8y 2 M W f .y/ � f .x//:

Bod x pak nazýváme bodemmaxima (respektive minima) funkce f na množině
M .

� Řekneme, že f nabývá v bodě x lokálního maxima (respektive lokálního
minima) vzhledem kM , jestliže existuje ı > 0 takové, že

8y 2 B.x; ı/ \M W f .y/ � f .x/ .respektive 8y 2 B.x; ı/ \M W f .y/ � f .x//:

Bod x pak nazýváme bodem lokálního maxima (respektive lokálního minima)
funkce f na množiněM .

� Řekneme, že f nabývá v bodě x ostrého lokálního maxima (respektive ost-
rého lokálního minima) vzhledem kM , jestliže existuje ı > 0 takové, že

8y 2 P.x; ı/ \M W f .y/ < f .x/ .respektive 8y 2 P.x; ı/ \M W f .y/ > f .x//:

Bod x pak nazýváme bodemostrého lokálníhomaxima (respektive ostrého lokál-
ního minima) funkce f na množiněM .

� SymbolmaxM f (respektiveminM f ) označuje největší (respektive nejmenší)
hodnotu, které funkce f na množiněM nabývá (pokud taková hodnota existuje).

� Bodem extrému budeme rozumět bod maxima či minima. Bodem lokálního
extrému budeme rozumět bod lokálního maxima či lokálního minima.

Obrázek 7.

Na obrázku jsou x a ´ body lokálního maxima funkce f a v bodech y a t má
funkce f lokální minimum.
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4.3.8. Budeme-li hovořit o lokálním extrému reálné funkce (bez udání množiny),
budeme mít na mysli lokální extrém vzhledem k nějakému okolí.

4.3.9. Věta (existence extrémů). Nechť a; b 2 R; a < b, a f je spojitá funkce na
intervalu Œa; b�. Potom f nabývá na Œa; b� své největší hodnoty a své nejmenší hod-
noty.

Důkaz. Označme G D supf .Œa; b�/. Podle Věty 2.3.36 existuje posloupnost fyng

prvků množiny f .Œa; b�/ taková, že limyn D G. Pro každé n 2 N nalezneme
xn 2 Œa; b� splňující f .xn/ D yn. Podle Věty 2.4.7 vybereme z posloupnosti fxng

konvergentní posloupnost fxnk
g s limitou x�. Podle Věty 2.2.42 leží bod x� v inter-

valu Œa; b�. Podle Věty 4.2.18 platí limk!1 f .xnk
/ D f .x�/. Protože f .xnk

/ D ynk
,

je posloupnost ff .xnk
/g1
kD1

vybraná z posloupnosti fyng1
nD1. Podle Věty 2.2.30 pla-

tí
f .x�/ D lim

k!1
f .xnk

/ D lim
n!1

yn D G:

Je tedy f .x�/ D G a x� je bodem maxima funkce f na intervalu Œa; b�.
Pro důkaz existence bodu minima definujme funkci g W Œa; b� ! R předpisem

g.x/ D �f .x/. Funkce g je na Œa; b� spojitá, musí tedy na Œa; b� nabývat svého
maxima podle již dokázané části věty. Nechť tomu tak je v bodě x� 2 Œa; b�. Pak
platí g.x/ � g.x�/ kdykoliv x 2 Œa; b�. To znamená, že f .x/ � f .x�/ pro každé
x 2 Œa; b�, a f nabývá svého minima na Œa; b� v bodě x�. Tím je věta dokázána. �

4.3.10. Příklad. Funkce f .x/ D
1
x
nenabývá na intervalu .0; 1/ extrému. Stejně

tak funkce f W Œ0; 1� ! R definovaná předpisem

f .x/ D

(
1
2

pro x 2 f0; 1g,
x pro x 2 .0; 1/

nemá na Œ0; 1� extrém. Tyto dva příklady ukazují, že ani předpoklad uzavřenosti
intervalu ani spojitosti funkce nelze ve Větě 4.3.9 vynechat.

4.3.11.Důsledek. Nechť f je spojitá funkce na intervalu Œa; b�. Potom je f na Œa; b�
omezená.

Důkaz. Podle předchozí věty nabývá funkce f na intervalu Œa; b� maxima v bodě
x� a minima v bodě x�. Platí tedy f .x�/ � f .x/ � f .x�/ pro každé x 2 Œa; b�, takže
množina f .Œa; b�/ je omezená. �

4.3.12. Hledání extrémů funkce na nějaké množině patří k důležitým úlohám.
Věta 4.3.9 sice nedává návod jak bod extrému hledat, ale dává nám velmi cen-
nou informaci o tom, že alespoň jeden bod maxima (respektive minima) existuje
(za předpokladů věty). V dalším se naučíme, jak vytipovat body, které jsou po-
dezřelé z toho, že by v nich funkce mohla nabývat extrému. Pokud víme (např.
podle Věty 4.3.9), že naše funkce nabývá maxima (respektive minima) na uvažo-
vané množině, pak bodem maxima (respektive minima) bude ten z vytipovaných
podezřelých bodů, v němž funkce nabývá největší (respektive nejmenší) hodnoty.



4.4. TEORETICKÉ PŘÍKLADY K LIMITĚ FUNKCE 225

Na závěr tohoto oddílu se budeme zabývat vztahem spojitosti k inverznímu
zobrazení. Spojitá funkce na intervalu J zobrazuje tento interval na interval f .J /
(Věta 4.3.6). Pokud je f na J rostoucí (nebo klesající), je f prosté zobrazení J
na f .J / a existuje inverzní zobrazení f �1 W f .J / ! J . Toto zobrazení je funkce,
budeme proto o f �1 hovořit jako o funkci inverzní. Následující věta tvrdí, že jak
druh monotonie tak i spojitost zdědí inverzní funkce od funkce výchozí.

4.3.13. Věta (spojitost inverzní funkce). Nechť f je spojitá a rostoucí (klesající)
funkce na intervalu J . Potom funkce f �1 je spojitá a rostoucí (klesající) na inter-
valu f .J /.

Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že f je spojitá a rostoucí,
jinak bychom uvažovali �f . Potom podle Věty 4.3.6 je funkce f �1 definována na
intervalu f .J / a je rostoucí, což je snadné si uvědomit. Dokážeme spojitost f �1

na f .J /. Nechť y0 2 f .J / není pravý koncový bod intervalu f .J /. Dokážeme
spojitost f �1 v bodě y0 zprava. Označme x0 D f �1.y0/. Bod x0 není pravým
koncovým bodem J , neboť f je rostoucí na J . Nechť " 2 R, " > 0. Zvolme x1 2

J \ .x0; x0C"/ a položme ı D f .x1/�y0. Odtud potom Œy0; y0Cı� � f .J /, a tedy

f �1.BC.y0; ı// D f �1.Œy0; y0 C ı// D Œx0; x1/ � B.x0; "/ D B.f �1.y0/; "/:

Analogicky bychomdokázali spojitost zleva funkce f �1 v bodech f .J /, které nejsou
levým koncovým bodem f .J /. Odtud plyne spojitost f �1 na f .J /. �

4.3.14. Je-li n 2 N liché, pak funkce x 7! xn je spojitá rostoucí funkce na R, a tedy
dle Věty 4.3.13 je funkce x 7! n

p
x spojitá (a rostoucí) na R. Je-li n 2 N sudé, pak

funkce x 7! xn je spojitá rostoucí funkce na Œ0;1/, a tedy dle Věty 4.3.13 je funkce
x 7! n

p
x spojitá (a rostoucí) na Œ0;1/.

4.4. Teoretické příklady k limitě funkce

4.4.1. Příklad. Nechť x 2 R� a f je funkce definovaná na nějakém P.x; ı/. Defi-
nujeme pak limes superior a limes inferior funkce f v bodě x jako

lim sup
y!x

f .y/ D inf
ı>0

supf .P.x; ı//;

lim inf
y!x

f .y/ D sup
ı>0

inff .P.x; ı//:

Obdobně definujeme limes superior a inferior v bodě x zleva či zprava. Platí ná-
sledující tvrzení.

(a) Máme lim infy!x f .y/ � lim sup
y!x

f .y/.
(b) Limita limy!x f .y/ existuje právě tehdy, když lim sup

y!x
f .y/ D lim infy!x f .y/.

V tomto případě pak platí

lim
y!x

f .y/ D lim sup
y!x

f .y/ .D lim inf
y!x

f .y//: (4.11)
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(c) Platí lim sup
y!x

.�f .y// D � lim infy!x f .y/.

Řešení. K důkazu tvrzení (a) si stačí uvědomit, že pro každá ı1; ı2 2 R kladná platí

inff .P.x; ı1// � supf .P.x; ı2//:

Tato nerovnost snadno plyne z nerovností (kde ı D minfı1; ı2g)

inff .P.x; ı1// � inff .P.x; ı// � supf .P.x; ı// � supf .P.x; ı2//:

Dokažmenyní druhé tvrzení. Předpokládejme existenci limityA D limy!x f .y/

a označme a D lim infy!x f .y/, b D lim sup
y!x

f .y/. Je-li a < b, pak platí

8ı > 0 W inff .P.x; ı// � a < b � supf .P.x; ı//: (4.12)

Zvolme a0; b0 2 R splňující a < a0 < b0 < b a dále pak " 2 R, " > 0, pro které
množina B.A; "/ neprotíná alespoň jeden z intervalů .�1; a0/ a .b0;1/. Z definice
limity existuje ı 2 R, ı > 0, takové, že f .P.x; ı// � B.A; "/. Pro toto ı však
platnost (4.12) znamená neprázdnost množiny

f .P.x; ı// \ .�1; a0/ \ .b0;1/ � B.A; "/ \ .�1; a0/ \ .b0;1/ D ;:

Tento spor tedy dává a D b.
V důkazu obrácené implikace označme

A D lim sup
y!x

f .y/ D lim inf
y!x

f .y/

a uvažme nejprve případA D 1. Pak pro dané " > 0 najdeme ı 2 R kladné takové,
že inff .P.x; ı// > 1

"
. Tedy f .P.x; ı// � B.A; "/ a limy!x f .y/ D 1.

Obdobně bychom dokázali limy!x f .y/ D �1 v případě A D �1. Je-li A 2

R, najdeme pro dané " 2 R, " > 0, čísla ı1; ı2 2 R kladná taková, že

A � " < inff .P.x; ı1// a sup f .P.x; ı2// < AC ":

Položíme-li ı D minfı1; ı2g, dostáváme

A � " < inff .P.x; ı// � supf .P.x; ı// < AC ":

Tedy f .P.x; ı// � B.A; "/, což dává limy!x f .y/ D A.
Důkaz této implikace též ověřil platnost rovnosti (4.11).
Přistupme k důkazu tvrzení (c). To však snadno plyne z následujících identit

supf�xI x 2 Ag D � inffxI x 2 Ag; inff�xI x 2 Ag D � supfxI x 2 Ag

platných pro každou neprázdnou množinu A � R, protože pak dostáváme

lim sup
y!x

�f .y/ D inf
ı>0

sup.�f /.P.x; ı// D inf
ı>0

.� inff .P.x; ı///

D � sup
ı>0

inff .P.x; ı// D � lim inf
y!x

f .P.x; ı//:

Tím je důkaz dokončen. |
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4.4.2. Příklad. Je-li x 2 R� a f; g jsou funkce definované na nějakém P.x; ı/, platí

lim inf
y!x

.f .y/C g.y// � lim inf
y!x

f .y/C lim inf
y!x

g.y/;

lim sup
y!x

.f .y/C g.y// � lim sup
y!x

f .y/C lim sup
y!x

g.y/;

pokud jsou pravé strany definovány.

Řešení. Dokážeme pouze druhou nerovnost, důkaz první je obdobný. Označme

b1 D lim sup
y!x

f .y/ a b2 D lim sup
y!x

g.y/:

Je-li b1 C b2 D 1, požadovaná nerovnost zjevně platí. Předpokládejme tedy, že
b1 C b2 < 1 a nechť b0 2 R je libovolné číslo větší než b1 C b2. Snadno nalezneme
čísla b0

1; b
0
2 2 R taková, že b1 < b0

1, b2 < b0
2 a b

0
1 C b0

2 < b0. Z definice nyní existují
ı1; ı2 2 R kladná splňující

supf .P.x; ı1// < b0
1 a supg.P.x; ı2// < b0

2:

Pro ı D minfı1; ı2g pak z Věty 1.5.19 dostáváme

sup.f C g/.P.x; ı// � supf .P.x; ı//C supg.P.x; ı//
� supf .P.x; ı1//C supg.P.x; ı2//

< b0
1 C b0

2 < b
0:

Tedy
lim sup
y!x

.f C g/.y/ D inf
ı>0

sup.f C g/.P.x; ı// < b0:

Jelikož bylo b0 libovolné, platí

lim sup
y!x

.f C g/.y/ � b1 C b2:

Tím je důkaz dokončen. |

4.4.3. Příklad. Nechť f W R ! R je monotónní funkce. Potom je množina

D D fx 2 RI f není spojitá v bodě xg

spočetná.

Řešení. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že je f neklesající. Má tedy v kaž-
dém bodě x 2 R limitu zleva i zprava dle Věty 4.2.26. Zřejmě pro každé x 2 R
platí

lim
y!x�

f .y/ � f .x/ � lim
y!xC

f .y/;

a tedy
D D fx 2 RI lim

y!x�

f .y/ < lim
y!xC

f .y/g:

Pro každé x 2 D označme ax D limy!x�
f .y/ a bx D limy!xC

f .y/. Máme-li
x; y 2 D, x < y, pak

ax < bx � ay < by :
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Tedy je systém otevřených intervalů

f.ax ; bx/I x 2 Dg

disjunktní, a proto spočetný dle Příkladu 1.6.25. Tedy je i množinaD spočetná. |

4.4.4. Příklad. Nechť f je funkce z R do R. Potom je množina

E D fx 2 RI fmá v bodě x ostrý lokální extrémg

spočetná.

Řešení. Zjevně stačí ukázat, že množina

M D fx 2 RI fmá v x ostré lokální maximumg

je spočetná. K tomuto účelu nalezneme pro každé x 2 M kladné číslo ıx takové,
že

8y 2 .x � ıx ; x C ıx/ W f .y/ < f .x/:

Pro n 2 N položme

Mn D fx 2 M I ıx >
1

n
g

a uvědomme si, že pro různé body x; y zMn platí

.x �
1

2n
; x C

1

2n
/ \ .y �

1

2n
; y C

1

2n
/ D ;: (4.13)

Uvažujeme-li totiž bod ´ v eventuálním průniku, platí pak

jx � yj � jx � ´j C j´ � yj <
1

2n
C

1

2n
D
1

n
;

což znamená, že

y 2 .x � ıx ; x C ıx/ a x 2 .y � ıy ; y C ıy/:

Díky volbě ıx a ıy pak platí f .y/ < f .x/ a f .x/ < f .y/, což je zřejmý spor. Tím je
ověřena platnost (4.13).

Systém intervalů

f.x �
1

2n
; x C

1

2n
/I x 2 Mng

je proto disjunktní, a tedy spočetný dle Příkladu 1.6.25.
Tedy i množina

M D

1[
nD1

Mn

je spočetná podle Věty 1.6.21(c). |

4.4.5. Příklad. Nechť f je reálná funkce. Jestliže f není spojitá v bodě x 2 R,
ale existuje její vlastní limita v x, potom říkáme, že f má v x odstranitelnou ne-
spojitost. Neexistuje-li vlastní limita f v bodě x, pak říkáme, že bod x je bodem
neodstranitelné nespojitosti funkce f . Body neodstranitelné nespojitosti klasifi-
kujeme dále takto. Existují-li vlastní ale různé jednostranné limity v bodě x, pak
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říkáme, že x je bodem nespojitosti prvního druhu. Jestliže alespoň jedna z jedno-
stranných limit neexistuje nebo je nevlastní, pak říkáme, že x je bodemnespojitosti
druhého druhu.

Dokažte, že platí:
(a) Množina fx 2 RI f má v x odstranitelnou nespojitostg je spočetná.
(b) Množina fx 2 RI f má v x neodstranitelnou nespojitost 1. druhug je spo-

četná.

Řešení. (a) Stačí dokázat, že množiny

O D fx 2 RI lim
y!x

f .y/ < f .x/g a P D fx 2 RI lim
y!x

f .y/ < f .x/g

jsou spočetné. Provedeme důkaz pouze pro množinu O, protože pro množinu P
je důkaz obdobný. Pro každé x 2 O nalezneme rx 2 Q takové, že

lim
y!x

f .y/ < rx < f .x/:

Pak množina O D
S
r2QOr , kde Or D fx 2 OI rx D rg, je sjednocením spočetně

mnoha množin, a tedy stačí dokázat, že každá množina Or je spočetná. Vezměme
tedy pevné r 2 Q a pro každé x 2 Or zvolme ıx > 0 splňující

8y 2 P.x; ıx/ W f .y/ < r:

Systém intervalů J D f.x �
1
2
ıx ; x C

1
2
ıx/I x 2 Org je disjunktní. Pokud totiž

x; y 2 Or ; x ¤ y, a .x �
1
2
ıx ; x C

1
2
ıx/ \ .y �

1
2
ıy ; y C

1
2
ıy/ ¤ ; a ıx � ıy , potom

jx � yj < 1
2
ıx C

1
2
ıy � ıy . Tedy f .x/ < r díky volbě ıy a zároveň f .x/ > rx D r ,

což je spor. Systém J je tedy spočetný dle Příkladu 1.6.25, a proto je i množina Or
spočetná.

(b) Stačí dokázat, že množiny

N D fx 2 RI lim
y!x�

f .y/ < lim
y!xC

f .y/g;

M D fx 2 RI lim
y!x�

f .y/ > lim
y!xC

f .y/g

jsou spočetné. Důkaz provedeme pouze promnožinuN . Důkaz proM je obdobný.
Pro každé x 2 N nalezneme rx 2 Q splňující

lim
y!x�

f .y/ < rx < lim
y!xC

f .y/

a rozložíme N jako N D
S
r2QNr , kde Nr D fx 2 N I rx D rg, r 2 Q. Vezmeme

nyní r 2 Q pevné a pro každé x 2 Nr zvolme ıx > 0 takové, že

8y 2 P�.x; ıx/ W f .y/ < r;

8y 2 PC.x; ıx/ W f .y/ > r:

Máme-li nyní dva body x; y 2 Nr , x < y, pak zjevně

.x; x C ıx/ \ .y � ıy ; y/ D ;:

Tedy i
.x � ıx ; x C ıx/ \ .y � ıy ; y C ıy/ D ;:
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Opět je tedy systém f.x � ıx ; x C ıx/I x 2 Nrg disjunktní, a proto spočetný. Tedy
i množina Nr je spočetná. Odtud plyne spočetnost N . |

4.4.6. Příklad. Nechť f W R ! R je definována jako

f .x/ D

(
1; x 2 Q;

0; x 2 R n Q:

Pakmá funkce f v každém reálném čísle bod neodstranitelné nespojitosti 2. druhu.

Řešení. Máme-li x 2 R dáno, v každém jeho levém či pravém okolí existuje racio-
nální i iracionální číslo. Tedy dle definice funkce f limita zprava ani zleva v bodě
x neexistuje. |

4.4.7. Příklad. Dokažte následující variantu Heineovy věty 4.2.17:
Nechť c 2 R [ f1g, A 2 R� a funkce f je definována na levém prstencovém

okolí bodu c. Pak jsou výroky (i) a (ii) ekvivalentní.
(i) Platí limx!c�

f .x/ D A.
(ii) Pro každou rostoucí posloupnost fxng splňující xn 2 D.f /, xn < c pro

všechna n 2 N a limn!1 xn D c, platí limn!1 f .xn/ D A.

Řešení. Implikace (i) H) (ii) platí dle Heineovy věty 4.2.17. Dokažme tedy ob-
rácenou implikaci. Předpokládejme, že f je definována na nějakém okolí P�.c; �/.
Nechť limx!c�

f .x/ ¤ A. Tedy platí

9" 2 R; " > 0 8ı 2 R; ı > 0 9x 2 P�.c; ı/ W f .x/ … B.A; "/: (4.14)

Induktivně nyní zkonstruujme rostoucí posloupnost fxng v D.f / konvergující k c
takto: V prvním kroce položme ı1 D �. Dle (4.14) existuje x1 2 P�.c; ı1/ takové,
že f .x1/ … B.A; "/.

Předpokládejme nyní, že pro nějaké n 2 N máme nalezeny body x1 < x2 <

� � � < xn splňující f .xi / … B.A; "/, i 2 f1; : : : ; ng. Zvolíme ınC1 2 .0; 1
nC1

/ tako-
vé, že xnC1 … P�.c; ınC1/. Použitím (4.14) obdržíme xnC1 2 P�.c; ınC1/ splňující
f .xnC1/ … B.A; "/. Zjevně pak platí xn < xnC1. Tím je konstrukce ukončena.

Našli jsem tak rostoucí posloupnost fxng v D.f / takovou, že ff .xn/g nekon-
verguje k A, ale limn!1 xn D c (to platí díky tomu, že xn 2 P�.c;

1
n
/). Důkaz je

tímto ukončen. |

4.4.8. Příklad. Ukažte, že nekonstantní periodická spojitá funkce má nejmen-
ší kladnou periodu (tzv. fundamentální periodu). Najděte nekonstantní periodickou
funkci bez fundamentální periody.

Řešení. Předpokládejme, že Tn, n 2 N, jsou kladné periody funkce f konvergující
k 0. Nechť x 2 R je libovolné, stejně jako " 2 .0;1/. Ze spojitosti f v bodě x
najdeme ı 2 R, ı > 0, takové, že

8y 2 B.x; ı/ W jf .x/ � f .y/j < ":
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Vezměme nyní n0 2 N splňující Tn0
< ı

2
. Pak alespoň jedno číslo tvaru kTn0

, k 2 Z,
protíná interval x � ı; x C ı/. Tedy

jf .x/ � f .0/j D
ˇ̌
f .x/ � f .kTn0

/
ˇ̌
< ":

Jelikož " bylo libovolné, platí f .0/ D f .x/. Tedy f je konstantní.
Uvažujme nyní Dirichletovu funkci

f .x/ D

(
1; x 2 Q;

0; x 2 R n Q:

Pak je každé racionální číslo periodou funkce f , a tedy f nemá fundamentální
periodu. |

4.4.9. Příklad (Riemannova funkce).

4.4.10. Příklad. Sestrojte funkci f W Œ0; 1� ! Œ0; 1� takovou, že pro každý nedege-
nerovaný interval I � Œ0; 1� platí f .I / D Œ0; 1�.

Řešení. Každé číslo x 2 Œ0; 1� si vyjádříme v desetinném rozvoji jako

x D 0:a1a2a3 : : : :

(Pro číslo x D 0:a1 : : : an00 : : : , kde an ¤ 0, uvažujeme desetinný rozvoj tvaru
x D 0:a1 : : : .an � 1/99 : : : .)

Řekneme, že x splňuje podmínku periodicity pro n 2 N, pokud číslo 0:a1a3a5 : : :
je racionální a jeho desetinný rozvoj se periodicky opakuje počínaje číslem a2n�1.
Položme

f .x/ D

(
0; pokud x nesplňuje podmínku periodicity pro žádnén 2 N;

0:a2na2nC2a2nC4; pokud x splňuje podmínku periodicity pro n:

Ukažme, že f má požadovanou vlastnost. Nechť tedy I � Œ0; 1� je nedegenerovaný
interval. Vezmeme n 2 N a cifry a1; : : : ; a2n�2 takové, že a2n�3 … f0; 1g a

Œ0:a1a2 : : : a2n�20; 0:a1a2 : : : a2n�21� � I:

Nechť
y D 0:b1b2b3 � � � 2 Œ0; 1�

je dáno. Definujme číslo x 2 I pomocí dalších cifer v jeho rozvoji, konkrétně

a2n�1 D a2nC1 D � � � D a4n�5 D 0; a4n�3 D 1

a nechť další liché cifry x jsou definovány opakováním této sekvence. Na sudé po-
zice od 2n počínaje položme cifry čísla y, tj.

x D 0:a1a2 : : : a2n�1b1a2nC1b2a2nC3 : : : :

Pak x 2 I , splňuje podmínku periodicity pro n, a tedy

f .x/ D 0:b1b2b3 : : : :

|
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4.4.11. Příklad. Nalezněte spojitou funkci na R, která není na žádném nedege-
nerovaném intervalu v R monotónní.

Řešení. Nechť f1.x/ D jxj pro x 2 Œ�1
2
; 1
2
� a nechť dále f1 je dodefinována na R

periodicky s periodou 1. Pro n 2 N, n > 1, položíme

fn.x/ D 4�nC1f1.4
n�1x/; x 2 R:

Pak je fn 4�nC1-periodická spojitá funkce naR, jejíž maximální hodnota je 1
2
4�nC1.

Nechť

f .x/ D

1X
nD1

fn.x/ D

1X
nD1

f1.4
n�1x/

4n�1
; x 2 R: (4.15)

Pak f je dobře definovaná, neboť pro každé x je suma v (4.15) absolutně konver-
gentní. Dále je f spojitá.

Mějme totiž x 2 R a " 2 R, " > 0 dány. Najdeme m 2 N takové, že 1
4m�1 < ".

Dále nechť ı 2 R, ı > 0 je takové, že

8i 2 f1; : : : ; m � 1g 8y 2 B.x; ı/ W jfi .x/ � fi .y/j <
"

m
:

Pak pro y 2 B.x; ı/ platí

jf .x/ � f .y/j �

mX
iD1

jfi .x/ � fi .y/j C

1X
iDmC1

jfi .x/j C jfi .y/j

� m
"

m
C 2 � 4�mC1

� 3":

Tedy f je spojitá v x.
Nyní ukážeme, že není na žádném nedegenerovaném intervalu monotónní.

K tomuto účelu odvodíme následující fakt:
Je-li a D k4�m pro nějaké k 2 Z,m 2 N a hm D 4�2m�1, pak

f .aC hm/ � f .a/ > 0 a f .a � hm/ � f .a/ > 0:

Máme-li totiž a a hm jako výše, pak fn.a/ D 0 pro n > m. Dále platí

8n > 2mC 1 W fn.aC hm/ D 0; 8n 2 fmC 1; : : : ; 2mC 1g W fn.aC hm/ D hm:

Nakonec si povšimneme, že

8n 2 N 8a; h 2 R W jfn.aC h/ � fn.a/j � jhj :

Dohromady proto máme

f .aC hm/ � f .a/ D

nX
iD1

.fi .aC hm/ � fi .a//C

2mC1X
iDmC1

fi .aC hm/

� �mhm C .mC 1/hm

D hm > 0
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Obdobně dostaneme, že

f .a � hm/ � f .a/ � hm > 0:

Mějme nyní libovolný nedegenerovaný interval I � R. Protože čísla tvaru
fk4�mI k 2 Z; m 2 Ng protínají každý otevřený interval, lze vybrat k 2 Z a m 2 N
takové, že pro a a hm jako výšemáme a; aChm; a�hm 2 I . Z přecházejících výpočtů
pak máme

f .a � hm/ > f .a/; f .aC hm/ > f .a/:

Funkce f proto není monotónní na I . |

4.4.12. Příklad. Nechť D � R je spočetná množina. Najděte neklesající funkci
f W R ! R takovou, že její množina bodů nespojitosti je právě D.

Řešení. Očíslujeme množinu D jako D D fxnI n 2 Ng a pro n 2 N položme

fn.x/ D

(
0; x < xn

1; x � xn:

Definujme f W R ! R jako

f .x/ D

1X
nD1

1

2n
fn.x/:

Zjevně je f dobře definovaná (pro každé x 2 R je řada
P1

nD1
1
2n fn.x/ absolutně

konvergentní) a neklesající (neboť všechny funkce fn jsou neklesající). Ukažme, že
f je spojitá v každém bodě x 2 R nD. Pro takovéto x a dané " 2 .0;1/ najdeme
n0 2 N takové, že

P1

nDn0C1 2
�n < ". Dále najdeme ı 2 R, ı > 0, takové, že pro

y 2 B.x; ı/ a n 2 f1; : : : ; n0g platí

jfn.x/ � fn.y/j < "

(všechny funkce fn jsou spojité v x). Pak pro y 2 B.x; ı/ máme

jf .x/ � f .y/j �

n0X
nD1

1

2n
jfn.x/ � fn.y/j C

1X
nDn0C1

1

2n
jfn.x/ � fn.y/j

�

n0X
nD1

1

2n
"C

1X
nDn0C1

1

2n
2

� "C 2" D 3":

Tedy f je spojitá v x.
Na druhou stranu, nechť m 2 N je pevné. Ukážeme, že f není spojitá v xm.

Všimneme si, že funkce
P
n¤m

1
2n fn je též neklesající, a tedymá jednostranné limity
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ve všech bodech R. Proto platí

lim
x!.xm/�

f .x/ D lim
x!.xm/�

1

2m
fm.x/C lim

x!.xm/�

X
n¤m

1

2n
fn.x/

D 0C lim
x!.xm/�

X
n¤m

1

2n
fn.x/

�
X
n¤m

1

2n
fn.xm/

<

1X
nD1

1

2n
fn.xm/

D f .xm/:

Tedy f není spojitá v xm. |

4.4.13. Příklad. Nechť a 2 R a f; g W R ! R jsou funkce spojité v bodě a. Ukažte,
že funkce

jf j .x/ D jf .x/j ; maxff; gg.x/ D maxff .x/; g.x/g a
minff; gg D minff .x/; g.x/g;

kde x 2 R, jsou též spojité v a.

Řešení. Vzhledem k tomu, že jf .x/j D
p
.f .x//2, x 2 R, je jf j spojitá v a podle

Příkladů 4.2.6 a ??.
Dále platí

maxff .x/; g.x/g D
f .x/C g.x/C jf .x/ � g.x/j

2
a

minff .x/; g.x/g D
f .x/C g.x/ � jf .x/ � g.x/j

2
;

z čehož použitím první části důkazu plnou požadovaná tvrzení. |

4.4.14. Příklad. Nechť a;A 2 R� a f je reálná funkce splňující limx!a f .x/ D 0.
Dokažte, že následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Platí limx!a
f .x/
x

D A.
(ii) Platí limx!a

sinf .x/
x

D A.

Řešení. (i) H) (ii) Nechť limx!a
f .x/
x

D A. Předpokládejme nejprve, že A ¤ 0.
Pak existuje okolí P.a; �/ takové, že f .x/ ¤ 0 pro x 2 P.a; �/. Z věty o limitě
složené funkce (Věta 4.2.21) a Věty 4.2.2 pak dostáváme

lim
x!a

sinf .x/
x

D lim
x!a

�
sinf .x/
f .x/

�
f .x/

x

�
D A:
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Nechť nyní A D 0. Pro dané " 2 .0;1/ nalezneme ı 2 .0;1/ takové, že pro
y 2 P.0; ı/ platí

ˇ̌̌
siny
y

ˇ̌̌
< 2. Nechť � 2 .0;1/ je takové, že pro x 2 P.a; �/ platí

jf .x/j < ı a
ˇ̌̌
f .x/
x

ˇ̌̌
< ". Pak pro x 2 P.a; �/ mámeˇ̌̌̌

sinf .x/
x

ˇ̌̌̌
D

( ˇ̌̌
sinf .x/
f .x/

�
f .x/
x

ˇ̌̌
; f .x/ ¤ 0;

0; f .x/ D 0:

Protože pro x 2 P.a; �/ splňující f .x/ ¤ 0 platí f .x/ 2 P.0; ı/, dostávámeˇ̌̌̌
sinf .x/

x

ˇ̌̌̌
< 2":

Ukázali jsem tedy i v tomto případě, že limx!a
sinf .x/
x

D A.
(ii) H) (i) Nechť limx!a

sinf .x/
x

D A a A ¤ 0. Pak existuje okolí P.a; �/
takové, že f .x/ ¤ 0 pro x 2 P.a; �/. (V opačném případě by totiž existovala po-
sloupnost fxng splňující lim xn D a, f .xn/ D 0 a xn ¤ 0, n 2 N. Z Věty 4.2.16 pak
plyne

0 D lim
x!a

sinf .xn/
xn

D A;

což by byl spor.) Můžeme tedy použít Větu 4.2.21 k odvození rovnosti

lim
x!a

f .x/

x
D lim
x!a

�
sinf .x/

x
�
f .x/

sinf .x/

�
D A:

Je-li A D 0, pro dané " 2 .0;1/ nalezneme ı 2 .0; �
4
/ splňující

ˇ̌̌
y

siny

ˇ̌̌
< 2 pro

y 2 P.0; ı/. Nechť � 2 .0;1/ je zvoleno tak, že pro x 2 P.a; �/ platí
ˇ̌̌
sinf .x/
x

ˇ̌̌
< "

a jf .x/j < ı. Pak pro x 2 P.a; �/ platí, že f .x/ D 0 právě tehdy, když sin f .x/ D 0.
Máme tedy ˇ̌̌̌

f .x/

x

ˇ̌̌̌
D

( ˇ̌̌
sinf .x/
x

�
f .x/

sinf .x/

ˇ̌̌
; f .x/ ¤ 0;

0; f .x/ D 0;
x 2 P.a; �/:

Jelikož pro x 2 P.a; �/ splňující f .x/ ¤ 0 platí f .x/ 2 P.0; ı/, dostávámeˇ̌̌̌
f .x/

x

ˇ̌̌̌
< 2":

Tím je tvrzení dokázáno. |

4.4.15.Příklad. Nechť ' je rostoucí spojitá funkce na Œ1;1/ splňující limx!1 '.x/ D

1 a f je nekonstatní periodická funkce na R. Pak limx!1 f .'.x// neexistuje.

Řešení. Díky předpokladu je ' W Œ1;1/ ! Œ'.1/;1/ bijekce. Nechť x1; x2 2 R jsou
body splňující f .x1/ ¤ f .x2/ a nechť p > 0 je perioda f . Zvolíme k 2 N takové,
že x1Ckp; x2Ckp 2 Œ'.1/;1/. Pak body xn D '�1.x1C .kCn/p/ a yn D '�1.x2C
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.kC n/p/, n 2 N, ukazují na neexistenci limity f ı ' v nekonečnu, neboť xn ! 1,
yn ! 1, ale přitom

lim
n!1

.f ı '/.xn/ D f .x1/; lim
n!1

.f ı '/.yn/ D f .x2/:

|

4.5. Početní příklady k limitě funkce

4.5.1. Příklad. Nechť

f .x/ D
x2 C 2x � 3

x2 � 1
; x 2 R n f�1; 1g:

Spočítejte limity
lim
x!0

f .x/ a lim
x!1

f .x/:

Řešení. Z Příkladu 4.2.6 víme, že funkce x2 C 2x � 3 i x2 � 1 jsou spojité, a proto

lim
x!0

x2 C 2x � 3 D �3; lim
x!0

x2 � 1 D �1:

Z Věty o aritmetice limit funkcí 4.2.2 dostáváme

lim
x!0

f .x/ D
limx!0.x

2 C 2x � 3/

limx!0.x2 � 1/
D

�3

�1
D 3:

Při výpočtu druhé limity takto postupovat nemůžeme, neboť

lim
x!1

x2 C 2x � 3 D 0; lim
x!1

x2 � 1 D 0:

Jelikož výraz 0
0
není definovaný, nelze použít přímočaře Větu 4.2.2. Označme však

g.x/ D
x C 3

x C 1
; x 2 R n f�1g:

Pak

f .x/ D
.x � 1/.x C 3/

.x � 1/.x C 1/
D g.x/; x 2 R n f�1; 1g:

Speciálně tedy platí, že

f .x/ D g.x/; x 2 P.1; 2/:

Proto
lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

g.x/;

pokud jedna strana existuje. Poslední limitu ale snadno spočteme pomocí metody
popsané v první část výpočtu. Tedy

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

g.x/ D lim
x!1

x C 3

x C 1
D
4

2
D 2:

|
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4.5.2. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

x100 � 2x C 1

x50 � 2x C 1
:

Řešení. Vezměme nejprve n 2 N, n � 2, pevné a vyjádřeme funkci xn � 2x C 1 jako

xn � 2x C 1 D .xn � x/ � .x � 1/ D x.xn�1
� 1/ � .x � 1/

D x.x � 1/.xn�2
C xn�3

C � � � C x C 1/ � .x � 1/

D .x � 1/
�
x.xn�2

C xn�3
C � � � C x C 1/ � 1

�
:

Tedy dostáváme postupem podobným jako v Příkladu 4.5.1 výpočet

lim
x!1

x100 � 2x C 1

x50 � 2x C 1
D lim
x!1

.x � 1/
�
x.x98 C x97 C � � � C x C 1/ � 1

�
.x � 1/ .x.x48 C x47 C � � � C x C 1/ � 1/

D lim
x!1

�
x.x98 C x97 C � � � C x C 1/ � 1

�
.x.x48 C x47 C � � � C x C 1/ � 1/

D
99 � 1

49 � 1
D
49

24
:

|

4.5.3. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

.2x � 3/20.3x C 2/30

.2x C 1/50

Řešení. Zajímá nás chování polynomů v zadané limitě pro x jdoucí do nekonečna.
V čitateli i jmenovateli máme polynom 50 stupně, u něhož je v nekonečnu převlá-
dající člen x50. Rozšíříme tedy zlomek v limitě výrazem 1

x50 a dostaneme

.2x � 3/20.3x C 2/30

.2x C 1/50
D
.2 �

3
x
/20.3C

2
x
/30

.2C
1
x
/50

:

Podle Příkladu 4.1.11 platí limx!1
1
x

D 0. Tedy z Věty o aritmetice limit funk-
cí 4.2.2 máme

lim
x!1

2 �
3

x
D 2;

lim
x!1

3C
2

x
D 3;

lim
x!1

2C
1

x
D 2:

Dále je funkce y 7! yn, y 2 R, spojitá na R (viz Příklad 4.2.6), a tedy máme opět
z Věty 4.2.2

lim
x!1

.2x � 3/20.3x C 2/30

.2x C 1/50
D lim
x!1

.2 �
3
x
/20.3C

2
x
/30

.2C
1
x
/50

D
220330

250
:

|
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4.5.4. Příklad. Nechť n 2 N. Spočítejte limitu

lim
x!1

x C x2 C � � � C xn � n

x � 1
:

Řešení. Vyjádříme

x C x2 C � � � C xn � n

x � 1
D
.x � 1/C .x2 � 1/C � � � C .xn � 1/

x � 1

D
x � 1

x � 1
C
x2 � 1

x � 1
C � � � C

xn � 1

x � 1
:

Pro každé j 2 f1; 2; � � � ; ng platí

lim
x!1

xj � 1

x � 1
D lim
x!1

.x � 1/.xj�1 C xj�2 C � � � C 1/

x � 1

D lim
x!1

.xj�1
C xj�2

C � � � C 1/ D j:

Z Věty 4.2.2 tady máme

lim
x!1

x C x2 C � � � C xn � n

x � 1
D 1C 2C 3C � � � C n D

1

2
n.nC 1/;

přičemž poslední rovnost plyne z Příkladu 1.8.6 pro a D 1 a b D 0. |

4.5.5. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

.1Cmx/n � .1C nx/m

x2
;

kde n;m 2 N.

Řešení. Čitatel zadané funkce vyjádříme jako

.1Cmx/n � .1C nx/m D

 
1C

 
n

1

!
.mx/C

 
n

2

!
.mx/2 C � � � C

 
n

n

!
.mx/n

!

�

 
1C

 
m

1

!
.nx/C

 
m

2

!
.nx/2 C � � � C

 
m

m

!
.nx/m

!
:

Protože  
n

1

!
m D nm D mn D

 
m

1

!
n;

máme
.1Cmx/n � .1C nx/m

x2
D

  
n

2

!
m2 �

 
m

2

!
n2

!
C P.x/;
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kde P.x/ je polynom bez absolutního členu. Z Věty 4.2.2 a Příkladu 4.2.6 tedy
dostáváme

lim
x!0

.1Cmx/n � .1C nx/m

x2
D lim
x!0

   
n

2

!
m2 �

 
m

2

!
n2

!
C P.x/

!

D

 
n

2

!
m2 �

 
m

2

!
n2 C P.0/

D

 
n

2

!
m2 �

 
m

2

!
n2:

|

4.5.6. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

� m

1 � xm
�

n

1 � xn

�
;

kde m; n 2 N.

Řešení. Racionální funkci v zadané limitě upravíme na

m

1 � xm
�

n

1 � xn
D

m.1 � xn/ � n.1 � xm/

.1 � x/2.1C � � � C xm�1/.1C � � � C xn�1/

D
m.1C � � � C xn�1/ � n.1C � � � C xm�1/

.1 � x/.1C � � � C xm�1/.1C � � � C xn�1/

D
m.1C � � � C xn�1 � n/ � n.1C � � � C xm�1 �m/

.1 � x/.1C � � � C xm�1/.1C � � � C xn�1/
:

(4.16)

Dále máme

m.1C � � � C xn�1
� n/ � n.1C � � � C xm�1

�m/

D m

n�1X
jD1

.xj � 1/ � n

m�1X
jD1

.xj � 1/

D .x � 1/

0@m n�1X
jD1

.xj�1
C � � � C 1/ �m

m�1X
jD1

.xj�1
C � � � C 1/

1A :
(4.17)

Z (4.17) tedy máme

m.1C � � � C xn�1 � n/ � n.1C � � � C xm�1 �m/

1 � x

D �

0@m n�1X
jD1

.xj�1
C � � � C 1/ �m

m�1X
jD1

.xj�1
C � � � C 1/

1A : (4.18)
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Pomocí (4.18) dostáváme z (4.16) díky Větě 4.2.2 závěr

lim
x!1

� m

1 � xm
�

n

1 � xn

�
D lim
x!1

�
m
Pn�1
jD1.x

j�1 C � � � C 1/ � n
Pm�1
jD1 .x

j�1 C � � � C 1/

.1C � � � C xm�1/.1C � � � C xn�1/

D �
m
Pn�1
jD1 j � n

Pm�1
jD1 j

mn

D �

1
2
m.n � 1/n �

1
2
n.m � 1/m

mn

D
1

2
.m � n/:

|

4.5.7. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!3

p
x C 13 � 2

p
x C 1

x2 � 9
:

Řešení. Úpravou dostáváme
p
x C 13 � 2

p
x C 1

x2 � 9
D

p
x C 13 � 2

p
x C 1

x2 � 9

p
x C 13C 2

p
x C 1

p
x C 13C 2

p
x C 1

D
.x C 13/ � 4.x C 1/

x2 � 9

1
p
x C 13C 2

p
x C 1

D
�3.x � 3/

.x � 3/.x C 3/

1
p
x C 13C 2

p
x C 1

:

Funkce

g.x/ D
�3

x C 3

1
p
x C 13C 2

p
x C 1

; x 2 .2;1/;

je spojitá na intervalu I D .2;1/ z následujících důvodů. Funkce x 7! x C 13,
x 7! xC1 jsou spojité na I dle Příkladu 4.2.6. Vzhledem k Příkladu ?? a Větě 4.3.3
jsou i funkce x 7!

p
x C 13, x 7!

p
x C 1 spojité na I . Dále jsou funkce x 7!

x C 3, x 7!
p
x C 13, x 7!

p
x C 1 nenulové na I , a tedy je g, jakožto výsledek

algebraických operací provedených na tyto funkce, spojitá na I dle Věty 4.2.5.
Proto máme

lim
x!3

p
x C 13 � 2

p
x C 1

x2 � 9
D lim
x!3

�3

x C 3

1
p
x C 13C 2

p
x C 1

D
�3

6

1
p
16C 2

p
4

D
�1

16
:

|
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4.5.8. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

p
1C x �

p
1 � x

3
p
1C x �

3
p
1 � x

:

Řešení. Úpravou dostáváme
p
1C x �

p
1 � x

3
p
1C x �

3
p
1 � x

D

p
1C x �

p
1 � x

3
p
1C x �

3
p
1 � x

�

p
1C x C

p
1 � x

p
1C x C

p
1 � x

�

3
p
.1C x/2 C

3
p
.1C x/.1 � x/C

3
p
.1 � x/2

3
p
.1C x/2 C

3
p
.1C x/.1 � x/C

3
p
.1 � x/2

D
1C x � .1 � x/

1C x � .1 � x/
�

3
p
.1C x/2 C

3
p
.1C x/.1 � x/C

3
p
.1 � x/2

p
1C x C

p
1 � x

D
. 3
p
.1C x/2 C

3
p
.1C x/.1 � x/C

3
p
.1 � x/2/

.
p
1C x C

p
1 � x/

:

Z Věty 4.2.2 a Příkladu ?? máme

lim
x!0

p
1C x �

p
1 � x

3
p
1C x �

3
p
1 � x

D
3

2
:

|

4.5.9. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!7

p
x C 2 �

3
p
x C 20

4
p
x C 9 � 2

;

Řešení. Upravme nejprve výraz v čitateli zadané funkce. Použijeme vzorec pro a6�

b6, kde a D
p
x C 2 a b D

3
p
x C 20. Označíme-li

g.x/ D a5 C a4b C � � � C ab4 C b5;

pak
lim
x!7

g.x/ D 6 � 35 (4.19)
a

p
x C 2 �

3
p
x C 20 D

.
p
x C 2/6 � . 3

p
x C 20/6

g.x/

D
.x C 2/3 � .x C 20/2

g.x/

D
x3 C 5x2 � 28x � 392

g.x/
:

Polynom x3 C 5x2 � 28x � 392 má číslo 7 za kořen, a tedy ho lze vyjádřit ve tva-
ru .x � 7/P.x/, kde P.x/ je polynom druhého stupně. Standardním algoritmem
Příkladu ?? dostaneme

x3 C 5x2 � 28x � 392 D .x � 7/.x2 C 12x C 56/: (4.20)
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Jmenovatele 4
p
x C 9 � 2 upravíme pomocí vzorce a4 � b4 na

4
p
x C 9 � 2 D

.x C 9/ � 24

h.x/
D
x � 7

h.x/
;

kde a D
4
p
x C 9, b D 2 a

h.x/ D a3 C a2b C ab2 C b3:

Pak

lim
x!7

h.x/ D 4 � 23: (4.21)

Kombinací (4.19), (4.20) a (4.21) dostaneme pomocí Věty 4.2.2 závěr

lim
x!7

p
x C 2 �

3
p
x C 20

4
p
x C 9 � 2

D lim
x!7

.x � 7/.x2 C 12x C 56/

g.x/
�
h.x/

x � 7

D
.72 C 12 � 7C 56/.4 � 23/

6 � 35

D
189 � 4 � 23

6 � 35
:

|

4.5.10. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

3

q
1C

x
3

� 4

q
1C

x
4

1 �

q
1 �

x
2

:

Řešení. Označme a D 3

q
1C

x
3
a b D 4

q
1C

x
4
. Pak

a � b D
a12 � b12P11
jD0 a

11�j bj
D
.1C

x
3
/4 � .1C

x
4
/3P11

jD0 a
11�j bj

D
1P11

jD0 a
11�j bj

 
4X
kD0

 
4

k

!�x
3

�k
�

3X
kD0

 
3

k

!�x
4

�k!

D
1P11

jD0 a
11�j bj

 
x

  
4

1

!
�

 
3

1

!!
C x2P.x/

!
;

kde P.x/ je polynom druhého stupně. Dále

1 �

r
1 �

x

2
D
1 � .1 �

x
2
/

1C

q
1 �

x
2

D
1

2

x

1C

q
1 �

x
2

:
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Tedy

3

q
1C

x
3

� 4

q
1C

x
4

1 �

q
1 �

x
2

D
1P11

jD0.
3

q
1C

x
3
/11�j . 4

q
1C

x
4
/j

�

 
x

  
4

1

!
�

 
3

1

!!
C x2P.x/

!
�

2
�
1C

q
1 �

x
2

�
x

:

Z Věty o aritmetice limit funkcí 4.2.2 a spojitosti odmocniny (Příklad ??) dostává-
me

lim
x!0

3

q
1C

x
3

� 4

q
1C

x
4

1 �

q
1 �

x
2

D

2 � 2
��
4
1

�
�
�
3
1

��
12

D
1

3
:

|

4.5.11. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

q
x C

p
x C

p
xp

x C
p
x

:

Řešení. Odhadneme, že převládající výraz čitatele i jmenovatele zadané funkce je
p
x. Proto provedeme úpravu

q
x C

p
x C

p
xp

x C
p
x

D

q
x C

p
x C

p
xp

x C
p
x

1p
x

1p
x

D

s
1C

r
1
x

C

q
1
x3r

1C

q
1
x

D

s
1C

r
1
x

C

q
1
x3r

1C

q
1
x

:

Nyní již snadno odvodíme pomocí Věty 4.2.2 a Příkladu ??, že

lim
x!1

q
x C

p
x C

p
xp

x C
p
x

D 1:

|

4.5.12. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

x
3
2

�p
x C 2 � 2

p
x C 1C

p
x
�
:
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Řešení. Postupně upravíme výraz
p
x C 2 � 2

p
x C 1C

p
x na

p
x C 2 � 2

p
x C 1C

p
x D

x C 2 � .x C 1/
p
x C 2C

p
x C 1

C
x � .x C 1/

p
x C

p
x C 1

D
1

p
x C 2C

p
x C 1

�
1

p
x C

p
x C 1

D

p
x C

p
x C 1 �

p
x C 2 �

p
x C 1

.
p
x C 2C

p
x C 1/.

p
x C

p
x C 1/

D

p
x �

p
x C 2

.
p
x C 2C

p
x C 1/.

p
x C

p
x C 1/

D
�2

.
p
x C 2C

p
x C 1/.

p
x C

p
x C 1/.

p
x C

p
x C 2/

:

Proto

lim
x!1

x
3
2

�p
x C 2 � 2

p
x C 1C

p
x
�

D
�2

.

q
1C

2
x

C

q
1C

1
x
/.1C

q
1C

1
x
/.1C

q
1C

2
x
/

D
�2

2 � 2 � 2
D �

1

4
:

|

4.5.13. Příklad. Nechť reálná čísla a; b 2 R splňují

lim
x!�1

p
x2 � x C 1 � ax � b D 0:

Najděte a a b.

Řešení. Všimněme si, že limx!�1 x2 � x C 1 D 1, tedy je funkce
p
x2 � x C 1

dobře definovaná na nějakém okolí PC.�1; ı/. Uvažujme v dalším tuto funkci na
PC.�1; ı/. Dle předpokladu máme

lim
x!�1

p
x2 � x C 1

x
D lim
x!�1

 p
x2 � x C 1 � ax � b

x
C aC

b

x

!
D a:

Jelikož x D �
p
x2 pro x záporné, dostáváme

a D lim
x!�1

p
x2 � x C 1

x
D lim
x!�1

�

r
x2 � x C 1

x2

D lim
x!�1

�

r
1 �

1

x
C

1

x2
D �1:

Dále platí z předpokladu

lim
x!�1

p
x2 � x C 1 � ax D lim

x!�1

�p
x2 � x C 1 � ax � b

�
C b D b;
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tedy

b D lim
x!�1

p
x2 � x C 1C x D lim

x!�1

�x C 1
p
x2 � x C 1 � x

D lim
x!�1

�1C
1
x

�1 �

q
1 �

1
x

C
1
x2

D
1

2
:

|

4.5.14. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

Œ
p
x2 C 5�C x

p
x2 C 1C Œ3x�

:

Řešení. Protože Œx� � x < Œx�C 1 pro každé x 2 R, dostáváme odhady
p
x2 C 5C x � 1

p
x2 C 1C 3x

�
Œ
p
x2 C 5�C x

p
x2 C 1C Œ3x�

�

p
x2 C 5C x

p
x2 C 1C 3x � 1

(4.22)

platné pro každé reálné číslo x > 1. Označme pro x 2 R, x > 1,

f .x/ D

p
x2 C 5C x � 1

p
x2 C 1C 3x

a g.x/ D

p
x2 C 5C x

p
x2 C 1C 3x � 1

:

Pak

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

q
1C

5
x2 C 1 �

1
xq

1C
1
x2 C 3

D
1

2
(4.23)

a

lim
x!1

g.x/ D lim
x!1

q
1C

5
x2 C 1q

1C
1
x2 C 3 �

1
x

D
1

2
: (4.24)

Označíme-li

h.x/ D
Œ
p
x2 C 5�C x

p
x2 C 1C Œ3x�

; x 2 .1;1/;

dostáváme z (4.22) nerovnosti

f .x/ � h.x/ � g.x/; x 2 .1;1/:

Díky Větě 4.2.9(c) tak z (4.23) a (4.24) plyne

lim
x!1

h.x/ D
1

2
:

|

4.5.15. Příklad. Ukažte, že

lim
x!1

x.sin x � 1/
p
x2 C 1

neexistuje.
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Řešení. Předpokládejme, že A 2 R� je rovno limx!1
x.sinx�1/

p
x2C1

. Označme f .x/ D

xp
x2C1

, x 2 R. Pak

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

1q
1C

1
x2

D 1:

Uvažujme pro n 2 N body

xn D
�

2
C 2�n; yn D 2�n:

Pak fxng ,fyng jsou posloupnosti v definičním oboru funkce x.sinx�1/
p
x2C1

konvergující
k 1, a proto z Heineovy věty 4.2.17 plyne

A D lim
n!1

f .xn/.sin xn � 1/ D lim
n!1

0 D 0

a
A D lim

n!1
f .yn/.sinyn � 1/ D lim

n!1
f .yn/.�1/ D �1:

To je ale zřejmý spor, takže limx!1
x.sinx�1/

p
x2C1

neexistuje. |



KAPITOLA 5

Derivace a elementární funkce

Derivace reálné funkce jedné reálné proměnné je po pojmech limity posloup-
nosti a limity funkce dalším klíčovým pojmemmatematické analýzy, který má širo-
ké uplatnění v matematických modelech problémů přírodních věd. V této kapitole
odvodíme základní vlastnosti pojmu derivace a s jejich pomocí zavedeme základní
(elementární) funkce, jako jsou exponenciální funkce, logaritmus, goniometrické
funkce, cyklometrické funkce a další. Rozšíření našich poznatků o pojem derivace
nám v závěru kapitoly umožní zkoumat některé hlubší důležité vlastnosti reálných
funkcí a také studovat a popsat takzvaný průběh funkce. V příkladové části ka-
pitoly se mimo jiné vrátíme k náročnějším úlohám nalezení limity posloupnosti
či funkce pomocí nově osvojených technik založených na derivaci funkce a jejích
aplikacích.

5.1. Základní vlastnosti derivace

5.1.1. Definice. Nechť a 2 R a f je funkce. Jestliže existuje limita

lim
h!0

f .aC h/ � f .a/

h
; (5.1)

pak tuto limitu nazýváme derivací funkce f v bodě a a značíme ji f 0.a/. Obdobně
definujeme derivaci zprava a derivaci zleva funkce f v bodě a předpisy

f 0
C.a/ D lim

h!0C

f .aC h/ � f .a/

h
a f 0

�.a/ D lim
h!0�

f .aC h/ � f .a/

h
:

Derivaci zleva a derivaci zprava často souhrnně nazýváme jednostrannými deri-
vacemi.

5.1.2. Poznámka. Při počítání derivace funkce f v bodě a 2 R mohou nastat tyto
případy:

derivace v bodě a

�
neexistuje,

existuje a je

(
vlastní, tj. je rovna reálnému číslu,
nevlastní, tj. je rovna C1 nebo �1.

5.1.3. Věta (jednoznačnost derivace). Jestliže existuje derivace funkce f v bodě a
(vlastní či nevlastní), pak je určena jednoznačně.

247
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Důkaz. Tvrzení bezprostředně vyplývá z definice derivace a Věty 4.1.6 o jednoznač-
nosti limity funkce. �

Pro výpočet derivace funkce v bodě je často výhodné použít místo vzorce (5.1)
jiný vzorec, který uvedeme v následující větě.

5.1.4. Věta (alternativní vzorec pro výpočet derivace). Nechť a 2 R a f je funkce.
Potom platí

f 0.a/ D lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
;

má-li alespoň jedna ze stran rovnosti smysl. Obdobně platí

f 0
C.a/ D lim

x!aC

f .x/ � f .a/

x � a
;

a
f 0

�.a/ D lim
x!a�

f .x/ � f .a/

x � a
;

vždy má-li alespoň jedna ze stran rovnosti smysl.

Důkaz. Předpokládejme, že existuje f 0.a/. Označme

F.h/ D
f .aC h/ � f .a/

h

pro h z nějakého okolí nuly a
g.x/ D x � a

pro x z nějakého okolí bodu a. Potom platí

lim
h!0

F.h/ D f 0.a/ a lim
x!a

g.x/ D 0:

Navíc je funkce g na okolí bodu a ryze monotónní, a tedy prostá, takže pro každé
x ¤ a platí g.x/ ¤ 0. To znamená, že je splněna podmínka (P) věty o limitě složené
funkce (Věta 4.2.21), a tedy podle této věty dostáváme

lim
x!a

F.g.x// D f 0.a/:

Protože F.g.x// D
f .x/�f .a/

x�a
, plyne odtud

lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
D f 0.a/:

Obráceně, předpokládejme, že existuje limx!a
f .x/�f .a/

x�a
. Označme tuto limitu

symbolem L. Položme

F.x/ D
f .x/ � f .a/

x � a
pro x z nějakého okolí bodu a a

g.h/ D hC a

pro h z nějakého okolí nuly. Potom platí

lim
h!0

g.h/ D a a lim
x!a

F.x/ D L:
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Navíc je funkce g na okolí bodu 0 ryze monotónní, a tedy prostá, takže pro každé
h ¤ 0 platí g.h/ ¤ a. Tudíž je opět splněna podmínka (P) věty o limitě složené
funkce, a tedy

lim
h!0

F.g.h// D L:

Protože F.g.h// D
f .aCh/�f .a/

h
, plyne odtud

lim
h!0

f .aC h/ � f .a/

h
D L;

tedy

lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
D f 0.a/:

Tím je dokázáno tvrzení pro f 0.a/. Tvrzení týkající se f 0
C.a/ a f

0
�.a/ lze dokázat

obdobně. �

5.1.5. Věta (vztah derivace a jednostranných derivací). Nechť a 2 R a f je funkce.
Potom f 0.a/ existuje právě tehdy, když existují f 0

C.a/ a f
0

�.a/ a platí f 0
C.a/ D f 0

�.a/.
Navíc potom platí f 0.a/ D f 0

C.a/ D f 0
�.a/.

Důkaz. Tvrzení bezprostředně plyne z definice derivace, definice jednostranných
derivací a Věty 4.1.16. �

5.1.6. Poznámky. (a) Z existence f 0.a/ (vlastní nebo nevlastní) plyne, že existuje
okolí bodu a, na němž je funkce f definovaná. Podobně existence f 0

C.a/ (opět
vlastní nebo nevlastní) zaručuje existenci ı 2 R; ı > 0, splňujícího BC.a; ı/ �

D.f /. Obdobné tvrzení platí pro derivaci zleva.
(b) Derivace reálné funkce v bodě je „lokální pojem“. To znamená, že jestliže

se funkce f a g shodují na nějakém okolí bodu a 2 R a existuje f 0.a/, pak existuje
i g0.a/ a platí f 0.a/ D g0.a/.

5.1.7. Geometricky lze pojem derivace interpretovat následujícím způsobem.

Obrázek 1.
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Podíl f .b/�f .a/
b�a

je směrnicí sečny grafu funkce, tj. přímky, která prochází body
Œa; f .a/� a Œb; f .b/�. Přibližujeme-li bod b k bodu a, pak se tato přímka přibližu-
je k přímce procházející bodem Œa; f .a/� se směrnicí f 0.a/ (pokud f 0.a/ existuje
vlastní).

5.1.8. Definice. Nechť f je reálná funkce a a 2 R. Jestliže existuje vlastní f 0.a/,
pak tečnou ke grafu funkce f v bodě a nazýváme afinní funkci

x 7! f .a/C f 0.a/.x � a/; x 2 R:

5.1.9. Poznámka. Má-li funkce f W M ! R na množině M � R vlastní derivaci
v každém bodě x 2 M , pak zobrazení f 0 W M ! R, které přiřadí bodu x 2 M

hodnotu f 0.x/, je reálnou funkcí definovanou na množiněM .

5.1.10. Definice. Nechť f je reálná funkce. Potom definičním oborem funkce f 0

budeme rozumět množinu všech x 2 D.f /, pro která existuje vlastní f 0.x/.

5.1.11. Příklad. Nechť c 2 R a f .x/ D c, x 2 R. Dokažte, že pro každé a 2 R
platí f 0.a/ D 0.

Řešení. Nechť a 2 R. Podle Věty 5.1.4 platí

f 0.a/ D lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
D lim
x!a

c � c

x � a
D lim
x!a

0 D 0:

|

5.1.12. Příklad. Nechť n 2 N a f .x/ D xn, x 2 R. Dokažte, že pro každé a 2 R
platí f 0.a/ D nan�1.

Řešení. Nechť a 2 R. Pak podle Příkladu 1.5.6 a Věty 5.1.4 platí

f 0.a/ D lim
x!a

xn � an

x � a
D lim
x!a

x � a

x � a

�
xn�1

C xn�2aC � � � C xan�2
C an�1

�
D lim
x!a

�
xn�1

C xn�2aC � � � C xan�2
C an�1

�
D nan�1:

Poslední rovnost plyne z věty o aritmetice limit funkcí (Věta 4.2.2) a ze spojitosti
mocninných funkcí (Příklad 4.2.6). |

5.1.13. Příklad. Nechť f .x/ D jxj, x 2 R. Dokažte, že derivace funkce f v bodě 0
neexistuje, existují však jednostranné derivace funkce f v bodě 0 a platí f 0

C.0/ D 1

a f 0
�.0/ D �1.

Řešení. Podle definice jednostranných derivací máme

f 0
C.0/ D lim

x!0C

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim
x!0C

x

x
D 1;

f 0
�.0/ D lim

x!0�

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim
x!0�

�x

x
D �1:

Protože se jednostranné derivace funkce f v bodě 0 nerovnají, vyplývá z Věty 5.1.5,
že f 0.0/ neexistuje. |
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Na následujícím příkladu ilustrujeme důležitý poznatek, že reálná funkce mů-
že mít derivaci v bodě, ve kterém není spojitá.

5.1.14. Příklad. Nechť f .x/ D sign x, x 2 R. Dokažte, že f 0.0/ D 1.

Řešení. Podle Věty 5.1.4 máme

f 0
C.0/ D lim

x!0C

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim
x!0C

1

x
D 1;

f 0
�.0/ D lim

x!0�

f .x/ � f .0/

x � 0
D lim
x!0�

�1

x
D 1:

Z Věty 5.1.5 tedy vyplývá, že f 0.0/ D 1. |

Ukázali jsme, že existence (nevlastní) derivace funkce f v bodě a nezaručuje
její spojitost v a. Jestliže však má f vlastní derivaci v a, pak je již v tomto bodě
spojitá.

5.1.15. Věta (vztah derivace a spojitosti). Nechť funkce f má v bodě a 2 R vlastní
derivaci. Potom je f v bodě a spojitá.

Důkaz. Podle Věty 5.1.4 a věty o aritmetice limit pro funkce (Věta 4.2.2) platí

lim
x!a

.f .x/ � f .a// D lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
.x � a/ D f 0.a/ � 0 D 0;

neboť f 0.a/ existuje vlastní. Tedy

lim
x!a

f .x/ D f .a/;

neboli f je v bodě a spojitá. �

5.1.16. Poznámka. Tvrzení obdobné Věte 5.1.15 platí i pro jednostranné derivace.
Přesněji: existuje-li vlastní f 0

C.a/, pak funkce f je spojitá zprava v bodě a a existuje-
-li vlastní f 0

�.a/, pak funkce f je spojitá zleva v bodě a.

5.1.17. Věta (aritmetika derivací). Nechť a 2 R a funkce f a g jsou definované na
nějakém okolí bodu a. Nechť existují f 0.a/ 2 R� a g0.a/ 2 R�.

(a) Pak platí
.f C g/0.a/ D f 0.a/C g0.a/;

je-li výraz na pravé straně definován.
(b) Je-li alespoň jedna z funkcí f , g spojitá v bodě a, pak

.fg/0.a/ D f 0.a/g.a/C f .a/g0.a/;

je-li výraz na pravé straně definován.
(c) Je-li funkce g spojitá v bodě a a navíc g.a/ ¤ 0, pak�

f

g

�0

.a/ D
f 0.a/g.a/ � f .a/g0.a/

g.a/2
;

je-li výraz na pravé straně definován.
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Důkaz. (a) Je-li výraz f 0.a/ C g0.a/ definován, pak podle definice derivace a věty
o aritmetice limit pro funkce (Věta 4.2.2) máme

.f C g/0.a/ D lim
h!0

1

h

�
f .aC h/C g.aC h/ � f .a/ � g.a/

�
D lim
h!0

1

h

�
f .aC h/ � f .a/

�
C lim
h!0

1

h

�
g.aC h/ � g.a/

�
D f 0.a/C g0.a/:

(b) Předpokládejme, že je výraz f 0.a/g.a/ C f .a/g0.a/ definován. Dále před-
pokládejme například, že funkce g je spojitá v bodě a. Potom

lim
h!0

.g.aC h/ � g.a// D 0:

Díky této rovnosti dostaneme pomocí definice derivace a věty o aritmetice limit pro
funkce

.fg/0.a/ D lim
h!0

1

h

�
f .aC h/g.aC h/ � f .a/g.a/

�
D lim
h!0

1

h

�
f .aC h/g.aC h/ � f .a/g.aC h/C f .a/g.aC h/ � f .a/g.a/

�
D lim
h!0

1

h

�
.f .aC h/ � f .a//g.aC h/C f .a/.g.aC h/ � g.a//

�
D lim
h!0

1

h

�
.f .aC h/ � f .a//g.aC h/

�
C lim
h!0

1

h

�
f .a/.g.aC h/ � g.a//

�
D f 0.a/g.a/C f .a/g0.a/:

(c) Nalezneme ı 2 R; ı > 0, takové, že funkce g je na okolí B.a; ı/ nenulová.
Pak pro x 2 B.a; ı/ můžeme psát

f .x/

g.x/
�
f .a/

g.a/
D
f .x/g.a/ � f .a/g.x/

g.x/g.a/

D
f .x/g.a/ � f .a/g.a/C f .a/g.a/ � f .a/g.x/

g.x/g.a/

D
1

g.x/g.a/

�
.f .x/ � f .a// g.a/ � f .a/ .g.x/ � g.a//

�
:

Potom podle Věty 5.1.4 dostáváme�
f

g

�0

.a/ D lim
x!a

1

x � a

�
f .x/

g.x/
�
f .a/

g.a/

�
D lim
x!a

1

g.x/g.a/

�
f .x/ � f .a/

x � a
g.a/ � f .a/

g.x/ � g.a/

x � a

�
D lim
x!a

1

g.x/g.a/

�
lim
x!a

f .x/ � f .a/

x � a
g.a/ � lim

x!a
f .a/

g.x/ � g.a/

x � a

�
D
f 0.a/g.a/ � f .a/g0.a/

g2.a/
:
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Ve výpočtu jsme využili větu o aritmetice limit pro funkce a vztah

lim
x!a

g.x/ D g.a/;

který vyplývá ze spojitosti funkce g v bodě a. �

5.1.18. Poznámka. Tvrzení Věty 5.1.17 platí obdobně i pro jednostranné derivace.

5.1.19. Příklad. Nechť n 2 N, a0; : : : ; an 2 R a f .x/ D a0 C a1x C � � � C anx
n,

x 2 R. Dokažte, že

f 0.x/ D a1 C 2a2x C � � � C nana
n�1; x 2 R:

Řešení. Vzorec plyne z Příkladů 5.1.11, 5.1.12 a Věty 5.1.17(a). |

Na následujících příkladech ukážeme, že předpoklady Věty 5.1.17 jsou pod-
statné a není možné je vynechat.

5.1.20. Příklad. Definujeme funkce f a g proměnné x 2 R předpisy

f .x/ D

(
sign x; x ¤ 0;

�
3
4
; x D 0;

g.x/ D

(
� sign x; x ¤ 0;
1
2
; x D 0:

Dokažte, že f 0.0/ a g0.0/ existují, ale .f C g/0.0/ neexistuje.

Řešení. Obdobně jako v Příkladu 5.1.14 spočteme, že f 0.0/ D 1 a g0.0/ D �1.
Dále platí

f .x/C g.x/ D

(
0; x ¤ 0;

�
1
4
; x D 0:

Opět snadno vypočítáme, že .f C g/0C.0/ D 1 a .f C g/0�.0/ D �1. Tedy podle
Věty 5.1.5 .f C g/0.0/ neexistuje. |

Předcházející příklad ukazuje, že z existence derivací funkcí f a g v bodě a
obecně neplyne existence derivace funkce f Cg v bodě a. Funkce uvedené v tomto
příkladu ovšem nesplňují podmínku Věty 5.1.17(a), totiž že výraz f 0.a/Cg0.a/má
mít smysl.

Následující příklad ilustruje důležitost předpokladu spojitosti alespoň jedné
z uvažovaných funkcí ve Větě 5.1.17(b).

5.1.21. Příklad. Nechť funkce f a g jsou definovány stejně jako v Příkladu 5.1.20.
Dokažte, že výraz f 0.0/g.0/C f .0/g0.0/ má smysl, ale přesto .fg/0.0/ neexistuje.

Řešení. Vynásobíme-li funkce f a g, dostaneme

.fg/.x/ D

(
�1; x ¤ 0;

�
3
8
; x D 0:

Podobně jako v Příkladu 5.1.20 odvodíme, že derivace .fg/0.0/ neexistuje. Výraz
f 0.0/g.0/C f .0/g0.0/ však smysl má, protože

f 0.0/g.0/C f .0/g0.0/ D 1 �
1

2
C
�
�
3

4

�
� .�1/ D 1:
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|

Také ve Větě 5.1.17(c) je předpoklad spojitosti funkce g podstatný, jak ukazuje
následující příklad.

5.1.22. Příklad. Nechť f .x/ D 1, x 2 R a nechť funkce g je definována předpisem

g.x/ D

(
� sign x; x ¤ 0;
1
2
; x D 0:

Dokažte, že výraz
f 0.0/g.0/ � f .0/g0.0/

g2.0/

má smysl, přesto ale .f
g
/0.0/ neexistuje.

Řešení. Jest
f 0.0/g.0/ � f .0/g0.0/

g2.0/
D

�g0.0/

g2.0/
D

1

1
4

D 1;

a tedy výraz
f 0.0/g.0/ � f .0/g0.0/

g2.0/

má smysl. Dále �
f

g

�
.x/ D

(
sign x; x ¤ 0;

2; x D 0;

a tedy �
f

g

�0

C

.0/ D �1

a �
f

g

�0

�

.0/ D 1:

Podle Věty 5.1.5 tedy .f
g
/0.0/ neexistuje. |

5.1.23. Věta (derivace složené funkce). Nechť funkce g je spojitá v bodě a 2 R
a má v tomto bodě derivaci. Nechť funkce f má derivaci v bodě g.a/. Pak

.f ı g/0.a/ D f 0.g.a//g0.a/; (5.2)

je-li výraz na pravé straně definován.

Důkaz. Označme b D g.a/. Díky existenci derivace f 0.b/ nalezneme � 2 R, � > 0,
takové, že funkce f je definována na B.b; �/ (Poznámka 5.1.6(a)). Protože g je
spojitá v a, existuje % 2 R, % > 0, takové, že g.B.a; %// � B.b; �/ (Definice 4.1.19).
Funkce f ı g je tedy dobře definována na okolí B.a; %/.

Předpokládejme nejprve, že platí g0.a/ ¤ 0. Pak existuje Q% 2 .0; %/ takové, že
pro každé x 2 P.a; Q%/ platí

g.x/ � g.a/

x � a
¤ 0: (5.3)
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Označme
'.y/ D

f .y/ � f .b/

y � b
; y 2 P.b; �/:

Nyní použijeme Větu 4.2.21(P) pro složení vnější funkce ' s vnitřní funkcí g, při-
čemž podmínka (P) je splněna díky (5.3). Dostaneme

lim
x!a

f .g.x// � f .g.a//

g.x/ � g.a/
D lim
x!a

.' ı g/.x/ D lim
y!b

'.y/ D f 0.b/:

Pro každé x 2 P.a; Q%/ platí g.x/ ¤ g.a/, a tedy také
.f ı g/.x/ � .f ı g/.a/

x � a
D
f .g.x// � f .g.a//

g.x/ � g.a/
�
g.x/ � g.a/

x � a
:

Odtud podle věty o aritmetice limit (Věta 4.2.2) dostáváme

lim
x!a

.f ı g/.x/ � .f ı g/.a/

x � a
D lim
x!a

f .g.x// � f .g.a//

g.x/ � g.a/
lim
x!a

g.x/ � g.a/

x � a

D f 0.b/g0.a/:

Předpokládejme nyní, že g0.a/ D 0. Protože výraz na pravé straně (5.2) je de-
finován, je f 0.b/ vlastní. Důkaz vztahu (5.2) v tomto případě znamená dokázat
rovnost

lim
x!a

.f ı g/.x/ � .f ı g/.a/

x � a
D 0: (5.4)

Mějme dáno " 2 R, " > 0. Díky Větě 4.2.9 nalezneme C 2 R; C > 0, a Q� 2 .0; �/

taková, že platí

8y 2 P.b; Q�/ W

ˇ̌̌̌
f .y/ � f .b/

y � b

ˇ̌̌̌
< C: (5.5)

Z definice derivace nalezneme Q%1 2 .0; %/ takové, že platí

8x 2 P.a; Q%1/ W

ˇ̌̌̌
g.x/ � g.a/

x � a

ˇ̌̌̌
< ": (5.6)

Díky spojitosti g v bodě a existuje Q%2 2 .0; %/ takové, že platí

8x 2 B.a; Q%2/ W g.x/ 2 B.b; Q�/: (5.7)

Položme Q% D minf Q%1; Q%2g. Vezměme libovolné x 2 P.a; Q%/. Pokud g.x/ D g.a/,
pak

.f ı g/.x/ � .f ı g/.a/

x � a
D 0:

Pokud g.x/ ¤ g.a/, pak díky (5.5), (5.6) a (5.7) dostávámeˇ̌̌̌
.f ı g/.x/ � .f ı g/.a/

x � a

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
f .g.x// � f .g.a//

g.x/ � g.a/

ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌̌
g.x/ � g.a/

x � a

ˇ̌̌̌
< C":

V obou případech jsme tedy ukázali, že pro x 2 P.a; Q%/ platíˇ̌̌̌
.f ı g/.x/ � .f ı g/.a/

x � a

ˇ̌̌̌
< ":
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Tím je důkaz dokončen. �

5.1.24. Poznámka. Ve Větě 5.1.23 je předpoklad spojitosti funkce g v bodě a au-
tomaticky splněn, je-li g0.a/ vlastní, jak plyne z Věty 5.1.15.

Předpoklad spojitosti vnitřní funkce ve Větě 5.1.23 nelze obecně vynechat, jak
ukazuje následující příklad.

5.1.25. Příklad. Nechť funkce f a g jsou definovány pomocí předpisů

f .y/ D jyj ; y 2 R; g.x/ D

(
sign x; x 2 R n f0g;

�
1
2
; x D 0:

Dokažte, že výraz f 0.g.0//g0.0/ má smysl, ale přesto .f ı g/0.0/ neexistuje.

Řešení. Podobně jako v Příkladu 5.1.14 odvodíme, že g0.0/ D 1. Dále zřejmě platí
f 0.�1

2
/ D �1. Výraz

f 0.g.0//g0.0/ D f 0.�
1

2
/ � g0.0/ D .�1/ � 1 D �1

tedy má smysl. Dále platí

.f ı g/.x/ D

(
1; x ¤ 0;
1
2
; x D 0;

a tedy .f ı g/0.0/ neexistuje. |

5.1.26.Věta (derivace inverzní funkce). Nechť I je nedegenerovaný interval a nechť
a je vnitřním bodem I . Nechť f je spojitá a ryze monotónní funkce na I . Označme
b D f .a/. Pak platí následující tvrzení.

(a) Má-li f v bodě a nenulovou derivaci, pak�
f �1

�0
.b/ D

1

f 0.a/
:

(b) Je-li f 0.a/ D 0 a f je rostoucí na I , pak�
f �1

�0
.b/ D 1:

(c) Je-li f 0.a/ D 0 a f je klesající na I , pak�
f �1

�0
.b/ D �1:

Důkaz. (a) Předpokládejme, že funkce f je na intervalu I rostoucí. Z Věty 4.3.6
vyplývá, že množina J D f .I / je interval. Dle Věty 4.3.13 navíc víme, že inverz-
ní funkce f �1 W J ! I je spojitá a rostoucí. Protože a je vnitřním bodem I a f
je rostoucí, je také b vnitřním bodem J . Tedy existuje " 2 R, " > 0, takové, že
B.b; "/ � J . Díky tomu, že a je vnitřním bodem I víme, že existuje ı 2 R, ı > 0,
takové, že B.a; ı/ � I . Ze spojitosti funkce f v bodě a plyne, že toto ı lze zvolit
tak, aby f .B.a; ı// � B.b; "/. Označme

'.x/ D
f .x/ � f .a/

x � a
; x 2 P.a; ı/: (5.8)
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Pak platí
lim
x!a

'.x/ D f 0.a/: (5.9)

Protože je f �1 rostoucí, můžeme použít Větu 4.2.21(P) pro složení vnitřní funkce
f �1 s vnější funkci ' a odvodit z (5.9)

lim
y!b

y � b

f �1.y/ � f �1.b/
D lim
y!b

.' ı f �1/.y/ D lim
x!a

'.x/ D f 0.a/: (5.10)

(a) Zde předpokládáme f 0.a/ ¤ 0, takže z věty o aritmetice limit (Věta 4.2.2)
a (5.10) dostáváme�

f �1
�0
.b/ D lim

y!b

f �1.y/ � f �1.b/

y � b
D lim
y!b

1
y�b

f �1.y/�f �1.b/

D
1

f 0.a/
:

(b) Nyní předpokládáme, že platí f 0.a/ D 0. Podle (5.10) máme

lim
y!b

y � b

f �1.y/ � f �1.b/
D 0: (5.11)

Funkce

 .y/ D
y � b

f �1.y/ � f �1.b/
; y 2 P.b; "/;

je na okolí P.b; "/ kladná, neboť funkce f �1 je rostoucí na J . Věta 4.2.7 pak dává�
f �1

�0
.b/ D lim

y!b

f �1.y/ � f �1.b/

y � b
D lim
y!b

1

 .y/
D 1:

Pokud je funkce f klesající, pak lze tvrzení dokázat obdobně. �

5.1.27. Příklad. Nechť n 2 N a g.y/ D n
p
y, y 2 .0;1/. Dokažte, že

g0.b/ D

n
p
b

nb
; b 2 .0;1/:

Řešení. Definujeme funkci f předpisem

f .x/ D xn; x 2 .0;1/;

a označíme I D J D .0;1/. Potom f W I ! J , g W J ! I a funkce f a g jsou
navzájem inverzní. Nechť b 2 J . Označme a D g.b/, neboli a D

n
p
b. Pak podle

Věty 5.1.26(a) a Příkladů 5.1.12 a 5.1.11 máme

g0.b/ D
1

f 0.a/
D

1

nan�1
D

a

nan
D

n
p
b

nb
:

|

5.1.28. Poznámka. Není těžké ověřit, že je-li n 2 N nf1g, a g.y/ D n
p
y, y 2 Œ0;1/,

pak g0
C.0/ D 1.
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5.1.29. Příklad. Nechť n 2 N n f1g je liché a g.y/ D n
p
y, y 2 R. Pak

g0.b/ D

(
n
p
b

nb
; b 2 R n f0g;

1; b D 0:

Řešení. Definujeme funkci f předpisem

f .x/ D xn; x 2 R;

a označíme I D J D .�1;1/. Potom f W I ! J , g W J ! I a funkce f a g
jsou navzájem inverzní. Nechť b 2 J; b ¤ 0, a a D g.b/. Pak podle Věty 5.1.26(a)
a Příkladů 5.1.12 a 5.1.11 dostaneme obdobně jako v Příkladu 5.1.27

g0.b/ D
1

f 0.a/
D

n
p
b

nb
:

Je-li b D 0, pak g0.0/ D 1 podle Věty 5.1.26(b). |

5.1.30.Věta (nutná podmínka existence extrému). Nechť f je reálná funkce. Jestli-
že a je bodem lokálního extrému funkce f , potom buď f 0.a/ neexistuje, nebo
f 0.a/ D 0.

Důkaz. Předpokládejme, že f 0.a/ existuje a je různá od 0. Uvažujme nejprve případ
f 0.a/ > 0. Dle Věty 4.2.9(a) existuje ı 2 R; ı > 0, takové, že

8x 2 P.a; ı/ W
f .x/ � f .a/

x � a
> 0:

Odtud plyne, že pro x 2 PC.a; ı/ platí f .a/ < f .x/ a pro x 2 P�.a; ı/ platí f .a/ >
f .x/. Tedy f nemá v a lokální extrém.

Obdobně lze odvodit, že funkce f nemá v a lokální extrém ani v případě, kdy
f 0.a/ < 0. Tím je důkaz proveden. �

5.1.31.Poznámka. Funkce f .x/ D jxj, x 2 R, nabývá svého (dokonce globálního)
mimima na R v bodě 0, ale f 0.0/ neexistuje.

5.2. Věty o střední hodnotě

5.2.1. Věta (Rolleova věta). Nechť a; b 2 R, a < b, a f W Œa; b� ! R je spojitá
funkce. Je-li f .a/ D f .b/ a f má derivaci v každém bodě intervalu .a; b/, pak
existuje c 2 .a; b/ takové, že f 0.c/ D 0.

Důkaz. Podle Věty 4.3.9 nabývá funkce f na intervalu Œa; b� svého maxima i mini-
ma. Označme m D minf

�
Œa; b�

�
aM D maxf

�
Œa; b�

�
. Pak

m � f .a/ D f .b/ � M: (5.12)

Jestližem D M , potom je funkce f konstantní na Œa; b�. Z Příkladu 5.1.11 vyplývá,
že f 0.c/ D 0 dokonce v každém bodě c 2 .a; b/.

Nyní předpokládejme, že m < M . Potom musí být alespoň jedna z obou ne-
rovností v (5.12) ostrá. Nechť například platí f .b/ < M . Nalezneme c 2 Œa; b�
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splňující f .c/ D M . Potom c … fa; bg, a tedy c 2 .a; b/. Pak f nabývá v bodě
c svého maxima na intervalu Œa; b� a existuje v něm derivace podle předpokladu.
Podle Věty 5.1.30 platí f 0.c/ D 0.

Jestližem < f .a/, pak lze postupovat obdobně jako v předcházejícím případě.
Alternativně je také možné použít již dokázané tvrzení na funkci �f . Tím je důkaz
hotov. �

5.2.2.Poznámka. Geometricky lze interpretovat Větu 5.2.1 tak, že za předpokladů
věty graf funkce f obsahuje bod Œc; f .c/�, v němž je tečna ke grafu f rovnoběžná
s osou x.

Obrázek 2.

5.2.3. Poznámka. Ve Větě 5.2.1 nelze předpoklad o existenci derivace v bodech
intervalu .a; b/ vynechat. Příkladem je funkce f .x/ D jxj, x 2 Œ�1; 1�, která je na
intervalu Œ�1; 1� spojitá, platí f .�1/ D f .1/, ale nemá v žádném bodě intervalu
.�1; 1/ nulovou derivaci.

5.2.4. Věta (Lagrangeova věta). Nechť a; b 2 R, a < b, a f W Œa; b� ! R je spojitá
funkce, která má v každém bodě intervalu .a; b/ derivaci. Pak existuje c 2 .a; b/

takové, že

f 0.c/ D
f .b/ � f .a/

b � a
:

Důkaz. Myšlenka důkazu spočívá v převedení problému do situace, ve které bude
možné použít Rolleovu větu (Věta 5.2.1). Definujme funkci g předpisem

g.x/ D f .x/ �
f .b/ � f .a/

b � a
.x � a/; x 2 Œa; b�:
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Pak g je spojitá podle Věty 4.2.5 a Příkladu 4.2.6. Přímočarý výpočet navíc dává
g.a/ D g.b/. Protože v každém bodě intervalu .a; b/ má funkce

x 7!
f .b/ � f .a/

b � a
.x � a/; x 2 Œa; b�;

vlastní derivaci (Příklad 5.1.12) a funkce f derivaci, existuje podle Věty 5.1.17(a)
derivace g v každém bodě intervalu .a; b/. Díky Větě 5.2.1 tedy lze nalézt bod
c 2 .a; b/ splňující g0.c/ D 0. Protože pro každé x 2 .a; b/ platí

g0.x/ D f 0.x/ �
f .b/ � f .a/

b � a
;

dostáváme

0 D g0.c/ D f 0.c/ �
f .b/ � f .a/

b � a
:

Tedy f 0.c/ je vlastní, a f 0.c/ D
f .b/�f .a/

b�a
. �

5.2.5. Poznámka. Za předpokladů Věty 5.2.4 můžeme přírůstek funkce f na in-
tervalu Œa; b�, který je roven f .b/ � f .a/, vyjádřit takto:

f .b/ � f .a/ D f 0.c/ � .b � a/;

tedy jako součin přírůstku proměnné x a derivace v bodě c, o jehož poloze víme
jen tolik, že patří do .a; b/.

Uvědomme si, že ani Věta 5.2.1 ani Věta 5.2.4 neříkají nic o tom, kolik bodů c
s danou vlastností existuje. Říkají pouze, že takový bod je alespoň jeden.

Geometricky lze interpretovat Větu 5.2.4 tak, že za uvedených předpokladů
obsahuje graf funkce f bod Œc; f .c/�, v němž je tečna ke grafu f rovnoběžná s přím-
kou spojující body Œa; f .a/� a Œb; f .b/�.
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Obrázek 3.

5.2.6. Věta. Nechť I je interval a f W I ! R je spojitá funkce mající v každém
vnitřním bodě intervalu I nezápornou (respektive kladnou) derivaci. Pak f je ne-
klesající (respektive rostoucí) na I .

Důkaz. Předpokládejme, že pro každý vnitřní bod x intervalu I platí f 0.x/ � 0.
Nechť a; b 2 I; a < b. Pak f W Œa; b� ! R je spojitá a má derivaci v každém vnitřním
bodě intervalu Œa; b�. Dle Věty 5.2.4 existuje bod c 2 .a; b/ splňující

f 0.c/ D
f .b/ � f .a/

b � a
:

Tedy
f .b/ � f .a/

b � a
� 0;

což znamená f .a/ � f .b/. Funkce f je tedy neklesající.
Případ, kdy má f kladnou derivaci v každém vnitřním bodě intervalu I , lze

dokázat obdobně. �

5.2.7. Poznámka. Předpoklad spojitosti lze ve Větě 5.2.6 vynechat, jak uvidíme
ve Větě 5.4.7, jejíž důkaz je však o něco obtížnější.

5.2.8. Poznámka. Má-li funkce f ve Větě 5.2.6 derivaci nekladnou (respektive
zápornou), aplikace Věty 5.2.6 na funkci �f dává, že f je nerostoucí (respektive
klesající).
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5.2.9. Věta. Nechť I je interval a f W I ! R je spojitá funkce mající v každém
vnitřním bodě intervalu I nulovou derivaci. Pak f je konstantní na I .

Důkaz. Podle Věty 5.2.6, jsou funkce f , �f neklesající. Tedy funkce f je zároveň
neklesající i nerostoucí na I , jinými slovy je konstantní. �

5.2.10. Věta (o limitě derivací). Nechť reálná funkce f je spojitá zprava v bodě
a 2 R a existuje limx!aC

f 0.x/. Pak existuje f 0
C.a/ a platí

f 0
C.a/ D lim

x!aC

f 0.x/:

Důkaz. Označme L D limx!aC
f 0.x/. Nechť " 2 R, " > 0. Nalezneme ı 2 R, ı > 0,

takové, že f 0 má konečné hodnoty na PC.a; ı/ a navíc pro každé ´ 2 PC.a; ı/ platí

f 0.´/ 2 B.L; "/: (5.13)

Vezměme libovolné x 2 PC.a; ı/. Pak f W Œa; x� ! R má derivaci v každém bodě
intervalu .a; x/. Funkce f je spojitá na intervalu Œa; x�, neboť spojitost v bodech
intervalu .a; x� plyne z Věty 5.1.15 a spojitost v a zprava předpokládáme. Dle Vě-
ty 5.2.4 existuje cx 2 .a; x/ splňující

f .x/ � f .a/

x � a
D f 0.cx/:

Protože cx 2 PC.a; ı/, z (5.13) máme

f .x/ � f .a/

x � a
2 B.L; "/:

Dokázali jsme tedy f 0
C.a/ D L a důkaz je tak hotov. �

5.2.11. Poznámka. Větu 5.2.10 lze zformulovat a dokázat pro derivaci zleva i pro
oboustrannou derivaci.

5.2.12. Poznámka. Vynecháme-li ve Větě 5.2.10 předpoklad spojitosti, závěr pře-
stane obecně platit. Vezmeme-li totiž do úvahy funkci f .x/ D sign x, x 2 R, v bodě
0, pak limx!0C

f 0.x/ D limx!0C
0 D 0, ale f 0

C.0/ D 1.
Stejně tak nemůžeme z neexistence limity limx!aC

f 0.x/ odvodit neexistenci
f 0

C.a/, viz Příklad 5.5.1.

5.2.13.Věta (Cauchyova věta). Nechť f a g jsou funkce spojité na intervalu Œa; b� �

R, nechť f má v každém bodě x 2 .a; b/ derivaci a nechť g má v každém bodě
x 2 .a; b/ vlastní nenulovou derivaci. Potom g.a/ ¤ g.b/ a existuje c 2 .a; b/

takové, že
f 0.c/

g0.c/
D
f .b/ � f .a/

g.b/ � g.a/
: (5.14)

Důkaz. Z Lagrangeovy věty (Věta 5.2.4) plyne existence bodu d 2 .a; b/ takového,
že

g0.d/ D
g.b/ � g.a/

b � a
:
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Protože g0.d/ ¤ 0, dostáváme g.b/ � g.a/ ¤ 0. Definujme funkci

'.x/ D
�
f .x/ � f .a/

��
g.b/ � g.a/

�
�
�
g.x/ � g.a/

��
f .b/ � f .a/

�
; x 2 Œa; b�:

Pak je funkce ' podle Věty 4.2.5 spojitá na Œa; b� a v každém bodě intervalu .a; b/
má derivaci (Věta 5.1.17), neboť funkce

x 7!
�
f .x/ � f .a/

��
g.b/ � g.a/

�
má v každém bodě intervalu .a; b/ derivaci a funkce

x 7!
�
g.x/ � g.a/

��
f .b/ � f .a/

�
má v každém bodě intervalu .a; b/ vlastní derivaci. Navíc '.a/ D '.b/ D 0. Z Vě-
ty 5.2.1 tedy plyne existence bodu c 2 .a; b/, který splňuje '0.c/ D 0. Protože pro
každé x 2 .a; b/ platí

'0.x/ D f 0.x/
�
g.b/ � g.a/

�
� g0.x/

�
f .b/ � f .a/

�
;

dle Věty 5.1.17, dosazením x D c máme

0 D '0.c/ D f 0.c/
�
g.b/ � g.a/

�
� g0.c/

�
f .b/ � f .a/

�
;

odkud elementární úpravou dostáváme (5.14). �

5.3. l’Hospitalovo pravidlo

5.3.1. Věta (l’Hospitalovo pravidlo). Nechť a 2 R [ f�1g, f; g jsou funkce a exis-
tuje limx!aC

f 0.x/
g0.x/

. Jestliže navíc platí
(a) limx!aC

f .x/ D limx!aC
g.x/ D 0, nebo

(b) limx!aC
jg.x/j D 1,

potom

lim
x!aC

f .x/

g.x/
D lim
x!aC

f 0.x/

g0.x/
:

5.3.2. Poznámka. Věta 5.3.1 platí i pro limity zleva a oboustranné limity.

Důkaz. Označme

L D lim
x!aC

f 0.x/

g0.x/
: (5.15)

Dokažme nejprve následující pomocné tvrzení.

Pomocné tvrzení.
(i) Jestliže ˛ 2 R splňuje ˛ > L, pak existuje ı 2 R; ı > 0, takové, že platí

8x 2 PC.a; ı/ W
f .x/

g.x/
< ˛:

(ii) Jestliže ˇ 2 R splňuje ˇ < L, pak existuje ı0 2 R; ı0 > 0, takové, že platí

8x 2 PC.a; ı
0/ W

f .x/

g.x/
> ˇ:
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Důkaz pomocného tvrzení. (i) Zvolme r 2 .L; ˛/. Díky předpokladu existence limity
v (5.15) nalezneme ı1 2 R; ı1 > 0, takové, že funkce f a g jsou definované na
PC.a; ı1/, f zde má vlastní derivaci, g zde má vlastní nenulovou derivaci a platí

8x 2 PC.a; ı1/ W
f 0.x/

g0.x/
< r: (5.16)

Vezměme nyní libovolná x; y 2 PC.a; ı1/; x < y. Podle Cauchyovy věty (Vě-
ta 5.2.13) aplikované na f a g na intervalu Œx; y� existuje c 2 .x; y/ splňující

f .x/ � f .y/

g.x/ � g.y/
D
f 0.c/

g0.c/
: (5.17)

Pro každé x; y 2 PC.a; ı1/; x < y, tedy podle (5.16) a (5.17) platí

f .x/ � f .y/

g.x/ � g.y/
< r: (5.18)

Předpokládejme, že platí podmínka (a). Potom pro pevné y 2 PC.a; ı1/ dostane-
me podle (5.18)

lim
x!aC

f .x/ � f .y/

g.x/ � g.y/
D
f .y/

g.y/
� r < ˛:

Stačí položit ı D ı1 a za předpokladu platnosti podmínky (a) je pomocné tvrzení
dokázáno.

Předpokládejme nyní, že platí podmínka (b). Zvolme pevně Qy 2 PC.a; ı1/.
Potom platí

lim
x!aC

r
�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/
D r C 0 D r < ˛: (5.19)

Existuje tedy ı2 2 .0; ı1/, takové, že

8x 2 PC.a; ı2/ W r
�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/
< ˛: (5.20)

Navíc díky podmínce (b) můžeme požadovat, aby platilo

8x 2 PC.a; ı2/ W
g. Qy/

g.x/
< 1: (5.21)

Nechť x 2 PC.a; ı2/. Pak můžeme psát

f .x/

g.x/
D
f .x/ � f . Qy/

g.x/
C
f . Qy/

g.x/

D
f .x/ � f . Qy/

g.x/ � g. Qy/
�
g.x/ � g. Qy/

g.x/
C
f . Qy/

g.x/

D
f .x/ � f . Qy/

g.x/ � g. Qy/

�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/

(5.22)
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S pomocí (5.20), (5.21) a (5.22) odhadneme

f .x/

g.x/
D
f .x/ � f . Qy/

g.x/ � g. Qy/

�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/

< r
�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/
< ˛:

Položíme ı D ı2 a pomocné tvrzení je dokázáno i za předpokladu platnosti pod-
mínky (b).

(ii) Podle (5.15) platí limx!aC
�f .x/
g.x/

D �L. Předpokládejme, že ˇ 2 R splňuje
ˇ < L. Potom platí �ˇ > �L. Již dokázanou část (i) použijeme pro ˛ D �ˇ

a nalezneme ı 2 R; ı > 0, takové, že

8x 2 PC.a; ı/ W
�f .x/

g.x/
< �ˇ:

Nyní stačí položit ı0 D ı a tvrzení je dokázáno. �

Důkaz věty lze nyní již snadno dokončit. Pokud L D �1, respektive L D

1, tvrzení věty plyne okamžitě z (i), respektive z (ii). Nechť L 2 R. Zvolme " 2

R; " > 0. Použijeme (i) pro ˛ D L C " a obdržíme příslušné ı 2 R; ı > 0. Dále
použijeme (ii) pro ˇ D L � " a obdržíme příslušné ı0 2 R; ı0 > 0. Pro každé
x 2 PC.a;minfı; ı0g/ dostaneme

f .x/

g.x/
2 .ˇ; ˛/ D .L � "; LC "/ D B.L; "/;

což dokazuje naši větu. �

Důkaz. Označme

L D lim
x!aC

f 0.x/

g0.x/
: (5.23)

Rozlišíme několik případů a pro každý z nich provedeme důkaz zvlášť.

Případ číslo 1. Předpokládejme, že a 2 R a je splněna podmínka (a).

Díky předpokladu existence limity v (5.23) nalezneme Qı 2 R; Qı > 0, takové, že
funkce f a g jsou definované na PC.a; Qı/, f zde má vlastní derivaci a g zde má
vlastní nenulovou derivaci. Definujme funkce

Qf .x/ D

(
f .x/; x 2 PC.a; Qı/;

0; x D a;
Qg.x/ D

(
g.x/; x 2 PC.a; Qı/;

0; x D a:

Pak Qf a Qg jsou spojité funkce na intervalu Œa; a C Qı/, neboť v bodech z .a; a C Qı/

plyne spojitost z Věty 5.1.15 a spojitost zprava v bodě a plyne z podmínky (a).
Mějme dáno " 2 R; " > 0. Z definice limity nalezneme ı 2 .0; Qı/ takové, že

8x 2 PC.a; ı/ W
f 0.x/

g0.x/
2 B.L; "/:
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Vezměme nyní libovolné x 2 PC.a; ı/. Podle Cauchyovy věty (Věta 5.2.13) apli-
kované na Qf a Qg na intervalu Œa; x� existuje cx 2 .a; x/ splňující

Qf .x/ � Qf .a/

Qg.x/ � Qg.a/
D

Qf 0.cx/

Qg0.cx/
:

Protože
Qf .x/ � Qf .a/

Qg.x/ � Qg.a/
D
f .x/

g.x/

a výraz na levé straně je dobře definován dle Věty 5.2.13, má i výraz f .x/
g.x/

smysl.
Jelikož cx 2 PC.a; ı/, dostáváme dále

f .x/

g.x/
D

Qf .x/ � Qf .a/

Qg.x/ � Qg.a/
D

Qf 0.cx/

Qg0.cx/
2 B.L; "/:

Tedy platí limx!aC

f .x/
g.x/

D L.

Případ číslo 2. Předpokládejme, že a 2 R, je splněna podmínka (b) a L 2 R.

Mějme dáno " 2 .0; 1/. Díky předpokladu existence limity v (5.23) nalezneme Qı 2

R; Qı > 0, takové, že funkce f a g jsou definované na PC.a; Qı/, f zde má vlastní
derivaci a g zde má vlastní nenulovou derivaci. Navíc díky podmínce (b) můžeme
požadovat, aby funkce g byla na PC.a; Qı/ nenulová. Díky (5.23) a předpokladu
L 2 R nalezneme ı1 2 .0; Qı/ takové, že

8x 2 PC.a; ı1/ W

ˇ̌̌f 0.x/

g0.x/
� L

ˇ̌̌
< ": (5.24)

Zvolme pevně Qy 2 PC.a; ı1/. Pomocí podmínky (b) nalezneme ı2 2 .0; ı1/ splňu-
jící

8x 2 PC.a; ı2/ W

ˇ̌̌̌
g. Qy/

g.x/

ˇ̌̌̌
< " &

ˇ̌̌̌
f . Qy/

g.x/

ˇ̌̌̌
< ": (5.25)

Nechť x 2 PC.a; ı2/. PoužijemeCauchyovu větu o střední hodnotě (Věta 5.2.13)
pro funkce f a g na intervalu Œx; Qy� a nalezneme cx 2 .x; Qy/ splňující

f .x/ � f . Qy/

g.x/ � g. Qy/
D
f 0.cx/

g0.cx/
: (5.26)

Pak můžeme psát

f .x/

g.x/
D
f .x/ � f . Qy/

g.x/
C
f . Qy/

g.x/

D
f .x/ � f . Qy/

g.x/ � g. Qy/
�
g.x/ � g. Qy/

g.x/
C
f . Qy/

g.x/

D
f .x/ � f . Qy/

g.x/ � g. Qy/

�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/
:

(5.27)
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Použijeme (5.26) a vyjádříme

f .x/

g.x/
D
f 0.cx/

g0.cx/

�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/

D
f 0.cx/

g0.cx/
�
f 0.cx/

g0.cx/
�
g. Qy/

g.x/
C
f . Qy/

g.x/
:

Pomocí vztahů " 2 .0; 1/, (5.24), (5.25) a trojúhelníkové nerovnosti můžeme nyní
odhadnoutˇ̌̌f .x/

g.x/
� L

ˇ̌̌
�

ˇ̌̌f 0.cx/

g0.cx/
� L

ˇ̌̌
C

ˇ̌̌f 0.cx/

g0.cx/
�
g. Qy/

g.x/

ˇ̌̌
C

ˇ̌̌f . Qy/

g.x/

ˇ̌̌
< "C .jLj C "/ � "C " D .jLj C 2C "/" < .jLj C 3/":

Tím je důkaz rovnosti limx!aC

f .x/
g.x/

D L v tomto případě proveden.

Případ číslo 3. Předpokládejme, že a 2 R, je splněna podmínka (b) a L D 1.

Mějme dáno K 2 R; K > 0. Díky předpokladu existence limity v (5.23) nalezne-
me Qı 2 R; Qı > 0, takové, že funkce f a g jsou definované na PC.a; Qı/, f zde má
vlastní derivaci a g zde má vlastní nenulovou derivaci. Navíc díky podmínce (b)
můžeme požadovat, aby funkce g byla na PC.a; Qı/ nenulová. Podle předpokladu
limx!aC

f 0.x/
g0.x/

D 1 nalezneme ı1 2 .0; Qı/ takové, že

8x 2 PC.a; ı1/ W
f 0.x/

g0.x/
> 2K: (5.28)

Zvolme pevně Qy 2 PC.a; ı1/. Pomocí podmínky (b) nalezneme ı2 2 .0; Qy � a/

splňující

8x 2 PC.a; ı2/ W

ˇ̌̌̌
g. Qy/

g.x/

ˇ̌̌̌
<
1

4
&
ˇ̌̌̌
f . Qy/

g.x/

ˇ̌̌̌
<
K

2
: (5.29)

Nechť x 2 PC.a; ı2/. Potom x < Qy. Použijeme Cauchyovu větu (Věta 5.2.13) pro
funkce f a g na intervalu Œx; Qy� a nalezneme cx 2 .x; Qy/ splňující

f .x/ � f . Qy/

g.x/ � g. Qy/
D
f 0.cx/

g0.cx/
: (5.30)

Pak můžeme psát
f .x/

g.x/
D
f .x/ � f . Qy/

g.x/
C
f . Qy/

g.x/

D
f .x/ � f . Qy/

g.x/ � g. Qy/

�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/
:

(5.31)

Díky (5.30) a (5.31) dostaneme

f .x/

g.x/
D
f 0.cx/

g0.cx/

�
1 �

g. Qy/

g.x/

�
C
f . Qy/

g.x/

D
f 0.cx/

g0.cx/
�
f 0.cx/

g0.cx/
�
g. Qy/

g.x/
C
f . Qy/

g.x/

(5.32)
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Odtud pomocí (5.28) a (5.29) plyne
f .x/

g.x/
> 2K � 2K �

1

4
�
K

2
D K:

Tím je důkaz vztahu limx!aC

f .x/
g.x/

D L v tomto případě proveden.

Případ číslo 4. Předpokládejme, že a 2 R, je splněna podmínka (b) a L D �1.

Výsledek z předchozího případu aplikujeme na dvojici funkcí �f a g a obdržíme

lim
x!aC

�f .x/

g.x/
D lim
x!aC

�f 0.x/

g0.x/
D 1:

Platí tedy také

lim
x!aC

f .x/

g.x/
D �1:

Případ číslo 5. Předpokládejme, že a D �1 a je splněna podmínka (a) nebo pod-
mínka (b).

Funkce f a g jsou definovány na jistém okolí bodu �1. Proto jsou na jistém pra-
vém okolí bodu 0 funkce F a G dobře definovány předpisem

F.x/ D f
�
�
1

x

�
; G.x/ D g

�
�
1

x

�
:

Pak z Věty 4.2.21 dostáváme limx!0C
F.x/ D limx!0C

G.x/ D 0, pokud je splněna
podmínka (a), a limx!0C

jG.x/j D 1, pokud je splněna podmínka (b). Dále platí

lim
x!0C

F 0.x/

G0.x/
D lim
x!0C

f 0
�
�
1
x

�
x�2

g0
�
�
1
x

�
x�2

D lim
x!0C

f 0
�
�
1
x

�
g0
�
�
1
x

� D lim
y!�1

f 0.y/

g0.y/
D L:

Nyní aplikujeme již dokázanou část l’Hospitalova pravidla na dvojici funkcí F aG
v bodě 0 a dostaneme

lim
x!0C

F.x/

G.x/
D lim
x!0C

F 0.x/

G0.x/
D L;

což opětovným použitím Věty 4.2.21 dává

lim
x!�1

f .x/

g.x/
D lim
y!0C

f
�
�
1
y

�
g
�
�
1
y

� D lim
y!0C

F.y/

G.y/
D L:

�

5.3.3. Příklad. Platí, že limx!0
x�sin.x/
x3 D

1
6
.

Řešení. Pro každé x 2 R platí .x � sin.x//0 D 1 � cos.x/, .x � sin.x//00 D sin.x/
a .x3/0 D 3x2, .x3/00 D 6x. Protože limx!0

sin.x/
6x

D
1
6
, dostávámepoužitím l’Hospitalova

pravidla 5.3.1(a) rovnost

lim
x!0

1 � cos.x/
3x2

D lim
x!0

sin.x/
6x

D
1

6
:
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Dalším použitím l’Hospitalova pravidla 5.3.1(a) obdržíme

lim
x!0

x � sin.x/
x3

D lim
x!0

1 � cos.x/
3x2

D
1

6
:

|

5.3.4.Příklad. Pro každé ˛ 2 R; ˛ > 0, platí vztahy limx!0C
x˛ log x D 0 a limx!1 e�xx˛ D

0.

Řešení. Použijeme l’Hospitalovo pravidlo 5.3.1(b) a dostaneme

lim
x!0C

x˛ log x D lim
x!0C

log x
x�˛

D lim
x!0C

x�1

�˛x�˛�1
D lim
x!0C

x˛

�˛
D 0:

Pro výpočet druhé limity nalezneme n 2 N splňující ˛ < n. Pak n-násobné užití
Věty 5.3.1(b) dává

lim
x!1

e�xxn D lim
x!1

xn

ex
D lim
x!1

nxn�1

ex
D � � � D lim

x!1

nŠ

ex
D 0:

Protože 0 � e�xx˛ � e�xxn pro každé x 2 R; x � 1, platí limx!1 e�xx˛ D 0 dle
Věty 4.2.9(c). |

5.3.5. Poznámka. Obecně není pravda, že z existence limx!aC

f .x/
g.x/

můžeme něco
usoudit o limx!aC

f 0.x/
g0.x/

. Například platí

lim
x!�1

x2

x C sin.x/
D lim
x!�1

x

1C
sin.x/
x

D �1;

ale

lim
x!�1

2x

1C cos.x/
neexistuje, neboť funkce x 7!

2x
1Ccos.x/ není definována na žádném okolí bodu �1.

5.3.6. Poznámka. L’Hospitalovo pravidlo není vždy vhodným nástrojem pro vý-
počet limity. Přímočaré použití l’Hospitalova pravidla pro limitu

lim
x!0C

e� 1
x

x

vede k limitě

lim
x!0C

e� 1
x
1
x2

1
D lim
x!0C

e� 1
x

x2
:

Výpočet poslední limity není však snazší než výpočet původní limity.

5.3.7. Poznámka. Uvažujme

f .x/ D
1

2
x C

1

4
sin.2x/ a g.x/ D f .x/esin.x/; x 2 R:
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Pak limx!1 f .x/ D 1 a

lim
x!1

f .x/

g.x/
D lim
x!1

1

esin.x/
(5.33)

neexistuje.Na druhou stranu, počítáme-li pomocí l’Hospitalova pravidla (Věta 5.3.1),
dostáváme

lim
x!1

f 0.x/

g0.x/
D lim
x!1

cos2.x/
cos2.x/esin.x/ C f .x/esin.x/ cos.x/

D lim
x!1

cos.x/
esin.x/ .cos.x/C f .x//

D 0;

(5.34)

což nesouhlasí s (5.33). Chybné použití l’Hospitalova pravidla spočívá v tom, že
výraz f

0

g0 není definovaný na žádnémokolí1, tj. limx!1
f 0.x/
g0.x/

z definice neexistuje.
Druhá rovnost ve výpočtu (5.34) je tedy chybná.

5.4. Monotónní a konvexní funkce

5.4.1. Definice. Nechť f je reálná funkce a a 2 R. Řekneme, že funkce f je
� rostoucí v bodě a, pokud existuje ı > 0 takové, že f .x/ < f .a/ pro všech-

na x 2 P�.a; ı/ a f .x/ > f .a/ pro všechna x 2 PC.a; ı/,
� klesající v bodě a, pokud existuje ı > 0 takové, že f .x/ > f .a/ pro všech-
na x 2 P�.a; ı/ a f .x/ < f .a/ pro všechna x 2 PC.a; ı/,

� neklesající v bodě a, pokud existuje ı > 0 takové, že f .x/ � f .a/ pro
všechna x 2 P�.a; ı/ a f .x/ � f .a/ pro všechna x 2 PC.a; ı/,

� nerostoucí v bodě a, pokud existuje ı > 0 takové, že f .x/ � f .a/ pro
všechna x 2 P�.a; ı/ a f .x/ � f .a/ pro všechna x 2 PC.a; ı/.

Podobně definujeme, že funkce f je rostoucí v a zprava apod.

5.4.2. Poznámka. Je-li funkce f W I ! R rostoucí na intervalu I , pak je zřejmě ros-
toucí v každém vnitřním bodě intervalu I a rostoucí zprava či zleva v eventuálních
krajních bodech intervalu I .

5.4.3. Věta. Má-li reálná funkce f v bodě a 2 R kladnou (respektive zápornou)
derivaci zprava, pak je v tomto bodě rostoucí (respektive klesající) zprava.

Důkaz. Předpokládejme, že f 0
C.a/ > 0, tj. limx!aC

f .x/�f .a/
x�a

> 0. Dle Věty 4.2.9(i)
existuje takové ı > 0, že

f .x/ � f .a/

x � a
> 0; x 2 PC.a; ı/:

Pak zřejmě platí f .x/ > f .a/ pro všechna x 2 PC.a; ı/, tj. f je rostoucí zprava v a.
Obdobně lze dokázat tvrzení i v případě f 0

C.a/ < 0. �

5.4.4. Poznámka. Obdobné tvrzení platí pro derivaci zleva a oboustrannou deri-
vaci.
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5.4.5. Poznámka. Je-li reálná funkce g rostoucí v bodě a 2 R, pak obecně nemusí
existovat ı > 0 takové, že g je monotónní na intervalu .a�ı; aCı/. Stačí vzít g.x/ D

x C f .x/, x 2 R, kde f je funkce z Příkladu 5.5.2, a položit a D 0. Potom g0.x/ D

1 C f 0.x/ platí pro každé x 2 R. Dále g0.0/ D 1, a tedy g je rostoucí v 0. Funkce
f 0 není omezená shora ani zdola na žádném okolí bodu 0, a proto v každém okolí
bodu 0 funkce g0 nabývá kladných i záporných hodnot. Předpokládejme nejprve,
že g je neklesající na jistém okolí B.0; ı/, ı 2 R, ı > 0. Potom pro každé x; y 2

B.0; ı/, x ¤ y, platí
g.x/ � g.y/

x � y
� 0:

Díky větě o srovnání (Věta 4.2.9(b)) dostáváme, že g0.y/ � 0 pro každé y 2 B.0; ı/,
což je spor. Obdobný spor obdržíme, pokud předpokládáme, že g je nerostoucí na
jistém okolí bodu 0.

5.4.6. Věta. Nechť f W I ! R roste (respektive neklesá) v každém bodě intervalu I
(v případných krajních bodech I uvažujeme příslušné jednostranné varianty). Pak
f roste (respektive neklesá) na I .

Důkaz. Předpokládejme, že f je rostoucí v každém bodě intervalu I , a uvažujme
libovolné body a; b 2 I , a < b. Chceme dokázat, že f .a/ < f .b/. Definujme
M D fc 2 .a; b�I f .c/ > f .a/g. PakM je shora omezená množina, neboť b je horní
závorouM . Funkce f je rostoucí zprava v bodě a, a proto existuje ı1 2 R; ı1 > 0,
takové, že f .x/ > f .a/ pro všechna x 2 PC.a; ı1/. Pak .a; b�\PC.a; ı1/ � M , a tedy
M ¤ ;. Položme s D supM . Pak zřejmě a < s � b. Nalezneme ı2 2 R; ı2 > 0,
takové, že f .x/ < f .s/ pro všechna x 2 P�.s; ı2/. Z definice suprema existuje
t1 2 M \ P�.s; ı2/, pro které tedy platí f .a/ < f .t1/ < f .s/. Proto dostáváme
s 2 M .

Dokážeme nyní, že s D b. Kdyby totiž platilo s < b, nalezli bychom ı3 2

R; ı3 > 0, takové, že f .x/ > f .s/ pro všechna x 2 PC.s; ı3/. Pak tedy libovolné
t2 2 PC.s; ı3/ \ .s; b/ splňuje f .a/ < f .s/ < f .t2/, což znamená t2 2 M . To je ale
spor s faktem s D supM . Tím je rovnost s D b dokázána, a tedy díky s 2 M máme
f .b/ D f .s/ > f .a/. Tím je důkaz nerovnosti f .a/ < f .b/ proveden.

Předpokládejme nyní, že f je neklesající v každém bodě I . Mějme dány body
a < b z intervalu I a zvolme pevné " 2 R; " > 0. Funkce g.x/ D f .x/ C "x,
x 2 I , je rostoucí v každém bodě I , tedy dle první části důkazu platí f .a/C "a D

g.a/ < g.b/ D f .b/ C "b. Jelikož " je libovolné, platí f .a/ � f .b/. Tím je důkaz
dokončen. �

5.4.7. Věta. Nechť I � R je interval a f W I ! R má v každém bodě I kladnou (re-
spektive nezápornou, zápornou, nekladnou) derivaci (v případných krajních bo-
dech I uvažujeme jednostranné derivace). Pak f roste (respektive neklesá, klesá,
neroste) na I .

Důkaz. Má-li funkce v každémbodě intervalu I kladnou derivaci, je v každémbodě
I rostoucí podle Věty 5.4.3. Z Věty 5.4.6 pak plyne, že f je rostoucí na I .

Ostatní případy jsou obdobné. �
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5.4.8. Definice. Nechť I je interval a nechť f je reálná funkce definovaná alespoň
na I . Řekneme, že f je

� konvexní na I , jestliže

8x; y 2 I 8� 2 .0; 1/ W f .�x C .1 � �/y/ � �f .x/C .1 � �/f .y/;

� konkávní na I , jestliže

8x; y 2 I 8� 2 .0; 1/ W f .�x C .1 � �/y/ � �f .x/C .1 � �/f .y/;

� ryze konvexní na I , jestliže

8x; y 2 I; x ¤ y 8� 2 .0; 1/ W f .�x C .1 � �/y/ < �f .x/C .1 � �/f .y/;

� ryze konkávní na I , jestliže

8x; y 2 I; x ¤ y 8� 2 .0; 1/ W f .�x C .1 � �/y/ > �f .x/C .1 � �/f .y/:

5.4.9. Lemma (ekvivalentní podmínky pro konvexitu). Nechť I � R je interval
a nechť f W I ! R. Pak jsou následující výroky ekvivalentní:

(i) f je konvexní na I ,

(ii) 8x1; x2; x3 2 I; x1 < x2 < x3 W
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
,

(iii) 8x1; x2; x3 2 I; x1 < x2 < x3 W
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
�
f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
,

(iv) 8x1; x2; x3 2 I; x1 < x2 < x3 W
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
.

Obdobné charakterizace platí pro konkávní, ryze konvexní a ryze konkávní funkce.

Důkaz. Předpokládejme, že x1; x2; x3 2 I , x1 < x2 < x3. Položme � D
x3�x2

x3�x1
. Pak

platí � 2 .0; 1/ a x2 D �x1 C .1 � �/x3. Označme c D �f .x1/ C .1 � �/f .x3/.
Přímočarým výpočtem pak obdržíme

c � f .x1/

x2 � x1
D
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
D
f .x3/ � c

x3 � x2
: (5.35)

Pokud platí f .x2/ � c, pak pomocí (5.35) dostáváme
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
�
f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
: (5.36)

Pokud platí jedna z nerovností v (5.36) nebo nerovnost
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
;

pak podle (5.35) platí nerovnost f .x2/ � c.
(i) ) (ii) Předpokládejme, že x1; x2; x3 2 I , x1 < x2 < x3. Při označení z před-

chozího odstavce dostaneme f .x2/ � c, neboť f je konvexní. Pak podle (5.35)
dostáváme nerovnost

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
:
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(ii) ) (i) Předpokládejme, že x1; x2; x3 2 I , x1 < x2 < x3, a c je definováno
stejně jako v úvodním odstavci. Potom podle předpokladu platí

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
�
f .x3/ � f .x1/

x3 � x1
;

takže c � f .x2/. Tím je podmínka z definice konvexity ověřena.
Ekvivalenci (i) , (iii) a (i) , (iv) lze pomocí úvah prvního odstavce ověřit

obdobně. �

5.4.10. Věta (vztah konvexity a existence jednostranných derivací). Nechť f je
funkce konvexní na intervalu I a nechť a 2 Int I . Potom existují vlastní jedno-
stranné derivace f 0

C.a/ a f
0

�.a/. Navíc platí f 0
�.a/ � f 0

C.a/.

Důkaz. Nechť a 2 Int I . Nalezneme ı 2 R; ı > 0, splňujícíB.a; ı/ � I a definujeme
funkce

'.x/ D
f .x/ � f .a/

x � a
; x 2 PC.a; ı/;

 .y/ D
f .y/ � f .a/

y � a
; y 2 P�.a; ı/:

Pro body y1; y2; x1; x2 2 P.a; ı/ splňující y2 < y1 < a < x1 < x2 dostáváme
z Lemmatu 5.4.9

'.x1/ D
f .x1/ � f .a/

x1 � a
�
f .x2/ � f .a/

x2 � a
D '.x2/

a
 .y2/ D

f .y2/ � f .a/

y2 � a
�
f .y1/ � f .a/

y1 � a
D  .y1/:

Tedy ' je neklesající na PC.a; ı/ a  je neklesající na P�.a; ı/. Z Lemmatu 5.4.9
dále pro každé x 2 PC.a; ı/ a y 2 P�.a; ı/ plyne

 .y/ D
f .a/ � f .y/

a � y
�
f .x/ � f .a/

x � a
D '.x/: (5.37)

Tedy ' je zdola omezená na PC.a; ı/ a  je shora omezená na P�.a; ı/.
Z Věty 4.2.26 plyne, že

f 0
C.a/ D lim

x!aC

f .x/ � f .a/

x � a
D lim
x!aC

'.x/

a
f 0

�.a/ D lim
y!a�

f .y/ � f .a/

y � a
D lim
y!a�

 .y/

existují vlastní.
Navíc z (5.37) a Věty 4.2.26 plyne pro každé x 2 PC.a; ı/

f 0
�.a/ D lim

y!a�

 .y/ � '.x/:

Po dalším použití Věty 4.2.26 dostáváme

f 0
�.a/ � lim

x!aC

'.x/ D f 0
C.a/:
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Tím je důkaz dokončen. �

5.4.11. Poznámky. (a) Jednostranné derivace konvexní funkce f na intervalu I se
nemusí v bodě a 2 Int I rovnat, a nemusí tedy existovat f 0.a/. Příkladem je funkce
f .x/ D jxj a bod x D 0.

(b) Podobně jako v důkazu Věty 5.4.10 lze odvodit existenci jednostranných
derivací konvexní funkce v krajních bodech definičního intervalu. Tyto derivace
ale mohou být nevlastní, např. funkce sign uvažovaná na intervalu Œ�1; 0�.

5.4.12.Věta (vztah konvexity a spojitosti). Konvexní funkce na intervalu je spojitá
v každém vnitřním bodě tohoto intervalu.

Důkaz. Je-li f W I ! R konvexní na intervalu I a a 2 Int I , pak obě jednostranné
derivace f 0

�.a/ a f 0
C.a/ existují vlastní. Podle Věty 5.1.15 a Poznámky 5.1.16, f je

spojitá zleva i zprava v a, tedy je spojitá v a. �

5.4.13.Poznámka. Funkce sign, která je na intervalu .�1; 0� konvexní, není spojitá
v bodě 0. Z konvexity funkce f tedy nevyplývá spojitost ve všech bodech intervalu
I , na němž je funkce f definována.

5.4.14. Věta (vztah druhé derivace a konvexity či konkávnosti). Nechť f je spojitá
funkce na intervalu I � R a nechť má f na Int I spojitou první derivaci. Jestliže
je f 0 rostoucí na Int I , pak f je ryze konvexní na I .

Speciálně, je-li f 00.x/ > 0 pro každé x 2 Int I , pak f je ryze konvexní na I .

Důkaz. Předpokládejme, že f 0 je rostoucí funkce na Int I , kde f W I ! R je spojitá
funkce. Vezměme libovolné body x1 < x2 < x3 z intervalu I . Díky Lagrangeově
větě 5.2.4 existují body c 2 .x1; x2/ a d 2 .x2; x3/ splňující

f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
D f 0.c/ a

f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
D f 0.d/:

Z předpokladu tedy obdržíme
f .x2/ � f .x1/

x2 � x1
D f 0.c/ < f 0.d/ D

f .x3/ � f .x2/

x3 � x2
:

Dle Lemmatu 5.4.9 je tedy f ryze konvexní.
Je-li f 00.x/ > 0 pro každé x 2 Int I , je f 0 rostoucí na Int I (Věta 5.4.7), a tedy

f je ryze konvexní díky první části důkazu. �

5.4.15. Poznámka. Obdobná tvrzení platí pro konvexitu, ryzí konkávnost a kon-
kávnost.

5.4.16. Příklad. Dokažte, že pro každé h 2 Œ0; �
2
� platí sin h �

2
�
h.

Řešení. Funkce sinus má druhou derivaci rovnou funkci � sin, která je na intervalu
Œ0; �

2
� menší nebo rovna 0. Funkce sinus je tedy na intervalu Œ0; �

2
� konkávní. Pro

h 2 Œ0; �
2
� položme x D

�
2
, y D 0 a � D

2
�
h. Podle definice konkávní funkce platí

sin h D sin
�
�x C .1 � �/y

�
� � sin x C .1 � �/ siny D � D

2

�
h:

|
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5.4.17. Definice. Nechť f je reálná funkce a a 2 R. Řekneme, že f má v bodě a
inflexi (neboli že a je inflexním bodem funkce f ), jestliže existuje vlastní f 0.a/

a existuje ı 2 R; ı > 0, takové, že buď

8x 2 P�.a; ı/ W f .x/ > f .a/C f 0.a/.x � a/ a

8x 2 PC.a; ı/ W f .x/ < f .a/C f 0.a/.x � a/:

nebo

8x 2 P�.a; ı/ W f .x/ < f .a/C f 0.a/.x � a/ a

8x 2 PC.a; ı/ W f .x/ > f .a/C f 0.a/.x � a/:

Následující obrázek ilustruje právě definovaný pojem inflexního bodu.

Obrázek 4.

5.4.18. Věta (nutná podmínka pro inflexi). Nechť f je reálná funkce a a 2 R.
Jestliže existuje f 00.a/ a je různá od nuly, pak a není inflexním bodem funkce f .

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že f 00.a/ > 0. Z definice limity najdeme ı 2 R,
ı > 0, takové, že pro každé x 2 P.a; ı/ platí

f 0.x/ � f 0.a/

x � a
> 0:

Dostáváme tedy, že

8x 2 P�.a; ı/ W f 0.x/ < f 0.a/ a

8x 2 PC.a; ı/ W f 0.x/ > f 0.a/:
(5.38)
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Vezměme nyní libovolné x 2 P�.a; ı/. Protože f je spojitá na B.a; ı/ dle Vě-
ty 5.1.15, pomocí Lagrangeovy věty 5.2.4 najdeme cx 2 .x; a/ splňující

f .a/ � f .x/

a � x
D f 0.cx/:

Protože f 0.cx/ < f 0.a/ z (5.38), máme f .x/�f .a/
x�a

< f 0.a/. Úpravou dostáváme
f .x/ > f .a/C f 0.a/.x � a/.

Je-li x 2 PC.a; ı/, jako výše nalezneme dx 2 .a; x/ splňující

f .x/ � f .a/

x � a
D f 0.dx/ > f

0.a/:

Tedy máme f .x/ > f .a/Cf 0.a/.x�a/. Jinými slovy, bod Œx; f .x/� leží nad tečnou
f v bodě a na levém i pravém okolí a. Tedy a není inflexním bodem f . Obdobně
bychom postupovali v případě f 00.a/ < 0. �

5.4.19. Poznámka. Rovnost f 00.a/ D 0 ještě nezaručuje, že a je inflexním bodem
f . Příkladem je funkce f .x/ D x4, x 2 R. Pak f 00.0/ D 0, ale bod 0 není inflexním
bodem f , protože graf funkce f leží nad tečnou v bodě 0.

5.4.20. Věta (postačující podmínka pro inflexi). Nechť f má spojitou první deri-
vaci na intervalu .a; b/ a c 2 .a; b/. Předpokládejme, že

8x 2 .a; c/ W f 00.x/ > 0 a 8x 2 .c; b/ W f 00.x/ < 0

nebo
8x 2 .a; c/ W f 00.x/ < 0 a 8x 2 .c; b/ W f 00.x/ > 0:

Pak c je inflexním bodem f .

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že pro f platí první varianta, tj.

8x 2 .a; c/ W f 00.x/ > 0 a 8x 2 .c; b/ W f 00.x/ < 0:

Z Věty 5.2.6 plyne, že f 0 je rostoucí na .a; c� a je klesající na Œc; b/. Pro dané x 2

.a; c/ použijeme Lagrangeovu větu 5.2.4 k nalezení cx 2 .x; c/ splňujícího

f .c/ � f .x/

c � x
D f 0.cx/ < f

0.c/:

Tedy f .x/ > f .c/C f 0.c/.x � c/.
Podobně pro x 2 .c; b/ najdeme dx 2 .c; x/ splňující

f .x/ � f .c/

x � c
D f 0.dx/ < f

0.c/:

Úpravou obdržíme f .x/ < f .c/ C f 0.c/.x � c/. Tedy c splňuje první variantu
v Definici 5.4.17, tj. c je inflexním bodem f .

Obdobně bychom ověřili, že funkce s vlastností

8x 2 .a; c/ W f 00.x/ < 0; a 8x 2 .c; b/ W f 00.x/ > 0:

splňuje v c druhou variantu definice inflexního bodu. Tím je důkaz dokončen. �
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5.4.21. Příklad. Nechť funkce f je definována předpisem

f .x/ D

(
x5
�
2C sin

�
1
x

��
; x ¤ 0;

0; x D 0:

Pak f má v 0 inflexi, ale neexistuje okolí 0, kde by byly splněny předpoklady Vě-
ty 5.4.20.

Řešení. Protože f 0.0/ D 0 (viz výpočet v Příkladu 5.5.1), tečna funkce f v bodě 0
je dána jako

t.x/ D f .0/C f 0.0/x D 0; x 2 R:

Je-li x < 0, pak f .x/ < 0 D t .x/, pro x > 0 máme f .x/ > 0 D t .x/. Tedy f má v 0
inflexní bod.

Na druhou stranu,

f 0.x/ D

(
10x4 C 5x4 sin

�
1
x

�
� x3 cos

�
1
x

�
; x ¤ 0;

0; x D 0;

a

f 00.x/ D

(
x
�
20x2.2C sin

�
1
x

�
/C 2x cos

�
1
x

�
� sin

�
1
x

��
; x ¤ 0;

0; x D 0:

Označíme-li

g.x/ D 20x2
�
2C sin

� 1
x

��
C 2x cos

� 1
x

�
; x 2 R n f0g;

pak limx!0 g.x/ D 0 dle Věty 4.2.15. Tedy výraz g.x/ � sin
�
1
x

�
nabývá kladných

i záporných hodnot na libovolném okolí 0. Protože

f 00.x/ D x
�
g.x/ � sin

� 1
x

��
; x ¤ 0;

nabývá druhá derivace f kladné i záporné hodnoty na libovolném okolí bodu 0.
|

5.4.22. Definice. Nechť f je reálná funkce definovaná na nějakém okolí bodu 1.
Nechť a; b 2 R. Řekneme, že f má v bodě 1 asymptotu ax C b, jestliže

lim
x!1

�
f .x/ � ax � b

�
D 0: (5.39)

Obdobně definujeme asymptotu v bodě �1.

5.4.23. Věta (tvar asymptoty). Funkce f má v bodě 1 asymptotu ax C b právě
tehdy, když

lim
x!1

f .x/

x
D a 2 R a lim

x!1
.f .x/ � ax/ D b 2 R: (5.40)

Obdobné tvrzení platí pro asymptotu v bodě �1.
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Důkaz. ) Předpokládejme nejprve, že funkce x 7! axCb je asymptotou funkce
f v 1, kde a; b 2 R. Pak plyne z předpokladu a Věty 4.2.2

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

f .x/ � ax � b

x
C lim
x!1

�
aC

b

x

�
D a;

a
lim
x!1

.f .x/ � ax/ D lim
x!1

.f .x/ � ax � b/C lim
x!1

b D b:

( Předpokládejme, že funkce x 7! ax C b splňuje (5.40). Pak

lim
x!1

.f .x/ � ax � b/ D b � b D 0:

Tedy x 7! ax C b je asymptotou funkce f v 1. �

5.4.24. Příklady. 1. Funkce ex má v �1 asymptotu x 7! 0 a v bodě 1 asymptotu
nemá, neboť první limita ve Větě 5.4.23 je nevlastní.

2. Funkce f .x/ D
p
2x2 C x C 1má v bodě 1 asymptotu x 7!

p
2xC

1

2
p
2
. To

plyne z

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

p
2x2 C x C 1

x
D

p
2

a

lim
x!1

�
f .x/ �

p
2x
�

D lim
x!1

�p
2x2 C x C 1 �

p
2x
�

D lim
x!1

x C 1
p
2x2 C x C 1C

p
2x

D
1

2
p
2
:

3. Funkce tangens nemá v bodě 1 asymptotu, protože není definovaná na
žádném jeho okolí.

4. Funkce sinus nemá v bodě 1 asymptotu, ačkoli první z obou limit ve Vě-
tě 5.4.23 existuje a je rovna nule, neexistuje však limita limx!1.f .x/ � 0 � x/.

5.4.25. Při vyšetřování průběhu funkce získáváme zejména následující informace:
� definiční obor, spojitost, limity v krajních bodech a limity v bodech ne-
spojitosti,

� eventuální speciální vlastnosti, např. sudost, lichost nebo periodicita,
� definiční obor derivace, derivace a eventuální jednostranné derivace,
� intervaly monotonie a extrémy (lokální i globální),
� obor hodnot,
� definiční obor druhé derivace, druhá derivace, konvexita a konkávnost,
inflexní body,

� asymptoty,
� náčrt grafu funkce.

5.4.26. Příklad. Vyšetřete průběh funkce f .x/ D arcsin
�

2x
x2C1

�
.

Řešení. Podívejme se nejdříve na funkci

g.x/ D
2x

x2 C 1
; x 2 R:
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Pak D.f / D R a funkce gmá vlastní první i druhou derivaci v každém bodě x 2 R.
Zřejmě

lim
x!1

g.x/ D lim
x!�1

g.x/ D 0; (5.41)

g je lichá a kladná na .0;1/. Počítejme

g0.x/ D
1

.x2 C 1/2

�
2.x2 C 1/ � 4x2

�
D

�2.x2 � 1/

.x2 C 1/2
; x 2 R:

Tedy g0 > 0 na intervalu .�1; 1/ a g0 < 0 na intervalech .�1;�1/ a .1;1/. Dle
Věty 5.2.6 g roste na Œ�1; 1� a klesá na intervalech .�1;�1� a Œ1;1/. Tedy g má
minimum v bodě �1 a maximum v 1. Protože g.�1/ D �1 a g.1/ D 1, z Věty 4.3.4
plyne H .f / D Œ�1; 1�.

Jelikož D.arcsin/ D Œ�1; 1�, je funkce f definovaná na R a je zde spojitá (jeli-
kož g i arcsin jsou spojité, plyne tvrzení z Poznámky 4.2.23(b)). Díky (5.41) a spo-
jitosti funkce arcsin v 0 dostáváme použitím Věty 4.2.21

lim
x!1

f .x/ D lim
x!�1

f .x/ D f .0/ D 0:

Po dosazení vidíme f .�x/ D �f .x/, tj. f je lichá.
Při výpočtu derivace dostáváme za pomoci Věty 5.1.17 a vlastnosti (C7)

f 0.x/ D

0@s1 �

�
2x

x2 C 1

�21A�1

2.1 � x2/

.x2 C 1/2

D
2.1 � x2/

.1C x2/ j1 � x2j
; x 2 R n f�1; 1g:

V bodech �1 a 1 použijeme Větu 5.2.10 k odvození

f 0
C.1/ D lim

x!1C

f 0.x/ D lim
x!1C

�2

x2 C 1
D �1;

f 0
�.1/ D lim

x!1�

f 0.x/ D lim
x!1�

2

x2 C 1
D 1;

f 0
C.�1/ D lim

x!�1C

f 0.x/ D lim
x!�1C

2

x2 C 1
D 1;

f 0
�.�1/ D lim

x!�1�

f 0.x/ D lim
x!�1�

�2

x2 C 1
D �1:

Tedy derivace v bodech �1 a 1 neexistuje.
Máme f 0 > 0 na .�1; 1/ a f 0 < 0 na intervalech .�1;�1/ a .1;1/. Z Věty 5.2.6

plyne, že f roste na Œ�1; 1� a klesá na intervalech .�1;�1� a Œ1;1/. Dále, f má
maximum v bodě 1 a minimum v bodě �1, přičemž f .�1/ D �

�
2
a f .1/ D

�
2
. Díky

spojitosti funkce f dostáváme za použití Věty 4.3.4 H .f / D Œ��
2
; �
2
�.

Počítáme-li druhou derivaci, dostáváme

f 00.x/ D

(
�4x

.x2C1/2
; x 2 .�1; 1/;

4x
.x2C1/2

; x 2 .�1;�1/ [ .1;1/:
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Tedy f 00.x/ D 0 právě v bodě x D 0, f 00 > 0 na .�1; 0/ [ .1;1/ a f 00 < 0 na
.�1;�1/ [ .0; 1/. Z Věty 5.4.14 odvodíme, že f je ryze konvexní na intervalech
Œ�1; 0� a Œ1;1/ a je ryze konkávní na intervalech .�1;�1� a Œ0; 1�. Dále má f v 0
inflexní bod dle Věty 5.4.20.

Pro výpočet asymptot můžeme použít Větu 5.4.23, což dává

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!�1

f .x/

x
D 0

a
lim
x!1

f .x/ � 0 � x D lim
x!�1

f .x/ � 0 � x D 0:

Tedy přímka t .x/ D 0, x 2 R, je asymptotou funkce f v 1 i �1.
Nyní již zbývá pouze načrtnout graf funkce f . |

5.5. Teoretické příklady k derivaci funkce

5.5.1. Příklad. Definujme funkci

f .x/ D

(
x2 sin

�
1
x

�
; x ¤ 0;

0; x D 0:

Pak f 0.x/ existuje vlastní pro každé x 2 R, ale funkce f 0 není spojitá v 0.

Řešení. V každém bodě x 2 R n f0g spočteme derivaci dle Věty 5.1.17 jako

f 0.x/ D 2x sin
�
1

x

�
� cos

�
1

x

�
:

V bodě 0 vyjde

f 0.0/ D lim
x!0

f .x/ � f .0/

x
D lim
x!0

x sin
�
1

x

�
D 0

dle Věty 4.2.15. Podíváme-li se na posloupnost

an D
1

2�n
; n 2 N;

konverguje tato posloupnost k 0, ale

lim
n!1

f 0.an/ D lim
n!1

.� cos .2�n// D �1:

Tedy dle Heineovy věty (Věta 4.2.16) není pravda, že limx!0 f
0.x/ D f 0.0/, tj. f 0

není spojitá v bodě 0. |

5.5.2. Příklad. Pro funkci

f .x/ D

(
x2 sin

�
1
x2

�
; x ¤ 0;

0; x D 0;
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platí

f 0.x/ D

(
2x sin

�
1
x2

�
�
2
x
cos

�
1
x2

�
; x ¤ 0;

0; x D 0;
(5.42)

a tedy f má v každém bodě x 2 R vlastní derivaci. Funkce f však není omezená
shora ani zdola na žádném okolí bodu 0.

Řešení. Obdobně jako v Příkladu 5.5.1 dokážeme (5.42).
Položíme-li

an D
1

p
2�n

; n 2 N;

máme lim an D 0 a

lim
n!1

f 0.an/ D lim
n!1

�
�2

p
2�n cos .2�n/

�
D �1;

a tedy f 0 není omezená zdola na žádném okolí 0. Podobně, položíme-li

bn D
1p

.2nC 1/�
; n 2 N;

máme lim bn D 0 a

lim
n!1

f 0.bn/ D lim
n!1

�
�2
p
.2nC 1/� cos ..2nC 1/�/

�
D 1;

a tedy f 0 není omezená shora na žádném okolí 0. |

5.5.3. Příklad. Nechť f je reálná funkce s definičním oborem D.f /, pro který
platí, že �x 2 D.f /, kdykoliv x 2 D.f /. Nechť a 2 D.f / a existuje f 0

C.a/. Pak
existuje f 0

�.�a/ a platí

f 0
�.�a/ D

(
�f 0

C.a/; f je sudá;
f 0

C.a/; f je lichá:

Řešení. Nechť ı 2 .0;1/ je takové, že Œa; aC ı/ � D.f /, a předpokládejme, že f je
sudá. Pak platí .a � ı; a� � D.f /. Položme

g.x/ D
f .x/ � f .a/

x � a
; x 2 .a; aC ı/:

Pak g.x/ D
f .�x/�f .�a/

x�a
, x 2 .a; aC ı/, a použitím Věty 4.2.21 dostáváme

f 0
C.a/ D lim

x!aC

g.x/ D lim
y!a�

g.�y/ D lim
y!a�

f .y/ � f .�a/

�y � a

D � lim
y!a�

f .y/ � f .�a/

a � .�a/
D f 0

�.�a/:

Tvrzení pro případ liché funkce se ověří obdobně. |
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5.5.4. Příklad. Nechť

f .x/ D

(
x C x2 sin

�
1
x

�
; x 2 R n f0g;

0; x D 0;

Ukažte, že f je rostoucí v bodě 0, má vlastní derivaci pro každé x 2 R, ale není
rostoucí na žádném okolí bodu 0.

Řešení. Pomocí Příkladu 5.5.1 odvodíme, že

f 0.x/ D

(
1C 2x sin

�
1
x

�
� cos

�
1
x

�
; x 2 R n f0g;

1; x D 0:

Z Věty 5.4.3 plyne, že f je rostoucí v bodě 0.
Definujme nyní body xn; yn, n 2 N, jako

xn D

��
2

C 2�n
��1

; yn D

�
3�

2
C 2�n

��1

:

Přímočarým výpočtem se ověří, že pro každé n 2 N platí xnC1 < yn < xn a že

f .yn/ < f .xn/ a f .yn/ < f .xnC1/:

Protože posloupnosti fxng a fyng konvergují k 0, funkce f není monotónní na žád-
ném okolí 0. |

5.5.5. Příklad. Nechť

f .x/ D

(
x2
�
2C sin

�
1
x

��
; x 2 R n f0g;

0; x D 0:

Ukažte, že f má v 0 ostré lokální minimum, má vlastní derivaci pro každé x 2 R,
ale není monotónní na žádném jednostranném okolí bodu 0.

Řešení. Funkce f je zjevně kladná na R n f0g, a má tedy v 0 ostré (globální) mini-
mum. Podobně jako Příkladu 5.5.1 odvodíme, že

f 0.x/ D

(
2x
�
2C sin

�
1
x

��
C cos

�
1
x

�
; x 2 R n f0g;

0; x D 0:

Položíme-li

xn D

��
2

C 2�n
��1

; yn D

�
3�

2
C 2�n

��1

; n 2 N;

platí pro každé n 2 N vztahy

xnC1 < yn < xn; f .yn/ < f .xn/ a f .yn/ < f .xnC1/:

Jelikož lim xn D limyn D 0, funkce f není na žádném pravém okolí 0monotónní.
Obdobně ukážeme, že f nenímonotónní na žádném levém okolí bodu 0. Uva-

žujeme-li totiž body �xn a �yn (kde xn a yn jsou definovány výše), platí

�xn < �yn < �xnC1; f .�xn/ < f .�yn/; f .�xnC1/ < f .�yn/; n 2 N:
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Tím je požadované tvrzení dokázáno.
|

5.5.6.Příklad. Nechťmá funkce f v bodě a vlastní derivaci a nechť čísla xn; yn 2 R
splňují xn � a � yn, yn � xn > 0 a yn � xn ! 0. Pak

lim
n!1

f .yn/ � f .xn/

yn � xn
D f 0.a/:

Řešení. Je-li xn nebo yn rovno a, jedná se o derivační podíl z definice. Tedy lze bez
újmy na obecnosti předpokládat, že xn < a < yn. Nechť " 2 R, " > 0 je dáno.
Protože

0 < a � xn < yn � xn a 0 < yn � a < yn � xn;

platí xn ! a a yn ! a. Protože limx!a
f .x/�f .a/

x�a
D f 0.a/, z Heineovy věty 4.2.16

najdeme n0 2 N takové, že pro n � n0 platíˇ̌̌̌
f .yn/ � f .a/

yn � a
� f 0.a/

ˇ̌̌̌
< " a

ˇ̌̌̌
f .xn/ � f .a/

xn � a
� f 0.a/

ˇ̌̌̌
< ":

Pro tato n0 pak mámeˇ̌̌̌
f .yn/ � f .xn/

yn � xn
� f 0.a/

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
f .yn/ � f .a/

yn � xn
C
f .a/ � f .xn/

yn � xn
�

�
yn � a

yn � xn
C

a � xn

yn � xn

�
f 0.a/

ˇ̌̌̌
�
yn � a

yn � xn

ˇ̌̌̌
f .yn/ � f .a/

yn � a
� f 0.a/

ˇ̌̌̌
C

a � xn

yn � xn

ˇ̌̌̌
f .a/ � f .xn/

a � xn
� f 0.a/

ˇ̌̌̌
� "

�
yn � a

yn � xn
C

a � xn

yn � xn

�
D ":

Tím je důkaz dokončen. |

5.5.7. Příklad. Nechť f W R ! R je spojitá periodická nekonstantní funkce. Pak
nemá ani v 1 ani v �1 asymptotu.

Řešení. Nechť a > 0 je perioda funkce f , tj. f .x/ D f .x C a/ pro každé x 2 R.
Nejprve si rozmysleme, že f je omezená funkce. To plyne z faktu, že f je v abso-
lutní hodnotě omezená na Œ0; a� nějakou konstantouM (viz Věta 4.3.11), a tedy je
omezenáM i na každém intervalu tvaru Œka; .k C 1/a�, k 2 Z.

Dostáváme proto, že

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!�1

f .x/

x
D 0:

Předpokládáme-li nyní existenci asymptoty například v 1, existuje b 2 R splňující
limx!1.f .x/ � b/ D 0. Najdeme x 2 .0; a/ splňující f .x/ ¤ f .a/. Z Věty 4.2.17
nyní plyne, že

f .x/ D lim
n!1

f .x C na/ D b D lim
n!1

f .na/ D f .0/;
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což je spor. Tím je důkaz dokončen. |

5.5.8. Příklad. Nechť a < c < b jsou čísla v R� a f W .a; b/ ! R je ryze konvexní
na .a; c� a na Œc; b/. Dokažte, že následující výroky jsou ekvivalentní.

(i) Funkce f je ryze konvexní na .a; b/.
(ii) Platí f 0

�.c/ � f 0
C.c/.

Dokažte též, že analogické tvrzení platí v případě, že a; b 2 R a f je ryze
konvexní na Œa; c� a Œc; b�.

Řešení. Odvoďme nejprve následující pozorování.
Nechť a < b < c a ˛; ˇ; 
 jsou reálná čísla. Nechť

ˇ � ˛

b � a
<

 � ˇ

c � b
:

Pak
ˇ � ˛

b � a
<

 � ˛

c � a
:

Abychom toto dokázali, vezměme t 2 .0; 1/ splňující b D ta C .1 � t /c. Pak
b � a D .1� t/.c � a/ a c � b D t .c � a/. Předpokládaná nerovnost tedy znamená,
že

ˇ � ˛

1 � t
<

 � ˇ

t
; tj. t .ˇ � ˛/ < 
 � ˇ: (5.43)

Požadovaná nerovnost pak má tvar

ˇ � ˛

1 � t
<

 � ˛

1
; tj. ˇ � 
 < t.˛ � 
/:

Tato nerovnost je však zjevně ekvivalentní s nerovností (5.43).
Přistupme nyní k důkazu tvrzení. Díky Větě 5.4.10 a Poznámce 5.4.11 víme,

že f má jednostranné derivace v bodě c. Položme

'.x/ D
f .c/ � f .x/

c � x
; x 2 .a; c/;  .y/ D

f .y/ � f .c/

y � c
; y 2 .c; b/:

Díky Lemmatu 5.4.9 víme, že ' je rostoucí na .a; c/ a  na .c; b/. Nechť x0 2 .a; c/

a y0 2 .c; b/ jsou dány. Pak

f .c/ � f .x0/

c � x0
< supf'.x/I x 2 .x0; c/g D f 0

�.c/;

f .y0/ � f .c/

y0 � c
> inff .y/I y 2 .c; y0/g D f 0

C.c/:

(5.44)

Ověřme nyní implikaci (i) H) (ii). Je-li f ryze konvexní na intervalu .a; b/,
platí podle Lemmatu 5.4.9 nerovnost

8x 2 .a; c/ 8y 2 .c; b/ W '.x/ <  .y/:

Tedy z Lemmatu 1.5.17 máme

f 0
�.c/ D supf'.x/I x 2 .a; c/g � inff .y/I y 2 .c; b/g D f 0

C.c/:
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Obráceně, nechť f 0
�.c/ � f 0

C.c/. Nechť x < y < ´ jsou body vybrané z inter-
valu .a; b/. Předpokládejme nejprve, že x < y � c < ´. Pokud y D c, máme díky
(5.44) nerovnosti

f .y/ � f .x/

y � x
< f 0

�.c/ � f 0
C.c/ <

f .´/ � f .y/

´ � y
:

Je-li y < c, máme z Lemmatu 5.4.9 a

f .y/ � f .x/

y � x
<
f .c/ � f .y/

c � y
< f 0

�.c/ � f 0
C.c/ <

f .´/ � f .c/

´ � c
:

Díky pozorování ze začátku důkazu tedy platí

f .y/ � f .x/

y � x
<
f .´/ � f .y/

´ � y
: (5.45)

Je-li x < c � y < ´, ověříme nerovnost (5.45) analogicky. V případě x < y < ´ � c

nebo c � x < y < ´ platí nerovnost(5.45) díky předpokladu.
Tím je podle Lemmatu 5.4.9 dokázána ryzí konvexita f na .a; b/.
V případě, kdy a; b 2 R a f je ryze konvexní na Œa; c� a Œc; b�, postupujeme

zcela analogicky. |

5.5.9. Příklad. Nechť a; b; c; d 2 R, kde a ¤ 0. Pak rovnice ax3CbxCcxCd D 0

má v R alespoň jedno řešení.

5.5.10. Příklad. Označme f .x/ D ax3 C bx2 C cx C d , x 2 R. Pak f je spojitá
funkce na R. Předpokládáme-li, že a > 0, platí

lim
x!1

x3.aC bx�1
C cx�2

C dx�3/ D 1

a
lim

x!�1
x3.aC bx�1

C cx�2
C dx�3/ D �1:

Podle Věty 4.3.6 je tedy H .f / D R, a proto existuje alespoň jedno x 2 R splňující
f .x/ D 0.

Je-li a < 0, použijeme právě dokázané tvrzení pro funkci �f .

5.5.11. Příklad. Ukažte, že 3 < � < 4.

Řešení. Připomeňme, že číslo � je definováno jako � D 2˛, kde ˛ je jednoznačně ur-
čené reálné číslo v intervalu .0; 2/ splňující cos˛ D 0. Zjevně tedy � < 4. Abychom
dokázali nerovnost � > 3, stačí ověřit, že cos.3

2
/ > 0 (dle vlastnosti (G4) je funkce

kosinus klesající na intevalu .0; 2/.)
Označme ˇ D

3
2
a an D

ˇ2n

.2n/Š
, n 2 N [ f0g. Pak pro n � 1 máme anC1 � an,

a tedy dle Věty 3.3.1 platí

1X
nD4

.�1/nan D lim
k!1

kX
nD4

.�1/nan � 0:
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Tedy

cosˇ D

1X
nD0

.�1/n
ˇ2n

.2n/Š
D 1 �

ˇ2

2Š
C
ˇ4

4Š
�
ˇ6

6Š
C

1X
nD4

.�1/nan

�

�
1 �

ˇ2

2Š

�
C
ˇ4

4Š

�
1 �

ˇ2

6 � 5

�
D

359

5 � 210
> 0

Tím je důkaz dokončen. |

5.5.12. Příklad. Dokažte, že pro každé x 2 R platí

arccotg0.x/ D
�1

1C x2
:

Řešení. Nechť I D .0; �/ a nechť f .y/ D cotgy, y 2 .0; �/. Potom inverzní funkce
f �1 je definována na R a splňuje f �1.x/ D arccotg.x/, x 2 R. Pro každé y 2 .0; �/

platí

f 0.y/ D
�1

sin2.y/
D �.1C cotg2 y/;

a tedy f je spojitá a klesající na I . Nechť x 2 R a y D arccotg.x/. Potom y 2 .0; �/

a x D cotg.y/. Podle věty o derivaci inverzní funkce (Věta 5.1.26(a)) tedy pro
každé x 2 R platí

arccotg0.x/ D .f �1/0.x/ D
1

f 0.y/
D

�1

1C cotg2.y/
D

�1

1C x2
;

což jsme chtěli dokázat. |

V následujícím příkladu ukážeme, že pomocí věty o derivaci inverzní funkce je
možné v některých případech spočítat derivaci určité funkce ačkoli pro tuto funkci
nemáme k dispozici explicitní vyjádření.

5.5.13.Příklad. Nechť funkce f je definována pro každé x 2 R předpisem f .x/ D

x3 C sin x. Ukažte, že f je na R prostá a H .f / D R a pro její inverzní funkci
g D f �1 spočtěte g0.b/ a g00.b/, kde b D f .1/.

Řešení. Pro každé x 2 R platí

f 0.x/ D 3x2 C cos x:

Je-li x 2 Œ0; �
2
/, platí 3x2 C cos x > 0, a pro x 2 Œ�

2
;1/ máme díky Příkladu 5.5.11

a vlastnosti (G7) odhad

3x2 C cos x � 3
��
2

�2
� 3

�
3

2

�2
D
27

4
> 0:

Protože je f 0 sudá funkce, je f 0.x/ > 0 pro každé x 2 R. Tedy funkce f je spojitá
a rostoucí na R. Protože limx!1 f .x/ D 1 a limx!�1 D �1, dostáváme z Vě-
ty 4.3.4, že H .R/ D R. K funkci f tedy existuje inverzní funkce g D f �1 W R ! R.
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Položme a D 1 a b D f .1/ D 1 C sin 1. Podle věty o derivaci inverzní funkce
(Věta 5.1.26(a)) platí

g0.b/ D
1

f 0.a/
D

1

3C cos 1
:

Použijeme-li dále Větu 5.1.17, máme

g00.y/ D ..f 0.g.y///�1/0 D
�f 00.g.y//

.f 0.g.y///3
; y 2 R;

a tedy pro b D 1C sin 1 D f .1/ máme

g00.b/ D
sin 1 � 6

.3C cos 1/3
:

|

5.5.14. Příklad. Najděte spojitou funkci na R, která nemá v žádném bodě vlastní
derivaci.

Řešení. Nechť fn a f jsou funkce zkonstruované v Příkladu 4.4.11. Nechť a 2 R
je libovolný bod. Ukážeme za pomoci Příkladu 5.5.6, že f 0.a/ neexistuje vlastní.
Povšimněme si nejdříve, že fn je 4�n�1-periodická a na každém intervalu, kde je
afinní, má směrnici rovnou buď 1 nebo �1. Pro n 2 N, n � 2, najdeme jednoznačně
určené k 2 Z takové, že

k

4nC1
� a <

k C 1

4nC1
:

Položme

xn D
k

4nC1
; yn D

k C 1

4nC1
:

Pak pro m � n platí
fm.xn/ D fm.yn/ D 0

a pro m 2 f1; : : : ; n � 1g je funkce fm afinní na intervalu Œxn; yn�. Tedy

f .yn/ � f .xn/

yn � xn
D

n�1X
mD1

fm.yn/ � fm.xn/

yn � xn
:

Protože je fm afinní na Œxn; yn� se směrnicí 1 či �1, máme

fm.yn/ � fm.xn/

yn � xn
2 f�1; 1g; m 2 f1; : : : ; n � 1g:

Proto
n�1X
mD1

fm.yn/ � fm.xn/

yn � xn
D

(
liché celé číslo; pokud n je sudé;
sudé celé číslo; pokud n je liché:

Limita f .yn/�f .xn/
yn�xn

pro n jdoucí do nekonečna tedy nemůže existovat vlastní, proto-
že tato posloupnost nesplňuje Bolzanovu-Cauchyovy podmínku 2.4.26. Tedy dle
Příkladu 4.4.11 f 0.a/ neexistuje vlastní. |
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5.5.15. Příklad. Nechť f je konvexní funkce na intervalu .a; b/. Pak množina bo-
dů nediferencovatelnosti funkce f je nejvýše spočetná.

Řešení. ZVěty 5.4.14 víme, že v každémbodě x 2 .a; b/ existují vlastní jednostranné
derivace a platí f 0

�.x/ � f 0
C.x/. Ukažme nyní, že pro body x; y 2 .a; b/, x < y, platí

f 0
�.x/ � f 0

C.x/ � f 0
�.y/:

K tomuto účelu vezmeme body u; v splňující x < u < v < y. Díky konvexitě f
(viz Lemma 5.4.9) pak máme

f .u/ � f .x/

u � x
�
f .v/ � f .u/

v � u
�
f .v/ � f .y/

v � y
:

Tedy pro každé v 2 .x; y/ platí dle Věty 2.2.44

f 0
C.x/ D lim

u!xC

f .u/ � f .x/

u � x
�
f .v/ � f .y/

v � y
:

Opětovným použitím Věty 2.2.44 máme

f 0
C.x/ � lim

v!y�

f .v/ � f .y/

v � y
D f 0

�.y/:

Tedy jsem ukázali, že f 0
� je neklesající funkce na .a; b/. Podle Příkladu 4.4.3 je

tedy f 0
� spojitá všude na .a; b/ s výjimkou nejvýše spočetné množiny D. Máme-li

nyní bod x 2 .a; b/ nD, platí

f 0
�.x/ � f 0

C.x/ � lim
y!xC

f 0
�.y/ D f 0

�.x/:

Odtud plyne, že f 0
�.x/ D f 0

C.x/. Dle Věty 5.1.5 tudíž existuje f 0.x/. |

5.5.16. Příklad. Nechť fa.x/ D xa sin.ln x/ arctg x, x 2 .0;1/. Zjistěte, pro která
a 2 R lze f rozšířit na celé R tak, aby měla všude konečnou derivaci.

Řešení. Nejprve zjistíme, pro která a 2 R existuje vlastní limita limx!0C
fa.x/. Je-

likož
fa.x/ D sin.ln x/

arctg x
x

xaC1; x 2 .0;1/;

a sin je omezená funkce, dostáváme pro a > �1

lim
x!0C

fa.x/ D 0:

Pokud a � �1, položíme xn D e�.
1
2 �2n/ a yn D e�.

3
2 �2n/, n 2 N. Pak za pomoci

Věty 2.3.26 obdržíme pro a D �1

lim
x!0C

fa.xn/ D 1; lim
x!0C

fa.yn/ D �1;

zatímco pro a < �1 dostaneme

lim
x!0C

fa.xn/ D 1; lim
x!0C

fa.yn/ D �1:

Tedy pro a � �1 limita limx!0C
fa.x/ neexistuje (viz Věta 4.2.17).
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Z těchto výpočtů plyne, že pro a > �1 lze funkci fa dodefinovat spojitě na R
tím, že ji na .�1; 0� položíme rovnou 0. V případě a 2 .�1;�1� f spojitě dodefi-
novat v bodě 0 není možné.

Nechť fa je pro a > �1 dodefinována 0 v bodě 0. Pak je spojitá zprava v bodě
0, a tedy podle Věty 5.2.10 a výše uvedených výpočtů

.fa/
0
C.0/ D lim

x!0C

xa�1 sin.ln x/ arctg x D lim
x!0C

fa�1.x/

existuje právě tehdy, když a > 0. V tom případě pak derivace funkce fa v bodě
0 zprava existuje a je rovna 0. Dodefinujeme-li tedy fa hodnotou 0 na intervalu
.�1; 0�, dostaneme funkci s vlastní derivací na R. |

Následující příklad je zobecněnímBernoulliovy nerovnosti na intervalu .�1;1/

(vizte Příklad 1.8.10).

5.5.17. Příklad. Dokažte, že pro každé ˛ 2 Œ1;1/ a x 2 .�1;1/ platí

.1C x/˛ � 1C ˛x:

Řešení. Definujme pomocnou funkci f W .�1;1/ ! R předpisem

f .x/ D .1C x/˛ � 1 � ˛x:

Pak je f spojitá a platí

f 0.x/ D ˛
�
.1C x/˛�1

� 1
�
; x 2 .�1;1/;

což znamená, že f 0.x/ � 0 pro x 2 .�1; 0/ a f 0.x/ � 0 pro x 2 .0;1/. Tedy f je
nerostoucí na intervalu .�1; 0� a neklesající na intervalu Œ0;1/ (vizte Větu 5.4.7).
Tudíž f nabývá svého minima v bodě 0. Protože f .0/ D 0, je f nezáporná na
.�1;1/. Odtud plyne dokazovaná nerovnost. |

5.5.18. Příklad. Ukažte, že pro každé kladné a; b 2 R, a ¤ b, platí
p
ab <

b � a

log b � log a
<
aC b

2
:

Řešení. Předpokládejme, že a < b. Podělíme zadané nerovnosti číslem a a položíme
b
a

D x. Tím dostáváme ekvivalentní nerovnosti
p
x <

x � 1

log x
<
1C x

2
; x 2 .1;1/ (5.46)

První nerovnost je ekvivalentní s nerovností

x log2 x < .x � 1/2; x 2 .1;1/;

která plyne z nerovnosti

log.1C x/ <
x

p
1C x

; x 2 .0;1/; (5.47)

dosazením x � 1 za x.
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Dokažme tedy (5.47). K tomuto účelu položme

f .x/ D log.1C x/ �
x

p
1C x

; x 2 Œ0;1/:

Pak f .0/ D 0 a

f 0.x/ D
1

1C x
�

1

1C x

�
p
1C x �

x

2
p
1C x

�
D
2
p
1C x � 2 � x

2.1C x/
p
1C x

D
2
�p
1C x � .1C

x
2
/
�

2.1C x/
p
1C x

< 0; x 2 .0;1/;

protože pro kladná x platí
p
1C x < 1 C

x
2
: Tedy je f klesající na Œ0;1/, a proto

f .x/ < 0 na .0;1/. Tím je (5.47) dokázáno.
Ověřme nyní druhou nerovnost v (5.46). Ta je ekvivalentní s nerovností

2.x � 1/ � .x C 1/ log x < 0; x 2 .1;1/: (5.48)

Definujme funkci

f .x/ D 2.x � 1/ � .x C 1/ log x; x 2 Œ1;1/:

Pak f .1/ D 0 a

f 0.x/ D 2 �
x C 1

x
� log x D 1 �

1

x
� log x; x 2 .1;1/:

Položme

g.x/ D 1 �
1

x
� log x; x 2 Œ1;1/:

Pak g.1/ D 0 a

g0.x/ D
1

x2
�
1

x
D
1

x
.
1

x
� 1/ < 0; x 2 .1;1/:

Funkce g je tedy klesající na Œ1;1/, a proto záporná na .1;1/. Tedy je i f 0 záporná
na .1;1/. Tímpádem je ale f , jakožto klesající funkce na Œ1;1/, záporná na .1;1/,
což dokazuje (5.48). Tím je důkaz dokončen. |

5.5.19. Příklad. Dokažte, že H.fsinng/ D Œ�1; 1� a H.fcosng/ D Œ�1; 1�.

Důkaz. Nechť x 2 Œ�1; 1/. Nalezneme a 2 Œ0; 1� takové, že sin.2�a/ D x. Položme
˛ D

1
2�

. Číslo � je iracionální (tento fakt dokážeme pomocí integrálního počtu
v Příkladu 9.6.9), a tedy je i číslo ˛ iracionální. Z Příkladu 2.5.15 tudíž vyplývá, že
existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg1

kD1
taková, že

lim
k!1

.˛nk � Œ˛nk �/ D a: (5.49)

Díky spojitosti funkce sinus dostáváme

lim
k!1

sin.nk/ D lim
k!1

sin.2�˛nk/ D lim
k!1

sin.2�˛nk � 2�Œ˛nk �/

D lim
k!1

sin.2�.˛nk � Œ˛nk �// D sin.2�a/ D x:
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Protože x 2 Œ�1; 1� bylo zvoleno libovolně a inkluze Œ�1; 1� � H.fsinng/ je zřej-
má, plyne odtud, že H.fsinng/ D Œ�1; 1�. Tvrzení týkající se hromadných bodů
posloupnosti fcosng je možné dokázat obdobně. �

5.5.20. Příklad. NechťD je nekonečná spočetná podmnožina .0; 1/. Najděte spo-
jitou konvexní funkci na Œ0; 1�, která nemá derivaci právě v bodech množiny D.

Řešení. Očíslujme množinu D jako D D fxnI n 2 Ng a definujme pro n 2 N funkci
fn.x/ D jx � xnj, x 2 Œ0; 1�. Pak funkce fn má následující vlastnosti:

(a) z trojúhelníkové nerovnosti plyne jfn.x/ � fn.y/j � jx � yj, x; y 2 Œ0; 1�,
(b) fn je zjevně konvexní,
(c) .fn/0�.xn/ D �1, .fn/0C.xn/ D 1 a f 0

n je vlastní na .0; 1/ n fxng,
(d) fn je omezená na Œ0; 1� číslem 1.

Položme

f .x/ D

1X
nD1

1

2n
fn.x/; x 2 Œ0; 1�:

Díky vlastnosti (d) je f dobře definovaná funkce na Œ0; 1�, neboť definující řada
je absolutně konvergentní. Dále se jednoduše z definice ověří pomocí (b), že f je
konvexní.

Zafixujme si index j 2 N a ukažme, že f 0
C.xj / > f 0

�.xj /. K tomuto účelu na-
jdeme n0 2 N takové, že

P1

nDn0

1
2n <

1

4�2j . Pak n0 > j . Z vlastnosti (a) dostáváme
pro h > 0 splňující xj C h 2 .0; 1/ odhad

1X
nDn0C1

1

2n

�
fn.xj C h/ � fn.xj /

h

�
� �

1X
nDn0C1

1

2n

ˇ̌̌̌
fn.xj C h/ � fn.xj /

h

ˇ̌̌̌

� �

1X
nDn0C1

1

2n
> �

1

4 � 2j
:
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Derivace zprava funkce f existuje díky její konvexitě, a tak můžeme odhadovat

f 0
C.xj / D lim

h!0C

1

h
.f .xj C h/ � f .xj // D lim

h!0C

1X
nD1

1

2n
fn.xj C h/ � fn.xj /

h

D lim
h!0C

� X
n2f1;:::;n0gnfj g

1

2n
fn.xj C h/ � fn.xj /

h
C

1

2j
fj .xj C h/ � fj .xj /

h

C

1X
nDn0C1

1

2n
fn.xj C h/ � fn.xj /

h

�
� lim
h!0C

� X
n2f1;:::;n0gnfj g

1

2n
fn.xj C h/ � fn.xj /

h
C

1

2j
fj .xj C h/ � fj .xj /

h

�
1

4 � 2j

�
D

X
n2f1;:::;n0gnfj g

1

2n
f 0
n.xj /C

1

2j
.fj /

0
C.xj / �

1

4 � 2j

D
X

n2f1;:::;n0gnfj g

1

2n
f 0
n.xj /C

1

2j
�

1

4 � 2j

D
X

n2f1;:::;n0gnfj g

1

2n
f 0
n.xj /C

3

4 � 2j
:

(Připomeňme, že funkce fi , i 2 f1; : : : ; n0g n fj g, mají v bodě xj vlastní derivaci.)
Obdobně odvodíme, že

f 0
�.xj / �

X
n2f1;:::;n0gnfj g

1

2n
f 0
n.xj / �

3

4 � 2j
:

Tedy f 0
C.xj / > f

0
�.xj /, a tedy derivace f v bodě xj neexistuje.

Ukažme nyní, že v bodě x 2 .0; 1/nD derivace f existuje vlastní. K tomu stačí
dokázat, že f 0

C.x/ � f 0
�.x/. Nechť " 2 R, " > 0, je dáno. Najdeme n0 2 N takové,

že
P1

nDn0

1
2n < ". Jako výše pak máme pro h > 0 splňující x C h 2 .0; 1/ odhad

ˇ̌̌̌
ˇ̌ 1X
nDn0C1

1

2n
fn.x C h/ � fn.x/

h

ˇ̌̌̌
ˇ̌ � ":
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Tedy

f 0
C.x/ D lim

h!0C

1X
nD1

1

2n
fn.x C h/ � fn.x/

h

D lim
h!0C

n0X
nD1

1

2n
fn.x C h/ � fn.x/

h
C

1X
nDn0C1

1

2n
fn.x C h/ � fn.x/

h

� lim
h!0C

n0X
nD1

1

2n
fn.x C h/ � fn.x/

h
C "

D

n0X
nD1

1

2n

�
lim
h!0

fn.x C h/ � fn.x/

h

�
C "

D

n0X
nD1

1

2n
f 0
n.x/C ";

protože fn jsou v x diferencovatelné. Obdobně obdržíme

f 0
�.x/ �

n0X
nD1

1

2n
f 0
n.x/ � ":

Protože " bylo libovolné, máme požadovaný odhad f 0
C.x/ � f�.x/. |

5.5.21. Příklad. Pro každé x 2 .0;1/ platí

x � 1

x
� log x � x � 1 (5.50)

(viz 1.7.14). Rovnosti v (5.50) navíc platí právě tehdy, když x D 1.

Řešení. Označme
f .x/ D log x �

x

x � 1
; x 2 .0;1/:

Pak

f 0.x/ D
x � 1

x2
> 0 , x 2 .1;1/:

Tedy f klesá na .0; 1� a roste na Œ1;1/. Má tedy v bodě 1 globální minimum. Vzhle-
dem k tomu, že f .1/ D 0, dostáváme první nerovnost v (5.50). Navíc f .x/ D 0, tj.
v první nerovnosti v (5.50) platí rovnost, právě tehdy, když x D 1.

Abychom dokázali druhou nerovnost, položme

g.x/ D x � 1 � log x; x.0;1/:

Protože

g0.x/ D
x � 1

x
> 0 , x 2 .1;1/;

funkce g roste na Œ1;1/ a klesá na .0; 1�.Má tedy v bodě 1minimum. Jelikož g.1/ D

0, je funkce g kladná na .0;1/ n f1g. Tím je dokázána druhá nerovnost (5.50). |
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5.5.22. Příklad. Nechť a 2 R a

fa.x/ D ax2; x 2 R; g.x/ D log x; x 2 .0;1/:

Zjistěte, pro která a existuje bod ´ 2 .0;1/, ve kterémmají funkce f a g společnou
tečnu.

Řešení. Zřejmě pro x 2 .0;1/ platí f 0
a.x/ D 2ax a g0.x/ D

1
x
. Mají-li mít funkce fa

a g v bodě ´ 2 .0;1/ společnou tečnu, musí platit 2a´ D f 0
a.´/ D g0.´/ D

1
´
. Pro

a 2 .1; 0� takový bod zjevně neexistuje. Je-li a > 0, požadovaná rovnost platí pro
´ D .2a/�

1
2 . Společnou tečnu pak tyto funkce budou mít v případě

1

2
D fa..2a/

� 1
2 / D g..2a/�

1
2 / D log.2a/�

1
2 :

To nastává v případě a D .2e/�1. Společná tečna v bodě
p
e má pak tvar

t.x/ D
1

2
C e� 1

2 .x �
p
e/; x 2 R:

|

5.5.23. Příklad. Označme

an D 1C
1

2
C � � � C

1

n
� logn; n 2 N:

Pak fang je klesající posloupnost kladných čísel s kladnou limitou. Ta se obvykle
značí 
 a nazývá Eulerovou konstantou.

Řešení. Položme
bn D 1C � � � C

1

n
� log.nC 1/; n 2 N:

Pak platí pro každé n 2 N:
� bn < an (to je zřejmé, jelikož logaritmus je rostoucí funkce),
� anC1 < an (tato nerovnost je ekvivalentní nerovnosti 1

nC1
< log.1 C

1
n
/,

která plyne z první nerovnosti v (5.50)),
� bnC1 > bn (tato nerovnost je ekvivalentní nerovnosti log.1C

1
nC1

/ < 1
nC1

,
která plyne z druhé nerovnosti v (5.50)),

� bn je kladné (to plyne z druhé nerovnosti v (5.50), neboť

log.nC 1/ D

nX
kD1

.log.k C 1/ � log k/ D

nX
kD1

log.1C
1

k
/

<

nX
kD1

1

k
/:

Tedy máme

0 < b1 < b2 < � � � < bn < an < � � � a2 < a1; n 2 N;

a zřejmě

lim
n!1

an � bn D lim
n!1

log.1C
1

n
/ D 0:
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Z těchto faktů již plyne požadovaný závěr dle Vět 2.4.1 a 2.2.42. |

5.5.24. Příklad.

Řešení. |

5.5.25. Příklad (Hölderova nerovnost).

Řešení. |

5.5.26. Příklad (Minkowského nerovnost).

Řešení. |

5.5.1. Hyperbolické funkce.

5.5.27. Definice. Hyperbolické funkce hyperbolický sinus, hyperbolický kosi-
nus,hyperbolický tangens,hyperbolickýkotangensdefinujeme následujícím způ-
sobem

sinh x D
ex � e�x

2
; x 2 R;

cosh x D
ex C e�x

2
; x 2 R;

tgh x D
sinh x
cosh x

; x 2 R;

cotgh x D
cosh x
sinh x

; x 2 R n f0g:

Vlastnosti hyperbolických funkcí
(H1) Platí

sinh.x C y/ D sinh x cosh x C cosh x sinhy; x 2 R;

cosh.x C y/ D cosh x coshy C sinh x sinhy; x 2 R:

Plyne dosazením do vzorců, například první identita se odvodí pomocí

sinh x cosh x C cosh x sinhy D
.ex � e�x/.ey C e�y/

4
C
.ex C e�x/.ey � e�y/

4

D
1

4
.2exCy

� 2e�x�y/ D sinh.x C y/:

(H2) Funkce sinh je lichá, cosh je sudá a obě jsou spojité na R.

Plyne z definice.
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(H3) Platí .sinh/0 D cosh a .cosh/0 D sinh na R.

Z definice máme

sinh0
x D

�
1

2
.ex � e�x/

�0

D
1

2
.ex C e�x/ D cosh x; x 2 R:

(H4) Platí sinh 0 D 0 a cosh 0 D 1. Dále platí limx!�1 sinh x D �1, limx!1 sinh x D

1, limx!�1 cosh x D 1, limx!1 cosh x D 1.

Z definice máme první část tvrzení. Dále platí

lim
x!�1

sinh x D lim
x!�1

1

2
.ex � e�x/ D �1

díky větě o aritmetice limit (Věta 4.2.2). Ostatní limity se spočtou obdobně.

(H5) Funkce sinh roste na R, cosh roste na Œ0;1/ a klesá na .�1; 0�.

Protože díky (H3) platí .sinh/0 D cosh, což je podle definujícího vzorce kladná
funkce na R, je sinh rostoucí na R. Dále máme .cosh/0 D sinh. Ale sinh je rostoucí
a sinh 0 D 0. Tedy sinh je záporná na .�1; 0/ a kladná na .0;1/. Proto je cosh
klesající na .�1; 0� a rostoucí na Œ0;1/ (viz Věta 5.2.6).

(H6) Platí H .sinh/ D R a H .cosh/ D Œ1;1/.

Tvrzení plyne z (H4), (H5), spojitosti obou funkcí a Bolzanovy věty o nabývání
mezihodnot (viz Věta 4.3.4).

(H7) Platí cosh2 x � sinh2 x D 1 pro x 2 R.

Dosazením z definice máme

cosh2 x � sinh2 x D
1

4

�
.ex C e�x/2 � .ex � e�x/2

�
D 1:

(H8) Funkce tgh a cotgh jsou liché a na svých definičních oborech spojité.

Plyne z definice a Věty 4.2.5.

(H9) Platí tgh 0 D 0, limx!�1 tgh x D �1, limx!1 tgh x D 1, limx!�1 cotgh x D

�1, limx!0�
cotgh x D �1, limx!0C

cotgh x D 1, limx!1 cotgh x D 1.

Dosazením obdržíme tgh 0 D 0. Dále platí

lim
x!�1

tgh x D lim
x!1

ex � e�x

ex C e�x
D lim
x!�1

e2x � 1

e2x C 1
D �1:

Ostatní limity spočteme analogicky.
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(H10) Platí .tgh/0 D
1

cosh2 a .cotgh/0 D
�1

sinh2 na R.

Z (H3) a (H7) máme

.tgh/0 D

�
sinh
cosh

�0

D
1

cosh2
.cosh2 � sinh2/ D

1

cosh2
:

Obdobně se ověří druhé tvrzení.

(H11) Funkce tgh roste na R, cotgh klesá na .�1; 0/ a .0;1/.

Tvrzení plyne z (H10) a Věty 5.2.6.

(H12) Platí H .tgh/ D .�1; 1/ a H .cotgh/ D .�1;�1/ [ .1;1/.

Tvrzení plyne z (H11), (H9) a spojitosti obou funkcí.

5.6. Početní příklady k derivaci funkce

5.6.1. Limity funkcí.

5.6.1. Příklad. Dokažte, že

lim
x!0

sin x
x

D 1:

Řešení. Z vlastnosti sinu (G5) víme, že sin0.0/ D 1. Dále platí sin 0 D 0 (viz (G4)).
Tedy z Definice 5.1.1 plyne

1 D sin0.0/ D lim
x!0

sin x � sin 0
x � 0

D lim
x!0

sin x
x

:

|

5.6.2. Příklad. Spočtěte limx!0
sin5x
x

.

Řešení. Upravíme
sin 5x
x

D 5
sin 5x
5x

:

Položme

f .y/ D
siny
y

; y 2 R n f0g; g.x/ D 5x; x 2 R:

Nechť dále
c D 0;D D 0;A D 1:

Pak
lim
x!c

g.x/ D D; lim
y!D

f .y/ D A

a pro libovolné � 2 .0;1/

g.x/ ¤ D; x 2 P.c; �/:
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Z Věty 4.2.21(P) a Příkladu 5.6.1 tedy plyne, že

lim
x!0

sin 5x
5x

D lim
x!c

.f B g/.x/ D A D 1:

Z Věty 4.2.2 máme

lim
x!0

sin 5x
x

D lim
x!0

5
sin 5x
5x

D 5:

|

5.6.3. Příklad. Dokažte, že

lim
x!0

1 � cos x
x2

D
1

2
:

Řešení. Upravme

1 � cos x
x2

D
1 � cos x
x2

1C cos x
1C cos x

D
1 � cos2 x

x2
1

1C cos x
D

sin2 x
x2

1

1C cos x
:

Jelikož kosinus je spojitá funkce (viz (G13)) a cos 0 D 1 (viz (G6)), plyne z Příkla-
du 5.6.1 a Věty 4.2.2 rovnost

lim
x!0

1 � cos x
x2

D 1 � 1 �
1

1C 1
D
1

2
:

|

5.6.4. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

x2
p
1C x sin x �

p
cos x

:

Řešení. Upravíme zadaný výraz

x2
p
1C x sin x �

p
cos x

D
x2

p
1C x sin x �

p
cos x

p
1C x sin x C

p
cos x

p
1C x sin x C

p
cos x

D
x2

1 � cos x C x sin x

�p
1C x sin x C

p
cos x

�
D

1
1�cosx
x2 C

sinx
x

�p
1C x sin x C

p
cos x

�
Pomocí Příkladů 5.6.1 a 5.6.3 dostáváme díky Větě 4.2.2 rovnost

lim
x!0

x2
p
1C x sin x �

p
cos x

D
1

1
2

C 1
� .1C 1/ D

4

3
:

|

5.6.5. Příklad. Dokažte, že

lim
x!0

ex � 1

x
D 1; lim

x!0

log.1C x/

x
D 1; a lim

x!1

log x
x � 1

D 1:
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Řešení. Protože exp0.0/ D exp.0/ D 1 (vlastnosti (E2) a (E3)), platí dle Defini-
ce 5.1.1 rovnost

1 D exp0.0/ D lim
x!0

exp.x/ � exp.0/
x � 0

D lim
x!0

ex � 1

x
:

Obdobně dostaneme z vlastnosti logaritmu (L7) rovnost

lim
x!0

log.1C x/

x
D lim
x!0

log.1C x/ � log.1C 0/

x � 0
D
�
log.1C x/

�0
xD0

D

�
1

1C x

�
xD0

D 1:

Dále položme

f .y/ D
log.1C y/

y
; y 2 .�1;1/ n f0g; g.x/ D x � 1; x 2 R;

a
c D 1;D D 0;A D 1:

Pak
lim
x!c

g.x/ D D; lim
y!D

f .y/ D 1

a g.x/ ¤ D pro P.c; 1/. Tedy z Věty 4.2.21(P) plyne

lim
x!1

log x
x � 1

D lim
x!1

.f B g/.x/ D A D 1:

|

5.6.6. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

log.1C sin x/
x

:

Řešení. Upravíme
log.1C sin x/

x
D

log.1C sin x/
sin x

sin x
x

:

Pro x 2 P.0; �/ platí sin x ¤ 0, a tedy je splněna podmínka (P) Věty 4.2.21. Proto

lim
x!0

log.1C sin x/
x

D 1 � 1 D 1:

|

5.6.7. Příklad. Spočítejte limitu

lim
x!0

log.cos x/
x2

:
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Řešení. Funkci v zadané limitě upravíme na

log.cos x/
x2

D
log.1C .cos x � 1//

cos x � 1

cos x � 1

x2
:

Protože cos x � 1 ¤ 0 pro x 2 P.0; �
2
/, z Vět 4.2.21(P) a 4.2.2 máme

lim
x!0

log.cos x/
x2

D lim
x!0

log.1C .cos x � 1//

cos x � 1
lim
x!0

cos x � 1

x2
D �

1

2
:

|

5.6.8. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x! �

4

tg 2x � tg.
�

4
� x/:

Řešení. Pišme

tg 2x � tg.
�

4
� x/ D

sin 2x
cos.�

4
� x/

�
sin.�

4
� x/

�
4

� x
�

�
4

� x

cos 2x

D
sin 2x

cos.�
4

� x/
�
sin.�

4
� x/

�
4

� x
�

1
2
.�
2

� 2x/

sin.�
2

� 2x/
:

(5.51)

Položíme-li ve Větě 4.2.21(P) f .y/ D
siny
y

, g.x/ D
�
4

�x (respektive g.x/ D
�
2

�2x)
a

c D
�

4
;D D 0;A D 1;

dostaneme

lim
x! �

4

sin.�
4

� x/
�
4

� x
D 1 D lim

x! �
4

sin.�
2

� 2x/
�
2

� 2x

(platí �
4

�x ¤ 0 pro x 2 P.�
4
; 1/ a �

2
�2x ¤ 0 pro x 2 P.�

4
; 1/). Tedy máme z (5.51)

lim
x! �

4

tg 2x � tg.
�

4
� x/ D

1

1
� 1 �

1

2
� 1 D

1

2
:

|

5.6.9. Příklad. Spočtěte

lim
x!a

tg x � tg a
x � a

:

Řešení. Aby zadaný výpočet měl smysl, je třeba předpokládat, že a … f
�
2

C k� I k 2

Zg. Upravíme zadaný výraz na
tg x � tg a
x � a

D
sin x cos a � sin a cos x

cos x cos a.x � a/
D

sin.x � a/

cos x cos a.x � a/

D
1

cos x cos a
�
sin.x � a/

x � a
:

Tedy

lim
x!a

tg x � tg a
x � a

D
1

cos2 a
:
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Povšimněme si, že zadaná limita je rovna tg0.a/, a tedy jsme znovu ověřili vzo-
rec (G17). |

5.6.10. Příklad. Spočtěte

lim
x!0

1 � cos x cos 2x cos 3x
1 � cos x

:

Řešení. Pišme

1 � cos x cos 2x cos 3x
1 � cos x

D
1 � cos x cos 2x cos 3x

x2
�

x2

1 � cos x
: (5.52)

Dále máme
1 � cos x cos 2x cos 3x

x2
D
1 � cos x
x2

C cos x
�
1 � cos 2x cos 3x

x2

�
D
1 � cos x
x2

C cos x
�
1 � cos 2x

x2
C cos 2x

1 � cos 3x
x2

�
D
1 � cos x
x2

C cos x
�
1 � cos 2x
.2x/2

4C cos 2x
1 � cos 3x
.3x/2

9

�
:

Tedy

lim
x!0

1 � cos x cos 2x cos 3x
x2

D
1

2
C 4

1

2
C 9

1

2
D 7:

Z (5.52) máme

lim
x!0

1 � cos x cos 2x cos 3x
1 � cos x

D 7 � 2 D 14:

|

5.6.11. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x! �

3

tg3 x � 3 tg x
cos.x C

�
6
/
:

Řešení. Upravme zadaný výraz na

tg3 x � 3 tg x
cos.x C

�
6
/

D
x �

�
3

sin.�
2

� x �
�
6
/

�
tg3 x � 3 tg x

x �
�
3

D
x �

�
3

sin.�
3

� x/
�
tg3 x � 3 tg x

x �
�
3

:

(5.53)

Protože

lim
x! �

3

sin.x �
�
3
/

x �
�
3

D 1;

konverguje první část výrazu v (5.53) k �1.
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Dále máme
tg3 x � 3 tg x

x �
�
3

D
sin x
cos3 x

�
sin2 x � 3 cos2 x

x �
�
3

D
sin x
cos3 x

�
4 sin2 x � 3

x �
�
3

D
sin x
cos3 x

�
.2 sin x �

p
3/.2 sin x C

p
3/

x �
�
3

D
sin x
cos3 x

� 2
.sin x � sin �

3
/.2 sin x C

p
3/

x �
�
3

:

(5.54)

Protože
sin x � sin �

3

x �
�
3

D
cos.1

2
.x C

�
3
// sin.1

2
.x �

�
3
//

1
2
.x �

�
3
/

;

dostáváme

lim
x! �

3

sin x � sin �
3

x �
�
3

D cos
�

3
D
1

2
:

Z (5.53) a 5.54 pak máme

lim
x! �

3

tg3 x � 3 tg x
cos.x C

�
6
/

D �1 � lim
x! �

3

tg3 x � 3 tg x
x �

�
3

D �1 �

p
3
2

.1
2
/3

� 2 �
1

2
�

 
2

p
3

2
C

p
3

!
D �24:

|

5.6.12. Příklad. Spočítejte limitu

lim
x!0

cos.xex/ � cos.xe�x/

x3
:

Řešení. Nejprve upravíme

cos.xex/ � cos.xe�x/ D �2 sin
xex � xe�x

2
sin

xex C xe�x

2
:

Dále
cos.xex/ � cos.xe�x/

x3

D �2
sin xex�xe�x

2
xex�xe�x

2

sin xexCxe�x

2
xexCxe�x

2

xex � xe�x

2x2
xex C xe�x

2x

D �2
sin xex�xe�x

2
xex�xe�x

2

sin xexCxe�x

2
xexCxe�x

2

e2x � 1

2x
e�x e

x C e�x

2
:

(5.55)
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Spočteme nejprve limitu prvního zlomku v (5.55). K tomu označme

f .y/ D
siny
y

; g.x/ D
xex � xe�x

2
:

Pak limy!0 f .y/ D 1, limx!0 g.x/ D 0 a

0 D g.x/ D
1

2
xe�x.e2x � 1/ , x D 0:

Předpoklad (P) Věty 4.2.21 je tak splněn pro libovolné okolí P.0; �/, a tedy

1 D lim
x!0

.f B g/.x/ D lim
x!0

sin xex�xe�x

2
xex�xe�x

2

:

Podobně využijeme faktu, že

1

2
x.ex C e�x/ D 0 , x D 0;

k odvození rovnosti

lim
x!0

sin xexCxe�x

2
xexCxe�x

2

D 1:

Z Věty o aritmetice limit 4.2.2 a (5.55) pak plyne

lim
x!0

cos.xex/ � cos.xe�x/

x3
D �2 � 1 � 1 � 1 � 1 �

2

2
D �2:

|

5.6.13. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

�
sin

p
x C 1 � sin

p
x
�
:

Řešení. Pišme

sin
p
x C 1 � sin

p
x D 2 cos

1

2
.
p
x C 1C

p
x/ sin

1

2
.
p
x C 1 �

p
x/

D 2 cos
1

2
.
p
x C 1C

p
x/ sin

1

2.
p
x C 1C

p
x/
:

(5.56)

Funkce 1

2.
p
xC1C

p
x/

konverguje k 0 pro x jdoucí do nekonečna. Ze spojitosti sinu
a Věty 4.2.21(S) plyne

lim
x!1

sin.
1

2.
p
x C 1C

p
x/
/ D 0:

Funkce 2 cos 1
2
.
p
x C 1C

p
x/ je omezená na R, a tedy

lim
x!1

�
sin

p
x C 1 � sin

p
x
�

D 0

dle Věty 4.2.15. |
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5.6.14. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

.1C 4x/
1

3x :

Řešení. Dle definice mocniny ab (viz Definice 6.1.7) platí

.1C 4x/
1

3x D exp.
1

3x
log.1C 4x//; x 2 .�

1

4
;1/ n f0g:

Protože

lim
x!0

1

3x
log.1C 4x/ D lim

x!0

4

3

log.1C 4x/

4x
D
4

3
a exp je spojitá funkce (viz (E7), z Věty 4.2.21(S) plyne

lim
x!0

.1C 4x/
1

3x D exp
�
lim
x!0

1

3x
log.1C 4x/

�
D exp.

4

3
/:

|

5.6.15. Příklad. Nechť a 2 R. Spočtěte limitu

lim
n!1

�
1C

a

n

�n
:

Řešení. Vezměme a 2 R n f0g a označme

f .x/ D

�
1C

a

x

�x
; x 2 .jaj ;1/:

Pak f je dobře definovaná funkce splňující

f .x/ D exp.x log.1C
a

x
//; x 2 .jaj ;1/:

Protože

lim
x!1

x log.1C
a

x
/ D lim

x!1
a
log.1C

a
x
/

a
x

D a;

platí
lim
x!1

f .x/ D exp.a/:

Je-li a D 0, máme
lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

1 D 1 D exp.a/:

Tedy
lim
x!1

f .x/ D exp.a/:

Z Heineovy věty 4.2.16 plyne, že

lim
n!1

�
1C

a

n

�n
D exp.a/:

|

5.6.16. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

.2ex � 1/
x2C1

x :
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Řešení. Protože

.2ex � 1/
x2C1

x D exp
�
x2 C 1

x
log.2ex � 1/

�
;

budeme počítat limitu limx!0
x2C1
x

log.2ex � 1/. Pišme

x2 C 1

x
log.2ex � 1/ D .x2 C 1/ �

log.2ex � 1/

2ex � 2
� 2 �

ex � 1

x
:

Protože limy!1
logy
y�1

D 1 a 2ex � 1 ¤ 1 pro x 2 P.0; 15/, platí

lim
x!0

x2 C 1

x
log.2ex � 1/ D 1 � 1 � 2 � 1 D 2:

Ze spojitosti funkce exp dostáváme

lim
x!0

.2ex � 1/
x2C1

x D e2:

|

5.6.17. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

�
1C x2x

1C x3x

� 1

x2

:

Řešení. Jako v předchozích příkladech je třeba spočítat

lim
x!0

1

x2
log

�
1C x2x

1C x3x

�
:

Protože limx!0 1C x3x D 1, existuje dle Věty 4.2.9(a) číslo � 2 .0;1/ takové, že

1C x3x > 0; x 2 B.0; �/:

Dále máme pro x 2 B.0; �/

0 D
1C x2x

1C x3x
� 1 D

x.2x � 3x/

1C x3x
, x D 0:

Z Věty o limitě složené funkce 4.2.21(P) tedy plyne rovnost

lim
x!0

log
�
1Cx2x

1Cx3x

�
1Cx2x

1Cx3x � 1
D 1:

Protože

1

x2
log

�
1C x2x

1C x3x

�
D

1

x2

log
�
1Cx2x

1Cx3x

�
1Cx2x

1Cx3x � 1

�
1C x2x

1C x3x
� 1

�
; x 2 P.0; �/;
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vyjádříme

1

x2

�
1C x2x

1C x3x
� 1

�
D
1

x

2x � 3x

1C x3x

D
.ex log2 � 1/ � .ex log3 � 1/

x
�

1

1C x3x

D

 
ex log2 � 1

x log 2
log 2 �

ex log3 � 1

x log 3
log 3

!
1

1C x3x
:

Snadno ověříme předpoklady Věty 4.2.21(P) pro okolí P.0; �/ a dostaneme tak

lim
x!0

1

x2

�
1C x2x

1C x3x
� 1

�
D log 2 � log 3 D log

2

3
:

Závěr proto je

lim
x!0

�
1C x2x

1C x3x

� 1

x2

D exp.log
2

3
/ D

2

3
:

|

5.6.18. Příklad. Nechť a 2 R. Spočtěte limitu

lim
x!a

�
sin x
sin a

� 1
x�a

:

Řešení. Ze zadání zřejmě plyne, že pro existenci limity je nutné, aby a … fk� I k 2

Zg. Pro tato a počítejme limitu

lim
x!a

1

x � a
log

�
sin x
sin a

�
:

Z vlastností funkce sinus víme, že existuje � 2 R, � > 0, takové, že

sin x ¤ sin a; x 2 P.a; �/:

Pro x 2 P.a; �/ pak máme

1

x � a
log

�
sin x
sin a

�
D

log
� sinx
sina

�
sinx
sina � 1

�
sin x � sin a

x � a
�
1

sin a
:

Podobně jako v Příkladu 5.6.9 odvodíme, že

lim
x!a

sin x � sin a
x � a

D cos a:

Z Věty 4.2.21 a 4.2.2 tak plyne

lim
x!a

1

x � a
log

�
sin x
sin a

�
D

cos a
sin a

D cotg a:

Tedy

lim
x!a

�
sin x
sin a

� 1
x�a

D exp.cotg a/:
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|

5.6.19. Příklad. Nechť a 2 R. Spočtěte

lim
n!1

cosn
a

p
n
:

Důkaz. Nechť a 2 R. Je-li a D 0, je rovna zadaná limita 1. Nechť tedy a ¤ 1. Protože
limx!1

ap
x

D 0, existuje � 2 .0;1/ takové, že

a
p
x

2 .�
�

2
;
�

2
/; x 2 P.1; �/:

Protože a ¤ 0, platí
a

p
x

2 .�
�

2
;
�

2
/ n f0g; x 2 P.1; �/:

Položme

f .x/ D

�
cos

a
p
x

�x
; x 2 P.1; �/:

Pak

f .x/ D exp
�
x log cos

a
p
x

�
; x 2 P.1; �/:

Jelikož

x log cos
a

p
x

D

log cos ap
x

cos ap
x

� 1
�

cos ap
x

� 1�
ap
x

�2 �

�
a

p
x

�2
� x;

platí díky Větě 4.2.21 rovnost

lim
x!1

x log cos
a

p
x

D �
1

2
� a2:

Tedy

lim
x!1

f .x/ D exp
�
�
a2

2

�
:

Z Heineovy věty 4.2.16 nyní plyne

lim
n!1

cosn
a

p
n

D e� a2

2 ; a 2 R:

�

5.6.20. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

log.x2 � x C 1/

log.x10 C x C 1/
:
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Řešení. Nejprve si uvědomíme, že

lim
x!1

.x2 � x C 1/ D 1; lim
x!1

.x10 C x C 1/ D 1:

Existuje tedy � 2 .0;1/ takové, že

x2 � x C 1 > 0; x10 C x C 1 > 0; x 2 P.1; �/:

Tedy je výraz v zadané limitě dobře definován na P.1; �/.
Pro x 2 P.1; �/ pak máme

log.x2 � x C 1/

log.x10 C x C 1/
D

log.x2.1 �
1
x

C
1
x2 //

log.x10.1C
1
x9 C

1
x10 //

D
2 log x C log.1 �

1
x

C
1
x2 /

10 log x C log.1C
1
x9 C

1
x10 /

D

2C
log.1� 1

x C 1

x2 /

logx

10C
log.1C 1

x9 C 1

x10 /

logx

:

(5.57)

Protože je logaritmus spojitá funkce na .0;1/ (viz (L4)) a limx!1.1�
1
x

C
1
x2 / D 1,

máme z Věty 4.2.21(S)

lim
x!1

log.1 �
1

x
C

1

x2
/ D 0:

Obdobně odvodíme, že

lim
x!1

log.1C
1

x9
C

1

x10
/ D 0:

Z (5.57) pak plyne díky Větě 4.2.2 rovnost

lim
x!1

log.x2 � x C 1

log.x10 C x C 1/
D
1

5
:

|

5.6.21. Příklad. Nechť a 2 .0;1/. Spočtěte limitu

lim
x!0

log.aC x/C log.a � x/ � 2 log a
x2

:

Řešení. Máme

log.aC x/C log.a � x/ � 2 log a
x2

D
log

�
a2�x2

a2

�
x2

D
log

�
1 �

x2

a2

�
�
x2

a2

�
�1

a2
:

Tedy

lim
x!0

log.aC x/C log.a � x/ � 2 log a
x2

D �
1

a2
:

|
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5.6.22. Příklad. Nechť a > 0. Spočtěte limitu

lim
x!a

ax � xa

x � a
:

Řešení. Upravme zadaný výraz jako

ax � xa

x � a
D

1

x � a

�
ex loga

� ea logx
�

D
ea loga

x � a

�
e.x�a/ loga

� ea.logx�loga/
�

D
ea loga

x � a

�
e.x�a/ loga

� 1C 1 � ea.logx�loga/
�

D aa

 
e.x�a/ loga � 1

.x � a/ log a
log a �

ea.logx�loga/ � 1

a.log x � log a/
� a �

log x
a

x
a

� 1
�
x � a

a
�

1

x � a

!
Protože je logaritmus prostá funkce (viz (L3)), log x ¤ log a pro x 2 P.a; a/. Tedy

lim
x!a

e.x�a/ loga � 1

.x � a/ log a
D 1:

Obdobně odvodíme, že

lim
x!a

ea.logx�loga/ � 1

a.log x � log a/
D 1; lim

x!a

log x
a

x
a

� 1
D 1:

Tedy obdržíme

lim
x!a

ax � xa

x � a
D aa

�
log a � 1

�
|

5.6.23. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

sin2.�2x/
log cos.�2x/

:

Řešení. Počítejme limitu
lim
y!2�

f .y/;

kde

f .y/ D
sin2 y

log cos y
; y 2 P.2�;

�

2
/:

Pak máme

f .y/ D
sin2 y

.y � 2�/2
�
cosy � 1

log cos y
�
.y � 2�/2

cosy � 1
: (5.58)

Položme

h.´/ D
sin ´
´
; ´ 2 R n f0g; g.y/ D y � 2�; y 2 R:

a
c D 2�;D D 0;A D 1:



310 5. DERIVACE A ELEMENTÁRNÍ FUNKCE

Protože g.y/ ¤ D pro y 2 P.2�; 11/ a lim´!D h.´/ D A, z Věty 4.2.21(P) plyne

1 D A D lim
y!c

.h B g/.y/ D lim
y!2�

sin.y � 2�/

y � 2�
D lim
y!2�

siny
y � 2�

:

Analogicky odvodíme rovnost

lim
y!2�

cosy � 1

.y � 2�/2
D �

1

2
:

Zjevně

lim
y!2�

cosy � 1

log cos y
D 1:

Z (5.58) a Věty 4.2.2 tak plyne

lim
y!2�

f .y/ D 1 � 1 � .�2/:

Nakonec označme
g.x/ D �2x ; x 2 R:

Pak g.x/ ¤ 2� pro x 2 P.1; 1/, a tedy z Věty 4.2.21(P) plyne

�2 D lim
x!1

.f B g/.x/ D lim
x!1

sin2.�2x/
log cos.�2x/

:

|

5.6.24. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

sin x
.ex � 1/2

:

Řešení. Upravíme zadaný výraz na

sin x
.ex � 1/2

D
sin x
x

�
x2

.ex � 1/2
�
1

x
; x 2 R n f0g:

Označíme-li

f .x/ D
sin x
x

�
x2

.ex � 1/2
; x 2 R n f0g;

pak limx!0 f .x/ D 1. Protože

lim
x!0C

1

x
D 1 a lim

x!0�

1

x
D �1;

z jednostranné verze věty o aritmetice limit funkcí (viz Věta 4.2.2 a Poznámka 4.2.4),
dostáváme

lim
x!0C

sin x
.ex � 1/2

D 1; lim
x!0�

sin x
.ex � 1/2

D �1:

Zadaná limita tedy neexistuje dle Věty 4.1.16. |
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5.6.25. Příklad. Nechť a; b; c jsou kladná čísla. Spočtěte

lim
x!0

�
1

3
.ax C bx C cx/

� 1
x

Řešení. Předpokládejme, že 0 < a � b � c a upravme zadaný výraz na�
1

3
.ax C bx C cx/

� 1
x

D a

�
1

3

�
1C

�
b

a

�x
C

� c
a

�x�� 1
x

:

Označme d1 D
b
a
, d2 D

c
a
a počítejme limitu

lim
x!0

1

x
log

�
1

3

�
1C dx1 C dx2

��
:

Protože 1 � d1 � d2, je funkce

x 7! 1C dx1 C dx2

neklesající. Pokud d1 D d2 D 1, máme a D b D c a zadaná limita je zjevně rovna
a. Lze tedy předpokládat, že alespoň d2 > 1. Pak je ale funkce

x 7! 1C dx1 C dx2

rostoucí na R, a tedy platí

1C dx1 C dx2 D 3 , x D 0:

Proto lze použít Větu 4.2.21(P) k odvození

lim
x!0

log
�
1
3
.1C dx1 C dx2 /

��
1
3
.1C dx1 C dx2 /

�
� 1

D 1:

Tím pádem máme

lim
x!0

1

x
log

�
1

3
.1C dx1 C dx2 /

�
D lim
x!0

log
�
1
3
.1C dx1 C dx2 /

��
1
3
.1C dx1 C dx2 /

�
� 1

�
1

3
�

�
dx1 � 1

x
C
dx2 � 1

x

�
D
1

3
log.d1d2/

D log 3

r
bc

a2
:

Tedy

lim
x!0

�
1

3
.ax C bx C cx/

� 1
x

D a exp
�
lim
x!0

1

x
log

�
1

3

�
1C

�
b

a

�x
C

� c
a

�x���
D a exp.log 3

r
bc

a2
/

D
3
p
abc:
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|

5.6.26. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

log.1C 2x/ log
�
1C

3

x

�
:

Řešení. Máme

log.1C 2x/ log.1C
3

x
/ D

�
x log 2C log.1C 2�x/

�
�
log.1C

3
x
/

3
x

�
3

x

D 3

�
log 2C

log.1C 2�x/

x

�
�
log.1C

3
x
/

3
x

:

Tedy z Věty 4.2.2 plyne

lim
x!1

log.1C 2x/ log.1C
3

x
/ D 3 log 2:

|

5.6.27. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

�
.x C 2/ log.x C 4/ � 2.x C 1/ log.x C 1/C x log x

�
:

Řešení. Jelikož

.x C 2/ log.x C 4/ � 2.x C 1/ log.x C 1/C x log x

D x
�
log.x C 4/ � 2 log.x C 1/C log x

�
C 2

�
log.x C 4/ � log.x C 1/

�
D x log

x.x C 4/

.x C 1/2
C 2 log

x C 4

x C 1

D x
log x.xC4/

.xC1/2

x.xC4/

.xC1/2
� 1

�
2x � 1

.x C 1/2
C 2 log

x C 4

x C 1

a
x.x C 4/

.x C 1/2
¤ 1; x 2 P.1; 1/;

máme

lim
x!1

�
.x C 2/ log.x C 4/ � 2.x C 1/ log.x C 1/C x log x

�
D lim
x!1

2x2 � x

.x C 1/2
D 2:

|

5.6.28. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

x
��
2

� arctg x
�
:
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Řešení. Máme

lim
y! �

2 �

tgy
��
2

� y
�

D lim
y! �

2

siny
�
2

� y

cosy
D 1:

Označíme-li tedy

f .y/ D tgy
��
2

� y
�
; y 2 .0;

�

2
/; g.x/ D arctg x; x 2 R;

a
c D 1;D D

�

2
;A D 1;

pak z Věty 4.2.25 plyne

1 D A D lim
x!c

.f B g/.x/ D lim
x!1

x
��
2

� arctg x
�
:

|

5.6.29. Příklad. Nechť a 2 R. Spočtěte limitu

lim
n!1

n arctg
1

n.a2 C 1/C a

�
tg
��
4

C
a

2n

��n
:

Řešení. Nalezněme " 2 R; " > 0, takové, že platí 0 < �
4

� " < �
4

C " < 1. Protože
limx!1

�
�
4

C
a
2x

�
D

�
4
, existuje � 2 .0;1/ takové, že
�

4
C

a

2x
2 B

��
4
; "
�
; x 2 P.1; �/:

Definujme pro x 2 P.1; �/ funkce

f .x/ D x arctg
1

x.a2 C 1/C a
; g.x/ D

�
tg
��
4

C
a

2x

��x
:

Jelikož

x.a2 C 1/C a D 0 , x D
�a

a2 C 1
;

existuje ı 2 .0; �/ takové, že

x.a2 C 1/C a ¤ 0; x 2 P.1; ı/

Pak pro x 2 P.1; ı/ máme

f .x/ D

arctg 1
x.a2C1/Ca

1
x.a2C1/Ca

�
x

x.a2 C 1/C a
:

Protože limy!0
arctgy
y

D 1 (viz (C15)), dostáváme z Věty 4.2.21

lim
x!1

f .x/ D
1

a2 C 1
: (5.59)

Dále máme

g.x/ D exp
�
x log

�
tg
��
4

C
a

2x

���
; x 2 P.1; �/: (5.60)
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Jestliže a D 0, platí g.x/ D 1, a tedy limx!1 f .x/g.x/ D 1. V dalším proto před-
pokládejme, že a ¤ 0. Pro x 2 P.1; �/ platí pak �

4
C

a
2x

¤ 1, a tak lze upravit
argument exponenciální funkce v (5.60) takto

x log
�
tg
��
4

C
a

2x

��
D

log
�
tg
�
�
4

C
a
2x

��
tg
�
�
4

C
a
2x

�
� 1

� x �
sin

�
�
4

C
a
2x

�
� cos

�
�
4

C
a
2x

�
cos

�
�
4

C
a
2x

�
D

log
�
tg
�
�
4

C
a
2x

��
tg
�
�
4

C
a
2x

�
� 1

� x �

1p
2
cos a

2x
C

1p
2
sin a

2x
�

1p
2
cos a

2x
C

1p
2
sin a

2x

cos
�
�
4

C
a
2x

�
D

log
�
tg
�
�
4

C
a
2x

��
tg
�
�
4

C
a
2x

�
� 1

�

p
2x

cos
�
�
4

C
a
2x

� �
sin a

2x
a
2x

�
a

2x
:

Díky Větě 4.2.21 a Větě 4.2.2 dostáváme

lim
x!1

x log
�
tg
��
4

C
a

2x

��
D

p
2a
2

1p
2

D a: (5.61)

Kombinací (5.61) a (5.59) máme

lim
x!1

f .x/g.x/ D
ea

a2 C 1

(tento vzorec platí i pro a D 0).
Z Heineovy věty 4.2.16 nakonec obdržíme

lim
n!1

n arctg
1

n.a2 C 1/C a

�
tg
��
4

C
a

2n

��n
D

ea

a2 C 1
:

|

5.6.30. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1�

�
2

� arcsin x
p
1 � x

:

Řešení. Protože

lim
y! �

2 �

1 � siny�
�
2

� y
�2 D lim

y! �
2 �

�
cosy
�
2

� y

�2
1

1C siny
D
1

2
;

máme

lim
y! �

2 �

�
2

� yp
1 � siny

D lim
y! �

2 �

s�
�
2

� y
�2

1 � siny
D

p
2:

Označme

f .y/ D

�
2

� yp
1 � siny

; y 2 P�.
�

2
;
�

2
/; g.x/ D arcsin x; x 2 Œ�1; 1�;

a
c D 1;D D

�

2
;A D

p
2:
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Protože

lim
x!c�

g.x/ D D; g.x/ <
�

2
; x 2 .�1; 1/ a lim

y!D�

f .y/ D A;

z Věty 4.2.17 máme

p
2 D A D lim

x!c�

.f B g/.x/ D lim
x!1�

�
2

� arcsin x
p
1 � x

:

|

5.6.31. Příklad. Spočtěte

lim
x!1

x

�
�

2
� arcsin

x
p
x2 C 1

�
:

Řešení. Funkce x 7!
xp
x2C1

nenabývá na P.1; 1/ hodnoty 1 a

lim
y!1�

�
2

� arcsiny
p
1 � y

D
p
2

dle Příkladu 5.6.30. Z Věty o limitě složené funkce 4.2.25 tedy máme

lim
x!1

�
2

� arcsin xp
x2C1q

1 �
xp
x2C1

D
p
2:

Dále vyjádříme

x

�r
1 �

x
p
x2 C 1

�
D

x

4
p
x2 C 1

pp
x2 C 1C x

D
1

4

q
1C

1
x2

rq
1C

1
x2 C 1

:

Tedy

lim
x!1

x

�
�

2
� arcsin

x
p
x2 C 1

�

D lim
x!1

0BB@ �
2

� arcsin xp
x2C1q

1 �
xp
x2C1

�
1

4

q
1C

1
x2

rq
1C

1
x2 C 1

1CCA
D

p
2 �

1

1 �
p
1C 1

D 1:

|
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5.6.2. Derivace funkce. Při výpočtu derivace dané funkce f nejprve určíme
definiční obor této funkce. V těch bodech definičního oboru, ve kterých je to mož-
né, pak vypočteme hodnotu derivace pomocí vzorců pro derivace elementárních
funkcí a vět z odstavce 5.1, zejména věty o aritmetice derivací (Věta 5.1.17) a vě-
ty o derivaci složené funkce (Věta 5.1.23). V bodech definičního oboru funkce f ,
v nichž tento postup z nějakého důvodu selhává, se pokusíme vypočítat jedno-
stranné derivace podle Definice 5.1.1, případně pomocí věty o limitě jednostran-
ných derivací (Věta 5.2.10). Máme přitom na paměti, že definiční obor derivace
může být vlastní podmnožinou definičního oboru funkce.

5.6.32. Příklad. Spočtěte derivaci funkce f .x/ D ex
2C2.

Řešení. Položme

F.x/ D x2 C 2; x 2 R; a G.y/ D ey ; y 2 R:

Potom D.f / D R, neboť f D G ı F . Funkce F a G mají vlastní derivace na R,
a tak snadno spočteme derivace

F 0.y/ D ey ; y 2 R;

G0.x/ D .x2 C 2/0 D .x2/0 C 20
D 2x C 0 D 2x; x 2 R:

Protože je G spojitá v každém bodě R, dostaneme podle věty o derivaci složené
funkce (Věta 5.1.23)

f 0.x/ D .F ıG/0.x/ D F 0.G.x// �G0.x/ D eG.x/ � 2x D ex
2C2

� 2x:

Definiční obor derivace funkce f je roven R. |

5.6.33. Příklad. Spočítejte derivaci funkce f .x/ D x2e�x2 .

Řešení. Platí D.f / D R. Podle věty o derivaci součinu (Věta 5.1.17(b)) dostaneme

f 0.x/ D .x2/0e�x2

C x2.e�x2

/0 D 2xe�x2

C x2.e�x2

/0:

Zbylou derivaci snadno spočítáme podle věty o derivaci složené funkce (Věta 5.1.23)
pro F.y/ D ey a G.x/ D �x2, neboť podle derivace elementárních funkcí dostává-
me

F 0.y/ D ey ; y 2 R;

G0.x/ D .�x2/0 D �.x2/0 D �2x; x 2 R:

Celkově tedy

f 0.x/ D 2xe�x2

C x2.e�x2

/0 D 2xe�x2

C x2eG.x/.�2x/

D 2xe�x2

C x2e�x2

.�2x/:

Snadno určíme, že definiční obor derivace je opět celé R. |

5.6.34. Příklad. Spočítejte derivaci funkce f .x/ D log
�
x2�1
x2C1

�
.
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Řešení. Vzhledem k tomu, že D.log/ D .0;1/, platí x 2 D.f / právě tehdy, když
x2�1
x2C1

> 0. Vyřešením příslušné nerovnice dostáváme D.f / D .�1;�1/ [ .1;1/.
Položme

F.y/ D logy a G.x/ D
x2 � 1

x2 C 1
:

Pro derivace těchto funkcí platí

F 0.y/ D
1

y
; y 2 .�1; 0/ [ .0;1/;

G0.x/ D
.x2 � 1/0.x2 C 1/ � .x2 � 1/.x2 C 1/0

.x2 C 1/2

D
2x.x2 C 1/ � .x2 � 1/2x

.x2 C 1/2
; x 2 R:

Pomocí věty o derivaci složené funkce dostáváme pro x 2 D.f /

f 0.x/ D F 0.G.x// �G0.x/ D
1

G.x/

2x.x2 C 1/ � .x2 C 1/2x

.x2 C 1/2

D
x2 C 1

x2 � 1

4x

.x2 C 1/2
D

4x

x4 � 1
:

Platí tedy D.f 0/ D .�1;�1/ [ .1;1/. Definiční obor funkce x 7!
4x
x4�1

je sice
roven R n f�1; 1g, nicméně definiční obor derivace je menší. |

5.6.35. Příklad. Spočtěte derivaci funkce f .x/ D

p

1 � e�x2 .

Řešení. Pro každé x 2 R platí 1 � e�x2
� 0, a proto D.f / D R. Derivaci funkce f

v každém bodě x 2 R n f0g spočteme dvojnásobným užitím věty o derivaci složené
funkce:

f 0.x/ D
1

2

1
p

1 � e�x2

�
1 � e�x2�0

D
1

2

1
p

1 � e�x2
.�e�x2

/.�2x/

D
xe�x2

p

1 � e�x2
:

V bodě 0 dopočítáme jednostranné derivace přímo podle definice:

f 0
C.0/ D lim

h!0C

f .0C h/ � f .0/

h
D lim
h!0C

p

1 � e�h2
� 0

h

D lim
h!0C

s
e�h2

� 1

�h2
D

p
1 D 1:

Obdobně lze spočítat derivaci zleva za použití vztahu h D �
p
h2 pro h < 0. Do-

staneme

f 0
�.0/ D lim

h!0�

p

1 � e�h2
� 0

h
D lim
h!0�

�

s
e�h2

� 1

�h2
D �1 :
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Platí tedy D.f 0/ D R n f0g, f 0.0/ neexistuje, ale platí f 0
C.0/ D 1 a f 0

�.0/ D �1. |

5.6.36. Příklad. Spočtěte derivaci funkce f .x/ D minfx; x3g v každém bodě x 2

R, ve kterém existuje. Pokud v některých bodech derivace neexistuje, vyšetřete
existenci jednostranných derivací a pokud existují, spočtěte je.

Řešení. Funkci f můžeme vyjádřit ve tvaru

f .x/ D

(
x3 pro x 2 .�1;�1� [ Œ0; 1�;

x pro x 2 Œ�1; 0� [ Œ1;1/:

Tedy zřejmě platí

f 0.x/ D

(
3x2 pro x 2 .�1;�1/ [ .0; 1/;

1 pro x 2 .�1; 0/ [ .1;1/:

Zbývá vyšetřit derivaci v bodech x D 0;˙1. Protože funkce f je spojitá v bodě �1,
platí podle věty o limitě derivací (Věta 5.2.10)

f 0
�.�1/ D lim

x!�1�

3x2 D 3; f 0
C.�1/ D lim

x!�1C

1 D 1:

Odtudplyne, že f 0.�1/neexistuje. Podobně lze odvodit, že f 0.0/ a f 0.1/neexistují
a že platí

f 0
�.0/ D 1; f 0

C.0/ D 0; f 0
�.1/ D 3; f 0

C.1/ D 1:

|

5.6.37. Příklad. Spočtěte derivaci funkce

f .x/ D

(
x2 sin 1

3
p
x

pro x ¤ 0;

0 pro x D 0:

Řešení. Zřejmě platí D.f / D R. Pro x ¤ 0 platí, že funkce f je na jistém okolí
bodu x definována předpisem x 7! x2 sin 1

3
p
x
. Derivace v bodě je lokální pojem

(Poznámka 5.1.6(e)), a proto pro x ¤ 0 platí

f 0.x/ D

�
x2 sin

1
3
p
x

�0

D
�
x2
�0 sin 1

3
p
x

C x2
�
sin

1
3
p
x

�0

D 2x sin
1

3
p
x

C x2 cos
1

3
p
x

�
�1

3
�
1

3
p
x4
:

V bodě x D 0 spočteme derivaci podle definice

f 0.0/ D lim
h!0

f .0C h/ � f .0/

h
D lim
h!0

h2 sin 1
3
p
h

� 0

h

D lim
h!0

h sin
1

3
p
h

D 0:

Poslední rovnost plyne z Věty 4.2.15, neboť funkce sinus je omezená. Platí tedy
f 0.0/ D 0 a D.f 0/ D R. |
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5.6.38. Příklad. Spočtěte derivaci funkce f .x/ D xlogx , x 2 .0;1/.

Řešení. Podle definice obecnémocniny (Definice 6.1.7(c)) platí pro každé x 2 .0;1/

vztah f .x/ D elogx�logx D elog
2 x. Derivaci spočteme pomocí věty o derivování slo-

žené funkce (Věta 5.1.23), tedy

f 0.x/ D elog
2 x

�
�
log2 x

�0
D elog

2 x
� 2 log x �

1

x
; x 2 .0;1/:

Pro definiční obor derivace platí D.f 0/ D .0;1/. |

5.6.39. Příklad. Spočtěte derivaci funkce f .x/ D arccos.1 � x2/.

Řešení. Vzhledem k tomu, že D.arccos/ D Œ�1; 1� a reálné číslo x splňuje nerovnosti

�1 � 1 � x2 � 1

právě tehdy, když x 2 Œ�
p
2;

p
2�, je D.f / D Œ�

p
2;

p
2�. Podle věty pro derivaci

složené funkce (Věta 5.1.23), kterou lze použít pro každé x 2 .�
p
2;

p
2/ n f0g,

dostáváme

f 0.x/ D
�1p

1 � .1 � x2/2
.1 � x2/0 D

�1
p
2x2 � x4

.�2x/

D
2 sign x
p
2 � x2

; x 2 .�
p
2;

p
2/ n f0g:

Funkce f je na svém definičním oboru spojitá, a proto se můžeme pokusit jedno-
stranné limity v bodech množiny f�

p
2; 0;

p
2g počítat jako limity jednostranných

derivací podle věty o limitě derivací (Věta 5.2.10). Dostaneme tak

f 0
C.0/ D lim

x!0C
f 0.x/ D lim

x!0C

2 sign x
p
2 � x2

D
2

p
2

D
p
2;

f 0
�.0/ D lim

x!0�
f 0.x/ D lim

x!0�

2 sign x
p
2 � x2

D �
p
2;

f 0
C.�

p
2/ D lim

x!�
p
2C

f 0.x/ D lim
x!�

p
2C

2 sign x
p
2 � x2

D �1;

f 0
�.

p
2/ D lim

x!
p
2�

f 0.x/ D lim
x!

p
2�

2 sign x
p
2 � x2

D 1:

Definičním oborem f 0 je tedy množina .�
p
2;

p
2/ n f0g, přičemž hodnoty jedno-

stranných derivací ve zbývajících bodech definičního oboru f jsou uvedeny vý-
še. |

5.6.40. Příklad. Dokažte, že pro všechna x ¤ 0 platí

arctg x C arctg
1

x
D
�

2
sign x :
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Řešení. Definiční obor funkce

f .x/ D arctg x C arctg
1

x

je D.f / D .�1; 0/ [ .0;1/. Na každém z těchto dvou intervalů platí

f 0.x/ D

�
arctg x C arctg

1

x

�0

D
1

1C x2
C

1

1C . 1
x
/2

�
1

x

�0

D
1

1C x2
C

1

1C . 1
x
/2

�1

x2
D

1

1C x2
�

1

1C x2
D 0 :

Zadaná funkce je tedy na intervalu .0;1/ konstantní podle Věty 5.2.9 a dosazením
bodu x D 1 dostaneme

f .1/ D arctg 1C arctg 1 D
�

2
:

Funkce f je tedy rovna �
2
na celém intervalu .0;1/. Analogicky dosazením bodu

x D �1 dostaneme, že f je rovna �
�
2
na intervalu .�1; 0/. |

5.6.41. Příklad. Nechť funkce f je definována na R předpisem

f .x/ D

(
e�1=x2

; x ¤ 0;

0; x D 0:

Dokažte, že potom pro každé n 2 N platí f .n/.0/ D 0.

Řešení. Dokážeme, že pro každé n 2 N [ f0g existuje polynom Pn takový, že

f .n/.x/ D

(
e

� 1

x2 Pn.
1
x
/ pokud x ¤ 0;

0 pokud x D 0

(zde využíváme úmluvu f .0/ D f ). Toto tvrzení zřejmě platí pro n D 0. Předpo-
kládejme nyní, že platí pro nějaké n 2 N [ f0g. Pak pro x ¤ 0 máme

f .nC1/.x/ D

�
�
1

x2
P 0
n.
1

x
/C

2

x3
Pn.

1

x
/

�
e

� 1

x2 :

Označme pro y 2 R

PnC1.y/ D �y2P 0
n.y/C 2y3Pn.y/:

Pak PnC1 je polynom a platí

f .nC1/.x/ D PnC1.
1

x
/e

� 1

x2 ; x 2 R n f0g:

Pišme nyní polynom Pn jako Pn.y/ D
Pm
kD0 aky

k , kde m 2 N [ f0g a a0; : : : ; am 2

R.
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Pro nenulové reálné číslo x máme rovnosti

f .n/.x/ � f .n/.0/

x
D
1

x
Pn.

1

x
/e

� 1

x2 D

mX
kD0

akx
�k�1e

� 1

x2 :

Z věty o aritmetice limit (Věta 4.2.2), Příkladu 5.3.4 a věty o limitě složené funkce
(Věta 4.2.21(P)) tak dostáváme

f .nC1/.0/ D lim
x!0

f .n/.x/ � f .n/.0/

x
D

mX
kD0

ak

�
lim
x!0

�
x�k�1e

� 1

x2

��
D 0:

Tím je ověřen indukční krok, a tak i celé tvrzení. |

5.6.3. l’Hospitalovo pravidlo.

5.6.42. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

arctg.1C x/ � arctg.1 � x/

x
:

Řešení. Označme

f .x/ D arctg.1C x/ � arctg.1 � x/ a g.x/ D x; x 2 R:

Pak limx!0 f .x/ D limx!0 g.x/ D 0. Můžeme se tedy pokusit spočítat zada-
nou limitu pomocí l’Hospitalova pravidla 5.3.1. Dokážeme-li totiž existenci limity
limx!0

f 0.x/
g0.x/

, můžeme z výše uvedeného l’Hospitalova pravidla usoudit na existen-
ci limity limx!0

f .x/
g.x/

, a navíc dostaneme limx!0
f .x/
g.x/

D limx!0
f 0.x/
g0.x/

. Výpočtem
obdržíme

lim
x!0

f 0.x/

g0.x/
D lim
x!0

1
1C.1Cx/2

.1C x/0 �
1

1C.1�x/2
.1 � x/0

1

D lim
x!0

�
1

1C .1C x/2
�

�1

1C .1 � x/2

�
D

1

1C 1
�

�1

1C 1

D 1:

Zadaná limita je tedy rovna 1. |

5.6.43. Příklad. Nechť a; b 2 .0;1/. Spočtěte limity

lim
x!1

eax

xb
; lim

x!1

loga x
xb

:

Řešení. Z Příkladu 5.3.4 a Věty 4.2.7 plyne, že pro každé ˛ 2 .0;1/ platí

lim
x!1

ex

x˛
D 1:

Máme tedy

lim
x!1

eax

xb
D lim
x!1

eax

.ax/b
� ab D 1:
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Protože

lim
x!1

xa

.ex/b
D 0;

pomocí Věty 4.2.25 dostáváme

0 D lim
x!1

�
log x

�a�
elogx

�b D lim
x!1

loga x
xb

:

|

5.6.44. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD2
1

n˛.logn/ˇ , kde ˛; ˇ 2 R.

Řešení. Označme an D
1

n˛.logn/ˇ , n 2 N, n � 2. Pokud ˛ � 0, posloupnost fang

podle Příkladu 5.6.43 a Věty 4.2.16 nekonverguje k 0, a tedy řada
P
an diverguje.

Předpokládejme tedy, že ˛ > 0.
Položíme-li f .x/ D

1

x˛.logx/ˇ , x 2 .2;1/, dostaneme pro x 2 .2;1/

f 0.x/ D
1

x2˛.log x/2ˇ
h
�˛x˛�1.log x/ˇ � ˇx˛.log x/ˇ�1x�1

i
D
x˛�1.log x/ˇ

x2˛.log x/2ˇ
�
�˛ � ˇ.log x/�1

�
:

Jelikož
lim
x!1

�
�˛ � ˇ.log x/�1

�
D �˛ < 0;

je funkce f na jistém okolí 1 klesající. Lze tedy k vyšetření konvergence dané řady
použít kondenzační kritérium (Věta 3.2.17). Máme

1X
nD2

2na2n D

1X
nD2

2n D

1X
nD2

1

.2˛�1/
n
nˇ .log 2/ˇ

:

Je-li ˛ > 1, platí

lim
n!1

�
2˛�1

�n
nˇ .log 2/ˇ

.2˛�1/
nC1

.nC 1/ˇ .log 2/ˇ

D lim
n!1

�
n

nC 1

�ˇ
21�˛

D 21�˛ < 1;

a tedy řada
P
2na2n konverguje. Pokud ˛ D 1, řada

P
2na2n konverguje právě

tehdy, když ˇ > 1 (viz Větu 3.2.18).
Z výše uvedených úvah tedy vyplývá, že řada

P
an konverguje právě tehdy,

když ˛ > 1 a ˇ 2 R, nebo když ˛ D 1 a ˇ > 1. |

5.6.45. Příklad. Spočítejte limitu funkce

lim
x!0

ex sin x � x.1C x/

x3
:
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Řešení. Postupnou aplikací l’Hospitalova pravidla dostáváme

lim
x!0

ex sin x � x.1C x/

x3
D lim
x!0

ex sin x C ex cos.x/ � 1 � 2x

3x2

D lim
x!0

ex sin x C ex cos.x/C ex cos.x/ � ex sin x � 2

6x

D lim
x!0

2ex cos.x/ � 2ex sin x
6

D
2

6
D
1

3
:

|

5.6.46. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

�
1

x2
�

1

sin2 x

�
:

Řešení. Zadaný výraz upravíme jako

1

x2
�

1

sin2 x
D

sin2 x � x2

x2 sin2 x
D

sin2 x � x2

x4
�
x2

sin2 x
: (5.62)

Opakovanou aplikací l’Hospitalova pravidla obdržíme

lim
x!0

sin2 x � x2

x4
D lim
x!0

2 sin x cos x � 2x

4x3
D lim
x!0

2 cos2 x � 2 sin2 x � 2

12x2

D lim
x!0

�8 cos x sin x
24x

D lim
x!0

� cos x
3

lim
x!0

sin x
x

D �
1

3
;

z (5.62) máme

lim
x!0

�
1

x2
�

1

sin2 x

�
D �

1

3
:

|

5.6.47. Příklad. Spočítejte limitu funkce

lim
x!0

�
arctg x
x

� 1

x2

:

Řešení. Máme �
arctg x
x

� 1

x2

D e
1

x2 log. arctgx

x /
; (5.63)

a
1

x2
log

�
arctg x
x

�
D

1

x2

�
arctg x
x

� 1

� log. arctgx
x

/
arctgx
x

� 1
:

Ukažme, že arctg x ¤ x pro x 2 R n f0g. Označíme-li totiž f .x/ D x � arctg x,
x 2 R, pak

f 0.x/ D 1 �
1

1C x2
D

x2

1C x2
> 0; x 2 R n f0g:

Funkce f je tedy rostoucí na R, a proto z vlastnosti f .0/ D 0 plyne

f .x/ > 0; x 2 .0;1/; f .x/ < 0; x 2 .�1; 0/:
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Proto f .x/ ¤ 0 na libovolném P.0; �/, a tedy arctgx
x

¤ 1 na libovolném P.0; �/.
Z Věty o limitě složené funkce 4.2.21 a vlastnosti (C15) tedy dostáváme

lim
x!0

log. arctgx
x

/
arctgx
x

� 1
D 1:

Dále máme pomocí l’Hospitalova pravidla

lim
x!0

1

x2
arctg x � x

x
D lim
x!0

1
1Cx2 � 1

3x2
D lim
x!0

�x2

1Cx2

3x2
D �

1

3
:

Z (5.63) tedy plyne

lim
x!0

�
arctg x
x

� 1

x2

D e� 1
3 :

|

5.6.48. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

xx � x

log x � x C 1
:

Řešení. Upravíme zadaný výraz na

xx � x

log x � x C 1
D
ex logx � elogx

log x � x C 1

D elogx
e.x�1/ logx � 1

.x � 1/ log x
�
log x
x � 1

�
.x � 1/2

log x � x C 1
:

Dále plyne z l’Hospitalova pravidla 5.3.1

lim
x!1

.x � 1/2

log x � x C 1
D lim
x!1

2.x � 1/
1
x

� 1
D lim
x!1

�2x D �2:

Z Věty 4.2.21 a 4.2.2 tedy máme

lim
x!1

xx � x

log x � x C 1
D �2:

|

5.6.49. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

1

log.x C
p
1C x2/

�
1

log.1C x/
:

Řešení. Upravme zadaný výraz do tvaru
1

log.x C
p
1C x2/

�
1

log.1C x/

D
log.1C x/ � log.x C

p
x2 C 1/

x.x C
p
x2 C 1 � 1/

�
x C

p
x2 C 1 � 1

log.x C
p
x2 C 1/

�
x

log.1C x/
:
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Zřejmě platí

x C

p
x2 C 1 � 1 D 0 , x D 0;

a tedy

lim
x!0

x C
p
x2 C 1 � 1

log.x C
p
x2 C 1/

D 1:

Zjevně limx!0
x

log.1Cx/
D 1. Dále

log.1C x/ � log.x C
p
x2 C 1/

x.x C
p
x2 C 1 � 1/

D

log xC1

xC
p
x2C1

xC1

xC
p
x2C1

� 1
�
1 �

p
x2 C 1

x C
p
x2 C 1

�
1

x.x C
p
x2 C 1 � 1/

D

log xC1

xC
p
x2C1

xC1

xC
p
x2C1

� 1
�

1

.x C
p
x2 C 1/.1C

p
x2 C 1/

�
�x2

x.x C
p
x2 C 1 � 1/

:

Protože
x C 1

x C
p
x2 C 1

D 1 , x D 0;

platí

lim
x!0

log xC1

xC
p
x2C1

xC1

xC
p
x2C1

� 1
D 1:

Nakonec dostaneme z l’Hospitalova pravidla 5.3.1 rovnost

lim
x!0

�x2

x.x C
p
x2 C 1 � 1/

D lim
x!0

�x

x C
p
x2 C 1 � 1

D � lim
x!0

1

1C
2x

2
p
x2C1

D �1:

Tedy

lim
x!0

 
1

log.x C
p
1C x2/

�
1

log.1C x/

!
D �

1

2
:

|

5.6.50. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!1

�
3
p
x3 C x2 C x C 1 �

p
x2 C x C 1 �

log.ex C x/

x

�
:
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Řešení. Nejprve upravme zadaný výraz na

�
3
p
x3 C x2 C x C 1 �

p
x2 C x C 1 �

log.ex C x/

x

�
D

�
3
p
x3 C x2 C x C 1 �

3
p
x3 C x2 C x C 1 �

log.ex C x/

x

�
�

�p
x2 C x C 1 �

3
p
x3 C x2 C x C 1

�
�
log.ex C x/

x

První část dále upravíme

�
3
p
x3 C x2 C x C 1 �

3
p
x3 C x2 C x C 1 �

log.ex C x/

x

�
D

3
p
x3 C x2 C x C 1

�
1 �

log.ex C x/

x

�
D

3
p
x3 C x2 C x C 1

x

�
x � log ex � log.1C xe�x/

�
D

3
p
x3 C x2 C x C 1

x

�
� log.1C xe�x/

�
:

Tedy

lim
x!1

�
3
p
x3 C x2 C x C 1 �

3
p
x3 C x2 C x C 1 �

log.ex C x/

x

�
D 0:

Dále máme pro a D
p
x2 C x C 1, b D

3
p
x3 C x2 C x C 1 rovnost

�p
x2 C x C 1 �

3
p
x3 C x2 C x C 1

�
�
log.ex C x/

x

D
a6 � b6

a5 C a4b C a3b2 C a2b3 C ab4 C b5
�
log.ex C x/

x

D
.x2 C x C 1/3 � .x3 C x2 C x C 1/2

a5 C a4b C a3b2 C a2b3 C ab4 C b5
�
log.ex C x/

x

D
x C

P4
iD1 cix

i

a5 C a4b C a3b2 C a2b3 C ab4 C b5
�
log.ex C x/

x

(zde ci , i 2 f1; : : : ; 4g, jsou reálná čísla). Platí

lim
x!1

log.ex C x/

x
D lim
x!1

1C
log.1C xe�x/

x
D 1
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a

lim
x!1

�x C
P4
iD1 cix

i

a5 C a4b C a3b2 C a2b3 C ab4 C b5

D lim
x!1

1C
P4
iD1 cix

i�1

a5

x
C

a4b
x

C
a3b2

x
C

a2b3

x
C

ab4

x
C

b5

x

D
1

6
:

Tedy

lim
x!1

�
3
p
x3 C x2 C x C 1 �

p
x2 C x C 1 �

log.ex C x/

x

�
D �

1

6
:

|

5.6.51. Příklad. Nechť a 2 R. Spočtěte limitu

lim
x!1

�
.x C a/1C 1

x � x1C a
xCa

�
:

Řešení. Je-li a D 0, zadaná limita se zřejmě rovná 0. V dalším výpočtu tedy předpo-
kládejme, že a ¤ 0.

Označme pro x 2 .jaj;1/ funkce

f .x/ D
x C 1

x
log.x C a/; g.x/ D

x C aC 1

x C a
log x:

Spočtěme nejdříve limitu limx!1.f .x/ � g.x//. Máme totiž

f .x/ � g.x/ D
1

x.x C a/

�
.x C a/.x C 1/ log.x C a/ � x.x C aC 1/ log x

�
D

1

x.x C a/

�
x2.log.x C a/ � log x/C x.aC 1/.log.x C a/ � log x/

C a log.x C a/
�

D
1

x.x C a/

�
x2 log.1C

a

x
/C x.aC 1/ log.1C

a

x
/C a log.x C a/

�
D

x

x C a
log.1C

a

x
/C

aC 1

x C a
log.1C

a

x
/C

a

x.x C a/
log.x C a/:

Tedy
lim
x!1

f .x/ � g.x/ D 0:

Označme dále pro x 2 .jaj ;1/

h.x/ D x2 log.1C
a

x
/C x.aC 1/ log.1C

a

x
/C a log.x C a/:

Pak

h.x/ D x

� log.1C
a
x
/

a
x

� aC .aC 1/ log.1C
a

x
/C a �

log.x C a/

x

�
:
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Tedy

lim
x!1

h.x/ D

(
1; a > 0;

�1; a < 0:

V obou případech tak existuje � 2 .jaj;1/ takové, že h.x/ ¤ 0 na .�;1/. Tedy i

f .x/ � g.x/ D
h.x/

x.x C a/
¤ 0; x 2 .�;1/:

Můžeme tedy psát

.x C a/1C 1
x � x1C 1

xCa D e
xC1

x log.xCa/
� e

xCaC1
xCa

logx

D ef .x/ � eg.x/

D eg.x/ �
ef .x/�g.x/ � 1

x
� .f .x/ � g.x//:

(5.64)

Dále

eg.x/.f .x/ � g.x// D xe
logx

xCa
1

x.x C a/
h.x/

D e
logx

xCa
h.x/

x C a

D e
logx

xCa

� x

x C a

log.1C
a
x
/

a
x

aC
x

x C a
.aC 1/ log.1C

a

x
/

C
1

x C a
a log.x C a/

�
:

Tedy

lim
x!1

eg.x/.f .x/ � g.x// D a:

Z (5.64) tedy plyne

lim
x!1

�
.x C a/1C 1

x � x1C a
xCa

�
D a:

|

5.6.4. Aplikace na vyšetřování konvergence číselných řad.

5.6.52. Věta. Nechť fang1
nD1 je posloupnost reálných čísel, nechťA;B 2 R� a nechť

lim an D A. Nechť f je funkce definovaná alespoň na nějakém prstencovém okolí
bodu A splňující limy!A f .y/ D B. Předpokládejme, že je splněna alespoň jedna
z následujících dvou podmínek:

(P) existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí an ¤ A,
(S) A 2 R a funkce f je v bodě A spojitá.

Potom
lim
n!1

f .an/ D B:
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5.6.53. Příklad. Vyšetřete konvergenci číselné řady
1X
nD1

arccotg.2n/
3
p
nC 4

:

Řešení. Pro každé n 2 N označme

an D
arccotg.2n/

3
p
nC 4

:

Podle l’Hospitalova pravidla, verze 0
0
, platí

lim
x!1

arccotg.2x/
1
x

D lim
x!1

�2
1C4x2

�
1
x2

D lim
x!1

2x2

1C 4x2
D
1

2
:

Z Heineovy věty (Věta 4.2.16) tedy dostáváme rovnost

lim
n!1

arccotg.2n/
1
n

D
1

2
:

Dále platí

lim
n!1

1
3
p
nC4

1
3
p
n

D lim
n!1

3

r
n

nC 4
D 1:

Odtud a z věty o aritmetice limit (Věta 4.2.2) plyne, že

lim
n!1

arccotg.2n/
3
p
nC4

1
n

1
3
p
n

D
1

2
:

Zadaná řadamá zřejmě všechny členy kladné a platí 1
2

2 .0;1/. Z limitního srovná-
vacího kritéria (Věta 3.2.5) tedy vyplývá, že zadaná řada konverguje právě tehdy,
když konverguje řada

1X
nD1

1

n
4
3

:

Tato řada ale konverguje podle Věty 3.2.18, neboť 4
3
> 1. Tedy zadaná řada také

konverguje. |

5.6.54. Příklad. Vyšetřete konvergenci číselné řady
1X
nD2

log
�
n2 C 4

n.n � 1/

�
:

Řešení. Pro každé x 2 R, x � 2, platí

log
�
x2 C 4

x.x � 1/

�
D log

�
x2 � x C x C 4

x2 � x

�
D log

�
1C

x C 4

x2 � x

�
:
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Podle Příkladu 5.6.5

lim
y!0

log.1C y/

y
D 1;

navíc

lim
x!1

x C 4

x2 � x
D 0

a pro každé x 2 P.1; 2/ platí
x C 4

x2 � x
¤ 0:

Tudíž podle věty o limitě složené funkce (Věta 4.2.21) máme

lim
x!1

log
�
1C

xC4
x2�x

�
xC4
x2�x

D 1:

Podle Heineovy věty (Věta 4.2.16) tedy platí

lim
n!1

log
�
1C

nC4
n2�n

�
nC4
n2�n

D 1:

Navíc zřejmě pro každé x 2 R, x > 4, platí

log
�
1C

x C 4

x2 � x

�
> 0;

takže pro každé n 2 N, n � 5, platí an > 0. Můžeme tedy použít limitní srovnávací
kritérium (Věta 3.2.5). Podle tohoto kritéria, varianty (a), konverguje řada

1X
nD2

log
�
n2 C 4

n.n � 1/

�
:

právě tehdy, když konverguje řada
1X
nD2

nC 4

n2 � n
:

Protože

lim
n!1

nC4
n2�n
1
n

D lim
n!1

n2 C 4n

n2 � n
D 1

a řada
P1

nD2
1
n
diverguje podle Příkladu 3.1.17, diverguje podle limitního srovná-

vacího kritéria také zadaná řada. |

5.6.55. Příklad. Vyšetřete konvergenci číselné řady
1X
nD1

cos.�n/ arccos.log.e �
1

n
//:
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Řešení. Pro každé n 2 N platí cos.�n/ D .�1/nC1. Zadanou řadu tedy můžeme
přepsat ve tvaru

1X
nD1

.�1/nC1 arccos.log.e �
1

n
//:

Platí
lim
x!1

.e �
1

x
/ D e;

přičemž pro každé x 2 R platí e� 1
x

¤ e. Z věty o limitě složené funkce (Věta 4.2.21,
varianta (P)) tedy dostáváme, že

lim
x!1

log.e �
1

x
/ D 1:

Podle (C4) a (C5) platí limy!1� arccos.y/ D 0 a navíc pro každé n 2 N platí
log.e �

1
n
/ ¤ 1. Z Věty 5.6.52 tedy vyplývá, že

lim
n!1

arccos.log.e �
1

n
// D 0:

Posloupnost fe �
1
n

g1
nD1 je zřejmě rostoucí. Funkce log je na .0;1/ rostoucí podle

(L3) a funkce arccos je na Œ�1; 1� klesající podle (C4). Posloupnost farccos.log.e�
1
n
//g1

nD1 je tudíž klesající. Zadaná řada tedy konverguje podle Leibnizova kritéria
(Věta 3.3.1). |

5.6.56. Příklad. Vyšetřete konvergenci číselné řady
1X
nD1

arccotg.n/.�1 �
1

n
/n:

Řešení. Přepíšeme zadanou řadu ve tvaru
1X
nD1

.�1/n arccotg.n/.1C
1

n
/n:

Víme, že posloupnost farccotg.n/g1
nD1 je klesající a že platí limn!1 arccotg.n/ D

0. Z Leibnizova kritéria konvergence konvergence číselných řad (Věta 3.3.1) tedy
plyne, že řada

1X
nD1

.�1/n arccotg.n/

konverguje. Z Příkladu 2.4.5 víme, že posloupnost f.1C
1
n
/ng1

nD1 je omezená a ros-
toucí. Z Abelova kritéria konvergence číselných řad (Věta 3.3.5(A)) plyne, že i za-
daná řada konverguje. |

5.6.57. Příklad. Vyšetřete konvergenci číselné řady
1X
nD1

n cos.5n/
tg.

p
nC 2 �

p
n/

nC 3
:
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Řešení. Jak víme z Příkladu ??(b), řada
P1

nD1 cos.5n/má omezené částečné součty.
Pro n 2 N položme

an D
p
nC 2 �

p
n; bn D tg.an/ a cn D

n

nC 3
:

Potom pro každé n 2 N platí

an D
2

p
nC 2C

p
n
:

Odtud plyne, že fang1
nD1 je klesající posloupnost kladných reálných čísel splňující

lim an D 0. Dále pro každé n 2 N platí

0 < an � a1 D
2

1C
p
3
< 1 <

�

2
;

takže pro každé n 2 N máme an 2 .0; �
2
/. Protože funkce tangens je rostoucí na

intervalu .0; �
2
/ (viz (G18)), je posloupnost fbng1

nD1 klesající. Podle (G4) je funkce
tangens spojitá v bodě 0, tedy limx!0 tg.x/ D 0. Navíc pro každé n 2 N máme
an ¤ 0. Podle Věty 5.6.52, varianta (P) tudíž platí

lim bn D lim tg.an/ D 0:

Dle Dirichletova kritéria konvergence číselných řad (Věta 3.3.5, varianta (D)) je
tedy řada

1X
nD1

cos.5n/ tg.
p
nC 2 �

p
n/

konvergentní. Pro každé n 2 N platí

cn D
n

nC 3
D
nC 3 � 3

nC 3
D 1 �

3

nC 3
;

a tedy je posloupnost fcng1
nD1 rostoucí. Navíc je omezená, neboť zřejmě pro každé

n 2 N platí
1

4
� cn < 1:

Podle Abelova kritéria konvergence číselných řad (Věta 3.3.5, varianta (A)) je tedy
zadaná řada konvergentní. |

5.6.58. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1.�1/
nan, kde

an D

3
p
n2 C 1 log.100n/
4
p
n3 C nC

p
n

; n 2 N:

Řešení. Položme

f .x/ D

3
p
x2 C 1 log.100x/
4
p
x3 C x C

p
x

; x 2 .0;1/:
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Pak pro x 2 .0;1/ platí

f 0.x/ D
1�

.x3 C x/
1
4 C x

1
2

�2 �

��
1

3

�
x2 C 1

�� 2
3 .2x C 1/ log.100x/C .x2 C 1/

1
3
100

100x

��
.x3 C x/

1
4 C x

1
2

�
�

�
.x2 C 1/

1
3 log.100x/

�
1

4
.x3 C x/�

3
4 .3x2 C 1/C

1

2
x� 1

2

���
D

x
5

12 log.100x/�
.x3 C x/

1
4 C x

1
2

�2
�

240@1
3

�
1C x�2

�� 2
3 2
�
1C x�1

�
C

�
1C x�2

� 1
3 � x

2
3 �1C1� 4

3

log.100x/

1A��1C x�2
� 1

4 C x
1
2 � 3

4

�

�
�
1C x�2

� 1
3

�
1

4

�
1C x�2

�� 3
4 3
�
1C .3x/�1

�
C
1

2
x� 1

2 � 9
4 C2

��
:

Označíme-li

g.x/ D

240@1
3

�
1C x�2

�� 2
3 2
�
1C x�1

�
C

�
1C x�2

� 1
3 � x

2
3 �1C1� 4

3

log.100x/

1A��1C x�2
� 1

4 C x
1
2 � 3

4

�

�
�
1C x�2

� 1
3

�
1

4

�
1C x�2

�� 3
4 3
�
1C .3x/�1

�
C
1

2
x� 1

2 � 9
4 C2

��
:

obdržíme
lim
x!1

g.x/ D

�
2

3
C 0

�
.1C 0/ � 1

�
3

4
C 0

�
D �

1

12
:

Existuje tedy y 2 .0;1/ takové, že pro x 2 .y;1/ je f 0.x/ < 0, a tedy f je klesající
na intervalu .y;1/. Dále máme

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

�
1C x�2

� 1
3 log.100x/

x
1

12

.1C x�2/
1
4 C x

1
2 � 3

4

D 0;

(použili jsme Příklad 5.3.4).
Na základě těchto výpočtů tedy vidíme, že posloupnost fang od indexu n0

splňujícího n0 > y konverguje monotónně k 0. Dle Věty 3.3.1 tedy zadaná řada
konverguje.

Řada
P

j.�1/nanj D
P
an však nekonverguje, což snadno ověříme srovnáním

z řadou
P logn

n
1

12

(tj. použijeme Větu 3.2.5 a Příklad 5.6.44). |

5.6.59. Příklad. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD1 an, kde

an D

�
cotg

n�

4n � 2
� sin

n�

2nC 1

�
; n 2 N:
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Řešení. Položme

f .x/ D cotg
�

4 � 2x
� sin

�

2C x
; x 2 .�1; 1/:

Jelikož 0 < �
4�2x

< � a 2Cx ¤ 0 pro x 2 .�1; 1/, je f dobře definovaná. Počítejme

f 0.x/ D
���

sin �
4�2x

�2 �
2

.4 � 2x/2
� cos

�

2C x
�

��

.2C x/2
; x 2 .�1; 1/:

Pak limx!0 f
0.x/ D

��
4
.

Dle Věty 5.3.1 proto platí

lim
x!0C

f .x/

x
D lim
x!0C

f 0.x/

1
D �

�

4
: (5.65)

Existuje tedy okolí PC.0; ı/ takové, že f .x/ < 0.
Z Heineovy věty 4.2.17 plyne, že pro n > .ı/�1 jsou čísla �an kladná a platí

lim
n!1

�an
1
n

D
�

8
:

Srovnáním s řadou
P

1
n
(viz Věta 3.2.5) odvodíme pomocí Věty 3.2.18 divergenci

řady
P
.�an/. Zadaná řada tedy diverguje. |

5.6.5. Průběh funkce. Vyšetřenímprůběhu zadané funkce rozumímepostup-
né zjištění všech důležitých informací o dané funkci, díky nimž bychom na konci
měli být schopni načrtnout graf funkce. Při vyšetřování průběhu funkce zjišťujeme
zejména následující její vlastnosti (uvedené pořadí je pouze orientační):

� definiční obor,
� symetrie (zjistíme, zda je funkce sudá, lichá nebo periodická),
� spojitost (případně jednostranná) ve všech bodech definičním oboru,
� průsečíky s oběma souřadnými osami,
� jednostranné limity v v krajních bodech definičního oboru (což mohou
být i ˙1) a ve všech bodech nespojitosti,

� hodnota první derivace, případně jednostranné první derivace ve všech
bodech definičního oboru, v nichž existuje,

� intervaly monotonie,
� lokální a globální extrémy,
� obor hodnot,
� hodnota druhé derivace, případně jednostranné druhé derivace ve všech
bodech definičního oboru, v nichž existuje,

� intervaly konvexity a konkavity,
� inflexní body,
� asymptoty,
� náčrt grafu.

5.6.60. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D arccos
�

j4xj

4C x2

�
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Řešení. Definičním oborem funkce arccos je interval Œ�1; 1�. Definičním oborem
funkce f je tedy množina

fx 2 RI �1 �
j4xj

4C x2
� 1g:

Platí tedy x 2 D.f / právě tehdy, když platí následující dvě nerovnosti:

�1 �
j4xj

4C x2
� 1:

První z nerovností platí právě tehdy, když

x2 C j4xj C 4 � 0

a podobně druhá nerovnost platí právě tehdy, když

x2 � j4xj C 4 � 0:

Vzhledem k tomu, že pro každé x 2 R platí

x2 ˙ j4xj C 4 D .jxj ˙ 2/2 � 0;

dostáváme D.f / D R.
Funkce j4xj

4Cx2 je spojitá na R a funkce arccos je spojitá na intervalu Œ�1; 1�. Od-
tud a z věty o spojitosti složené funkce plyne, že f je spojitá na R.

Spočítáme limity funkce f v krajních bodech jejího definičního oboru, tedy
v bodech ˙1. Jest

lim
x!˙1

j4xj

4C x2
D 0;

funkce arccos je spojitá v bodě 0 a platí arccos.0/ D
�
2
. Dle věty o limitě složené

funkce, varianta (S), tedy platí

lim
x!˙1

f .x/ D
�

2
:

Protože f .0/ D
�
2
, je průsečíkem grafu funkce s osou y bod Œ0; �

2
�. Pro určení

průsečíků grafu funkce s osou x musíme vyřešit rovnici f .x/ D 0, tedy nalézt ko-
řeny funkce f . Protože jediným kořenem funkce arccos je bod 1, platí f .x/ D 0

právě tehdy, když j4xj

4Cx2 D 1. To nastane právě tehdy, když .jxj � 2/2 D 0, tedy
x D ˙2. Funkce f má tedy právě dva průsečíky s osou x, a to v bodech Œ�2; 0�
a Œ2; 0�.

Funkce f je zřejmě sudá. Není lichá, neboť například není splněna podmínka
f .0/ D 0. Není ani periodická, neboť například f .�2/ D f .2/ D 0, ale žádné další
kořeny funkce nemá.
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Vypočítáme první derivaci funkce f . Pro x 2 .0; 2/ [ .2;1/ jest

f 0.x/ D
�1q

1 �
16x2

.4Cx2/2

�
4.4C x2/ � 2x � 4x

.4C x2/2

D
x2 � 4p
.x2 � 4/2

�
4

4C x2

D

(
�

4
4Cx2 pokud x 2 .0; 2/
4

4Cx2 pokud x 2 .2;1/:

Uvedený výpočet není možné použít pro x D 2. V tomto bodě musíme spočítat
jednostranné derivace. Jak už víme, funkce f je v bodě 2 spojitá, a tedy podle věty
o limitě derivací platí

f 0
�.2/ D lim

x!2�

�4

4C x2
D �

1

2
a

f 0
C.2/ D lim

x!2C

4

4C x2
D
1

2
:

Protože f 0
�.2/ ¤ f 0

C.2/, funkce f nemá v bodě 2 derivaci.
Pro x 2 .�1; 0/ spočítáme f 0.x/ podobně jako výše, anebo použijme Pří-

klad 5.5.3. Obdržíme tak

f .x/ D

(
�

4
4Cx2 pokud x 2 .�1;�2/
4

4Cx2 pokud x 2 .�2; 0/:

a
f 0

�.�2/ D �
1

2
; f 0

C.�2/ D
1

2
:

Funkce f nemá tedy v bodě �2 derivaci.
Posledním bodem, v němž jsme dosud nevyšetřili hodnoty derivace (či jedno-

stranných derivací) funkce f , je bod 0. Funkce f je v bodě 0 spojitá, a tedy podle
věty o limitě derivací platí

f 0
�.0/ D lim

x!0�

4

4C x2
D 1

a
f 0

C.0/ D lim
x!0C

�4

4C x2
D �1:

Protože f 0
�.0/ ¤ f 0

C.0/, funkce f nemá v bodě 0 derivaci.
Definičním oborem funkce f 0 je tedy množina R n f�2; 0; 2g.
Vyšetříme intervaly monotonie funkce f . Z výše uvedeného výpočtu plyne, že

8x 2 .�1;�2/ W f 0.x/ < 0;

8x 2 .�2; 0/ W f 0.x/ > 0;

8x 2 .0; 2/ W f 0.x/ < 0;

8x 2 .2;1/ W f 0.x/ > 0:
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Podle věty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f
� klesající na .�1;�2�,
� rostoucí na Œ�2; 0/,
� klesající na Œ0; 2�,
� rostoucí na Œ2;1/.

Vyšetříme lokální a globální extrémy funkce f . Z výše uvedených intervalů
monotonie vyplývá, že funkce f má lokální maximum v bodě 0, přičemž hodno-
ta tohoto maxima je rovna �

2
, a lokální minima v bodech ˙2, přičemž hodnota

obou těchto minim je rovna 0. Pro každé x 2 R n f�2; 0; 2g existuje f 0.x/ a platí
f 0.x/ ¤ 0. Odtud vyplývá, že v těchto bodech není splněna nutná podmínka exis-
tence extrému, a tedy funkce f nemá žádné jiné extrémy než výše uvedené body
�2; 0; 2. Z tohoto pozorování a z intervalů monotonie dále plyne, že všechny tři
uvedené lokální extrémy jsou ve skutečnosti globální.

Nyní určíme obor hodnot funkce f . Z globality extrémů Œ0; �
2
� a Œ˙2; 0� vyplý-

vá, že H .f / � Œ0; �
2
�. Protože f je spojitá na Œ0; 2�, f .0/ D

�
2
a f .2/ D 0, plyne

z Bolzanovy věty o nabývání mezihodnot, že Œ0; �
2
� � H .f /. Kombinací obou in-

kluzí dostáváme, že H .f / D Œ0; �
2
�.

Vypočítáme nyní druhou derivaci funkce f . Protože D.f 0/ D R n f�2; 0; 2g,
víme, že f 00 neexistuje (ani jednostranná) v bodech 2; 0; 2. Nechť x 2 Rnf�2; 0; 2g.
Potom platí

f 00.x/ D

(
8x

.4Cx2/2
pokud x 2 .�1;�2/ [ .0; 2/;

�8x
.4Cx2/2

pokud x 2 .�2; 0/ [ .2;1/:

Tedy jest

8x 2 .�1;�2/ W f 00.x/ < 0;

8x 2 .�2; 0/ W f 00.x/ > 0;

8x 2 .0; 2/ W f 00.x/ > 0;

8x 2 .2;1/ W f 00.x/ < 0:

Podle věty o vztahu druhé derivace a konvexity je tedy funkce f
� ryze konkávní na .�1;�2�,
� ryze konvexní na Œ�2; 0/,
� ryze konvexní na Œ0; 2�,
� ryze konkávní na Œ2;1/.

Z těchto výsledků ovšem nevyplývá, zda je nebo není funkce f konvexní na celém
intervalu Œ�2; 2�. Tuto otázku musíme vyšetřit. Povšimneme si, že platí f .�2/ D

f .2/ D 0 a zároveň f .0/ > 0. Dosadíme-li x1 D �2, x2 D 0 a x3 D 2 do podmínky
(ii) Lemmatu 5.4.9, zjistíme, že tato podmínka není splněna, neboť bymuselo platit

f .0/ � f .�2/

2
�
f .2/ � f .0/

2
;

a tedy �
4

� �
�
4
. Tato podmínka je ale podle lemmatu ekvivalentní konvexitě funkce

f na intervalu Œ�2; 2�, takže jsme dokázali, že f na tomto intervalu není konvexní.
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(Příklad 5.5.8 nabízí alternativní postup ukazující, že f není konvexní na intervalu
Œ�2; 2�.)

Z výpočtu druhé derivace funkce f vyplývá, že pro každé x 2 R buď f 00.x/

neexistuje nebo existuje a f 00.x/ ¤ 0. V žádném bodě x 2 R tedy není splněna
nutná podmínka existence inflexního bodu. To znamená, že funkce f nemá žádné
inflexní body.

Zbývá vyšetřit asymptoty funkce f . Jest

lim
x!˙1

f .x/

x
D 0

a
lim

x!˙1
.f .x/ � 0 � x/ D

�

2
:

Funkce f má tedy v �1 i v 1 asymptotu �
2
(konstantní funkci). |

5.6.61. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D jxj C arctg.jx �
p
3j/:

Řešení. Definičním oborem funkce arctg je množina R, takže D.f / D R.
Funkce arctg i funkce j � j (absolutní hodnota) jsou spojité na R. Odtud, z věty

o aritmetice spojitostí a z věty o spojitosti složené funkce vyplývá, že funkce f je
spojitá na R.

Funkce f není lichá například proto, že f .0/ D arctg.
p
3/ D

�
3

¤ 0. Funkce
f není ani sudá, neboť například f .�

p
3/ D

p
3 C arctg.2

p
3/, ale f .

p
3/ D

p
3,

a tedy f .�
p
3/ ¤ �f .

p
3/. Periodicitu funkce f vyšetříme později.

Protože f .0/ D arctg.
p
3/ D

�
3
, je průsečíkem grafu funkce s osou y bod Œ0; �

3
�.

Nechť x 2 R. Potom buď platí x D 0 a f .0/ D
�
3
> 0 nebo x ¤ 0 a f .x/ � jxj > 0.

Platí tedy f .x/ > 0 pro každé x 2 R, takže graf funkce f nemá žádné průsečíky
s osou x.

Zřejmě platí
lim

x!�1
f .x/ D 1; lim

x!1
f .x/ D 1:

Vypočítáme první derivaci funkce f v bodech, ve kterých existuje. Nechť nej-
prve x 2 .�1; 0/. Potom f .x/ D �x � arctg.x �

p
3/, a tedy

f 0.x/ D �1 �
1

1C .x �
p
3/2

D
�2 � .x �

p
3/2

1C .x �
p
3/2

:

Nyní nechť x 2 .0;
p
3/. Potom f .x/ D x � arctg.x �

p
3/, a tedy

f 0.x/ D 1 �
1

1C .x �
p
3/2

D
.x �

p
3/2

1C .x �
p
3/2

:

Konečně nechť x 2 .
p
3;1/. Potom f .x/ D x C arctg.x �

p
3/, a tedy

f 0.x/ D 1C
1

1C .x �
p
3/2

D
2C .x �

p
3/2

1C .x �
p
3/2

:
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Nyní vyšetříme existenci derivace v bodech 0 a
p
3, pro které jsme nemohli pou-

žít přímý výpočet. Spočteme jednostranné derivace v těchto bodech. Funkce f je
v obou těchto bodech spojitá, a tedy podle věty o limitě derivací platí

f 0
�.0/ D lim

x!0�

f 0.x/ D lim
x!0�

�2 � .x �
p
3/2

1C .x �
p
3/2

D �
5

4
;

f 0
C.0/ D lim

x!0C

f 0.x/ D lim
x!0C

.x �
p
3/2

1C .x �
p
3/2

D
3

4
;

f 0
�.

p
3/ D lim

x!
p
3�

f 0.x/ D lim
x!

p
3�

.x �
p
3/2

1C .x �
p
3/2

D 0;

f 0
C.

p
3/ D lim

x!
p
3C

f 0.x/ D lim
x!

p
3C

2C .x �
p
3/2

1C .x �
p
3/2

D 2:

Z uvedených výsledků vyplývá, že funkce f nemá první derivaci v bodech 0 a
p
3.

Definičním oborem funkce f 0 je tedy množina R n f0;
p
3g.

Vyšetříme intervaly monotonie funkce f . Z výše uvedeného výpočtu plyne, že

8x 2 .�1; 0/ W f 0.x/ < 0;

8x 2 .0;
p
3/ W f 0.x/ > 0;

8x 2 .
p
3;1/ W f 0.x/ > 0:

Podle věty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f
� klesající na .�1; 0�,
� rostoucí na Œ0;

p
3�,

� rostoucí na Œ
p
3;1/.

Vyšetříme lokální a globální extrémy funkce f . Z výše uvedených intervalů
monotonie vyplývá, že funkce f má globální minimum v bodě 0, přičemž hod-
nota tohoto minima je rovna �

3
. Pro každé x 2 R n f0;

p
3g existuje f 0.x/ a platí

f 0.x/ ¤ 0. Odtud vyplývá, že v těchto bodech není splněna nutná podmínka exis-
tence extrému. Zbývá vyšetřit bod x D

p
3. V tomto bodě ale funkce f nemá

lokální extrém, protože f je rostoucí na pravém okolí tohoto bodu a klesající na le-
vém okolí tohoto bodu. Tudíž funkce f nemá žádné jiné extrémy než výše uvedený
bod

p
3.

Vzhledem k tomu, že funkce f má jen jedno globální minimum, nemůže být
periodická.

Nyní určíme obor hodnot funkce f . Z globality minima Œ0; �
3
� vyplývá, že

H .f / � Œ�
3
;1/. Protože f je spojitá na Œ0;1�, f .0/ D

�
3
a limx!1 f .x/ D 1,

plyne z Bolzanovy věty o nabývání mezihodnot, že Œ�
3
;1/ � H .f /. Kombinací

obou inkluzí dostáváme, že H .f / D Œ�
3
;1/.

Vypočítáme nyní druhou derivaci funkce f . Protože D.f 0/ D R n f0;
p
3g,

víme, že f 00 neexistuje (ani jednostranná) v bodech 0;
p
3. Nechť x 2 R n f0;

p
3g.
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Potom platí

f 00.x/ D

˚
2.x�

p
3/

.1C.x�
p
3/2/2

pokud x 2 .�1; 0/ [ .0;
p
3/;

�2.x�
p
3/

.1C.x�
p
3/2/2

pokud x 2 .
p
3;1/:

Tedy jest

8x 2 .�1; 0/ W f 00.x/ < 0;

8x 2 .0;
p
3/ W f 00.x/ < 0;

8x 2 .
p
3;1/ W f 00.x/ < 0:

Podle věty o vztahu druhé derivace a konvexity je tedy funkce f
� ryze konkávní na .�1; 0�,
� ryze konkávní na Œ0;

p
3�

� ryze konkávní na Œ
p
3;1/.

Ověřme, že funkce f není konkávní na intervalu Œ0;1/. Byla-li by totiž f konkávní
na tomto intervalu, platila by podle Příkladu 5.5.8 nerovnost f 0

�.
p
3/ � f 0

C.
p
3/.

Tak však dle předchozích výpočtů neplatí.
Z výpočtu druhé derivace funkce f vyplývá, že pro každé x 2 R, x 2 D.f 0/

buď f 00.x/ neexistuje nebo existuje a f 00.x/ ¤ 0. V žádném bodě x 2 R tedy
není splněna nutná podmínka existence inflexního bodu. To znamená, že funkce
f nemá žádné inflexní body.

Zbývá vyšetřit asymptoty funkce f . Jest

lim
x!�1

f .x/

x
D lim
x!�1

�x � arctg.x �
p
3/

x
D �1

a

lim
x!�1

.f .x/ � .�1/ � x/ D lim
x!�1

.�x � arctg.x �
p
3/C x/

D lim
x!�1

.� arctg.x �
p
3// D

�

2
:

Funkce f má tedy v �1 asymptotu �x C
�
2
. Podobně platí

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

x C arctg.x �
p
3/

x
D 1

a

lim
x!1

.f .x/ � 1 � x/ D lim
x!1

.x C arctg.x �
p
3/ � x/

D lim
x!1

.arctg.x �
p
3// D

�

2
:

Funkce f má tedy v 1 asymptotu x C
�
2
. |

5.6.62. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D log.4C x2/C 3 arccotg.
2

x
/:
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Řešení. Definičním oborem funkce log je interval .0;1/ a pro každé x 2 R platí
4Cx2 2 .0;1/. Definičnímoborem funkce arccotg jeR. Definičnímoborem funkce
x 7!

2
x
je množina R n f0g. Tedy celkem platí D.f / D R n f0g.

Podle věty o spojitosti složené funkce je funkce f spojitá na svém definičním
oboru, tedy na množině R n f0g.

Spočítáme limity funkce f v krajních bodech jejího definičního oboru. Jest

lim
x!�1

f .x/ D 1; lim
x!0�

f .x/ D log.4/C 3�;

lim
x!0C

f .x/ D log.4/; lim
x!1

f .x/ D 1:

Z výše uvedených limit funkce f v bodech ˙1 vyplývá, že funkce není periodická
ani lichá. Z jednostranných limit v bodě 0 dále vyplývá, že funkce f není ani sudá.

Vzhledem k tomu, že 0 … D.f /, funkce f nemá průsečík s osou y. Pro každé
x 2 R platí 4C x2 > 1. Protože je funkce log je na intervalu .0;1/ rostoucí, platí
pro každé x 2 R také log.4C x2/ > log.1/ D 0. Dále víme, že H .arccotg/ D .0; �/.
Celkem tedy pro každé x 2 D.f / dostáváme

f .x/ � log.4C x2/ > 0:

Odtud vyplývá, že funkce f nemá žádný průsečík s osou x.
Vypočítáme první derivaci funkce f . Jest

f 0.x/ D
2x

4C x2
C

�3

1C
4
x2

�
�2

x2
D
2x C 6

x2 C 4
pro každé x 2 R n f0g:

Vyšetříme intervaly monotonie funkce f . Z výše uvedeného výpočtu plyne, že

8x 2 .�1;�3/ W f 0.x/ < 0;

8x 2 .�3; 0/ W f 0.x/ > 0;

8x 2 .0;1/ W f 0.x/ > 0:

Podle věty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f
� klesající na .�1;�3�,
� rostoucí na Œ�3; 0/,
� rostoucí na .0;1/.

Vyšetříme lokální a globální extrémy funkce f . Z výše uvedených intervalů
monotonie vyplývá, že funkce f má lokální minimum v bodě x D �3, přičemž
hodnota tohoto minima je rovna log.13/C 3 arccotg.�2

3
/. Toto minimum není glo-

bální, protože limx!0C f .x/ < f .�3/, a tedy na pravém prstencovém okolí bodu
0 existuje bod y takový, že f .y/ < f .�3/. Pro každé x 2 R n f0;�3g existuje f 0.x/

a platí f 0.x/ ¤ 0. Odtud vyplývá, že v těchto bodech není splněna nutná podmín-
ka existence extrému. Tudíž funkce f nemá žádné jiné lokální extrémy než výše
uvedený bod �3. Globální extrémy tedy tato funkce nemá vůbec.

Nyní určíme obor hodnot funkce f . Z výše uvedených intervalů monotonie
vyplývá, že

f .x/ 2 .f .�3/;1/ pro x 2 .�1; 0/
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a
f .x/ 2 .log.4/;1/ pro x 2 .0;1/:

Protože f .�3/ > log.4/, vyplývá odtud, že H .f / � .log.4/;1/. Protože f je
spojitá na .0;1/, limx!0C

f .x/ D log.4/ a limx!1 f .x/ D 1, plyne z Bolzanovy
věty o nabývání mezihodnot, že .log.4/;1/ � H .f /. Kombinací obou inkluzí
dostáváme, že H .f / D .log.4/;1/.

Vypočítáme nyní druhou derivaci funkce f . Jest

f 00.x/ D �2 �
x2 C 6x � 4

.x2 C 4/2
pro každé x 2 R n f0g:

Bude užitečné si uvědomit, že

x2 C 6x � 4 D .x � x1/.x � x2/; kde x1 D �3 �
p
13; x2 D �3C

p
13;

a že
x1 < �3 < 0 < x2:

Tedy jest
8x 2 .�1; x1/ W f

00.x/ < 0;

8x 2 .x1; 0/ W f
00.x/ > 0;

8x 2 .0; x2/ W f
00.x/ > 0;

8x 2 .x2;1/ W f 00.x/ < 0:

(5.66)

Podle věty o vztahu druhé derivace a konvexity je tedy funkce f
� ryze konkávní na .�1; x1�,
� ryze konvexní na Œx1; 0/,
� ryze konvexní na .0; x2�,
� ryze konkávní na Œx2;1/.

Z výpočtu druhé derivace funkce f vyplývá, že pro každé x 2 R n fx1; 0; x2g

platí f 00.x/ ¤ 0. V žádném bodě x 2 R n fx1; 0; x2g tedy není splněna nutná pod-
mínka existence inflexního bodu. Zbývá vyšetřit body x1 a x2. Víme, že existují
vlastní derivace f 0.x1/ a f 0.x2/ a f 0 je zjevně spojitá na Rnf0g. Z nerovností (5.66)
vidíme, že jsou splněny podmínky Věty 5.4.20 (postačující podmínky pro inflexi).
Oba body x1 a x2 jsou tudíž inflexními body funkce f . Z výše uvedené analýzy
vyplývá, že jiné inflexní body funkce f nemá.

Zbývá vyšetřit asymptoty funkce f . Jest

lim
x!˙1

f .x/

x
D 0

a
lim

x!˙1
.f .x/ � 0 � x/ D 1:

Funkce f tedy nemá asymptotu v �1 ani v 1.
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Závěrem ještě určíme jednostranné limity funkce f 0 v bodě 0. Tato informace
se bude při náčrtu grafu funkce f hodit. Jest

lim
x!0�

f 0.x/ D
3

2
a lim

x!0C

f 0.x/ D
3

2
:

|

5.6.63. Příklad. Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D .x2 � x C 2/ejxC3j�3:

Řešení. Zřejmě platí D.f / D R.
Z věty o aritmetice spojitostí a z věty o spojitosti složené funkce vyplývá, že

funkce f je spojitá na R.
Protože f .0/ D 2, je průsečíkem grafu funkce s osou y bod Œ0; 2�. Rovnice

x2�xC2 D 0 nemá žádné reálné řešení a navíc pro každé x 2 R platí ejxC3j�3 > 0,
takže graf funkce f nemá žádné průsečíky s osou x.

Zřejmě platí
lim

x!�1
f .x/ D 1; lim

x!1
f .x/ D 1:

Z toho vyplývá, že f není ani periodická, ani lichá. Není ani sudá, neboť například
f .�3/ D 14e�3, ale f .3/ D 8e3, a tedy f .�1/ ¤ �f .1/.

Vypočítáme první derivaci funkce f v bodech, ve kterých existuje. Nechť nej-
prve x 2 .�1;�3/. Potom f .x/ D .x2 � x C 2/e�x�6, a tedy

f 0.x/ D .�x2 C 3x � 3/e�x�6:

Nyní nechť x 2 .�3;1/. Potom f .x/ D .x2 � x C 2/ex , a tedy

f 0.x/ D .x2 C x C 1/ex :

Zbývá vyšetřit existenci derivace v bodě x D �3, pro který jsme nemohli použít
přímý výpočet. Spočteme jednostranné derivace v tomto bodě. Funkce f je v bodě
x D �3 spojitá, a tedy podle věty o limitě derivací platí

f 0
�.�3/ D lim

x!�3�

f 0.x/ D lim
x!�3�

.x2 � x C 2/e�x�6
D �21e�3;

f 0
C.�3/ D lim

x!�3C

f 0.x/ D lim
x!�3C

.x2 � x C 2/ex D 7e�3:

Protože f 0
�.�3/ ¤ f 0

C.�3/, funkce f nemá první derivaci v bodě �3. Definičním
oborem funkce f 0 je tedy množina R n f�3g.

Vyšetříme intervaly monotonie funkce f . Protože ani jeden z mnohočlenů
.�x2 C 3x � 3/ a .x2 C x C 1/ nemá žádný reálný kořen, plyne z výše uvedené-
ho výpočtu, že

8x 2 .�1;�3/ W f 0.x/ < 0;

8x 2 .�3;1/ W f 0.x/ > 0:

Podle věty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f
� klesající na .�1;�3�,
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� rostoucí na Œ�3;1/.

Vyšetříme lokální a globální extrémy funkce f . Z výše uvedených intervalů
monotonie vyplývá, že funkce f má globální minimum v bodě �3, přičemž hod-
nota tohoto minima je rovna 14e�3. Z těchto intervalů monotonie též plyne, že f
nemá jiné globální a ani lokální extrémy.

Vzhledem k tomu, že funkce f má jen jedno globální minimum, nemůže být
periodická.

Nyní určíme obor hodnot funkce f . Z globality minima Œ�3; 14e�3� vyplý-
vá, že H .f / � Œ14e�3;1/. Protože f je spojitá na .�1;�3�, f .�3/ D 14e�3

a limx!�1 f .x/ D 1, plyne zBolzanovy věty o nabývánímezihodnot, že Œ14e�3;1/ �

H .f /. Kombinací obou inkluzí dostáváme, že H .f / D Œ14e�3;1/.
Vypočítáme nyní druhou derivaci funkce f . Protože D.f 0/ D R n f�3g, víme,

že f 00 neexistuje (ani jednostranná) v bodě �3. Nechť x 2 R n f�3g. Potom platí

f 00.x/ D

(
e�x�6.�2x C 3/ pokud x 2 .�1;�3/;

ex.x C 2/.x C 1/ pokud x 2 .�3;1/:

Tedy jest

8x 2 .�1;�3/ W f 00.x/ > 0;

8x 2 .�3;�2/ W f 00.x/ > 0;

8x 2 .�2;�1/ W f 00.x/ < 0;

8x 2 .�1;1/ W f 00.x/ > 0:

(5.67)

Podle věty o vztahu druhé derivace a konvexity je tedy funkce f

� ryze konvexní na .�1;�3�,
� ryze konvexní na Œ�3;�2�,
� ryze konkávní na Œ�2;�1�,
� ryze konvexní na Œ�1;1/.

Protože f 0
�.�3/ � f 0

C.�3/, je f dle Příkladu 5.5.8 ryze konvexní na intervalu
.�1;�2�.

Nechť x 2 R n f�2;�1g. Potom buď x D �3 a neexistuje f 0.�3/ nebo x ¤ �3

a platí f 00.x/ ¤ 0. V žádném bodě x 2 R n f�2;�1g tedy není splněna nutná pod-
mínka existence inflexního bodu. Zbývá vyšetřit body x1 D �2 a x2 D �1. Víme,
že f 0 existuje a spojitá na Rnf�3g. Díky (5.67) jsou splněny podmínky Věty 5.4.20
(postačující podmínky pro inflexni). Oba body x1 a x2 jsou tudíž inflexními body
funkce f a z výše uvedené analýzy vyplývá, že jiné inflexní body funkce f nemá.

Zbývá vyšetřit asymptoty funkce f . Vzhledem k tomu, že

lim
x!˙1

f .x/

x
D 1;

funkce f nemá v 1 ani v �1 asymptotu. |
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5.6.64. Příklad. Vyštřete průběh funkce

f .x/ D
x � 9

p
x

p
3 3

p
x � 3

:

Řešení. Zadaná funkce je zřejmě dobře definovaná naRnf27g. Dále je díkyVětám4.2.5
a 4.3.3 na svém definičním oboru spojitá. Při výpočtu limit v krajních bodech de-
finičního oboru dostáváme

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

x

3

q
1 �

3
3
p
x

D 1;

lim
x!�1

f .x/ D lim
x!�1

x

3

q
1 �

3
3
p
x

D �1;

lim
x!27C

f .x/ D 1; lim
x!27�

f .x/ D �1:

(5.68)

Vzhledem k tomu, že D.f / není symetrický a ani periodický, funkce není ani sudá,
ani lichá, či periodická.

Při výpočtu první derivace funkce f můžeme v bodech D.f / n f0g použít Vě-
tu 5.1.17 a obdržíme

f 0.x/ D

0BB@ x
10
3�

x
1
3 � 3

� 1
3

1CCA
0

D

10
9
x

1
9

�
x

1
3 � 3

� 1
3

� x
10
9
1
3

�
x

1
3 � 3

�� 2
3 1
3
x� 2

3

.x
1
3 � 3/

2
3

D
x

1
9

3.x
1
3 � 3/

4
3

�
3x

1
3 � 10

�
; x 2 R n f0; 27g:

V bodě 0 dostaneme

f 0.0/ D lim
x!0

f .x/ � f .x/

x � 0
D lim
x!0

x
1
9�

x
1
3 � 3

� 1
3

D 0:

Tedy jest

8x 2 .�1; 0/ W f 0.x/ > 0;

8x 2 .0; 27/ W f 0.x/ < 0;

8x 2 .27;
1000

27
/ W f 0.x/ < 0;

8x 2 .
1000

27
;1/ W f 0.x/ > 0:

Podle věty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f
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� rostoucí na .�1; 0�,
� klesající na Œ0; 27/,
� klesající na .27; 1000

3
�,

� rostoucí na Œ1000
3
;1/.

Vyšetříme lokální a globální extrémy funkce f . Vzhledem k (5.68) nemá f
globální extrémy. Z výše uvedených intervalů monotonie vyplývá, že funkce f má
lokální maximum v bodě 0, přičemž hodnota tohoto maxima je rovna 0, a má lo-
kální minimum v bodě 1000

27
, přičemž hodnota tohoto minima je 1000

27

3
p
10. Z těchto

intervalů též vyplývá, že f jiných lokálních extrémů nemá.
Určíme nyní H .f /. Jelikož je f spojitá na intervalu .�1; 27/ i na intervalu

.27;1/, dostáváme kombinací Věty 4.3.6, (5.68) a znalosti lokálních extrémů f ,
že

H .f / D .�1; 0� [ Œ
1000

27

3
p
10;1/:

Druhou derivaci funkce f spočteme v bodech D.f / n f0g. Pro tyto body platí

f 00.x/ D

 
3x

4
9 � 10x

1
9

3.x
1
3 � 3/

4
3

!0

D

�
12
9
x� 5

9 �
10
9
x� 8

9

� �
x

1
3 � 3

� 4
3

�

�
3x

4
9 � 10x

1
9

�
4
3

�
x

1
3 � 3

� 1
3 1
3
x� 2

3

3.x
1
3 � 3/

8
3

D

�
x

1
3 � 3

� 1
3

x� 8
9

3.x
1
3 � 3/

8
3

��
4

3
x

3
9 �

10

3

��
x

1
3 � 3

�
�
4

9
x

2
9

�
3x

4
9 � 10x

1
9

��

D

�
x

1
3 � 3

� 1
3

x� 8
9

3
�
x

1
3 � 3

� 8
3

�
�2x

1
3 C 10

�
:

Tedy jest
8x 2 .�1; 0/ W f 00.x/ < 0;

8x 2 .0; 27/ W f 00.x/ < 0;

8x 2 .27; 125/ W f 00.x/ > 0;

8x 2 .125;1/ W f 00.x/ < 0:

(5.69)

Podle Věty 5.4.14 je tedy funkce f
� ryze konkávní na .�1; 0�,
� ryze konkávní na Œ0; 27/,
� ryze konvexní na .27; 125�,
� ryze konkávní na Œ125;1/.

Jelikož je f 0.0/ D 0, je podle Příkladu 5.5.8 f ryze konkávní na .�1; 27/. Dále
z Věty 5.4.20 plyne, že bod 125 je inflexním bodem funkce f . Vzhledem k (5.69)
funkce f jiných inflexních bodů nemá.
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Zbývá vyšetřit asymptoty funkce f . Jest

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

1�
1 � 3x� 1

3

� 1
3

D 1

a

lim
y!1

 
y3 � y

1
3

.y � 3/
1
3

� y3

!
D lim
y!1

y3 � y
1
3 � y3 .y � 3/

1
3

.y � 3/
1
3

D lim
y!1

y3 .y � .y � 3//

.y � 3/
1
3

�
y

2
3 C y

1
3 .y � 3/

1
3 C .y � 3/

2
3

�
D lim
y!1

3y2

.1 � 3y�1/
1
3

�
1C .1 � 3y�1/

1
3 C .1 � 3y�1/

2
3

� D 1:

Z této limity a Věty 4.2.21 nyní plyne

lim
x!1

.f .x/ � x/ D lim
x!1

0BB@
�
x

1
3

�3
�

�
x

1
3

� 1
3

�
x

1
3 � 3

� 1
3

� x

1CCA D 1:

Z těchto výpočtů plyne, že f nemá v 1 asymptotu.
Obdobně obdržíme, že

lim
x!�1

f .x/

x
D lim
x!�1

1�
1 � 3x� 1

3

� 1
3

D 1;

dále

lim
y!�1

 
y3 � y

1
3

.y � 3/
1
3

� y3

!
D 1;

a tedy
lim

x!�1
.f .x/ � x/ D 1:

Ani v �1 tedy funkce f asymptotu nemá. |

5.6.65. Příklad. Vyštřete průběh funkce

f .x/ D

(
x � e

� 1

log2 x ; x 2 .0; 1/ [ .1;1/;

0; x 2 f0; 1g:

Řešení. Vzhledem k tomu, že D.f / D Œ0;1/, nemůže být f ani sudá, lichá či peri-
odická. Vzhledem k tomu, že

lim
x!0C

f .x/ D 0; lim
x!1

f .x/ D 0;
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je f spojitá v bodech 0 a 1. Zřejmě je též spojitá v bodech množiny .0; 1/[ .1;1/,
a tedy je spojitá na D.f /. Limita v nekonečnu je

lim
x!1

f .x/ D lim
x!1

x � lim
x!1

e
� 1

log2 x D 1:

Počítáme-li první derivaci funkce f , obdržíme

f 0.x/ D e
� 1

log2 x C xe
� 1

log2 x �
2

x
� .log x/�3

D e
� 1

log2 x .log x/�3
h
log3 x C 2

i
; x 2 .0; 1/ [ .1;1/:

Přímo z definice spočítáme

f 0
C.0/ D lim

x!0C

f .x/

x
D lim
x!1

e
� 1

log2 x D 1:

Konečně díky Větě 5.2.10 dostáváme

f 0.1/ D lim
x!1

f 0.x/ D lim
x!1

�
log3 x C 2

�
� lim
x!1

 
log�4

x

elog
�2 x

log�3
x log4 x

!
D 0:

(Při výpočtu jsme použili Větu 4.2.21 a fakt limy!1
y2

ey D 0, viz Příklad 5.6.43.)
Tedy jest

8x 2 .0; e�
3
p
2/ W f 0.x/ > 0;

8x 2 .e�
3
p
2; 1/ W f 0.x/ < 0;

8x 2 .1;1/ W f 0.x/ > 0:

Podle věty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f

� rostoucí na Œ0; e�
3
p
2�,

� klesající na Œe�
3
p
2; 1�,

� rostoucí na Œ1;1/.

V bodech 0 a 1 má tedy funkce f globální minimum o hodnotě 0, v bodě e�
3
p
2

má lokální maximum. Vzhledem k tomu, že limx!1 f .x/ D 1, funkce f nemá
globální maximum.

Z těchto úvah a Věty 4.3.4 plyne, že H .f / D Œ0;1/.
Pro x 2 .0; 1/ [ .1;1/ spočteme

f 00.x/ D e
� 1

log2 x

�
2 log�3

x �
1

x

��
1C 2 log�3

x
�

C e
� 1

log2 x log�4
x

�6

x

D e
� 1

log2 x
2

x
log�6

x
h
log3 x C 2 � 3 log2 x

i
:

Vzhledem k tomu, že

y3 � 3y2 C 2 D .y � 1/.y2 � 2y C 2/ D .y � 1/
�
y � .1C

p
3/
� �
y � .1 �

p
3
�
;
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máme
8x 2 .0; e1�

p
3/ W f 00.x/ < 0;

8x 2 .e1�
p
3; 1/ W f 00.x/ > 0;

8x 2 .1; e/ W f 00.x/ > 0;

8x 2 .e; e1C
p
3/ W f 00.x/ < 0;

8x 2 .e1C
p
3;1/ W f 00.x/ > 0:

(5.70)

Podle věty o vztahu druhé derivace a konvexity je tedy funkce f

� ryze konkávní na Œ0; e1�
p
3�,

� ryze konvexní na Œe1�
p
3; 1�,

� ryze konvexní na Œ1; e�,
� ryze konkávní na Œe; e1C

p
3�,

� ryze konvexní na Œe1C
p
3;1/.

Díky Příkladu 5.5.8 je funkce f ryze konvexní na Œe1�
p
3; e�. Z Věty 5.4.20 plyne,

že e1�
p
3; e; e1C

p
3 jsou inflexní body funkce f . V bodě 1má tečna ke grafu funkce

f tvar t.x/ D 0, x 2 R, z čehož přímo z definice plyne, že 1 není inflexní bod f .
Konečně můžeme z (5.70) usoudit, že jiné než výše uvedené inflexní body funkce
f nemá.

Zjistíme nyní, zdali má funkce f v nekonečnu asymptotu. Vzhledem k tomu,
že

lim
x!1

f .x/

x
D lim
x!1

e
� 1

log2 x D 1

a

lim
x!1

.f .x/ � x/ D lim
x!1

x

 
e� log�2 x � 1

� log�2
x

!
.� log�2

x/

D lim
x!1

e� log�2 x � 1

� log�2
x

� lim
x!1

�x

log�2
x

D �1;

funkce f nemá v nekonečnu asymptotu. (Při výpočtu jsme užili Příklad 5.6.43.) |

5.6.66. Příklad. Vyštřete průběh funkce

f .x/ D sin x C
1

6 sin x
:

Řešení. Definiční obor funkce f je množina

D.f / D
[
k2Z

.k�; .1C k/�/

a f je zjevně na D.f / spojitá.
Vzhledem k tomu, že sinus je lichá funkce, je f též lichá. Navíc je periodická

s periodou 2�. Omezíme se tedy při vyšetřování průběhu f na množinu .��; 0/[

.0; �/. Cenným vodítkem nám přitom bude právě lichost zadané funkce.
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Máme

lim
x!���

f .x/ D lim
x!0�

f .x/ D �1 a lim
x!0C

f .x/ D lim
x!��

f .x/ D 1: (5.71)

Platí

f 0.x/ D cos x �
cos x
6 sin2 x

D
cos x
sin2 x

�
sin2 x �

1

6

�
; x 2 D.f /:

Označme ˛ D arcsin 1p
6
a nechť

x1 D �� C ˛; x2 D �˛; x3 D ˛; x4 D � � ˛:

Tedy
� f 0 > 0 na intervalech .��; x1/; .��

2
; x2/; .x3;

�
2
/; .x4; �/ a

� f 0 < 0 na intervalech .x1;��
2
/; .x2; 0/; .0; x3/; .

�
2
; x4/.

Podle věty o vztahu derivace a monotonie je tedy funkce f
� rostoucí na intervalech .��; x1�; Œ��

2
; x2�; Œx3;

�
2
�; Œx4; �� a

� klesající na Œx1;��
2
�; Œx2; 0/; .0; x3�; Œ

�
2
; x4�.

V bodech �
�
2
; x3; x4 má lokální minima, přičemž f .x3/ D f .x4/ D

q
2
3
a f .��

2
/ D

�
7
6
, a v bodech x1; x2; �2 má lokální maxima, přičemž f .x1/ D f .x2/ D �

q
2
3

a f .�
2
/ D

7
6
.

Z právě provedených úvah, Věty 4.3.4 a (5.71) plyne, že

H .f / D .�1;�

r
2

3
� [ Œ

r
2

3
;1/:

Druhá derivace funkce f je pak pro x 2 D.f / rovna

f 00.x/ D

�
cos x

�
1 �

1

6 sin2 x

��0

D .� sin x/
�
1 �

1

6 sin2 x

�
C cos x

�2

6
.sin x/�3 cos x

D
�6 sin4 x sin2 x C 2 cos2 x

6 sin3 x

D
�6 sin4 x � sin2 x C 2

6 sin2 x
:

Jelikož rovnice
�6y2 � y C 2 D 0

má kořeny �
2
3
a 1
2
, hledáme ta čísla x, pro která sin2 x D

1
2
. Zajímá nás tedy mno-

žina f�
3�
4
;��

4
; �
4
; 3�
4

g. Protože je
� f 00 > 0 na intervalech .�3�

4
;��

4
/; .0; �

4
/; .3�

4
; �/ a

� f 00 < 0 na intervalech .��;�3�
4
/; .��

4
; 0/; .�

4
; 3�
4
/,

je podle Věty 5.4.14 funkce f
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� ryze konvexní na intervalech Œ�3�
4
;��

4
�; .0; �

4
�; Œ3�

4
; �/ a

� ryze konkávní na intervalech .��;�3�
4
�; Œ��

4
; 0/; Œ�

4
; 3�
4
�.

Dle Věty 5.4.20 jsou body �
3�
4
;��

4
; �
4
; 3�
4

inflexními body funkce f . Vzhledem ke
znaménku druhé derivace jiných inflexních bodů funkce f nemá, viz Věta 5.4.18.

Asymptoty zřejmě nemá smysl vyšetřovat, a tedy zbývá pouze načrtnout graf.
|

5.6.67. Příklad. Vyšetřete průběh funkce zdané parametricky rovnicemi

x D t � sin t; y D 1 � cos t; t 2 R:

Přesněji se požaduje následující úvaha. Ukažte, že funkce '.t/ D t � sin t , t 2 R,
je rostoucí a zobrazuje R na R. Existuje proto její inverzní funkce '�1 W R ! R.
Vyšetřete průběh funkce

f .x/ D  .'�1.x//; x 2 R;

kde  .t/ D 1 � cos t , t 2 R.

Řešení. Funkce ' i  jsou nekonečně diferencovatelné a platí

lim
t!1

'.t/ D 1; lim
t!�1

'.t/ D �1:

Dále
'0.t/ D 1 � cos t; t 2 R;

a tedy '0 > 0 na intervalech .2k�; 2�.k C 1//, k 2 Z, přičemž v bodech k� ,
k 2 Z, má derivaci rovnou 0. Funkce ' je proto rostoucí na R a díky Větě 4.3.4
je '.R/ D R. Tím je zaručena existence funkce '�1 W R ! R. Navíc je '�1 spojitá
díky Větě 4.3.13.

Ukažme, že f je 2�-periodická. Nechť x 2 R je libovolné a t 2 R splňuje
'.t/ D x. Pak též

'.t C 2�/ D .t C 2�/ � sin.t C 2�/ D .t C 2�/ � sin t D x C 2�:

Tedy

f .x/ D  .'�1.x// D  .t/ D  .t C 2�/ D  .'�1.x C 2�// D f .x C 2�/:

Stačí tedy vyšetřit průběh funkce na intervalu Œ0; 2��.
Podle Věty 5.1.26 spočteme

f 0.x/ D . .'�.x///0 D  0.'�1.x// � .'�1.x//0

D sin.'�1.x//
1

1 � cos.'�1.x//
; x 2 .0; 2�/:

Ozančíme-li t D '�1.x/, je výraz sin t
1�cos t kladný pro t 2 .0; �/, záporný pro t 2

.�; 2�/ a nulový pro t D �. Tedy f 0 > 0 na intervalu .0; �/, f 0 < 0 na intervalu
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.�; 2�/ a f 0.x/ D 0 pro x D �. Jelikož f je spojitá, můžeme použít Větu 5.2.10
a odvodit pomocí Věty 4.2.25

f 0
C.0/ D lim

x!0C

f 0.x/ D lim
x!0C

sin.'�1.x//
1

1 � cos.'�1.x//

D lim
t!0C

sin t
1 � cos t

D lim
t!0C

sin t
t

�
t2

1 � cos t
�
1

t
D 1:

Obdobně odvodíme (například podle Věty 5.3.1)

f 0
�.2�/ D lim

t!2��

sin t
1 � cos t

D lim
t!2��

cos t
sin t

D �1:

Z těchto výpočtů nyní vidíme, že f roste na intervalu Œ0; �� a klesá na intervalu
Œ�; 2��. Dále má v bodě � globální maximum o hodnotě 2. Vzhledem k tomu, že
f je kladná na inttervalu .0; 2�/, má f v bodech 0 a 2� globální minima splňující
f .0/ D f .2�/ D 0.

Vzhledem k tomu, že f je jakožto složení spojitých funkcí spojitá, dostáváme
z Věty 4.3.4, že H .f / D Œ0; 2�.

K výpočtu f 00 opět použijeme Větu 5.1.26. Nejprve označme !.t/ D
sin t
1�cos t ,

t 2 .0; 2�/. Pak

!0.t/ D
�1

1 � cos t
; t 2 .0; 2�/:

Tedy máme

f 00.x/ D

�
sin.'�1.x//

1 � cos.'�1.x//

�0

D
�
!.'�1.x//

�0
D !0.'�1.x//.'�1.x//0 D

�1

1 � cos.'�1.x//
�

1

1 � cos.'�1.x//

D
�1

.1 � cos.'�1.x///2
; x 2 .0; 2�/:

Tedy f 00 < 0 na .0; 2�/, a tedy je f ryze konkávní na Œ0; 2�� (viz Věta 5.4.14).
Vzhledem k její periodicitě nemá asymptoty, viz Příklad 5.5.7. |



KAPITOLA 6

Elementární funkce

Již v první kapitole jsme se zabývali elementárními funkcemi. Uvedli jsme však
pouze některé jejich vlastnosti a jejich konstrukcí jsme se nezabývali. Výsledky, kte-
ré jsme odvodili v předchozích kapitolách, nám nyní umožní elementární funkce
zkonstruovat a přesně odvodit jejich základní vlastnosti.

6.1. Exponenciální funkce a logaritmus

6.1.1. Označení. V následující části textu, ale i později, budeme pracovat s ne-
konečnými řadami tvaru

P1

nD0 anx
n, kde x i an, n 2 N, jsou reálná čísla. Pro

x D 0; n D 0, pak ale musíme uvažovat výraz a000. Symbol 00 není obecně de-
finován, zde však bude označovat číslo 1. Tato konvence umožňuje místo kompli-
kovanějšího zápisu a0 C

P1

nD1 anx
n psát pouze

P1

nD0 anx
n.

6.1.2. Definice. Exponenciální funkci exp definujme pro x 2 R předpisem

exp.x/ D

1X
nD0

xn

nŠ
: (6.1)

Místo exp.x/ budeme pro jednoduchost zápisu často psát exp x.

6.1.3. Věta (základní vlastnosti funkce exp). Funkce exp W R ! R je dobře defino-
vána a splňuje

(E1) 8x; y 2 R W exp.x C y/ D exp.x/ � exp.y/,

(E2) limx!0
expx�1

x
D 1.

Důkaz. Z Příkladu 3.9.23 vyplývá, že řada na pravé straně rovnosti (6.1) je abso-
lutně konvergentní pro každé x 2 R. Funkce exp je tedy předpisem (6.1) dobře
definována na množině R.

Zvolme x; y 2 R. Potom z binomické věty (Věta 1.5.5) plyne, že

exp.x C y/ D

1X
nD0

.x C y/n

nŠ
D

1X
nD0

nX
kD0

 
n

k

!
xn�kyk

nŠ
D

1X
nD0

nX
kD0

xn�k

.n � k/Š

yk

kŠ
:

Výraz na pravé straně předchozí vysazené formule je Cauchyovým součinem řadP1

nD0
xn

nŠ
a
P1

nD0
yn

nŠ
podle Definice 3.6.1. Protože, jak již víme, jsou obě tyto řady

353
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absolutně konvergentní (stačila by jedna), plyne z Mertensovy věty (Věta 3.6.2),
že řada

P1

nD0

Pn
kD0

xn�k

.n�k/Š
yk

kŠ
je konvergentní a platí

1X
nD0

nX
kD0

xn�k

.n � k/Š

yk

kŠ
D

 
1X
nD0

xn

nŠ

! 
1X
nD0

yn

nŠ

!
;

tedy exp.x C y/ D .exp x/.expy/. Odtud plyne tvrzení (E1).
Zbývá dokázat tvrzení (E2). Nechť x 2 R, jxj � 1. Potom podle (6.1) platí:ˇ̌̌̌

exp x � 1

x
� 1

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
exp x � 1 � x

x

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
ˇ 1x

1X
nD2

xn

nŠ

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇx

1X
nD2

xn�2

nŠ

ˇ̌̌̌
ˇ :

Protože jxj � 1 a n�2 � 0 pro každé n � 2, dostáváme z Věty 3.4.3 a Příkladu 3.8.7,
že ˇ̌̌̌

exp x � 1

x
� 1

ˇ̌̌̌
� jxj

1X
nD2

jxjn�2

nŠ
� jxj

1X
nD2

1

nŠ
D .e � 2/jxj:

Zřejmě platí limx!0.e�2/jxj D 0, a tedy dle věty o limitě a uspořádání (Věta 4.2.9)
platí také limx!0

ˇ̌̌
expx�1

x
� 1

ˇ̌̌
D 0. PodleVěty 4.1.18 tudíž platí limx!0

�
expx�1

x
� 1

�
D

0. Odtud plyne tvrzení (E2). �

6.1.4 (vlastnosti exponenciální funkce). Nyní uvedeme několik vlastností expo-
nenciální funkce, které odvodíme pouze z výroků (E1) a (E2). To znamená, že se
nebudeme odvolávat na předpis (6.1) ale pouze na (E1) a (E2). Tento přístup nám
později umožní dokázat, že exponenciální funkce je svými vlastnostmi (E1) a (E2)
jednoznačně určena.
(E3) Platí exp.0/ D 1.

Podle (E1) platí exp.0/ D exp.0C0/ D .exp.0//2. To znamená, že buď exp.0/ D 1,
nebo exp.0/ D 0. Předpokládejme, že exp.0/ D 0. Potom pro každé x 2 R podle
(E1) platí exp.x/ D exp.x C 0/ D exp.x/ exp.0/ D 0. Tedy z (E2) vyplývá, že
1 D limx!0

expx�1

x
D limx!0

�1
x
, což je spor. Platí tedy exp.0/ D 1.

(E4) Pro každé x 2 R platí exp0.x/ D exp.x/.

Nechť x 2 R. Potom podle definice derivace a (E1) platí

exp0.x/ D lim
h!0

exp.x C h/ � exp.x/
h

D lim
h!0

exp.x C h/ � exp.x C 0/

h

D lim
h!0

�
exp.x/ exp.h/ � exp.x/ exp.0/

h
D lim
h!0

exp.x/ �
exp.h/ � exp.0/

h
:

Odtud podle (E3) a (E2) plyne, že

exp0.x/ D lim
h!0

exp.x/ �
exp.h/ � 1

h
D exp.x/:
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(E5) Pro každé x 2 R platí exp.�x/ D
1

exp.x/
.

Z (E1) a (E3) plyne 1 D exp.x � x/ D exp.x/ exp.�x/. Odtud plyne tvrzení.

(E6) Pro každé x 2 R platí exp.x/ > 0.

Nechť x 2 R. Z (E5) plyne exp.x/ ¤ 0. Dle (E1) platí

exp.x/ D exp.x
2

C
x
2
/ D exp

�
x
2

�
� exp

�
x
2

�
D .exp

�
x
2

�
/2 � 0;

čímž je tvrzení dokázáno.

(E7) Funkce exp je spojitá na R.

Podle (E4) má funkce exp vlastní derivaci v každém bodě x 2 R. Tvrzení tedy
plyne z Věty 5.1.15.

(E8) Funkce exp je rostoucí na R.

Podle (E3) a (E6) platí exp0.x/ D exp.x/ > 0 pro každé x 2 R. Tvrzení tedy plyne
z Věty 5.2.6.

(E9) Platí limx!1 exp.x/ D 1 a limx!�1 exp.x/ D 0.

Z (E3) a (E8) plyne exp.1/ > exp.0/ D 1. Odtud, z (E1) a Příkladu 2.3.34 dostá-
váme

lim
n!1

exp.n/ D lim
n!1

�
exp.1/

�n
D 1:

To znamená, že funkce exp není shora omezená. Zároveň je podle 6:P:vlastnost-E8
rostoucí, a tedy z věty o limitěmonotónní funkce (Věta 4.2.26) plyne, že limx!1 exp.x/ D

1. Podle (E5), Věty 4.2.21 a již dokázané části tvrzení dále platí, že

lim
x!�1

exp.x/ D lim
x!�1

1

exp.�x/
D lim
x!1

1

exp.x/
D 0:

Tím jsou dokázána obě požadovaná tvrzení.

(E10) Platí H .exp/ D .0;1/.

Podle (E7) je funkce exp je spojitá, a tedy podle Věty 4.3.6 je množina H .exp/ in-
terval. Podle (E6) pak platí H .exp/ � .0;1/. Díky (E9) pak dostáváme H .exp/ D

.0;1/.

6.1.5. Věta. Existuje právě jedna funkce definovaná na R splňující podmínky (E1)
a (E2).
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Důkaz. Existence funkce splňující podmínky (E1) a (E2) plyne z Definice 6.1.2
a Věty 6.1.3. Dokážeme nyní její jednoznačnost.

Předpokládejme, že funkce f W R ! R a g W R ! R pro každé x; y 2 R splňují
f .xCy/ D f .x/f .y/ a g.xCy/ D g.x/g.y/, limx!0

f .x/�1
x

D 1 a limx!0
g.x/�1
x

D

1. Ukážeme, že pak již nutně platí f D g.
Z předchozích úvah vyplývá, že funkce f a g splňují všechny podmínky (E3)–

(E10), neboť k jejich odvození jsme využili pouze podmínky (E1) a (E2). Platí tedy
f .0/ D g.0/ D 1 podle (E3) a pro každé x 2 R platí f 0.x/ D f .x/ a g0.x/ D g.x/

podle (E4). Z podmínky (E6) vyplývá, že pro každé x 2 R platí g.x/ ¤ 0. Pomocí
Věty 5.1.17(c) tudíž dostáváme pro každé x 2 R�

f

g

�0

.x/ D
f 0.x/g.x/ � f .x/g0.x/

g.x/2
D
f .x/g.x/ � f .x/g.x/

g.x/2
D 0:

Podle Věty 5.2.9 je funkce f
g
konstantní, tedy existuje c 2 R takové, že pro každé

x 2 R platí f .x/
g.x/

D c. Protože f .0/
g.0/

D 1, platí c D 1. Odtud plyne, že f D g. Tvrzení
je dokázáno. �

Obrázek 1. Graf exponenciální funkce

6.1.6. Poznámka. Podle Příkladu 3.8.7 platí e D
P1

nD0
1
nŠ
. Ze vzorce (6.1) tedy

plyne

exp.1/ D

1X
nD0

1

nŠ
D e:

6.1.7. Definice.
(a) Funkce log W .0;1/ ! R je definována jako inverzní funkce k funkci exp.

Nazývá se přirozeným logaritmem.
(b) Je-li a 2 .0;1/ n f1g, pak definujeme funkci log

a
W .0;1/ ! R předpisem

log
a
x D

log x
log a

:
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Funkci log
a
nazýváme logaritmem o základu a. V případě a D e píšeme

pouze log místo log
e
.

(c) Nechť a 2 R; a > 0, a b 2 R. Potom definujeme reálné číslo ab předpisem
ab D exp.b log a/.

(d) Nechť a 2 R, a > 0. Potom funkci x 7! ax , x 2 R, nazýváme obecnou
mocninou.

(e) Je-li n 2 N liché, n-tou odmocninu x 7! n
p
x, x 2 R, definujeme jako in-

verzní funkci k funkci x 7! xn, x 2 R. Je-li n 2 N sudé, n-tou odmocninu
x 7! n

p
x, x 2 Œ0;1/, definujeme jako inverzní funkci k funkci x 7! xn,

x 2 Œ0;1/.

6.1.8 (vlastnosti přirozeného logaritmu).
(L1) Platí D.log/ D .0;1/.

Platí D.log/ D H .exp/, a proto tvrzení plyne z (E10).

(L2) Platí H .log/ D R.

Tvrzení plyne z faktu H .log/ D D.exp/.

(L3) Funkce log je rostoucí na .0;1/.

Funkce exp je rostoucí, a proto je podle Věty 4.3.13 rostoucí i funkce log.

(L4) Funkce log je spojitá na .0;1/.

Spojitost plyne z věty o spojitosti inverzní funkce (Věta 4.3.13).

(L5) Pro každé x; y 2 .0;1/ platí log.xy/ D log.x/C log.y/.

Vezměme x; y 2 .0;1/ a označme a D log x a b D logy. Pak

xy D exp.a/ exp.b/ D exp.aC b/ D exp.log.x/C log.y//;

a tedy log.xy/ D log.x/C log.y/.

(L6) Pro každé a 2 .0;1/ a b 2 R platí log ab D b log a.

Pro příslušná a; b platí podle definice obecné mocniny

log ab D log
�
exp.b log a/

�
D b log a:

(L7) Pro každé x 2 .0;1/ platí .log/0x D
1
x
.

Podle věty o derivaci inverzní funkce (Věta 5.1.26(a)) a (E4) platí pro x 2 .0;1/

vztah
log0

x D
1

exp0.log x/
D

1

exp.log x/
D
1

x
:
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(L8) Platí limx!0C
log x D �1 a limx!1 log x D 1.

Podle (L3) je funkce log rostoucí, takže z věty o limitě monotónní funkce (Vě-
ta 4.2.26) plyne limx!0C

log x D infH .log/ a limx!1 log x D supH .log/. Z (L2)
pak vyplývá naše tvrzení.

Obrázek 2. Graf funkce logaritmus

6.1.9.Poznámky. (a) VDefinici 6.1.7(c) jsme provedli rozšíření výrazu ab na všech-
ny reálné exponenty b za předpokladu, že základ a je větší než 0. Doposud jsme
měli korektně definován výraz ab, a > 0, pouze pro případ, kdy b bylo číslo raci-
onální. Nová definice dává podle vlastnosti (L6) v tomto případě totéž, a je tedy
rozšířením definice původní. Místo exp.x/ často píšeme ex , neboť podle definice
obecné mocniny jsou si tyto výrazy rovny. Výraz ab máme tedy definován v těchto
případech:

� a 2 R, a > 0, a b 2 R libovolné,
� a 2 R libovolné a b 2 N,
� a 2 R, a ¤ 0, a b 2 Z, b < 0.

(b) Nechť f a g jsou reálné funkce definované na množině M � R, přičemž
f W M ! .0;1/. Potom symbolem f .x/g.x/ budeme označovat funkci definova-
nou na množiněM předpisem x 7! exp.g.x/ logf .x//.

6.2. Goniometrické funkce

Při odvozování některých vlastností elementárních funkcí v tomto oddílu vy-
užijeme následující lemma.

6.2.1. Lemma. Nechť x 2 R. Potom existuje kladnéC 2 R (závisející na x) takové,
že pro každé n 2 N a h 2 .�1; 1/ platíˇ̌

.x C h/n � xn � nhxn�1
ˇ̌

� h2C n: (6.2)
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Důkaz. Položme C D 2.jxj C 1/. Pokud n D 1, pak tvrzení triviálně platí. Z bino-
mické věty pro n 2 N; n � 2, a h 2 .�1; 1/ dostáváme

.x C h/n � xn � nhxn�1
D

nX
kD2

 
n

k

!
xn�khk :

Využitím nerovností jxj C 1 � 1 a jhj < 1 obdržíme

j.x C h/n � xn � nhxn�1
j �

nX
kD2

 
n

k

!
jxj

n�k
jhj

k
�

nX
kD2

 
n

k

!
.jxj C 1/nh2

� h2.jxj C 1/n
nX
kD0

 
n

k

!
:

Podle Příkladu 1.8.5 platí
Pn
kD0

�
n
k

�
D 2n. Pak dostáváme

j.x C h/n � xn � nhxn�1
j � h2.jxj C 1/n2n D h2C n:

Tím je důkaz dokončen. �

6.2.2. Definice. Funkci sinus, značíme sin, a kosinus, značíme cos, definujeme
předpisy

sin.x/ D

1X
nD0

.�1/n
x2nC1

.2nC 1/Š
; x 2 R; (6.3)

cos.x/ D

1X
nD0

.�1/n
x2n

.2n/Š
; x 2 R: (6.4)

6.2.3. Věta (základní vlastnosti sinu a kosinu). Funkce sinus a kosinus jsou dobře
definované a splňují
(G1) pro každé x; y 2 R platí

sin.x C y/ D sin.x/ cos.y/C cos.x/ sin.y/;

(G2) pro každé x; y 2 R platí

cos.x C y/ D cos.x/ cos.y/ � sin.x/ sin.y/;

(G3) sin je lichá funkce a cos je sudá funkce,

(G4) existuje kladné číslo� takové, že sin je rostoucí na Œ0; �
2
�, sin.0/ D 0 a sin.�

2
/ D

1,

(G5) sin0.0/ D 1.

Důkaz. Podle Příkladu 3.9.24 obě řady konvergují pro každé x 2 R. Funkce sin
a cos jsou tedy dobře definovány.

Nejprve dokážeme, že platí

8x 2 R W sin0.x/ D cos.x/: (6.5)
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Vezměme pevné x 2 R. Pro h 2 R platí

sin.x C h/ � sin.x/ � h cos.x/

D

1X
nD0

.�1/n
�
.x C h/2nC1 � x2nC1

.2nC 1/Š
�
hx2n

.2n/Š

�

D

1X
nD1

.�1/n

.2nC 1/Š

�
.x C h/2nC1

� x2nC1
� h.2nC 1/x2n

�
:

(6.6)

Podle Lemmatu 6.2.1 nalezneme pro x 2 R kladné C takové, že pro každé h 2

R; jhj < 1, platí

j.x C h/2nC1
� x2nC1

� h.2nC 1/x2nj � C 2nC1h2: (6.7)

Odtud a z (6.6) dostáváme, že pro každé h 2 P.0; 1/ platí

j sin.x C h/ � sin.x/ � h cos.x/j �

1X
nD1

C 2nC1

.2nC 1/Š
h2

D

� 1X
nD1

C 2nC1

.2nC 1/Š

�
h2:

(6.8)

Řada
P1

nD1
C2nC1

.2nC1/Š
konverguje podle podílového kritéria. Odtud pak plyne

lim
h!0

ˇ̌̌ sin.x C h/ � sin.x/ � h cos.x/
h

ˇ̌̌
D 0;

neboli

sin0.x/ D lim
h!0

sin.x C h/ � sin.x/
h

D cos.x/:

Zcela analogicky lze odvodit vztah

8x 2 R W cos0.x/ D � sin.x/: (6.9)

Ověříme vlastnosti (G1)–(G5).

(G1)–(G2) Vezměme a 2 R pevné a pro x 2 R definujme

 .x/ D
�
sin.x C a/ � sin.x/ cos.a/ � sin.a/ cos.x/

�2
C
�
cos.x C a/ � cos.x/ cos.a/C sin.a/ sin.x/

�2
:

Přímočarý výpočet spolu s (6.5) a (6.9) dává, že pro každé x 2 R platí  0.x/ D 0.
Protože

 .0/ D .sin.a/ � sin.a//2 C .cos.a/ � cos.a//2 D 0;

dostáváme  .x/ D 0 pro každé x 2 R, a tedy také dokazované vztahy z (G1).

(G3) Ze vztahu (6.3) plyne, že funkce sin je lichá. Podobně z (6.4) plyne, že funkce
cos je sudá.



6.2. GONIOMETRICKÉ FUNKCE 361

(G4) Pro každé x 2 R platí

sin.x/ D

1X
nD0

x4nC1

.4nC 1/Š

�
1 �

x2

.4nC 2/.4nC 3/

�
:

Pokud x 2 .0; 2/, potom jsou členy předchozí řady kladné a platí sin.x/ > 0. Podle
Věty 5.2.6 a (6.9) je funkce cos klesající na intervalu .0; 2/. Ze vztahu

cos.x/ D 1 �

1X
nD0

x4nC2

.4nC 2/Š

�
1 �

x2

.4nC 3/.4nC 4/

�
plyne

cos.2/ < 1 �
22

2Š

�
1 �

22

3 � 4

�
D �

1

3
< 0:

Existuje tedy právě jedno ˛ 2 .0; 2/ takové, že cos.˛/ D 0 (Věta 4.3.4). Tedy funkce
cos je na intervalu .0; ˛/ kladná. Odtud a z (6.5) plyne, že funkce sin je rostoucí na
Œ0; ˛� (Věta 5.2.6). Položme nyní � D 2˛. Podle (G1) a (G2) platí

1 D cos.0/ D cos
��
2

�
�

2

�
D cos

��
2

�
cos

�
�
�

2

�
� sin

��
2

�
sin
�
�
�

2

�
D 0C sin2

��
2

�
;

a tedy sin2.�
2
/ D 1. Poněvadž sin

�
�
2

�
> 0, platí sin

�
�
2

�
D 1. Podle (6.3) snadno

ověříme sin 0 D 0. Tím jsou vlastnosti popsané v (G4) ověřeny.

(G5) Podle (6.4)máme cos.0/ D 1, a tedy podle (6.5) platí sin0.0/ D cos.0/ D 1. �

6.2.4 (vlastnosti funkcí sinus a kosinus). K odvození vlastností funkcí sinus a ko-
sinus použijeme pouze vlastnosti (G1)–(G5).

(G6) Platí cos.0/ D 1.

Z (G1) a (G4) dostáváme

1 D sin
��
2

�
D sin

��
2

C 0
�

D sin
��
2

�
cos.0/C cos

��
2

�
sin.0/

D 1 � cos.0/C cos
��
2

�
� 0 D cos.0/:

(G7) Pro každé x 2 R platí sin2.x/C cos2.x/ D 1.

Z (G2) a (G3) máme pro každé x 2 R

1 D cos.x � x/ D cos.x/ cos.�x/ � sin.x/ sin.�x/ D cos2.x/C sin2.x/:

(G8) Platí cos
�
�
2

�
D 0.

Tvrzení plyne z (G4) a (G7).
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(G9) Pro každé x 2 R platí sin.x C �/ D � sin.x/ a cos.x C �/ D � cos.x/.

Podle (G1), (G2), (G4) a (G8) platí

sin.x C �/ D sin
�
x C

�

2

�
cos

��
2

�
C cos

�
x C

�

2

�
sin
��
2

�
D cos

�
x C

�

2

�
D cos.x/ cos

��
2

�
� sin.x/ sin

��
2

�
D � sin.x/;

cos.x C �/ D cos
�
x C

�

2

�
cos

��
2

�
� sin

�
x C

�

2

�
sin
��
2

�
D � sin

�
x C

�

2

�
D � sin.x/ cos

��
2

�
� cos.x/ sin

��
2

�
D � cos.x/:

(G10) Funkce sin a cos jsou 2�-periodické.

Nechť x 2 R. Potom podle (G9) platí sin.xC2�/ D � sin.xC�/ D sin x a cos.xC

2�/ D � cos.x C �/ D cos.x/.

(G11) Pro každé x 2 R platí sin0.x/ D cos.x/.

Spočteme nejprve dvě limity, které budeme potřebovat při odvození derivace funk-
ce sin. Podle (G5) platí

lim
h!0

sin.h/
h

D lim
h!0

sin.h/ � sin.0/
h

D sin0.0/ D 1:

Podle vztahu (G2) platí pro každé h 2 R rovnost cos.h/ D cos2
�
h
2

�
� sin2

�
h
2

�
.

Podle (G7) pak obdržíme vztah cos.h/ D 1 � 2 sin2
�
h
2

�
. Tento vztah použijeme

v následujícím výpočtu

lim
h!0

cos.h/ � 1

h2
D lim
h!0

�2 sin2
�
h
2

�
h2

D �
1

2
lim
h!0

 
sin
�
h
2

�
h
2

!2
D �

1

2
:

Pro x 2 R počítejme

sin0.x/ D lim
h!0

sin.x C h/ � sin.x/
h

D lim
h!0

1

h

�
sin.x/ cos.h/C cos.x/ sin.h/ � sin.x/

�
D lim
h!0

sin.x/
cos.h/ � 1

h2
hC lim

h!0
cos.x/

sin.h/
h

D sin.x/ �
�1

2
� 0C cos.x/ � sin0.0/ D cos.x/:
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(G12) Pro každé x 2 R platí cos0.x/ D � sin.x/.

Pro každé x 2 R platí podle (G1) a (G8) vztah sin
�
�
2

� x
�

D cos.x/. Pro každé
x 2 R máme podle věty o derivaci složené funkce

cos0.x/ D

�
sin
��
2

� x
��0

D cos
��
2

� x
�

� .�1/ D � sin.x/:

(G13) Funkce sin a cos jsou spojité na R.

Funkce sin a cos mají v každém bodě x 2 R vlastní derivaci, a tedy jsou podle
Věty 5.1.15 v x spojité.

(G14) Platí sin.x/ D 0, právě když x D k� pro k 2 Z.

Funkce sin je 2�-periodická podle (G10). Stačí tedy určit nulové body v intervalu
Œ0; 2�/. Podle (G4) platí, že sin.0/ D 0 a funkce sin je kladná na intervalu .0; �

2
/.

Odtud a podle (G12) je cos klesající na intervalu Œ0; �
2
�. Díky vztahu cos

�
�
2

�
D 0

dostáváme, že funkce cos je na intervalu Œ0; �
2
/ kladná. Ze vztahů sin

�
x C

�
2

�
D

cos.x/ a cos
�
x C

�
2

�
D � sin.x/ dostáváme, že funkce sin je nulová v intervalu

Œ0; 2�/ právě v bodech 0 a �.

(G15) Platí cos.x/ D 0, právě když x D
�
2

C k� pro k 2 Z.

Tvrzení plyne z (G14) a vztahu sin
�
x C

�
2

�
D cos.x/.

6.2.5. Věta. Trojice .sin; cos; �/ je vlastnostmi (G1)–(G5) určena jednoznačně.

Důkaz. Předpokládejme, že trojice .sin�; cos�; ��/ splňuje vlastnosti (G1)–(G5).
Položme

'.x/ D .sin.x/ � sin�.x//2 C .cos.x/ � cos�.x//2; x 2 R:

Pro každé x 2 R platí

'0.x/ D 2
�
sin.x/ � sin�.x/

�
�
�
cos.x/ � cos�.x/

�
C 2

�
cos.x/ � cos�.x/

�
�
�
� sin.x/C cos�.x/

�
D 0:

Tedy je dle Věty 5.2.9 funkce ' konstantní na R. V bodě 0 je však nulová, a tedy je
nulová všude. Proto je sin D sin� a cos D cos�. Odtud a díky (G4) platí � D ��

a důkaz je hotov. �
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Obrázek 3. Grafy funkcí sinus a kosinus

6.2.6. Definice. Funkce tangens, značíme ji tg, a kotangens, značíme ji cotg, de-
finujeme předpisy

tg.x/ D
sin.x/
cos.x/

; x 2 R n

n�
2

C k� I k 2 Z
o
;

cotg.x/ D
cos.x/
sin.x/

; x 2 R n fk� I k 2 Zg :

Funkce sin, cos, tg a cotg nazýváme goniometrickými funkcemi.
6.2.7. Poznámka. Vzhledem k tomu, že již bylo zavedeno číslo � a obecná moc-
nina, máme zavedeno také reálné číslo �� , o němž jsme se zmínili v 1.1.2.

Vlastnosti funkce tangens.
(G14) Funkce tg je spojitá v každém bodě svého definičního oboru.

Plyne z (G13) pomocí Věty 4.2.5.

(G15) Funkce tg je lichá.

Plyne z (G3).

(G16) Funkce tg je �-periodická.

Je-li x 2 D.tg/, pak také xC� 2 D.tg/ a x�� 2 D.tg/ podle (G15). Pro x 2 D.tg/
pak máme podle (G9)

tg.x C �/ D
sin.x C �/

cos.x C �/
D

sin.x/
cos.x/

D tg.x/:

(G17) Platí tg0.x/ D
1

cos2.x/ , x 2 D.tg/.

Pro x 2 D.tg/ platí podle věty o derivaci podílu (Věta 5.1.17(c))

tg0.x/ D
sin0.x/ cos.x/ � sin.x/ cos0.x/

cos2.x/
D

cos.x/ cos.x/C sin.x/ sin.x/
cos2.x/

D
1

cos2.x/
:
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(G18) Funkce tg je rostoucí na .��
2
; �
2
/.

Funkce cos je na intervalu .��
2
; �
2
/ kladná, a tedy je derivace funkce tg na tomto

intervalu kladná. Z Věty 5.2.6 pak plyne, že funkce tg je rostoucí na .��
2
; �
2
/.

(G19) Platí tg.�
4
/ D 1.

(G20) Platí limx! �
2 �

tg.x/ D 1 a limx!� �
2 C

tg.x/ D �1.

Tvrzení plyne z poznámky za Větou 4.2.7 a vlastností funkcí sinus a kosinus.

(G21) Platí H .tg/ D R.

Funkce tg je spojitá na intervalu .��
2
; �
2
/ a zobrazuje tento interval opět na interval

(Věta 4.3.6), který podle předchozího tvrzení není omezený ani shora ani zdola.
Musí tedy být tg

�
.��

2
; �
2
/
�

D R, čímž je tvrzení dokázáno.

Vlastnosti funkce kotangens. Při důkazu následujících vlastností lze postu-
povat stejně jako v případě funkce tangens, a proto odvození již uvádět nebudeme.
(G21) Funkce cotg je spojitá v každém bodě svého definičního oboru.

(G22) Funkce cotg je lichá.

(G23) Funkce cotg je periodická s periodou �.

(G24) Funkce cotg je klesající na intervalu .0; �/.

(G25) Platí limx!0C
cotg.x/ D 1.

(G26) Platí limx!��
cotg.x/ D �1.

(G27) Platí cotg
�
�
4

�
D 1.

(G28) Platí H .cotg/ D R.



366 6. ELEMENTÁRNÍ FUNKCE

Obrázek 4. Graf funkce tangens Obrázek 5. Graf funkce kotangens

6.3. Cyklometrické funkce

6.3.1.Definice. Cyklometrické funkce arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos),
arkustangens (arctg) a arkuskotangens (arccotg) definujeme následujícím způso-
bem

arcsin D
�
sin jŒ� �

2 ;
�
2 �

��1
;

arccos D
�
cos jŒ0;��

��1
;

arctg D
�
tg j.� �

2 ;
�
2 /

��1
;

arccotg D
�
cotg j.0;�/

��1
:

6.3.2 (vlastnosti cyklometrických funkcí).
(C1) Platí D.arcsin/ D Œ�1; 1� a H .arcsin/ D Œ��

2
; �
2
�.

(C2) Platí D.arccos/ D Œ�1; 1� a H .arccos/ D Œ0; ��.

(C3) Funkce arcsin je lichá, rostoucí a spojitá na Œ�1; 1�.

(C4) Funkce arccos je klesající a spojitá na Œ�1; 1�.
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(C5) Následující rovnosti plynou ze známých vlastností funkcí sin a cos.

arcsin.�1/ D �
�

2
; arccos.�1/ D �;

arcsin 1 D
�

2
; arccos 1 D 0;

arcsin 0 D 0; arccos 0 D
�

2
;

arcsin
p
2

2
D
�

4
; arccos

p
2

2
D
�

4
:

(C6) Platí limx!0
arcsinx
x

D 1.

Funkce arcsin je prostá, a proto arcsin x ¤ 0 pro každé x 2 Œ�1; 1� n f0g. Užitím
Věty 4.2.21(P) a vlastnosti funkce sinus dostaneme

lim
x!0

sin.arcsin x/
arcsin x

D 1:

Odtud po algebraické úpravě plyne

lim
x!0

x

arcsin x
D 1:

Dokazovaný vztah nyní plyne z Věty 4.2.2(c) o limitě podílu.

(C7) Pro každé y 2 .�1; 1/ platí arcsin0.y/ D
1p
1�y2

.

Pro dané y 2 .�1; 1/ nalezneme x 2
�
�
�
2
; �
2

�
splňující sin.x/ D y. Podle Vě-

ty 5.1.26 platí

arcsin0.y/ D
1

sin0.x/
D

1

cos.x/
D

1q
1 � sin2.x/

D
1p
1 � y2

:

(C8) Platí arcsin0
C.�1/ D 1 a arcsin0

�.1/ D 1.

V bodě 1 počítejme dle Věty 5.2.10

arcsin0
�.1/ D lim

y!1�

arcsin0.y/ D lim
y!1�

1p
1 � y2

D 1:

Obdobně odvodíme arcsin0
C.�1/ D 1.

(C9) Pro každé x 2 Œ�1; 1� platí arcsin x C arccos x D
�
2
.

Vezměme libovolné x 2 Œ�1; 1� a označme y D arcsin x. Potom platí x D siny D

cos.�
2

� y/. Protože y 2 Œ��
2
; �
2
�, je �

2
� y 2 Œ0; ��, a tedy arccos x D

�
2

� y D
�
2

� arcsin x, odkud již plyne dokazovaná rovnost.
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(C10) Pro každé y 2 .�1; 1/ platí arccos0.y/ D �
1p
1�y2

.

(C11) Platí D.arctg/ D R a H .arctg/ D .��
2
; �
2
/.

(C12) Funkce arctg je spojitá, rostoucí a lichá na R.

(C13) Platí limx!C1 arctg x D
�
2
, limx!�1 arctg x D �

�
2
.

(C14) Platí arctg.0/ D 0, arctg.1/ D
�
4
, arctg.�1/ D �

�
4
.

(C15) Platí limx!0
arctgx
x

D 1.

(C16) Pro každé x 2 R platí arctg0 x D
1

1Cx2 .

(C17) Platí D.arccotg/ D R a H .arccotg/ D .0; �/.

(C18) Funkce arccotg je spojitá a klesající funkce na R.

(C19) Platí limx!C1 arccotg.x/ D 0 a limx!�1 arccotg.x/ D �.

(C20) Platí arccotg.0/ D
�
2
a arccotg.1/ D

�
4
.

(C21) Pro každé x 2 R platí arctg x C arccotg x D
�
2
.

(C22) Pro každé x 2 R platí arccotg0 x D �
1

1Cx2 .
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Obrázek 6. Grafy funkcí arkussinus a arkuskosinus

Obrázek 7. Grafy funkcí arkustangens a arkuskotangens





KAPITOLA 7

Taylorův polynom

V této kapitole budeme studovat otázku aproximace obecné funkce polyno-
mem. K dané funkci f a danému bodu a 2 R budeme hledat vhodný polynom,
jehož hodnoty v blízkosti a v jistém dobře definovaném smyslu aproximují hod-
noty funkce f . Budeme se přitom snažit, aby odchylka funkce od polynomu byla
dostatečněmalá. Ukážeme si také několik způsobů jak odchylku shora odhadnout.

7.1. Základní vlastnosti

7.1.1. Nechť f je reálná funkce, a 2 R a nechť existuje vlastní f 0.a/. Potom exis-
tuje tečna ke grafu funkce f v bodě a ve smyslu Definice 5.1.8. Označme funkci,
která definuje tuto tečnu, symbolem t , tedy položme

t .x/ D f .a/C f 0.a/.x � a/; x 2 R:

O této funkci můžeme říci, že v jistém smyslu aproximuje chování f v blízkosti bo-
du a, neboť platí

lim
x!a

jf .x/ � t.x/j

jx � aj
D 0: (7.1)

To plyne z výpočtu

lim
x!a

f .x/ � t.x/

x � a
D lim
x!a

f .x/ � f .a/ � f 0.a/.x � a/

x � a
D

D lim
x!a

�
f .x/ � f .a/

x � a
� f 0.a/

�
D 0

a z Věty 4.1.18. Neformálně řečeno, pro hodnoty x dostatečně blízké k bodu a je
výraz jf .x/ � t .x/j podstatně menší než jx � aj.

Pokud místo afinní funkce, což je polynom stupně nejvýše 1, použijeme vhod-
ný polynom P obecně vyššího stupně, můžeme doufat v lepší aproximaci, např.

lim
x!a

jf .x/ � P.x/j

jx � aj
n D 0 (7.2)

pro jisté n 2 N, n > 1. Takový polynom P by skutečně aproximoval f s větší
přesností, neboť výraz jx � aj

n je pro x dostatečně blízké bodu a podstatně menší

371



372 7. TAYLORŮV POLYNOM

než jx � aj, přesněji řečeno, platí

lim
x!a

jx � aj
n

jx � aj
D 0:

Při hledání vhodného polynomu bude užitečné si povšimnout, že funkce t
splňuje f .a/ D t .a/ a f 0.a/ D t 0.a/. Budeme hledat polynom P tak, aby pro každé
j 2 f0; 1; : : : ; ng platilo f .j /.a/ D P .j /.a/. Ukážeme, že polynom, který je zaveden
následující definicí, splňuje tento požadavek i (7.2).

7.1.2. Definice. Nechť f je reálná funkce, a 2 R, n 2 N a existuje vlastní f .n/.a/.
Pak polynom T

f;a
n , definovaný pro každé x 2 R předpisem

T f;an .x/ D f .a/C f 0.a/.x � a/C
1

2Š
f 00.a/.x � a/2 C � � � C

1

nŠ
f .n/.a/.x � a/n;

nazýváme Taylorovým polynomem1 funkce f v bodě a řádu n.

7.1.3. Nechť f je reálná funkce, a 2 R, n 2 N a existuje vlastní f .n/.a/. Potom
pro každé j 2 f0; : : : ; n � 1g existuje vlastní f .j /.x/ na nějakém okolí bodu a.
Speciálně odtud vyplývá, že Taylorův polynom T

f;a
n je dobře definován. Zřejmě

platí T f;a1 D t .

7.1.4. Úmluva. V dalším textu budeme symbol tvaru .x � a/0 chápat jako 1, a to
i tehdy, jestliže x D a. Symbolem f .0/ (tedy „nultou derivací“ funkce f ) budeme
rozumět samotnou funkci f .
7.1.5. Nechť f je reálná funkce, a 2 R, n 2 N a existuje vlastní f .n/.a/. Z definice
Taylorova polynomu je zřejmé, že platí st.T f;an / � n. Tato nerovnost ovšem může
být ostrá. To nastává právě tehdy, když platí f .n/.a/ D 0. Položíme-li například
f D sin, a D 0 a n D 2, dostaneme

T
sin;0
2 .x/ D sin.0/C sin0.0/ � x C

1

2
sin00.0/ � x2 D x; x 2 R;

takže st
�
T

sin;0
2

�
D 1.

7.1.6. Nechť f je reálná funkce, a 2 R, n 2 N a existuje vlastní f .n/.a/. Označme
T D T

f;a
n . Pak pro každé x 2 R platí

T 0.x/ D f 0.a/C f 00.a/.x � a/C � � � C
1

.n � 1/Š
f .n/.a/.x � a/n�1;

T 00.x/ D f 00.a/C f 000.a/.x � a/C � � � C
1

.n � 2/Š
f .n/.a/.x � a/n�2;

:::

T .n�1/.x/ D f .n�1/.a/C f .n/.a/.x � a/;

T .n/.x/ D f .n/.a/:

1Brook Taylor (1685–1731)
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Dosadíme-li x D a, dostaneme vztahy

T .a/ D f .a/; T 0.a/ D f 0.a/; T 00.a/ D f 00.a/; : : : ; T .n/.a/ D f .n/.a/:

7.1.7. Nechť f je reálná funkce, a 2 R, n 2 N, n � 2, a existuje vlastní f .n/.a/.
Potom pro každé x 2 R platí .T f;an /0.x/ D T

f 0;a
n�1 .x/. Toto tvrzení bezprostředně

vyplývá z Definice 7.1.2 a 7.1.6.

7.1.8. Příklad. Spočtěte Taylorův polynom třetího řádu v bodě 0 pro funkce sinus
a kosinus.

Řešení. Protože platí

sin 0 D 0; sin0 0 D cos 0 D 1; sin00 0 D � sin 0 D 0; sin000 0 D � cos 0 D �1;

dostáváme

T
sin;0
3 .x/ D x �

1

6
x3:

Podobně lze odvodit vztah

T
cos;0
3 .x/ D 1 �

1

2
x2:

|

7.1.9. Na následujícím obrázku jsou zachyceny grafy funkce sinus a Taylorových
polynomů T sin;0

3 a T sin;0
5 .

Obrázek 1. Taylorovy polynomy funkce sinus

7.1.10. Budeme studovat otázku, jak kvalitní je aproximace funkce jejím Tayloro-
výmpolynomem.Kvalitu přiblížení obvykleměříme velikostí „chyby aproximace“,
tedy veličiny jf .x/ � T

f;a
n .x/j v daném bodě x. Tuto chybu je možné jen málokdy
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spočítat přesně, uvedeme ale pro ni několik velmi efektivních odhadů. Chybu apro-
ximace budeme v dalším textu nazývat „zbytkem“. Důležitou charakteristikou kva-
lity aproximace je popis a nebo alespoň horní odhad velikosti zbytku v závislosti
na bodu x, jestliže se tento bod blíží k bodu a.

7.1.11. Věta (Peanův tvar zbytku). Nechť f je reálná funkce, n 2 N, a 2 R a exis-
tuje vlastní f .n/.a/. Potom

lim
x!a

f .x/ � T
f;a
n .x/

.x � a/n
D 0:

Důkaz. Použijeme matematickou indukci podle n. Nechť n D 1. Potom podle 7.1.3
a (7.1) platí

lim
x!a

f .x/ � T
f;a
1 .x/

x � a
D lim
x!a

f .x/ � t.x/

x � a
D 0:

Nechť n 2 N, n > 1. Předpokládejme, že existuje vlastní f .n/.a/ a tvrzení věty
platí pro n � 1. To znamená, že pro každou funkci g takovou, že existuje vlastní
g.n�1/.a/, platí

lim
x!a

g.x/ � T
g;a
n�1.x/

.x � a/n�1
D 0:

Tento předpoklad využijeme pro g D f 0. Víme, že funkce f 0 v bodě a vlastní .n�1/-
ní derivaci, neboť .f 0/.n�1/.a/ D f .n/.a/ 2 R. Podle indukčního předpokladu tedy
platí

lim
x!a

f 0.x/ � T
f 0;a
n�1 .x/

.x � a/n�1
D 0: (7.3)

Funkce f je spojitá v bodě a, neboť existuje vlastní f 0.a/. Funkce T f;an je polynom,
a tedy je také spojitá v bodě a. Z toho plyne, že můžeme využít L’Hospitalova
pravidla (viz Větu 5.3.1(a)). Dostaneme

lim
x!a

f .x/ � T
f;a
n .x/

.x � a/n
D lim
x!a

�
f .x/ � T

f;a
n .x/

�0�
.x � a/n

�0 :

Podle 7.1.6 platí
�
T
f;a
n

�0
D T

f 0;a
n�1 . Tudíž z (7.3) vyplývá, že

lim
x!a

f .x/ � T
f;a
n .x/

.x � a/n
D lim
x!a

f 0.x/ � T
f 0;a
n�1 .x/

n.x � a/n�1
D 0:

Tím je tvrzení dokázáno. �

7.1.12. Lemma. Nechť n 2 N,Q je polynom, stQ � n a limx!a
Q.x/
.x�a/n

D 0. PakQ
je nulový polynom.

Důkaz. Předpokládejme, že polynomQ není nulový. PolynomQmá zřejmě v bodě
a kořen. Pak podle Lemmatu ?? existuje k 2 f1; : : : ; ng a polynom R takový, že
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Q.x/ D .x � a/kR.x/ a R.a/ ¤ 0. Potom platí

0 D lim
x!a

Q.x/

.x � a/n
D lim
x!a

R.x/

.x � a/n�k
:

Poslední limita ale buď neexistuje (je-li k < n a n � k je liché), nebo je nevlastní
(je-li k < n a n�k je sudé), nebo je vlastní a nenulová (je-li k D n). Ve všech těchto
případech dostáváme spor. Tím je tvrzení lemmatu dokázáno. �

7.1.13. Věta. Nechť f je reálná funkce, n 2 N, a 2 R, existuje vlastní f .n/.a/ a P
je polynom stupně nejvýše n splňující

lim
x!a

f .x/ � P.x/

.x � a/n
D 0:

Potom P D T
f;a
n .

Důkaz. Podle Věty 7.1.11 víme, že

lim
x!a

f .x/ � T
f;a
n .x/

.x � a/n
D 0:

Podle věty o aritmetice limit (Věta 4.2.2) tedy platí

lim
x!a

T
f;a
n .x/ � P.x/

.x � a/n
D lim
x!a

T
f;a
n .x/ � f .x/

.x � a/n
C lim
x!a

f .x/ � P.x/

.x � a/n
D 0C 0 D 0:

Dále platí st
�
T
f;a
n � P

�
� n, a tedy podle Lemmatu 7.1.12 je T f;an � P nulový

polynom. To znamená, že P D T
f;a
n . �

Věta 7.1.11 udává asymptotický odhad „řádu“ chyby, jíž se dopustíme při na-
hrazení funkce Taylorovým polynomem, neříká však nic o její skutečné velikosti.
V následující větě odvodíme přesnější formuli pro vyjádření chyby, ovšem za sil-
nějších předpokladů na funkci f .

7.1.14. Věta (obecný tvar zbytku). Nechť f je reálná funkce, n 2 N, a; x 2 R,
a < x, a f má v každém bodě intervalu Œa; x� vlastní derivaci řádu .nC 1/. Nechť '
je spojitá funkce na Œa; x� mající v každém bodě intervalu .a; x/ vlastní nenulovou
derivaci. Pak existuje � 2 .a; x/ takové, že

f .x/ � T f;an .x/ D
1

nŠ

'.x/ � '.a/

'0.�/
f .nC1/.�/.x � �/n:

Důkaz. Definujme funkci F W Œa; x� ! R předpisem

F.t/ D f .x/ �

�
f .t/C f 0.t/.x � t /C � � � C

1

nŠ
f .n/.t/.x � t /n

�
:

Funkce F je spojitá na Œa; x� a má vlastní derivaci v každém bodě intervalu .a; x/,
neboť všechny funkce vystupující v definici F mají vlastní derivaci v každém bodě
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intervalu Œa; x�. Podle Cauchyovy věty (Věta 5.2.13) tedy existuje � 2 .a; x/ takové,
že

F.x/ � F.a/

'.x/ � '.a/
D
F 0.�/

'0.�/
: (7.4)

Nechť t 2 .a; x/. Potom

F 0.t/ D �

�
f 0.t/C f 0.t/ � .�1/C f 00.t/.x � t/C � � � C

1

nŠ
f .nC1/.t/.x � t/n

�
D �

1

nŠ
f .nC1/.t/.x � t /n:

Dosadíme-li t D �, dostaneme

F 0.�/ D �
1

nŠ
f .nC1/.�/.x � �/n:

Zřejmě platí F.x/ D 0 a F.a/ D f .x/ � T
f;a
n .x/. Odtud a z (7.4) dostáváme

f .x/ � T f;an .x/ D
1

nŠ

'.x/ � '.a/

'0.�/
f .nC1/.�/.x � �/n:

Tvrzení je dokázáno. �

7.1.15. Věta 7.1.14 platí i v případě x < a. Důkaz je stejný.

7.1.16. Předpoklady Věty 7.1.14 lze mírně zeslabit. Stačí předpokládat, že f .n/ je
spojitá na Œa; x� a f .nC1/ existuje (vlastní či nevlastní) na .a; x/. I za tohoto před-
pokladu lze použít postup z uvedeného důkazu.

Větu 7.1.14 nyní využijeme k odvození dvou konkrétních tvarů zbytku Taylo-
rova polynomu. Dosáhneme toho v obou případech vhodnou volbou funkce '.

7.1.17. Věta (Lagrangeův tvar zbytku). Nechť f je reálná funkce, n 2 N, a; x 2 R,
a < x, a f má v každém bodě intervalu Œa; x� vlastní derivaci řádu .nC 1/. Potom
existuje � 2 .a; x/ takové, že

f .x/ � T f;an .x/ D
1

.nC 1/Š
f .nC1/.�/.x � a/nC1: (7.5)

Důkaz. Položme '.t/ D .x� t/nC1, t 2 Œa; x�. Pak je funkce ' je spojitá na Œa; x� a na
otevřeném intervalu .a; x/ má vlastní nenulovou derivaci. Podle Věty 7.1.14 tedy
existuje � 2 .a; x/ takové, že

f .x/ � T f;an .x/ D
1

nŠ

0 � .x � a/nC1

.�.nC 1/.x � �/n/
f .nC1/.�/.x � �/n

D
1

.nC 1/Š
f .nC1/.�/.x � a/nC1:

�
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7.1.18. Věta. Nechť f je reálná funkce, I je interval, n 2 N a f má v každém bodě
intervalu I vlastní derivaci řádu .n C 1/. Nechť M 2 R a pro každé x 2 I platíˇ̌
f .nC1/.x/

ˇ̌
� M . Potom pro každé x 2 I platí

jf .x/ � T f;an .x/j �
M

.nC 1/Š
jx � aj

nC1 :

Důkaz. Tvrzení bezprostředně plyne z Věty 7.1.17. �

7.1.19. Věta (Cauchyův tvar zbytku). Nechť f je reálná funkce, n 2 N, a; x 2 R,
a < x, a f má v každém bodě intervalu Œa; x� vlastní derivaci řádu .nC 1/. Potom
existuje � 2 .a; x/ takové, že

f .x/ � T f;an .x/ D
1

nŠ
f .nC1/.�/.x � �/n.x � a/: (7.6)

Důkaz. Položme '.t/ D t , t 2 Œa; x�. Pak je funkce ' je spojitá na Œa; x� a na ote-
vřeném intervalu .a; x/ má vlastní nenulovou derivaci. Podle Věty 7.1.14 existuje
� 2 .a; x/ takové, že

f .x/ � T f;an .x/ D
1

nŠ

x � a

1
f .nC1/.�/.x � �/n D

1

nŠ
f .nC1/.�/.x � �/n.x � a/:

�

7.2. Symbol malé o

7.2.1. Z Věty 7.1.11 vyplývá, že za uvedených předpokladů můžeme funkci f na
jistém okolí bodu a zapsat ve tvaru f D T

f;a
n C!, kde „chybová funkce“ ! splňuje

lim
x!a

!.x/

.x � a/n
D 0:

7.2.2. Taylorovy polynomy lze mimo jiné použít k počítání limit funkcí a posloup-
ností a k vyšetřování konvergence číselných řad s nezápornými členy. Ve všech
těchto případech většinou počítáme limitu nějaké komplikované funkce. Pro vý-
počet limity posloupnosti pak obvykle využijeme Heineovu větu a pro vyšetření
konvergence řady srovnávací kritérium.

Základní myšlenka výpočtu limity funkce je následující. Funkce, které se obje-
vují ve výrazu, jehož limitu počítáme, vyjádříme jako součet polynomu a chybové
funkce. Výpočet limity pak bude sestávat z výpočtu limity obsahující pouze po-
lynomy a chybové funkce. Při vhodném vyjádření funkce ve tvaru „polynom plus
chybová funkce“ pakmohou být tyto výpočty velmi jednoduché. Při počítání s chy-
bovými funkcemi totiž nemusíme brát v úvahu jejich přesný tvar, ale pouze odhady
velikosti chyby. Hlavní problém výpočtu pak spočívá v tom, jak nalézt k daným
funkcím odpovídající polynomy vhodného stupně a chybové funkce. Takové po-
stupy ukážeme v následujícím výkladu.
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7.2.3. Definice. Nechť f a g jsou funkce, a 2 R�. Řekneme, že funkce f je v bodě
amalé o od funkce g (píšeme f .x/ D o

�
g.x/

�
, x ! a), jestliže platí

lim
x!a

f .x/

g.x/
D 0:

7.2.4. Výraz „f .x/ D o
�
g.x/

�
, x ! a“ chápeme jako jeden symbol. Znaménko

rovnosti zde neznačí standardní rovnost mezi reálnými čísly nebo funkcemi a nelze
s ním pracovat samostatně.

7.2.5. Tvrzení Věty 7.1.11 je možné zapsat ve tvaru

f .x/ � T f;an .x/ D o
�
.x � a/n

�
; x ! a;

proto bude v roli funkce g často vystupovat funkce x 7! .x� a/n, nebo jen x 7! xn

v případě a D 0.
(c) Symbol f .x/ D o.1/, x ! a podle definice znamená, že limx!a f .x/ D 0.
(d) Pokud nebude hrozit nedorozumění, budeme symbol x ! a vynechávat.

7.2.6. Věta (aritmetika malého o). Nechť a 2 R�.
(a) Jestliže f1.x/ D o

�
g.x/

�
, x ! a a f2.x/ D o

�
g.x/

�
, x ! a, potom f1.x/C

f2.x/ D o
�
g.x/

�
, x ! a.

(b) Jestliže f1.x/ D o
�
g1.x/

�
, x ! a a f2.x/ D o

�
g2.x/

�
, x ! a, potom

f1.x/f2.x/ D o
�
g1.x/g2.x/

�
, x ! a.

(c) Jestliže f1.x/ D o
�
g1.x/

�
, x ! a a f2 je nenulová na jistém prstencovém

okolí bodu a, potom f1.x/f2.x/ D o
�
g1.x/f2.x/

�
, x ! a.

(d) Jestliže f .x/ D o
�
g1.x/

�
, x ! a a limx!a

g1.x/
g2.x/

je vlastní, potom f .x/ D

o
�
g2.x/

�
, x ! a.

(e) Jestliže f .x/ D o
�
g.x/

�
, x ! a a h je omezená na jistém prstencovém okolí

bodu a, potom h.x/f .x/ D o
�
g.x/

�
, x ! a.

(f) Jestliže a 2 R, m; n 2 N [ f0g, m � n, a f .x/ D o
�
.x � a/n

�
, x ! a, potom

f .x/ D o
�
.x � a/m

�
, x ! a.

Důkaz. Všechna tvrzení bezprostředně plynou z věty o aritmetice limit (Věta 4.2.2)
a Věty 4.2.15. �

7.2.7. Věta. Nechť a; b 2 R�, nechť ' je funkce definovaná na nějakém prstenco-
vém okolí bodu a a nechť f a g jsou funkce definované na nějakém prstencovém
okolí bodu b. Předpokládejme, že platí f .y/ D o

�
g.y/

�
, y ! b, a limx!a '.x/ D b.

Nechť dále existuje ı 2 R, ı > 0, takové, že

8x 2 P.a; ı/ W '.x/ ¤ b:

Potom f
�
'.x/

�
D o

�
g.'.x/

�
, x ! a.

Důkaz. Tvrzení bezprostředně plyne z věty o limitě složené funkce (Věta 4.2.21(P)).
�

7.2.8. Příklad. Určete Taylorův polynom řádu 3 funkce tangens v bodě 0.
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Řešení. Mohli bychom spočítat derivace funkce tangens až do třetího řádu v bo-
dě 0 a pak sestavit příslušný Taylorův polynom podle definice, jako jsme to učinili
v Příkladu 7.1.8. Ukážeme však ještě jiný postup.

Protože má funkce tangens na intervalu .��
2
; �
2
/ derivace všech řádů, stačí na-

lézt polynom P takový, že st.P / � 3 a tg x �P.x/ D o.x3/, x ! 0. Pak totiž podle
Věty 7.1.13 již musí platit P D T

tg;0
3 . Označme P.x/ D A0 C A1x C A2x

2 C A3x
3.

Potom
sin x
cos x

� .A0 C A1x C A2x
2

C A3x
3/ D o.x3/; x ! 0;

neboli
sin x
cos x

� .A0 C A1x C A2x
2

C A3x
3/ D !.x/;

kde funkce ! je definována na prstencovém okolí bodu 0 a platí

lim
x!0

!.x/

x3
D 0:

Potom pro každé x z tohoto prstencového okolí platí

sin x D
�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
C !.x/

�
cos x: (7.7)

Funkce sinus a kosinus můžeme vyjádřit podle Příkladu 7.1.8 ve formě

sin x D x �
1

6
x3 C �.x/;

cos x D 1 �
1

2
x2 C �.x/;

kde funkce � a � splňují

lim
x!0

�.x/

x3
D lim
x!0

�.x/

x3
D 0:

Uvedená vyjádření funkcí sinus a kosinus nyní dosadíme do (7.7), pravou stranu
roznásobíme a po úpravě dostaneme

x �
1

6
x3 C �.x/ D

�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
C !.x/

� �
1 �

1

2
x2 C �.x/

�
D

D A0 C A1x C

�
A2 �

1

2
A0

�
x2 C

�
A3 �

1

2
A1

�
x3 C �.x/;

(7.8)

přičemž

�.x/ D !.x/�
1

2
A2x

4
�
1

2
A3x

5
�
1

2
!.x/x2C

�
A0CA1xCA2x

2
CA3x

3
C!.x/

�
�.x/:

Z tvaru funkce � snadno odvodíme, že

lim
x!0

�.x/

x3
D 0:

Úpravou (7.8) obdržíme

A0 C .A1 � 1/x C

�
A2 �

1

2
A0

�
x2 C

�
A3 �

1

2
A1 C

1

6

�
x3 D �.x/ � �.x/:
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Označme symbolemQ polynom na levé straně předchozího vztahu. Potom stQ �

3 a z tvaru pravé strany plyne, žeQ.x/ D o.x3/, x ! 0. Podle Lemmatu 7.1.12musí
být polynomQ nulový, a tedy musí mít nulové koeficienty, tj.

A0 D 0; A1 � 1 D 0; A2 �
1

2
A0 D 0; A3 �

1

2
A1 C

1

6
D 0:

Odtud dostaneme A0 D 0, A1 D 1, A2 D 0, A3 D
1
3
, neboli

T
tg;0
3 .x/ D x C

1

3
x3; x 2 R:

|

7.2.9. Při počítání úloh podobného typu, jaký jsme viděli v Příkladu 7.2.8 se často
užívá následující konvence. Místo abychom pracovali s jednotlivými chybovými
funkcemi – v našem příkladu to byly funkce !; �; �; � – budeme je značit vždy stej-
ným symbolem, který bude obsahovat pouze informaci o přesnosti našeho odhadu.
Místo abychom psali například f .x/ D g.x/C!.x/, kde !.x/ D o.x3/, x ! 0, bu-
deme psát rovnou f .x/ D g.x/C o.x3/, x ! 0. Tento způsob zápisu činí výpočet
přehlednější, nicméně je třeba dát pozor na jistá jeho úskalí. Nebudeme se zde sna-
žit dát tomuto zápisu přesný matematický význam. Budeme jej chápat pouze jako
zkrácenou verzi zápisu s chybovými funkcemi, který již přesný matematický vý-
znam má. Korektnost našeho výpočtu bude dána tím, že jej můžeme zapsat vždy
naprosto přesně s použitím chybových funkcí. Výpočet z Příkladu 7.2.8 pak lze
zapsat následovně:

x �
1

6
x3 C o.x3/ D

�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
C o.x3/

�
�
�
1 �

1
2
x2 C o.x3/

�
D A0 C A1x C

�
A2 �

1
2
A0
�
x2 C

�
A3 �

1
2
A1
�
x3

C o.x3/ �
1
2
A2x

4
� t

1

2
A3x

5
�
1
2
x2o.x3/

C
�
A0 C A1x C A2x

2
C A3x

3
C o.x3/

�
� o.x3/; x ! 0:

Všimněme si, že

�
1

2
A2x

4
D o.x3/; x ! 0 (z definice);

�
1

2
A3x

5
D o.x3/; x ! 0 (z definice);

�
1

2
x2o.x3/ D o.x3/; x ! 0 (Věta 7.2.6(v));�

A0 C A1x C A2x
2

C A3x
3

C o.x3/
�

� o.x3/ D o.x3/; x ! 0 (Věta 7.2.6(e)):

Odtud plyne podle Věty 7.2.6(a)

A0 C .A1 � 1/x C
�
A2 �

1

2
A0
�
x2 C

�
A3 �

1
2
A1 C

1
6

�
x3 D o.x3/; x ! 0:

Závěr výpočtu již nyní proběhne stejně jako v předchozí variantě.
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Při zvládnutí této metody lze k výsledku často dospět rychleji než postupným
derivováním dané funkce, neboť s odhady chyb lze pracovat velmi efektivně.

7.3. Taylorovy aMaclaurinovy řady elementárních funkcí

Ve Větě 7.1.11 jsme viděli, že s rostoucím řádem Taylorova polynomu dostává-
me přesnější aproximaci dané funkce f . Bylo by tedy možné očekávat, že bychom
danou funkci mohli jistým způsobem vyjádřit pomocí limity Taylorových polyno-
mů, tedy ve tvaru nekonečné řady. Tato úvaha motivuje následující definici.

7.3.1. Definice. Nechť f je funkce, a 2 R a funkce f má v bodě a derivace všech
řádů. Potom řadu

1X
nD0

1

nŠ
f .n/.a/.x � a/n; x 2 R;

nazýváme Taylorovou řadou funkce f o středu a. Ve speciálním případě a D 0

mluvíme o Maclaurinově řadě2.

7.3.2. Poznámka. V souvislosti s Taylorovou řadou funkce f nás zajímá zejména
platnost rovnosti

f .x/ D

1X
nD0

1

nŠ
f .n/.a/.x � a/n; (7.9)

pro nějaké x 2 R, tj. zda je nekonečná řada pro dané x konvergentní a eventuálně
zda je její součet roven f .x/. Samotná konvergenceTaylorovy řady pro každé x 2 R
však platnost vztahu (7.9) ještě nezaručuje. Příkladem je funkce

f .x/ D

(
e�1=x2

; x ¤ 0;

0 x D 0;

jejíž všechny derivace v bodě 0 jsou rovny 0 (viz Příklad 5.6.41), takže součet její
Taylorovy řady je konstantní nulová funkce, ačkoliv f .x/ ¤ 0 pro x ¤ 0.

V mnoha případech lze ale funkci vyjádřit jako součet její Taylorovy řady ale-
spoň na jistém intervalu.

Nyní postupně spočteme Taylorovy polynomy a řady některých elementárních
funkcí. Budeme se zároveň zabývat otázkou, pro která x 2 R jsou tyto řady kon-
vergentní a zda je jejich součtem původně zadaná funkce. Místo symbolu T f;a

k

budeme psát pro přehlednost pouze Tk , neboť z kontextu bude vždy zřejmé, s ja-
kou funkcí f pracujeme. Bod a bude shodou okolností roven vždy 0. Dále budeme
značit Rk D f � Tk. Platnost rovnosti (7.9) v daném bodě x 2 R je pak ekviva-
lentní výroku limk!1Rk.x/ D 0. Připomínáme, že i zde budeme využívat úmluvu
f .0/ D f .

2Colin Maclaurin (1698–1746)
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7.3.3 (exponenciální funkce). Pro každé x 2 R a l 2 N[f0g platí exp.l/ x D exp x.
Je tedy exp.l/ 0 D 1 pro každé l 2 N [ f0g. Taylorův polynom Tk má pak tvar

Tk.x/ D 1C x C
1

2Š
x2 C � � � C

1

kŠ
xk :

Taylorova řada se středem v bodě 0 má potom tvar
P1

nD0
1
nŠ
xn a pro každé x 2

R platí

exp x D

1X
nD0

1

nŠ
xn

podle definice exponenciální funkce (6.1).

7.3.4 (funkce sinus). Pro derivace funkce sinus platí

sin0 x D cos x; sin00 x D � sin x; sin.3/ x D � cos x; sin.4/ x D sin x

a dále se funkce periodicky opakují, tj. sin.kC4/ x D sin.k/ x. Tedy

sin 0 D 0; sin0 0 D 1; sin00 0 D 0; sin.3/ 0 D �1; sin.4/ 0 D 0; : : :

Taylorovy polynomy v bodě 0 mají tudíž tvar T0.x/ D 0, T1.x/ D T2.x/ D x,
T3.x/ D T4.x/ D x �

1
3Š
x3. Obecně pak máme pro každé k 2 N [ f0g

T2k�1.x/ D T2k.x/ D x �
1

3Š
x3 C

1

5Š
x5 C � � � C .�1/k�1 1

.2k � 1/Š
x2k�1:

Pro funkci sinus je Taylorův polynom řádu 2k v bodě 0 polynomem stupně 2k� 1.
Podle (6.3) pak pro každé x 2 R platí rovnost

sin x D

1X
nD0

.�1/n

.2nC 1/Š
x2nC1:

7.3.5 (funkcekosinus). Podobně jako v předchozímpřípadě dostaneme pro každé
k 2 N [ f0g

T2k.x/ D T2kC1.x/ D 1 �
1

2Š
x2 C

1

4Š
x4 C � � � C .�1/k

1

.2k/Š
x2k :

Z (6.4) pak plyne pro každé x 2 R vztah

cos x D

1X
nD0

.�1/n

.2n/Š
x2n:

7.3.6 (funkce x 7! log.1 C x/). Funkce f .x/ D log.1C x/má na svém definičním
oboru .�1;1/ derivace všech řádů. Snadno lze matematickou indukcí dokázat, že
pro každé l 2 N a x 2 .�1;1/ platí

f .l/.x/ D .�1/l�1
.l � 1/Š

.1C x/l
:

Odtud dostáváme

f .0/ D 0; f 0.0/ D 0Š; f 00.0/ D �1Š; : : : ; f .k/.0/ D .�1/k�1.k � 1/Š;
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a tudíž pro každé k 2 N [ f0g a x 2 R platí

Tk.x/ D x �
1

2
x2 C

1

3
x3 C � � � C .�1/k�1 1

k
xk :

Zvolme x 2 .0; 1�. Použijeme Lagrangeův tvar zbytku (Věta 7.1.17). Podle této
věty pro každé n 2 N existuje číslo �n 2 .0; x/ takové, že

log.1C x/ �

nX
jD1

.�1/j�1 x
j

j
D

1

.nC 1/Š
.�1/n

nŠ

.1C �n/nC1
xnC1:

Odhadnemeˇ̌̌̌
ˇ̌log.1C x/ �

nX
jD1

.�1/j�1 x
j

j

ˇ̌̌̌
ˇ̌ �

1

nC 1

�
x

1C �n

�nC1

�
1

nC 1
:

Odtud plyne

log.1C x/ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
xn: (7.10)

Uvažujme nyní x 2 .�1; 0/. Pro tyto hodnoty proměnné x využijeme Cauchy-
ův tvar zbytku (Věta 7.1.19). Pro každé n 2 N nalezneme podle této věty číslo
�n 2 .x; 0/ takové, že

log.1C x/ �

nX
jD1

.�1/j�1 x
j

j
D

1

nŠ
f .nC1/.�n/x.x � �n/

n

D
1

nŠ
.�1/n

nŠ

.1C �n/nC1
� x � .x � �n/

n:

Zřejmě platí nerovnost

1 �
1C x

1C �n
� �x;

a tedy můžeme odhadnoutˇ̌̌̌
ˇ̌log.1C x/ �

nX
jD1

.�1/j�1 x
j

j

ˇ̌̌̌
ˇ̌ �

.�n � x/n

.1C �n/nC1
jxj D

�
�n � x

1C �n

�n
jxj

1C �n

D

�
1 �

1C x

1C �n

�n
jxj

1C �n
� .�x/n

jxj

1C x

D
jxjnC1

1 � jxj
:

Protože dále platí limn!1
jxjnC1

1�jxj
D 0, dostáváme

log.1C x/ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
xn:
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Pro každé x 2 .�1; 1� tedy platí

log.1C x/ D

1X
nD1

.�1/n�1

n
xn: (7.11)

7.3.7. Ze vztahu (7.11) dostaneme dosazením x D 1 zajímavou rovnost
1X
nD1

.�1/n�1 1

n
D log 2:

Pro x 2 R n .�1; 1� řada v (7.11) diverguje, a pro takové x vztah (7.11) neplatí.

7.3.8. Příklad. Napište Maclaurinovu řadu pro funkci x 7! log
�q

1Cx
1�x

�
na inter-

valu .�1; 1/.

Řešení. Z 7.3.6 plyne, že pro každé x 2 .�1; 1/ platí

log

 r
1C x

1 � x

!
D
1

2

�
log.1C x/ � log.1 � x/

�
D
1

2

 
1X
nD1

.�1/n�1

n
xn �

1X
nD1

.�1/n�1

n
.�x/n

!

D

1X
kD1

x2k�1

2k � 1
:

|

7.3.9 (funkce x 7! .1 C x/˛). Poslední funkcí, pro kterou Taylorův polynom v bo-
dě 0 odvodíme z definice, bude funkce f .x/ D .1C x/˛, x 2 .�1;1/, kde ˛ 2 R.
Na svém definičním oborumá funkce f derivace všech řádů. Pro každé k 2 N [f0g

a x 2 R platí

f 0.x/ D ˛.1C x/˛�1; f 00.x/ D ˛.˛ � 1/.1C x/˛�2; : : :

: : : ; f .k/.x/ D ˛.˛ � 1/ � � � .˛ � k C 1/.1C x/˛�k ;

a tedy

f 0.0/ D ˛; f 00.0/ D ˛.˛ � 1/; : : : ; f .k/.0/ D ˛.˛ � 1/ � � � .˛ � k C 1/:

Taylorův polynom k-tého řádu pro funkci f v bodě 0 má proto tvar

Tk.x/ D 1C
˛

1Š
x C

˛.˛ � 1/

2Š
x2 C � � � C

˛.˛ � 1/ � � � .˛ � k C 1/

kŠ
xk ; x 2 R:

Definujme pro ˛ 2 R a j 2 N [ f0g zobecněné kombinační číslo
�
˛
j

�
předpisem 

˛

0

!
D 1;

 
˛

j

!
D
˛.˛ � 1/ � � � .˛ � j C 1/

j Š
:



7.3. TAYLOROVY A MACLAURINOVY ŘADY ELEMENTÁRNÍCH FUNKCÍ 385

Pro ˛ 2 N[f0g a j � ˛ tento předpis dává obvyklé kombinační číslo.Nynímůžeme
Tk.x/ přepsat ve tvaru

Tk.x/ D

 
˛

0

!
C

 
˛

1

!
x C � � � C

 
˛

k

!
xk : (7.12)

Ukážeme, že pro každé x 2 .�1; 1/ platí

.1C x/˛ D

1X
nD0

 
˛

n

!
xn: (7.13)

Pro x D 0 je tvrzení zřejmé. Zvolme tedy x 2 .�1; 1/, x ¤ 0, pevně. Podle Cau-
chyova tvaru zbytku (Věta 7.1.19) nalezneme pro každé n 2 N číslo �n ležící mezi
0 a x takové, že

.1C x/˛ �

nX
jD0

 
˛

j

!
xj D

1

nŠ
˛.˛ � 1/ � � � .˛ � n/.1C �n/

˛�n�1.x � �n/
nx:

Funkce ´ 7! ´˛�1 je na intervalu .0;1/ monotónní, a tedy

.1C �n/
˛�1

� maxf1; .1C x/˛�1
g:

Můžeme odhadnoutˇ̌̌̌
ˇ̌.1C x/˛ �

nX
jD0

 
˛

j

!
xj

ˇ̌̌̌
ˇ̌ �

1

nŠ
j˛.˛ � 1/ � � � .˛ � n/j � maxf1; .1C x/˛�1

g �

ˇ̌̌̌
x � �n

1C �n

ˇ̌̌̌n
� jxj;

(7.14)

Vzhledem k tomu, že platí ˇ̌̌̌
x � �n

1C �n

ˇ̌̌̌
� jxj;

můžeme dále odhadnoutˇ̌̌̌
ˇ̌.1C x/˛ �

nX
jD0

 
˛

j

!
xj

ˇ̌̌̌
ˇ̌ �

1

nŠ
j˛ � � � .˛ � n/jC � jxj

nC1; (7.15)

kde C D maxf1; .1C x/˛�1g. Označme an D
1
nŠ

j˛ � � � .˛ � n/jC � jxjnC1. Potom

lim
n!1

anC1

an
D lim
n!1

ˇ̌̌̌
˛ � n � 1

nC 1

ˇ̌̌̌
� jxj D jxj < 1:

Řada
P1

nD1 an je tedy konvergentní podle d’Alembertova kritéria (Věta 3.2.11),
a proto podle Věty 3.1.13 nutně platí lim an D 0. Odtud a z (7.15) vyplývá platnost
(7.13).

Nyní uvedeme několik příkladů na výpočet a použití Taylorova polynomu.
Na následujícím příkladu ilustrujeme způsob, jak vypočítat Taylorův polynom bez
derivování.
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7.3.10.Příklad. Pro funkci f .x/ D
1
1Cx

nalezněte Taylorovy polynomy všech řádů
v bodě 0.

Řešení. Víme (viz Příklad 3.1.8), že pro každé x 2 .�1; 1/ a k 2 N platí

1

1C x
D

1X
nD0

.�1/nxn D 1 � x C x2 � � � � C .�1/kxk C

1X
nDkC1

.�1/nxn D

D 1 � x C x2 � � � � C .�1/kxk C .�1/kC1 x
kC1

1C x
:

Dále

.�1/kC1 x
kC1

1C x
D o.xk/; x ! 0;

a tedy T f;0
k
.x/ D 1 � x C x2 � � � � C .�1/kxk podle Věty 7.1.13. Tento výsledek,

který jsme odvodili bez počítání derivací, je ve shodě se vztahem (7.12) pro případ
˛ D �1. |

7.3.11. Příklad. Nechť f .x/ D sin.sin x/. Spočtěte T f;05 .

Řešení. Podle Věty 7.1.13 platí

siny D y �
1

6
y3 C

1

120
y5 C o.y5/; y ! 0:

Podle Věty 7.2.7, kde g.y/ D y5 a '.x/ D sin x, dostáváme

sin.sin x/ D sin x �
1

6
sin3 x C

1

120
sin5 x C o.sin5 x/; x ! 0: (7.16)

Protože limx!0
sinx
x

D 1, je tedy podle Věty 7.2.6(d)

sin.sin x/ D sin x �
1

6
sin3 x C

1

120
sin5 x C o.x5/; x ! 0: (7.17)

Spočítejme rozvoje pro funkce sin3 x a sin5 x. S využitím toho, že �
1
6
x3 C o.x3/ D

o.x2/, x ! 0, dostaneme

sin3 x D

�
x �

1

6
x3 C o.x3/

�3
D

D x3 C 3x2
�

�
1

6
x3 C o.x3/

�
C 3x

�
�
1

6
x3 C o.x3/

�2
C

C

�
�
1

6
x3 C o.x3/

�3
D

D x3 C

�
�
1

2
x5 C 3x2o.x3/

�
C 3x

�
o.x2/

�2
C
�
o.x2/

�3
D

D x3 �
1

2
x5 C o.x5/; x ! 0:
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Při odvození posledních dvou rovností jsme využili Větu 7.2.6(a)–(c),(f). Podobně
platí

sin5 x D
�
x C o.x/

�5
D x5 C

5X
jD1

�
5
j

�
x5�j

�
o.x/

�j
D x5 C o.x5/; x ! 0:

Všimněme si, že při umocňování Taylorova rozvoje je vhodné stanovit jeho řád po-
kud možno co nejnižší, abychom si výpočet zbytečně nekomplikovali, ale tak aby
výsledný odhad chyby byl požadovaného řádu. Pro rozvoj sin3 x s chybou o.x5/
stačilo pracovat s Taylorovým polynomem funkce sinus třetího řádu, a pro rozvoj
sin5 x s chybou o.x5/ jsme vystačili dokonce s Taylorovým polynomem funkce si-
nus prvního řádu.

Po dosazení do (7.17) a (7.16) dostaneme

sin.sin x/ D x �
1

3
x3 C

1

10
x5 C o.x5/; x ! 0;

takže T f;05 .x/ D x �
1
3
x3 C

1
10
x5. |

7.3.12. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

2 sin.sin x/ � sin.2x/ 3
p
1C x2

x5
:

Řešení. Podle předchozího příkladu platí

sin.sin x/ D x �
1

3
x3 C

1

10
x5 C o.x5/; x ! 0;

a dále podle Věty 7.2.7, Věty 7.2.6(d), (7.17) a 7.12 platí

sin.2x/ D .2x/ �
1

6
.2x/3 C

1

120
.2x/5 C o.x5/ D 2x �

4

3
x3 C

4

15
x5 C o.x5/; x ! 0;

3
p
1C x2 D 1C

1

3
x2 �

1

9
.x2/2 C o.x4/; x ! 0:

Nyní vyjádříme

sin.2x/ 3
p
1C x2 D

�
2x �

4

3
x3 C

4

15
x5 C o.x5/

��
1C

1

3
x2 �

1

9
x4 C o.x4/

�
D

D 2x �
2

3
x3 �

2

5
x5 C o.x5/; x ! 0:

Nakonec spočteme zadanou limitu:

lim
x!0

2 sin.sin x/ � sin.2x/ 3
p
1C x2

x5
D

D lim
x!0

�
2x �

2
3
x3 C

1
5
x5 C o.x5/

�
�
�
2x �

2
3
x3 �

2
5
x5 C o.x5/

�
x5

D

D lim
x!0

3
5
x5 C o.x5/

x5
D lim
x!0

�
3

5
C
o.x5/

x5

�
D
3

5
:
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|

7.3.13. Příklad. Nalezněte k 2 N [ f0g takové, aby pro Taylorův polynom Tk
funkce exp platil odhad

ˇ̌
exp.x/ � Tk.x/

ˇ̌
< 0;001 pro každé x 2 Œ0; 1�.

Řešení. Nechť x 2 Œ0; 1� a k 2 N[f0g. Podle Lagrangeova tvaru zbytku (Věta 7.1.17)
existuje �k 2 .0; 1/ takové, žeˇ̌

exp x � Tk.x/
ˇ̌

D e�k �
xkC1

.k C 1/Š
�

e

.k C 1/Š
<

3

.k C 1/Š
: (7.18)

Pro k D 6 platí 3
.kC1/Š

D
1

1680
< 0;001. Zadané přesnosti tedy podle odhadu (7.18)

dosáhneme na celém intervalu Œ0; 1� pro k D 6, tj. použijeme-li k přibližnému vý-
počtu hodnoty exp x polynom

1C x C
1

2
x2 C

1

6
x3 C

1

24
x4 C

1

120
x5 C

1

720
x6:

|

7.3.14. Poznámka. Teorie aproximací, ve které funkce aproximujeme i jinými ob-
jekty než polynomy.

7.4. Teoretické příklady k Taylorovu polynomu

7.4.1. Příklad. Nechť f W Œa; b� ! R má derivace všech řádů v každém bodě inter-
valu Œa; b�, přičemž existuje čísloM takové, že jf .n/.x/j � M pro každé n 2 N [f0g

a každé x 2 Œa; b�. Pak pro každé x a x0 v Œa; b� platí

f .x/ D

1X
nD0

f .n/.x0/

nŠ
.x � x0/

n:

Řešení. Zvolme pevně x; x0 2 Œa; b�. Použijeme pro odhad chyby Lagrangeův tvar
zbytku (Věta 7.1.17). Z této věty plyne, že existuje � ležící mezi x0 a x splňující

f .x/ D

nX
kD0

f .k/.x0/

kŠ
.x � x0/

k
C rn;

kde

rn D
f .nC1/.�/

.nC 1/Š
.x � x0/

nC1:

Odtud ihned vyplývá odhad

jrnj � M
.b � a/nC1

.nC 1/Š
:
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Proto limn!1 rn D 0 a platí

f .x/ D lim
n!1

nX
kD0

f .k/.x0/

kŠ
.x � x0/

k
D

1X
kD0

f .k/.x0/

kŠ
.x � x0/

k :

|

Následující příklad obsahuje pomocné technické tvrzení, které využijeme v dal-
ším výkladu.

7.4.2. Příklad. Nechť ' je omezená funkce na R taková, že '0 je omezená na R.
Nechť k 2 N [ f0g. Dokažte, že potom je funkce

g.x/ D

1X
nD1

2�nnk'.n2x/; x 2 R;

diferencovatelná a platí

g0.x/ D

1X
nD1

2�nnkC2'0.n2x/; x 2 R:

Řešení. Nechť C 2 R je takové, že pro každé x 2 R platí

j'.x/j � C a j'0.x/j � C: (7.19)

Protože řada
P1

nD1 2
�nnkC konverguje, plyne ze srovnávacího kritéria (Věta 3.2.2),

že řada
P1

nD1 2
�nnk'.n2x/ konverguje absolutně. Podle Věty 3.4.3 tedy tato řada

konverguje, takže funkce g je dobře definovaná na R.
Vezměme pevné x 2 R a zvolme " 2 R, " > 0. Řada

P1

nD1 2
�nnkC2 konverguje,

a tedy k tomuto " lze nalézt n0 2 N takové, že

1X
nDn0

2�nnkC2 < ": (7.20)

Z Lagrangeovy věty o střední hodnotě (Věta 5.2.4) aplikované na funkci y 7!

'.n2y/ vyplývá, že pro každé a; b 2 R existuje � 2 R takové, že

'.n2a/ � '.n2b/ D n2'0.n2�/.a � b/:

Odtud plyne, že

j'.n2a/ � '.n2b/j � Cn2 ja � bj : (7.21)

Nalezneme ı 2 R, ı > 0, takové, že pro každé h 2 P.0; ı/ a každé n 2 N, n < n0,
platí ˇ̌̌̌

1

h
.'.n2.x C h// � '.n2x// � n2'0.n2x/

ˇ̌̌̌
<

"

nk
: (7.22)
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Pak pro h 2 P.0; ı/ mámeˇ̌̌g.x C h/ � g.x/

h
�

1X
nD1

2�nnkC2'0.n2x/
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌̌
ˇ

1X
nD1

2�nnk
�
1

h
.'.n2.x C h// � '.n2x// � n2'0.n2x/

�ˇ̌̌̌
ˇ

�

n0�1X
nD1

2�nnk
ˇ̌̌̌
1

h
.'.n2.x C h// � '.n2x// � n2'0.n2x/

ˇ̌̌̌

C

1X
nDn0

2�nnk
�ˇ̌̌̌
1

h
.'.n2.x C h// � '.n2x//

ˇ̌̌̌
C
ˇ̌
n2'0.n2x/

ˇ̌�
:

Odhadneme-li první sumu pomocí (7.22) a druhou pomocí (7.19), (7.20) a (7.21),
dostaneme ˇ̌̌g.x C h/ � g.x/

h
�

1X
nD1

2�nnkC2'0.n2x/
ˇ̌̌

<

n0�1X
nD1

2�nnk
"

nk
C

1X
nDn0

2�nnk2Cn2

�

n0�1X
nD1

2�n"C 2C

1X
nDn0

2�nnkC2

� .1C 2C /":

|

7.4.3. Příklad. Položme f .x/ D
P1

nD1 2
�n cos.n2x/, x 2 R. Ukažte, že f má deri-

vace všech řádů, avšak její Taylorova řada se středem v bodě 0 diverguje v každém
bodě x 2 R n f0g.

Řešení. Funkce kosinus i všechny její derivace jsou omezené funkce. Podle Příkla-
du 7.4.2 je funkce f dobře definovaná a pro každé k 2 N a x 2 R platí

f .k/.x/ D

1X
nD1

2�nn2k cos.k/.n2x/: (7.23)

Pro každé k 2 N a y 2 R máme cos.4k/.y/ D cosy, a tedy

f .4k/.0/ D

1X
nD1

2�nn8k :

Nyní dokážeme, že Taylorova řada funkce f nekonverguje v žádném bodě různém
od nuly. Vezměme tedy x 2 R n f0g. Protože .4k/Š � .4k/4k , pro každé k;m 2 N
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platí ˇ̌̌̌
1

.4k/Š
f .4k/.0/x4k

ˇ̌̌̌
D

1

.4k/Š

1X
nD1

2�nn8kjxj
4k

�
1

.4k/Š
2�mm8kjxj

4k

�
1

.4k/4k
2�mm8kjxj

4k :

(7.24)

Vezměme libovolné k 2 N splňující k2jxj2 > 2 a položme m D 2k. Potom z (7.24)
dostanemeˇ̌̌̌

1

.4k/Š
f .4k/.0/x4k

ˇ̌̌̌
�

1

.4k/4k
2�mm8kjxj

4k
D

�
k2jxj2

2

�2k
> 1:

Taylorova řada funkce f v bodě x se středem v bodě 0 tedy nesplňuje nutnou
podmínku konvergence řady, a tudíž podle Věty 3.1.13 diverguje. |

7.4.4. Příklad. 34 Nechť
P
an má kladné členy. Dokažte následující tvrzení.

(a) Pokud existuje n0 2 N a q 2 .1;1/ taková, že

n logn
�
an

anC1

� 1 �
1

n

�
� q; n 2 N; n � n0;

pak řada
P
an konverguje.

(b) Pokud existuje n0 2 N takové, že

n logn
�
an

anC1

� 1 �
1

n

�
� 1; n 2 N; n � n0;

pak řada
P
an diverguje.

Řešení. (a) Zvolme p 2 .1; q/ a položme bn D
1

n.logn/p , n 2 N n f1g. Pak

bn

bnC1

D
.nC 1/ logp.nC 1/

n logp n

D 1C
.nC 1/ logp.nC 1/ � n logp n

n logp n
; n 2 N n f1g:

Pro každé n 2 Nnf1g použijemeVětu 7.1.17 pro funkci f .x/ D x logp x, x 2 .0;1/,
a interval Œn; nC 1� a nalezneme bod cn 2 .n; nC 1/ splňující

f .nC 1/ D f .n/C f 0.n/C
1

2
f 00.cn/:

3de Morgan
4Bertrand
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Obdržíme tedy

.nC 1/ logp.nC 1/ � n logp n

D logp nC p logp�1
nC

p logp�1
cn C p.p � 1/ logp�2

cn

2cn
:

Označíme-li

ˇn D
p logp�1

cn C p.p � 1/ logp�2
cn

2cn
; n 2 N n f1g;

platí podle Příkladu 5.6.43 a Věty 4.2.16

lim
n!1

ˇn D 0:

Existuje tedy n1 2 N n f1g takové, že

ˇn < .q � p/ logp�1
n; n 2 N; n � n1:

Pro n2 D maxfn0; n1g pak platí

bn

bnC1

D 1C
logp nC p logp�1

nC ˇn

n logp n
< 1C

1

n
C
q logp�1

n

n logp n

D 1C
1

n
C

q

n logn
; n 2 N; n � n2:

Pro n 2 N, n � n2, pak dostáváme

bn

bnC1

< 1C
1

n
C

q

n logn
�

an

anC1

:

Díky Příkladu 3.8.2 dostáváme konvergenci řady
P
an, neboť řada

P
bn konver-

guje podle Příkladu 5.6.44.
(b) Položme bn D

1
n logn , n 2 N n f1g. Podobně jako výše nalezneme pro každé

n 2 N n f1g bod cn 2 .n; nC 1/ splňující

bn

bnC1

D 1C
.nC 1/ log.nC 1/ � n logn

n logn
D 1C

1

n logn

�
1C lognC

1

2cn

�
:

Dostaneme tedy pro n 2 N n f1g, n � n0, odhad

bn

bnC1

D 1C
1

n
C

1

n logn
C

1

2cnn logn
>

an

anC1

:

Tedy
anC1

an
>
bnC1

bn
; n 2 N n f1g; n � n0;

Vzhledem k tomu, že řada
P

1
n logn diverguje (viz Příklad 5.6.44), dostáváme díky

Příkladu 3.8.2 divergenci řady
P
an. |
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7.4.5. Příklad. 5 Nechť
P
an je řada s kladnými členy a a 2 R, " 2 .0;1/ a fbng

omezená posloupnost reálných čísel. Předpokládejme, že
an

anC1

D 1C
a

n
C

bn

n1C"
; n 2 N:

Dokažte, že pokud a > 1, řada
P
an konverguje, pokud a � 1, pak řada

P
an

konverguje.

Řešení. Pokud a 2 R n f1g, lze použít Příklad 3.8.1. Díky předpokladu máme

lim
n!1

n

�
an

anC1

� 1

�
D lim
n!1

�
aC

bn

n"

�
D a;

a tedy řada
P
an konverguje pro a > 1 a diverguje pro a < 1.

Pokud a D 1, platí díky Příkladu 5.6.43

lim
n!1

n logn
�
an

anC1

� 1 �
1

n

�
D lim
n!1

bn logn
n"

D 0:

Tedy existuje n0 2 N takové, že pro n 2 N, n � n0, platí

n logn
�
an

anC1

� 1 �
1

n

�
� 1:

Z Příkladu 7.4.4 nyní plyne divergence dané řady. |

7.5. Početní příklady k Taylorovu polynomu

7.5.1. Příklad. S přesností 10�4 vypočítejte cos.0;1/.

Řešení. Položíme f .x/ D cos.x/, x 2 R. Potom zřejmě pro každé k 2 N [ f0g

a x 2 R platí jf .k/.x/j � 1. Podle Věty 7.1.18 tedy pro a D 0, x D 0;1 aM D 1 tedy
platí

jf .0;1/ � T f;0n .0;1/j �
.0;1/nC1

.nC 1/Š
:

Pro n D 3 tedy platí
jf .0;1/ � T

f;0
3 .0;1/j < 10�4:

Přibližnou hodnotu cos.0;1/ s požadovanou přesností obdržíme jako hodnotu Ta-
ylorova polynomu funkce kosinus řádu 3, tedy

T
f;0
3 .0;1/ D 1 �

.0;1/2

2
D 0;995:

|

Jak jsme již uvedli výše, Taylorův polynom lze v určitých případech použít
k výpočtu limit funkcí či posloupností nebo k vyšetřování konvergence číselných
řad. Tyto postupy nyní ilustrujeme na několika příkladech.

5Gauss
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7.5.2. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

cos x � 1C
1
2
x2

x4
:

Řešení. Podle 7.3.5 platí

lim
x!0

cos x � 1C
1
2
x2

x4
D lim
x!0

1 �
1
2
x2 C

1
4Š
x4 C o.x4/ � 1C

1
2
x2

x4

D lim
x!0

� 1
24

C
o.x4/

x4

�
D

1

24
:

|

7.5.3. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

ex
3

� 1

sin x � x
:

Řešení. Podle 7.3.3 a 7.3.4 dostaneme

lim
x!0

ex
3

� 1

sin x � x
D lim
x!0

1C x3 C o.x3/ � 1

x �
1
3Š
x3 C o.x3/ � x

D lim
x!0

x3 C o.x3/

�
x3

6
C o.x3/

D �6:

|

7.5.4. Příklad. Spočtěte limitu posloupnosti

lim
n!1

n4
�
cos

� 1
n

�
� e

� 1

2n2

�
:

Řešení. Z Heineovy věty (Věta 4.2.16) vyplývá, že

lim
n!1

n4
�
cos

� 1
n

�
� e

� 1

2n2

�
D lim
x!0

cos x � e� x2

2

x4
;

pokud limita vpravo existuje. Stačí tedy spočítat tuto limitu. Z 7.3.5 a 7.3.3 dosta-
neme

lim
x!0

cos x � e� x2

2

x4
D lim
x!0

1 �
x2

2Š
C

x4

4Š
C o.x4/ �

�
1C

�x2

2
C

1
3Š
.�x2

2
/2 C o.x4/

�
x4

D
1

24
�
1

8
D �

1

12
:

|

7.5.5. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

�
1

x2
� cotg2 x

�
:
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Řešení. Výraz, jehož limitu počítáme, přepíšeme do tvaru

1

x2
� cotg2 x D

sin2 x � x2 cos2 x
x2 sin2 x

D
x2

sin2 x
�
sin2 x � x2 cos2 x

x4
:

Z Příkladu 5.6.1 a věty o aritmetice limit plyne, že limx!0
x2

sin2 x
D 1. Pro druhý

zlomek využijeme Taylorových rozvojů příslušných funkcí, tedy 7.3.4 a 7.3.5. Do-
staneme

lim
x!0

sin2 x � x2 cos2 x
x4

D lim
x!0

.x �
1
3Š
x3 C o.x3//2 � x2.1 �

1
2
x2 C o.x2//2

x4

D lim
x!0

x2 �
1
3
x4 C o.x4/ � x2.1 � x2 C o.x2//

x4
D
2

3
:

Z věty o aritmetice limit tedy vyplývá, že

lim
x!0

�
1

x2
� cotg2 x

�
D
2

3
:

|

7.5.6. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

p
1 � 2x C x3 �

3
p
1 � 3x C x2 �

x2

6

sin x � x
:

Řešení. Podle 7.3.4 platí

sin x � x D �
x3

6
C o.x3/; x ! 0:

Dál máme z 7.3.9

.1C y/
1
2 D 1C

1

2
y �

1

8
y2 C

1

16
y3 C o.y3/; y ! 0;

.1C y/
1
3 D 1C

1

3
y �

1

9
y2 C

5

81
y3 C o.y3/; y ! 0:

V následujícím výpočtu bude symbol o.x3/ uvažován pro x ! 0. Podle Věty 7.2.6
platí

.1C .x3 � 2x//
1
2 D 1C

1

2
.x3 � 2x/ �

1

8
.x3 � 2x/2 C

1

16
.x3 � 2x/3 C o.x3/

D 1C
1

2
.x3 � 2x/ �

1

8
.4x2/C

1

16
.�8x3/C o.x3/

a

.1C .x2 � 3x//
1
3 D 1C

1

3
.x2 � 3x/ �

1

9
.x2 � 3x/2 C

5

81
.x2 � 3x/3 C o.x3/

D 1C
1

3
.x2 � 3x/ �

1

9
.9x2 � 6x3/C

5

81
.�27x3/C o.x3/:
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Dostáváme tedyp
1 � 2x C x3 �

3
p
1 � 3x C x2 �

x2

6
D x

�
�2
1

2
C 3

1

3

�
C x2

�
�
4

8
�
1

3
C
9

9
�
1

6

�
C x3

�
1

2
�
8

16
�
6

9
C 27

5

81

�
D x3 C o.x3/:

Proto

lim
x!0

p
1 � 2x C x3 �

3
p
1 � 3x C x2 �

x2

6

sin x � x
D lim
x!0

 
x3 C o.x3/

�
x3

6
C o.x3/

!
D �6:

|

7.5.7. Příklad. Nechť

f .x/ D
1

e
.1C x/

1
x ; x 2 .�1; 0/ [ .0;1/:

Najděte polynom P třetího stupně, který splňuje

f .x/ � P.x/ D o.x3/; x ! 0:

Řešení. V následujícím výpočtu budeme uvažovat symbol o pro x ! 0. Platí

f .x/ D e
log.1Cx/

x �1
D e

log.1Cx/�x

x ; x 2 D.f /:

Označme g.x/ D
log.1Cx/�x

x
, x 2 D.f /. Protože podle 7.3.6 platí

log.1C x/ D x �
x2

2
C
x3

3
�
x4

4
C o.x4/;

máme

log.1C x/ � x D �
x2

2
C
x3

3
�
x4

4
C o.x4/;

a tedy

g.x/ D �
x

2
C
x2

3
�
x3

4
C o.x3/:

Protože

g.x/ D x

�
�
1

2
C
x

3
�
x2

4
C o.x2/

�
;

platí limx!0 g.x/ D 0 a existuje okolí P.0; ı/, na kterém funkce g nenabývá hod-
noty 0.

Jelikož dle 7.3.3 platí

ey D 1C y C
1

2
y2 C

1

6
y3 C o.y3/;
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dostáváme díky Větě 4.2.21

eg.x/ D 1C

�
�
x

2
C
x2

3
�
x3

4
C o.x3/

�
C
1

2

�
�
x

2
C
x2

3
�
x3

4
C o.x3/

�2
C
1

6

�
�
x

2
C
x2

3
�
x3

4
C o.x3/

�3
C o.x3/

D 1C

�
�
x

2
C
x2

3
�
x3

4

�
C
1

2

�
x2

4
� 2

x3

6

�
C
1

6

�
�
x3

8

�
C o.x3/

D 1 �
x

2
C
11

24
x2 �

7

16
x3 C o.x3/:

Požadovaný polynom P je tedy tvaru

P.x/ D 1 �
x

2
C
11

24
x2 �

7

16
x3; x 2 R:

|

7.5.8. Příklad. Spočtěte limitu

lim
x!0

.1C x/
1
x � .1 � x/�

1
x C ex

ex3
:

Řešení. Symbol o opět uvažujeme pro x ! 0. Díky Příkladu 7.5.7 máme

.1C x/
1
x � .1 � x/�

1
x C ex D e

�
1

e
.1C x/

1
x �

1

e
.1 � x/�

1
x C x

�
D e

��
1 �

x

2
C
11

24
x2 �

7

16
x3
�

�

�
1C

x

2
C
11

24
x2 C

7

16
x3
�

C x

�
D e

�
�
7

8
x3 C o.x3/

�
:

Tedy

lim
x!0

.1C x/
1
x � .1 � x/�

1
x C ex

ex3
D lim
x!0

�
7
8
x3 C o.x3/

x3
D �

7

8
:

|

7.5.9. Příklad. Nechť ˛ 2 R. Vyšetřete konvergenci řady
1X
nD2

 
log

�rnC 1

n � 1

�
� sin.

1

n
/ �

1

2n3

!
n˛

log2.n/

v závislosti na parametru ˛.

Řešení. Podle Příkladu 7.3.8 a dále podle 7.3.6 a 7.3.4 jest pro každé x 2 .�1; 1/

log
�rx C 1

x � 1

�
� sin.x/ �

x3

2
D x C

x3

3
C
x5

5
� x C

x3

3Š
�
x5

5Š
�
x3

2
C o.x5/

D x5
�1
5

�
1

5Š

�
C o.x5/ D

23

120
x5 C o.x5/; x ! 0:
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Pro speciální volbu x D
1
n
, kde n 2 N, n � 2, dostáváme

log
�rnC 1

n � 1

�
� sin.

1

n
/ �

1

2n3
D

23

120
n�5

C o.n�5/; n ! 1:

Označme pro n 2 N, n � 2,

an D

 
log

�rnC 1

n � 1

�
� sin.

1

n
/ �

1

2n3

!
n˛

log2.n/

a

bn D
n˛�5

log2 n
:

Potom platí

lim
n!1

an

bn
D lim
n!1

n5
�
23

120
n�5

C o.n�5/

�
D

23

120
: (7.25)

Srovnávací posloupnost fbng volíme tak, aby limn!1
an

bn
vyšla konečná a nenulová.

Jelikož jsou členy řady
P
bn kladné, z (7.25) plyne, že řada

P
an má od jistého

indexu n0 2 N kladné členy. Dále z limitního srovnávacího kritéria (Věta 3.2.5(a))
plyne, že řada

P1

nD2 an je konvergentní právě tehdy, když je konvergentní řadaP1

nD2 bn. Stačí tedy vyšetřit konvergenci řady
P1

nD2 bn v závislosti na parametru ˛.
To jsme však již provedli v Příkladu 5.6.44, podle kterého řada

P
bn konvergu-

je právě tehdy, když ˛ 2 .�1; 4�. Zadaná řada
P
an tedy konverguje právě tehdy,

když ˛ 2 .�1; 4�. |

7.5.10. Příklad. Pro p 2 .0;1/ vyšetřete konvergenci řady
P
a
p
n , kde

an D
1 � 2 � � � .2n � 1/

2 � 4 � � � .2n/
; n 2 N:

Řešení. Použijeme Raabeovo kritérium 3.8.1. Počítejme tedy pro n 2 N výraz

n

 
a
p
n

a
p
nC1

� 1

!
D n

  
nC 1

nC
1
2

!p
� 1

!
D
n
�
.nC 1/p � .nC

1
2
/p
�

.nC
1
2
/p

:

Pro funkci f .x/ D xp, x 2 .0;1/ a každý interval Œn C
1
2
; n C 1� použijeme Vě-

tu 7.1.17 a nalezneme tak cn 2 .nC
1
2
; nC 1/ splňující

.nC 1/p � .nC
1

2
/p D

p

2
.nC

1

2
/p�1

C
1

2
p.p � 1/cp�2

n

�
1

2

�2
:

Vzhledem k tomu, že

.nC
1
2
/p

.nC 1/2.nC
1
2
/p

�
c
p�2
n

.nC
1
2
/p

�
.nC 1/p

.nC
1
2
/pC2

; n 2 N;
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platí díky Větě 2.2.44 rovnost limn c
p�2
n

.nC 1
2 /

p
D 0. Proto máme

lim
n!1

n

 
a
p
n

a
p
nC1

� 1

!
D lim
n!1

 
p
2
n.nC

1
2
/p�1

.nC
1
2
/p

C
p.p � 1/

8

nc
p�2
n

.nC
1
2
/p

!
D
p

2
:

Řada
P
a
p
n tedy konverguje pro p > 2 a diverguje pro p < 2.

Je-li p D 2, platí

a2n

a2nC1

D

 
1C

1
2

.nC
1
2
/2

!2
D 1C

1

.nC
1
2
/2

C
1

4.nC
1
2
/2
; n 2 N:

Položíme-li bn D �
n2Cn

4n2C4nC1
, n 2 N, dostaneme omezenou posloupnost splňující

a2n

a2nC1

D 1C
1

n
C
bn

n2
; n 2 N:

Podle Příkladu 7.4.5 tedy řada
P
a2n diverguje. |

7.5.11. Příklad. Nechť ˛ 2 .0;1/. Vyšetřete konvergenci řady
P1

nD2 an, kde

an D log
�
1C

.�1/n

n˛

�
; n 2 N n f1g:

Řešení. Podle Příkladu 7.3.6 platí

log.1C x/ D x �
1

2
x2 C '.x/; x 2 .�1; 1/;

kde ' je funkce splňující limx!0
'.x/

x2 D 0. Položme

bn D
.�1/n

n˛
; cn D

1

2n2˛
C '.bn/; n 2 N n f1g:

Protože bn 2 .�1; 1/ pro n 2 N n f1g, platí

log
�
1C

.�1/n

n˛

�
D bn C cn; n 2 N n f1g:

Řada
P
bn konverguje pro každé ˛ 2 .0;1/ podle Leibnizova kritéria (Věta 3.3.1).

Dále díky Větě 4.2.16 platí

lim
n!1

cn
1
n2˛

D lim
n!1

�
1C

'.bn/

b2n

�
D 1:

Tedy dle Věty 3.2.5 a řada
P
cn konverguje právě tehdy, když konverguje řadaP

1
n2˛ . To ale nastane právě tehdy, když ˛ > 1

2
(viz Věta 3.2.18).

Platí tedy
P
an D

P
.bnCcn/, přičež

P
bn vždy konverguje a

P
cn konverguje

právě tehdy, když ˛ > 1
2
. Řada

P
an tedy konverguje právě tehdy, když ˛ > 1

2
.

|
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7.5.12. Příklad. Zjistěte pro která C 2 R má funkce

f .x/ D cos x � e� x2

2 C Cx4; x 2 R;

lokální maximum v bodě 0.

Řešení. Symbol o uvažujeme pro x ! 0. Díky 7.3.5 a 7.3.3 máme

cos x D 1 �
x2

2
C
x4

24
�
x6

6Š
C o.x6/ a

e� x2

2 D 1 �
x2

2
C
x4

8
�
x6

48
C o.x6/:

Tedy

f .x/ D x4
�
12C � 1

12

�
C x6

�
14

6Š

�
C o.x6/:

Označme c D
12C�1
12

. Je-li C > 1
12
, tj. c > 0, máme

f .x/ D x4
�
c C

14

6Š
x2 C o.x2/

�
:

Protože limx!0

�
c C

14
6Š
x2 C o.x2/

�
D c, existuje ı 2 R, ı > 0, takové, že

f .x/

x4
>
c

2
; x 2 P.0; ı/:

Tedy f .x/ > 0 pro x 2 P.0; ı/. Jelikož f .0/ D 0, má v tomto případě funkce f
v bodě 0 lokální minimum.

Obdobně odvodíme, že pro C < 1
12

má f v 0 lokální maximum.
Je-li C D

1
12
, dostáváme

f .x/ D
14

6Š
x6 C o.x6/ D x6

�
14

6Š
C o.1/

�
:

Zcela analogickou úvahou jako výše obdržíme, že f má v 0 lokální minimum. |

7.5.13. Příklad. Zjistěte, zdali je 0 inflexním bodem funkce

f .x/ D sin x C sinh x; x 2 R:

Řešení. Během výpočtu budeme symbol o používat pro x ! 0. Pro funkci platí

f 00.x/ D .cos x C cosh x/0 D � sin x C sinh x; x 2 R:

Platí tedy f 00.0/ D 0. Jelikož sinh x D
1
2
.ex � e�x/, máme díky 7.3.3 a 7.3.4 vztahy

sin x D x �
x3

3Š
C
x5

5Š
C o.x5/;

sinh x D
1

2

  
5X
nD0

xn

nŠ
C o.x5/

!
�

 
5X
nD0

.�x/n

nŠ
C o.x5/

!!

D x C
x3

3Š
C
x5

5Š
C o.x5/:
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Dostáváme tak

f 00.x/ D 2
x3

3Š
C o.x5/ D x3.

1

3
C o.x2//:

Z tohoto vztahu dostáváme limx!0
f 00.x/

x3 D
1
3
, a tedy existuje ı 2 R, ı > 0, takové,

že f 00.x/

x3 > 1
6
pro x 2 P.0; ı/. Platí tedy, že f 00.x/ < 0 pro x 2 .�ı; 0/ a f 00.x/ > 0

pro x 2 .0; ı/. Podle Věty 5.4.20 má f v bodě 0 inflexní bod. |





KAPITOLA 8

Mocninné řady

Jak víme z kapitoly o Taylorově polynomu, je v některých případech možné
vyjádřit danou funkci ve tvaru

P1

nD0 anx
n, kde an 2 R, n 2 N [ f0g. Někdy je

vhodnější pracovat s uvedeným rozvojem spíše než s původním tvarem funkce.

8.1. Základní vlastnosti

8.1.1. Definice. Mocninnou řadou o středu x0 2 R rozumíme symbol

1X
nD0

an.x � x0/
n; (8.1)

kde an 2 R pro každé n 2 N [ f0g.

8.1.2. Pokud za x v (8.1) dosadíme reálné číslo, dostaneme číselnou řadu, přičemž
symbolem a0.x � x0/

0 rozumíme a0 (vizte Úmluvu 7.1.4). Mocninná řada tedy
určuje funkci

x 7!

1X
nD0

an.x � x0/
n;

jejímž definičním oborem je množina těch x 2 R, pro která příslušná číselná řada
konverguje. Tato řada je konvergentní alespoň pro x D x0. Funkce tohoto tvaru
budou nyní předmětem našeho zájmu.

8.1.3. Věta. Uvažujme mocninnou řadu (8.1). Pak existuje právě jeden nezáporný
prvek % 2 R� takový, že

� pro každé x 2 R, jx � x0j < %, je řada (8.1) absolutně konvergentní,
� pro každé x 2 R, jx � x0j > %, je řada (8.1) divergentní.

Prvek % splňuje

% D
1

lim sup
n!1

n
p

janj
; (8.2)

kde výrazem 1
0
rozumíme 1 a výrazem 1

1
rozumíme 0.

403
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Důkaz. Pro n 2 N [ f0g a x 2 R položme bn D an.x � x0/
n. Označme dále 
 D

lim sup n
p

janj. Předpokládejme nejprve, že 
 2 .0;1/. Pak

lim sup n
p

jbnj D lim sup n
p

janjjx � x0j D 
 jx � x0j:

Odtud vyplývá, že

lim sup n
p

jbnj < 1

pro každé x 2 R splňující jx � x0j < % a

lim sup n
p

jbnj > 1

pro každé x 2 R splňující jx � x0j > %. Podle Cauchyova odmocninového kritéria
(Věta 3.4.6(b) a (d)) je tudíž řada (8.1) absolutně konvergentní pro každé x 2 R
splňující jx � x0j < % a divergentní pro každé x 2 R splňující jx � x0j > %.

Je-li 
 D 0, pak podle (8.2) platí % D 1 a obdobným výpočtem jako výše
dostaneme

lim sup n
p

jbnj D 0

pro každé x 2 R. Daná mocninná řada je tedy absolutně konvergentní podle Cau-
chyova odmocninového kritéria (Věta 3.2.8(b)) pro všechna x 2 R.

Je-li 
 D 1, pak podle (8.2) platí % D 0 a

lim sup n
p

jbnj D 1

pro každé x 2 R, x ¤ x0. Daná mocninná řada je tedy divergentní podle Cauchy-
ova odmocninového kritéria (Věta 3.2.8(d)) pro všechna x 2 R, x ¤ x0.

Ve všech třech případech jsme tedy ověřili, že číslo %mápožadované vlastnosti.
Dokážeme nyní jednoznačnost prvku %. Předpokládejme, že prvek %0 2 R� má

také uvedené vlastnosti, a přitom % ¤ %0. Bez újmy na obecnosti můžeme předpo-
kládat, že % < %0. Potom by ale pro každé x 2 R splňující % < jx � x0j < %

0 musela
řada

P1

nD0 an.x � x0/
n konvergovat a zároveň divergovat, což není možné. Tím je

důkaz dokončen. �

8.1.4. Definice. Uvažujme mocninnou řadu (8.1). Jednoznačně určený prvek %
z předchozí věty nazýváme poloměrem konvergence řady (8.1).

8.1.5. Věta. Nechť
P1

nD0 an.x � x0/
n je mocninná řada a nechť existuje lim janj

janC1j
.

Potom je tato limita rovna poloměru konvergence uvedené mocninné řady.

Důkaz. Podle Poznámky 3.2.16 platí

lim
n!1

n
p

janj D lim
n!1

janC1j

janj
:

Tvrzení tudíž plyne z Věty 8.1.3 a Věty 2.4.13. �

8.1.6.Příklady. Spočtěte poloměry konvergencemocninných řad
P1

nD0
xn

nŠ
,
P1

nD0 n
nxn

a
P1

nD1
xn

n
a určete, pro která x 2 R uvedené řady konvergují.
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Řešení. Podle Příkladu 2.5.7 platí

lim sup
n!1

n

r
1

nŠ
D 0;

takže poloměr konvergence řady
P1

nD0
xn

nŠ
je roven 1 a řada konverguje pro každé

x 2 R.
Platí

lim sup
n!1

n
p
nn D lim

n!1
n D 1;

a tedy poloměr konvergence řady
P1

nD0 n
nxn je roven 0. Řada konverguje pouze

pro x D 0.
Díky Příkladu 2.2.47 víme, že

lim sup
n!1

n

r
1

n
D 1;

takže poloměr konvergence řady
P1

nD1
xn

n
je roven 1. Řada tedy absolutně konver-

guje pro každé x 2 .�1; 1/ a diverguje pro každé x 2 R splňující jxj > 1. Zbý-
vá vyšetřit konvergenci v bodech 1 a �1. Jak víme z Příkladů 3.1.17 a 3.3.2, řadaP1

nD1
1n

n
diverguje, zatímco řada

P1

nD1
.�1/n

n
konverguje.Mocninná řada

P1

nD1
xn

n

tedy konverguje pro x 2 Œ�1; 1/ a diverguje pro všechna ostatní x 2 R. |

8.1.7. Poznámka. Nechť
P1

nD0 an.x � x0/
n je mocninná řada a % 2 R� je její po-

loměr konvergence. Potom nastane právě jedna z následujících tří možností:
� buď % D 0 a řada konverguje pouze pro x D x0,
� nebo % D 1 a řada absolutně konverguje pro každé x 2 R,
� nebo % 2 .0;1/ a řada absolutně konverguje pro každé x 2 R, jx �

x0j < %, diverguje pro každé x 2 R, jx � x0j > %, a může nebo nemusí
konvergovat pro x D x0 C % a pro x D x0 � %.

8.2. Derivace mocninné řady

V dalším textu se nám bude hodit následující pomocné lemma technické pova-
hy. Tvrzení je obdobné Lemmatu 6.2.1, které jsme využili při odvozování elemen-
tárních funkcí. Zde však potřebujeme přesnější odhad a obecnější formu výrazu na
pravé straně nerovnosti.

8.2.1. Lemma. Nechť x 2 R. Potom pro každé n 2 N, ı > 0 a h 2 .�ı; ı/ platíˇ̌
.x C h/n � xn � nhxn�1

ˇ̌
� h2ı�2.jxj C ı/n: (8.3)

Důkaz. Pokud n D 1, pak tvrzení zřejmě platí, neboť na levé straně nerovnosti je
nula a na pravé je nezáporné číslo. Nechť n 2 N; n � 2. Potom z binomické věty
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pro každé h 2 .�ı; ı/ dostáváme

.x C h/n � xn � nhxn�1
D

nX
kD2

 
n

k

!
xn�khk :

Z nerovnosti jhj < ı, z trojúhelníkové nerovnosti pro konečné sumy a ještě jednou
z binomické věty pak odvodíme odhad

j.x C h/n � xn � nhxn�1
j �

nX
kD2

 
n

k

!
jxj

n�k
jhj

k
�

nX
kD2

 
n

k

!
jxj

n�kık�2h2

� h2ı�2

nX
kD0

 
n

k

!
jxj

n�kık

D h2ı�2.jxj C ı/n:

Tím je důkaz dokončen. �

8.2.2. Věta (derivace mocninné řady). Nechť % je poloměr konvergence mocninné
řady

P1

nD0 an.x � x0/
n. Potom poloměr konvergence řady

P1

nD1 nan.x � x0/
n�1

je také roven %. Pro x 2 R splňující jx � x0j < % označme f .x/ D
P1

nD0 an.x �

x0/
n. Potom má funkce f v každém takovém bodě vlastní derivaci a platí f 0.x/ DP1

nD1 nan.x � x0/
n�1.

Důkaz. Zřejmě platí lim sup n
p

janj � lim sup n
p
njanj. Dokážeme opačnou nerov-

nost, tedy lim sup n
p
njanj � lim sup n

p
janj. Jestliže lim sup n

p
janj D 1, pak tato

nerovnost platí zřejmě. Předpokládejme, že lim sup n
p

janj < 1. Víme, že lim n
p
n D

1. Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0,
platí n

p
n < .1C "/. Pro tato n 2 N potom platí

sup
k�n

k
p
kjakj � .1C "/ sup

k�n

k
p

jakj;

a tedy lim sup n
p
njanj � .1 C "/ lim sup n

p
janj. Protože " bylo zvoleno libovolně,

plyne odtud, že lim sup n
p
njanj � lim sup n

p
janj. Celkem tedymáme lim sup n

p
njanj D

lim sup n
p

janj. Odtud a z definice poloměru konvergence mocninné řady vyplývá,
že poloměr konvergence řady

P1

nD0 nan.x � x0/
n je roven %. Řada

P1

nD1 nan.x �

x0/
n�1 je zřejmě konvergentní pro x D x0. Jestliže x 2 R splňuje 0 < jx � x0j < %,

potom platí
1X
nD1

nan.x � x0/
n�1

D
1

x � x0

1X
nD0

nan.x � x0/
n;

a tedy je řada
P1

nD1 nan.x�x0/
n�1 konvergentní. Obdobnou úvahou lze dokázat,

že pro x 2 R splňující jx�x0j > % je řada
P1

nD1 nan.x�x0/
n�1 divergentní. Poloměr

konvergence řady
P1

nD1 nan.x � x0/
n�1 je tedy roven %.

Dokážeme nyní druhou část tvrzení. Jestliže % D 0, pak je tvrzení triviální,
neboť žádné x 2 R s uvedenou vlastností neexistuje. Předpokládejme, že % > 0.
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Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že x0 D 0. Zvolme x 2 .�%; %/.
K důkazu tvrzení stačí dokázat, že

lim
h!0

f .x C h/ � f .x/

h
D

1X
nD1

nan.x � x0/
n�1: (8.4)

Nalezneme ı > 0 splňující jxj C ı < %. Potom pro každé h 2 .�ı; ı/ platí jxC hj �

jxj C jhj < jxj C ı < %, a tedy je výraz f .xC h/ dobře definován. Z Lemmatu 8.2.1
tudíž plyne ˇ̌̌̌

ˇf .x C h/ � f .x/

h
�

1X
nD1

nanx
n�1

ˇ̌̌̌
ˇ

D
1

jhj

ˇ̌̌̌
ˇ

1X
nD0

an.x C h/n �

1X
nD0

anx
n

� h

1X
nD1

nanx
n�1

ˇ̌̌̌
ˇ

D
1

jhj

ˇ̌̌̌
ˇ

1X
nD1

an..x C h/n � xn � hnxn�1/

ˇ̌̌̌
ˇ

�
1

jhj

1X
nD1

janj
ˇ̌
.x C h/n � xn � hnxn�1

ˇ̌
�

1

jhj
h2ı�2

1X
nD1

janj.jxj C ı/n

D jhjı�2

1X
nD1

janj.jxj C ı/n:

Protože jxjCı < %, je podle Věty 8.1.3 řada
P1

nD1 an.jxjCı/n konvergentní. Odtud
vyplývá, že

lim
h!0

jhjı�2

1X
nD1

janj.jxj C ı/n D 0;

a tedy také

lim
h!0

ˇ̌̌̌
ˇf .x C h/ � f .x/

h
�

1X
nD1

nanx
n�1

ˇ̌̌̌
ˇ D 0:

Odtud a z Věty 2.2.24 plyne (8.4). Tvrzení je dokázáno. �

8.2.3. Věta (vztah mocninné řady a Taylorova polynomu). Nechť % > 0 je poloměr
konvergence mocninné řady

P1

nD0 an.x � x0/
n. Pro x 2 R splňující jx � x0j < %

označme f .x/ D
P1

nD0 an.x � x0/
n. Potom

(a) pro každé k 2 N [ f0g a každé x 2 R, jx � x0j < %, existuje vlastní f .k/.x/
a platí

f .k/.x/ D

1X
nDk

n.n � 1/ � � � .n � k C 1/an.x � x0/
n�k ;
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(b) speciálně platí f .k/.a/ D kŠ ak , k 2 N [ f0g,
(c) pro každé n 2 N a každé x 2 R platí T f;an .x/ D

Pn
kD0 ak.x � x0/

k.

Důkaz. Tvrzení (a) plyne iterováním Věty 8.2.2 k-krát. Tvrzení (b) je speciálním
případem tvrzení (a) pro x D x0. Dokážeme tvrzení (c). Podle již dokázaného
tvrzení (a) má funkce f na intervalu .x0 � %; x0 C %/ derivace všech řádů a platí

f .k/.a/ D kŠak ; k 2 N [ f0g:

Podle definice Taylorova polynomu tedy máme

T f;an .x/ D

nX
kD0

1

kŠ
f .k/.a/.x � x0/

k
D

nX
kD0

ak.x � x0/
k :

Tím je tvrzení dokázáno. �

8.2.4. Při derivování mocninné řady (8.1) člen po členu se zachovává poloměr
konvergence %. V případech, kdy % 2 .0;1/, se však může stát, že v některém
z krajních bodů x0 C % a x0 � % řada

P1

nD1 nan.x � x0/
n�1 diverguje, přestože

původní řada (8.1) v těchto bodech konverguje. Příkladem je řada
P1

nD0
xn

n
, která

je konvergentní pro x 2 Œ�1; 1/, ale řada
P1

nD1 x
n�1 není konvergentní pro x D �1.

8.2.5. Věta. Nechť
P1

nD0 an.x�x0/
n a

P1

nD0 bn.x�x0/
n jsoumocninné řady. Jestli-

že existuje ı > 0 takové, že pro každé x 2 .x0 � ı; x0 C ı/ obě řady konvergují ke
stejnému součtu, potom pro každé n 2 N [ f0g platí an D bn.

Důkaz. Pro x 2 .x0 � ı; x0 C ı/ označme

f .x/ D

1X
nD0

an.x � x0/
n:

Pro x 2 .x0 � ı; x0 C ı/ potom platí f .x/ D
P1

nD0 bn.x � x0/
n. Podle Věty 8.2.3(a)

je f .n/.a/ D nŠan D nŠbn pro každé n 2 N, a tedy an D bn. Rovnost a0 D b0 plyne
ze vztahu f .a/ D a0 D b0. �

8.2.6. Věta. Nechť % je poloměr konvergence řady (8.1). Potom poloměr konver-
gence řady

1X
nD0

an

nC 1
.x � x0/

nC1 (8.5)

je také roven %. Pro x 2 R splňující jx � x0j < % označme

g.x/ D

1X
nD0

an

nC 1
.x � x0/

nC1:

Potom v každém takovém bodě má funkce g vlastní derivaci a platí

g0.x/ D

1X
nD0

an.x � x0/
n:
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Důkaz. Pro n 2 N [ f0g položme

bn D

(
0; pokud n D 0;
an�1

n
; pokud n � 1:

Potom
1X
nD0

an

nC 1
.x � x0/

nC1
D

1X
nD1

an�1

n
.x � x0/

n
D

1X
nD0

bn.x � x0/
n:

Podle Věty 8.2.2 mají řady
P1

nD0 bn.x � x0/
n a

P1

nD0 an.x � x0/
n stejný poloměr

konvergence % a pro každé x 2 R splňující jx � x0j < % platí

g0.x/ D

1X
nD1

nbn.x � x0/
n�1

D

1X
nD1

an�1.x � x0/
n�1

D

1X
nD0

an.x � x0/
n:

Tím je tvrzení dokázáno. �

8.2.7. Příklad. Dokažte, že pro každé x 2 .�1; 1/ platí

arctg x D

1X
nD0

.�1/n

2nC 1
x2nC1: (8.6)

Řešení. Položme

an D

(
.�1/k

2kC1
; jestliže n D 2k C 1; k 2 N [ f0g;

0; jestliže n 2 N [ f0g je sudé:

Chceme dokázat, že pro každé x 2 .�1; 1/ platí arctg x D
P1

nD0 anx
n. Z Příkla-

du 2.2.47 plyne, že

lim sup
n!1

n
p

janj D lim sup
k!1

2kC1

r
1

2k C 1
D 1;

takže poloměr konvergence řady
P1

nD0 anx
n je roven 1. Pro x 2 .�1; 1/ položme

f .x/ D
P1

nD0 anx
n. Pak dle Věty 8.2.2 a Příkladu 3.1.8 platí

f 0.x/ D

1X
nD1

nanx
n�1

D

1X
nD0

.nC 1/anC1x
n:

Pro n 2 N [ f0g jest

.nC 1/anC1 D

(
.�1/2k ; jestliže n D 2k; k 2 N [ f0g;

0; jestliže n 2 N [ f0g je liché:

Tudíž

f 0.x/ D

1X
nD0

.�x2/n D
1

1C x2
; x 2 .�1; 1/:

Zároveň však pro každé x 2 .�1; 1/ platí arctg0 x D
1

1Cx2 . Pro x 2 .�1; 1/ položme
g.x/ D f .x/ � arctg x. Pak podle věty o aritmetice derivací (Věta 5.1.17) platí
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g0.x/ D 0 pro každé x 2 .�1; 1/. Protože g má v každém bodě intervalu .�1; 1/
vlastní derivaci, je podle věty o vztahu derivace a spojitosti (Věta 5.1.15) na tomto
intervalu spojitá. Tudíž podle Věty 5.2.9 existuje c 2 R splňující g.x/ D c, x 2

.�1; 1/, tedy f .x/ D arctg x C c, x 2 .�1; 1/. Protože f .0/ D 0, a tedy g.0/ D

f .0/ � arctg 0, je c D 0 a f .x/ D arctg x. |

8.2.8. Příklad. Dokažte, že pro každé x 2 .�1; 1/ platí

arcsin x D

1X
nD0

.�1/n

2nC 1

 
�
1
2

n

!
x2nC1: (8.7)

Řešení. Rovnost lze dokázat obdobně jako v řešení Příkladu 8.2.7 s použitím vzorce

1
p
1 � x2

D

1X
nD0

.�1/n

 
�
1
2

n

!
x2n; x 2 .�1; 1/;

jenž vyplývá ze vztahu (7.13) pro ˛ D �
1
2
. |

8.3. Abelova věta

Nechť % je poloměr konvergence mocninné řady
P1

nD0 an.x�x0/
n. Předpoklá-

dejme, že % 2 .0;1/. Označme f .x/ D
P1

nD0 an.x � x0/
n pro x 2 .x0 � %; x0 C %/.

V tomto oddílu se budeme zabývat souvislostí limity limx!.x0C%/� f .x/ a součtu
řady

P1

nD0 an%
n. Vzniká totiž přirozená otázka, zda je možné platnost vzorců (8.6)

a (8.7) rozšířit i na krajní body.
Nejprve si povšimneme, že obecně žádná souvislost mezi uvedenou limitou

a řadou neexistuje. Položíme-li například an D .�1/n pro n 2 N [ f0g, pak % D 1

a f .x/ D
P1

nD0.�1/
nxn pro x 2 .�1; 1/. To znamená, že f .x/ D

1
1Cx

pro x 2

.�1; 1/, a tedy limx!1�
f .x/ D

1
2
. Přitom řada

P1

nD0 an%
n D

P1

nD0.�1/
n diverguje.

Ukazuje se, že lze obdržet mnohem příznivější výsledky v případě, kdy je řadaP1

nD0 an%
n konvergentní. Tuto situaci popisuje Abelova věta, kterou nyní zformu-

lujeme a dokážeme. Nejprve uvedeme pomocné tvrzení.

8.3.1. Lemma. Nechť
P1

nD0 an je konvergentní číselná řada. Pro n 2 N[f0g označ-
me sn D

Pn
kD0 ak. Potom jsou pro každé x 2 .�1; 1/ řady

P1

nD0 anx
n a

P1

nD0 snx
n

absolutně konvergentní a platí
1X
nD0

anx
n

D .1 � x/

1X
nD0

snx
n:

Důkaz. Posloupnost fsng1
nD0 je podle předpokladu konvergentní, a tedy omezená.

Takže existuje C > 0 takové, že pro každé n 2 N platí jsnj � C . Zvolme x 2 .�1; 1/.
Potom

lim sup
n!1

n
p

jsnjjxjn � lim sup
n!1

n
p
C jxj D lim

n!1

n
p
C jxj D jxj < 1:
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ZCauchyova odmocninového kritéria (Věta 3.4.6(a)) tedy vyplývá, že řada
P1

nD0 snx
n

je absolutně konvergentní. Řada
P1

nD0 an je podle předpokladu konvergentní, a te-
dy podle Věty 3.1.13 platí lim an D 0. Tudíž také posloupnost fang1

nD0 je omezená.
Odtud pomocí obdobné úvahy jako výše vyplývá, že i řada

P1

nD0 anx
n je absolutně

konvergentní. Nechť N 2 N [ f0g. Potom platí

.1 � x/

NX
nD0

snx
n

D

NX
nD0

snx
n

�

NX
nD0

snx
nC1

D

NX
nD0

snx
n

�

NC1X
nD1

sn�1x
n

D s0 C

NX
nD1

.sn � sn�1/x
n

� sNx
NC1

D

NX
nD0

anx
n

� sNx
NC1:

Posloupnost fsN g1
ND0 je omezená a limN!1 xNC1 D 0. Podle Věty 2.2.39 tedy

platí limN!1 sNx
NC1 D 0. Odtud a z věty o aritmetice limit vyplývá, že

.1 � x/

1X
nD0

snx
n

D lim
N!1

.1 � x/

NX
nD0

snx
n

D lim
N!1

� NX
nD0

anx
n

� sNx
NC1

�
D

1X
nD0

anx
n:

Tím je tvrzení dokázáno. �

8.3.2. Věta (Abel). Nechť % je poloměr konvergence mocninné řady
P1

nD0 an.x �

x0/
n. Předpokládejme, že % 2 .0;1/.
(a) Jestliže

P1

nD0 an%
n konverguje, potom platí

lim
x!.x0C%/�

1X
nD0

an.x � x0/
n

D

1X
nD0

an%
n:

(b) Jestliže
P1

nD0 an.�%/
n konverguje, potom platí

lim
x!.x0�%/C

1X
nD0

an.x � x0/
n

D

1X
nD0

an.�%/
n:

Důkaz. Dokážeme tvrzení (a). Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že
x0 D 0. Předpokládejme nejprve, že % D 1. Označme s D

P1

nD0 an, pro n 2 N [f0g

položme sn D
Pn
kD0 ak a pro x 2 .�1; 1/ položme f .x/ D

P1

nD0 anx
n. Chceme
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dokázat, že limx!1�
f .x/ D s. Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové,

že pro každé n 2 N, n � n0, platí jsn � sj < ". Nyní pro tato " a n0 nalezneme
ı 2 .0; 1/ takové, že pro každé x 2 .1 � ı; 1/ platí .1 � x/

Pn0

nD0 jsn � sj < ". Potom
podle Lemmatu 8.3.1 pro každé x 2 .1 � ı; 1/ platí

jf .x/ � sj D

ˇ̌̌ 1X
nD0

anx
n

� s
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌
.1 � x/

1X
nD0

snx
n

� s
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌
.1 � x/

1X
nD0

snx
n

� .1 � x/s

1X
nD0

xn
ˇ̌̌

� .1 � x/

1X
nD0

jsn � sjxn

D .1 � x/

n0X
nD0

jsn � sjxn C .1 � x/

1X
nDn0C1

jsn � sjxn

< .1 � x/

n0X
nD0

jsn � sj C .1 � x/

1X
nDn0C1

"xn

< "C .1 � x/

1X
nD0

"xn

D "C " D 2":

Tedy limx!1�
f .x/ D s. Tím je tvrzení dokázáno pro % D 1.

Nyní předpokládejme, že % 2 .0;1/. Potom platí

lim sup n
p

janj%n D
1

%
% D 1;

a tedy je poloměr konvergence řady
P1

nD0 an%
nxn roven 1. Z již dokázané části

tvrzení a z věty o limitě složené funkce (Věta 4.2.21(P)) tedy plyne, že

lim
x!%�

1X
nD0

anx
n

D lim
x!%�

1X
nD0

an%
n.
x

%
/n D lim

y!1�

1X
nD0

an%
nyn D

1X
nD0

an%
n:

Větu 4.2.21 jsme mohli použít díky tomu, že vnitřní funkce x 7!
x
%
je rostoucí. Tím

je dokázáno tvrzení (a). Tvrzení (b) lze dokázat obdobným způsobem. �

8.3.3. Příklad. Dokažte, že pro každé x 2 Œ�1; 1� platí

arctg x D

1X
nD0

.�1/n

2nC 1
x2nC1:

Řešení. Dle (8.6) víme, že tvrzení platí pro každé x 2 .�1; 1/. Dokážeme jeho plat-
nost pro x D 1. Řada

P1

nD0
.�1/n

2nC1
konverguje podle Leibnizovy věty (Věta 3.3.1).

Tedy ze spojitosti funkce arctg a z Abelovy věty plyne, že

arctg 1 D lim
x!1�

arctg x D lim
x!1�

1X
nD0

.�1/n

2nC 1
x2nC1

D

1X
nD0

.�1/n

2nC 1
:
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Obdobnýmpostupem lze dokázat, že arctg.�1/ D
P1

nD0
.�1/nC1

2nC1
, neboť řada

P1

nD0
.�1/n

2nC1
.�1/2nC1 DP1

nD0
.�1/nC1

2nC1
také konverguje podle Leibnizovy věty. |

8.3.4. Poznámka. V Příkladu 8.3.3 jsme dokázali následující zajímavý vztah
1X
nD0

.�1/n

2nC 1
D
�

4
:

Pro aproximaci čísla � však není tento vzorec vhodný, protože řada na pravé straně
rovnosti konverguje velice pomalu. Například pro určení hodnoty čísla � s přes-
ností, jaká byla známa již Archimédovi, je třeba sečíst více než 300 členů uvedené
řady.

8.3.5. Na závěr tohoto oddílu uvedeme ještě důkaz Abelovy věty (Věta 3.6.5).

Věta.Nechť
P1

nD1 an a
P1

mD1 bm jsou konvergentní řady, jejichž Cauchyův součin
konverguje. Pak platí

1X
kD1

� kX
iD1

akC1�ibi

�
D

� 1X
nD1

an

�
�

� 1X
mD1

bm

�
:

Důkaz. Položme f .x/ D
P1

nD1 anx
n a g.x/ D

P1

nD1 bnx
n. Obě tyto řady mají po-

loměr konvergence větší nebo roven jedné, neboť číselné řady
P1

nD1 an a
P1

nD1 bn
jsou podle předpokladu konvergentní. Odtud vyplývá, že obě řady jsou absolutně
konvergentní pro každé x 2 .�1; 1/. Podle Mertensovy věty (Věta 3.6.2) tedy pro
každé x 2 Œ0; 1/ platí

f .x/g.x/ D

1X
kD1

.

kX
iD1

akC1�ix
kC1�ibix

i / D

1X
kD1

.

kX
iD1

akC1�ibi /x
kC1:

Z Abelovy věty (Věta 8.3.2) pak plyne

lim
x!1�

f .x/g.x/ D

1X
nD1

an

1X
nD1

bn D

1X
nD1

.

kX
iD1

akCi�1bi /:

�

8.4. Teoretické příklady na mocninné řady

8.4.1. Příklad (Tauberova1 věta). Nechť má mocninná řada
P1

nD0 anx
n poloměr

konvergence 1 a nechť L 2 R�. Označme f .x/ D
P1

nD0 anx
n, x 2 .�1; 1/. Jestliže

platí limnan D 0 a limx!1�
f .x/ D L, pak

P1

nD0 an D L.

1Alfred Tauber (1866–1942)
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Řešení. Protože limnan D 0, platí podle Věty 2.2.24 také limnjanj D 0. Z Vě-
ty 3.4.11 pak vyplývá, že i lim 1

n

Pn
kD0 kjakj D 0.

Označme

xn D 1 �
1

n
; n 2 N:

Potom limf .xn/ D L.
Nechť nejprve L 2 R. Zvolme " 2 R, " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové,

že pro každé n � n0 platí
jf .xn/ � Lj < "; (8.8)

1

n

nX
kD0

kjakj < " (8.9)

a
njanj < ": (8.10)

Položme sn D
Pn
kD0 ak , n 2 N [f0g. Potom pro každé x 2 .0; 1/ a n 2 N [f0g platí

sn � L D

nX
kD0

ak � L D

nX
kD0

ak � LC f .x/ �

1X
kD0

akx
k

D

nX
kD0

ak.1 � xk/C f .x/ � L �

1X
kDnC1

akx
k ;

a tedy

jsn � Lj �

nX
kD0

jakj.1 � xk/C jf .x/ � Lj C

1X
kDnC1

jakjxk :

Protože pro každé k 2 N [ f0g máme

.1 � xk/ D .1 � x/.1C x C � � � C xk�1/ � k.1 � x/;

dostáváme
nX
kD0

jakj.1 � xk/ � .1 � x/

nX
kD0

kjakj:

Nechť nyní n 2 N je zvoleno tak, aby n � n0. Potom z (8.10) plyne

1X
kDnC1

jakjxk < "

1X
kDnC1

xk

k
�
"

n

1X
kDnC1

xk D
"xnC1

n.1 � x/
<

"

n.1 � x/
:

Celkově dostáváme pro každé x 2 .0; 1/ a n 2 N, n � n0 odhad

jsn � Lj � .1 � x/

nX
kD0

kjakj C jf .x/ � Lj C
"

n.1 � x/
:
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Do tohoto odhadu nyní dosadíme hodnotu x D xn. Ze (8.8) a (8.9) pak obdržíme

jsn � Lj � .1 � xn/

nX
kD0

kjakj C jf .xn/ � Lj C
"

n.1 � xn/

D
1

n

nX
kD0

kjakj C jf .xn/ � Lj C " < "C "C " D 3";

a tedy lim sn D L.
Nyní předpokládejme, že L D 1. Potom pro každé n 2 N [ f0g a x 2 .0; 1/

platí

sn D

nX
kD0

ak C f .x/ �

1X
kD0

akx
k

D

nX
kD0

ak.1 � xk/C f .x/ �

1X
kDnC1

akx
k

� f .x/ �

1X
kDnC1

akx
k :

Nyní nalezneme n0 2 N takové, aby pro každé n 2 N, n � n0, platilo janj �
1
n
. Pak

pro každé takové n dostaneme
1X

kDnC1

akx
k

�

1X
kDnC1

jakjxk �
1

n

1X
kDnC1

xk

D
xnC1

n.1 � x/
�

1

n.1 � x/
:

Dosadíme-li do tohoto odhadu x D xn, dostaneme
P1

kDnC1 akx
k � 1. Tedy celkem

sn � f .xn/ � 1

pro každé n 2 N, n � n0. Tvrzení nyní plyne z toho, že limf .xn/ D 1.
Nechť L D �1. Položíme bn D �an, n 2 N [ f0g, a g.x/ D

P1

n�0 bnx
n,

x 2 .�1; 1/. Potom zřejmě platí limnbn D 0 a limx!1� g.x/ D 1. Z již dokázaného
tvrzení tudíž plyne

P1

nD0 bn D 1, a tedy
P1

nD0 an D �1. |

8.4.2. Poznámka. V Tauberově větě z Příkladu 8.4.1 lze předpoklad limnan D 0

nahradit předpokladem, že posloupnost fnang je omezená. Důkaz tohoto tvrzení,
který podal J. E. Littlewood2, je podstatně obtížnější než důkaz původní Taubero-
vy věty a zde jej uvádět nebudeme.

8.5. Početní příklady na mocninné řady

8.5.1. Příklad. Nalezněte poloměr konvergence mocninné řady
P1

nD1
xn

n3 .

2John Edensor Littlewood (1885–1977)
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Řešení. Jedná se o mocninnou řadu ve tvaru (8.1) se středem x0 D 0 a koeficienty

an D

(
0 pro n D 0;
1
n3 pro n � 1:

Platí

lim sup
n!1

n
p

janj D lim sup
n!1

n

r
1

n3
D 1;

a tudíž ze vzorce (8.2) dostaneme % D 1.
Poloměr konvergence % lze také vypočítat pomocí Poznámky 3.2.16, neboť

platí

lim
n!1

an

anC1

D lim
n!1

.nC 1/3

n3
D 1:

|

8.5.2. Příklad. Nalezněte poloměr konvergence řady
P1

nD0
nŠ
.2n/Š

xn.

Řešení. Jedná se o mocninnou řadu ve tvaru (8.1) se středem x0 D 0 a koeficienty

an D
nŠ

.2n/Š
pro n 2 N [ f0g:

Platí

lim
n!1

an

anC1

D lim
n!1

nŠ
.2n/Š

.nC1/Š
.2nC2/Š

D lim
n!1

.2nC 1/.2nC 2/

nC 1
D 1:

Podle Poznámky 3.2.16 je tedy poloměr konvergence roven % D 1. |

8.5.3. Příklad. Nalezněte poloměr konvergence mocninné řady
P1

kD1
xkŠ

kŠ
.

Řešení. Jedná se o mocninnou řadu se středem x0 D 0 a koeficienty

an D

(
1
kŠ
; pokud n D kŠ pro nějaké k 2 N;

0 v ostatních případech:

Pro každé n 2 N platí n
p
an �

n

q
1
n
, a tedy podle Věty 2.4.15 a Příkladu 2.2.47

máme

lim sup n
p
an � lim sup n

r
1

n
D lim n

r
1

n
D 1:

Podle věty o limitě vybrané posloupnosti (Věta 2.2.30) platí

lim
k!1

kŠ
p
akŠ D lim

k!1

kŠ

r
1

kŠ
D 1;

a tedy lim sup n
p
an D 1. Odtud a ze vzorce (8.2) vyplývá, že poloměr konvergence

je roven 1. |
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8.5.4. Příklad. Nechť 0 < a < b. Nalezněte poloměr konvergence mocninné řady
1X
nD1

�
nan C

bn

n2

�
xn:

Řešení. Jedná se o mocninnou řadu ve tvaru (8.1) se středem x0 D 0 a koeficienty

an D

(
0 pro n D 0;

nan C
bn

n2 pro n � 1:

Pro každé n 2 N platí odhady

bn

n2
� nan C

bn

n2
� 2nbn:

Pomocí limity z Příkladu 2.2.47 dostaneme

lim
n!1

n

r
bn

n2
D b a lim

n!1

n
p
2nbn D b;

a proto podle věty o dvou strážnících (Věta 2.2.44) platí

lim
n!1

n

r
nan C

bn

n2
D b:

Podle (8.2) je tedy poloměr konvergence % roven 1
b
. |

8.5.5. Příklad. Nechť c > 0. Nalezněte poloměr konvergence mocninné řady
1X
nD0

nŠ

cn
2
xn:

Řešení. Pro n 2 N [ f0g označme

an D
nŠ

cn
2
:

Potom platí

lim
n!1

an

anC1

D lim
n!1

nŠ

cn2

.nC1/Š

c.nC1/2

D lim
n!1

c2nC1

nC 1
D

(
0; pokud c 2 .0; 1�;

1; pokud c 2 .1;1/:

Podle Poznámky 3.2.16 tedy pro poloměr konvergence % dostáváme

% D

(
0; pokud c 2 .0; 1�;

1; pokud c 2 .1;1/:

|

8.5.6. Příklad. Dokažte, že funkci f .x/ D
x2C1
x2�1

, x 2 .�1; 1/ lze rozvinout do
mocninné řady se středem v bodě 0 a poloměrem konvergence 1.Určete koeficienty
této řady.
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Řešení. Podle vzorce pro součet geometrické řady a jednoduché úpravy platí pro
x 2 .�1; 1/

f .x/ D �.x2 C 1/ �
1

1 � x2
D �.x2 C 1/

1X
nD0

x2n

D

1X
nD0

.�x2nC2
� x2n/ D �1 �

1X
nD1

2x2n:

Tedy f .x/ D
P1

nD0 anx
n, x 2 .�1; 1/, kde

an D

�
�1 pro n D 0;

0 pro n 2 N liché;
�2 pro n 2 N sudé:

|

8.5.7. Příklad. Dokažte, že funkci f .x/ D
1

.1Cx2/2
, x 2 .�1; 1/ lze rozvinout do

mocninné řady se středem v bodě 0 a poloměrem konvergence 1.Určete koeficienty
této řady.

Řešení. Podle vzorce pro součet geometrické řady pro každé x 2 .�1; 1/ platí

1

1C x2
D

1

1 � .�x2/
D

1X
nD0

.�x2/n D

1X
nD0

.�1/nx2n:

Dostali jsme mocninnou řadu se středem v bodě 0 a koeficienty

an D

(
.�1/k ; pokud n D 2k; k 2 N [ f0g;

0; pokud n D 2k C 1; k 2 N [ f0g:

Poloměr konvergence této řady je roven 1. Podle Věty 8.1.3 konverguje mocninná
řada na intervalu .�1; 1/ absolutně. Podle Mertensovy věty (Věta 3.6.2) platí

f .x/ D

 
1X
nD0

anx
n

! 
1X
nD0

anx
n

!

D

1X
nD0

 
nX
kD0

akx
kan�kx

n�k

!
D

1X
nD0

bnx
n;

kde

bn D

nX
kD0

akan�k :

Pro každé n 2 N [ f0g mají čísla k a 2n � k stejnou paritu, tj. jsou obě lichá
nebo obě sudá. Pokud je navíc k sudé, pak platí

aka2n�k D .�1/
k
2 .�1/n� k

2 D .�1/n:
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Pokud je k liché, pak platí aka2n�k D 0 � 0 D 0. Počet sudých čísel v množině
f0; 1; : : : ; 2ng je roven nC 1. Máme tedy b2n D .�1/n.nC 1/.

Pro každé n 2 N [ f0g mají čísla k a 2n C 1 � k rozdílnou paritu, a proto je
právě jedno z čísel ak a a2nC1�k rovno 0. Odtud plyne, že b2nC1 D 0.

Výsledná řada má tedy tvar

f .x/ D

1X
nD0

.�1/n.nC 1/x2n; x 2 .�1; 1/:

|

8.5.8. Příklad. Rozviňte funkci f .x/ D sin2 x do mocninné řady.

Řešení. Podle vzorce pro sin polovičního úhlu a podle známé mocninné řady pro
cos dostáváme

sin2 x D
1

2
.1 � cos 2x/ D

1

2
�
1

2

1X
nD0

.�1/n
.2x/2n

.2n/Š
D

1X
nD1

.�1/nC1 2
2n�1

.2n/Š
x2n :

|

8.5.9. Příklad. Sečtěte řadu
1X
nD0

.�1/n

2nC 3
:

Řešení. Zkoumejme mocninnou řadu

f .x/ D

1X
nD0

.�1/n

2nC 3
x2nC3 :

Snadno zjistíme, že poloměr konvergence je R D 1. Posloupnost 1
2nC3

monotón-
ně klesá k nule, a tedy podle Leibnizova kritéria (Věta 3.3.1) tato mocninná řada
konverguje i pro x D 1. Z Abelovy věty tedy dostáváme

1X
nD0

.�1/n

2nC 3
D f .1/ D lim

x!1�
f .x/ :

Podle věty o derivaci mocninné řady (Věta 8.2.2) platí pro všechna x 2 .�1; 1/

f 0.x/ D

1X
nD0

.�1/nx2nC2
D

x2

1C x2
;

kde jsme v posledním kroku využili vzorce pro součet geometrické řady. Snadnou
integrací dostaneme

f .x/ D

Z
x2

1C x2
dx D

Z �
1 �

1

1C x2

�
dx D x � arctan x C C :
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Dosazením x D 0 dostaneme
1X
nD0

.�1/n

2nC 3
02nC3

D 0 � arctan 0C C ;

a tedy C D 0. Součet zadané řady nyní dopočteme podle Abelovy věty
1X
nD0

.�1/n

2nC 3
D lim
x!1�

f .x/ D lim
x!1�

.x � arctan x/ D 1 �
�

4
:

|

8.5.10. Příklad. Sečtěte řadu
1X
nD0

.n2 C 2n/
1

3n
:

Řešení. Zkoumejme mocninnou řadu

f .x/ D

1X
nD0

xn D
1

1 � x

pro x 2 .�1; 1/. Pravou stranu můžeme snadno derivovat, a tedy podle věty o de-
rivaci mocninné řady (Věta 8.2.2) platí pro všechna x 2 .�1; 1/

f 0.x/ D

1X
nD0

nxn�1
D

1

.1 � x/2
:

První člen řady je nulový, a proto opětovným použitím věty o derivaci mocninné
řady dostaneme

f 00.x/ D

1X
nD1

n.n � 1/xn�2
D

2

.1 � x/3
:

Z posledních dvou rovností snadno dostáváme
1X
nD0

.n2 C 2n/xn D x2
1X
nD1

.n2 � n/xn�2
C 3x

1X
nD0

nxn�1

D x2f 00.x/C 3xf 0.x/ D
2x2

.1 � x/3
C

3x

.1 � x/2

pro všechna x 2 .�1; 1/. Dosazením x D
1
3
dostaneme

1X
nD0

.n2 C 2n/
1

3n
D
3

4
C
9

4
D 3 :

|



8.5. POČETNÍ PŘÍKLADY NA MOCNINNÉ ŘADY 421

8.5.11. Příklad. Sečtěte řadu
1X
nD1

1

4n2 � 1
:

Řešení. Zkoumejme mocninnou řadu

f .x/ D

1X
nD1

1

4n2 � 1
x2nC1 :

Snadno zjistíme, že poloměr konvergence této mocninné řady je R D 1 a že tato
řada konverguje i pro x D 1. Z Abelovy věty (Věta 8.3.2) tedy dostaneme

1X
nD1

1

4n2 � 1
D f .1/ D lim

x!1�
f .x/ :

Podle věty o derivaci mocninné řady (Věta 8.2.2) platí pro všechna x 2 .�1; 1/

f 0.x/ D

1X
nD1

1

2n � 1
x2n D x

1X
nD1

1

2n � 1
x2n�1 : (8.11)

Poslední řadu si označme g.x/. Tato řada má poloměr konvergence 1, a z věty
o derivaci mocninné řady dostaneme pro všechna x 2 .�1; 1/

g0.x/ D

 
1X
nD1

1

2n � 1
x2n�1

!0

D

1X
nD1

x2n�2
D

1

1 � x2
;

kde jsme v posledním kroku použili vzorec pro součet geometrické řady. Integrací
spočteme

g.x/ D

Z
1

1 � x2
dx D

Z �
1

2.x C 1/
�

1

2.x � 1/

�
dx D

1

2
log.xC1/�

1

2
log.1�x/CC :

Dosazením x D 0 do řady pro g.x/ lehce dopočteme C D 0. Z (8.11) máme

f 0.x/ D xg.x/ D
1

2
x log.x C 1/ �

1

2
x log.1 � x/ :

Standardní integrací pomocí per-partes a rozkladu na parciální zlomky, kterou zde
nebudeme detailně rozepisovat, lze z tohoto spočítat

f .x/ D
1

2

�
x

2
�
x2

4
�
1

2
log.1C x/C

1

2
x2 log.1C x/

�
�

�
1

2

�
�
x

2
�
x2

4
C
1

2
log.1 � x/C

1

2
x2 log.1 � x/

�
C C2

D
1

2
x �

1

4
log

x C 1

1 � x
C
1

4
x2 log

x C 1

1 � x
C C2 :
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Dosazením x D 0 pak snadno zjistíme, že C2 D 0. Podle Abelovy věty dostaneme
1X
nD1

1

4n2 � 1
D lim
x!1�

f .x/ D lim
x!1�

1

2
x C

1

4
.x2 � 1/ log

x C 1

1 � x
D
1

2
;

kde jsme v poslednímkrokumimo jiné využili známou limitu limx!1�.x�1/ log.1�
x/ D 0. |

8.5.12. Příklad. Rozhodněte, pro která k 2 N je limita

lim
x!0

arctg x � tg x
xk

(8.12)

konečná a nenulová.

Řešení. Jest
arctg x � tg x

xk
D

1

cos x
�
arctg x cos x � sin x

xkC1
:

Podle 8.6 a 7.3.5 máme

arctg x cos x D .x �
1

3
x3 C o.x3//.1 �

1

2
x2 C o.x2//

D x �
1

2
x3 C o.x3/ �

1

3
x3 C

1

6
x5 C o.x6/

D x �
5

6
x3 C o.x3/; x ! 0:

Odtud a z 7.3.4 dostaneme

lim
x!0

arctg x cos x � sin x
xk

D lim
x!0

x �
5
6
x3 C o.x3/ �

�
x �

x3

6
C o.x3/

�
xk

D lim
x!0

�
2
3
x3 C o.x3/

xk
:

Protože limx!0
1

cosx D 1, plyne z věty o aritmetice limit, že pro volbu k D 3 je
hledaná limita konečná a nenulová, přesněji

lim
x!0

arctg x cos x � sin x
x3

D �
2

3
:

Opětovným použitím věty o aritmetice limit odtud ihned dostaneme, že pro k D 1

nebo k D 2 platí

lim
x!0

arctg x cos x � sin x
xk

D 0:

Konečně pro sudé číslo k, k > 3, platí

lim
x!0

arctg x cos x � sin x
xk

D 1

a pro liché číslo k, k > 3, limita (8.12) neexistuje. |



KAPITOLA 9

Integrál

V této kapitole budeme studovat tři důležité pojmy: primitivní funkce, Rie-
mannův integrál a Newtonův integrál. Zavedení Riemannova integrálu je motivo-
váno geometrickou úlohou nalézt obsah dané množiny. Pojem primitivní funkce
pak poskytuje efektivní nástroj k výpočtu Riemannova integrálu v cele řadě přípa-
dů. Oba pojmy pak přirozeně vedou k definici Newtonova integrálu, který je od-
lišný od Riemannova a v některých situacích je vhodnější než Riemannův. Závěr
kapitoly bude věnován aplikacím určitého integrálu: výpočet délky křivky, výpo-
čet objem a povrchu rotačního tělesa, integrální kritérium konvergence řad a také
uvedeme integrální tvar zbytku Taylorova polynomu.

9.1. Primitivní funkce

V tomto oddílu se budeme zabývat úlohou, která je v jistém smyslu opačná
k derivování, neboli budeme k zadané funkci f hledat funkci F takovou, že zderi-
vováním F obdržíme f . Jak uvidíme, tento problém je zpravidla komplikovanější
než úloha nalézt derivaci zadané funkce.

9.1.1. Definice. Nechť I je neprázdný otevřený interval a f W I ! R. Řekneme,
že funkce F W I ! R je primitivní funkce k funkci f na I , jestliže pro každé x 2 I

existuje F 0.x/ a platí F 0.x/ D f .x/.

9.1.2. (a)NechťF je primitivní funkce k funkci f na otevřeném intervalu I . Potom
F je na I spojitá, neboť má dle definice v každém bodě I vlastní derivaci.

(b) Existují funkce, které na jistém intervalu nemají primitivní funkci (vizte 9.1.21).

(c) Primitivní funkce není určena jednoznačně.NechťF je primitivní funkce k funk-
ci f na otevřeném intervalu I a c 2 R. Potom je funkce FCc také primitivní funkcí
k f na I .

(d) Hledání primitivní funkce nazýváme integrací a primitivní funkci někdy ozna-
čujeme jako neurčitý integrál.

9.1.3. Věta. Nechť I je otevřený interval, f; F;G W I ! R a F a G jsou primitivní
funkce k funkci f na I . Potom existuje c 2 R takové, že pro každé x 2 I platí
F.x/ D G.x/C c.

423
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Důkaz. Definujme funkciH W I ! R předpisemH.x/ D F.x/�G.x/; x 2 I . Potom
H 0.x/ D f .x/ � f .x/ D 0 pro každé x 2 I . Podle Věty 5.2.9 je tedy H konstantní
na I . �

9.1.4. Nechť funkce f má na otevřeném intervalu I primitivní funkci F . Podle
9.1.2(c) a předchozí věty vidíme, že libovolnou primitivní funkci k funkci f na I
získáme z jediné primitivní funkce F přičtením vhodné konstantní funkce.

Množinu všech primitivních funkcí k funkci f označujeme symbolemZ
f .x/dx:

Pro popis této množiny budeme používat značeníZ
f .x/dx c

D F.x/; x 2 I; (9.1)

které znamená, že pro libovolnou primitivní funkci G k funkci f na intervalu I
existuje konstanta c 2 R taková, že G D F C c na intervalu I . Na levé straně
vztahu (9.1) stojí množina všech primitivních funkcí k funkci f , zatímco na pravé
straně stojí reprezentant této množiny, tedy funkce F , jedna z primitivních funkcí
k funkci f na I . Vztah c

D tedy není rovností v obvyklém smyslu slova (například
není symetrický) a čteme jej jako rovnost až na konstantu.

Jednotlivé části symbolu
R
f .x/dx jsou znak integrálu

R
, integrand f .x/, te-

dy funkce, k níž hledáme primitivní funkci, a symbol dx označující proměnnou,
vzhledem k níž integrujeme. Symbol dx uvažovaný samostatně nemá v této kapi-
tole žádný matematický význam a nelze s ním algebraicky manipulovat.

9.1.5. O správnosti následujících vzorců se lze přesvědčit zderivováním:Z
xn dx c

D
xnC1

nC 1
, x 2 R pro n 2 Z, n � 0; x 2 .�1; 0/ nebo x 2 .0;C1/ pro

n 2 Z, n < �1,Z
x˛ dx c

D
x˛C1

˛ C 1
, x 2 .0;C1/ pro ˛ 2 R n Z,Z

1

x
dx c

D log jxj, x 2 .�1; 0/ nebo x 2 .0;C1/,Z
ex dx c

D ex , x 2 R,Z
sin x dx c

D � cos x, x 2 R,Z
cos x dx c

D sin x, x 2 R,Z
1

cos2 x
dx c

D tg x, x 2 .��=2C k�; �=2C k�/, k 2 Z,
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�1

sin2 x
dx c

D cotg x, x 2 .k�; � C k�/, k 2 Z,Z
1

1C x2
dx c

D arctg x, x 2 R,Z
1

p
1 � x2

dx c
D arcsin x, x 2 .�1; 1/,Z

�
1

p
1 � x2

dx c
D arccos x, x 2 .�1; 1/.

Následující tvrzení uvedeme zatím bez důkazu, podrobný důkaz bude uveden
později (vizte Důsledek 9.2.29).

9.1.6. Věta (existence primitivní funkce). Nechť I je otevřený interval a f W I ! R
je spojitá. Potom f má na I primitivní funkci.

9.1.7. Věta. Nechť funkce f má na otevřeném intervalu I primitivní funkci F ,
funkce g má na I primitivní funkci G a ˛; ˇ 2 R. Pak funkce ˛F CˇG je primitivní
funkcí k f̨ C ˇg na I .

Důkaz. Podle Věty 5.1.17 platí�
˛F.x/C ˇG.x/

�0
D ˛F 0.x/C ˇG0.x/ D f̨ .x/C ˇg.x/

pro každé x 2 I . Odtud plyne tvrzení. �

9.1.8. Definice. Nechť X je reálný vektorový prostor, A;B � X a c 2 R. Potom
definujeme množiny AC B a cA předpisy

AC B D faC bI a 2 A; b 2 Bg a cA D fcaI a 2 Ag:

Jestliže x 2 X , potom symbolem x C A značíme množinu fxg C A.

9.1.9. Nechť I je otevřený interval. Potom systém X všech reálných funkcí na I
tvoří vektorový prostor, přičemž pro f; g 2 X a c 2 R definujeme výrazy f Cg a cf
předpisy

.f C g/.x/ D f .x/C g.x/ a .cf /.x/ D cf .x/ pro x 2 I :

9.1.10. Definice. Nechť I je otevřený interval, X je systém všech reálných funkcí
na I a A � X . Řekneme, že A je určená až na konstantu, jestliže existuje funkce
f 2 X taková, že A D ff C cI c 2 Rg.

9.1.11. Lemma. Nechť I je otevřený interval a X je vektorový prostor všech reál-
ných funkcí na I . Nechť neprázdná množina A � X je určená až na konstantu a C
značí množinu všech konstantních funkcí na I . Pak platí následující tvrzení.

(a) Je-li c 2 R n f0g, je cA též určená až na konstantu.
(b) Platí A D AC C .
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(c) Pokud a1; a2 jsou reálná čísla, platí

a1AC a2A D

�
.a1 C a2/A; a1 C a2 ¤ 0;

C; a1 C a2 D 0 a a1 ¤ 0;

f0g; a1 D a2 D 0:

Důkaz. Tvrzení (a) a (b) ihned plynou z definice.

(c) Nejprve uvažujeme případ a1 C a2 ¤ 0. Nechť f1; f2 2 A jsou dány. Jelikož
A D ff C c W c 2 Rg pro nějaké f 2 X , existují c1; c2 2 R splňující fi D f C ci ,
i D 1; 2. Pak

a1f1 C a2f2 D .a1 C a2/f C a1c1 C a2c2

D .a1 C a2/ �
�
f C

a1c1Ca2c2

a1Ca2

�
2 .a1 C a2/A:

Nyní předpokládejme, že g 2 .a1 C a2/A. Pak platí g D .a1 C a2/.f C c/ pro
nějaké c 2 R. Tedy

g D a1.f C c/C a2.f C c/ 2 a1AC a2A:

Tím je první případ ověřen.
Pokud a1 C a2 D 0 a a1 ¤ 0, pak pro f1; f2 2 A máme jako výše fi D f C ci ,

i D 1; 2, a tedy
a1f1 C a2f2 D a1c1 C a2c2 2 C:

Je-li c 2 C dána, pak f1 D f C
c
a1

a f2 D f splňují a1f1 C a2f2 D c, a tedy
požadovaný vztah platí.

Případ a1 D a2 D 0 je pak zřejmý. �

9.1.12. Věta (integrace per partes). Nechť I je otevřený interval a f W I ! R je
spojitá, F je primitivní funkce k f na I a G je primitivní funkce ke g na I . Pak
platí Z

g.x/F.x/dx D G.x/F.x/ �

Z
G.x/f .x/dx; x 2 I: (9.2)

Důkaz. Funkce G je spojitá na I dle 9.1.2(a), takže i funkce f G je spojitá na I .
Má tedy primitivní funkci na I dle Věty 9.1.6. Uvažujme nějaký prvek množiny
vpravo, tedy funkci tvaru GF � H , kde H je primitivní ke Gf . Pak z Věty 5.1.17
máme

.GF �H/0 D gF CGf �Gf D gF:

Tedy Z
gF

c
D GF �H:

Množina funkcí na pravé straně (9.2) obsahuje funkciGF �H , stejně tak i množina
funkcí na levé straně (9.2), a proto se obě množiny rovnají (vizte Větu 9.1.3). �

9.1.13. Příklad. Spočtěte primitivní funkci k funkci arctg na intervalu .�1;1/.
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Řešení. Položíme f .x/ D
1

1Cx2 , F.x/ D arctg x, g.x/ D 1 a G.x/ D x pro x 2 R.
Potom je f spojitá na R, a tedy podle Věty 9.1.12 platíZ

arctg x dx D

Z
1 � arctg x dx D

Z
g.x/F.x/dx

D G.x/F.x/ �

Z
G.x/f .x/dx

D x arctg x �

Z
x

1C x2
dx

D x arctg x �
1

2

Z
2x

1C x2
dx

c
D x arctg x �

1

2
log.1C x2/; x 2 R:

|

9.1.14. Příklad. Spočtěte primitivní funkci k funkci xex na .�1;1/.

Řešení. Ve Větě 9.1.12 položme f .x/ D 1, F.x/ D x, g.x/ D ex a g.x/ D ex.
DostanemeZ

xex dx D

Z
g.x/F.x/ dx D G.x/F.x/ �

Z
G.x/f .x/dx

D xex �

Z
ex dx c

D ex.x � 1/; x 2 .�1;1/:

|

9.1.15. Příklad. Spočtěte primitivní funkci k funkci log x na .0;1/.

Řešení. Ve Větě 9.1.12 položme f .x/ D
1
x
, F.x/ D log x, g.x/ D 1 a G.x/ D x.

DostanemeZ
log x dx D

Z
1 � log x dx D

Z
g.x/F.x/dx

D G.x/F.x/ �

Z
G.x/f .x/dx

D x log x �

Z
1dx c

D x.log x � 1/; x 2 .0;1/:

|

9.1.16. Příklad. Pro n 2 N označme In D
R

1
.1Cx2/n

dx. Dokažte, že platí reku-
rentní formule

InC1 D
x

2n.1C x2/n
C
2n � 1

2n
In; x 2 .�1;1/:

Speciálně tedy platí

I1
c
D arctg x; x 2 .�1;1/
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a
I2

c
D

x

2.1C x2/
C

arctg x
2

; x 2 .�1;1/:

Řešení. Z věty o vztahu spojitosti a existence primitivní funkce (Věta 9.1.6) plyne,
že pro každé n 2 N má funkce 1

.1Cx2/n
primitivní funkci na R. Z Věty 9.1.12 dosta-

neme

In D

Z
1 �

1

.1C x2/n
dx D x

1

.1C x2/n
�

Z
x.�n/

2x

.1C x2/nC1
dx

D x
1

.1C x2/n
C 2n

Z
x2

.1C x2/n

D
x

.1C x2/n
C 2n

�Z
1

.1C x2/n
dx �

Z
1

.1C x2/nC1
dx
�

D
x

.1C x2/n
C 2nIn � 2nInC1:

Z Lemmatu 9.1.11 nyní plyne následujícím způsobem tvrzení.
Nechť C značí množinu konstatních funkcí na R a nechť f D

x
.1Cx2/n

. V ob-
držené rovnici

In D f C 2nIn � 2nInC1

přičteme k oběma stranám �In C 2nInC1 a obdržíme

2nInC1 C In � In D f C 2nIn � In � 2nInC1 C 2nInC1;

tj.
2nInC1 C C D f C .2n � 1/In C C:

To ale davá rovnost
2nInC1 D f C .2n � 1/In;

z které již požadovaný závěr plyne. |

Následující příklad ukazuje, že v některých případech při hledání primitivní
funkce metodou per partes musíme vyřešit funkcionální rovnici.

9.1.17. Příklad. Spočtěte primitivní funkci k funkci ex sin x na R.

Řešení. Z věty o vztahu spojitosti a existence primitivní funkce (Věta 9.1.6) plyne, že
funkce ex sin xmá na R primitivní funkci. Dvojím použitímVěty 9.1.12 dostanemeZ

ex sin x dx D ex sin x �

Z
ex cos x dx

D ex sin x �
�
ex cos x �

Z
ex.� sin x/dx

�
D ex sin x � ex cos x �

Z
ex sin x dx:

Lemma 9.1.11 nyní použijeme pro obdrženou rovnostA D g�A, kdeA D
R
ex sin x dx

a g D ex.sin x � cos x/. Přičtením A k oběma stranám rovnice tak obržíme 2A D
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gCC , kde C značí množinu všech konstatních funkcí na intervalu .�1;1/. Z této
rovnosti již plyneZ

ex sin x dx c
D
1

2
ex.sin x � cos x/; x 2 .�1;1/:

|

9.1.18. Použijme metodu per partes pro výpočet primitivní funkce k funkci tg na
intervalu .��

2
; �
2
/. DostávámeZ

tg x dx D

Z
sin x �

1

cos x
dx D .� cos x/

1

cos x
�

Z
.� cos x/

sin x
cos2 x

dx

D �1C

Z
tg x dx; x 2 .��

2
; �
2
/:

Tato rovnost by mohla svádět k odvození identity 0 D �1. Tento spor je však jen
zdánlivý, neboť správně použité Lemma 9.1.11 dává pro A D

R
tg x dx rovnost

C D �1CC , kdeC značí množinu všech konstantních funkcí na intervalu .��
2
; �
2
/,

která žádný spor nepředstavuje.

9.1.19. Věta (Darboux). Nechť f má na otevřeném intervalu I primitivní funkci.
Potom má f Darbouxovu vlastnost na I , tj. f .J / je interval, kdykoliv J � I je
interval.

Důkaz. Nechť J � I je interval. Předpokládejme, že y1; y2 2 f .J /, y1 < y2
a ´ 2 .y1; y2/. Chceme ukázat, že ´ 2 f .J /. To nám postačí k důkazu tvrzení
dle Lemmatu 1.5.27.

Nechť F je primitivní k funkci f na I . Definujme funkci

H.x/ D F.x/ � ´x; x 2 I:

Pak H je spojitá na I a pro každé x 2 I platí

H 0.x/ D f .x/ � ´;

tj. H má na I vlastní derivaci.
Nalezneme x1; x2 2 J taková, že f .x1/ D y1 a f .x2/ D y2. Předpokládejme,

že x1 < x2. (V opačném případě bychom postupovali obdobně.) Protože funkce
H nabývá na intervalu Œx1; x2� minima (Věta 4.3.9), můžeme ho označit jako x0.
Jelikož

H 0.x1/ D f .x1/ � ´ < 0;

existuje ı > 0 takové, že

8x 2 PC.x1; ı/ W H.x/ < H.x1/:

Tedy x0 ¤ x1. Obdobně odvodíme z faktu H 0.x2/ D f .x2/ � ´ > 0, že x0 ¤ x2.
Máme tedy x0 2 .x1; x2/, a proto platí H 0.x0/ D 0 (vizte Větu 5.1.30). Odtud

f .x0/ D ´. �
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9.1.20. Nechť I je otevřený interval a f W I ! R. Potom na I platí následující
implikace:

f je spojitá ) f má primitivní funkci ) f má Darbouxovu vlastnost:

9.1.21. Z Věty 9.1.19 plyne, že funkce sign nemá na intervalu .�1; 1/ primitivní
funkci.

9.1.22. Věta (první věta o substituci). Nechť a; b; ˛; ˇ 2 R�, a < b, ˛ < ˇ, F je
primitivní funkce k f na .a; b/, ' W .˛; ˇ/ ! .a; b/ a pro každé t 2 .˛; ˇ/ existuje
vlastní '0.t/. Potom Z

f
�
'.t/

�
'0.t/dt c

D F
�
'.t/

�
; t 2 .˛; ˇ/:

Důkaz. Podle věty o derivaci složené funkce (Věta 5.1.23) platí�
F.'.t/

�0
D F 0.'.t// � '0.t/ D f .'.t// � '0.t/; t 2 .˛; ˇ/;

čímž je tvrzení dokázáno. �

Vnásledujících příkladech použijeme právě dokázanou první větu o substituci.

9.1.23. Příklad. Spočtěte Z
sin4 t cos t dt:

Řešení. Položme .a; b/ D .˛; ˇ/ D .�1;1/,

f .x/ D x4; x 2 .a; b/ a '.t/ D sin t; t 2 .˛; ˇ/:

Potom Z
f .x/dx c

D
1

5
x5; x 2 .a; b/:

Tedy dle první věty o substituci (Věta 9.1.22) platíZ
sin4 t � cos t dt D

Z
f .'.t// � '0.t/dt c

D
1

5
sin5 t; t 2 .˛; ˇ/:

|

9.1.24. Příklad. Určete primitivní funkci k funkci g.x/ D
x

p
2C 5x2

.

Řešení. Daná funkce je spojitá na celém R, existuje k ní tedy primitivní funkce na
celém R. Při výpočtu

R
g.x/dx použijeme substituci „t D 2 C 5x2“, tj. funkci

' W R ! .0;C1/, '.x/ D 2C 5x2, neboť si všimneme, že '0.x/ D 10x, a tedyZ
x

p
2C 5x2

dx D
1

10

Z
'0.x/p
'.x/

dx:

Podle Věty 9.1.22 je třeba vypočítat
1

10

Z
1

p
t
dt c

D
1

5

p
t ; t 2 .0;C1/:
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Každá funkce
x 7!

1

5

p
2C 5x2 C c;

kde c 2 R je libovolná konstanta, je tedy primitivní funkcí k funkci g na R. |

9.1.25. Příklad. Určete primitivní funkci k funkci g.x/ D
1

p
8C 6x � 9x2

.

Řešení. Funkce g je spojitá na svém definičním oboru .�2=3; 4=3/, a tedy k ní na
tomto intervalu existuje funkce primitivní. Nejprve si funkci g upravíme následu-
jícím způsobem:

g.x/ D
1p

9 � .3x � 1/2
D
1

3

1q
1 �

�
3x�1
3

�2 :
Počítejme tedy

1

3

Z
1p

1 � .x � 1=3/2
dx:

Tento integrál připomíná integrálZ
1

p
1 � t2

dt c
D arcsin t:

Užijeme Větu 9.1.22. Roli funkce ' bude plnit funkce x 7! x � 1=3, jejíž derivace
je rovna 1. Dostáváme tak

1

3

Z
1p

1 � .x � 1=3/2
dx D

1

3

Z
'0.x/p
1 � '2.x/

dx:

Podle Věty 9.1.22 stačí spočítat
1

3

Z
1

p
1 � t2

dt c
D
1

3
arcsin t; t 2 .�1; 1/;

takže
1

3

Z
1p

1 � .x � 1=3/2
dt c

D
1

3
arcsin.x � 1=3/; x 2 .�2=3; 4=3/:

|

9.1.26. Chceme-li použít Větu 9.1.22 při výpočtu primitivní funkce k funkci g, je
třeba nalézt funkce f a ' tak, aby platilo g D .f B '/ � '0. Často postupujeme
tak, že nejprve zvolíme funkci ' a k ní pak určíme funkci f . V Příkladech 9.1.24
a 9.1.25 jsme výraz '0.x/dx nahradili výrazem dt a zbývající část integrandu již
byla ve tvaru f B '. Formálně jsme tedy provedli substituci '.t/ D x a '0.t/dt D

dx. Poslední vztah, kterému nedáváme žádný matematický význam, je užitečnou
pomůckou při výpočtech.

V případě, že se nám nepodařilo tvar funkce f předchozím způsobem nalézt,
ale derivace funkce ' je všude kladná (resp. všude záporná), můžeme postupovat
následujícím způsobem. Výraz x nahradíme výrazem '�1.t/ a výraz dx výrazem
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.'�1/0.t/dt , tak obdržíme výraz
R
g
�
'�1.t/

�
.'�1/0.t/dt . Integrand je potom hleda-

nou funkcí f . Platí totiž

f
�
'.x/

�
� '0.x/ D g

�
'�1.'.x//

�
� .'�1/0.'.x// � '0.x/ D g.x/;

přičemž poslední rovnost plyne z věty o derivaci inverzní funkce (Věta 5.1.26).

9.1.27. Věta (druhá věta o substituci). Nechť a; b; ˛; ˇ 2 R�, a < b, ˛ < ˇ,
' W .˛; ˇ/ ! .a; b/, pro každé t 2 .˛; ˇ/ existuje '0.t/ vlastní a nenulová a '

�
.˛; ˇ/

�
D

.a; b/. Nechť f je funkce definovaná na intervalu .a; b/ a platíZ
f .'.t// � '0.t/dt c

D G.t/; t 2 .˛; ˇ/:

Pak Z
f .x/dx c

D G
�
'�1.x/

�
; x 2 .a; b/:

Důkaz. Funkce '0 je definována na .˛; ˇ/ a podle Věty 9.1.19 platí buď '0.t/ > 0

pro každé t 2 .˛; ˇ/, nebo '0.t/ < 0 pro každé t 2 .˛; ˇ/. Tedy podle Věty 5.4.7
je buď ' klesající na .˛; ˇ/, nebo je ' rostoucí na .˛; ˇ/. V obou z těchto případů
existuje inverzní funkce '�1 W .a; b/ ! .˛; ˇ/. Pro každé x 2 .a; b/ pak platí

.G.'�1.x///0 D G0.'�1.x//.'�1.x//0

D f .'.'�1.x///'0.'�1.x//
1

'0.'�1.x//

D f .x/:

Při výpočtu jsme použili větu o derivaci složené funkce (Věta 5.1.23) a větu o de-
rivaci inverzní funkce (Věta 5.1.26). �

Vnásledujícím příkladu použijeme druhou větu o substituci, kterou jsme právě
dokázali.

9.1.28. Příklad. Spočtěte primitivní funkci k f .x/ D
p
1 � x2 na .�1; 1/.

Řešení. Položme .a; b/ D .�1; 1/, .˛; ˇ/ D .��
2
; �
2
/ a

'.t/ D sin t pro t 2 .˛; ˇ/:

Pak '..˛; ˇ// D .a; b/, pro každé t 2 .˛; ˇ/ je '0.t/ D cos t ¤ 0 a '�1.x/ D arcsin x
pro x 2 .�1; 1/. Dále platíZ

f .'.t//'0.t/dt D

Z p
1 � sin2 t � cos t dt D

Z
cos2 t dt

D

Z
1

2
.1C cos 2t/dt c

D
1

2
t C

1

4
sin 2t; t 2 .�

�

2
;
�

2
/:

Tedy podle druhé věty o substituci (Věta 9.1.27) platíZ
f .x/dx c

D
1

2
arcsin x C

1

4
sin.2 arcsin x/; x 2 .�1; 1/:

|
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Uvedeme nyní ještě jednu užitečnou variantu věty o substituci.

9.1.29. Věta. Nechť f W .a; b/ ! R je spojitá, ' W .a; b/ ! R a pro každé x 2 .a; b/

existuje '0.x/ vlastní a nenulová. Potom ' ..a; b// je interval, který označíme .˛; ˇ/.
Definujeme funkci g W .˛; ˇ/ ! R předpisem g.t/ D f .'�1.t//.'�1/0.t/. Nechť G
je primitivní funkce k g na .˛; ˇ/. Potom G ı ' je primitivní funkce k f na .a; b/.

Důkaz. Funkce ' má na .a; b/ vlastní derivaci, tudíž je spojitá, a tedy má Darbou-
xovu vlastnost. Odtud plyne, že ' ..a; b// je interval. Podle Věty 9.1.19 platí buď
'0.x/ > 0 pro každé x 2 .a; b/, nebo '0.x/ < 0 pro každé x 2 .a; b/. Tedy podle
Věty 5.4.7 je buď ' klesající na .a; b/, nebo je ' rostoucí na .a; b/. V obou z těchto
případů existuje inverzní funkce '�1 W .˛; ˇ/ ! .a; b/. Odtud plyne, že funkce g je
dobře definovaná. Potom pro každé x 2 .a; b/ platí

.G ı '/0.x/ D .g ı '/.x/'0.x/ D f .x/.'�1/0.'.x//'.x/

D
f .x/

'0.'�1.'.x///
'0.x/ D f .x/:

Odtud plyne tvrzení. �

9.1.30. Věta 9.1.6 říká, že spojitá funkce na otevřeném intervalu má vždy primitiv-
ní funkci. Ne vždy je ale možno tuto primitivní funkci vyjádřit pomocí elementár-
ních funkcí – přesněji pomocí konečného počtu sčítání, násobení, dělení a skládání
elementárních funkcí. Tuto vlastnost má například funkce e�x2 , důkaz však není
snadný. Ukážeme nyní některé druhy funkcí, kde tato potíž nevzniká. Základní tří-
dou takových funkcí jsou funkce racionální. Ukážeme také ještě některé další typy
funkcí, jejichž integraci je možné převést na integraci racionálních funkcí pomocí
vhodné substituce.

Integrace racionálních funkcí.

9.1.31. Definice. Racionální funkcí budeme rozumět podíl dvou polynomů, kde
polynom ve jmenovateli není identicky roven nule. Racionální funkceR.x/ D

P.x/
Q.x/

je definovaná na libovolné podmnožině R, která neobsahuje žádný kořen polyno-
muQ.

9.1.32. Nejprve uvedeme některé poznatky z algebry. Všimněme si, že máme-li
polynom

P.x/ D anx
n

C � � � C a1x C a0;

lze za proměnnou x dosazovat i komplexní čísla, přičemž hodnoty pak budou opět
komplexní čísla. Každý polynom tedy můžeme chápat i jako zobrazení z C do C.
Ve zbytku tohoto oddílu budeme uvažovat i polynomy s komplexními koeficienty,
tj. a0; : : : ; an 2 C. Podobně jako v reálném případě, je takový polynom roven nule
pro každé x 2 C, právě když jsou všechny jeho koeficienty nulové. Odtud plyne,
že můžeme definovat stupeň takového polynomu stejně jako v reálném případě
a budeme jej značit symbolem stP .
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9.1.33. Lemma (o dělení polynomů). Nechť P a Q jsou dva polynomy (obecně
s komplexními koeficienty), přičemž polynom Q není nulový. Pak existují jedno-
značně určené polynomy R a Z splňující:

� stZ < stQ,
� P.x/ D R.x/Q.x/CZ.x/ pro všechna x 2 C.

Pokud mají P aQ reálné koeficienty, mají i R a Z reálné koeficienty.

9.1.34. Důsledek. Je-li P polynom a � 2 C jeho kořen (tj. P.�/ D 0), pak existuje
polynom R splňující P.x/ D .x � �/R.x/ pro všechna x 2 C.

Důkaz. Položme Q.x/ D x � �. Pak dle Lemmatu 9.1.33 existují polynomy R a Z
takové, že P D RQCZ, kde stZ < stQ D 1. Polynom Z je tedy konstantní. Platí
0 D P.�/ D R.�/.� � �/CZ.�/, tedy Z.�/ D 0. Z toho plyne, že Z je nulový. �

9.1.35. Věta (rozklad na kořenové činitele). Nechť P.x/ D anx
n C � � � C a1x C a0

je polynom stupně n 2 N. Pak existují čísla x1; : : : ; xn 2 C taková, že

P.x/ D an.x � x1/ � � � .x � xn/; x 2 C: (9.3)

Důkaz. Použijemematematickou indukci. Pro n D 1 je tvrzení zřejmé, neboťP.x/ D

a1
�
x � .�a0

a1
/
�
a stačí položit x1 D �

a0

a1
. Nechť tedy n 2 N, n > 1, a tvrzení platí

pro všechny polynomy stupně nejvýše n� 1. Podle základní věty algebry (Věta ??)
existuje kořen xn 2 C polynomu P . Dle Důsledku 9.1.34 je P.x/ D .x � xn/R.x/

pro nějaký polynom R. Všimněme si, že stR D n � 1 a navíc koeficient u xn�1

v polynomu R je roven an. Podle indukčního předpokladu tedy existuje rozklad
R.x/ D an.x � x1/ � � � .x � xn�1/. Tím dostaneme i požadovaný rozklad polyno-
mu P . �

9.1.36. (a) Pro každý polynom je rozklad (9.3) určený jednoznačně až na pořadí
činitelů. Mezi čísly x1; : : : ; xn se vyskytují všechny kořeny polynomu P . Odtud
plyne, že polynom stupně n 2 N má nejvýše n různých kořenů.

(b) Tvrzení Důsledku 9.1.34 lze ještě dále zesílit následujícím způsobem. Je-li P
nenulový polynom a � 2 C, pak existuje právě jedno k 2 N [ f0g a jednoznačně
určený polynom R splňující P.x/ D .x � �/kR.x/ pro všechna x 2 C a R.�/ ¤ 0.

Platí-li totiž P.x/ D .x � �/kR.x/ pro jistý polynom R a k 2 N [ f0g, pak je
nutně polynom R nenulový a k � stP . Můžeme tedy nalézt největší k 2 N [ f0g,
pro které existuje polynom R splňující P.x/ D .x � �/kR.x/. Z Důsledku 9.1.34
plyne, že R.�/ ¤ 0, jinak bychom dostali spor s maximalitou k.

Dokažme jednoznačnost. Předpokládejme, že platí P.x/ D .x � �/l QR.x/ pro
nějaké l 2 N [ f0g a polynom QR splňující QR.�/ ¤ 0. Všimněme si, že z volby k
plyne l � k. Pak dostáváme .x��/k�lR.x/ D QR.x/ pro x ¤ � a ze spojitosti plyne,
že tento vztah je splněn i pro x D �. Musí být k D l , jinak dosazením x D �

dostáváme QR.�/ D 0, což je spor. Potom také R D QR, čímž je důkaz proveden.
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9.1.37. Definice. Nechť P je nenulový polynom, � 2 C a k 2 N. Řekneme, že
číslo � je kořen násobnosti k polynomu P , jestliže existuje polynom R splňující
R.�/ ¤ 0 a P.x/ D .x � �/kR.x/ pro všechna x 2 C.

9.1.38.Poznámka. Zpoznámky před definicí plyne, že násobnost kořene je určená
jednoznačně a je rovna počtu výskytů čísla � v n-tici x1; x2; : : : ; xn z Věty 9.1.35.

9.1.39. Věta. Nechť P je polynom s reálnými koeficienty a � 2 C je kořen po-
lynomu P násobnosti k. Pak i komplexně sdružené číslo � je kořen polynomu P
násobnosti k.

Důkaz. �

9.1.40. Věta. Nechť P.x/ D anx
n C � � � C a1x C a0 je polynom stupně n s reálný-

mi koeficienty. Pak existují reálná čísla x1; : : : ; xk , ˛1; : : : ; ˛l , ˇ1; : : : ; ˇl a přirozená
čísla p1; : : : ; pk , q1; : : : ; ql taková, že

� P.x/ D an.x � x1/
p1 � � � .x � xk/

pk .x2 C ˛1xC ˇ1/
q1 � � � .x2 C ˛lxC ˇl /

ql ,
� žádné dva z polynomů x�x1; : : : ; x�xk ; x

2C˛1xCˇ1; : : : ; x
2C˛lxCˇl

nemají společný kořen,
� polynomy x2 C ˛1x C ˇ1; : : : ; x

2 C ˛lx C ˇl nemají žádný reálný kořen.

Důkaz. Nechť x1; : : : ; xk jsou všechny (navzájem různé) reálné kořeny polynomu P
s násobnostmi p1; : : : ; pk a ´1; : : : ; ´l jsou kořeny polynomu P s kladnou imagi-
nární složkou s násobnostmi q1; : : : ; ql . Potom jsou též podle Věty 9.1.39 čísla
´1; : : : ; ´l kořeny polynomu P s násobnostmi q1; : : : ; ql . Můžeme tedy psát

P.x/ D an.x � x1/
p1 � � � .x � xk/

pk .x � ´1/
q1.x � ´1/

q1 � � � .x � ´l /
ql .x � ´l /

ql :

Dále platí .x � ´i /.x � ´i / D x2 C .�´i � ´i /x C ´i´i . Obě čísla �´i � ´i , ´i´i jsou
reálná, a proto můžeme položit ˛i D �´i � ´i a ˇi D ´i´i . Snadno ověříme, že
požadované vlastnosti jsou splněny. �

9.1.41. Věta (rozklad na parciální zlomky). Nechť P ,Q jsou polynomy s reálnými
koeficienty takové, že stP < stQ a nechť

Q.x/ D an.x � x1/
p1 � � � .x � xk/

pk .x2 C ˛1x C ˇ1/
q1 � � � .x2 C ˛lx C ˇl /

ql

je rozklad polynomuQ z Věty 9.1.40. Pak existují jednoznačně určená reálná čísla
A11,…, A1p1

,…, Ak1 ,…,Akpk
, B11 , C

1
1 ,…, B1q1

, C 1q1
,…, B l1, C

l
1 ,…, B lql

, C lql
taková, že

platí

P.x/

Q.x/
D

A11
.x � x1/

C � � � C
A1p1

.x � x1/p1
C � � � C

Ak1
.x � xk/

C � � � C
Akpk

.x � xk/pk
C

C
B11x C C 11

.x2 C ˛1x C ˇ1/
C � � � C

B1q1
x C C 1q1

.x2 C ˛1x C ˇ1/q1
C � � � C

C
B l1x C C l1

.x2 C ˛lx C ˇl /
C � � � C

B lql
x C C lql

.x2 C ˛lx C ˇl /ql
; x 2 R n fx1; : : : ; xkg:
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Důkaz. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že Q je monický, tj. jeho ve-
doucí koeficient je roven 1.

1. Nejprve ukážeme, že tvrzení platí pro případ, kdyQ.x/ D .x�x1/
n neboQ.x/ D

.x2 C ˛x C ˇ/n. Je-li n D 1, je výraz P
Q

v požadovaném tvaru.
Předpokládejme nyní, že tvrzení platí pro každé k 2 N, k < n, kde n 2 N nf1g.

Nechť nyní Q je tvaru Q.x/ D .x � x1/
n. Pak existují polynom A a r 2 R takové,

že P.x/ D A.x/.x � x1/C r . Tedy

P.x/

.x � x1/n
D

A.x/

.x � x1/n�1
C

r

.x � x1/n
:

Na první člen vpravo aplikujeme indukční předpoklad a druhý je již v požadova-
ném tvaru.

Podobně postupujeme v případě Q.x/ D .x2 C ˛x C ˇ/n. Předpokládáme-li
platnost tvrzení pro každé k < n, kde n 2 N n f1g, píšeme P.x/ D A.x/.x2 C ˛x C

ˇ/CR.x/, kde A je polynom a R je polynom nejvýše stupně 1. Pak

P.x/

Q.x/
D

A.x/

.x2 C ˛x C ˇ/n�1
C

R.x/

.x2 C ˛x C ˇ/n
:

Opět lze na první člen použít indukční předpoklad, zatímco druhý je v požadova-
ném tvaru.

Tím je tvrzení dokázáno v případě, kdy Q je polynom typu .x � x1/
n nebo

.x2 C ˛x C ˇ/n, kde kvadratický člen je nerozložitelný.

2. Dokazujme nyní tvrzení pro případ, kdy Q je součinem n různých typů neroz-
ložitelných prvočinitelů. Pro případ n D 1 bylo tvrzení dokázáno v části 1.

Předpokládejme nyní jeho platnost pro všechna k < n, kde n 2 N n f1g. Nechť
Q D GH je polynom stupně n, kde G iH jsou monické, nesdílejí žádné netriviální
společné dělitele a stP < n. Tedy stP < stG C stH D n a minfstG; stH g � 1.
Jelikož nemají G a H žádného netriviálního společného dělitele, dle Lemmatu ??
existují polynomy C aD takové, že 1 D CGCDH . Pak C nemá společný násobek
s H a D nemá společný násobek s G. Pak máme

P

Q
D
P.CG CDH/

Q
D
PCG

Q
C
PDH

Q
D
PC

H
C
PD

G
:

Dostali jsme tak součet dvou výrazů, z nichž každý má ve jmenovateli méně než
n různých nerozložitelných prvočinitelů. V případě, kdy stPC < stH a stPD <

stG, lze aplikovat indukční předpoklad a důkaz ukončit. V opačném případě před-
pokládejme nejprve, že stPC � stH . Pak PC D GH CR pro nějaké polynomyQ
a R, kde stR < stH . To implikuje, že R nesdílí s H žádného společného dělitele,
neboť v opačném případě by společný dělitel H a R byl též dělitelem P (neboť C
nemá s H společného dělitele), což by byl spor s podmínkou (vii).

Máme tak
P

Q
D
P.CG CDH/

Q
D
.QH CR/G CDHP

Q
D
RG C .QCDF /H

Q
:
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Jako výše díky podmínce (vii) vidíme, že Q C DF nemá společného dělitele s G.
Pak

stRG < stH C stG a stP < stH C stG;

a tedy též
st.QCDF / < stH C stG:

Tedy st.QCDF / < stG a stR < stH . Dostáváme tak

P

Q
D
RG C .QCDF /H

Q
D
R

H
C
QCDF

G
;

přičemž na oba zlomky na pravé straně již lze použít indukční předpoklad.
Důkaz je tak dokončen. �

9.1.42 (postup při hledání primitivní funkce k funkci racionální). Mějme polyno-
my P aQ. Máme-li integrovat racionální funkci P=Q, pak postupujeme takto:

V případě, že stupeň P je větší nebo roven stupni Q, vydělíme polynom P

polynomemQ (Lemma 9.1.33) a obdržíme rozklad

P.x/

Q.x/
D R.x/C

Z.x/

Q.x/
;

kde R, Z jsou polynomy a stupeň Z je menší než stupeň Q. Je snadné nalézt pri-
mitivní funkci k polynomu R. Pokud je polynom Z nenulový, nebo stP < stQ,
zbývá nalézt primitivní funkci k racionální funkci Z=Q, resp. P=Q, kde stupeň či-
tatele je menší než stupeň jmenovatele. Tuto funkci rozložíme na parciální zlomky
podle předchozí věty. Jednotlivé parciální zlomky pak zintegrujeme.

Nyní si ukážeme jak na to. Parciální zlomek odpovídající reálnému kořeni a
integrujeme následovně:Z

1

.x � a/n
dx c

D

(
1
1�n

1
.x�a/n�1 na .�1; a/ a na .a;C1/ pro n > 1,

log jx � aj na .�1; a/ a na .a;C1/ pro n D 1.

Parciální zlomek typu
Bx C C

.x2 C ˛x C ˇ/q
;

kde B;C; ˛; ˇ 2 R, q 2 N a polynom x2 C ˛x C ˇ nemá žádný reálný kořen,
integrujeme takto:Z

Bx C C

.x2 C ˛x C ˇ/q
dx D

B

2

Z
2x C ˛

.x2 C ˛x C ˇ/q
dx„ ƒ‚ …

I1

C

C

�
C �

B˛

2

�Z
1

.x2 C ˛x C ˇ/q
dx„ ƒ‚ …

I2

:
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Integrály I1 a I2 lze spočítat následovně:

I1
c
D

(
1

.1�q/.x2C˛xCˇ/q�1 na R pro q > 1,

log.x2 C ˛x C ˇ/ na R pro q D 1;

I2 D

Z
1�

.x C ˛=2/2 C ˇ � ˛2=4
�q dx D

D
1

.ˇ � ˛2=4/q

l
1��

xC˛=2p
ˇ�˛2=4

�2
C 1

�q dx:

Vposlední úpravě využíváme nerovnost ˇ�˛2=4 > 0, která vyplývá z předpokladu,
že polynom x2C˛xCˇ nemá žádný reálný kořen. Diskriminant rovnice x2C˛xC

ˇ D 0 je pak totiž záporný. Užitím substituce t D
xC˛=2p
ˇ�˛2=4

převedeme úlohu na
integraci funkce typu

1

.1C t2/q
:

Integraci této funkce jsme si ukázali v Příkladu 9.1.16.

9.1.43. Příklad. Určete primitivní funkci k funkci

f .x/ D
x

.x2 C 2x C 2/2.x2 C 2x � 3/
:

Řešení. Nejprve určíme definiční obor funkce f . Výraz x2 C 2xC 2 je vždy kladný,
x2 C 2x � 3 lze rozložit a platí x2 C 2x � 3 D .x � 1/.x C 3/. Odtud je vidět, že
Df D R n f�3; 1g. Funkce f je spojitá na celém Df . Má tedy primitivní funkci na
každém z intervalů .�1;�3/, .�3; 1/ a .1;C1/.

Protože polynom v čitateli je menšího stupně, než polynom ve jmenovateli,
můžeme funkci f rozložit na Df na parciální zlomky. Rozklad bude mít tvar

x

.x2 C 2x C 2/2.x � 1/.x C 3/
D

D
Ax C B

x2 C 2x C 2
C

Cx CD

.x2 C 2x C 2/2
C

E

x � 1
C

F

x C 3
:

(9.4)

Vynásobením této rovnice jmenovatelem levé strany dostaneme vztah

x D .Ax C B/.x2 C 2x C 2/.x � 1/.x C 3/C

C .Cx CD/.x � 1/.x C 3/C

CE.x2 C 2x C 2/2.x C 3/C F.x2 C 2x C 2/2.x � 1/;

(9.5)

který platí pro každé x 2 R n f�3; 1g. Polynomy jsou však spojité na R, a proto
vztah (9.5) platí pro každé x 2 R. Nyní můžeme postupovat dvěma způsoby:
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a) Porovnáme koeficienty u stejných mocnin x na levé a na pravé straně vzta-
hu (9.5).

x5 W 0 D ACE C F;

x4 W 0 D 4AC B C 7E C 3F;

x3 W 0 D 3AC 4B C C C 20E C 4F;

x2 W 0 D �2AC 3B C 2C CD C 32E;

x1 W 1 D �6A � 2B � 3C C 2D C 28E � 4F;

x0 W 0 D �6B � 3D C 12E � 4F:

Dostali jsme tak soustavu šesti lineárních rovnic o šesti neznámých.

b) Dosadíme do (9.5) šest různých čísel za x a opět získáme soustavu šesti
lineárních rovnic o šesti neznámých. Nejvýhodnější je dosazovat taková čísla, pro
která se některé sčítance rovnají 0 (tj. reálné kořeny jmenovatele původního zlomku
– v našem případě čísla �3 a 1).

Obvykle obě metody vhodně kombinujeme. Postupným dosazením kořenů
1 a �3 do (9.5) získáme E D 1=100 a F D 3=100. Tyto hodnoty pak dosadíme
do soustavy získané v a). Z první rovnice máme A D �1=25, z druhé B D 0,
z poslední D D 0 a konečně ze čtvrté C D �1=5. Tím máme určeny koeficienty
v rozkladu (9.4), který má tedy tvar

f .x/ D �
1

25
�

x

x2 C 2x C 2
�
1

5
�

x

.x2 C 2x C 2/2
C

1

100
�

1

x � 1
C

3

100
�

1

x C 3
:

Zbývá nyní provést výpočet primitivních funkcí k jednotlivýmparciálním zlom-
kům.
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Z
x

x2 C 2x C 2
dx D

1

2

Z
2x C 2

x2 C 2x C 2
dx �

Z
1

x2 C 2x C 2
dx D

D
1

2
log.x2 C 2x C 2/ �

Z
1

.x C 1/2 C 1
dx c

D

c
D
1

2
log.x2 C 2x C 2/ � arctg.x C 1/; x 2 R;Z

x

.x2 C 2x C 2/2
dx D

1

2

Z
2x C 2

.x2 C 2x C 2/2
dx �

Z
1

.x2 C 2x C 2/2
dx D

D �
1

2

1

x2 C 2x C 2
�

Z
1�

.x C 1/2 C 1
�2 dx c

D

c
D �

1

2

1

x2 C 2x C 2
�
1

2

x C 1

x2 C 2x C 2
�
1

2
arctg.x C 1/; x 2 R;Z

1

x � 1
dx c

D log jx � 1j ; x 2 .�1; 1/ a x 2 .1;C1/;Z
1

x C 3
dx c

D log jx C 3j ; x 2 .�1;�3/ a x 2 .�3;C1/:

Na každém z intervalů .�1;�3/, .�3; 1/ a .1;C1/ je tak primitivní funkcí k funk-
ci f kterákoliv z funkcí

�
1

50
log.x2 C 2x C 2/C

7

50
arctg.x C 1/C

1

10

x C 2

x2 C 2x C 2
C

C
1

100
log jx � 1j C

3

100
log jx C 3j C c; kde c 2 R.

|

9.1.44. Příklad. Najděte primitivní funkci k x5�x3C2x2C3xC1
x2�1

.

Řešení. Standardním postupem (dělením polynomů) spočteme

x5 � x3 C 2x2 C 3x C 1

x2 � 1
D x3 C 2C 3

x C 1

x2 � 1
D x3 C 2C 3

1

x � 1
:

Tedy Z
x5 � x3 C 2x2 C 3x C 1

x2 � 1
dx c

D
x4

4
C 2x C 3 log jx � 1j

na .�1;�1/; .�1; 1/ a na .1;1/:

|

9.1.45. Příklad. Najděte primitivní funkci k x2C1
.xC1/2.x2CxC1/

.

Řešení. Obecný rozklad na parciální zlomky má tvar

x2 C 1

.x C 1/2.x2 C x C 1/
D

A

.x C 1/2
C

B

.x C 1/
C

Cx CD

x2 C x C 1
;
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kdeA;B;C;D 2 R. Vynásobíme obě strany výrazem .xC1/2.x2CxC1/ a obdržíme

x2C1 D x3.BCC/Cx2.AC2BC2C CD/Cx.AC2BC2C C2D/C .ACBCD/:

Dva polynomy se rovnají právě tehdy, když se rovnají všechny jejich koeficienty.
Tedy dostaneme tedy soustavu čtyř lineárních rovnic

0 D B C C

1 D AC 2B C 2C CD

0 D AC 2B C C C 2D

1 D AC B CD:

Jejím řešením je
A D 2; B D 0; C D 0; D D �1:

Tedy
x2 C 1

.x C 1/2.x2 C x C 1/
D

2

.x C 1/2
�

1

x2 C x C 1
:

Máme Z
2

.x C 1/2
dx c

D
�2

x C 1
na .�1;�1/ a .�1;1/

a Z
1

x2 C x C 1
D
4

3

Z
1 

xC 1
2q

3
4

!2
C 1

dx:

Ten substitucí t D
xC 1

2q
3
4

převedeme na integrál
R q

3
4

1
t2C1

dt . Tedy

Z
1

x2 C x C 1

c
D

r
4

3
arctg

�
xC 1

2q
3
4

�
na R:

Dohromady máme

Z
x2 C 1

.x C 1/2.x2 C x C 1/
dx c

D
�2

x C 1
C

r
4

3
arctg

0B@x C
1
2q
3
4

1CA
na .�1;�1/ a .�1;1/:

|

Trigonometrické substituce.

9.1.46. Definice. Polynomem dvou proměnných rozumíme funkci

Œu; v� 7!

nX
i;jD0

aiju
ivj ;
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kde n 2 N [ f0g, aij 2 R proi; j 2 f0; : : : ; ng.Racionální funkcí dvou proměnných
rozumíme podíl polynomů dvou proměnných, kde polynom ve jmenovateli není
identicky roven nule.

9.1.47. Označení. Až do konce tohoto oddílu budeme symbolem R značit racio-
nální funkci dvou proměnných.

9.1.48. Definice. Řekneme, že R je sudá v první souřadnici, pokud pro každé
.x; y/ 2 D.R/ platí .�x; y/ 2 D.R/ a máme R.�x; y/ D R.x; y/. Analogicky defi-
nujeme lichost v první a sudost a lichost v druhé souřadnici.

Funkce R je sudá, pokud pro každé .x; y/ 2 D.R/ platí .�x;�y/ 2 D.R/

a R.x; y/ D R.�x;�y/. Analogicky definujeme lichost funkce R.

9.1.49. Nechť R je racionální funkce dvou proměnných a I je otevřený neprázdný
interval. Uvažujme integrál tvaruZ

R.sin t; cos t/dt; t 2 I; (9.6)

přičemž integrand je definován na intervalu I . Pro převedení úlohy na integraci
racionální funkce lze použít následujících substitucí.

(a) Je-li R lichá ve druhé souřadnici, lze užít substituci sin t D x. Přesněji řečeno:
použijeme Větu 9.1.22 pro funkci ' W I ! R definovanou předpisem '.t/ D sin t .
Příslušnou funkci f lze pak volit jako racionální funkci jedné reálné proměnné.
Podobné upřesnění je možné doplnit i v následujících bodech (b)-(d).

(b) Je-li R lichá v první souřadnici, lze užít substituci cos t D x.

(c) Je-li R sudá, lze užít substituci tg t D x.

(d) Vždy lze použít substituci tg.t=2/ D x.

9.1.50. Příklad. Určete primitivní funkci k funkci g.t/ D
sin t cos t

sin4 t C cos4 t
; t 2 R.

Řešení. Funkce g je spojitá na R, má tedy na R primitivní funkci. Označme

R.u; v/ D
uv

u4 C v4
:

Potom g.t/ D R.sin t; cos t / a vidíme, že R je lichá v první i v druhé souřadnici
a je také sudá. Pro převod na integraci racionální funkce lze tedy užít jakoukoliv
ze substitucí uvedených v 9.1.49.
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Vyzkoušejme nejprve substituci x D tg.t=2/ pro t 2 .��; �/. Abychom mohli tuto
substituci provést, vypočtěme nejprve

cos t D cos2
t

2
� sin2

t

2
D

cos2 t
2

� sin2 t
2

cos2 t
2

C sin2 t
2

D
1 � tg2 t

2

1C tg2 t
2

D
1 � x2

1C x2
;

sin t D 2 sin
t

2
cos

t

2
D

2 sin t
2
cos t

2

cos2 t
2

C sin2 t
2

D
2x

1C x2
;

dt D
2

1C x2
dx:

Při určení dx jsme použili rovnost x D 2 arctg t a 9.1.26.
Substitucí převedeme zadaný integrál na integráll

2t
1Ct2

�
1�t2

1Ct2�
2t
1Ct2

�4
C
�
1�t2

1Ct2

�4 �
2

1C t2
dt D 4

Z
t .1 � t2/.1C t2/

16t4 C .1 � t2/4
dt:

Je vidět, že jsme dosáhli svého cíle. Výsledná racionální funkce je ale komplikovaná
a navíc bychommuseli ještě překonat potíže spojené s tím, že substituci provádíme
pouze pro x 2 .��; �/, popřípadě na intervalu vzniklém posunutím o 2k� , k 2 Z.
Zkusme tedy další substituce.

(a) Substituce x D sin t . V našem případě lze funkci f upravit na tvar

f .t/ D
sin t

sin4 t C .1 � sin2 t/2
� cos t:

Uvědomíme-li si, že při uvedené substituci je dx D cos t dt , dostávámeZ
x

2x4 � 2x2 C 1
dt:

Užitím substituce u D x2 tento integrál dále převedeme naZ
1

4u2 � 4uC 2
du D

Z
1

.2u � 1/2 C 1
du c

D
1

2
arctg.2u � 1/; u 2 R:

Dostáváme tedy Z
g.t/dt c

D
1

2
arctg.2 sin2 t � 1/; t 2 R:

(b) Substituce t D cos x. Funkci f lze upravit na tvar

f .x/ D
cos x

.1 � cos2 x/2 C cos4 x
� sin x:

Uvědomíme-li si, že dt D � sin x dx, dostáváme

�

Z
t

.1 � t2/2 C t4
dt c

D �
1

2
arctg.2t2 � 1/; t 2 R:
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(Výpočet je zcela analogický výpočtu v předchozím případě.) Primitivní funkcí k f
je na R kterákoliv z funkcí

�
1

2
arctg.2 cos2 x � 1/C c;

kde c 2 R je libovolná konstanta.

(c) Zkusme ještě substituci t D tg x, která je v našem případě rovněž použitelná.
Vydělíme čitatele i jmenovatele ve vyjádření f .x/ výrazem cos2 x a dostaneme

f .x/ D
tg x

sin2 x tg2 x C cos2 x
D

tg x
tg4 x C 1

�
1

cos2 x
:

Nyní použijeme vztah dt D
1

cos2 x dx. Pak je třeba vypočítatZ
t

t4 C 1
dt c

D
1

2
arctg t2; t 2 R:

Dostáváme tak primitivní funkci 1
2
arctg.tg2 x/, ale pouze na intervalech .��

2
C

k�; �
2

C k�/, k 2 Z. My však víme, že funkce f má primitivní funkci na celém R
(je totiž na R spojitá). Tuto primitivní funkci můžeme nalézt způsobem, který byl
popsán v předchozím příkladu.

Pokusme se shrnout: Početně nejjednodušší integrace vyšla při substituci t D

tg x. Pak jsme ovšem nezískali primitivní funkci na celémDf . Tento nedostatek lze
překonat „nalepováním“ v bodech, které jsme museli vynechat. Obdobná situace
je při užití substituce t D tg.x=2/ – ta však většinou vede na složitější racionální
funkce než substituce zbývající. Je tedy lepší – pokud to dovoluje tvar integrované
funkce – se jejímu použití vyhnout a použít příslušnou ze zbývajících tří substitucí.

Z výše uvedeného je vidět, že tvar výsledku může podstatně záviset na použité
substituci, vždy však jde o funkce, které se liší pouze o konstantu. |

9.1.51. Příklad. Určete primitivní funkci k f .x/ D
1

1C 3 cos2 x
.

Řešení. Funkce f je spojitá na celém R amá tedy na R primitivní funkci. Označíme-
-li

R.u; v/ D
1

1C 3v2
;

potom f .x/ D R.sin x; cos x/. Platí R.� sin x;� cos x/ D R.sin x; cos x/. Lze tedy
užít substituci t D tg x pro x 2

�
�
�
2

Ck�; �
2

Ck�
�
, k 2 Z. Abychom tuto substituci

mohli provést, vypočtěme

cos2 x D
1

1C tg2 x
D

1

1C t2
:

Dále z rovnosti x D arctg t dostáváme dx D
1

1Ct2
dt podle poznámky na straně ??.

Substitucí převedeme zadaný integrál na integrálZ
1

1C 3 1
1Ct2

�
1

1C t2
dt D

Z
1

4C t2
dt c

D
1

2
arctg

t

2
; t 2 R:
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Podle věty o substituci tedy platíZ
1

1C 3 cos2 x
dx c

D
1

2
arctg

�
tg x
2

�
; x 2

�
�
�

2
C k�;

�

2
C k�

�
; k 2 Z:

Označíme-li F.x/ D
1
2
arctg

�
tgx
2

�
, je funkce F primitivní k f na každém z inter-

valů
�
�
�
2

C k�; �
2

C k�
�
, k 2 Z. My ovšem hledáme primitivní funkci na celém R.

Každá primitivní funkceG k f naR je rovnaFCck na intervalu
�
�
�
2

C k�; �
2

C k�
�
,

kde k 2 Z a ck 2 R je vhodná konstanta. Protože G je spojitá a platí rovnosti

lim
x! �

2 Ck��
G.x/ D

�

4
C ck a lim

x! �
2 Ck�C

G.x/ D �
�

4
C ckC1;

musí platit ckC1 D ck C
�
2
pro k 2 Z. Odtud plyne ck D c0 C k �

2
, k 2 Z. Každá

primitivní funkce k f má tedy tvar

G.x/ D

(
1
2
arctg

�
tgx
2

�
C c0 C k �

2
pro x 2 .��

2
C k�; �

2
C k�/,

�
4

C c0 C k �
2

pro x D
�
2

C k�.

FunkceG vznikla tak, že na každém intervalu
�
�
�
2

C k�; �
2

C k�
�
jsme k funk-

ci F přičetli vhodnou konstantu tak, aby výsledná funkce byla spojitá, vizte obráz-
ky. Tomuto postupu se říká „lepení“.

Obrázek 1. Obrázek 2.

|

9.1.52. Příklad. Spočtěte Z
dx

cos x sin2 x
:

Řešení. Zadaná trigonometrická funkce je typu (ii)
|

9.1.53.Věta. Nechť f; F jsou spojité funkce na otevřeném intervalu I , c 2 I a nechť
F 0.x/ D f .x/ pro x 2 I n fcg. Pak F 0 D f na I .

Důkaz. Tvrzení ihned plyne z Věty 5.2.10. �
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9.1.54. Příklad. Spočtěte
R

1

1Csin2 x
dx.

Řešení. Protože R.a; b/ D
1

1Ca2 , použijeme substituci t D tg x. V první větě o sub-
stituci (Věta 9.1.22) je pak '.t/ D arctg t , .˛; ˇ/ D .�1;1/ a .a; b/ D .��

2
; �
2
/.

Zjevně je '0.t/ D
1

1Ct2
nenulová na .�1;1/ a '..�1;1// D .��

2
; �
2
/.

Protože tg x D t , máme

t2 D tg2 x D
sin2 x
cos2 x

D
sin2 x

1 � sin2 x
:

Tedy

sin2 x D
t2

1C t2
:

Počítáme tedy integrálZ
1

1C
t2

1Ct2

�
1

1C t2
dt D

Z
1

1C 2t2
dt c

D
1

p
2
arctg.

p
2t/ na R:

Z druhé věty o substituci (Věta 9.1.27) tedy plyne, žeZ
1

1C sin2 x
dx c

D
1

p
2
arctg.

p
2 tg x/; x 2 .�

�

2
;
�

2
/: (9.7)

Funkce 1

1Csin2 x
je ale spojitá na celém R, a tedy dle Věty ?? má na R primitivní

funkci G. Tu najdeme pomocí již nalezené funkce F z (9.7). Protože

lim
x! �

2 �

F.x/ D �
�

2
p
2
; lim

x! �
2 C

F.x/ D
�

2
p
2
;

položíme

G.x/ D

(
F.x/C k �

2
p
2
; x 2 .k� �

�
2
; k� C

�
2
/;

�

2
p
2

C k �p
2
; x D

�
2

C k�;
k 2 Z:

Pak G je spojitá funkce a v každém bodě x 2 R n f
�
2

C k� I k 2 Zg platí G0.x/ D

.1C sin2 x/�1. V bodech tvaru k� C
�
2
tato rovnost platí díky Větě 9.1.53. |

Integrály typuR
�
x;q

q
axCb
cxCd

�
.

9.1.55. Při integraci funkce R
�
x;q

q
axCb
cxCd

�
, kde q 2 N a čísla a; b; c; d 2 R splňují

ad � bc ¤ 0, lze užít substituci t D
q

q
axCb
cxCd

pro převod na integraci racionální
funkce.

9.1.56. Věta (Integrály tvaru
R
R.x;

�
axCb
cxCd

� 1
q

/). Nechť q 2 N, a; b; c; d 2 R, ad ¤

bc a R.x; y/ je racionální funkcí dvou proměnných. Nechť I je otevřený interval
obsažený v D

�
R
�
x; . axCb

cxCd
/

1
q

��
. Položíme '.x/ D . axCb

cxCd
/

1
q , x 2 I . Pak je ' mono-

tónní funkce, J D '.I / je otevřený interval a t 7! R.'�1.t/; t/.'�1/0.t/ je racionální
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spojitá funkce definovaná na J . Je-liF její primitivní funkce na J , jeF ı' primitivní
funkce k R

�
x; . axCb

cxCd
/

1
q

�
na I .

Důkaz. Zobrazení x 7!
axCb
cxCd

je ryze monotónní na každém otevřeném intervalu
obsaženém v jeho definičním oboru. Vhledem k monotonii odmocniny pak dostá-

váme ryzí monotonii funkce x 7!

�
axCb
cxCd

� 1
q na každém otevřeném intervalu ob-

saženém v definičním oboru této funkce. Proto je ' ryze monotónní funkce a její
obor hodnot J je otevřený interval (viz Věta 4.3.6). Inverzní funkce '�1 W J ! I

je určena jako '�1.t/ D
tqd�b
a�tqc

, z čehož plyne, že t 7! R.'�1.t/; t/.'�1/0.t/ je raci-

onální funkce na J . Fakt, že F ı ' je primitivní k R
�
x; . axCb

cxCd
/

1
q

�
na I , nyní plyne

z Věty 9.1.27. �

9.1.57. Příklad. Spočtěte Z
1

x

r
x C 1

x � 1
dx:

Řešení. Funkce 1
x

q
xC1
x�1

je definovaná na intervalech .�1;�1/ a .1;1/ a je na nich

spojitá. Na nich tedy budeme hledat primitivní funkci. Položme t D

q
xC1
x�1

. Pak

x D
t2 C 1

t2 � 1
D '.t/;

přičemž ' W .0; 1/ ! .�1;�1/ a ' W .1;1/ ! .1;1/ jsou bijekce s nenulovou deri-
vací

'0.t/ D
�4t

.t2 � 1/2
:

Podle druhé věty o substituci (Věta 9.1.27) dostaneme integrál

I D

Z
t2 � 1

t2 C 1
t

�4t

.t2 � 1/2
dt D

Z
�4t2

.t2 C 1/.t2 � 1/
dt:

Rozkladem na parciální zlomky zjistíme, že

4t2

.t2 C 1/.t2 � 1/
D �

1

t � 1
C

1

t C 1
�

2

t2 C 1
:

Tedy

I
c
D log jt C 1j � log jt � 1j � 2 arctg t; na .0; 1/ a .1;1/:

Závěrem dostávámeZ
1

x

r
x C 1

x � 1
dx c

D log

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌
q
xC1
x�1

C 1q
xC1
x�1

� 1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ � 2 arctg

r
x C 1

x � 1
na .�1;�1/ a .1;1/:

|
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9.1.58. Příklad. Určete primitivní funkci k funkci f .x/ D
x � 1

x
�p

x C
3
p
x2
� .

Řešení. Funkce je na Df D .0;C1/ spojitá a má zde tedy primitivní funkci.
Vyskytují-li se v předpisu funkce f výrazy�

ax C b

cx C d

�p1
q1

; : : : ;

�
ax C b

cx C d

�pn
qn

;

kde a; b; c; d 2 R, ad � bc ¤ 0, p1; : : : ; pn 2 Z, q1; : : : ; qn 2 N, pak užijeme

substituci t D
�
axCb
cxCd

� 1
s , kde s je nejmenší společný násobek čísel q1; : : : ; qn.

V našem případě máme v předpisu funkce f mocniny x1=2 a x2=3. Nejmenší
společný násobek čísel 2 a 3 je 6. Užijeme tedy substituci t D x1=6, x 2 .0;C1/.
Odtud odvodíme dx D 6t5 dt . Na intervalu .0;C1/ pak hledáme primitivní funk-
ci Z

t6 � 1

t6.t3 C t4/
� 6t5 dt D 6

Z
t6 � 1

t5 C t4
dt:

Protože v posledním integrovaném výrazu (je to racionální funkce proměnné t) je
stupeň čitatele větší než stupeň jmenovatele, musíme nejprve dělit:

.t6 � 1/ W .t5 C t4/ D t � 1C
t4 � 1

t4.t C 1/
D

D t � 1C
.t � 1/.t C 1/.t2 C 1/

t4.t C 1/
D

D t � 1C
1

t
�
1

t2
C
1

t3
�
1

t4
:

Nyní již můžeme integrovat

6

Z
t6 � 1

t5 C t4
dt c

D 3t2 � 6t C 6 log t C 6
1

t
� 3

1

t2
C 2

1

t3
; t 2 .0;C1/:

Dle věty o substituci je primitivní funkcí k f na .0;C1/ každá funkce tvaru

3 3
p
x � 6 6

p
x C log x C 6

1
6
p
x

� 3
1

3
p
x

C 2
1

p
x

C c;

kde c 2 R je libovolná konstanta. |

Integrály typu
R
R
�
t;

p
at2 C bt C c

�
dt .

9.1.59. Také integraci funkceR
�
t;

p
at2 C bt C c

�
, kdeR je racionální funkce dvou

proměnných, lze převést na integraci racionální funkce. Nechť tedy a; b; c 2 R,
a ¤ 0 a I je neprázdný otevřený interval obsažený v definičním oboru funkce

g.t/ D R
�
t;
p
at2 C bt C c

�
:

V závislosti na vlastnostech polynomu q.t/ D at2 C bt C c můžeme pro převod
použít některý z následujících postupů.
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(a) Pokud má q dvojnásobný reálný kořen ˛. Pak platí q.t/ D a.t � ˛/2. Funkce g
má neprázdný definiční obor, a proto a > 0. Pak platíp

q.t/ D
p
ajt � ˛j; t 2 R;

a g je tedy na každém z intervalů I1 D .�1; ˛/\I , I2 D .˛;1/\I funkcí racionál-
ní. Potom na I1 a I2 můžeme nalézt primitivní funkci dříve uvedeným postupem.
Pokud ˛ 2 I , pak primitivní funkci na I obdržíme tak, že nalezneme primitivní
funkci F1 na intervalu I1 a řešení F2 na intervalu I2. Potom „slepíme“ F1 a F2 C c,
tak, abychom dostali spojitou funkci na I , která bude primitivní ke g na I .

(b) Pokud a > 0 a polynom q nemá dvojnásobný reálný kořen, tj. b2 � 4ac ¤ 0,
pak lze pro převod na integraci racionální funkce poiužít použít substituci

'.t/ D

p
at2 C bt C c �

p
at; t 2 I: (9.8)

Pro t 2 I platí

'0.t/ D
2at C b

2
p
at2 C bt C c

�
p
a

a odtud snadno díky předpokladu b2 � 4ac ¤ 0 ověříme, že '0.t/ ¤ 0 pro každé
t 2 I . Funkce ' je tedy na I ryze monotónní, '.I / je otevřený interval a inverzní
funkce k ' má tvar

'�1.x/ D
c � x2

2
p
ax � b

; x 2 '.I /:

Vypočítejme derivaci funkce '�1. Pro každé x 2 D.'�1/ platí

.'�1/0.x/ D
�2

p
ax2 C 2bx � 2c

p
a

.2
p
ax � b/2

Odtud plyne, že funkce .g ı '�1/ � .'�1/0 je racionální funkce definovaná na
otevřeném intervalu '.I /. PokudG značí k ní primitivní, jeG ı' primitivní funkce
ke g. Substituce (9.8) se většinou zapisuje ve tvarup

at2 C bt C c D
p
at C x;

který se i lépe pamatuje.

(c) Pokud a < 0 a polynom q nemá dvojnásobný reálný kořen, pak má q dva reálné
kořeny, jinak by byl definiční obor g prázdný. Označme kořeny q jako ˛1 a ˛2,
přičemž ˛1 < ˛2. Pro každé t 2 .˛1; ˛2/ platíp

q.t/ D
p
a.t � ˛1/.t � ˛2/ D

p
�a.t � ˛1/

r
˛2 � t

t � ˛1
:

Tato rovnost ukazuje, že funkci g lze na intervalu I , který je podmnožinou .˛1; ˛2/
psát ve tvaru, který byl uveden v 9.1.55.

9.1.60. Příklad. Spočtěte
Z

1

t C
p
t2 C t C 1

dt .
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Řešení. Integrand označíme g. Funkce g je spojitá na definičním oboru D.g/ D

.�1;�1/[.�1;1/. Výraz pod odmocninou je kladný na celém R, použijeme tedy
Eulerovu substituci

p
t2 C t C 1 D t C x. Vypočteme

t D
x2 � 1

1 � 2x
; dt D �2

x2 � x C 1

.1 � 2x/2
dx:

Potřebujeme ještě vyjádřit v nové proměnné x výraz
p
t2 C t C 1, což je jednodu-

ché: p
t2 C t C 1 D t C x D

x2 � 1

1 � 2x
C x:

Nyní provedeme substituci a dostáváme po úpravěZ
2x2 � 2x C 2

.x � 2/.2x � 1/
dx:

V získané racionální funkci je stupeň polynomu v čitateli stejný jako stupeň poly-
nomu ve jmenovateli, musíme tedy nejprve provést dělení:

.2x2 � 2x C 2/ W .2x2 � 5x C 2/ D 1C
3x

.x � 2/.2x � 1/
:

Druhý sčítanec rozložíme na parciální zlomky a dostanemeZ
2x2 � 2x C 2

.x � 2/.2x � 1/
dx D

Z
1dx C 2

Z
1

x � 2
dx �

Z
1

2x � 1
dx c

D

c
D x C 2 log jx � 2j �

1

2
log j2x � 1j

na intervalech
�
1
2
; 2
�
a .2;1/.

Podle Věty 9.1.22) má tedy primitivní funkce k funkci g na každém z intervalů
.�1;�1/ a .�1;1/ tvarp

t2 C t C 1 � t C 2 log
ˇ̌̌p
t2 C t C 1 � t � 2

ˇ̌̌
�
1

2
log

ˇ̌̌
2
p
t2 C t C 1 � 2t � 1

ˇ̌̌
C c; c 2 R: |

9.1.61. Příklad. Spočtěte
R

1

x
p
x2C1

dx.

Řešení. Použijeme substituci p
x2 C 1 D x C t:

Pak

x D
1 � t2

2t
D '.t/

a

'0.t/ D
1.1 � t2/

2t2
:
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Pak ' W .0; 1/ ! .0;1/ a ' W .1;1/ ! .�1; 0/ jsou bijekce s nenulovou derivací.
Tedy počítáme integrál

I D

Z
1

1�t2

2t
1Ct2

2t

�.1C t2/

2t2
dt

D

Z
�2

1 � t2
dt D �

�Z
1

1 � t
dt C

Z
1

1C t
dt
�

c
D � log

ˇ̌
t2 � 1

ˇ̌
:

Tedy Z
1

x
p
x2 C 1

dx D � log
ˇ̌̌̌�p

x2 C 1 � x
�2

� 1

ˇ̌̌̌
na .�1; 0/ a .0;1/:

|

9.2. Riemannův integrál

Zavedení Riemannova integrálu je mimo jiné motivováno problémem, jak de-
finovat pojem obsahu i pro komplikovanější množiny v rovině než jsou jednoduché
geometrické útvary jako obdélník, trojúhelník, apod.

Mějme tedy omezenou nezápornou funkci f definovanou na omezeném uza-
vřeném intervalu ha; bi. Chceme definovat, jakou plochu má obrazec pod grafem
funkce f tak, aby to bylo v souladu s tím, jak počítáme plochu u jednoduchých
geometrických obrazců.

Jednou z možností je aproximovat obrazec pomocí konečných sjednocení ob-
délníků, jejichž plochu známe, a pak pomocí „limitního přechodu“ dojít k výsled-
ku. Celá myšlenka je patrna z následujících obrázků. V prvních dvou odhadujeme
plochu obrazce shora, ve druhých dvou naopak zdola.

Obrázek 3. Obrázek 4.
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Obrázek 5. Obrázek 6.

Vyjádřeme tyto intuitivní úvahy matematicky přesnou řečí.

9.2.1. Definice. Nechť a; b 2 R, a < b. Potom dělením intervalu Œa; b� nazveme
každou konečnou posloupnost D D fxig

n
iD0, pro kterou platí a D x0 < x1 < � � � <

xn D b. Body dělení D nazýváme dělícími body D. Normou dělení D rozumíme
číslo

�.D/ D max
˚
xi � xi�1I i 2 f1; : : : ; ng

	
:

Řekneme, že děleníD0 je jemnější nežD (nebo žeD0 zjemňujeD), pokud všechny
dělící body D jsou obsaženy v D0.

9.2.2. Označení. Nechť f je reálná funkce aM � R. Potom symbol sup
M
f značí

supff .x/I x 2 M g a symbol infM f značí infff .x/I x 2 M g.

9.2.3. Definice. Nechť a; b 2 R, a < b, a f je omezená funkce na Œa; b�. Nechť
D D fxig

n
iD0 je nějaké dělení intervalu Œa; b�. Potom definujeme

S.f;D/ D

nX
iD1

sup
Œxi�1;xi �

f � .xi � xi�1/

a

S.f;D/ D

nX
iD1

inf
Œxi�1;xi �

f � .xi � xi�1/:

Hodnotu S.f;D/ pak nazýváme horním Riemannovým součtem funkce f pro
dělení D a hodnotu S.f;D/ dolním Riemannovým součtem funkce f pro dělení
D.

Dále definujeme horníRiemannův integrál funkce f přes interval Œa; b� před-
pisem Z b

a

f .x/dx D inf
˚
S.f;D/I D je dělení intervalu Œa; b�

	
a dolní Riemannův integrál funkce f přes interval Œa; b� předpisemZ b

a

f .x/dx D sup
˚
S.f;D/I D je dělení intervalu Œa; b�

	
:
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9.2.4. Definice. Nechť a; b 2 R, a < b, a nechť f je omezená funkce na Œa; b�. Řek-
neme, že funkce fmá na intervalu Œa; b�Riemannův integrál, pokud

R b
a
f .x/dx DR b

a
f .x/dx. Hodnota Riemannova integrálu funkce f přes interval Œa; b� je pak rov-

na společné hodnotě
R b
a
f .x/dx a

R b
a
f .x/dx a značíme ji

R b
a
f .x/dx. Je-li a > b,

pak definujeme
R b
a
f .x/dx D �

R a
b
f .x/dx, a je-li a D b položíme

R b
a
f .x/dx D 0.

9.2.5. Označení. Nechť a; b 2 R, a < b. Potom množinu všech funkcí, které mají
Riemannův integrál na intervalu Œa; b�, značíme symbolem R.a; b/.

9.2.6. Omezenost funkce f v definici Riemannova integrálu je nezbytná, protože
v opačném případě by hodnoty S.f;D/ a S.f;D/ nemusely být vlastní.

9.2.7. Příklady. (a) Nechť a; b 2 R, a < b, a c 2 R. Nechť f W Œa; b� ! R je
funkce definovaná předpisem f .x/ D c; x 2 Œa; b�. Potom

R b
a
f .x/dx D c.b � a/,

protože pro každý neprázdný interval I � Œa; b� platí sup
I
f D infI f D c, a tedy

S.f;D/ D S.f;D/ D c.b � a/ pro každé dělení D intervalu Œa; b�.

(b) Nechť a; b 2 R, a < b. NechťD je Dirichletova funkce. Potom
R b
a
D.x/dx D 0

a
R b
a
D.x/dx D 1. Riemannův integrál funkce D tedy neexistuje.

(c) Nechť R je Riemannova funkce. Potom R 2 R.a; b/ a
R b
a
R.x/dx D 0 (odvodí-

me později).

(d) Platí
R 1
0
x2 dx D

1
3
(odvodíme později).

9.2.8. Poznámka. Nechť M1;M2 � R, M1 � M2. Nechť f je funkce definovaná
alespoň naM2. Potom platí

sup
M1

f � sup
M2

f a inf
M1

f � inf
M2

f:

9.2.9. Věta (vlastnosti dělení). Nechť a; b 2 R, a < b, a nechť f je omezená funkce
na Œa; b�.

(a) NechťD;D0 jsou dělení intervalu Œa; b�, přičemžD0 zjemňujeD. Pak platí

S.f;D/ � S.f;D0/ � S.f;D0/ � S.f;D/:

(b) Nechť D1;D2 jsou dělení intervalu Œa; b�. Pak platí

S.f;D1/ � S.f;D2/:

(c) Platí Z b

a

f .x/dx �

Z b

a

f .x/dx:
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Důkaz. (a) Druhá nerovnost zřejmě platí z definice. Dokažme tedy první. Předpo-
kládáme-li, žeD D fxig

n
iD0 aD

0 obsahuje oprotiD právě jeden bod navíc, řekněme
´ ležící mezi body xj�1 a xj pro nějaké j 2 f1; : : : ; ng, pak platí

S.f;D0/ � S.f;D/ D inf
Œxj �1;´�

f � .´ � xj�1/C inf
Œ´;xj �

f � .xj � ´/

� inf
Œxj �1;xj �

f � .xj � xj�1/:

Protože
inf

Œxj �1;´�
f � inf

Œxj �1;xj �
f a inf

Œ´;xj �
f � inf

Œxj �1;xj �
f;

dostáváme

S.f;D0/ � S.f;D/ �

�
inf

Œxj �1;xj �
f

�
.´ � xj�1 C xj � ´ � xj C xj�1/ D 0:

Tím je důkaz prvé nerovnosti proveden pro případ, kdyD0 obsahuje oprotiD jeden
dělící bod navíc. Obecný případ prvé nerovnosti pak snadno odvodíme indukcí.

Důkaz třetí nerovnosti je pakmožno vést obdobně jako důkaz nerovnosti prvé.

(b) Máme-li dána děleníD aD0, snadno najdeme děleníD00 zjemňujícíD iD0. Dle
bodu (a) pak platí

S.f;D/ � S.f;D00/ � S.f;D00/ � S.f;D0/:

(c) Je-li D dělení Œa; b�, pak z (b) máme

S.f;D/ � inffS.f;D0/ID0 dělení Œa; b�g D

Z b

a

f .x/dx:

Tedy i Z b

a

f .x/dx D supfS.f;D/ID dělení Œa; b�g �

Z b

a

f .x/dx:

Tím je důkaz proveden. �

9.2.10. Důsledek. Nechť a; b 2 R, a < b, a nechť f je omezená funkce na Œa; b�.
Nechť D1;D2 jsou dělení intervalu Œa; b�. Označme kde m D infŒa;b� f a M D

sup
Œa;b�

f . Pak

m.b � a/ � S.f;D1/ �

Z b

a

f .x/dx �

Z b

a

f .x/dx � S.f;D2/ � M.b � a/:

Důkaz. První a poslední nerovnost plyne z definice horního a dolního součtu pro
dělení D00 D fa; bg. Druhá a čtvrtá nerovnost plynou z definice horního a dolního
Riemannova integrálu. Konečně třetí nerovnost plyne z Věty 9.2.9. �

9.2.11. Věta (aproximace Riemannova integrálu součty přes dělení s malou nor-
mou). Nechť a; b 2 R, a < b, a nechť f je omezená funkce na Œa; b�. Pak pro každé
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" 2 R, " > 0, existuje ı 2 R, ı > 0, takové, že pro každé dělení D intervalu Œa; b�
splňující �.D/ < ı platíZ b

a

f .x/dx � S.f;D/ <

Z b

a

f .x/dx C "

a Z b

a

f .x/dx � S.f;D/ >

Z b

a

f .x/dx � ":

Důkaz. Dokažme nejprve tvrzení týkající se posledních dvou nerovností. Funkce f
je omezená, a tedy existuje kladné číslo K 2 R takové, že

8x 2 Œa; b� W jf .x/j < K:

Nechť " 2 R, " > 0, je dáno. K němu nalezneme dělení D0 D fxig
n
iD0 intervalu

Œa; b� takové, že

S.f;D0/ <

Z b

a

f .x/dx C
1

2
":

Položme
�.D0/ D minfxi � xi�1I i 2 f1; : : : ; ngg

a
ı1 D minf�.D0/;

"

4Kn
g:

Nechť nyní D je dělení intervalu Œa; b� splňující �.D/ < ı1. Vezmeme dělení P
sestávající ze všech dělicích bodů D0 a D a označme X D fx0; : : : ; xng množinu
dělicích bodů D0. Ověřme nejprve, že

S.f;D/ � S.f; P /C 2Kn�.D/: (9.9)

Označme totiž jako D všechny intervaly dané dělením D a P všechny intervaly
dané dělením P . Nechť dále jI j značí délku intervalu I . Pak

S.f;D/ D
X
I2D

sup
I

f � jI j a S.f; P / D
X
I2P

sup
I

f � jI j

Nechť interval I D Œ˛; ˇ� splňuje I 2 D. Je-li obsažen i v P , příspěvek příslušný
tomuto intervalu je v obou horních součtech stejný. Není-li I v P , protíná jeho
vnitřek množinu X . Vzhledem k nerovnosti �.D/ < �.D0/ existuje právě jeden
index i 2 f0; : : : ; ng takový, že ˛ < xi < ˇ. V součtu S.f;D/ se nyní vyskytuje
výraz

sup
Œ˛;ˇ�

f � .ˇ � ˛/;

zatímco v S.f; P / máme součet

sup
Œ˛;xi �

f � .xi � ˛/C sup
Œxi ;ˇ�

f � .ˇ � xi /:
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Rozdíl těchto výrazů odhadneme jakoˇ̌̌̌
ˇsup
Œ˛;ˇ�

f .ˇ � ˛/ �

�
sup
Œ˛;xi �

f .xi � ˛/C sup
Œxi ;ˇ�

f .ˇ � xi /
�ˇ̌̌̌ˇ

� K.ˇ � ˛/CK.xi � ˛ C ˇ � xi / D 2K.ˇ � ˛/ � 2K�.D/:

Jelikož je intervalů z D protínajících X nejvýše n, máme

S.f;D/ � S.f; P / � 2Kn�.D/;

tj. nerovnost (9.9).
Použitím této nerovnosti pak dostáváme díky volbě ı1 nerovnostiZ b

a

f .x/dx � S.f;D/ � S.f; P /C 2Kn�.D/

� S.f;D0/C
"

2
�

Z b

a

f .x/dx C 2
"

2
:

Tedy ı1 splňuje požadavek daný v tvrzení druhou sérií nerovností.
Analogicky bychom našli ı2 2 R, ı2 > 0, takové, že pro každé dělení D inter-

valu Œa; b� splňující �.D/ < ı2 platíZ b

a

f .x/dx � S.f;D/ �

Z b

a

f .x/dx � ":

Kladné číslo ı D minfı1; ı2g pak zjevně vyhovuje požadovaným vlastnostem, a dů-
kaz je tedy hotov. �

9.2.12. Důsledek. Nechť a; b 2 R, a < b, a f je omezená funkce na Œa; b�. Nechť
fDng1

nD1 je posloupnost dělení intervalu Œa; b� splňující lim �.Dn/ D 0. PakZ b

a

f .x/dx D lim
n!1

S.f;Dn/ a
Z b

a

f .x/dx D lim
n!1

S.f;Dn/:

Důkaz. Dokážeme pouze druhý vztah, první lze dokázat obdobně. Nechť " > 0.
K němu dle Věty 9.2.11 existuje ı > 0 takové, že pro každé dělení D intervalu
Œa; b� splňující �.D/ < ı platí

S.f;D/ <

Z b

a

f .x/dx C ":

Zvolme n0 2 N takové, že pro každé n � n0 platí �.Dn/ < ı. Pak pro každé n � n0
platí Z b

a

f .x/dx � S.f;Dn/ <

Z b

a

f .x/dx C ":

Tím je důkaz dokončen. �
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9.2.13. Věta. Nechť a; b 2 R, a < b, f je omezená funkce na Œa; b� a posloupnost
dělení fDng1

nD1 intervalu Œa; b� splňuje

lim
n!1

S.f;Dn/ D lim
n!1

S.f;Dn/: (9.10)

Potom f 2 R.a; b/ a platíZ b

a

f .x/dx D lim
n!1

S.f;Dn/ D lim
n!1

S.f;Dn/: (9.11)

Důkaz. Dle Věty 9.2.9 pro každé n 2 N platí

S.f;Dn/ �

Z b

a

f .x/dx �

Z b

a

f .x/dx � S.f;Dn/:

Odtud plyne

lim
n!1

S.f;Dn/ �

Z b

a

f .x/dx �

Z b

a

f .x/dx � lim
n!1

S.f;Dn/:

Díky (9.10) dostáváme
R b
a
f .x/dx D

R b
a
f .x/dx. Funkce f je tedy riemannovsky

integrovatelná na intervalu Œa; b� a platí (9.11). �

9.2.14. Příklad. Ukažte podle definice Riemannova integrálu, že funkce f .x/ D

x2 splňuje f 2 R.0; 1/ a spočtěte
R 1
0
f .x/ dx.

Řešení. Pro n 2 N definujme tzv. ekvidistantní děleníDn D
˚
j
n

	n
jD0

intervalu Œ0; 1�.
Pak lim �.Dn/ D

1
n

D 0 a platí

S.f;Dn/ D

nX
jD1

�j � 1

n

�2 1
n

D
1

n3

n�1X
jD1

j 2 D
1

6n3
.n � 1/n.2n � 1/;

S.f;Dn/ D

nX
jD1

�j
n

�2 1
n

D
1

n3

nX
jD1

j 2 D
1

6n3
n.nC 1/.2nC 1/:

Tedy

limS.f;Dn/ D limS.f;Dn/ D
1

3
:

Dle Věty 9.2.13 pak máme f 2 R.0; 1/ a
R 1
0
x2 dx D

1
3
. |

9.2.15. Věta (kritérium existence Riemannova integrálu). Nechť a; b 2 R, a < b,
a f je omezená funkce na Œa; b�. Pak jsou následující výroky ekvivalentní:

(i) f 2 R.Œa; b�/,
(ii) pro každé " 2 R, " > 0, existuje dělení D intervalu Œa; b� takové, že

S.f;D/ � S.f;D/ < ":
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Důkaz. (i) ) (ii) Nechť f 2 R.a; b/. Zvolme " > 0. Pak existují dělení D1;D2
intervalu Œa; b� taková, že

S.f;D1/ <

Z b

a

f .x/dx C
"

2
a S.f;D2/ >

Z b

a

f .x/dx �
"

2
:

NechťD je dělení intervalu Œa; b� zjemňujícíD1 iD2. Pak dostaneme díky Větě 9.2.9
nerovnosti

S.f;D/ � S.f;D/ � S.f;D1/ � S.f;D2/

�

Z b

a

f .x/dx C
"

2
�

Z b

a

f .x/dx C
"

2
D ":

Tedy (ii) platí.

(ii) ) (i) Zvolme " > 0 libovolné. K němu nalezneme dělení D intervalu Œa; b�
takové, že S.f;D/ � S.f;D/ < ". Pak ale máme

0 �

Z b

a

f .x/dx �

Z b

a

f .x/dx � S.f;D/ � S.f;D/ < ":

Tedy
R b
a
f .x/dx D

R b
a
f .x/dx a f 2 R.a; b/. �

9.2.16. Definice. Nechť I � R je interval a f je funkce definovaná alespoň na I .
Řekneme, že f je stejnoměrně spojitá na I , jestliže platí

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x; y 2 I W
�
jx � yj < ı ) jf .x/ � f .y/j < "

�
:

9.2.17. Je-li funkce f na intervalu I stejnoměrně spojitá, pak je na I spojitá.
Nechť x0 2 I . Zvolme " > 0. K němu nalezneme ı > 0 z definice stejnoměrné

spojitosti pro ". Tedy jsou-li x; y 2 I body splňující jx�yj < ı, je jf .x/�f .y/j < ".
Je-li nyní y 2 I , jx0�yj < ı, je jf .y/�f .x0/j < ". Funkce f je proto spojitá v bodě
x0, respektive je spojitá zleva či zprava v x0 v závislosti na poloze x0 v I .

9.2.18. Příklad. Nechť I D .0; 1/ a f .x/ D
1
x
, x 2 I . Dokažte, že f je spojitá na

I , ale není stejnoměrně spojitá na I .

Důkaz. Pro n 2 N položme xn D
1
n
a yn D

1
nC1

. Pak pro každé n 2 N platí jxn �

ynj < 1
n
a jf .xn/ � f .yn/j D 1. Pro " 2 .0; 1/ tedy nenalezneme ı > 0 požadované

v definici stejnoměrné spojitosti. �

9.2.19. Věta (vztah spojitosti a stejnoměrné spojitosti). Nechť a; b 2 R, a < b, a f
je spojitá funkce na Œa; b�. Potom f je stejnoměrně spojitá na Œa; b�.

Důkaz. Nechť f není stejnoměrně spojitá na Œa; b�. Potom platí

9" > 0 8ı > 0 9x; y 2 Œa; b� W
�
jx � yj < ı ^ jf .x/ � f .y/j � "

�
:

Mějme tedy kladné " 2 R z tohoto výroku. Pak pro každé n 2 N existují xn; yn 2

Œa; b� taková, že

jxn � ynj <
1

n
a jf .xn/ � f .yn/j � ":
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Posloupnost fxng je omezená, a proto z ní lze díky Bolzanově-Weierstrassově vě-
tě 2.4.7 vybrat podposloupnost fxnk

g1
kD1

konvergující k bodu x 2 R. Ten je pak
obsažen v Œa; b� (Věta 2.2.42). Protože

jx � ynk
j � jx � xnk

j C jxnk
� ynk

j � jx � xnk
j C

1

nk
;

konverguje i posloupnost fynk
g k x.

Podle Heineovy věty (Věta 4.3.2) platí

f .x/ D lim
k!1

f .xnk
/ D lim

k!1
f .ynk

/: (9.12)

Pro každé k 2 N platí

0 �
ˇ̌
f .xnk

/ � f .ynk
/
ˇ̌

�
ˇ̌
f .xnk

/ � f .x/
ˇ̌
C
ˇ̌
f .x/ � f .ynk

/
ˇ̌
: (9.13)

Díky (9.12) platí

lim
k!1

�
jf .xnk

/ � f .x/j C jf .x/ � f .ynk
/j
�

D 0:

Odtud a z (9.13) dostáváme pomocí věty o dvou strážnících

lim
k!1

ˇ̌
f .xnk

/ � f .ynk
/
ˇ̌

D 0:

Pro každé k 2 N však platí
ˇ̌
f .xnk

/ � f .ynk
/
ˇ̌

� ", což je spor. �

9.2.20. Věta (vztah spojitosti a riemannovské integrovatelnosti). Nechť a; b 2 R,
a < b, a f je spojitá funkce na Œa; b�. Potom f 2 R.a; b/.

Důkaz. Funkce f je omezená na Œa; b� (Důsledek 4.3.11). Pro ověření riemannovské
integrovatelnosti můžeme použít Větu 9.2.15. Nechť " > 0. Funkce f je stejnoměr-
ně spojitá (Věta 9.2.19), lze tedy nalézt ı > 0, takové, že

8x; y 2 Œa; b� W .jx � yj < ı ) jf .x/ � f .y/j < "/:

Zvolme nyní děleníD D fxig
n
iD0 intervalu Œa; b� takové, že �.D/ < ı. Pak pro každé

i 2 f1; : : : ; ng máme díky stejnoměrné spojitosti

sup
Œxi�1;xi �

f � inf
Œxi�1;xi �

f C ";

a tedy

S.f;D/ � S.f;D/ D

nX
iD1

�
sup

Œxi�1;xi �

f � inf
Œxi�1;xi �

f
�

� .xi � xi�1/

�

nX
iD1

".xi � xi�1/ D ".b � a/:

Věta 9.2.15 tedy říká, že f je riemannovsky integrovatelná na Œa; b�. �

9.2.21. Věta (vztah monotonie a riemannovské integrovatelnosti). Nechť a; b 2 R,
a < b, a f je monotónní funkce na Œa; b�. Potom f 2 R.a; b/.
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Důkaz. Předpokládejme nejprve, že f je neklesající. Pak je omezená, neboť

8x 2 Œa; b� W f .a/ � f .x/ � f .b/:

Opět použijeme Větu 9.2.15. Nechť " > 0. Nalezneme n 2 N takové, že

1

n
.b � a/

�
f .b/ � f .a/

�
< ";

a zvolíme dělení D D fxig
n
iD0, kde xi D aC

b�a
n
i , i D 0; : : : ; n. Pak platí

S.f;D/ � S.f;D/ D

nX
iD1

sup
Œxi�1;xi �

f � .xi � xi�1/ �

nX
iD1

inf
Œxi�1;xi �

f � .xi � xi�1/

D

nX
iD1

�
f .xi / � f .xi�1/

�
.xi � xi�1/

D

nX
iD1

�
f .xi / � f .xi�1/

�b � a

n

D
b � a

n

�
f .b/ � f .a/

�
< ":

Podle Věty 9.2.21 tedy platí f 2 R.a; b/. �

9.2.22. Věta (linearita Riemannova integrálu). Nechť a; b 2 R, a < b, f; g 2

R.a; b/ a ˛ 2 R. Pak f C g 2 R.a; b/, f̨ 2 R.a; b/ a platíZ b

a

�
f .x/C g.x/

�
dx D

Z b

a

f .x/dx C

Z b

a

g.x/dx;Z b

a

f̨ .x/dx D ˛

Z b

a

f .x/dx:

Důkaz. Funkce f a g jsou riemannovsky integrovatelné funkce na Œa; b�, a proto
jsou na tomto intervalu omezené. Tedy i funkce f C g je omezená na Œa; b�.

Je-li I � Œa; b� neprázdný interval, platí

inf
I
f C inf

I
g � inf

I
.f C g/ a sup

I

.f C g/ � sup
I

f C sup
I

g:

Proto pro libovolné dělení D intervalu Œa; b� máme

S.f;D/C S.g;D/ � S.f C g;D/ � S.f C g;D/ � S.f;D/C S.g;D/: (9.14)

Zvolme posloupnost dělení fDng intervalu Œa; b�, jejichž norma konverguje k 0. Pak
dle Důsledku 9.2.12 platí

lim
n!1

�
S.f;Dn/C S.g;Dn/

�
D

Z b

a

f .x/dx C

Z b

a

g.x/ dx;

lim
n!1

�
S.f;Dn/C S.g;Dn/

�
D

Z b

a

f .x/dx C

Z b

a

g.x/ dx:
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Ze (9.14) tedy máme podle věty o dvou strážnících

lim
n!1

S.f C g;Dn/ D lim
n!1

S.f C g;Dn/ D

Z b

a

f .x/dx C

Z b

a

g.x/ dx:

Z Důsledku 9.2.12 plyne f C g 2 R.a; b/ aZ b

a

�
f .x/C g.x/

�
dx D

Z b

a

f .x/dx C

Z b

a

g.x/dx:

Předpokládejme nyní, že platí f 2 R.a; b/ a ˛ � 0. Funkce f̨ je omezená na Œa; b�.
Dále pro každý interval I � Œa; b� platí

sup
I

f̨ D ˛ sup
I

f a inf
I

f̨ D ˛ inf
I
f:

Tedy pro posloupnost fDng dělení intervalu Œa; b� splňující lim �.Dn/ D 0 máme

lim
n!1

S. f̨;Dn/ D lim
n!1

˛S.f;Dn/ D ˛

Z b

a

f .x/dx;

lim
n!1

S. f̨;Dn/ D lim
n!1

˛S.f;Dn/ D ˛

Z b

a

f .x/dx:

Z Důsledku 9.2.12 tedy plyne f̨ 2 R.a; b/ a
R b
a
f̨ .x/dx D ˛

R b
a
f .x/dx.

K dokončení důkazu nyní stačí ověřit požadované tvrzení pro ˛ D �1. Pro
každý interval I � Œa; b� platí

sup
I

.�f / D � inf
I
f a inf

I
.�f / D � sup

I

f;

a tedy pro posloupnost dělení fDng intervalu Œa; b� splňující lim �.Dn/ D 0 dostá-
váme

lim
n!1

S.�f;Dn/ D lim
n!1

�S.f;Dn/ D �

Z b

a

f .x/dx;

lim
n!1

S.�f;Dn/ D lim
n!1

�S.f;Dn/ D �

Z b

a

f .x/dx:

Jako výše proto platí �f 2 R.a; b/ a
R b
a

�f .x/dx D �
R b
a
f .x/dx. �

9.2.23. Věta (Riemannův integrál a uspořádání). Nechť a; b 2 R, a < b, a f; g 2

R.a; b/ a f .x/ � g.x/ pro každé x 2 Œa; b�. Pak platíZ b

a

f .x/dx �

Z b

a

g.x/dx:

Důkaz. Nechť fDng je posloupnost dělení a lim �.Dn/ D 0. Podle předpokladu pro
každý interval I � Œa; b� platí sup

I
f � sup

I
g, a tedyZ b

a

f .x/dx D lim
n!1

S.f;Dn/ � lim
n!1

S.g;Dn/ D

Z b

a

g.x/dx:

�
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9.2.24. Věta (aditivita Riemannova integrálu). Nechť a; b; c 2 R, a < c < b, a f je
funkce definovaná na Œa; b�. Pak platí f 2 R.a; b/, právě když f 2 R.a; c/ a f 2

R.c; b/. Je-li f 2 R.a; b/, pak platíZ b

a

f .x/dx D

Z c

a

f .x/dx C

Z b

c

f .x/dx: (9.15)

Důkaz. Nechť fD1
ng, fD2

ng jsou posloupnosti dělení intervalu Œa; c�, respektive Œc; b�,
přičemž jejich normy konvergují k 0. Nechť fDng je dělení sestávající z dělících
bodů dělení D1

n a D2
n. Pak platí lim �.Dn/ D 0.

(Předpokládejme nejprve, že f je riemannovsky integrovatelná na intervalu Œa; c�
i na intervalu Œc; b�. Funkce f je tedy omezená na intervalu Œa; c� i na intervalu Œc; b�,
takže je omezená i na intervalu Œa; b�. Pro každé n 2 N pak platí

S.f;Dn/ D S.f;D1
n/C S.f;D2

n/;

S.f;Dn/ D S.f;D1
n/C S.f;D2

n/:
(9.16)

Podle Věty 9.2.12

lim
n!1

S.f;D1
n/ D lim

n!1
S.f;D1

n/ D

Z c

a

f .x/dx D

Z c

a

f .x/dx;

lim
n!1

S.f;D2
n/ D lim

n!1
S.f;D2

n/ D

Z b

c

f .x/dx D

Z b

c

f .x/dx:

Tedy máme

lim
n!1

S.f;Dn/ D lim
n!1

�
S.f;D1

n/C S.f;D2
n/
�

D

Z c

a

f .x/dx C

Z b

c

f .x/dx;

lim
n!1

S.f;Dn/ D lim
n!1

�
S.f;D1

n/C S.f;D2
n/
�

D

Z c

a

f .x/dx C

Z b

c

f .x/dx:

Dle Důsledku 9.2.12 platí f 2 R.a; b/ a také (9.15).

) Předpokládejme f 2 R.a; b/. Funkce f je tedy omezená na intervalu Œa; b�.
Použijeme posloupnosti dělení definované v předchozí části. Funkce f pak splňuje
rovnosti (9.16). Pak pro každé n 2 N platí

0 � S.f;D1
n/ � S.f;D1

n/

�
�
S.f;D1

n/ � S.f;D1
n/
�

C
�
S.f;D2

n/ � S.f;D2
n/
�

D S.f;Dn/ � S.f;Dn/:

Poněvadž platí lim
�
S.f;Dn/ � S.f;Dn/

�
D 0, neboť f 2 R.a; b/, platí podle věty

o dvou strážnících
lim
n!1

�
S.f;D1

n/ � S.f;D1
n/
�

D 0:

Odtud již plyne z Věty 9.2.12 riemannovská integrovatelnost f na Œa; c�. Integro-
vatelnost f na intervalu Œb; c� lze dokázat obdobně. Rovnost (9.15) plyne z první
části důkazu. �
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9.2.25. Pro libovolná a; b; c 2 R platíZ b

a

f .x/dx C

Z c

b

f .x/C

Z a

c

f .x/dx D 0;

pokud alespoň dva z uvedených integrálů existují. Tvrzení plyne z Věty 9.2.24
a konvence

R b
a
f D �

R a
b
f .

9.2.26. Věta. Nechť a; b 2 R, a < b, a f 2 R.a; b/. Pak jf j 2 R.a; b/ a platíˇ̌̌Z b

a

f .x/dx
ˇ̌̌

�

Z b

a

jf .x/jdx: (9.17)

Důkaz. Funkce f je riemannovsky integrovatelná na intervalu Œa; b�, takže je ome-
zená na Œa; b�, a tedy i jf j je omezená na Œa; b�.

Pro libovolný interval I � Œa; b� platí

sup
I

jf j � inf
I

jf j � sup
I

f � inf
I
f: (9.18)

Nerovnost (9.18) ověříme následovně. Zvolme � > 0. Pak použitím definice supre-
ma a infima nalezneme x; y 2 I taková, že

jf .y/j � inf
I

jf j C � a jf .x/j � sup
I

jf j � �:

Pak máme
sup
I

jf j � inf
I

jf j � jf .x/j C � � jf .y/j C � D jf .x/j � jf .y/j C 2�

� jf .x/ � f .y/j C 2� � sup
I

f � inf
I
f C 2�:

Tím je nerovnost (9.18) ověřena.
Zvolme " > 0. Použijeme Větu 9.2.15 pro funkci f a nalezneme dělení D in-

tervalu Œa; b� splňující S.f;D/ � S.f;D/ < ". Z (9.18) plyne, že

S.jf j;D/ � S.jf j;D/ � S.f;D/ � S.f;D/ < ":

Podle Věty 9.2.15 je tedy jf j 2 R.a; b/. Zbývá odvodit neorovnost (9.17).
Pro každé dělení D0 intervalu Œa; b� platíZ b

a

f .x/dx � S.f;D0/ � S.jf j;D0/;

a tedy Z b

a

f .x/dx �

Z b

a

jf .x/jdx: (9.19)

Funkce �f je riemannovsky integrovatelná podle Věty 9.2.22. Použijeme nerov-
nost (9.19) pro funkci f a pomocí Věty 9.2.22 obdržíme

�

Z b

a

f .x/dx D

Z b

a

.�f .x//dx �

Z b

a

j � f .x/jdx D

Z b

a

jf .x/jdx: (9.20)

Z nerovností (9.19) a (9.20) dostáváme (9.17). �
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9.2.27. Lze ukázat, že pokud f; g 2 R.Œa; b�/, pak fg 2 R.Œa; b�/. Riemannov-
sky integrovatelné funkce tak tvoří takzvanou algebru. Důkaz tohoto tvrzení ale již
provádět nebudeme.

9.2.28. Věta (derivace funkce horní meze). Nechť J � R je nedegenerovaný inter-
val a f je funkce definovaná na J splňující f 2 R.a; b/ pro každé a; b 2 J . Nechť
c 2 J . Definujeme funkci F na J předpisem

F.x/ D

Z x

c

f .t/dt; x 2 J:

Potom platí:
(a) F je spojitá na J ,
(b) jestliže x0 je vnitřním bodem intervalu J a funkce f je spojitá v x0, pak

F 0.x0/ D f .x0/.

Důkaz. (a) Nechť y0 2 J není pravý krajní bod J . Dokážeme, že

lim
y!y0C

F.y/ D F.y0/:

Nalezneme ı > 0, takové, že Œy0; y0 C ı� � J . Protože je f riemannovsky integro-
vatelná na Œy0; y0 C ı�, je f na tomto intervalu omezená. Nechť K je kladné číslo
splňující

8x 2 Œy0; y0 C ı� W jf .x/j � K:

Pro y 2 Œy0; y0 C ı� pak máme

jF.y/ � F.y0/j D

ˇ̌̌̌Z y

c

f .x/dx �

Z y0

c

f .x/dx
ˇ̌̌̌

D

ˇ̌̌̌Z y

y0

f .x/dx
ˇ̌̌̌

�

Z y

y0

jf .x/jdx �

Z y

y0

K dx D K.y � y0/:

Odtud plyne
lim

y!y0C

jF.y/ � F.y0/j D 0;

neboli
lim

y!y0C

F.y/ D F.y0/:

Spojitost zleva v bodech J , které nejsou levým krajním bodem J , lze dokázat
obdobně.

(b) Nechť x0 2 J je bodem spojitosti f . Zvolme " > 0. K němu nalezneme ı > 0

takové, že
8x 2 .x0 � ı; x0 C ı/ W jf .x/ � f .x0/j < ":

Pak pro každé x 2 P.x0; ı/ platíˇ̌̌̌
F.x/ � F.x0/

x � x0
� f .x0/

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
1

x � x0

Z x

x0

f .t/dt � f .x0/

ˇ̌̌̌
:
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Platí
R x
x0
f .x0/dt D f .x0/ � .x � x0/ pro každé x 2 P.x0; ı/. Pro každé x 2 P.x0; ı/

pak platíˇ̌̌̌
F.x/ � F.x0/

x � x0
� f .x0/

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
1

x � x0

Z x

x0

f .t/dt �
1

x � x0

Z x

x0

f .x0/dt
ˇ̌̌̌

D
1

jx � x0j

ˇ̌̌̌Z x

x0

.f .t/ � f .x0//dt
ˇ̌̌̌

�
1

jx � x0j

ˇ̌̌̌Z x

x0

jf .t/ � f .x0/j dt
ˇ̌̌̌

�
1

jx � x0j

ˇ̌̌̌Z x

x0

"dt
ˇ̌̌̌

D ":

Výraz
R x
x0

jf .t/ � f .x0/j dt z předchozí série nerovností je u veden v absolutní hod-
notě, protože pro x < x0 je záporný. Tedy F 0.x0/ D f .x0/ a tvrzení je dokázá-
no. �

9.2.29. Důsledek (vztah spojitosti a existence primitivní funkce).
(a) Nechť a; b 2 R�, a < b, a f je spojitá funkce na intervalu .a; b/. Potom

f má na .a; b/ primitivní funkci.
(b) Nechť a; b 2 R, a < b a f je spojitá funkce na intervalu Œa; b� a F

je primitivní funkce k funkci f na .a; b/. Potom existují vlastní limity
limx!aC

F.x/ a limx!b�
F.x/ a platíZ b

a

f .t/dt D lim
x!b�

F.x/ � lim
x!aC

F.x/:

Důkaz. (a) Zvolme c 2 .a; b/ a položme

F.x/ D

Z x

c

f .t/dt; x 2 .a; b/:

Podle věty o vztahu spojitosti a riemannovské integrovatelnosti (Věta 9.2.20) je
funkce f riemannovsky integrovatelná na každém intervalu Œ˛; ˇ� � .a; b/, a proto
je F dobře definovaná funkce. Věta 9.2.28 pak zaručuje platnost vztahu F 0 D f na
.a; b/, tj. F je primitivní k f .

(b) Definujme funkci

Qf .t/ D

�
f .a/; t 2 .a � 1; a�;

f .t/; t 2 .a; b/;

f .b/; t 2 Œb; b C 1/:

Pak je Qf spojitá na .a � 1; b C 1/. Položme

QF .x/ D

Z x

a

Qf .t/dt; x 2 .a � 1; b C 1/:
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Pak je QF primitivní funkce k Qf na .a�1; bC1/, a tedy je na tomto intervalu spojitá
(vizte Větu 5.1.15). Protože je QF j.a;b/ primitivní funkce k funkci f , existuje podle
Věty 9.1.3 c 2 R takové, že

8x 2 .a; b/ W F.x/ D QF .x/C c:

Tedy
lim
x!aC

F.x/ D QF .a/C c a lim
x!b�

F.x/ D QF .b/C c:

Pak tedy Z b

a

f .t/dt D

Z b

a

Qf .t/dt D QF .b/ D lim
x!b�

F.x/ � lim
x!aC

F.x/;

neboť QF .a/ D 0. Tím je důkaz dokončen. �

9.2.30. Věta. Nechť a; b 2 R, a < b, a f 2 R.a; b/. Jestliže g je funkce definovaná
alespoň na Œa; b�, která se v intervalu Œa; b� liší od f v konečném počtu bodů, potom
g 2 R.a; b/ a

R b
a
g.x/dx D

R b
a
f .x/dx.

Důkaz. Funkce f je omezená, a proto je omezená i funkce g. Nalezneme kladné
čísloK > 0 takové, že pro každé x 2 Œa; b� platí jf .x/j � K a jg.x/j � K. Označme
J D fx 2 Œa; b�I f .x/ ¤ g.x/g. Množina J je podle předpokladu konečná. Po-
kud je prázdná, pak je tvrzení zřejmé, v opačném případě označme m počet prvků
množiny J . Zvolme " > 0. Nalezneme děleníD D fxig

n
iD0 intervalu Œa; b� splňující

�.D/ < "
4Km

aZ b

a

f .x/dx � " < S.f;D/ � S.f;D/ <

Z b

a

f .x/dx C ":

Označme I systém obsahující všechny intervaly tvaru Œxi�1; xi �, i 2 f1; : : : ; ng.
Označme S systém těch intervalů z I, které mají neprázdný průnik s J . Systém
S má tedy nejvýše 2m prvků, neboť každý bod z J je prvkem nejvýše dvou inter-
valů z I. Potom platí

S.f;D/ � S.g;D/ D
X
I2I

sup
I

f � jI j �
X
I2I

sup
I

g � jI j

D
X
I2S

.sup
I

f � sup
I

g/ � jI j;
(9.21)

neboť sup
I
f D sup

I
g, pokud I 2 J n S . Můžeme tedy odhadnout

jS.f;D/ � S.g;D/j �
X
I2S

.j sup
I

f j C j sup
I

gj/ � jI j

�
X
I2S

2K � jI j �
X
I2S

2K � �.D/

� 2m � 2K � �.D/ < ":

(9.22)

Obdobně obdržíme
jS.f;D/ � S.g;D/j < ": (9.23)
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Podle (9.21), (9.22) a (9.23) dostávámeZ b

a

f .x/dx � 2" < S.f;D/�" < S.g;D/ � S.g;D/

< S.f;D/C " <

Z b

a

f .x/dx C 2":

(9.24)

Odtud podle Věty 9.2.15 plyne, že g je na intervalu Œa; b� riemannovsky intergro-
vatelná. Z odhadu (9.24) pak plyne

R b
a
g.x/dx D

R b
a
f .x/dx. �

9.2.31. Věta (charakterizace riemannovské integrovatelnosti). Nechť a; b 2 R, a <
b, a f je funkce definovaná na intervalu Œa; b�. Pak jsou následující výroky ekviva-
lentní.

(i) Funkce f je riemannovsky integrovaltelná na intervalu Œa; b�.
(ii) Existuje I 2 R takové, že pro každé " > 0 existuje ı > 0 splňující: je-li

D D fxig
n
iD0 dělení intervalu Œa; b� takové, že �.D/ < ı, a ti 2 Œxi�1; xi �,

i D 1; : : : ; n, pak ˇ̌̌ nX
iD1

f .ti /.xi � xi�1/ � I
ˇ̌̌
< ":

Důkaz. (i) ) (ii) Ukážeme, že podmínka (ii) je splněna pro I D
R b
a
f .x/dx. Zvol-

me " > 0. K němu dle Věty 9.2.15 existuje ı > 0 takové, že pro každé dělení D
splňující �.D/ < ı platí

I � " D

Z b

a

f .x/dx � " < S.f;D/ � S.f;D/ <

Z b

a

f .x/dx C " D I C ":

Je-li tedy D D fxig
n
iD0 dělení splňující �.D/ < ı a ti 2 Œxi�1; xi �, i D 1; : : : ; n, pak

I � " < S.f;D/ �

nX
iD1

f .ti /.xi � xi�1/ � S.f;D/ < I C ":

Výrok (ii) tedy platí.

(ii))(i) Nechť (ii) je splněna pro I 2 R. Nejprve ukážeme, že z platnosti (ii) plyne
omezenost f . Pro " D 1 nalezneme ı > 0 podle (ii). Pak pro dělení D D fxig

n
iD0

splňující �.D/ < ı máme ˇ̌̌ nX
iD1

f .ti /.xi � xi�1/ � I
ˇ̌̌
< "

pro každou volbu bodů ti 2 Œxi�1; xi �, i D 1; : : : ; n.
Uvažujme jedno takové pevné dělení D D fxig

n
iD0 a označme

� D min
˚
xi � xi�1I i 2 f1; : : : ; ng

	
;

K D max
˚
jf .xi /jI i 2 f1; : : : ; ng

	
:
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Mějme t 2 Œa; b� dáno libovolné. Nalezneme j 2 f1; : : : ; ng takové, že t 2 Œxj�1; xj �.
Uvažujme body

ti D

(
xi ; i 2 f1; : : : ; ng n fj g

t i D j:

Pak ˇ̌
f .t/.xj � xj�1/

ˇ̌
D

ˇ̌̌ nX
iD1

f .ti /.xi � xi�1/ � I C I �
X
i¤j

f .xi /.xi � xi�1/
ˇ̌̌

�

ˇ̌̌̌
ˇ
nX
iD1

f .ti /.xi � xi�1/ � I

ˇ̌̌̌
ˇC jI j C

nX
iD1

jf .xi /.xi � xi�1/j

� 1C jI j C

nX
iD1

K.xi � xi�1/ D 1C jI j CK.b � a/:

Tedy platí

jf .t/j �
1

�

�
1C jI j CK.b � a/

�
a f je omezená.

Můžeme tedy použít Větu 9.2.15. Nechť " > 0. Podle (ii) nalezneme příslušné
ı > 0. Nechť D D fxig

n
iD0 je libovolné dělení Œa; b� splňující �.D/ < ı. Pro každé

i 2 f1; : : : ; ng nalezneme ti 2 Œxi�1; xi � takové, že

sup
Œxi�1;xi �

f < f .ti /C ":

Pak máme

S.f;D/ D

nX
iD1

sup
Œxi�1;xi �

f � .xi � xi�1/ <

nX
iD1

.f .ti /C "/.xi � xi�1/

D

nX
iD1

f .ti /.xi � xi�1/C ".b � a/ � I C "C ".b � a/:

Obdobně odvodíme
S.f;D/ > I � " � ".b � a/:

Tedy dostáváme
S.f;D/ � S.f;D/ < 2.1C b � a/":

Tedy f je riemannovsky integrovatelná na Œa; b�. �

9.2.32. Podívejme se ještě na vztah hodnoty I a hodnoty
R b
a
f .x/dx v předchozí

větě. Platí-li (i), pak je pro I D
R b
a
f .x/dx splněna podmínka (ii). Platí-li (ii),

máme z důkazu implikace (ii) ) (i), že pro kladné " existuje kladné ı takové, že
pro libovolné dělení D intervalu Œa; b� splňující �.D/ < ı platí

S.f;D/ < I C ".1C b � a/:
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Tedy Z b

a

f .x/dx � S.f;D/ < I C ".1C b � a/:

Tedy
R b
a
f .x/dx � I . Obdobně odvodíme

R b
a
f .x/dx � I , a tedy I D

R b
a
f .x/dx.

9.2.33. Poznámka. Podmínka (ii) Věty 9.2.31 je původní Riemannovou definicí
Riemannova integrálu. Náš výklad sledoval alternativní přístup, který náleží Dar-
bouxovi.

9.3. Newtonův integrál

9.3.1. Definice. Nechť a; b 2 R�, a < b, f je funkce definovaná na intervalu .a; b/.
Řekneme, žefunkce f má na intervalu .a; b/Newtonův integrál, případně že New-
tonův integrál z funkce f na intervalu .a; b/ existuje, jestliže

� f má na .a; b/ primitivní funkci F ,
� existují limity limx!aC

F.x/ a limx!b�
F.x/ (nikoli nutně vlastní);

� rozdíl těchto dvou limit je definován jako prvek množiny R�.
Hodnotou Newtonova integrálu z funkce f na intervalu .a; b/ nazýváme prvek
množiny R� určený výrazem

lim
x!b�

F.x/ � lim
x!aC

F.x/:

Tuto hodnotu pak značíme symbolem
R b
a
f .x/dx. Pokud a > b, položíme

R b
a
f .x/dx D

�
R a
b
f .x/dx. Jestliže

R b
a
f .x/ dx 2 R, pak říkáme, že Newtonův integrál z funkce

f na intervalu .a; b/ konverguje, v opačném případě říkáme, že diverguje.

9.3.2. Označení. Jestliže je potřeba rozlišit mezi Newtonovým a Riemannovým
integrálem z funkce f na intervalu s krajními body a a b, kde a; b 2 R, a < b,
budeme používat označení

.N /

Z b

a

f .x/dx a .R/

Z b

a

f .x/dx:

9.3.3. (a) Hodnota Newtonova integrálu nezávisí na použité primitivní funkci. To
plyne z věty o rovnosti až na konstantu (Věta 9.1.3).

(b) Nechť a; b 2 R�, a < b, a nechť f je funkce definovaná na intervalu .a; b/. Pak
nastává právě jedna z následujících možností:

.N /

Z b

a

f .x/dx

�
existuje

(
a je roven reálnému číslu, tedy konverguje;
a je roven 1 nebo �1, tedy diverguje;

neexistuje.
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9.3.4. Označení. Nechť a; b 2 R�, a < b. Množinu všech reálných, které mají na
intervalu .a; b/ konvergentní Newtonův integrál, značíme symbolem N .a; b/.

Nechť funkce F je definovaná na .a; b/ a existují (vlastní nebo nevlastní) jed-
nostranné limity limx!aC F.x/ a limx!b� F.x/. Potom budeme značit F.aC/ D

limx!aC F.x/, F.b�/ D limx!b� F.x/ a ŒF �ba D F.b�/ � F.aC/, pokud má rozdíl
smysl.

9.3.5. Příklad. V závislosti na parametru ˛ 2 R spočtěte .N /
R 1
0
x˛ dx.

Řešení. Platí

.N /

Z 1

0

x˛ dx D

� �
1
˛C1

x˛C1
�1
0

D
1
˛C1

; ˛ 2 .�1;1/;�
1
˛C1

x˛C1
�1
0

D 1; ˛ 2 .�1;�1/;�
log x

�1
0

D 1; ˛ D �1:

|

9.3.6. Příklad. V závislosti na parametru ˛ 2 R spočtěte .N /
R1

1
x˛ dx.

Řešení. Platí

.N /

Z 1

1

x˛ dx D

� �
1
˛C1

x˛C1
�1
1

D 1; ˛ 2 .�1;1/;�
1
˛C1

x˛C1
�1
1

D
�1
˛C1

; ˛ 2 .�1;�1/;�
log x

�1
1

D 1; ˛ D �1:

|

9.3.7. (a) Z předchozího příkladu vidíme, že funkce f .x/ D
1p
x
je na intervalu

.0; 1/ newtonovsky integrovatelná, ale není na Œ0; 1� při libovolném dodefinování
v krajních bodech riemannovsky integrovalná, neboť na .0; 1/ není omezená.

(b) Funkce f .x/ D sign x je intervalu Œ�1; 1� monotónní, a tedy podle Věty 9.2.21
také riemannovsky integrovatelná, není však na .�1; 1/ newtonovsky integrovatel-
ná, protože na .�1; 1/ nemá f dle 9.1.21 primitivní funkci.

9.3.8. Nechť a; b 2 R, a < b, a f je spojitá funkce na Œa; b�. Potom f 2 N .a; b/.

9.3.9. Věta (linearita Newtonova integrálu). Nechť a; b 2 R�, a < b, f; g 2 N .a; b/

a ˛ 2 R. Pak f C g 2 N .a; b/, f̨ 2 N .a; b/ a platíZ b

a

.f .x/C g.x//dx D

Z b

a

f .x/dx C

Z b

a

g.x/ dx;Z b

a

f̨ .x/dx D ˛

Z b

a

f .x/dx:

Důkaz. Nechť F je primitivní funkce k f na .a; b/ a G je primitivní funkce ke g
.a; b/. Pak je F C G primitivní k f C g a díky aritmetice limit (Věta 4.2.2) máme
ŒF CG�ba D ŒF �ba C ŒG�ba 2 R. TedyZ b

a

f .x/C g.x/dx D ŒF CG�ba D ŒF �ba C ŒG�ba D

Z b

a

f .x/dx C

Z b

a

g.x/dx:
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Obdobně odvodímeZ b

a

f̨ .x/dx D Œ˛F �ba D ˛ŒF �ba D ˛

Z b

a

f .x/dx:

�

9.3.10. Věta (Newtonův integrál a uspořádání). Nechť a; b 2 R�, a < b, a f; g 2

N .a; b/. Nechť platí f .x/ � g.x/ pro každé x 2 .a; b/. PakZ b

a

f .x/dx �

Z b

a

g.x/dx:

Důkaz. Nechť F je primitivní funkce k f na .a; b/ a G je primitivní funkce ke g
.a; b/. Pak platí

.G � F /0.x/ D g.x/ � f .x/ � 0; x 2 .a; b/;

a tedy G � F je neklesající na .a; b/ (vizte Větu 5.4.7). ProtoZ b

a

.g.x/ � f .x//dx D ŒG � F �ba � 0:

Tedy dle Věty 9.3.9 mámeZ b

a

g.x/dx D

Z b

a

f .x/dx C

Z b

a

.g.x/ � f .x//dx �

Z b

a

f .x/dx:

�

9.3.11. Věta (aditivita Newtonova integrálu). Nechť a; b; c 2 R�, a < c < b.
(a) Jestliže f 2 N .a; b/, potom f 2 N .a; c/ \ N .c; b/ a platíZ b

a

f .x/dx D

Z c

a

f .x/dx C

Z b

c

f .x/dx: (9.25)

(b) Jestliže f 2 N .a; c/ \ N .c; b/ a f je spojitá v c, pak f 2 N .a; c/ a pla-
tí (9.25).

Důkaz. (a) Nechť F je primitivní funkce k f na intervalu .a; b/. Pak je F primitivní
k f i na intervalech .a; c/ a .c; b/. Navíc má funkce F v bodě c, jakožto spojitá
funkce na .a; b/, vlastní jednostranné limity. Tedy platíZ b

a

f .x/dx D ŒF �ba D ŒF �ca C ŒF �bc D

Z c

a

f .x/dx C

Z b

c

f .x/dx:

(b) Nechť F je primitivní k f na .a; c/ a G je primitivní k f na .c; b/. Funkce f je
spojitá na v bodě c, a proto je omezená na jistém okolí bodu c. Nalezneme tedy
ı > 0 a K > 0 takové, že a < c � ı a jf .x/j � K pro každé x 2 .c � ı; c/. Potom
podle Věty 9.3.10 pro každé x 2 .c � ı; c/ platí

�K.x � c C ı/ D

Z x

c�ı

.�K/dt �

Z x

c�ı

f .t/dt �

Z x

c�ı

K dt D K.x � c C ı/:
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Dále platí
R x
c�ı

f .t/dt D F.x/�F.c�ı/ pro každé x 2 .c�ı; c/, neboť F je spojitá
na .a; c/. Limita limx!c� F.x/ existuje podle předpokladu věty a z výše uvedeného
plyne, že tato limita je vlastní.Obdobně platí, že limx!cCG.x/ je vlastní. Přičtením
vhodné konstanty k funkci G můžeme zařídit, aby

lim
x!c�

F.x/ D lim
x!cC

G.x/:

Definujme

H.x/ D

�
F.x/; x 2 .a; c/;

limx!c�
F.x/; x D c;

G.x/; x 2 .c; b/:

Pak jeH spojitá na .a; b/ aH 0.x/ D f .x/ pro x 2 .a; c/[ .c; b/. V bodě c toto platí
díky Větě 5.2.10

H 0.c/ D lim
x!c

H 0.x/ D lim
x!c

f .x/ D f .c/;

neboť f je spojitá v c. FunkceH je tedy primitivní k f na .a; b/ a má vlastní limity
v krajních bodech .a; b/, protože je v příslušných bodech mají funkce F a G. Tedy
f 2 N .a; c/. �

9.3.12. Věta. Nechť a; b 2 R�, a < b, f 2 N .a; b/ a f je spojitá na .a; b/. PakR b
a

jf .x/jdx existuje a ˇ̌̌Z b

a

f .x/dx
ˇ̌̌

�

Z b

a

jf .x/jdx:

Důkaz. Funkce jf j má jakožto spojitá funkce na intervalu funkci primitivní dle Vě-
ty 9.1.6. Označme ji F . Protože jf j � 0, je F neklesající (vizte Větu 5.4.7). Tedy
existují limity v krajních bodech intervalu .a; b/, přičemž limx!b�

F.x/ > �1

a limx!aC
F.x/ < 1. Potom je rozdíl limx!b�

F.x/ � limx!aC
F.x/ definován.

Je-li tento rozdíl roven 1, požadovaná nerovnost zjevně platí. Pokud je konečný,
pak jf j 2 N .a; b/. Můžeme tedy použít Větu 9.3.10. Platí �f � jf j i f � jf j,
a tedy ˇ̌̌Z b

a

f .x/dx
ˇ̌̌

D max
nZ b

a

f .x/dx;�
Z b

a

f .x/dx
o

D max
nZ b

a

f .x/dx;
Z b

a

�f .x/dx
o

�

Z b

a

jf .x/jdx:

�

9.3.13. Nechť a; b 2 R�, a < b, F a G jsou funkce definované na .a; b/ a existují
(vlastní nebo nevlastní) jednostranné limity F.aC/, F.b�/,G.aC/ aG.b�/. Potom
platí

ŒF �G�ba D ŒF �ba � ŒG�ba;

jestliže má pravá strana smysl.
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9.3.14. Věta (per partes pro Newtonův integrál). Nechť a; b 2 R�, a < b, f a g
jsou funkce definované na .a; b/. Nechť F je primitivní funkce k funkci f na .a; b/
a G je primitivní funkce k funkci g na .a; b/. Potom platíZ b

a

F.x/g.x/dx D ŒFG�ba �

Z b

a

f .x/G.x/dx;

jestliže má pravá strana smysl.

Důkaz. Jelikož je pravá strana požadované rovnosti dobře definována, existuje pri-
mitivní funkce k funkci f G na .a; b/. Označme ji písmenem H . Potom platí

.GF �H/0 D gF CGf � f G D gF;

tj. GF �H je primitivní funkcí k funkci gF . Rozdíl výrazů ŒGF �ba,
R b
a
G.x/f .x/dx

je definován, stejně jako výrazy samotné. Z 9.3.13 plyne, žeZ b

a

F.x/g.x/dx D ŒFG �H�ba D ŒFG�ba � ŒH �ba

D ŒFG�ba �

Z b

a

f .x/G.x/dx:

Tím je důkaz dokončen. �

9.3.15. Věta (substituce pro Newtonův integrál). Nechť a; b; ˛; ˇ 2 R�, a < b,
˛ < ˇ, f je funkce definovaná na .a; b/ a ' je funkce definovaná na .˛; ˇ/. Nechť
' má vlastní nenulovou derivaci na .˛; ˇ/ a platí '..˛; ˇ// D .a; b/. PotomZ b

a

f .x/dx D

Z ˇ

˛

f .'.t//
ˇ̌
'0.t/

ˇ̌
dt; (9.26)

jestliže má alespoň jedna strana smysl.

Důkaz. Funkce ' má na intervalu .˛; ˇ/ vlastní derivaci (funkci '0). Z Darbouxovy
vlastnosti derivace (Věta 9.1.19) tedy plyne, že obraz intervalu .˛; ˇ/ při zobrazení
'0, tedy množina '0..˛; ˇ//, je interval. Z předpokladu víme, že bod 0 není prv-
kem tohoto intervalu. Z toho vyplývá, že funkce '0 nemění na .˛; ˇ/ znaménko.
Předpokládejme, že '0 je záporná na .˛; ˇ/. Nyní rozlišíme dvě možnosti. Nejprve
budeme předpokládat, že existuje integrál na levé straně rovnosti (9.26) a pak na
pravé.

Existuje
R b
a
f .x/dx.Potommá f na .a; b/ primitivní funkciF a existují limityF.b�/

a F.aC/. Z věty o derivaci složené funkce (Věta 5.1.23) plyne, že také funkce .f ı

'/.�'0/ má na intervalu .˛; ˇ/ primitivní funkci, a to funkci �F ı '. Máme

lim
t!ˇ�

'.t/ D a; lim
t!˛C

'.t/ D b

a z Věty 4.2.25

lim
t!˛C

F.'.t// D lim
x!b�

F.x/; lim
t!ˇ�

F.'.t// D lim
x!aC

F.x/:
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Odtud dostávámeZ ˇ

˛

f .'.t//j'0.t/jdt D

Z ˇ

˛

f .'.t//.�'0.t//dt D Œ�F ı '�ˇ˛

D � lim
x!aC

F.x/C lim
x!b�

F.x/

D

Z b

a

f .x/dx:

Existuje
R ˇ
˛
f .'.t// j'0.t/j dt . Označme G primitivní funkci k .f ı '/j'0j D �.f ı

'/'0. Z druhé věty o substituci (Věta 9.1.27) pak plyne, že �G ı '�1 je primitivní
funkce k f . Platí

lim
x!aC

'�1.x/ D ˇ; lim
x!b�

'�1.x/ D ˛;

a tedy

lim
x!aC

G.'�1.x// D lim
t!ˇ�

G.t/; lim
x!b�

G.'�1.x// D lim
t!˛C

G.t/:

Odtud máme Z b

a

f .x/dx D
�
�G ı '�1

�b
a

D

Z ˇ

˛

f .'.t//j'0.t/jdt:

�

9.3.16. Věta (Bolzanova-Cauchyova podmínka pro funkce). Nechť a 2 R� a nechť
ı0 2 R, ı0 > 0. Nechť funkce F je definována alespoň na P.a; ı0/. Potom existu-
je vlastní limx!a F.x/ právě tehdy, když je splněna následující (tzv. Bolzanova–
Cauchyova) podmínka:

8" 2 R; " > 0 9ı 2 R; ı > 0 8x; y 2 P.a; ı/ W jF.x/ � F.y/j < ":

Důkaz. ) Předpokládejme nejprve, že limx!a F.x/ D A a A 2 R. Nechť " 2 R,
" > 0 je dáno. K němu nalezneme ı 2 R kladné, že

8x 2 P.a; ı/ W jF.x/ � Aj < ":

Pak pro každou dvojici x; y 2 P.a; ı/ máme

jF.x/ � F.y/j � jF.x/ � Aj C jA � F.y/j < "C " D 2":

( Nechť platí podmínka věty. Nechť je funkce F definovaná na prstencovém
okolí P.a; ı0/. Je-li fxng posloupnost obsažená v P.a; ı0/ taková, že lim xn D a,
splňuje posloupnost fF.xn/g Bolzanovu-Cauchyovu podmínku (viz Věta 2.4.26).
Zvolíme-li totiž " 2 R, " > 0, nechť kladné ı 2 R je dáno Bolzanovou-Cauchyovou
podmínkou. K ı nalezneme n0 2 N takové, že pro n 2 N, n � n0, platí jxn � aj < ı.
Pak pro n;m 2 N, n;m � n0, platí

jF.xn/ � F.xm/j < ":

Zvolme jednu takovou posloupnost fxng a položme A D limF.xn/ (ta existuje
díky Větě 2.4.26). Pak limx!a F.x/ D A. Vezměme totiž libovolnou posloupnost
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fyng v P.a; ı0/ konvergující k a. Nechť " 2 R, " > 0. K němu nalezneme ı 2 R,
ı > 0 z Bolzanovy–Cauchyovy podmínky. Nechť n1 2 N je takové, že

8n 2 N; n � n1 W xn; yn 2 P.a; ı/:

Najdeme ještě n2 2 N takové, že

8n 2 N; n � n2 W jF.xn/ � Aj < ":

Pak pro přirozené číslo n � maxfn1; n2g platí

jF.yn/ � Aj � jF.yn/ � F.xn/j C jF.xn/ � Aj < "C " D 2":

Z Heineovy věty 4.2.16 máme proto limx!a F.x/ D A. �

9.3.17. Tvrzení Věty 9.3.16 platí obdobně i pro jednostranné limity.

9.3.18.Věta. Nechť a; b 2 R, a < b, a f je omezená spojitá funkce na .a; b/. Potom
f 2 N .a; b/.

Důkaz. Podle Věty 9.1.6 má f na .a; b/ primitivní funkci F . Ukážeme za pomoci
Bolzanovo-Caychyovy podmínky pro funkce, že limity F v krajních bodech exis-
tují vlastní. Nechť K 2 R je kladné takové, že

8x 2 .a; b/ W jf .x/j � K:

Zvolme " 2 R, " > 0 a položme ı D
"
K
. Pak pro x; y 2 .a; a C ı/, x < y, platí

z Věty ??(c)

jF.y/ � F.x/j D

ˇ̌̌Z y

x

f .t/dt
ˇ̌̌

�

Z y

x

jf .t/j dt � Kjy � xj < Kı � ":

Tedy limx!aC
F.x/ existuje vlastní dle Věty 9.3.16.

Existence vlastní limity v b zleva se dokáže obdobně. �

9.3.19. Pro neomezený interval tvrzení Věty 9.3.18 neplatí.Například funkce f .x/ D

1, x 2 .0;1/, je spojitá a omezená na .0;1/, ale f … N .0;1/. Funkce f .x/ D

arctg.x/, x 2 R, je na intervalu R také spojitá a omezená, integrál
R1

�1
f .x/dx

však dokonce ani neexistuje.

9.3.20. Věta (vztah Riemannova a Newtonova integrálu). Nechť a; b 2 R, a < b,
a nechť f je omezená funkce na Œa; b�. Je-li f 2 R.a; b/ \ N .a; b/, pak

.R/

Z b

a

f .x/dx D .N /

Z b

a

f .x/dx:

Důkaz. Zvolme " 2 R, " > 0. Protože funkce f je riemannovsky integrovatelná na
Œa; b�, existuje podle charakterisace riemannovské integrovatelnosti (Věta 9.2.31)
ı 2 R, ı > 0, takové, že pro libovolné dělení D D fxig

n
iD0 o normě menší než ı

a libovolnou volbu bodů ti 2 Œxi � xi�1�, i D 1; : : : ; n platíˇ̌̌̌
ˇ
nX
iD1

f .ti /.xi � xi�1/ � .R/

Z b

a

f .x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ < ":
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Mějme tedy " 2 .0;1/ dáno a ı 2 .0;1/ nalezeno tak, že splňuje tuto podmínku.
Vezměme dělení D D fxig

n
iD0 o normě menší než ı.

Nechť F je primitivní funkce k f na .a; b/. Definujme

H.x/ D

�
F.x/; x 2 .a; b/

limx!b�
F.x/; x D b

limx!aC
F.x/; x D a:

Povšimněme si, že H je dobře definovaná spojitá funkce na Œa; b� dle Poznám-
ky ??(a) a faktu f 2 N .a; b/. Navíc H 0 D f na .a; b/. Pro každé i D 1; : : : ; n

použijeme Lagrangeovu větu 5.2.4 k nalezení bodu ti 2 .xi�1; xi /, který splňuje

H.xi / �H.xi�1/ D H 0.ti /.xi � xi�1/ D f .ti /.xi � xi�1/:

Pak

.N /

Z b

a

f .x/dx D lim
x!b�

F.x/ � lim
x!aC

F.x/ D H.b/ �H.a/

D H.xn/ �H.x0/ D

nX
iD1

�
H.xi / �H.xi�1/

�
D

nX
iD1

f .ti / � .xi � xi�1/:

Tedyˇ̌̌
.N /

Z b

a

f .x/dx � .R/

Z b

a

f .x/dx
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌ nX
iD1

f .ti /.xi � xi�1/ � .R/

Z b

a

f .x/dx
ˇ̌̌
< ":

Tím je důkaz dokončen. �

9.3.21. Důsledek (vztah spojitosti a existence Riemannova a Newtonova integrá-
lu). Nechť a; b 2 R, a < b, a nechť f je spojitá funkce na Œa; b�. Potom f 2

R.a; b/ \ N .a; b/ a

.R/

Z b

a

f .x/dx D .N /

Z b

a

f .x/dx:

Důkaz. Tvrzení plyne z Věty 9.2.20, Věty 9.3.18 a Věty 9.3.20. �

9.4. Konvergence Newtonova integrálu

9.4.1. Věta (srovnávací kritérium pro konvergenci Newtonova integrálu). Nechť
a 2 R, b 2 R�, a < b, a funkce f; g W Œa; b/ ! R splňují 0 � f .x/ � g.x/ pro každé
x 2 Œa; b/. Nechť dále je f spojitá na Œa; b/ a g 2 N .a; b/. Potom f 2 N .a; b/.
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Důkaz. Zvolme c 2 .a; b/ a označmeG a F primitivní funkce ke g a k f . Po eventu-
álním přičtení vhodné konstanty můžeme předpokládat, že F.c/ D G.c/. Funkce
G � F má na .c; b/ nezápornou derivaci g � f , tedy je na .c; b/ neklesající. Proto-
že .G � F /.c/ D 0, dostáváme G.x/ � F.x/ na .c; b/. Dále jsou obě funkce G;F
neklesající, jelikož jejich derivace jsou nezáporné. Tedy mají v b limitu zleva (vizte
Větu 4.2.26) a platí

lim
x!b�

F.x/ � lim
x!b�

G.x/:

Protože g 2 N .a; b/, je poslední limita vlastní. Protože jeF neklesající, je i limx!b�
F.x/

vlastní.
Obě funkce mají vlastní limitu v c, jelikož jsou v tomto bodě spojité. Tedy

f 2 N .c; b/. Protože f je spojitá na Œa; c�, platí f 2 N .a; c/ podle Věty 9.3.18.
Věta ??(e) nyní dává f 2 N .a; b/. �

9.4.2. Poznámka. Tvrzení Věty 9.4.1 platí s příslušnými úpravami i pro intervaly
typu .a; b�. Přesněji, jestliže a 2 R�, b 2 R, a < b, funkce f; g W .a; b� ! R splňují
0 � f .x/ � g.x/, x 2 .a; b�, f je spojitá na .a; b� a platí g 2 N .a; b/, potom také
f 2 N .a; b/.

9.4.3. Příklad. Dokažte, že
R1

1
sinx
x

dx konverguje.

Řešení. Zkoumejme konvergenci
R 1
0
1
x
sin 1

x
dx. Máme totiž pomocí per partesZ

cos
1

x
dx D x cos

1

x
�

Z
x.� sin

1

x
/
�1

x2
dx; x 2 .0;1/:

Tedy Z
1

x
sin

1

x
dx D x cos

1

x
�

Z
cos

1

x
; x 2 .0;1/:

Protože
R 1
0
cos 1

x
konverguje (Věta 9.3.18), konverguje iZ 1

0

1

x
sin

1

x
dx D

�
x cos

1

x

�1
0

�

Z 1

0

cos
1

x
dx:

Substitucí 1
x

D t máme konvergenci integráluZ 1

1

sin x
x

dx D

Z 1

0

t

�
sin

1

t

�
1

t2
dt D

Z 1

0

1

t
sin

1

t
dt

(vizte Větu 9.3.15). |

9.4.4. Příklad. Dokažte, že
R1

0
dx

x4C1
konverguje.

Řešení. Funkce 1
x4C1

je spojitá na intervalu Œ0; 1�, a tedy dle Věty 9.3.18 konver-
guje

R 1
0

1
x4C1

dx. Dále platí 0 �
1

x4C1
�

1
x4 na Œ1;1/. Protože x�4 2 N .1;1/

(Příklad 9.3.5(b)), je podle Věty 9.4.1 i 1
x4C1

2 N .1;1/. Použitím Věty ??(e) do-
stáváme 1

x4C1
2 N .0;1/. |
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9.4.5. Věta (limitní srovnávací kritérium pro konvergenci Newtonova integrálu).
Nechť a 2 R, b 2 R� a nechť a < b. Nechť f; g jsou spojité nezáporné funkce
na Œa; b/. Jestliže limx!b�

f .x/
g.x/

2 .0;1/, pak f 2 N .a; b/ právě tehdy, když g 2

N .a; b/.

Důkaz. Označme c D limx!b�

f .x/
g.x/

a nechť f 2 N .a; b/. Z Věty 4.2.9 existuje
x0 2 .a; b/ takové, že

8x 2 Œx0; b/ W
f .x/

g.x/
�
1

2
c:

Platí tedy

8x 2 Œx0; b/ W 0 � g.x/ �
2

c
f .x/:

Jelikož f 2 N .a; b/, je též 2
c
f 2 N .a; b/. Proto f 2 N .x0; b/ dle Věty ??(c), a tedy

Věta 9.4.1 dává g 2 N .x0; b/. Protože g je spojitá na omezeném intervalu Œa; x0�,
je zde Newtonovsky integrovatelná. Dle Věty ??(d) je g 2 N .a; x0/.

Obrácenou implikaci lze dokázat obdobně za pomocí odhadu f .x/
g.x/

< 2c na
vhodném intervalu .x0; b/. �

9.4.6. Příklad. Dokažte, že
R1

1

p
xC

p
xC1

x3Cx2 dx konverguje.

Řešení. Položme pro x 2 Œ1;1/

f .x/ D

p
x C

p
x C 1

x3 C x2
; g.x/ D x� 5

2 :

Obě funkce jsou spojité nezáporné funkce na Œ1;1/ a platí

lim
x!1

f .x/

g.x/
D lim
x!1

p
xC

p
xC1

x3Cx2

x
�5
2

D lim
x!1

p
x.

p
x C

p
x C 1/

x C 1
D 2:

Podle Věty 9.4.5 dostáváme f 2 N .1;1/, neboť již víme, že g 2 N .1;1/ (Pří-
klad 9.3.5(b)). |

9.4.7. Lemma (odhady Newtonova integrálu součinu dvou funkcí). Nechť a; b 2

R, a < b, f je spojitá funkce na Œa; b� a g W Œa; b� ! R je nerostoucí, nezáporná
a spojitá. Potom

g.a/ inf
x2Œa;b�

Z x

a

f .t/dt �

Z b

a

f .t/g.t/dt � g.a/ sup
x2Œa;b�

Z x

a

f .t/dt:

Speciálně platí ˇ̌̌̌
ˇ
Z b

a

f .t/g.t/dt

ˇ̌̌̌
ˇ � g.a/ sup

x2Œa;b�

ˇ̌̌̌Z x

a

f .t/dt
ˇ̌̌̌
:
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Důkaz. Dokažme nejprve druhou nerovnost. Zvolme " 2 R, " > 0. Díky stejno-
měrné spojitosti funkcí f a fg (viz Věta 9.2.19) existuje ı 2 R, ı > 0 takové, že
platí

8x; y 2 Œa; b� Wjx � yj < ı )

.jf .x/g.x/ � f .y/g.y/j < "/ & .jf .x/ � f .y/j < "/ :
(9.27)

Označme

F.x/ D

Z x

a

f .t/dt; x 2 Œa; b�;

a zvolme děleníD D fxig
n
iD0 s normou menší než ı. Pak máme ze (9.27) pro každé

i 2 f1; : : : ; ng

8t 2 Œxi�1; xi � W f .t/ � f .xi�1/ � ";

a tedy

f .xi�1/.xi � xi�1/ � ".xi � xi�1/ �

Z xi

xi�1

f .t/dt:

Obdobnou úvahou dostáváme pomocí (9.27)

Z xi

xi�1

f .t/g.t/dt � f .xi�1/g.xi�1/.xi � xi�1/C ".xi � xi�1/

� g.xi�1/

�Z xi

xi�1

f .t/dt C ".xi � xi�1/

�
C ".xi � xi�1/

� g.xi�1/

Z xi

xi�1

f .t/dt C .g.a/C 1/".xi � xi�1/:

Označme

Q" D ".g.a/C 1/.b � a/:
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Pak Z b

a

f .t/g.t/dt D

nX
iD1

Z xi

xi�1

f .t/g.t/dt

�

nX
iD1

g.xi�1/

Z xi

xi�1

f .t/dt C

nX
iD1

".xi � xi�1/.g.a/C 1/

D

nX
iD1

g.xi�1/

Z xi

xi�1

f .t/dt C ".g.a/C 1/.b � a/

D

nX
iD1

g.xi�1/.F.xi / � F.xi�1//C Q"

D

n�1X
iD1

F.xi /.g.xi�1/ � g.xi //C g.xn�1/F.xn/C Q"

� sup
t2Œa;b�

F.t/

 
n�1X
iD1

.g.xi�1/ � g.xi //C g.xn�1/

!
C Q"

D g.a/ sup
t2Œa;b�

F.t/C ".g.a/C 1/.b � a/:

Jelikož " bylo libovolné, plyne odtud požadovaná nerovnost.
První nerovnost lze dokázat obdobně. �

9.4.8. Věta (Abelovo-Dirichletovo kritérium konvergence Newtonova integrálu).
Nechť a 2 R, b 2 R�, a < b, f W Œa; b/ ! R je spojitá, F je primitivní funkce
k funkci f na .a; b/ a g W Œa; b/ ! R je na Œa; b/ monotónní a spojitá. Pak platí:

(a) Jestliže f 2 N .a; b/ a g je omezená, pak fg 2 N .a; b/.
(b) Je-li F omezená na .a; b/ a limx!b�

g.x/ D 0, je fg 2 N .a; b/.

Důkaz. V obou případech má funkce fg na .a; b/ funkci primitivní, označme ji H .
Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že g je nerostoucí. V opačném pří-
padě bychommohli pracovat s funkcí �g, neboť změna znaménka u g konvergenci
integrálu

R b
a
f .x/g.x/dx neovlivní.

(a) Můžeme předpokládat, že g je nezáporná, protože jinak bychom uvažovali
funkci g.x/CK, kde K je číslo splňující

8x 2 Œa; b/ W jg.x/j < K:

Pak totiž konvergence integráluZ b

a

f .x/g.x/dx D

Z b

a

.f .x/.g.x/CK/ � f .x/K/dx

plyne z dokázaného tvrzení pro nezápornou funkci a Věty ??(a).
Mějme tedy g nezápornou a nechť C 2 .0;1/ splňuje

8x 2 Œa; b/ W jg.x/j < C:
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Podle předpokladu existuje limx!b�
F.x/ vlastní. Mějme " 2 R, " > 0 dáno. K ně-

mu nalezneme pomocí Bolzanovy–Cauchyovy podmínky pro funkce (Věta 9.3.16)
kladné ı 2 R takové, že

8x; y 2 P�.b; ı/ W �" < F.y/ � F.x/ < ":

Potom pro x; y z okolí P�.b; ı/, x < y, platí podle Lemmatu 9.4.7

H.y/ �H.x/ D

Z y

x

f .t/g.t/dt � g.x/ sup
´2Œx;y�

Z ´

x

f .t/dt

D g.x/ sup
´2Œx;y�

.F.´/ � F.x// � g.x/" � C"

a

H.y/ �H.x/ D

Z y

x

f .t/g.t/dx � g.x/ inf
´2Œx;y�

Z ´

x

f .t/dt

� g.x/ inf
´2Œx;y�

.F.´/ � F.x// � �g.x/" � �C":

Tedy pro tato x; y platí

jH.x/ �H.y/j < C":

TedyH splňuje Bolzanovu-Cauchyovu podmínku v bodě b zleva, má v něm vlastní
limitu zleva.

Snadnou úvahou pak obdržíme fg 2 N .a; b/ (viz závěr důkazu Věty 9.4.1).
Podrobněji, zvolme c 2 .a; b/. Ze spojitosti funkce fg na Œa; c� odvodíme fg 2

N .a; c/ (Věta 9.3.18). Dále H je spojitá v c, a tedy má zde vlastní limitu. Proto
fg 2 N .a; c/. Věta ??(e) pak završí argumentaci.

(b) Z předpokladu plyne, že g.x/ � 0 pro všechna x 2 Œa; b/. Nechť K 2 R, K > 0,
je takové, že

8x 2 .a; b/ W jF.x/j < K:

Pro dané " 2 R, " > 0 najdeme ı 2 R, ı > 0, takové, že

8x 2 P�.b; ı/ W jg.x/j < ":

Pak pro x; y 2 P�.b; ı/, x < y máme

H.y/ �H.x/ D

Z y

x

f .t/g.t/dt

� g.x/ sup
´2Œx;y�

.F.´/ � F.x//

� " sup
´2Œx;y�

.F.´/ � F.x//

� 2K"
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a

H.y/ �H.x/ D

Z y

x

f .t/g.t/dt

� g.x/ inf
´2Œx;y�

.F.´/ � F.x//

� " inf
´2Œx;y�

.F.´/ � F.x//

� �2K";

a tedy pro tato x; y platí
jH.x/ �H.y/j � 2K":

Tedy Věta 9.3.16 říká, že H má vlastní limitu v b zleva. Jako výše pak důkaz uza-
vřeme pozorováním, že fg 2 N .a; b/. �

9.4.9. Příklad. Dokažte, že
R1

1
cosx
x

dx konverguje.

Řešení. Položíme ve Větě 9.4.8(b) pro x 2 Œ1;1/

f .x/ D cos x a g.x/ D
1

x
:

Pak primitivní funkce k f , totiž sin x, je omezená na .1;1/ a g.x/ je na Œ1;1/

nezáporná monotónní funkce mající v 1 limitu 0. A obě funkce jsou zjevně spojité
na Œ1;1/. Tedy dle výše zmíněné věty zadaný integrál konverguje. |

9.4.10. Příklad. Dokažte, že
R1

1
arctg x cosx

x
dx konverguje.

Řešení. Ve Větě 9.4.8(a) položíme pro x 2 Œ1;1/

f .x/ D
cos x
x

a g.x/ D arctg x:

Obě funkce jsou spojité na Œ1;1/, g je omezená neklesající a f 2 N .1;1/. Tedy
integrál konverguje podle Větě 9.4.8(a). |

9.4.11. Příklad. Dokažte, že
R1

1
jsinxj

x
dx diverguje.

Řešení. Protože platí
jsin xj

x
�

sin2 x
x

; x 2 Œ1;1/;

stačí dle Věty 9.4.1 ověřit divergenci integráluZ 1

1

sin2 x
x

dx:

Pišme
sin2 x
x

D
1 � cos 2x

2x
D

1

2x
�

cos 2x
2x

:

Jest Z 1

1

cos 2x
2x

dx D
1

4

Z 1

2

cosy
y

dy
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a z předchozího příkladu víme, že cosx
x

2 N .1;1/. Tím spíše cosx
x

2 N .2;1/,
a tedy i cos2x

2x
2 N .1;1/. Máme tudíž

1

2x
D

cos 2x
2x

C
sin2 x
x

;

přičemž 1
2x

… N .1;1/ a cosx
x

2 N .1;1/. Kdyby sin2 x
x

2 N .1;1/, pak by podle Vě-
ty ??(a) platilo i 1

2x
2 N .1;1/, což by byl spor. Odtud plyne, že sin2 x

x
… N .1;1/,

a tedy i jsinxj

x
… N .1;1/. |

9.4.12. Věta (první věta o střední hodnotě). Nechť a; b 2 R a nechť a < b. Nechť
f je spojitá funkce na Œa; b�, g je nezáporná na Œa; b�, g 2 N .a; b/ a fg 2 N .a; b/.
Potom existuje c 2 Œa; b� takové, žeZ b

a

f .x/g.x/dx D f .c/

Z b

a

g.x/dx:

Důkaz. Funkce f , jakožto funkce na Œa; b� spojitá, nabývá na něm svého minima m
a maximaM (viz Věta 4.3.9). Pak pro x 2 Œa; b� platí

mg.x/ � f .x/g.x/ � Mg.x/: (9.28)

Pokud
R b
a
g.x/dx D 0, pak g D 0, neboť je nezáporná. Za bod cmůžeme zvolit

libovolný bod z Œa; b�.
Předpokládejme tedy, že

R b
a
g.x/dx > 0. Potom ze (9.28) platí

m �

R b
a
f .x/g.x/dxR b
a
g.x/dx

� M:

Protože f .Œa; b�/ D Œm;M� dle Věty 4.3.6, existuje c 2 Œa; b� splňující

f .c/ D

R b
a
f .x/g.x/dxR b
a
g.x/dx

:

Tím je důkaz dokončen. �

9.4.13. Věta (druhá věta o střední hodnotě). Nechť a; b 2 R a nechť a < b. Nechť
f je spojitá funkce na Œa; b�, g je monotónní a spojitá na Œa; b�. Potom existuje
c 2 Œa; b� takové, žeZ b

a

f .x/g.x/dx D g.a/

Z c

a

f .x/dx C g.b/

Z b

c

f .x/dx: (9.29)

Důkaz. Předpokládejme opět, že g je nezáporná a nerostoucí. Nalezneme-li totiž
bod c pro funkci �g či g C C , pak takové c vyhovuje i (9.29).

Definujme

'.y/ D g.a/

Z y

a

f .t/dt C g.b/

Z b

y

f .t/dt; y 2 Œa; b�:
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Potom lze funkci ' vyjádřit jako

'.y/ D .g.a/ � g.b//

Z y

a

f .t/dt C g.b/

Z b

a

f .t/dt; y 2 Œa; b�:

Pak je funkce ' spojitá na Œa; b� (Věta 9.2.28), a tedy existují body y1; y2 2 Œa; b�

takové, že
'.y1/ D max

y2Œa;b�
'.y/ a '.y2/ D min

y2Œa;b�
'.y/:

Uvažujme spojitou nezápornou nerostoucí funkci

 .t/ D g.t/ � g.b/; t 2 Œa; b�:

Lemma 9.4.7 pak dáváZ b

a

f .t/g.t/dt � g.b/

Z b

a

f .t/dt D

Z b

a

f .t/ .t/dt

�  .a/ sup
t2Œa;b�

Z t

a

f .s/ds

D .g.a/ � g.b// max
t2Œa;b�

Z t

a

f .s/ds;

z čehož dostávámeZ b

a

f .t/g.t/dt � .g.a/ � g.b// max
t2Œa;b�

Z t

a

f .s/ds C g.b/

Z b

a

f .t/dt

D max
t2Œa;b�

 
.g.a/ � g.b//

Z t

a

f .s/ds C g.b/

Z b

a

f .t/dt

!
D '.y1/:

Obdobně obdržíme z Lemmatu 9.4.7Z b

a

f .t/g.t/dt � '.y2/:

Spojitá funkce ' tedymusí v nějakémbodě c 2 Œa; b�nabývat hodnoty
R b
a
f .t/g.t/dt

(Věta 4.3.6), a tedyZ b

a

f .t/g.t/dt D '.c/ D g.a/

Z c

a

f .t/dt C g.b/

Z b

c

f .t/dt:

�

9.4.14. Poznámka. Věta 9.4.13 nabízí alternativní důkaz Věty 9.4.8. Mějme totiž
f; g; F;H jako v důkazu Věty 9.4.8. V případě tvrzení (a) najdeme pro dané " 2 R,
" > 0, kladné ı 2 R takové, že

8x; y 2 P�.b; ı/ W jF.x/ � F.y/j < ":
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Nechť g je omezená konstantou C . Vezměme x; y 2 P�.b; ı/, x < y. Ať c 2 Œx; y�

splňuje Z y

x

f .t/g.t/dt D g.x/

Z c

x

f .t/dt C g.y/

Z y

c

f .t/dt: (9.30)

Pak pro tato x; y máme

jH.x/ �H.y/j D

ˇ̌̌̌Z y

x

f .t/g.t/

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
g.x/

Z c

x

f .t/dt C g.y/

Z y

c

f .t/dt
ˇ̌̌̌

� C

ˇ̌̌̌Z c

x

f .t/dt
ˇ̌̌̌
C C

ˇ̌̌̌Z y

c

f .t/dt
ˇ̌̌̌

D C jF.c/ � F.x/j C C jF.y/ � F.c/j

� 2C":

Tedy H má v b zleva vlastní limitu a fg 2 N .a; b/.
V Případě tvrzení (b) Věty 9.4.8(b), nechť C omezuje F a jg.x/j < " pro x 2

P�.b; ı/. Nechť x; y 2 P�.b; ı/, x < y. Najdeme bod c 2 Œx; y� splňující (9.30). Pak
máme odhad

jH.x/ �H.y/j D

ˇ̌̌̌Z y

x

f .t/g.t/

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
g.x/

Z c

x

f .t/dt C g.y/

Z y

c

f .t/dt
ˇ̌̌̌

� "

ˇ̌̌̌Z c

x

f .t/dt
ˇ̌̌̌
C "

ˇ̌̌̌Z y

c

f .t/dt
ˇ̌̌̌

D " jF.c/ � F.x/j C " jF.y/ � F.c/j

� 4C":

Důkaz pak dokončíme jako výše.

9.5. Aplikace určitého integrálu

9.5.1. Věta (Integrální kritérium). Nechť f je nezáporná nerostoucí spojitá funkce
na Œn0;1/, kde n0 2 N. Nechť pro posloupnost fang platí an D f .n/, n � n0. PakP1

nD1 an konverguje právě tehdy, když
R1

n0
f .x/dx konverguje.

Důkaz. Uvažujme n1 2 N, n1 � n0 a děleníD D fn0; n0C1; : : : ; n1�1; n1g intervalu
Œn0; n1�. Funkce f je nerostoucí, a tedy

S.f;D/ D an0
C � � � C an1�1 D

n1�1X
iDn0

ai ;

S.f;D/ D an0C1 C � � � C an1
D

n1X
iDn0C1

ai :
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Protože je f spojitá na Œn0; n1�, platí
n1X

iDn0C1

ai D S.f;D/ � .R/

Z n1

n0

f .x/dx

D .N /

Z n1

n0

f .x/dx D .R/

Z n1

n0

f .x/dx

� S.f;D/ D

n1�1X
iDn0

ai :

(9.31)

Předpokládejme nyní, že
R1

n0
f .x/dx konverguje. Pak je funkce

F.x/ D

Z x

n0

f .t/dt; t 2 Œn0;1/

primitivní k f na .n0;1/, a tedy pro každé n1 > n0 máme z (9.31)Z 1

n0

f .x/dx D lim
x!1

F.x/ � F.n0/ D lim
x!1

F.x/

D lim
x!1

Z x

n0

f .t/dt � lim
n!1

nX
iDn0C1

ai

D

1X
iDn0C1

ai :

Proto
P1

iDn0C1 ai konverguje, a tedy i
P1

iD1 ai konverguje.
Obráceně, jestliže

P1

iD1 ai konverguje, pak pro (9.31) dává
1X
iDn0

ai D lim
n!1

n�1X
iDn0

ai � lim sup
n!1

Z n

n0

f .t/dt

D lim sup
x!1

F.x/:

(9.32)

Protože je f nezáporná, je F neklesající. Tedy limita F v nekonečnu existuje a pod-
le (9.32) je vlastní. Tedy

R1

n0
f .t/dt konverguje. �

9.5.2. Příklad. Ukažte, že řada
P1

nD2
1

n logn diverguje.

Řešení. Položme f .x/ D
1

x logx , x 2 Œ2;1/. Pak f je nezáporná spojitá a nerostoucí
na Œ2;1/. Protože Z 1

2

f .x/dx D

Z 1

log2

1

t
dt D Œlog t �1log2 D 1;

řada
1X
nD2

1

n logn
D

1X
nD2

f .n/
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diverguje podle Věty 9.5.1. |

9.5.3. Věta (Zbytek Taylorova polynomu v integrálním tvaru). Nechť a; x 2 R,
a < x a funkce f má v každém bodě intervalu Œa; x� vlastní .nC 1/-ní derivaci. Pak

f .x/ � T f;an .x/ D

Z x

a

1

nŠ
f nC1.t/.x � t/n dt: (9.33)

Důkaz. Budeme postupovat matematickou indukcí podle n 2 N.
Pro n D 0 máme

f .x/ � T
f;a
0 .x/ D f .x/ � f .a/ D

Z x

a

f 0.t/dt;

tedy (9.33) pro n D 0 platí.
Předpokládejme nyní platnost tvrzení pro n 2 N a dokažme ho pro nC1. Měj-

me tedy .nC 2/-krát diferencovatelnou funkci f na intervalu Œa; x�. Pak je funkce
f .nC1/.t/.x� t /n spojitá na Œa; x�, a proto můžeme pomocí per partes (Věta 9.3.14)
počítat Z x

a

1

.nC 1/Š
f .nC2/.t/.x � t/nC1 dt

D

�
1

.nC 1/Š
f .nC1/.t/.x � t/nC1

�x
a

�

Z x

a

1

.nC 1/Š
f .nC1/.t/.nC 1/.x � t /n.�1/dt

D �
1

.nC 1/Š
f .nC1/.a/.x � a/n C

Z x

a

1

nŠ
f .nC1/.t/.x � t /n dt

D �
1

.nC 1/Š
f .nC1/.a/.x � a/n C f .x/ � T f;an .x/

D f .x/ � T
f;a
nC1.x/:

Tím je důkaz proveden. �

9.5.4. Definice. Křivkou budeme rozumět zobrazení ' W Œa; b� ! Rn (n 2 N,
a; b 2 R, a < b) takové, že ' D .'1; : : : ; 'n/ je třídy C 1, tj. '0

i jsou spojité na Œa; b�,
přičemž v krajních bodech Œa; b� uvažujeme příslušnou jednostrannou derivaci.Ge-
ometrickým obrazem křivky ' rozumíme množinu h'i D '.Œa; b�/ � Rn.

9.5.5. Příklady. (a) Jednotkovou kružnici v rovině lze vyjádřit křivkou '.t/ D

.cos t; sin t/, t 2 Œ0; 2��.
(b)Graf funkce f na intervalu je křivkou popsanou zobrazením '.t/ D Œt; f .t/�,

t 2 Œa; b�.
(c) Geometrický obraz křivky lze často parametrizovat různými zobrazeními

', například graf funkce f .x/ D x
2
3 , x 2 Œ�1; 1� lze popsat také jako '.t/ D .t3; t2/,

t 2 Œ�1; 1�.



488 9. INTEGRÁL

9.5.6. Definice. Nechť ' W Œa; b� ! Rn ke křivka. Její délkou rozumíme hodnotu

L.'/ D supfL.';D/ID dělení intervalu Œa; b�g;

kde pro dělení D D fxig
n
iD0 definujeme

L.';D/ D

nX
iD1

k'.xi�1/ � '.xi /k :

9.5.7. Definice. Nechť a; b 2 R�, a < b a f W Œa; b� ! Rn je taková, že pro každé
i 2 f1; : : : ; ng je fi 2 N .a; b/. Potom definujeme

.N /

Z b

a

f .x/dx D

 
.N /

Z b

a

f1.x/dx; : : : ; .N /
Z b

a

fn.x/dx

!
:

Obdobně definujeme .R/
R b
a
f .x/dx pro a; b 2 R, a < b a f W Œa; b� ! Rn je taková,

že pro každé i 2 f1; : : : ; ng je fi 2 R.a; b/

9.5.8. Lemma. Nechť a; b 2 R, a < b, a f D .f1; : : : ; fn/ W Œa; b� ! Rn je spojitá.
Pak 






Z b

a

f .t/dt






 D






Œ
Z b

a

f1.t/dt; : : : ;
Z b

a

fn.t/dt �






 �

Z b

a

kf .t/k dt: (9.34)

Důkaz. Funkce t 7! kf .t/k je spojitá na Œa; b�, a proto
R b
a kf .t/k dt konverguje.

Položme

y D Œ

Z b

a

f1.t/dt; : : : ;
Z b

a

fn.t/dt � 2 Rn:

Pak máme z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti

kyk
2

D

nX
iD1

y2i D

nX
iD1

yi

Z b

a

fi .t/dt

D

Z b

a

 
nX
iD1

yifi .t/

!
dt �

Z b

a

p 
nX
iD1

y2i

! 
nX
iD1

f 2i .t/

!
dt

D

Z b

a

kyk kf .t/k dt D kyk

Z b

a

kf .t/k dt:

Pokud y D 0, (9.34) zjevně platí. Pokud kyk > 0, právě provedený výpočet dává
(9.34). �

9.5.9. Věta. Nechť ' D .'1; : : : ; 'n/ W Œa; b� ! Rn je křivka. Pak platí

L.'/ D

Z b

a

q
.'0
1.t//

2 C � � � C .'0
n.t//

2 dt:
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Důkaz. Mějme libovolné dělení D D fxj gkjD0 dáno. Pak platí díky Lemmatu 9.5.8

kX
jD1



'.xj / � '.xj�1/


 D

kX
jD1







Z xj

xj �1

'0.t/dt







�

kX
jD1

Z xj

xj �1



'0.t/


 dt D

Z b

a



'0.t/


 dt:

Odtud plyne L.'/ �
R b
a k'0.t/k dt .

Abychom dokázali obrácenou nerovnost, zvolme " 2 R, " > 0. Poněvadž jsou
'0
i stejnoměrně spojité na Œa; b� (viz Věta 9.2.19), existuje ı 2 R, ı > 0, takové, že

pro každé i 2 f1; : : : ; ng platí

8s; t 2 Œa; b�; js � t j < ı W
ˇ̌
'0
i .t/ � '0

i .s/
ˇ̌
<

"
p
n
:

Nechť nyníD D fxj gkjD0 je dělení Œa; b� splňující �.D/ < ı. Potom pro t 2 Œxj�1; xj �

platí k'0.t/k �


'0.xj /



C ". Dostáváme tedyZ xj

xj �1



'0.t/


 dt � ".xj � xj�1/ �



'0.xj /


 .xj � xj�1/

D







Z xj

xj �1

�
'0.t/C '0.xj / � '0.t/

�
dt







�







Z xj

xj �1

'0.t/dt






C







Z xj

xj �1

.'0.xj / � '0.t//dt







�


'.xj / � '.xj�1/



C ".xj � xj�1/:

Dostáváme tedyZ b

a



'0.t/


 dt �

kX
jD1



'.xj / � '.xj�1/


C 2".b � a/ � L.'/C 2".b � a/:

Protože " bylo voleno libovolně, dostáváme
R b
a k'0.t/k dt � L.'/. �

9.5.10. Příklad. (a) Je-li '.t/ D Œcos t; sin t �, t 2 Œ0; 2��, pak

L.'/ D

Z 2�

0

p
.� sin t/2 C .cos t/2 dt D

Z 2�

0

1dt D 2�:

(b) Je-li f spojitě diferencovatelná funkce na Œa; b�, pak parametrizace jejího
grafu pomocí '.t/ D Œt; f .t/�, t 2 Œa; b�, dává, že délka grafu funkce f je
rovna

R b
a

p
1C .f 0.t//2 dt .
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9.6. Teoretické příklady na integrál

9.6.1. Příklad. Definujme funkci f W Œ0; 1� ! Œ0; 1�

f .x/ D

(
0; pokud x je iracionální;
1
q
; pokud x D

p
q
; p; q 2 N nesoudělné:

Ukažte, že f nemáprimitivní funkci na žádném intervalu .a; b/ 2 Œ0; 1� a .R/
R 1
0
f .x/dx D

0.

Řešení. Je-li .a; b/ � Œ0; 1� libovolný interval, vezmeme racionální číslo tvaru p
q
, p; q

nesoudělné, ležící v intervalu .a; b/. Pak funkce f nenabývá na .a; b/ žádných ira-
cionálních hodnot v intervalu .0; 1

q
/, a tedy nemá na .a; b/ Darbouxovu vlastnost.

Proto dle Věty 9.1.19 nemá na .a; b/ primitivní funkci.
Ukažme nyní, že .R/

R 1
0
f .x/dx D 0. K tomuto účelu postačí ukázat, že pro

dané " 2 R, " > 0, existuje dělení D intervalu Œ0; 1� splňující S.f;D/ � ". Pak totiž

0 � S.f;D/ � S.f;D/ < "

a .R/
R
f .x/dx D 0 dle Věty 9.2.15.

Najděme nyní takové dělení. Množina

M D fx 2 Œ0; 1�I f .x/ � "g

je konečná. Lze proto najít navzájem se neprotínající intervaly I1; : : : ; In takové,
že
Pn
iD1 jIi j < " a M �

S
i2I Ii . Nechť D sestává z koncových bodů intervalů Ii ,

i D 1; : : : ; n, s eventuálně přidanými body 0 a 1. Pak pro interval I z D různý od
Ij ; : : : In platí supI f � ". Tedy

S.f;D/ D

nX
iD1

�
sup
Ii

f
�
jIi j C

X
I…fI1;:::;Ing

�
sup
I

f
�
jI j

�

nX
iD1

jIi j C " �
X

I…fI1;:::;Ing

jI j � 2":

|

9.6.2. Příklad. Nechť f je spojitá funkce na otevřeném omezeném intervalu .a; b/.
Ukažte, že f je stejnoměrně spojitá na .a; b/právě tehdy, když existují vlastní limity
v krajních bodech .a; b/.

Řešení. Má-li f vlastní limity v krajních bodech intervalu .a; b/, můžeme definovat
F W Œa; b� ! R jako

F.x/ D

�
limy!aC

f .y/; x D a;

f .x/; x 2 .a; b/;

limy!b�
f .y/; x D b:
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Pak F je na Œa; b� spojitá, a tedy i stejnoměrně spojitá (vizte Větu 9.2.19). Tedy f
je stejnoměrně spojitá na .a; b/.

Obráceně, je-li f stejnoměrně spojitá na .a; b/, splňuje v obou krajních bodech
Bolzanovu-Cauchyovu podmínku (Věta 9.3.16). To ověříme takto. Nechť " 2 R,
" > 0, je dáno. Najdeme ı 2 R, ı > 0, dle definice stejnoměrné spojitosti, tj.

8x; y 2 I W .jx � yj < ı H) jf .x/ � f .y/j < "/:

Tedy pro x; y 2 PC.a; ı/máme jf .x/�f .y/j < ", což jsme potřebovali dokázat. |

9.6.3. Příklad. Nechť f; g 2 R.a; b/. Pak funkce

x 7! f .x/g.x/; x 7! maxff .x/; g.x/g a x 7! minff .x/; g.x/g

leží v R.a; b/.

Řešení. Jelikož maximum i minimum dvou omezených funkcí je funkce omezená a

maxff .x/; g.x/g D
f .x/C g.x/

2
C

jf .x/ � g.x/j

2
;

minff .x/; g.x/g D
f .x/C g.x/

2
�

jf .x/ � g.x/j

2
;

jsou funkce x 7! maxff .x/; g.x/g, x 7! minff .x/; g.x/g riemannovsky integrova-
telné dle Věty ??(a).

Obraťme nyní naši pozornost k součinu fg. Protože fg D
1
2

�
.f C g/2 � f 2

�
,

stačí dokázat integrovatelnost f 2 pro f 2 R.a; b/. Mějme tedy funkci f 2 R.a; b/.
Pak f 2 je omezená funkce díky omezenosti f . Je-li c konstanta, platí f 2 D .f C

c/2 � c2 � 2cf , a tedy stačí uvažovat nezápornou funkci f . Nechť tedy f je nezá-
porná a omezená číslem M . Pro " 2 R, " > 0, najdeme dělení D intervalu Œa; b�
takové, že S.f;D/ � S.f;D/ < " (viz Věta 9.2.15). Nechť D značí množinu inter-
valů v dělení D.

Protože pro množinu A nezáporných čísel platí

supA2 D supfx2I x 2 Ag D
�
supA

�2 a infA2 D .infA/2 ;

máme pro množinu A sestávající z nezáporných čísel a omezenou číslemM odhad

supA2 � infA2 D .supA/2 � .infA/2

D .supA � infA/.supAC infA/ � 2M.supA � infA/:
(9.35)

Použitím (9.35) dostáváme

S.f 2;D/ � S.f 2;D/ D
X
I2D

�
sup
I

f 2 � inf
I
f 2
�

� jI j

�
X
I2D

2M
�
sup
I

f � inf
I
f
�

� jI j � 2M":

Tedy f 2 je riemannovsky integrovatelná dle Věty 9.2.15. |

9.6.4.Příklad. Nechť f W Œa; b� ! R je riemannovsky integrovatelná kladná funkce
na Œa; b�. Pak .R/

R b
a
f .x/dx > 0.
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Řešení. Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že f .x/ > 0 pro každé x 2

Œa; b� a přitom .R/
R b
a
f .x/dx D 0. Zkonstruujeme nedegenerované intervaly Œan; bn� �

Œa; b�, n 2 N, takové, že pro každé n 2 N platí
(a) ŒanC1; bnC1� � Œan; bn� � Œa; b�,
(b) 0 < bn � an �

1
n
,

(c) sup
Œan;bn�

f �
1
n
.

Induktivní konstrukce. Případ n D 1. Nalezneme dělení D D fxig
m
iD1 intervalu Œa; b�

splňující �.D/ < 1 a S.f;D/ < b � a. Potom existuje i0 2 f1; : : : ; mg takové, že
sup

Œxi0�1;xi0
�
f < 1. Kdyby tomu tak nebylo, platilo by

b � a > S.f;D/ D

mX
iD1

sup
Œxi�1;xi �

f � .xi � xi�1/ �

mX
iD1

.xi � xi�1/ D b � a;

což je spor. Můžeme tedy položit a1 D xi0�1 a b1 D xi0 .

Předpokládejme nyní, že pro nějaké n 2 N máme zkonstruován interval Œan; bn�.
Protože platí podle Věty 9.2.24

0 D

Z b

a

f .x/dx D

Z an

a

f .x/dx C

Z bn

an

f .x/dx C

Z b

bn

f .x/dx

a členy na pravé straně jsou nezáporné (vizte Větu 9.2.23), mámeZ bn

an

f .x/dx D 0:

Vezměme děleníD intervalu Œan; bn� takové, že S.f;D/ < bn�an

nC1
. Protože S.f;D/ �

S.f;D0/ pro každé jemnější děleníD0, můžeme předpokládat, že �.D/ < 1
nC1

. Z de-
finice S.f;D/ plyne, že alespoň na jednom intervalu určeném dělením D je supre-
mum funkce f menší než 1

nC1
. Tento interval označíme jako ŒanC1; bnC1�, čímž je

konstrukce provedena.
Příklad ?? nyní dává, že existuje bod x 2

T1

nD1Œan; bn�. Pro něj pak platí

8n 2 N W f .x/ � sup
Œan;bn�

f �
1

n
;

a tedy f .x/ D 0. To je však spor s předpokladem. |

9.6.5. Příklad. Ukažte, žeZ �
2

0

sin2n x dx D

Z �
2

0

cos2n x dx D
�

2

nY
kD1

2k � 1

2k
;

Z �
2

0

sin2nC1 x dx D

Z �
2

0

cos2nC1 x dx D

nY
kD1

2k

2k C 1
:
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Řešení. Odvodíme rekurentní formuli pro
R �

2

0 sinn x dx. Integrací per partes totiž
dostáváme pro n � 2Z

sinn x dx D

Z
sinn�1 x sin x dx

D � sinn�1 x cos x C

Z
.n � 1/ sinn�2 x cos2 x dx

D � sinn�1 x cos x C

Z
.n � 1/ sinn�2 x.1 � sin2 x/dx:

Tedy Z
sinn x dx D �

1

n
sinn�1 x cos x C

n � 1

n

Z
sinn�2 x dx:

Proto Z �
2

0

sinn x dx D
n � 1

n

Z �
2

0

sinn�2 x dx:

Protože Z �
2

0

1dx D
�

2
a

Z �
2

0

sin x dx D 1;

máme Z �
2

0

sin2n x dx D
�

2

nY
kD1

2k � 1

2k
;

Z �
2

0

sin2nC1 x dx D

nY
kD1

2k

2k C 1
:

Závěrem použijeme substituci t D
�
2

� x k odvozeníZ �
2

0

sinn x dx D

Z �
2

0

cosn x dx:

|

9.6.6. Příklad (Wallisova formule). Ukažte, že

�

2
D lim
n!1

nY
kD1

2k

2k � 1

2k

2k C 1
:

Řešení. Díky Příkladu 9.6.5 máme

Sn D

Z �
2

0

sin2n x dx D
�

2

nY
kD1

2k � 1

2k
;

Cn D

Z �
2

0

sin2nC1 x dx D

nY
kD1

2k

2k C 1
:
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Tedy dostáváme

�

2
D Sn

nY
kD1

2k

2k � 1
D
Sn

Cn

nY
kD1

2k

2k � 1

2k

2k C 1
: (9.36)

Povšimněme si, že pro n 2 N platí

0 < sin2nC2 x < sin2nC1 x < sin2n x < sin2n�1 x; x 2 .0;
�

2
/;

a tedy dle Příkladu 9.6.4

0 < SnC1 � Cn � Sn � Cn�1:

Tím pádem máme
2nC 1

2n
D
Cn�1

Cn
�
Sn

Cn
�
SnC1

Sn
D

n

nC 1
:

Limitním přechodem v (9.36) máme požadovanou rovnost

�

2
D lim
n!1

nY
kD1

2k

2k � 1

2k

2k C 1

|

9.6.7. Příklad (Stirlingův vzorec). Ukažte, že

lim
n!1

nŠ
p
2�n

�
n
e

�n D 1:

Řešení. Označme

an D
nŠ

p
2�n

�
n
e

�n a bn D log an; n 2 N:

Pak platí pro n 2 N

bn � bnC1 D
1

2
.nC 1/ log

nC 1

n
� 1: (9.37)

Protože dle Příkladu 7.3.8 platí

log
1C x

1 � x
D 2

1X
kD0

1

2k C 1
x2kC1; x 2 .�1; 1/;

máme

log
nC 1

n
D log

1C
1

2nC1

1 �
1

2nC1

D 2

1X
kD0

1

2k C 1

�
1

2nC 1

�2kC1

:

Dosazením do (9.37) dostaneme

bn � bnC1 D
1

2
.nC 1/ log

nC 1

n
� 1 D

1X
kD1

1

2k C 1

�
1

2nC 1

�2k
:

Tedy je posloupnost fbng klesající.
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Dále dostáváme odhad

bn � bnC1 <

1X
kD1

�
1

.2nC 1/2

�k
D

1

.2nC 1/2
1

1 �
1

.2nC1/2

D
1

4

1

n.nC 1/
:

Tím pádem obdržíme

b1 � bn D .b1 � b2/C .b2 � b3/C � � � C .bn�1 � bn/

�
1

4

n�1X
kD1

1

k.k C 1/

D
1

4

n�1X
kD1

�
1

k
�

1

k C 1

�
�
1

4
;

což znamená, že

bn > b1 �
1

4
:

Tedy je posloupnost fbng, jakožto klesající a zdola omezená, konvergentní k něja-
kému číslu b. Z toho máme konvergenci posloupnosti fang, neboť

lim
n!1

an D lim
n!1

ebn D eb :

Označíme C D eb a spočtěme její hodnotu. Protože víme z Příkladu 9.6.6, že

�

2
D lim
n!1

nY
kD1

2k

2k � 1

2k

2k C 1
D lim
n!1

24n.nŠ/4

..2n/Š/2.2nC 1/
;

máme použitím lim an D C rovnost

�

2
D lim
n!1

24nC 4.2n/2
�
n
e

�4n
C 24n

�
2n
e

�4n
.2nC 1/

D C 2 lim
n!1

24n4n2n4n

4n.2nC 1/.2n/4n
D C 2 lim

n!1

n2

n.2nC 1/

D
C 2

2
:

Protože C � 0, dostáváme
C D

p
�

a Stirlingova formule je odvozena. |

9.6.8. Příklad (Laplaceův-Gaussův integrál). Ukažte, žeZ 1

0

e�x2

dx D

p
�

2
:
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Řešení. Pro každé n 2 N platí po substituci x D sin tZ 1

0

.1 � x2/n dx D

Z �
2

0

sin2nC1 t dt D
2 � 4 � � � 2n

1 � 3 � � � .2nC 1/
(9.38)

podle Příkladu 9.6.5. Dále pro n 2 N, n > 1, platí díky substituci x D tg t a opět
díky Příkladu 9.6.5Z 1

0

1

.1C x2/n
D

Z �
2

0

cos2n t cos�2 t dt D

Z �
2

0

cos2n�2 t dt

D
1 � 3 � � � .2n � 3/

2 � 4 � � � .2n � 2/

�

2
:

(9.39)

Dále platí

1 � y � e�y
�

1

1C y
; y 2 Œ0;1/: (9.40)

Označíme-li totiž

'1.y/ D e�y
� 1C y; '2.y/ D 1 � .1C y/e�y ; y 2 Œ0;1/;

pak
'1.0/ D '2.0/ D 0

a
'0
1.y/ D 1 � e�y > 0; '0

2.y/ D ye�y > 0; y 2 .0;1/:

Obě funkce jsou tedy rostoucí na Œ0;1/ (viz Věta 5.2.6), a proto nezáporné na
.0;1/. Odtud již plyne (9.40).

Z (9.40) máme

.1 � x2/n � e�nx2

; x 2 .0; 1/;

a

e�nx2

�
1

.1C x2/n
; x 2 .0;1/:

Tedy Z 1

0

.1 � x2/n dx �

Z 1

0

e�nx2

dx �

Z 1

0

e�nx2

dx �

Z 1

0

1

.1C x2/n
dx:

Substitucí t D x
p
n dostaneme

p
n

Z 1

0

.1 � x2/n dx �

Z 1

0

e�t2 dt �
p
n

Z 1

0

1

.1C x2/n
dx:

Z rovností (9.38) a (9.39) obdržíme

p
n

2 � 4 � � � 2n

1 � 3 � � � .2nC 1/
�

Z 1

0

e�t2 dt �
p
n
1 � 3 � � � .2n � 3/

2 � 4 � � � .2n � 2/

�

2
: (9.41)
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Spočtěme nyní limity krajních výrazů v (9.41). Použitím Stirlingovy formule 9.6.7
máme

lim
n!1

p
n

2 � 4 � � � 2n

1 � 3 � � � .2nC 1/
D lim
n!1

p
n22n.nŠ/2

.2nC 1/Š

D lim
n!1

p
n
�p

2�n
�
n
e

�n�2p
2�.2nC 1/

�
2nC1
e

�2nC1

D lim
n!1

2�n
p
n22nn2nep

2�.2nC 1/.2nC 1/2nC1

D lim
n!1

2�n
p
nn2nep

2�.2nC 1/

��
nC 1

2

n

�n�2
D

p
2�

2
p
2

e

.e
1
2 /2

D

p
�

2
:

Z tohoto vzorce pak dostáváme

lim
n!1

p
n
1 � 3 � � � .2n � 3/

2 � 4 � � � .2n � 2/

�

2

D lim
n!1

p
n
1 � 3 � � � .2n � 3/.2n � 1/.2nC 1/

2 � 4 � � � .2n � 2/.2n/

�

2.2nC 1/

D lim
n!1

p
n�

2.2nC 1/

.2nC 1/Š

22n.nŠ/2

D lim
n!1

n�

2.2nC 1/

.2nC 1/Š
p
n22n.nŠ/2

D
2

p
�

�

4

D

p
�

2
:

Tedy z Věty 2.2.44 máme limitním přechodem v (9.41)Z 1

0

e�x2

dx D

p
�

2
:

|

9.6.9. Příklad. Ukažte, že číslo � je iracionální.
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Důkaz. Předpokládejme, že � D
a
b
pro nějaká a; b 2 N. Pro n 2 N definujme

polynomy

f .x/ D
1

nŠ
xn.a � bx/n D

1

nŠ

nX
kD0

 
n

k

!
an�kxnbkxk ;

F .x/ D f .x/ � f .2/.x/C f .4/.x/ � � � � C .�1/nf .2n/.x/:

Všimněme si, že nŠf .x/má celé koeficenty a členy u x mají stupeň alespoň n. Proto

f .0/; f .1/.0/; : : : ; f .2n/.0/ 2 Z: (9.42)

Protože f .x/ D f .a
b

� x/ D f .� � x/, platí též

f .�/; f .1/.�/; : : : ; f .2n/.�/ 2 Z: (9.43)

Protože f .2nC2/.x/ D 0, odvodíme�
F 0.x/ sin x � F.x/ cos x

�0
D F 00.x/ sin x C F.x/ sin x D f .x/ sin x:

Tedy Z �

0

f .x/ sin x dx D
�
F 0.x/ sin x � F.x/ cos x

�
D F.�/C F.0/:

Díky (9.42) a (9.43) platíZ �

0

f .x/ sin x dx D F.�/C F.0/ 2 Z:

Ale máme
0 < f .x/ sin x <

1

nŠ
.�nan/;

a tedy dle Příkladu 9.6.4 platí

0 <

Z �

0

f .x/ sin x dx < �
1

nŠ
.�nan/:

Pro dostatečně velké n 2 N je tedyZ �

0

f .x/ sin x 2 N \ .0; 1/;

což je spor. �

9.6.10. Příklad. Nechť f je sudá funkce a Œ�a; a� � D.f /. Pokud f 2 R.�a; a/

(resp. f 2 N .�a; a/), pak

.R/

Z a

�a

f .x/dx D 2.R/

Z a

0

f .x/dx .resp. .N /
Z a

�a

f .x/dx D 2.N /

Z a

0

f .x/dx/:

Nechť f je lichá funkce a Œ�a; a� � D.f /. Pokud f 2 R.�a; a/ (resp. f 2 N .�a; a/),
pak

.R/

Z a

�a

f .x/dx D 0 .resp. .N /
Z a

�a

f .x/dx D 0/:
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Řešení. Pro newtonovsky integrovatelné funkce tvrzení snadno plyne z Věty o sub-
stituci 9.3.15, neboť substitucí x D �t dostaneme pro sudou funkci rovnost

.N /

Z a

�a

f .x/dx D .N /

Z 0

�a

f .x/dx C .N /

Z a

0

f .x/dx

D .N /

Z a

0

f .�t/dt C .N /

Z a

0

f .t/dt

D .N /

Z a

0

f .t/dt C .N /

Z a

0

f .t/dt

D 2.N /

Z a

0

f .x/dx;

pro lichou pak

.N /

Z a

�a

f .x/dx D .N /

Z 0

�a

f .x/dx C .N /

Z a

0

f .x/dx

D .N /

Z a

0

f .�t/dt C .N /

Z a

0

f .t/dt

D .N /

Z a

0

�f .t/dt C .N /

Z a

0

f .t/dt

D 0:

Nechť f je nyní sudá funkce riemannovsky integrovatelná na Œ�a; a�. Pro n 2 N

uvažujme dělení DC
n D f

ja
n

gnjD0 aD
�
n D f�aC

ja
n

gnjD0. Díky Důsledku 9.2.12 platí

Z 0

�a

f .x/dx D lim
n!1

S.f;D�
n / a

Z a

0

f .x/dx D lim
n!1

S.f;DC
n /:

Vzhledem k sudosti funkce f platí S.f;D�
n / D S.f;DC

n / pro každé n 2 N, a tedy
dostáváme

.R/

Z a

�a

f .x/dx D .R/

Z 0

�a

f .x/dx C .R/

Z a

0

f .x/dx

D

Z 0

�a

f .x/dx C

Z a

0

f .x/dx

D lim
n!1

S.f;D�
n /C lim

n!1
S.f;DC

n /

D 2 lim
n!1

S.f;DC
n /

D 2

Z a

0

f .x/dx D 2 � .R/

Z a

0

f .x/dx:
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Je-li funkce f lichá, platí pro výše uvažovaná děleníD�
n aDC

n vztahS.f;DC
n / D

�S.f;D�
n /. Tím pádem máme

.R/

Z a

�a

f .x/dx D .R/

Z 0

�a

f .x/dx C .R/

Z a

0

f .x/dx

D

Z 0

�a

f .x/dx C

Z a

0

f .x/dx

D lim
n!1

S.f;D�
n /C lim

n!1
S.f;DC

n /

D � lim
n!1

S.f;DC
n /C lim

n!1
S.f;DC

n /

D 0:

Tím je důkaz dokončen. |

9.6.11. Příklad. Nechť p 2 R a f je p-periodická funkce.
(a) Nechť jsou intervaly Œa; b� a ŒaCp; bCp� obsaženy v D.f / a f je rieman-

novsky integrovatelná funkce na Œa; b�. Pak je riemannovsky integrovatel-
ná na .aC p; b C p/ a platí .R/

R bCp

aCp
f .x/dx D .R/

R b
a
f .x/dx.

(b) Nechť jsou intervaly .a; b/ a .a C p; b C p/ obsaženy v D.f / a f je new-
tonovsky integrovatelná funkce na .a; b/. Pak je newtonovsky integrova-
telná na .aC p; b C p/ a platí .N /

R bCp

aCp
f .x/dx D .N /

R b
a
f .x/dx.

Řešení. (a) Nechť fDng je posloupnost dělení intervalu Œa; b� taková, že �.Dn/ ! 0.
Pro každé n 2 N uvažujme dělení D0

n intervalu Œa C p; b C p�, které vznikne
z Dn přičtením p k dělícím bodům dělení Dn. Jelikož je f p-periodická, platí
S../f;D0

n/ D S../f;Dn/ a S../f;D0
n/ D S../f;Dn/. Tedy existuje .R/

R bCp

aCp
f .x/dx

a platí pro něj

.R/

Z bCp

aCp

f .x/dx D lim
n!1

S.f;D0
n/ D lim

n!1
S.f;Dn/ D .R/

Z b

a

f .x/dx:

(b) Nechť F je primitivní funkce k f na .a; b/. Pak je funkce

G.x/ D F.x � p/; x 2 .aC p; b C p/;

primitivní k f na .aC p; b C p/. Vskutku, pro x 2 .aC p; b C p/ platí

G0.x/ D F 0.x � p/ D f .x � p/ D f .x/:

Jelikož máme

ŒG.x/�
bCp
aCp D lim

x!.bCp/�
G.x/ � lim

x!.aCp/C

G.x/

D lim
x!.bCp/�

F.x � p/ � lim
x!.aCp/C

F.x � p/

D lim
x!b�

F.x/ � lim
x!aC

F.x/ D ŒF .x/�ba;
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platí

.N /

Z bCp

aCp

f .x/dx D .N /

Z b

a

f .x/dx:

|

9.6.12. Příklad. Ukažte, že součin dvou riemannovsky integrovatelných funkcí na
omezeném uzavřeném intervaly je opět riemannovsky integrovatelná funkce. Dále
najděte příklad newtonovsky integrovatelné funkce na otevřeném intervalu, jejíž
druhá mocnina není newtonovsky integrovatelná.

Řešení. Mějme f; g 2 R.a; b/. Protože

fg D
1

2

�
.f C g/2 � f 2 � g2

�
;

stačí dokázat, že f 2 2 R.a; b/ pro f 2 R.a; b/. Jelikož je riemannovsky intergova-
telná funkce omezená, lze přičtením vhodné konstanty c 2 R zařídit, že f C c je
nezáporná. Pak ale

f 2 D .f C c/2 � c2 � 2cf

je v R.a; b/, pokud f C c 2 R.a; b/. Lze tedy předpokládat, že f je nezáporná
riemannovsky integrovatelná funcke na Œa; b�. Naším cílem je dokázat, že f 2 2

R.a; b/.
Nejprve si rozmysleme, že pro omezenou A � Œ0;1/ platí

.supA/2 D supfa2I a 2 Ag a .infA/2 D inffa2I a 2 Ag: (9.44)

Z nerovnosti .supA/2 � a2, a 2 A, je totiž patrné, že .supA/2 � supfa2I a 2 Ag.
Máme-li ".0;1/ dáno, najdeme Qa 2 A takové, že Qa > supA � ". Pak

supfa2I a 2 Ag � . Qa/2 > .supA/2 � ".2 supA � "/:

Tedy dostáváme i opačnou nerovnost pro první tvrzení. Druhé se dokáže obdobně.
Mějme nyní " 2 R, " > 0, libovolné. Podle Věty 9.2.15 najdeme dělení D D

fxig
n
iD0 intervalu Œa; b� takové, že

S.f;D/ � S.f;D/ � ":
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NechťM 2 R omezuje f na Œa; b�. Pak máme z (9.44)

S.f 2;D/ � S.f 2;D/ D

nX
iD1

 
sup

Œxi ;xi�1�

f 2 � inf
Œxi ;xi�1�

f 2

!
.xi � xi�1/

D

nX
iD1

 
. sup
Œxi ;xi�1�

f /2 � . inf
Œxi ;xi�1�

f /2

!
.xi � xi�1/

D

nX
iD1

 
. sup
Œxi ;xi�1�

f � inf
Œxi ;xi�1�

f /. sup
Œxi ;xi�1�

f C inf
Œxi ;xi�1�

f /

!
.xi � xi�1/

� 2M

nX
iD1

 
sup

Œxi ;xi�1�

f � inf
Œxi ;xi�1�

f

!
.xi � xi�1/

� 2M � 2M
�
S.f;D/ � S.f;D/

�
� 2M":

Věta 9.2.15 říká, že f 2 2 R.a; b/.
Pro důkaz druhé části tvrzení stačí uvažovat funkci f .x/ D

1p
x
, x 2 .0; 1/. Pak

f 2 N .0; 1/, ale f 2 … N .0; 1/. |

9.6.13. Příklad. Najděte příklad funkce f , která má primitivní funkci na intervalu
.�1; 1/, ale jf j ani f 2 primitivní funkci na .�1; 1/ nemá.

Řešení. Uvažujme funkci

F.x/ D

(
x2 cos. 1

x3 /; x 2 .�1; 1/ n f0g;

0; x D 0:

Pak

F 0.x/ D

(
2x cos. 1

x3 /C 3 1
x2 sin. 1

x3 /; x 2 .�1; 1/ n f0g;

0; x D 0:

Protože je funkce

g.x/ D

(
2x cos. 1

x3 /; x 2 .�1; 1/ n f0g;

0; x D 0:

spojitá na .�1; 1/, má zde primitivní funkci. Tedy i funkce

f .x/ D

(
1
x2 sin. 1

x3 /; x 2 .�1; 1/ n f0g;

0; x D 0:

má primitivní funkci na .�1; 1/. Ukážeme, že

jf .x/j D

(
1
x2

ˇ̌̌
sin. 1

x3 /
ˇ̌̌
; x 2 .�1; 1/ n f0g;

0; x D 0:
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primitivní funkci na .�1; 1/ nemá. Předpokládejme, žeG je primitivní funkce k jf j

na .�1; 1/. Položme

H.x/ D .R/

Z x

�1

jf .t/jdt; x 2 .�1; 0/:

Pak podle Věty 9.2.28 je H dobře definovaná funkce na .�1; 0/ a její derivace je
zde rovna jf j. Věta 9.1.3 tedy dává existenci konstanty c 2 R takové, že H.x/ D

G.x/C c, x 2 .�1; 0/. Pak tedy

lim
x!0�

H.x/ D G.0/C c

je vlastní. Ukážeme, že tento fakt vede ke sporu. Počítejme pomocí Věty o substi-
tuci ??

lim
x!0�

H.x/ D lim
x!0�

.R/

Z x

�1

1

t2

ˇ̌̌̌
sin.

1

t3
/

ˇ̌̌̌
dt

D lim
x!0�

.N /

Z x

�1

1

t2

ˇ̌̌̌
sin.

1

t3
/

ˇ̌̌̌
dt

D lim
x!0�

.N /

Z �1

1
x

ˇ̌
sin t3

ˇ̌
dt

D lim
x!0C

.N /

Z 1
x

1

ˇ̌
sin t3

ˇ̌
dt

D .N /

Z 1

1

ˇ̌
sin t3

ˇ̌
dt

D .N /

Z 1

1

jsin t j

3t
2
3

dt

� .N /

Z 1

1

jsin t j
3t

dt D 1

(poslední rovnost plyne z Příkladu 9.4.11). Tím jsme dostali kýžený spor.
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Pro funkci f 2 postupujeme obdobně pomocí výpočtu

lim
x!0�

.R/

Z x

�1

f 2.t/dt D lim
x!0�

.N /

Z x

�1

1

t4

�
sin.

1

t3
/

�2
dt

D lim
x!0�

.N /

Z �1

1
x

t2.sin t3/2 dt

D lim
x!0C

.N /

Z 1
x

1

t2.sin t3/2 dt

D .N /

Z 1

1

t2.sin t3/2 dt

D
1

3
.N /

Z 1

1

sin2 t dt dt

D
1

6

�
t �

1

2
sin.2t/

�1

1

D 1:

|

9.6.14. Příklad. Nechť f W .0; 1� ! R je monotónní spojitá funkce a nechť konver-
guje .N /

R 1
0
f .x/dx. Pak

lim
n!1

1

n

nX
kD1

f .
k

n
/ D

Z 1

0

f .x/dx:

Řešení. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že f je nerostoucí a nezá-
porná. Označíme an D

1
n

Pn
kD1 f .

k
n
/, n 2 N. Pak

an D
1

n

nX
kD1

f .
k

n
/ D

nX
kD1

Z k
n

k�1
n

f .
k

n
/

�

nX
kD1

Z k
n

k�1
n

f .x/dx D

Z 1

0

f .x/dx;

a tedy

lim sup
n!1

an �

Z 1

0

f .x/dx:

Na druhou stranu máme odhadyZ 1

0

f .x/dx D

nX
kD1

Z k
n

k�1
n

f .x/dx D

Z 1
n

0

f .x/dx C

nX
kD2

Z k
n

k�1
n

f .x/dx

�

Z 1
n

0

f .x/dx C
1

n

nX
kD2

f .
k � 1

n
/ �

Z 1
n

0

f .x/dx C
1

n

nX
kD1

f .
k

n
/

D an C

Z 1
n

0

f .x/dx:
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Jelikož integrál
R 1
0
f .x/dx konverguje, platí limn!1

R 1
n

0 f .x/dx D 0. (Vskutku,
je-li F primitivní funkce k f na .0; 1/, pak

lim
n!1

Z 1
n

0

f .x/dx D lim
n!1

ŒF .x/�
1
n

0 D 0:/

Dostáváme tak Z 1

0

f .x/dx � lim inf
n!1

an:

Platí tak
R 1
0
f .x/dx D limn!1 an. |

9.6.15. Příklad. Ukažte, že

lim
n!1

n
p
nŠ

n
D e�1:

Řešení. Pro an D
n

q
nŠ
nn platí

log an D
1

n

nX
kD1

log
k

n
; n 2 N:

Použijeme-li předešlý Příklad 9.6.14 na funkci f .x/ D log x, dostaneme

lim
n!1

log an D

Z 1

0

log x dx D Œx log x�10 �

Z 1

0

1dx D �1:

Ze spojitosti funkce exp tak máme

lim
n!1

an D exp.�1/:

|

9.7. Početní příklady na integrál

Výpočet primitivní funkce. Jestliže v níže uvedených příkladech na určení
primitivní funkce není uveden interval, pak hledáme primitivní funkci na všech
maximálních otevřených intervalech obsažených v definičním oboru integrandu.

9.7.1. Příklad. Spočtěte Z
.1 � x/3

x 3
p
x

dx:
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Řešení. Díky Větě 9.1.7 platíZ
.1 � x/3

x 3
p
x

dx D

Z
1 � 3x C 3x2 � x3

3
p
x4

dx

D

Z �
1

3
p
x4

�
3

3
p
x

C 3
3
p
x2 �

3
p
x5
�

dx

c
D �

1

3 3
p
x

�
9

3
p
x2

2
C
9

3
p
x5

5
�
3

3
p
x8

8
; x 2 .�1; 0/; x 2 .0;1/:

|

9.7.2. Příklad. Spočtěte Z
sin4 x dx:

Řešení. Jelikož

sin4 x D

�
1 � cos 2x

2

�2
D
1

4
�
1

2
cos 2x C

1

4
cos2 2x

D
1

4
�
1

2
cos 2x C

1

8
C
1

8
cos 4x D

3

8
�
1

2
cos 2x C

1

8
cos 4x;

dostáváme Z
sin4 x dx c

D
3

8
x �

1

4
sin 2x C

1

32
sin 4x; x 2 R:

|

9.7.3. Příklad. Spočtěte Z
1

sinh2 x cosh2 x
dx:

Řešení. MámeZ
1

sinh2 x cosh2 x
dx D

Z
cos2 x � sinh2 x
sinh2 x cosh2 x

dx D

Z
1

sinh2 x
dx �

Z
1

cosh2 x
dx

c
D � cotgh x � tgh x pro x 2 .�1; 0/ a x 2 .0;1/:

|

9.7.4. Příklad. Spočtěte Z �
log x
x

�2
dx:
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Řešení. Pomocí Věty 9.1.12 postupně odvodímeZ
log2 x

1

x2
dx D �

log2 x
x

C 2

Z
log x
x2

dx

D �
log2 x
x

C 2

�
�
log x
x

C

Z
1

x2
dx
�

c
D �

1

x

�
log2 x C 2 log x C 2

�
; x 2 .0;1/:

|

9.7.5. Příklad. Spočtěte Z
x2 arccos x dx:

Řešení. Dvojnásobbným použitím Věty 9.1.12 dostávámeZ
x2 arccos x dx D

x3 arccos x
3

C
1

3

Z
x3

p
1 � x2

dx

D
x3 arccos x

3
�
1

3

Z
x2
�p

1 � x2
�0

dx

D
x3 arccos x

3
�
x2

p
1 � x2

3
C
1

3

Z
2x

p
1 � x2 dx:

Pomocí substituce t D 1 � x2 převedeme poslední integrál na hledání primitivní
funkce

R
�

p
t dt . TedyZ

2x
p
1 � x2 dx c

D �
2

3
.1 � x2/

3
2 ; x 2 .�1; 1/;

z čehož plyne závěrZ
x2 arccos x dx c

D
x3 arccos x

3
�
x2

p
1 � x2

3
�
2

9
.1 � x2/

3
2 ; x 2 .�1; 1/:

|

9.7.6. Příklad. SpočtěteZ
sin.log x/dx a

Z
cos.log x/dx:

Řešení. Označíme-li I1 D
R
sin.log x/dx a I2 D

R
cos.log x/dx, pomocí Věty 9.1.12

dostáváme pro x 2 .0;1/ rovnosti

I1 D x sin.log x/ � I2 a I2 D x cos.log x/C I1:

Množiny I1 a I2 jsou určené až na konstantu. Použitím Lemmatu 9.1.11 máme po
dosazení druhé rovnice do první a přičtení I1 rovnost

2I1 D I1CI1 D x sin.log x/�x cos.log x/�I1CI1 D x sin.log x/�x cos.log x/CC
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(C značí množinu všech konstantních funkcí na .0;1/). Tedy

I1
c
D
1

2

�
x sin.log x/ � x cos.log x/

�
; x 2 .0;1/:

Obdobně odvodíme vztah

I2
c
D
1

2

�
x sin.log x/C x cos.log x/

�
; x 2 .0;1/:

|

9.7.7. Příklad. Spočtěte Z
.2x � 3/10 dx

Řešení. Máme Z
.2x � 3/10 dx D

1

2

Z
.2x � 3/102dx:

Položíme-li ve Větě ?? '.x/ D 2x � 3 a f .t/ D t10, máme
R
f .t/dt c

D
1
11
t11, t 2 R.

Tedy platí Z
.2x � 3/10

c
D

1

22
.2x � 3/11; x 2 R:

|

9.7.8. Příklad. Spočtěte Z
e2x

1C ex
dx:

Řešení. Zvolíme substituci t D '.x/ D ex , čímž úlohu převedeme na výpočetZ
t

1C t
dt D

Z �
1 �

1

1C t

�
dt c

D t � log j1C t j

pro t 2 .�1;�1/ a t 2 .�1;1/. ProtoZ
e2x

1C ex
dx c

D ex � log.1C ex/; x 2 R:

|

9.7.9. Příklad. Spočtěte Z
1

1C cos x
dx:

Řešení. Funkce h.x/ D
1

1Ccosx je spojitá na intervalech .��C2k�; �C2k�/, k 2 Z,
a na těchto intervalech tedy budeme hledat její primitivní funkci. PlatíZ

1

1C cos x
dx D

Z
1 � cos x
sin2 x

dx D

Z
1

sin2 x
dx �

Z
cos x
sin2 x

dx:

Pro první člen platíZ
1

sin2 x
dx c

D � cotg x; x 2 .k�; .k C 1/�/ pro k 2 Z.
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V druhém členu použijeme Větu ?? pro funkci '.x/ D sin x a f .t/ D
1
t2
. JelikožR

f .t/
c
D �

1
t
, t 2 .�1; 0/ a t 2 .0;1/, platíZ

cos x
sin2 x

dx D

Z
f .'.x//'0.x/dx c

D �
1

sin x
; x 2 .k�; .k C 1/�/ pro k 2 Z.

Položíme-li nyní

g.x/ D

(
� cosxC1

sinx ; x 2 .��; �/ n f0g;

0; x D 0;

dostaneme spojitou funkci na .��; �/, která je dle předchozích výpočtů aVěty 9.1.53
primitivní k h na .��; �/. Rozšíříme-li g 2�-periodicky na R n f.2k C 1/� I k 2

Zg, z periodicity uvažovaných funkcí plyne, že g je primitivní k h na množině
R n f.2k C 1/� I k 2 Zg (viz Příklad 9.6.11). |

9.7.10. Příklad. Spočtěte Z
x

4C x4
dx:

Řešení. Položme '.x/ D x2 pro x 2 R, a f .t/ D
1

4Ct2
pro t 2 R. PotomZ

f .t/dt D

Z
1

4
�
1C

�
t
2

�2� c
D
1

2
arctg

�
t

2

�
; t 2 R:

Protože Z
x

4C x4
dx D

1

2

Z
2x

4C x4
dx D

1

2

Z
f .'.x//'0.x/dx;

dostáváme podle Věty ??Z
x

4C x4
dx c

D
1

4
arctg

x2

2
; x 2 R:

|

9.7.11. Příklad. Spočtěte Z
1

x
p
x2 � 1

dx:

Řešení. Položme f .x/ D
1

x
p
x2�1

pro x 2 .�1;�1/ [ .1;1/. Předpokládejme nej-
prve, že x 2 .1;1/. Potom platí

f .x/ D
1

x
p
x2 � 1

D
1

x2
q
1 �

1
x2

:

Položme dále '.x/ D
1
x
pro x 2 .1;1/ a g.t/ D �

1p
1�t2

pro t 2 .�1; 1/. Potom

f .x/ D g.'.x//'0.x/; x 2 .1;1/:
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Protože
R
g.t/dt c

D � arcsin t , t 2 .�1; 1/, platí podle Věty 9.1.29Z
f .x/dx c

D � arcsin
�
1

x

�
; x 2 .1;1/:

Podobně odvodíme, žeZ
f .x/dx c

D arcsin
�
1

x

�
; x 2 .�1;�1/:

|

9.7.12. Příklad. Spočtěte Z
1

x log x log log x
dx:

Řešení. Primitivní funkci budeme hledat na intervalech .1; e/ a .e;1/. Položme
f .x/ D

1
x logx log logx a '.x/ D log log x pro x 2 .1; e/. Potom '..1; e// D .�1; 0/.

Definujme g.t/ D
1
t
pro t 2 .�1; 0/. PotomZ

f .x/dx D

Z
g.'.x//'0.x/dx:

Protože
R
g.t/dt c

D log jt j, t 2 .�1; 0/, máme podle druhé věty o substituci (Vě-
ta 9.1.27) Z

f .x/dx c
D log j'.x/j D log

ˇ̌
log log x

ˇ̌
; x 2 .1; e/:

Obdobně odvodíme, žeZ
f .x/dx c

D log
ˇ̌
log log x

ˇ̌
; x 2 .e;1/:

|

9.7.13. Příklad. Spočtěte Z
tg x dx:

Řešení. Položme f .x/ D tg.x/ pro x 2 .�
2

C k�; �
2

C .kC 1/�/, k 2 Z, '.x/ D cos x
pro x 2 R a g.t/ D

1
t
pro t 2 R n f0g. PotomZ

f .x/dx D �

Z
g.'.x//'0.x/dx:

Tedy Z
f .x/dx c

D � log jcos xj ; x 2 .
�

2
C k�;

�

2
C .k C 1/�/; k 2 Z:

|

9.7.14. Příklad. Spočtěte Z
2x3x

9x � 4x
dx:
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Řešení. Funkce h.x/ D
2x3x

9x�4x je spojitá funkce na R n 0, kde tedy budeme hledat
funkci k ní primitivní. Platí

h.x/ D

�
3
2

�x�
3
2

�x
� 1

; x 2 R n f0g:

Položíme-li '.x/ D
�
3
2

�x , x 2 R, a f .t/ D
1

t2�1
, t 2 R n f�1; 1g, platí

h.x/ D
1

log 3
2

f .'.x//'0.x/:

ProtožeZ
f .t/dt D

1

2

Z
1

t � 1
�

1

t C 1
dt c

D
1

2
log

ˇ̌̌̌
t � 1

t C 1

ˇ̌̌̌
pro t 2 .�1;�1/, t 2 .�1; 1/ a t 2 .1;1/;

dostávámeZ
h.x/dx c

D
1

2.log 3 � log 2/
log

ˇ̌̌̌
3x � 2x

3x C 2x

ˇ̌̌̌
pro x 2 .�1; 0/ a x 2 .0;1/:

|

9.7.15. Příklad. Spočtěte Z
x

p
2 � 5x dx:

Řešení. Primitivní funkci k h.x/ D x
p
2 � 5x budeme hledat na intervalu .�1; 2

5
/.

Uvažujme substituci '.x/ D 2�5x, x 2 .�1; 2
5
/. Pak '�1.t/ D

2�t
5
, .'�1/0.t/ D �

1
5

a
h.'�1.t//.'�1/0.t/ D �

2

25

p
t C

1

25
t

3
2 ; t 2 .0;1/:

Jelikož Z
h
c
D �

4

75
t

3
2 C

2

125
t

5
2 ; t 2 .0;1/;

dle Věty 9.1.29 platíZ
h.x/dx c

D �
4

75
.2 � 5x/

3
2 C

2

125
.2 � 5x/

5
2 ; x 2 .�1;

2

5
/:

|

9.7.16. Příklad. Spočtěte Z
cos5 x

p
sin x dx:

Řešení. Primitivní funkci k h.x/ D cos5 x
p
sin x budemehledat na intervalech .2k�; .2kC

1/�/, k 2 Z. Pišme

h.x/ D cos4 x
p
sin x cos x D .1 � sin2 x/2

p
sin x cos x:

Položíme-li '.x/ D sin x a f .t/ D .1 � t2/2
p
t , t 2 .0;1/, platíZ

f .t/dt D

Z �p
t � 2t

5
2 C t

9
2

�
dt c

D
2

3
t

3
2 �

4

7
t

7
2 C

2

11
t

11
2 ; t 2 .0;1/:
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Pomocí Věty ?? dostávámeZ
h.x/

c
D
2

3
sin x

3
2 �

4

7
sin x

7
2 C

2

11
sin x

11
2 pro x 2 .2k�; .2k C 1/�/, kde k 2 Z.

|

9.7.17. Příklad. Spočtěte Z
1

p
a2 C x2

dx;

kde a je kladné reálné číslo.

Řešení. Položíme f .x/ D
1p

a2Cx2
, x 2 R, a '.t/ D a sinh t , t 2 R. Pak

1
p
a2 C x2

D
1

a
p
1C sinh2 t

D
1

a cosh t
a

'0.t/ D a cosh t:
Tedy Z

f .'.t//'0.t/dt D

Z
1dt c

D t; t 2 R:

Proto Z
f .x/dx c

D '�1
�x
a

�
D log

 
x C

p
x2 C a2

a

!
; x 2 R:

(Poslední rovnost snadno odvodíme ze vzorce x
a

D
et �e�t

2
.) |

9.7.18. Příklad. Spočtěte Z
x2 C 1

.x C 1/2.x � 1/
dx:

Řešení. Dle Věty ?? existují čísla A;B;C 2 R taková, že platí

x2 C 1

.x C 1/2.x � 1/
D

A

x C 1
C

B

.x C 1/2
C

C

x � 1
; x 2 R n f�1; 1g:

Pak platí

x2 C 1 D A.x C 1/.x � 1/C B.x � 1/C C.x C 1/2; x 2 R n f�1; 1g:

Ze spojitosti obou stran této rovnosti pak plyne, že je splněna pro všechna x 2 R.
Porovnáme-li koeficienty polynomy na levé straně s koeficenty polynomu na straně
pravé, obdržíme A D

1
2
, B D �1 a C D

1
2
. ProtoZ

x2 C 1

.x C 1/2.x � 1/
dx D

1

2
log jx C 1j C

1

x C 1
C
1

2
log jx � 1j

c
D

1

x C 1
C
1

2
log

ˇ̌
x2 � 1

ˇ̌
pro x 2 .�1;�1/, x 2 .�1; 1/ a x 2 .1;1/:

|
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9.7.19. Příklad. Spočtěte
1

x4 C 1
dx:

Řešení. Jelikož polynom x4C1 nemá reálné kořeny, lze ho vyjádřit jako součin dvou
nerozložitelných kvadratických polynomů. Ty nalezneme buď za pomoci metody
neuurčitých koeficientů nebo pomocí rozkladu

x4 C 1 D .x2 C 1/2 � 2x2 D .x2 �
p
2x C 1/.x2 C

p
2x C 1/:

Rozklad na parciální vzorky tedy bude mít tvar

1

x4 C 1
D

Ax C B

x2 C
p
2x C 1

C
Cx CD

x2 �
p
2x C 1

; x 2 R;

kde A;B;C;D 2 R. Úpravou obržíme rovnost

1 D .Ax C B/.x2 �
p
2x C 1/C .Cx CD/.x2 �

p
2x C 1/

D x3.AC C/C x2.�
p
2AC B C

p
2C CD/C x.A �

p
2B C C C

p
2D/C .B CD/:

Řešením příslušné soustavy lineárních rovnic dostáváme

A D
1

2
p
2
; B D

1

2
; C D �

1

2
p
2
; D D

1

2
:

PakZ 1

2
p
2
x C

1
2

x2 C
p
2x C 1

dx D

Z 1

4
p
2
.2x C

p
2/

x2 C
p
2x C 1

dx C

Z 1
4

x2 C
p
2x C 1

dx

D
1

4
p
2
log.x2 C

p
2x C 1/C

Z 1
4

x2 C
p
2x C 1

dx

D
1

4
p
2
log.x2 C

p
2x C 1/C

1

2

Z
1

.
p
2x C 1/2 C 1

dx

D
1

4
p
2
log.x2 C

p
2x C 1/C

1

2
p
2
arctg.

p
2x C 1/:

Obdobně postupujeme i u druhého členu, což vede k výsledkuZ
1

x4 C 1
dx c

D
1

4
p
2
log

x2 C
p
2x C 1

x2 �
p
2x C 1

C
1

2
p
2
arctg.

p
2x � 1/

C
1

2
p
2
arctg.

p
2x C 1/; x 2 R:

|

9.7.20. Příklad. Spočtěte Z
x3

.x � 1/100
dx:
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Řešení. Použijeme substituci y D x � 1, čímž se problém převede na výpočetZ
.y C 1/3

y100
dy D

Z �
y�97

C 3y�98
C 3y�99

C y�100
�
dy

c
D �

1

96
y�96

�
3

97
y�97

�
3

98
y�98

�
1

99
y�99; y 2 R n f0g:

Tedy Z
x3

.x � 1/100
dy c

D �
1

96
.x � 1/�96 �

3

97
.x � 1/�97 �

3

98
.x � 1/�98

�
1

99
.x � 1/�99 pro x 2 .�1; 1/ a x 2 .1;1/:

|

9.7.21. Příklad. Spočtěte Z
x9

.x10 C 2x5 C 2/2
dx:

Řešení. Jelikož Z
x9

.x10 C 2x5 C 2/2
dx D

1

5

Z
x55x4

.x10 C 2x5 C 2/2
dx;

substitucí y D x5 převedeme úlohu na hledání primitivní funkceZ
y

.y2 C 2y C 2/2
dy:

Díky Příkladu 9.1.16 pak mámeZ
y

.y2 C 2y C 2/2
dy D

1

2

Z �
2y C 2

.y2 C 2y C 2/2
�

2

.y2 C 2y C 2/2

�
dy

D �
1

2.y2 C 2y C 2/
�

Z
1

..y C 1/2 C 1/2
dy

c
D �

1

2.y2 C 2y C 2/
�

y C 1

2.y2 C 2y C 2/
�
1

2
arctg.y C 1/:

Závěr jest tedy následující:Z
x9

.x10 C 2x5 C 2/2
dx c

D �
x5 C 1

10.x10 C 2x5 C 2/
�
1

10
arctg.x5 C 1/;

přičemž rovnost platí na R. |

9.7.22. Příklad. Spočtěte Z
1

sin2 x C 2 cos2 x
dx:
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Řešení. Funkce h.x/ D
1

sin2 xC2 cos2 x
splňuje

h.x/ D
1

.tg2 x C 2/ cos2 x
; x 2 R n f

�

2
C k� I k 2 Zg:

Položíme '.x/ D tg x, x 2 .��
2
; �
2
/, a f .t/ D

1
t2C2

, t 2 R. Pak

h.x/ D f .'.x//'0.x/; x 2 .�
�

2
;
�

2
/:

Jelikož Z
f .t/dt D

1

2

Z
1

1C

�
tp
2

�2 dt c
D

1
p
2
arctg

�
t

p
2

�
; t 2 R;

máme pro funkci

H.x/ D
1

p
2
arctg

�
tg x
p
2

�
; x 2 .�

�

2
;
�

2
/;

rovnost Z
h.x/

c
D H.x/; x 2 .�

�

2
;
�

2
/:

Nechť nyní H je �-periodicky dodefinována na R n f
�
2

C k� I k 2 Zg. Pak též
H 0.x/ D h.x/ na této množině (viz Příklad 9.6.11). Jelikož

lim
x! �

2 �

H.x/ D
�

2
p
2

a lim
x!� �

2 C

H.x/ D �
�

2
p
2
;

je funkce

F.x/ D

(
H.x/C k �p

2
; x 2 .��

2
C k�; �

2
C k�/; k 2 Z;

�

2
p
2

C k �p
2
; x D

�
2

C k�; k 2 Z;

díky Větě 9.1.53 primitivní k h na celém R. |

9.7.23. Příklad. SpočtěteZ
1

sin x
dx a

Z
1

cos x
dx:

Řešení. Pro funkci h.x/ D
1

sinx platí

h.x/ D
1

2 sin x
2
cos x

2

D
1

tg x
2

�
1

2 cos2 x
2

; x 2 .��; 0/ [ .0; �/:

Položíme-li '.x/ D tg x
2
a f .t/ D

1
t
, máme rovnost

h.x/ D f .'.x//'0.x/; x 2 .��; 0/ [ .0; �/:
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Proto Z
h.x/dx c

D log
ˇ̌̌
tg
x

2

ˇ̌̌
; x 2 .��; 0/; x 2 .0; �/:

Díky periodicitě však tato rovnost platí i pro všechna x 2 .k�; .kC1/�/, kde k 2 Z.
Pro výpočet druhé primitivní funkce uvažujme rovnost cos x D sin.�

2
C x/,

x 2 R, a substituční funkci '.x/ D
�
2

C x. Díky Větě ?? a předešlému výpočtu pak
platíZ

1

cos x
dx D

Z
1

sin
�
�
2

C x
� dx

c
D log

ˇ̌̌
tg
��
4

C
x

2

�ˇ̌̌
pro x 2 .

�

2
C k�;

�

2
C .k C 1/�/, k 2 Z:

|

9.7.24. Příklad. Spočtěte Z
1

.2C cos x/ sin x
dx:

Řešení. Primitivní funkci budeme hledat na intervalech .k�; .k C 1/�/, k 2 Z. Jeli-
kož

1

.2C cos x/ sin x
D

sin x
.2C cos x/.sin2 x

D
sin x

.2C cos x/.1 � cos2 x/
;

substitucí t D '.x/ D cos x převedeme úlohu na hledání primtivní funkceZ
�1

.2C t /.1 � t2/
dt:

Snadným rozkladem na parciální zlomky obdržíme

�1

.2C t /.1 � t2/
D

1

3.2C t/
�

1

6.1 � t /
�

1

2.1C t/
:

Tedy Z
�1

.2C t/.1 � t2/
dt c

D
1

3
log.2C t /C

1

6
log.1 � t / �

1

2
log.1C t /

pro t 2 .�1;�2/, t 2 .�2;�1/, t 2 .�1; 1/ a t 2 .1;1/. z čehož plyneZ
1

.2C cos x/ sin x
dx c

D
1

3
log.2C cos x/C

1

6
log.1 � cos x/ �

1

2
log.1C cos x/;

přičemž x 2 .k�; .k C 1/�/ pro k 2 Z. |

9.7.25. Příklad. Spočtěte Z
1

sin2 x C 2 cos2 x
dx:
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Řešení. Použijeme substituci t D '.x/ D tg x, x 2 .��
2
; �
2
/. Stejně jako ve Větě ??

máme '�1.t/ D arctg t , .'�1/0.t/ D
1

1Ct2
, sin2 x D

t2

1Ct2
a cos2 x D

1
1Ct2

. Dostává-
me tak úlohuZ

t2 C 1

.t2 C 2/2
dt D

Z
t2 C 2 � 1

.t2 C 2/2
dt D

Z
1

t2 C 2
�

Z
1

.t2 C 2/2
dt:

První integrál vyjde Z
1

t2 C 2
dt c

D
1

p
2
arctg

�
t

p
2

�
; t 2 R;

zatímco druhý je dle rekurzívního vzorce 9.1.16 rovenZ
1

.t2 C 2/2
c
D

1

4
p
2
arctg

t
p
2

C
1

4

 
t

2.1C . tp
2
/2/

!
; t 2 R:

Dohromady dostávámeZ
t2 C 1

.t2 C 2/2
dt c

D
3

4
p
2
arctg

�
t

p
2

�
�

t

4.2C t2/
; t 2 R:

Dosazením tak získáváme rovnostZ
1

sin2 x C 2 cos2 x
dx c

D
3

4
p
2
arctg

�
tg x
p
2

�
�

tg x
4.tg2 x C 2/

; x 2 .�
�

2
;
�

2
/:

Označme

F.x/ D
3

4
p
2
arctg

�
tg x
p
2

�
�

tg x
4.tg2 x C 2/

:

Z periodicity uvažovaných funkcí plyne, že F je primitivní k zadané funkci
také na každém intervalu tvaru .��

2
C k�; �

2
C k�/, k 2 Z. Jelikož

lim
x! �

2 �

F.x/ D
3�

8
p
2

a lim
x!� �

2 C

F.x/ D �
3�

8
p
2
;

funkce

H.x/ D

(
F.x/C k 3�

4
p
2
; x 2 .��

2
C k�; �

2
C k�/;

3�

8
p
2

C k 3�

4
p
2
; x D

�
2

C k�;
k 2 Z;

je spojitá na R a mimo body �
2

C k� , k 2 Z, je primitivní k funkci zadané. Dle
Věty 9.1.53 se tedy jedná o hledanou primitivní funkci na celém R. |

9.7.26. Příklad. Spočtěte Z
1

2 sin x � cos x C 5
dx:
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Řešení. Použijeme substituci t D '.x/ D tg x
2
, x 2 .��; �/. Pak '�1.t/ D 2 arctg t ,

.'�1/0.t/ D
2

1Ct2
, sin x D

2t
1Ct2

a cos x D
1�t2

1Ct2
. Dosazením získáváme integrálZ

1

3t2 C 2t C 2
dt D

3

5

Z
1

1C

�
3p
5
.t C

1
3
/
�2 dt c

D
1

p
5
arctg

�
3t C 1

p
5

�
; t 2 R:

Pak je funkce

F.x/ D
1

p
5
arctg

�
3 tg x

2
C 1

p
5

�
primitivní k zadané funkci f D

1
2 sinx�cosxC5

na intervalu .��; �/. Z periodicity
uvažovaných funkcí je F primitivní k f i na intervalech .�� C 2k�; � C 2k�/,
k 2 Z. Jelikož

lim
x!��

F.x/ D
�

2
p
5

a lim
x!��C

F.x/ D �
�

2
p
5

funkce

H.x/ D

(
F.x/C k �p

5
; x 2 .�� C 2k�; � C 2k�/;

�

2
p
5

C k �p
5
; x D � C 2k�;

k 2 Z;

je spojitá na R a mimo body � C 2k� , k 2 Z, je primitivní k funkci zadané. Dle
Věty 9.1.53 se tedy jedná o hledanou primitivní funkci na celém R. |

9.7.27. Příklad. Spočtěte Z
1

p
1C x C x2

dx:

Řešení. Polynom x2 C x C 1 je kladný na celé reálné ose, a tedy budeme hledat
primitivní funkci na celém R. Použijeme Eulerovu substituci (viz Věta 9.1.59), tj.
položíme '.x/ D

p
x2 C x C 1 � x. Pak

x D
t2 � 1

1 � 2t
;

p
x2 C x C 1 D

�t2 C t � 1

1 � 2t
a

.'�1/0.t/ D �2
t2 � t C 1

.1 � 2t/2
:

Úlohu jsme tak převedli na hledání primitivní funkceZ
�2�

.1 � 2t/.t2 � t C 1/

.�t2 C t � 2/.1 � 2t/2
dt D 2

Z
1

1 � 2t
dt

c
D � log j1 � 2t j ; t 2 R n

�
1

2

�
:

Proto platíZ
1

p
1C x C x2

dx c
D � log

ˇ̌̌
1 � 2

�p
x2 C x C 1 � x

�ˇ̌̌
; x 2 R:
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|

9.7.28. Příklad. Spočtěte Z
1 �

p
x C 1

1C
3
p
x C 1

dx:

Řešení. Použijeme Větu 9.1.56, takže položíme '.x/ D
6
p
x C 1. Pak .'�1/.t/ D

t6 � 1 a .'�1/0.t/ D 6t5. Úlohu jsme tak převedli na hledání primitivní funkceZ
.1 � t3/6t5

1C t2
dt:

Standardním postupem odvodíme identitu

t8 � t5

t2 C 1
D t6 � t4 � t3 C t2 C t � 1C

�t C 1

t2 C 1
:

Jelikož Z
�t C 1

t2 C 1
dt D

Z
1

t2 C 1
dt �

Z
t

t2 C 1

c
D arctg t �

1

2
log.1C t2/;

máme výsledekZ
.1 � t3/6t5

1C t2
dt c

D �
6

7
t7 C

6

5
t5 C

3

2
t4 � 2t3 � 3t2 C 6t

C 3 log.1C t2/ � 6 arctg t;

kde t 2 R. Nyní jen stačí dosadit t D
6
p
1C x a obdržíme tak hledanou primitivní

funkci pro x 2 .�1;1/. |

9.7.29. Příklad. Spočtěte Z p
x C 1 �

p
x � 1

p
x C 1C

p
x � 1

dx:

Řešení. Jelikož
p
x C 1 �

p
x � 1

p
x C 1C

p
x � 1

D

q
xC1
x�1

� 1q
xC1
x�1

C 1

;

zvolíme substituci t D '.x/ D

q
xC1
x�1

(viz Věta 9.1.56). Pak '�1.t/ D �
1Ct2

1�t2

a .'�1/0.t/ D
�4t

.1�t2/2
. Úlohu tak převedeme na hledání primitivní funkceZ
t � 1

t C 1
�

�4t

.1 � t2/2
dt D

Z
4t

.1C t /3.1 � t /
dt:

Standardním postupem obdržíme rozklad na parciální zlomky

4t

.1C t /3.1 � t /
D

1

2.1 � t /
C

1

2.1C t /
C

1

.1C t /2
�

2

.1C t /3
;
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což znamená, žeZ
4t

.1C t/3.1 � t/
dt c

D
1

2
log

ˇ̌̌̌
1C t

1 � t

ˇ̌̌̌
�

1

1C t
C

1

.1C t/2

pro t 2 .�1;�1/, t 2 .�1; 1/ a t 2 .1;1/. Dosazením t D

q
xC1
x�1

dostaneme
hledanou primitivní funkci na intervalu .1;1/. |

9.7.30. Příklad. Spočtěte Z
1

p
x C

p
1C x

dx:

Řešení. Substitucí t D '.x/ D
p
x C

p
1C x dostáváme

'�1.t/ D

�
t2 � 1

2t

�2
a .'�1/0.t/ D

.t2 � 1/.t2 C 1/

2t3
:

Tím jsme úohu převedli na hledání primitivní funkceZ
1

1C t
�
.t2 C 1/.t2 � 1/

2t3
dt D

1

2

Z
t3 � t2 C t � 1

t3
dt

c
D
1

2

�
t � log jt j �

1

t
C

1

2t2

�
pro t 2 .�1;�1/, t 2 .�1; 0/ a t 2 .0;1/. Dosazením t D

p
x C

p
1C x obdržíme

hledanou primitivní funkci na intervalu .0;1/. |

9.7.31. Příklad. SpočtěteZ
1

x

q
� log2 x C 4 log�3

dx:

Řešení. Substitucí t D log x převedeme úlohu na hledání primitivní funkceZ
1

p
�t2 C 4t � 3

dt:

Jelikož p
�t2 C 4t � 3 D

p
.t � 1/.3 � t / D .3 � t /

r
t � 1

3 � t
; t 2 .1; 3/;

položíme y D '.t/ D

q
t�1
3�t

. Pak '�1.y/ D
3y2C1

y2C1
, .'�1/0.y/ D

4y

.y2C1/2
a 3 � t D

2
y2C1

. Tím obdržímeZ
1

2
y2C1

� y
�

4y

.y2 C 1/2
dy D

Z
2

y2 C 1
dy c

D 2 arctgy; y 2 R:
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Proto platíZ
1

x

q
� log2 x C 4 log�3

dx c
D 2 arctg

s
log x � 1

3 � log x
; x 2 .e; e3/:

|

9.7.32. Příklad. Spočtěte Z
1

p
1C ex C

p
1 � ex

dx:

Řešení. Primitivní funkci budeme hledat na intervalu .�1; 0/. Výpočet započneme
úpravouZ

1
p
1C ex C

p
1 � ex

dx D

Z p
1C ex �

p
1 � ex

.1C ex/ � .1 � ex/
dx

D

Z p
1C ex

2ex
dx �

Z p
1 � ex

2ex
dx:

(9.45)

Podívejme se nejprve na první člen. V něm provedeme substituci t D '.x/ D
p
1C ex , x 2 .�1; 0/. Pak '�1.t/ D log.t2 � 1/ a .'�1/0.t/ D

2t
t2�1

. Úlohu jsme tak
převedli na výpočet primitivní funkceZ

t2

.t2 � 1/2
dt:

Dle Věty ?? existují čísla A;B;C;D 2 R splňující

t2

.t2 � 1/2
D

A

t � 1
C

B

.t � 1/2
C

C

t C 1
C

D

.t C 1/2
; t 2 R n f�1; 1g:

Úpravou a použitím spojitosti dostáváme rovnost

t2 D A.t3C t2� t �1/CB.t2C2tC1/CC.t3� t2� tC1/CD.t2�2tC1/; t 2 R:

Systém rovnic
AC C D 0

AC B � C CD D 1

�AC 2B � C � 2D D 0

�AC B C C CD D 0

má řešení

A D
1

4
; B D

1

4
; C D �

1

4
; D D

1

4
:

Proto platí Z
t2

.t2 � 1/2
dt c

D
1

4
log

ˇ̌̌̌
t � 1

t C 1

ˇ̌̌̌
�

1

4.t � 1/
�

1

4.t C 1/
:
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V druhém výrazu z (9.45) provedeme substituci t D '.x/ D
p
1 � ex. Pak

'�1.t/ D log.1 � t2/ a .'�1/0.t/ D �
2t
1�t2

. Dostaneme tak integrálZ
�t2

.1 � t2/2
dt:

Použitím první části výpočtu obdržímeZ
1

p
1C ex C

p
1 � ex

dx c
D
1

4
log

ˇ̌̌̌
t1 � 1

t1 C 1

ˇ̌̌̌
�

1

4.t1 � 1/
�

1

4.t1 C 1/

C
1

4
log

ˇ̌̌̌
t2 � 1

t2 C 1

ˇ̌̌̌
�

1

4.t2 � 1/
�

1

4.t2 C 1/
;

kde t1 D
p
1C ex a t2 D

p
1 � ex. Výpočet přitom platí na intervalu .�1; 0/. |

Určitý integrál.

9.7.33. Příklad. Nalezněte limitu

lim
n!1

 
2

1
n

nC 1
C

2
2
n

nC
1
2

C � � � C
2

n
n

nC
1
n

!
Řešení. Jelikož

n

nC 1

nX
kD1

2
k
n

n
D

nX
kD1

2
k
n

nC 1
�

nX
kD1

2
k
n

nC
1
k

�

nX
kD1

2
k
n

n
;

stačí dle Věty 2.2.44 určit limitu výrazu

1

n

nX
kD1

2
k
n :

Uvážíme-li však funkci f .x/ D 2x , x 2 Œ0; 1�, obdržíme riemannovsky integrovatel-
nou funkci na Œ0; 1� (viz Věta 9.2.20) a dle Důsledku 9.2.13 máme

lim
n!1

1

n

nX
kD1

2
k
n D .R/

Z 1

0

2x dx D .N /

Z 1

0

2x dx D
1

log 2
Œ2x �

1
0 D

1

log 2
:

|

9.7.34. Příklad. Nalezněte derivaci funkce

f .x/ D

Z x3

x2

1
p
1C t4

dt; x 2 R:

Řešení. Označme
g.t/ D

1
p
1C t4

; t 2 R;

a

F.x/ D

Z x

0

g.t/dt D

Z x

0

1
p
1C t4

dt; x 2 R:
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Dle Věty 9.2.28 platí

F 0.x/ D g.x/; x 2 R:

Tedy

f 0.x/ D
�
F.x3/ � F.x2/

�0
D g.x3/3x2 � g.x2/2x

D
3x2

p
1C x12

�
2x

p
1C x8

; x 2 R:

|

9.7.35. Příklad. Nalezněte limitu

lim
x!1

R x
0
.arctg t /2 dt
p
x2 C 1

:

Řešení. Pomocí l’Hospitalova pravidla odvodíme

lim
x!1

R x
0
.arctg t /2 dt
p
x2 C 1

D lim
x!1

.arctg x/2
2x

2
p
x2C1

D

��
2

�2
:

|

9.7.36. Příklad. Vypočtěte integrálZ 100�

0

p
1 � cos 2x dx:

Řešení. Použitím Věty 9.3.15 a Příkladu 9.6.11 dostanemeZ 100�

0

p
1 � cos 2x dx D

1

2

Z 200�

0

p
1 � cosy dy D 50

Z 2�

0

p
1 � cosy dy

D 50

�Z �

0

p
1 � cosy dy C

Z 2�

�

p
1 � cosy dy

�
D 100

Z �

0

p
1 � cosy dy D 100

Z �

0

siny
p
1C cosy

dy

D 100

Z 2

0

1
p
t
dt D 200

hp
t
itD2
tD0

D 200
p
2:

|

9.7.37. Příklad. Spočtětě integrálZ 2�

0

1

1C " cos x
dx;

kde " 2 Œ0; 1/.
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Řešení. Použitím substituce cotg x
2

D t , kde cos x D
t2�1
t2C1

, dostáváme

Z 2�

0

1

1C " cos x
dx D

Z 1

�1

1

1C " t
2�1
t2C1

�
2

1C t2
dt

D

Z 1

�1

2

t2.1C "/C 1 � "
dt

D
4

1 � "

Z 1

0

1

1C

�
t

q
1C"
1�"

�2 dt

D

"
4

1 � "

r
1 � "

1C "
arctg

 
t

r
1C "

1 � "

!#yD1

tD0

D
�

2

4p
.1 � "/.1C "/

D
2�

p
1 � "2

:

|

9.7.38. Příklad. Spočtětě integrál

Z p
3

0

x arctg x dx:

Řešení. Pomocí Věty 9.3.14 dostáváme

Z p
3

0

x arctg x dx D

�
x2

2
arctg x

�p
3

0

�
1

2

Z p
3

0

x2

x2 C 1
dx

D
3

2

�

3
�
1

2

 Z p
3

0

x2 C 1 � 1

x2 C 1
dx

!

D
�

2
�
1

2

�p
3 �

�

3

�
D
2�

3
�

p
3

2
:

|

9.7.39. Příklad. Spočtětě integrálZ e

1
e

ˇ̌
log x

ˇ̌
dx:
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Řešení. Platí Z e

1
e

ˇ̌
log x

ˇ̌
dx D

Z 1

1
e

.� log x/dx C

Z e

1

log x dx

D
�
�x log x C x

�1
"�1 C

�
x log x � x

�e
1

D 2 �
2

e
:

|

9.7.40. Příklad. Vyšetřete konvergenci integrálůZ 1

0

x˛ dx;
Z 1

1

x˛ dx;

kde ˛ je reálný parametr.

Řešení. Jelikož Z 1

0

x˛ dx D

˚ h
x˛C1

˛C1

i1
0
; ˛ ¤ �1;�

log x
�1
0
; ˛ D �1

integrál
R 1
0
x˛ dx konverguje právě tehdy, když ˛ > �1.

Podobně odvodíme, že
R1

1
x˛ dx konverguje právě tehdy, když ˛ < �1. |

9.7.41. Příklad. Vyšetřete konvergenci integrálůZ 1
2

0

x˛
ˇ̌
log x

ˇ̌ˇ dx;
Z 1

10

x˛
ˇ̌
log x

ˇ̌ˇ dx;

kde ˛ a ˇ jsou reálné parametry.

Řešení. Uvažujme nejprve první integrál. Integrovaná funkce má v bodě 1
2
vlastní

limitu a na intervalu .0; 1
2
/ je spojitá. Je tedy třeba vyšetřit její integrovatelnost

u bodu 0.
Pokud ˛ > �1, zvolíme ˛0 2 .�1; ˛/ a díky platnosti vztahu

lim
x!0C

x˛�˛0 ˇ̌
log x

ˇ̌ˇ
D 0

odvodíme odhad
x˛
ˇ̌
log x

ˇ̌ˇ
� x˛

0

;

který platí ne nějakém okolí .0; ı/. Jelikož
R ı
0
x˛

0 konverguje (viz Příklad 9.7.40),
konverguje dle Věty 9.4.1 i integrál původní.

Pokud ˛ D �1, platíZ 1
2

0

x�1
ˇ̌
log x

ˇ̌ˇ
D

�
�

h
.� logx/ˇC1

ˇC1

i 1
2

0
; ˇ ¤ �1;

�
�
log.� log x/

� 1
2

0
; ˇ D �1:

Tedy intergrál konverguje pro ˇ < �1.
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Je-li konečně ˛ < �1, zvolíme ˛0 2 .˛;�1/ a díky platnosti vztahu

lim
x!0C

x˛�˛0 ˇ̌
log x

ˇ̌ˇ
D 1

odvodíme odhad
x˛
ˇ̌
log x

ˇ̌ˇ
� x˛

0

;

který platí na nějakém okolí .0; ı/. Z divergence integrálu
R ı
0
x˛

0 pak plyne diver-
gence integrálu zadaného.

Závěrem tedy lze říci, že integrál konverguje právě tehdy, když ˛ > �1 nebo
když ˛ D �1 a ˇ < �1.

Druhý integrál bychom vyšetřili obdobným způsobem, přičemž by nám vyšlo,
že konverguje právě tehdy, když ˛ < �1 nebo když ˛ D �1 a ˇ < �1. |

9.7.42. Příklad. Dokažte, žeZ �
2

0

log.sin x/dx D �
�

2
log 2:

Řešení. Snadno ověříme, že integrál konverguje. Vskutku,

lim
x!0C

log.sin x/
log x

D lim
x!0C

log
� sinx
x

�
C log x

log x
D 1;

a log x je funkce integrovatelná u 0 (viz Příklad 9.7.41).
Nyní pomocí substituce x D 2t mámeZ �

2

0

log.sin x/dx D

Z �
4

0

log.2 sin t cos t/dt

D 2

 Z �
4

0

log 2dt C

Z �
4

0

log.sin t /dt C

Z �
4

0

log.cos t/

!
:

Jelikož substitucí t D
�
2

� u v posledním integrálu získávámeZ �
4

0

log.cos t/dt D

Z �
2

�
4

log.sinu/du;

platí Z �
2

0

log.sin x/dx D
� log 2
2

C 2

Z �
2

0

log.sin x/dx:

Tím je požadovaná rovnost dokázána. |

9.7.43. Příklad. Vypočtěte integrályZ �
2

0

x

tg x
dx;

Z 1

0

log x
p
1 � x2

dx a
Z 1

0

arcsin x
x

dx:
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Řešení. První integrál převedeme pomocí per partes naZ �
2

0

x

tg x
dx D

�
x log.sin x/

��
2

0
�

Z �
2

0

log.sin x/dx D
� log 2
2

:

V druhém provedeme substituci x D sin t a dostanemeZ 1

0

log x
p
1 � x2

dx D

Z �
2

0

log.sin t/dt D �
� log 2
2

:

Třetí pak opět pomocí per partes vyčíslíme jakoZ 1

0

arcsin x
x

D
�
arcsin x log x

�1
0

�

Z 1

0

log x
p
1 � x2

dx D
� log 2
2

:

|

Konvergence integrálu.

9.7.44. Příklad. Vyšetřete konvergenci integrálůZ 1

0

log x
1 � x2

dx;
Z 1

0

log x
1C x2

dx:

Řešení. Integrandy jsou spojité funkce, takže stačí vyšetřit existenci integrálů v kraj-
ních bodech daných intervalů. Podívejme se nejprve na funkci f .x/ D

� logx
1�x2 . Pak

pro g.x/ D � log x platí limx!0C

f .x/
g.x/

D 1. Jelikož má g.x/ u 0 konvergentní in-
tegrál, dle Věty 9.4.5 má u 0 i f .x/ konvergentní integrál. Tedy i �f .x/ (což je
zadaná funkce) má u 0 konvergentní integrál.

U bodu 1 platí

lim
x!1�

log x
1 � x2

D lim
x!1�

log x
1 � x

�
1

1C x
D �

1

2
;

a tedy je zadaná funkce u 1 jakožto omezená funkce integrovatelná.
Závěr tedy je, že první integrál konverguje.
Druhý integrand u 0 srovnáme s funkcí log x, co je funkce u 0 integrovatelná.

U nekonečna se integrand chová jako logx
x2 (tj. pro f .x/ D

logx
1Cx2 a g.x/ D

logx
x2 platí

limx!1
f .x/
g.x/

D 1, co je integrovatelná funkce. Tedy i f je integrovatelná u neko-
nečna. Dohromady máme, že i druhý integrál je konvergentní.

|

9.7.45. Příklad. Vyšetřete konvergenci integráluZ 1

0

x � sin x
x˛

dx;

kde ˛ je reálný parametr.
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Řešení. Integrand f .x/ je nezáporná spojitá funkce na .0;1/, budeme tak vyšetřo-
vat integrovatelnost v krajních bodech tohoto intervalu. Položíme g.x/ D x3�˛.
Pak

lim
x!0C

f .x/

g.x/
D lim
x!0C

x � sin x
x3

D
1

6
:

DleVěty 9.4.5 konverguje f u 0právě thedy, když u 0 konverguje g. To však nastává
právě pro 3 � ˛ > �1, tj. ˛ < 4.

U nekonečna uvážíme funkci g.x/ D
1

x˛�1 . Pak

lim
x!1

f .x/

g.x/
D lim
x!1

x � sin x
x

D 1;

a tedy f má u nekonečna konvergentní integrál právě thedy, když g je integrova-
telná u nekonečna. To však nastává právě pro ˛ � 1 > 1.

Dohramdy tak máme, že integrál konverguje právě thedy, když ˛ 2 .2; 4/.
|

9.7.46. Příklad. Vyšetřete konvergenci integráluZ 1

0

sin
�
1
x

�
arctg x
x

dx:

Řešení. Daná funkce f .x/ je integrovatelná u 0, neboť zde je omezená (limx!0C

arctgx
x

D

1 a sin
�
1
x

�
je omezená). U nekonečna f srovnáme s funkcí g.x/ D

1
x2 , neboť pak

máme

lim
x!1

f .x/

g.x/
D lim
x!!1

sin
�
1
x

�
1
x

arctg x D
�

2
:

Jelikož je g integrovatelná u nekonečna, je i f integrovatelná u nekonečna. Proto
je f integrovatelná na .0;1/. |

9.7.47. Příklad. Vyšetřete konvergenci integráluZ �
2

0

log.cos x/ tg˛ x dx;

kde ˛ je reálný parametr.

Řešení. Co se týče integrovatlenosti daná funkce f u 0, položme g.x/ D x˛C2. Pak

lim
x!0C

f .x/

g.x/
D

log.cos x/
cos x � 1

cos x � 1

x2

�
sin x
x

�p
1

cosp x
D �

1

2
:

Tedy f je integrovatelná u 0 právě tehdy, když g je integrovatelná u 0. To nastává
v případě ˛ > �3.

Situaci u bodu �
2
nám pomůže objasnit funkce

g.x/ D
log

�
�
2

� x
��

�
2

� x
�˛ :
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Pak

lim
x! �

2 �

f .x/

g.x/
D lim
x! �

2 �

sin˛ x
� �
2

� x

cos x

�˛ log.cos x/
log.�

2
� x

D 1 � 1 � lim
x! �

2 �

log. cosx�
2 �x

/C log.�
2

� x/

log.�
2

� x/
D 1:

Jelikož je funkce g integrovatelná u �
2
zleva právě thedy, když ˛ < 1 (viz Pří-

klad 9.7.41, máme dle Věty 9.4.5 nutnou a postačující podmínku pro integrovatel-
nost f u �

2
.

Závěr tedy jest, že integrál konverguje právě tehdy, když ˛ 2 .�3; 1/.
|

9.7.48. Příklad. Vyšetřete absolutní i neabsolutní konvergenci integráluZ 1

1

sin x
x˛

dx;

kde ˛ je reálný parametr.

Řešení. Vzhledem ke spojitosti dané funkce f na Œ1;1/ stačí vyšetřit její integro-
vatelnost v nekonečnu. Je-li ˛ > 1, platí jf .x/j �

1
x˛ , a tedy f je absolutně inte-

grovatelná. Je-li ˛ 2 .0; 1�, má sin x omezenou primitivní funkci a x�˛ je klesající
funkce s limitou 0 v nekonečnu. Dle Věty 9.4.8 je integrál z f konvergentní. Pokud
˛ 2 .�1; 0�, máme pro každé n 2 N odhadˇ̌̌̌

ˇ
Z .2nC1/�

2n�

sin xx�˛ dx

ˇ̌̌̌
ˇ � .2n�/�˛

Z .2nC1/�

2n�

sin x dx D 2 � .2n�/�˛:

Z tohoto odhadu vidíme neplatnost Bolzanovy-Cauchyovy podmínky pro primi-
tivní funkci k f v nekonečnu. Integrál tak není v tomto případě konvergentní.

Uvažujme nyní znovu ˛ 2 .0; 1�. Pak pro přirozená čísla n < m platíZ 2m�

2n�

sin x
x˛

dx D

m�1X
kDn

Z 2.kC1/�

2k�

sin x
x˛

dx

�

m�1X
kDn

1

.2.k C 1/�/˛

Z 2.kC1/�

2k�

jsin xj dx

D 21�˛��˛

m�1X
kDn

1

.k C 1/˛
:

Jelikož je řada
P1

kD1.kC1/�˛ divergentní, plyne z předcházejícího odhadu neplat-
nost Bolzanovy-Cauchyovy podmínky pro primitivní funkci k f v nekonečnu.

Integrál je tak konvergentní právě tehdy, když ˛ > 0, a je absolutně konver-
gentní právě thedy, když ˛ > 1.

|
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9.7.49. Příklad. Vyšetřete absolutní i neabsolutní konvergenci integráluZ 1

0

.cos x � e� x2

2 /x�˛ dx;

kde ˛ je reálný parametr.

Řešení. Jelikož

cos x D 1 �
x

2
C
x4

24
C o.x4/

a

e� x2

2 D 1 �
x2

2
C
x4

8
C o.x4/;

dostáváme pro danou funkci f vztah

lim
x!0C

f .x/

x4�˛
D lim
x!0C

�
x4

12
C o.x4/

x4
D �

1

12
:

Tedy f je integrovatelná u 0 právě tehdy, když 4 � ˛ > �1, tj. ˛ < 5.

Zkoumejme nyní situaci v nekonečnu. Povšimněme si, že e� x2

2 x�˛ je (absolut-
ně) integrovatelná v nekonečnu pro každé ˛. To totiž ihned plyne z odhadu

e� x2

2 x�˛
� x�2

platného na nějakém okolí 1, který odvodíme z limity

lim
x!1

e� x2

2 x
 D 0; 
 2 R:

Pro ˛ > 1 tak máme odhad

jf .x/j �
2

x˛
;

a tedy je f absolutně integrovatelná.

Pokud ˛ 2 .0; 1�, jsou funkce cosx
x˛ a e� x2

2 x�˛ integrovatelné, a tedy i f je
integrovatelná. Není však absolutně integrovatelná, neboť máme odhad

jf .x/j �
jcos xj

x˛
� e� x2

2 x�˛;

kde na pravé straně je součet divergentní a konvergentní funkce, tj. funkce s diver-
gentním integrálem.

Pokud ˛ 2 .�1; 0�, integrál
R1

10
cosx
x˛ dx diverguje (viz Příklad 9.7.48). JelikožR1

10
e� x2

2 x�˛ dx konverguje, diverguje i
R1

10
f .x/dx.

Závěr tedy jest, že
R1

0
f .x/dx konverguje právě tehdy, když ˛ 2 .0; 5/. Dále

daný integrál konverguje absolutně právě tehdy, když ˛ 2 .1; 5/.
|
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9.7.50. Příklad. Vyšetřete absolutní i neabsolutní konvergenci integrálůZ 1

10

sin2 x
x

dx;
Z 1

10

sin x
x C 2 sin x

dx;
Z 1

10

sin x
p
x C 2 sin x

dx:

Řešení. U prvního integrálu vyšetřujeme díky nezápornosti integrandu pouze ab-
solutní konvergenci. Jelikož však

sin2 x
x

D
1

2x
�

cos 2x
2x

;R1

10
1
2x

diverguje a
R1

10
cos2x
2x

konverguje (viz Věta 9.4.8), diverguje i integrál
R1

10
sin2 x
x

.
U druhého integrálu odhadnemeˇ̌̌̌

sin x
x C 2 sin x

�
sin x
x

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
ˇx sin x � x sin x � 2 sin2 x

x.x C 2 sin x/

ˇ̌̌̌
ˇ

�
2

x.x � 2/

Funkce sinx
xC2 sinx �

sinx
x

je tak integrovatelná (viz Věta 9.4.1), což díky integrovatel-
nosti funkce sinx

x
implikuje integrovatelnost funkce

sin x
x C 2 sin x

D

�
sin x

x C 2 sin x
�

sin x
x

�
C

sin x
x

:

U absolutní konvergence použijeme odhadˇ̌̌̌
sin x

x C 2 sin x

ˇ̌̌̌
�

jsin xj

x C 2
D

jsin xj

x

x

x C 2
;

který dává díky Příkladu 9.7.48 a Větě 9.4.8(A) divergenci daného integrálu.
U třetího integrálu postupujeme obodobně jako u předešlého, dostaneme však

odhad ˇ̌̌̌
sin x

p
x C 2 sin x

�
sin x
p
x

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
ˇ 2 sin2 x
p
x.

p
x C 2 sin x/

ˇ̌̌̌
ˇ �

2 sin2 x
p
x.

p
x C 2/

:

Snadno odvodíme, že funkce na pravé straně této nerovnosti není integrovatelná,
a tedy je funkce

sin x
p
x C 2 sin x

D

�
sin x

p
x C 2 sin x

�
sin x
p
x

�
C

sin x
p
x

součtem funkce s konvergentním integrálem a funkce s divergentním integrálem.
Jední se tedy o neintegrovatelnou funkci.

|

9.7.51. Příklad. Vyšetřete absolutní i neabsolutní konvergenci integráluZ 1

0

x sin x4 dx
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Řešení. U 0 jest funkce spojitá, a tedy integrovatelná. Dále pišmeZ 1

1

x sin x4 dx D

Z 1

1

4x3 sin x4
1

4x2
dx:

Jelikož je funkce
R
4x3 sin x4 D � cos x4 omezená a 1

4x2 konverguje v nekonečnu
monotónně k nule, konverguje integrál dle Věty 9.4.8(D).

U absolutní konvergence je třeba znovu vyzkoumat integrovatelnost v neko-
nečnu. K tomuto účelu použijeme substituci x4 D y a obdržímeZ 1

1

x
ˇ̌
sin x4

ˇ̌
dx D

Z 1

1

4
p
y
siny

4y
3
4

dy D
1

4

Z 1

1

jsinyj

y
1
2

dy;

což je divergentní integrál (viz Příklad 9.7.48). Tedy je daný integrál absolutně
divergentní. |

9.7.52. Příklad. Vyšetřete absolutní i neabsolutní konvergenci integráluZ 1

1

x˛ sin.x C log x/dx;

kde ˛ je reálný parametr.

Řešení. Označme '.x/ D xC log x. Jelikož '0.x/ D 1C
1
x
, vidíme, že 1 � '0 � 2 a '0

klesá. Tedy '0 i 1
'0 jsou omezené monotónní funkce. Dle Věty 9.4.8(A) tak platíZ 1

1

x˛ sin'.x/dx konverguje ”

Z 1

1

x˛.sin'.x//'0.x/dx konverguje.

Budeme tak vyšetřovat konvergenci druhého integrálu.
Označme  .x/ D '0.x/ sin'.x/. Pak

R
 .x/dx D � cos'.x/ je omezená, a te-

dy v případě ˛ < 0 integrál konverguje dle Věty 9.4.8(D). Pokud ˛ D 0, integrál
diverguje, neboť Z 1

1

'0.x/ sin'.x/dx D Œ� cos'.x/�11

neexistuje (viz Příklad 4.4.15). Je-li ˛ > 0, pak integrál diverguje. V opačném pří-
padě by totiž integrál Z 1

1

 .x/dx D

Z 1

1

x˛ .x/x�˛ dx

konvergoval dle Věty 9.4.8(A), což dle předcházející části neplatí. Integrál tak kon-
verguje pro ˛ < 0.

Vyzkoumejme nyní absolutní konvergenci. Podobně jako výše odvodíme z Vě-
ty 9.4.8(A), žeZ 1

1

x˛ jsin'.x/j dx konverguje ”

Z 1

1

x˛ jsin'.x/j'0.x/dx konverguje.

Pro případ ˛ < �1 je zjevně integrál konvergentní. Předpokládejme, že ˛ 2 Œ�1; 0/.
Zvolme libovolné n;m 2 N, n < m, a nechť x; y 2 Œ1;1/ splňují '.a/ D n�
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a '.b/ D m� (Takové body existují, neboť ' W Œ1;1/ ! Œ1;1/ je rostoucí bijekce.)
Pak Z 1

a

x˛ jsin'.x/j'0.x/dx �

Z b

a

x˛ jsin'.x/j'0.x/dx

� b˛
Z b

a

jsin'.x/j'0.x/dx D b˛
Z m�

n�

jsinyj dy

D b˛2.m � n/:

Jelikož
b � b C log b D '.b/ D m�;

platí b˛ � .m�/˛. TedyZ 1

a

x˛ jsin'.x/j'0.x/dx � 2
�
m1C˛

� b˛n
�

D 2
�
m1C˛

� n.'�1.m�//˛
�

� 2
�
1 � n.'�1.m�//˛

�
:

(9.46)

Protože limm!1.'
�1.m�//˛ D 0, dostáváme z (9.46) neplatnost Bolzanovy-Cau-

chyovy podmínky v nekonečnu.
Vskutku, nechť x0 2 .1;1/ je libovolné. Zvolíme n 2 N tak, aby '�1.n�/ > x0

a nechť m > n je takové přirozené číslo, že n.'�1.m�//˛ < 1
2
. Pak (9.46) dáváZ 1

x0

x˛ jsin'.x/j'0.x/dx �

Z 1

a

x˛ jsin'.x/j'0.x/dx > 1:

Tím je ukázáno, že daný integrál diverguje absolutně pro ˛ 2 Œ�1; 0/. |

9.7.53. Příklad. Vyšetřete konvergenci integráluZ 1

1

sin.sin x/
x

dx

Řešení. Ukážeme nejprve, že pro libovolné a < b platíˇ̌̌̌
ˇ
Z b

a

sin.sin x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ � 2�: (9.47)

Je-li totiž b�a � 2� , pak odhad zjevně platí. V opačném případě nalezneme k 2 N
takové, že aC k2� � b a aC .k � 1/2� < b. Pakˇ̌̌̌

ˇ
Z b

a

sin.sin x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ
Z aCk2�

a

sin.sin x/dx �

Z aC2k�

b

sin.sin x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
Z aC2k�

b

sin.sin x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ � 2�;
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neboť Z aCk2�

a

sin.sin x/dx D

k�1X
nD0

Z aC.nC1/2�

aCn2�

sin.sin x/dx D 0:

Tato rovnost platí díky výpočtuZ 2�

0

sin.sin x/dx D

Z �

0

sin.sin x/dx C

Z 2�

�

sin.sin x/dx

D

Z �

0

sin.sin x/dx C

Z �

0

sin.sin.y C �//dy

D

Z �

0

sin.sin x/dx C

Z �

0

sin.� siny/dy D 0:

Tím je (9.47) dokázána.
Ověřme nyní platnost Bolzanovy-Cauchyovy podmínky pro daný integrál. Pro

dané " 2 R, " > 0, položme x0 D maxf1; 4�"�1g. Pak pro a; b 2 .x0;1/, a < b,
existuje dle Věty 9.4.13 c 2 .a; b/ takové, žeZ b

a

sin.sin x/
x

dx D
1

a

Z c

a

sin.sin x/dx C
1

b

Z b

c

sin.sin x/dx:

Z toho dostáváme díky (9.47)ˇ̌̌̌
ˇ
Z b

a

sin.sin x/
x

dx

ˇ̌̌̌
ˇ �

"

4�

ˇ̌̌̌Z c

a

sin.sin x/dx
ˇ̌̌̌
C

"

4�

ˇ̌̌̌
ˇ
Z b

c

sin.sin x/dx

ˇ̌̌̌
ˇ

�
"

4�
2� C

"

4�
2� D ":

Tím je konvergence daného integrálu dokázána. |

9.7.54. Příklad. Vyšetřete konvergenci integrálu

Z 1

0

sin
�
1
x2

�
�
2

� arccotg x
dx:

Řešení. Platí �
2

� arccotg x D arctg x, takže můžeme psát

Z 1

0

sin
�
1
x2

�
�
2

� arccotg x
dx D

Z 1

0

.sin x�2/.�2x�3/
�x2

2

x

arctg x
dx:

Jelikož je
R
.sin x�2/.�2x�3/dx D cos x�2 omezená a limx!0C

�x2

2
D 0, konvergu-

je dle Věty 9.4.8(D) integrálZ 1

0

.sin x�2/.�2x�3/
�x2

2
dx:
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K ověření konvergence stačí nyní dle Věty 9.4.8(A) ukázat, že je funkce x 7!
x

arctgx
na nějakém pravém okolí bodu 0 omezená a monotónní. Její omezenost je zřejmá,
neboť má v 0 vlastní limitu. Dále platí

arctg x
x

D

1X
nD0

.�1/n
x2n

2nC 1
; x 2 .�1; 1/ n f0g;

a tedy pro funkci

f .x/ D

(
arctgx
x

; x 2 R n f0g;

1; x D 0;

platí

f 0.0/ D 0 a f 00.0/ D �
2

3
:

Jelikož má f spojitou druhou derivaci, platí f 00 < 0 pro nějaké .0; ı/. Tedy f 0 klesá
na .0; ı/, což implikuje, že f 0 < 0 na .0; ı/. Tedy f klesá na .0; ı/. Proto je funkce
1
f
monotónní na .0; ı/ a důkaz je tak hotov. |





KAPITOLA 10

Metrické prostory

Tato kapitola je věnována metrickým prostorům, tj. množinám, na kterých je
dán způsob měření vzdálenosti. Metrické prostory nám umožní definovat pojem
spojitosti obecněji než tomu bylo v Kapitole 4. Dále budeme zkoumat některé dů-
ležité typy metrických prostorů. Výsledky této kapitoly budeme později často po-
užívat.

10.1. Základní pojmy

10.1.1. Definice. Nechť P je množina a % W P � P ! Œ0;1/ je funkce splňující
následující tři podmínky:

(a) 8x; y 2 P W %.x; y/ D 0 , x D y,
(b) 8x; y 2 P W %.x; y/ D %.y; x/,
(c) 8x; y; ´ 2 P W %.x; ´/ � %.x; y/C %.y; ´/.

Potom funkci % nazýváme metrikou na P a dvojici .P; %/ nazýváme metrickým
prostorem. Jsou-li x; y prvky množiny P , pak nezáporné číslo %.x; y/ nazýváme
jejich vzdáleností.

10.1.2. Metrický prostor .P; %/ sestává z množiny prvků P a z funkce %, pomo-
cí které mezi prvky P měříme vzdálenost. V tomto kontextu budeme o prvcích
množiny P hovořit jako o bodech. Definice metrického prostoru připouští i mož-
nost, že P je prázdná množina. Podmínky (a)—(c) vyjadřují přirozené požadavky,
které by měl splňovat libovolný způsob měření vzdálenosti na jakékoli množině.
Podmínka (a) vyjadřuje jednak to, že dva různé body mají vždy od sebe kladnou
vzdálenost a jednak to, že vzdálenost každého bodu od sebe sama je vždy nulová.
Podmínka (b) říká, že vzdálenost bodu x od bodu y je vždy stejná jako vzdálenost
bodu y od bodu x. Podmínka (c), kterou nazýváme trojúhelníkovou nerovností,
je dalším přirozeným požadavkem.

10.1.3. Úmluva. Přestože metrický prostor .P; %/ je dvojice (množina, metrika),
často používáme obratu „metrický prostorP “, pokud je volbametriky zřejmá z kon-
textu.

Příklady metrických prostorů. Následující série příkladů ilustruje právě de-
finovaný pojem metrického prostoru. S metrickými prostory z těchto příkladů se
budeme setkávat i později.

537
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10.1.4. Příklad. Definujme funkci % na R � R předpisem

%.x; y/ D jx � yj; x; y 2 R:

Dokažte, že .R; %/ tvoří metrický prostor.

Řešení. Pro každé x; y 2 R platí jx�yj 2 Œ0;1/. Stačí tedy ověřit platnost podmínek
(a)–(c) z Definice 10.1.1. Podmínky (a) a (b) jsou však zřejmě splněny a podmínka
(c) plyne z Důsledku 1.5.11(b). |

10.1.5. Úmluva. V dalším textu budeme na metrickém prostoru R vždy uvažovat
metriku % definovanou v Příkladu 10.1.4, pokud nebude výslovně řečeno jinak.

Občas budeme (nejen v této kapitole) využívat následující užitečnou nerov-
nost.

10.1.6. Věta (Cauchyova nerovnost). Nechť n 2 N a nechť a1; : : : ; an, b1; : : : ; bn
jsou reálná čísla. Pak platí� nX

iD1

aibi

�2
�

� nX
iD1

a2i

�� nX
iD1

b2i

�
: (10.1)

Důkaz. Pokud jsou všechna čísla a1; : : : ; an rovna nule, pak v (10.1) nastává rov-
nost. Předpokládejme nyní, že alespoň jedno z čísel a1; : : : ; an je různé od nuly.
Uvažujme výraz

nX
iD1

.aix C bi /
2; (10.2)

který lze přepsat na tvar� nX
iD1

a2i

�
x2 C 2

� nX
iD1

aibi

�
x C

nX
iD1

b2i :

Koeficient u x2 je nenulový a výraz (10.2) je nezáporný pro libovolné x reálné,
takže rovnice � nX

iD1

a2i

�
x2 C 2

� nX
iD1

aibi

�
x C

nX
iD1

b2i D 0

má nejvýše jeden reálný kořen. Diskriminant této rovnice je tedy menší nebo roven
nule. Odtud plyne, že

4
� nX
iD1

aibi

�2
� 4

� nX
iD1

a2i

�� nX
iD1

b2i

�
� 0;

což snadno dává (10.1). �

10.1.7. Příklad. Nechť n 2 N. Definujme funkci %2 na Rn � Rn předpisem

%2.x; y/ D

p
nX
iD1

.xi � yi /
2;
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kde x D Œx1; : : : ; xn�, y D Œy1; : : : ; yn�. Dokažte, že .Rn; %2/ tvoří metrický prostor.

Řešení. Pro každé x; y 2 Rn platí %2.x; y/ 2 Œ0;1/ a podmínky (a), (b) z De-
finice 10.1.1 jsou zřejmě splněny. Ověříme podmínku (c). Nechť x; y; ´ 2 Rn,
x D Œx1; : : : ; xn�, y D Œy1; : : : ; yn� a ´ D Œ´1; : : : ; ´n�. Označme ai D xi � yi
a bi D yi � ´i , i D 1; : : : ; n. Potom z Cauchyovy nerovnosti (Věta 10.1.6) vyplývá,
že

%2.x; ´/ D

p
nX
iD1

.ai C bi /
2

D

p
nX
iD1

a2i C 2

nX
iD1

aibi C

nX
iD1

b2i

�

q
nX
iD1

a2i C 2

p
nX
iD1

a2i

p
nX
iD1

b2i C

nX
iD1

b2i

D

p
nX
iD1

a2i C

p
nX
iD1

b2i D

p
nX
iD1

.xi � yi /
2

C

p
nX
iD1

.yi � ´i /
2

D %2.x; y/C %2.y; ´/:

Tím jsme ověřili, že .Rn; %2/ je metrický prostor. |

10.1.8. Funkci %2 z Příkladu 10.1.7 nazýváme eukleidovskou metrikou na Rn.
Symbol %2 je zvolen z důvodů, které budou zřejmé z dalšího textu. Pro n D 1

splývá metrika %2 na R s metrikou % zavedenou v Příkladu 10.1.4. Pokud budeme
pracovat s prostorem Rn, budeme na něm vždy uvažovat metriku %2, nebude-li
výslovně řečeno jinak.

10.1.9. Příklad. Nechť n 2 N. Definujme funkci %1 na Rn � Rn předpisem

%1.x; y/ D

nX
iD1

jxi � yi j; (10.3)

kde x D Œx1; : : : ; xn� a y D Œy1; : : : ; yn�. Dokažte, že .Rn; %1/ tvoří metrický prostor.

Řešení. Pro každé x; y 2 Rn platí %1.x; y/ 2 Œ0;1/ a podmínky (a), (b) z Defini-
ce 10.1.1 jsou zřejmě splněny. Zbývá tedy ověřit podmínku (c). Nechť x; y; ´ 2 Rn,
x D Œx1; : : : ; xn�, y D Œy1; : : : ; yn� a ´ D Œ´1; : : : ; ´n�. Potom z Důsledku 1.5.11(b)
vyplývá, že

%1.x; ´/ D

nX
iD1

jxi � ´i j �

nX
iD1

�
jxi � yi j C jyi � ´i j

�
D %1.x; y/C %1.y; ´/:

Tím je ověřena platnost podmínky (c). Dokázali jsme tedy, že .Rn; %1/ je metrický
prostor. |
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10.1.10. Příklad. Nechť n 2 N. Definujme funkci %1 na Rn � Rn předpisem

%1.x; y/ D max
˚
jxi � yi jI i 2 f1; : : : ; ng

	
; (10.4)

kde x D Œx1; : : : ; xn� a y D Œy1; : : : ; yn�. Dokažte, že .Rn; %1/ tvoří metrický prostor.

Řešení. Pro každé x; y 2 Rn platí %1.x; y/ 2 Œ0;1/ a podmínky (a), (b) z Defini-
ce 10.1.1 jsou zřejmě splněny. Zbývá tedy ověřit podmínku (c). Nechť x; y; ´ 2 Rn,
x D Œx1; : : : ; xn�, y D Œy1; : : : ; yn� a ´ D Œ´1; : : : ; ´n�. Potom existuje j 2 f1; : : : ; ng

takové, že
%1.x; ´/ D max

˚
jxi � ´i jI i 2 f1; : : : ; ng

	
D jxj � j́ j:

Podle Důsledku 1.5.11(b) pak máme

jxj � j́ j � jxj � yj j C jyj � j́ j:

Protože
jxj � yj j � max

˚
jxi � yi jI i 2 f1; : : : ; ng

	
D %1.x; y/

a
jyj � j́ j � max

˚
jyi � ´i jI i 2 f1; : : : ; ng

	
D %1.y; ´/;

dostáváme celkem
%1.x; ´/ � %1.x; y/C %1.y; ´/:

Tím jsme ověřili platnost podmínky (c).Dokázali jsme tedy, že .Rn; %1/ jemetrický
prostor. |

Před formulací dalšího příkladu připomeňme, že symbol C značí množinu
všech komplexních čísel.

10.1.11. Příklad (Gaussova rovina). Funkci % W C � C ! Œ0;1/ definujme předpi-
sem %.´1; ´2/ D j´1 � ´2j. Dokažte, že .C; %/ je metrický prostor.

Řešení. Každé komplexní číslo je jednoznačně určeno dvěma reálnými složkami –
reálnou a imaginární. Funkci % pak z těchto složek počítáme podle stejného vzorce,
kterým počítáme vzdálenost %2 dvou bodů v R2 pomocí jejich souřadnic. Podle
Příkladu 10.1.7 je tedy .C; %/ metrický prostor. |

10.1.12. Příklad. Nechť a; b 2 R, a < b. Označme symbolem C.Œa; b�/ množinu
všech spojitých reálných funkcí definovaných na intervalu Œa; b�. Definujme funkci
%sup na C.Œa; b�/ � C.Œa; b�/ předpisem

%sup.f; g/ D sup
x2Œa;b�

jf .x/ � g.x/j:

Dokažte, že
�
C.Œa; b�

�
; %sup/ tvoří metrický prostor. Funkci %sup nazýváme supre-

movou metrikou na C.Œa; b�/.

Řešení. Nechť f; g 2 C.Œa; b�/. Díky spojitosti funkce absolutní hodnota, větě o spo-
jitosti a aritmetických operacích (Věta 4.2.5) a větě o spojitosti složené funkce (Vě-
ta 4.2.23) platí jf �gj 2 C.Œa; b�/. Podle věty o existenci extrémů (Věta 4.3.9) nabý-
vá funkce jf �gj na Œa; b� svého maxima, takže funkce %sup je na C.Œa; b�/�C.Œa; b�/
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dobře definovaná a splňuje %sup.f; g/ 2 Œ0;1/ pro každé f; g 2 C.Œa; b�/. Podmín-
ky (a) a (b) z Definice 10.1.1 jsou zřejmě splněny. Nechť f; g; h 2 C.Œa; b�/. Potom
pro každé x 2 Œa; b� platí

jf .x/ � h.x/j � jf .x/ � g.x/j C jg.x/ � h.x/j

� sup
y2Œa;b�

jf .y/ � g.y/j C sup
y2Œa;b�

jg.y/ � h.y/j

D %sup.f; g/C %sup.g; h/:

Odtud plyne, že číslo %sup.f; g/C %sup.g; h/ je horní závorou množiny˚
jf .x/ � h.x/jI x 2 Œa; b�

	
;

a tedy podle definice suprema platí

%sup.f; h/ � %sup.f; g/C %sup.g; h/:

Tím je ověřena podmínka (c) z Definice 10.1.1. Dokázali jsme, že
�
C.Œa; b�/; %sup

�
je metrický prostor. |

10.1.13. Příklad. Nechť a; b 2 R, a < b. Definujme funkci %int na C.Œa; b�/ �

C.Œa; b�/ předpisem

%int.f; g/ D .R/

Z b

a

jf .x/ � g.x/j dx:

Dokažte, že .C.Œa; b�/; %int/ tvoří metrický prostor. Funkci %int nazýváme integrální
metrikou na C.Œa; b�/.

K řešení příkladu budeme potřebovat následující lemma.

10.1.14. Lemma. Nechť a; b 2 R, a < b, a h 2 C.Œa; b�/. Nechť existuje x0 2 Œa; b�

takové, že h.x0/ > 0. Potom
R b
a

jh.x/j dx > 0.

Důkaz. Nechť nejprve x0 je vnitřním bodem Œa; b�. Ze spojitosti funkce h plyne exis-
tence ı > 0 takového, že .x0 � ı; x0 C ı/ � Œa; b� a h.x/ > 1

2
h.x0/ pro každé

x 2 .x0 � ı; x0 C ı/. PotomZ b

a

jh.x/j dx D

Z x0�ı

a

jh.x/j dx C

Z x0Cı

x0�ı

jh.x/j dx C

Z b

x0Cı

jh.x/j dx

�

Z x0Cı

x0�ı

jh.x/j dx �
1

2
h.x0/ � 2ı D ıh.x0/ > 0:

Nyní předpokládejme, že x0 D a. Potom ze spojitosti funkce h plyne existence
ı > 0 takového, že ı < b � a a h.x/ > 1

2
h.a/ pro každé x 2 Œa; aC ı/. PotomZ b

a

jh.x/j dx �

Z aCı

a

jh.x/j dx �
1

2
h.a/ � ı > 0:

V případě x0 D b postupujeme obdobně. �
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Řešení Příkladu 10.1.13. Podle Věty 9.2.20 je funkce %int dobře definovaná a splňu-
je %int.f; g/ 2 Œ0;1/ pro každé f; g 2 C.Œa; b�/. Jestliže f D g, potom zřejmě
%int.f; g/ D 0. Jestliže naopak f; g 2 C.Œa; b�/ a platí %int.f; g/ D 0, pak podle Lem-
matu 10.1.14 je f .x/ � g.x/ D 0 pro každé x 2 Œa; b�, tedy f D g. Tím je ověřena
podmínka (a) z Definice 10.1.1. Podmínka (b) je zřejmě splněna. Ověříme plat-
nost podmínky (c). Nechť f; g; h 2 C.Œa; b�/. Potom pomocí Důsledku 1.5.11(b)
a linearity určitého integrálu (Věta 9.2.22) dostáváme

%int.f; h/ D

Z b

a

jf .x/ � h.x/j dx

�

Z b

a

�
jf .x/ � g.x/j C jg.x/ � h.x/j

�
dx

D

Z b

a

jf .x/ � g.x/j dx C

Z b

a

jg.x/ � h.x/j dx

D %int.f; g/C %int.g; h/:

Dokázali jsme, že
�
C.Œa; b�/; %int

�
je metrický prostor. |

10.1.15.Příklad. NechťP je libovolnámnožina.Definujme funkci %diskr W P�P !

Œ0;1/ předpisem

%diskr.x; y/ D

(
1; pokud x ¤ y;

0; pokud x D y:

Dokažte, že potom .P; %diskr/ tvoří metrický prostor. Funkci %diskr nazýváme dis-
krétní metrikou na P a .P; %diskr/ diskrétnímmetrickým prostorem.

Řešení. Pro každé x; y 2 P platí %.x; y/ 2 Œ0;1/ a podmínky (a) a (b) z Defini-
ce 10.1.1 jsou zřejmě splněny.Nechť x; y; ´ 2 P . Jestliže x D ´, potom %diskr.x; ´/ D

0, a tedy nerovnost v (c) je zřejmě splněna. Jestliže x ¤ ´, potom x ¤ y nebo ´ ¤ y.
Odtud plyne, že

%diskr.x; y/C %diskr.y; ´/ � 1 D %diskr.x; ´/:

Podmínka (c) je tedy splněna. Dokázali jsme, že .P; %diskr/ je metrický prostor. |

10.1.16.Příklad. NechťP je množina všech posloupností, jejichž členy jsou rovny
0 nebo 1, tedy P D f0; 1gN , neboli

P D
˚
fxng

1
nD1I 8n 2 N W xn 2 f0; 1g

	
:

Pro posloupnosti x D fxng, y D fyng z P definujme

%.x; y/ D

(
0; pokud x D y;
1
k
; pokud x ¤ y; kde k D minfm 2 NI xm ¤ ymg:

Dokažte, že .P; %/ je metrický prostor.
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Řešení. Pro každé x; y 2 P je zřejmě hodnota %.x; y/ dobře definována a platí
%.x; y/ 2 Œ0;1/. Jsou také zřejmě splněny vlastnosti (a), (b) z Definice 10.1.1.
Nechť x; y; ´ 2 P . Ověříme platnost trojúhelníkové nerovnosti %.x; ´/ � %.x; y/C

%.y; ´/. Jestliže x D ´, potom nerovnost zřejmě platí. Předpokládejme, že x ¤ ´.
Potom existuje nejmenší k 2 N takové, že xk ¤ ´k. Odtud plyne, že xk ¤ yk nebo
´k ¤ yk , a tedy %.x; y/C%.y; ´/ �

1
k
. Máme tak %.x; y/C%.y; ´/ � %.x; ´/. Ověřili

jsme, že .P; %/ je metrický prostor. |

Normované lineární prostory. Výčet příkladů metrických prostorů nyní roz-
šíříme o normované lineární prostory.

10.1.17 (vektorový prostor). Symbol F bude značit množinu reálných čísel R ne-
bomnožinu komplexních čísel C. Pro porozumění následující definici je třeba znát
pojem vektorového prostoru nad F . Tento pojem jakož i definice dalších důležitých poj-
mů lineární algebry a související základní výsledky je možné nalézt například v [4].
Vektorový prostor nad F chápeme jako trojici .X;C; �/, kdeX je množina, C je ope-
race sčítání na X a � je operace násobení prvků X prvky z F . Většinou budeme ale
používat kratší termín „vektorový prostorX“ místo přesnějšího „vektorový prostor
.X;C; �/“. Nulový prvek budeme značit symbolem 0.

10.1.18.Definice. NechťX je vektorový prostor nad F . Zobrazení k�k W X ! Œ0;1/

nazýváme normou na X , jestliže jsou splněny následující tři podmínky:
(a) 8x 2 X W kxk D 0 , x D 0,
(b) 8x 2 X 8� 2 F W k�xk D j�j � kxk,
(c) 8x; y 2 X W kx C yk � kxk C kyk.

Dvojici
�
X; k�k

�
pak nazýváme normovaným lineárnímprostorem nad tělesem F .

Pokud F D R, hovoříme o reálném normovaném lineárním prostoru, pokud F D

C, hovoříme o komplexním normovaném lineárním prostoru.

10.1.19. Věta. Nechť .X; k � k/ je normovaný lineární prostor nad F . Definujme
zobrazení % W X �X ! Œ0;1/ předpisem %.x; y/ D kx � yk. Potom % je metrika na
X .

Důkaz. Nechť x; y 2 X . Potom zřejmě %.x; y/ 2 Œ0;1/. Ověříme podmínky (a)—
(c) z Definice 10.1.1. Rovnost %.x; y/ D 0 nastává právě tehdy, když kx � yk D 0,
což nastává právě tehdy, když x�y D 0, neboli x D y. Použijeme-li podmínku (b)
z Definice 10.1.18 pro speciální volbu � D �1, dostaneme

%.x; y/ D kx � yk D k.�1/.y � x/k D j.�1/j � ky � xk

D ky � xk D %.y; x/;

tedy podmínka (b) z Definice 10.1.1 je splněna. Pro každé x; y; ´ 2 X platí díky
podmínce (c) z Definice 10.1.18

%.x; ´/ D kx � ´k D k.x � y/C .y � ´/k � kx � yk C ky � ´k

D %.x; y/C %.y; ´/:

Ověřili jsme tedy i podmínku (c) z Definice 10.1.1. Tím je důkaz dokončen. �
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10.1.20 (normovaný lineární prostor jakometrický prostor). V souladu sVětou 10.1.19
budeme každý normovaný lineární prostor považovat také za prostor metrický
smetrikou definovanoupomocí normy způsobemuvedenýmv tvrzení Věty 10.1.19.
Tak dostáváme důležitou třídu metrických prostorů.

Uveďme několik příkladů reálných normovaných lineárních prostorů.

10.1.21. Příklad. Nechť n 2 N. Sčítání prvků z Rn je definováno po složkách,
stejně tak násobení prvků z Rn reálnými čísly. Pro x D Œx1; : : : ; xn� 2 Rn, y D

Œy1; : : : ; yn� 2 Rn a ˛ 2 R tedy klademe x C y D Œx1 C y1; : : : ; xn C yn� a ˛x D

Œ˛x1; : : : ; ˛xn�. Definujme funkci k � k W Rn ! Œ0;1/ předpisem

kxk D

p
nX
iD1

x2i ;

kde x D Œx1; : : : ; xn�. Dokažte, že
�
Rn; k � k

�
je reálný normovaný lineární prostor.

Řešení. Zřejmě platí kxk 2 Œ0;1/ pro každé x 2 Rn. Jestliže x D 0 2 Rn, potom
xi D 0 pro každé i 2 f1; : : : ; ng, a tedy kxk D 0. Jestliže naopak x 2 Rn a kxk D 0,
potom

Pn
iD1 x

2
i D 0, takže pro každé i 2 f1; : : : ; ng platí x2i D 0. Odtud již snadno

plyne x D 0. Podmínka (a) z Definice 10.1.18 je tedy splněna.
Nechť x 2 Rn a � 2 R. Potom platí

k�xk D

p
nX
iD1

�2x2i D j�j �

p
nX
iD1

x2i D j�j � kxk;

a tedy podmínka (b)z Definice 10.1.18 je splněna.
Nechť konečně x; y 2 Rn. Potom pomocí výpočtu v řešení Příkladu 10.1.7

dostaneme kx C yk � kxk C kyk. Ověřili jsme platnost podmínky (c) z Defini-
ce 10.1.18. Funkce k � k je tedy norma na Rn. |

10.1.22. Definice. Funkci k � k z Příkladu 10.1.21 nazýváme eukleidovskou nor-
mou na Rn.

10.1.23. Příklad. Nechť a; b 2 R, a < b. Množinu C.Œa; b�/ opatříme obvyklým
sčítáním funkcí a obvyklým násobením funkce reálným číslem. Definujme funkci
k � ksup na C.Œa; b�/ předpisem kf ksup D sup

Œa;b�
jf j. Dokažte, že

�
C.Œa; b�/; k � ksup

�
je reálný normovaný lineární prostor.

Řešení. Je snadné ověřit, že množina C.Œa; b�/ s uvedenými operacemi tvoří vekto-
rový prostor. Poznamenejme jen, že je třeba využít Větu 4.2.5, ze které plyne, že
součet spojitých funkcí je spojitá funkce a násobek spojité funkce je také spojitá
funkce. Podle Věty 4.3.9 je kf ksup 2 Œ0;1/ pro každé f 2 C.Œa; b�/. Vlastnosti (a),
(b) z Definice 10.1.18 jsou zřejmě splněny. Pro f; g 2 C.Œa; b�/ díky trojúhelníkové
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nerovnosti (Věta 1.5.10) a Větě 1.5.19(a) platí

kf C gksup D sup
˚
jf .x/C g.x/jI x 2 Œa; b�

	
� sup

˚
jf .x/j C jg.x/jI x 2 Œa; b�

	
� sup

˚
jf .x/jI x 2 Œa; b�

	
C sup

˚
jg.x/jI x 2 Œa; b�

	
D kf ksup C kgksup:

Tím je ověřena vlastnost (c) z Definice 10.1.18, a tedy
�
C.Œa; b�/; k � k

�
je reálný

normovaný lineární prostor. |

10.1.24. Příklad (prostor `1). Definujme `1 jako množinu všech omezených po-
sloupností reálných čísel. Sčítání prvků z `1 je definováno po složkách, stejně tak
násobení prvků z `1 reálnými čísly. Pro x D fxng 2 `1, y D fyng 2 `1 a ˛ 2 R
tedy klademe x C y D fxn C yng a ˛x D f˛xng. Dále pro x D fxng 2 `1 polož-
me kxk1 D supfjxnjI n 2 Ng. Dokažte, že pak dvojice .`1; k � k1/ tvoří reálný
normovaný lineární prostor.

Řešení. Operace sčítání prvků z `1 i násobení prvků z `1 reálnými čísly jsou dobře
definovány, neboť součet dvou omezených posloupností je opět omezená posloup-
nost a násobek omezené posloupnosti je také omezená posloupnost. Není těžké
ověřit, že `1 s uvedenými operacemi tvoří reálný vektorový prostor. Poznamenej-
me jen, že nulovým vektorem je posloupnost, jejíž všechny členy jsou rovny 0.

Ověříme, že zobrazení x 7! kxk1 je norma na `1. Pokud x D 0 2 `1, pak
snadný výpočet dává kxk1 D 0. Pokud pro x 2 `1 platí kxk D 0, potom pro každé
n 2 N musí platit jxnj D 0, a tedy x D 0. Máme-li x 2 `1 a ˛ 2 R, potom

k˛xk1 D supfj˛xnjI n 2 Ng D j˛j � supfjxnjI n 2 Ng D j˛j � kxk1:

Pro x; y 2 `1 máme díky trojúhelníkové nerovnosti (Věta 1.5.10) a Větě 1.5.19(a)

kx C yk D supfjxn C ynjI n 2 Ng � supfjxnj C jynjI n 2 Ng

� supfjxnjI n 2 Ng C supfjynjI n 2 Ng D kxk C kyk:

|

10.1.25. Příklad (prostor c0). Definujme c0 jako množinu všech posloupností re-
álných čísel fxng1

nD1 splňující lim xn D 0. Sčítání prvků z c0 je definováno po slož-
kách, stejně tak násobení prvků z c0 reálnými čísly. Pro x D fxng 2 c0, y D fyng 2

c0 a ˛ 2 R tedy klademe x C y D fxn C yng a ˛x D f˛xng. Dále pro x D fxng 2 c0
položme kxk1 D supfjxnjI n 2 Ng. Dokažte, že pak dvojice .c0; k �k1/ tvoří reálný
normovaný lineární prostor.

Řešení. Pokud x D fxng 2 c0, y D fyng 2 c0, pak lim.xn C yn/ D lim xn C limyn D

0C0 D 0, a tedy xCy 2 c0. Pro ˛ 2 R platí lim˛xn D ˛ �0 D 0, a tedy opět ˛x 2 c0.
Poněvadž každý prvek z c0 leží v `1, (Věta 2.2.39) tvoří c0 vektorový podprostor
`1. Zobrazení x 7! kxk1 je pak normou na c0 podle Příkladu 10.1.24. |
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Podprostor, otevřená koule a diametr.

10.1.26. Nechť .P; %/ je metrický prostor a M � P . Potom dvojice .M; %jM�M /

zřejmě tvoří opět metrický prostor, neboť podmínky (a)–(c) z Definice 10.1.1 jsou
splněny pro všechna x; y; ´ z P , a tedy i pro všechna x; y; ´ zM . Z této úvahy plyne
korektnost následující definice.

10.1.27.Definice. Nechť .P; %/ jemetrický prostor aM � P . Potomdvojici .M; %jM�M /

nazýváme metrickým podprostorem metrického prostoru .P; %/. Metriku %jM�M

na prostoru M nazýváme indukovanou nebo též zděděnou metrikou z prostoru
.P; %/ a značíme ji opět pouze symbolem %.

10.1.28.Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor, x 2 P a r > 0. Potommnožinu
B.x; r/ definovanou předpisem

B.x; r/ D fy 2 P I %.x; y/ < rg

nazýváme otevřenou koulí se středem x a poloměrem r .

10.1.29. Příklad. Uvažujme metrický prostor R s eukleidovskou metrikou. Nechť
x 2 R a r > 0. Dokažte, že B.x; r/ D .x � r; x C r/.

Řešení. Tvrzení plyne z definice eukleidovské metriky na R elementárním výpo-
čtem. |

10.1.30 (geometrie koulí v R2). Na následujících obrázcích jsou znázorněny ote-
vřené koule v R2 se středem v počátku a poloměrem 1 postupně pro metriky %1, %2
a %1 po řadě z Příkladů 10.1.9, 10.1.7, 10.1.10.

10.1.31. Příklad. Nechť .P; %diskr/ je diskrétní metrický prostor, x 2 P a r > 0.
Dokažte, že

B.x; r/ D

(
fxg; pokud r � 1;

P; pokud r > 1:

Řešení. Tvrzení plyne bezprostředně z definice diskrétní metriky. |
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10.1.32. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor, A � P a x 2 P . Potom vzdá-
lenost bodu x od množiny A definujeme předpisem

dist.P;%/.x; A/ D inff%.x; y/I y 2 Ag:

Namísto symbolu dist.P;%/.x; A/ lze užít také symboly dist%.x; A/, %.x;A/ nebo
dist.x; A/, je-li z kontextu jasné, s jakým metrickým prostorem pracujeme.

Speciálně pro každé x 2 P platí dist.x;;/ D 1.

10.1.33. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor, A;B � P , A � B, a x 2 P .
Dokažte, že potom platí dist.x; B/ � dist.x; A/.

Řešení. Vzhledem k tomu, že A � B, platí

f%.x; y/I y 2 Ag � f%.x; y/I y 2 Bg:

Tudíž

dist.x; B/ D inff%.x; y/I y 2 Bg � inff%.x; y/I y 2 Ag � dist.x; A/:

Odtud plyne dokazované tvrzení. |

10.1.34. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Diametr prostoru P definu-
jeme předpisem

diamP D supf%.x; y/I x; y 2 P g;

pokud je P neprázdný, a klademe diam; D 0. Diametremmnožiny A � P rozu-
míme diametr metrického prostoru .A; %/.

10.1.35.Definice. Řekneme, žemetrický prostorP je omezený, jestliže platí diamP <

1. Řekneme, že podmnožinaA prostoruP je omezená, jestliže je metrický prostor
.A; %/ omezený.

10.1.36. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Je-li množina P prázdná nebo jednobo-
dová, pak platí diamP D 0. Jestliže má množina P alespoň dva různé body, pak
z podmínky (a) v Definici 10.1.1 plyne, že diamP > 0.

10.1.37. Příklad. Nechť P je množina. Dokažte, že diskrétní metrický prostor
.P; %diskr/ je omezený.

Řešení. Pro každé x; y 2 P platí %.x; y/ � 1, a tedy diamP � 1. Tudíž je .P; %diskr/
omezený. |

10.1.38. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Dokažte následující tvrzení.
(a) Nechť A � B � P . Potom diamA � diamB.
(b) Nechť A � P a navíc P ¤ ;. Pak je množina A � P omezená právě

tehdy, když existují r > 0 a x 2 P taková, že A � B.x; r/.

Řešení. (a) Tvrzení plyne z definice suprema a diametru a z inkluze

f%.x; y/I x; y 2 Ag � f%.x; y/I x; y 2 Bg:

(b) ) Množina P je neprázdná, takže můžeme zvolit x 2 P . Pokud je A prázd-
ná, pak zvolíme r > 0 libovolně. V případě, že A je neprázdná položíme r D



548 10. METRICKÉ PROSTORY

dist.x; A/CdiamAC1. Díky předpokladu omezenosti a nepráznosti A dostáváme
r 2 .0;1/. Zvolme y 2 A. Nalezneme ´ 2 A takové, že %.x; ´/ < dist.x; A/ C 1.
Potom platí

%.x; y/ � %.x; ´/C %.´; y/ < dist.x; A/C 1C diamA D r;

a tedy y 2 B.x; r/. Tím jsme ověřili inkluzi A � B.x; r/.

( Pokud platí A � B.x; r/ pro jistá x 2 P a r > 0, pak použitím trojúhelníkové
nerovnosti dostáváme pro libovolné u; v 2 A nerovnosti

%.u; v/ � %.u; x/C %.x; v/ � r C r D 2r:

Odtud plyne diamA � 2r < 1. Množina A je tedy omezená. |

10.2. Konvergence v metrických prostorech

Konvergencí posloupností reálných čísel jsme se podrobně zabývali v Kapi-
tole 2. Nyní pojem konvergence zobecníme pro posloupnosti prvků metrického
prostoru. To nám umožní zkoumat konvergenci posloupností, jejichž členy jsou
komplikovanější objekty než reálná čísla, například vektory, funkce, matice, mno-
žiny a další.

10.2.1. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Řekneme, že posloupnost fxng

prvkůP konverguje k prvku x 2 P v prostoru .P; %/, jestliže platí limn!1 %.xn; x/ D

0. Prvek x nazýváme limitou posloupnosti fxng v .P; %/. Konvergentní posloup-
ností v .P; %/ rozumíme posloupnost, která má limitu v .P; %/.

10.2.2. Nechť P D R. Pak výše uvedený pojem konvergence splývá s pojmem
konvergence posloupnosti reálných čísel.

10.2.3. Definice. Nechť fxng je posloupnost prvků metrického prostoru .P; %/.
Jestliže fnkg1

kD1
je rostoucí posloupnost přirozených čísel, pak říkáme, že fxnk

g1
kD1

je podposloupnost posloupnosti fxng, případně vybranou posloupností, z po-
sloupnosti fxng.

10.2.4. Věta (vlastnosti konvergence). Nechť .P; %/ je metrický prostor a fxng je
posloupnost prvků P .

(a) Pak má posloupnost fxng v .P; %/ nejvýše jednu limitu.
(b) Jestliže existují n0 2 N a x 2 P takové, že xn D x pro každé n 2 N,

n � n0, potom je x limitou posloupnosti fxng.
(c) Nechť fxnk

g je vybraná posloupnost z posloupnosti fxng. Jestliže x 2 P

je limitou posloupnosti fxng v .P; %/, pak x je také limitou posloupnosti
fxnk

g.

Důkaz. (a) Předpokládejme, že existují prvky x; y 2 P , které jsou limitami posloup-
nosti fxng. Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0; n1 2 N takové, že %.x; xn/ < " pro



10.2. KONVERGENCE V METRICKÝCH PROSTORECH 549

každé n � n0 a %.y; xn/ < " pro každé n � n1. Položme n2 D maxfn0; n1g. Potom
platí

0 � %.x; y/ � %.x; xn2
/C %.xn2

; y/ < 2":

Protože " bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že %.x; y/ D 0, a tedy x D y.

(b) Pro každé n � n0 platí %.xn; x/ D 0, a tedy limn!1 %.xn; x/ D 0, takže prvek x
je limitou posloupnosti fxng.

(c) Protože posloupnost reálných čísel f%.xnk
; x/g je vybraná z posloupnosti f%.xn; x/g,

plyne z věty o limitě vybrané posloupnosti reálných čísel (Věta 2.2.30), že platí
limk!1 %.xnk

; x/ D 0, a tedy x je limitou posloupnosti fxnk
g. �

10.2.5. Označení. Pokud je posloupnost fxng konvergentní v metrickém prostoru
.P; %/, pak je podle Věty 10.2.4(a) její limita určena jednoznačně a budeme ji značit
limn!1 xn nebo jen lim xn. Pokud lim xn D x, pak také píšeme xn

%
! x, n ! 1,

případně xn
%

! x nebo pouze xn ! x.

10.2.6. Příklad. Nechť fxng je posloupnost prvků neprázdné množiny P . Dokaž-
te, že fxng je konvergentní v .P; %diskr/ právě tehdy, když existují n0 2 N a x 2 P

takové, že xn D x pro každé n � n0.

Řešení. ) Nechť xn ! x pro nějaký prvek x 2 P . Potom limn!1 %.xn; x/ D 0,
a tedy existuje n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí %.xn; x/ < 1.
Z definice diskrétní metriky plyne, že pro každé takové n platí xn D x.

( Tato implikace platí v každémmetrickémprostoru, jak vyplývá zVěty 10.2.4(b).
|

V následujícím příkladu ukážeme, že konvergence ve vícerozměrném euklei-
dovském prostoru splývá s konvergencí „po složkách“. Souřadnice prvku ´ 2 Rn

budeme v následujícím příkladu i později označovat ´1; ´2; : : : ; ´n.

10.2.7. Příklad. Nechť fxmg1
mD1 je posloupnost prvků z Rn a y 2 Rn. Dokažte,

že potom platí limm!1 xm D y právě tehdy, když pro každé i 2 f1; : : : ; ng platí
limm!1 xmi D yi .

Řešení. ) Pro každé i 2 f1; : : : ; ng a každé m 2 N platí jxmi � yi j � %2.x
m; y/.

Odtud plyne tvrzení.

( Předpokládejme, že pro každé i 2 f1; : : : ; ng platí limm!1 xmi D yi . Potom ze
spojitosti odmocniny, věty o aritmetice limit (Věta 2.2.34) a Heineovy věty (Vě-
ta 4.2.16) dostáváme

lim
m!1

%.xm; y/ D lim
m!1

p
nX
iD1

.xmi � yi /
2

D 0;

a tedy limm!1 xm D y. |
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10.2.8. Příklad. Nechť n 2 N. Dokažte, že pro každé x; y 2 Rn platí

%1.x; y/ �
p
n%2.x; y/ � n%1.x; y/ � n%1.x; y/: (10.5)

Řešení. Z Cauchyovy nerovnosti (Věta 10.1.6) odvodíme, že

%1.x; y/ D

nX
iD1

jxi � yi j D

nX
iD1

1 � jxi � yi j

�

p� nX
iD1

12
�

�

� nX
iD1

.xi � yi /
2
�

D
p
n �

p
nX
iD1

.xi � yi /
2

D
p
n%2.x; y/:

Dále odhadneme shora výrazy jxi �yi j, i D 1; : : : ; m, jejich maximem, a dostaneme

%2.x; y/ �

p
nX
iD1

�
max

˚
jxi � yi jI i 2 f1; : : : ; ng

	�2
D

p
n � max

˚
jxi � yi jI i 2 f1; : : : ; ng

	
D

p
n%1.x; y/:

Nerovnost %1.x; y/ � %1.x; y/ zřejmě platí. Dokazované tvrzení pak plyne z právě
odvozených nerovností. |

10.2.9. Příklad. Nechť n 2 N, fxmg1
mD1 je posloupnost prvků z Rn a y 2 Rn.

Dokažte, že následující tři výroky jsou ekvivalentní.

(i) Platí xm
%1
! y.

(ii) Platí xm
%2
! y.

(iii) Platí xm
%1

! y.

Řešení. (i))(ii) Předpokládejme, že xm
%1
! y. Potom limm!1 %1.x

m; y/ D 0.
Z (10.5) plyne, že pro každé m 2 N platí %2.xm; y/ �

p
n%1.x

m; y/. Protože pro
každé m 2 N platí %2.xm; y/ � 0, vyplývá z věty o dvou strážnících, že také
limm!1 %2.x

m; y/ D 0, a tedy platí (ii).

(ii))(iii) Předpokládejme nyní, že platí xm
%2
! y. Pak opět z (10.5) dostaneme,

že pro každém 2 N platí %1.x
m; y/ �

p
n%2.x

m; y/, a tedy limm!1 %1.x
m; y/ D 0.

Tím je dokázáno tvrzení (iii).

(iii))(i) Konečně předpokládáme-li, že platí xm
%1

! y, pak tvrzení (i) vyplývá
obdobným způsobem jako v předcházejících případech z nerovnosti %1.xm; y/ �

n%1.x
m; y/ platné pro každé m 2 N. |
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10.3. Topologické pojmy v metrických prostorech

Termíny topologie a topologický budou vysvětleny v závěru příštího oddílu. Nejpr-
ve zavedeme dva důležité typy podmnožin metrických prostorů (uzavřené a ote-
vřené množiny), tři množinové operace v metrických prostorech (vnitřek, hranice
a uzávěr) a budeme zkoumat jejich vlastnosti. Užitečnost těchto pojmů se projeví
v dalších oddílech a kapitolách.

Uzavřené a otevřené množiny.

10.3.1.Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor aM � P . Řekneme, že množina
M je uzavřená v .P; %/, jestliže pro každou konvergentní posloupnost fxng prvků
množinyM je limita této posloupnosti prvkemM .

10.3.2. Příklad. Nechť a; b 2 R, a < b.
(a) Dokažte, že Œa; b� je uzavřená množina v R.
(b) Dokažte, že .a; b� není uzavřená množina v R.

Řešení. (a) Nechť fxng je posloupnost prvků intervalu Œa; b� splňující xn ! x pro
nějaké x 2 R. Podle Důsledku 2.4.18 platí H.fxng/ D fxg. Podle Příkladu 2.4.21
tudíž platí x 2 Œa; b�. Tedy Œa; b� je uzavřená množina.

(b) Položme xn D a C
b�a
n

, n 2 N. Pak je fang posloupnost prvků intervalu .a; b�
splňující xn ! a. Protože a … .a; b�, plyne odtud, že .a; b� není uzavřená množina.

|

10.3.3. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor a M � P je konečná množina.
Dokažte, žeM je uzavřená.

Řešení. Předpokládejme, že fxng je posloupnost prvků M splňující xn ! x pro
nějaké x 2 P . Předpokládejme, že x … M . Položme d D minf%.x; y/I y 2 M g.
ProtožeM je konečná, platí d > 0. Dále zřejmě pro každé n 2 N platí %.xn; x/ � d .
To je ale spor s tím, že xn ! x. Odtud plyne, že x 2 M , a tedy je množina M
uzavřená.

Jiné řešení. Předpokládejme, že fxng je posloupnost prvků M splňující xn ! x pro
nějaké x 2 P . MnožinaM je konečná, a proto existuje ´ 2 M takové, že množina
fn 2 NI xn D ´g je nekonečná. Existuje tedy vybraná posloupnost fxnk

g z posloup-
nosti fxng taková, že xnk

D ´ pro každé k 2 N. Potom díky Větě 10.2.4(b) máme
lim xnk

D ´ a podle Věty 10.2.4(c) máme lim xnk
D x. Z Věty 10.2.4(a) pak plyne

x D ´, a tedy x 2 M . |

10.3.4. Příklad. Dokažte, že v diskrétním metrickém prostoru .P; %diskr/ je každá
množina uzavřená.

Řešení. Předpokládejme, že M � P , fxng je posloupnost prvků M , x 2 P a platí
xn ! x. Podle Příkladu 10.2.6 existují n0 2 N a y 2 P takové, že xn D y pro každé
n � n0. Odtud plyne y 2 M . Z Věty 10.2.4(a) plyne xn ! y, a tedy z Věty 10.2.4(b)
vyplývá x D y. Tedy x 2 M , takžeM je uzavřená. |
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10.3.5. Věta (vlastnosti uzavřených množin). Nechť .P; %/ je metrický prostor.
(a) Prázdná množina a celý prostor P jsou uzavřené množiny v .P; %/.
(b) Nechť F je neprázdný systém uzavřených množin. Potom je množinaT

F uzavřená v .P; %/.
(c) Nechť m 2 N. Předpokládejme, že množiny F1; : : : ; Fm jsou uzavřené.

Potom je množina
Sm
iD1 Fi uzavřená v .P; %/.

Důkaz. (a) Prázdnámnožina neobsahuje žádnouposloupnost, takže implikace v de-
finici uzavřené množiny je splněna. Uzavřenost množiny P je zřejmá.

(b) Předpokládejme, že fxng je posloupnost prvků
T

F splňující xn ! x pro nějaké
x 2 P . Nechť F 2 F . Potom je fxng posloupnost prvků F . Protože F je uzavřená,
platí x 2 F . Protože F byla zvolena libovolně, plyne odtud, že x 2

T
F . TedyT

F je uzavřená množina.

(c) Předpokládejme, že fxng je posloupnost prvků
Sm
iD1 Fi splňující xn ! x pro ně-

jaké x 2 P . Protože množin F1; : : : ; Fm je konečně mnoho, existuje j 2 f1; : : : ; mg

takové, že množina fn 2 NI xn 2 Fj g je nekonečná. Existuje tedy podposloupnost
fxnk

gposloupnosti fxng, jejíž prvky jsou vFj . PodleVěty 10.2.4(c) platí limk!1 xnk
D

x. Protože Fj je uzavřená množina, platí x 2 Fj , a tedy tím spíše x 2
Sm
iD1 Fi . Od-

tud plyne, že
Sm
iD1 Fi je uzavřená množina. �

10.3.6. V tvrzení (c) Věty 10.3.5 je důležité, že systémmnožin, které sjednocujeme,
je konečný. Bez tohoto předpokladu obdobné tvrzení neplatí. Uvažujme množiny
Fn D

�
1
n
; 1
�
, n 2 N. Potom

S1

nD1

�
1
n
; 1
�

D .0; 1�. Z Příkladu 10.3.2 tedy plyne, že
každá z množin Fn je uzavřená, ale množina

S1

nD1

�
1
n
; 1
�
není uzavřená.

10.3.7. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor, M � P a x 2 P . Řekneme,
že x je vnitřním bodem množiny M , jestliže existuje r > 0 takové, že B.x; r/ �

M . Množinu všech vnitřních bodů množiny M nazýváme vnitřkem množiny M
a označujeme symbolem IntM podle latinského slova interior (vnitřek).

Řekneme, že množina M je otevřená v .P; %/, jestliže každý její bod je jejím
vnitřním bodem.

10.3.8. Příklad. Dokažte, že v metrickém prostoru R je každý otevřený interval
otevřená množina.

Řešení. Nechť a; b 2 R�, a < b, a x 2 .a; b/. Položme r D minfx � a; b � x; 1g,
potom zřejmě platí B.x; r/ D .x � r; x C r/ � .a; b/, a tedy x je vnitřním bodem
.a; b/. Odtud plyne, že .a; b/ je otevřená množina. |

10.3.9. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor, x0 2 P a r0 > 0. Dokažte, že
potom je B.x0; r0/ otevřená množina.

Řešení. Zvolme x 2 B.x0; r0/. Položme r D r0 � %.x0; x/. Potom r > 0. Pro každé
y 2 B.x; r/ navíc platí

%.x0; y/ � %.x0; x/C %.x; y/ < %.x0; x/C r D r0:
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Tedy y 2 B.x0; r0/. Odtud plyneB.x; r/ � B.x0; r0/. Každý bodmnožinyB.x0; r0/
je tedy jejím vnitřním bodem, a proto je B.x0; r0/ otevřená množina. |

10.3.10. Příklad. Dokažte, že v metrickém prostoru R není interval .0; 1� otevře-
nou množinou a že platí Int.0; 1� D .0; 1/.

Řešení. Nechť r > 0. Potom B.1; r/ D .1 � r; 1 C r/ 6� .0; 1�, takže bod x D 1

není vnitřním bodem intervalu .0; 1�. Interval .0; 1� tedy není otevřenoumnožinou.
Z Příkladu 10.3.8 vyplývá, že každý bod x 2 .0; 1/ je vnitřním bodem intervalu
.0; 1/, a tedy i vnitřním bodem intervalu .0; 1�. Odtud plyne, že Int.0; 1� D .0; 1/.

|

10.3.11. Věta (vlastnosti otevřených množin). Nechť .P; %/ je metrický prostor.
(a) Prázdná množina a P jsou otevřené množiny v .P; %/.
(b) Nechť G je systém otevřených množin v .P; %/. Potom je množina

S
G

otevřená v .P; %/.
(c) Nechť m 2 N. Předpokládejme, že množiny G1; : : : ; Gm jsou otevřené

v .P; %/. Potom je množina
Tm
iD1Gi otevřená v .P; %/.

Důkaz. (a) Tvrzení plyne bezprostředně z definice otevřené množiny.

(b) Předpokládejme, že x 2
S

G . Potom existuje množina G 2 G taková, že x 2

G. Protože G je otevřená množina, existuje r > 0 takové, že B.x; r/ � G. Tedy
B.x; r/ �

S
G . Odtud plyne, že

S
G je otevřená množina.

(c) Nechť x 2
Tm
iD1Gi . Potom x 2 Gi pro každé i 2 f1; : : : ; mg. Pro každé i 2

f1; : : : ; mg je množina Gi otevřená, tedy existuje ri > 0 takové, že B.x; ri / � Gi .
Položme r D min

˚
ri I i 2 f1; : : : ; mg

	
. Potom zřejmě platí B.x; r/ � B.x; ri / pro

každé i 2 f1; : : : ; mg, a tedy B.x; r/ � Gi , takže B.x; r/ �
Tm
iD1Gi . MnožinaTm

iD1Gi je tudíž otevřená. �

10.3.12. V tvrzení Věty 10.3.11(c) je důležité, že počet množin, které pronikáme,
je konečný. Pro nekonečný systém otevřených množin obdobné tvrzení neplatí,
tj. průnik nekonečně mnoha otevřených množin nemusí být otevřenou množinou.
Příkladem je prostor R, kde pro n 2 N definujeme Gn D .0; 1C

1
n
/. Potom je podle

Příkladu 10.3.8 pro každé n 2 N množina Gn otevřená, ale
T1

nD1Gn D .0; 1�, což
není otevřená množina, jak víme z Příkladu 10.3.10.

10.3.13. Věta (vztah otevřených a uzavřených množin). Nechť .P; %/ je metrický
prostor a M � P . Potom množina M je otevřená právě tehdy, když P n M je
uzavřená.

Důkaz. ) NechťM je otevřenámnožina, fxng je posloupnost prvkůP nM , x 2 P

a platí xn ! x. Předpokládejme, že x 2 M . Potom díky otevřenosti M existuje
r > 0 takové, že B.x; r/ � M . Nalezneme n0 2 N takové, že %.xn0

; x/ < r . Potom
xn0

2 .P nM/\B.x; r/, což je spor. Tedy x … M . To znamená, že x 2 P nM , a tedy
P nM je uzavřená množina.
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( Předpokládejme, že M není otevřená množina. Pak existuje x 2 M takové,
že pro každé r > 0 platí B.x; r/ \ .P n M/ ¤ ;. Speciálně pro každé n 2 N platí
B.x; 1

n
/ \ .P nM/ ¤ ;. Tedy pro každé n 2 N lze nalézt xn 2 B.x; 1

n
/ \ .P nM/.

Posloupnost fxng pak leží celá v množině P nM a zřejmě splňuje xn ! x. Protože
x … P nM , plyne odtud, že P nM není uzavřená. �

10.3.14. Příklad. Dokažte, že v diskrétnímmetrickém prostoru .P; %diskr/ je každá
množina otevřená.

Řešení. Předpokládejme, žeM � P . Z Příkladu 10.3.4 vyplývá, žeP nM je uzavřená
v .P; %diskr/. Podle Věty 10.3.13 je tedy množinaM otevřená v .P; %diskr/. |

10.3.15. Věta (charakterizace vnitřku). Nechť .P; %/ je metrický prostor a M �

P . Potom IntM je největší (vzhledem k množinové inkluzi) otevřená množina
obsažená vM .

Důkaz. Předpokládejme, že x 2 IntM . Potom existuje r > 0 takové, že B.x; r/ �

M . Dokážeme, že B.x; r/ � IntM . Zvolme y 2 B.x; r/. Označme s D r � %.x; y/.
Potom s > 0. Dále platí B.y; s/ � B.x; r/, neboť pro každé ´ 2 B.y; s/ máme

%.x; ´/ � %.x; y/C %.y; ´/ < %.x; y/C s D r:

TedyB.y; s/ � M , takže y 2 IntM . Odtud plyne, žeB.x; r/ � IntM , a tedy IntM
je otevřená.

Nyní dokážeme, že IntM je největší otevřená množina obsažená v M . Nechť
G � M je otevřená množina. Potom pro každé x 2 G nalezneme r > 0 takové, že
B.x; r/ � G. Platí tedy také, že B.x; r/ � M . To znamená, že x je vnitřním bodem
množinyM , a tedy x 2 IntM . Platí tudíž G � IntM . �

10.3.16. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor aM � P . Potom

IntM D
[

fB.x; r/I x 2 P; r > 0; B.x; r/ � M g:

Důkaz. Označme

G D
[

fB.x; r/I x 2 P; r > 0; B.x; r/ � M g:

Předpokládejme nejprve, že x 2 IntM . Potom existuje r > 0 takové, že B.x; r/ �

M . Odtud plyne, že B.x; r/ � G, a tedy speciálně x 2 G. Tím je dokázána inkluze
IntM � G.

Nyní předpokládejme, že y 2 G. Pak existují x 2 P a r > 0 taková, že
B.x; r/ � M a y 2 B.x; r/. Podle Příkladu 10.3.9 je množina B.x; r/ otevřená,
a tedy podle Věty 10.3.15 B.x; r/ � IntM . Tím je dokázána inkluze G � IntM ,
a tedy množinová rovnost G D IntM . �

10.3.17. Věta (otevřené podmnožiny R). MnožinaG � R je otevřená právě tehdy,
když G je spočetným disjunktním sjednocením otevřených intervalů.
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Důkaz. ) Je-liG prázdná, pak tvrzení platí, neboť stačí uvažovat prázdný systém
intervalů. Předpokládejme nyní, že G ¤ ;. Nechť y 2 G. Potom definujeme prvky
ay ; by 2 R� předpisem

ay D inffx 2 RI Œx; y� � Gg; by D supf´ 2 RI Œy; ´� � Gg:

Dokážeme, že ay ; by … G. Předpokládejme pro spor, že ay 2 G. Potom existuje
r > 0 takové, že B.ay ; r/ � G, tedy .ay � r; ay C r/ � G. Pro libovolné s 2 .0; r/

pak platí Œay � s; y� � G, to je ale spor s definicí ay . Odtud vyplývá, že ay … G.
Obdobně lze dokázat, že by … G. Povšimněme si, že ay < y < by .

Dále dokážeme, že .ay ; by/ � G. Předpokládejme, že ´ 2 .ay ; by/. Potom buď
´ 2 .ay ; y� nebo ´ 2 Œy; by/. V prvním případě existuje podle definice ay prvek
x 2 .ay ; ´/ takový, že Œx; y� � G. Odtud plyne ´ 2 G. Ve druhém případě lze
odvodit platnost ´ 2 G obdobně.

Položme J D f.ay ; by/I y 2 Gg. Potom platí
S

J � G. Opačná inkluze G �S
J je zřejmá, neboť pro každé y 2 G platí y 2 .ay ; by/ 2 J. Tedy G D

S
J.

Nechť y; ´ 2 G. Dokážeme, že potom buď .ay ; by/ D .a´; b´/ nebo .ay ; by/ \

.a´; b´/ D ;. Předpokládejme, že .ay ; by/ ¤ .a´; b´/. Jestliže ay D a´, potom by ¤

b´. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že by > b´. Potom ale b´ 2

.ay ; by/, a tedy b´ 2 G, což je spor. Jestliže ay ¤ a´, potom bez újmy na obecnosti
můžeme předpokládat, že ay < a´. Protože a´ … G, platí a´ … .ay ; by/. Takže
by � a´, a tedy .ay ; by/\.a´; b´/ D ;. SystémJ je tedy disjunktní. Z Příkladu 1.6.25
pak plyne, že systém J je spočetný.

( Tato implikace plyne z Příkladu 10.3.8 a Věty 10.3.11(b). �

Hranice a uzávěr množiny. Pojem hranice geometrického objektu v rovině či
prostoru jsme zvyklí běžně používat intuitivním způsobem. V následující definici
zavedeme tento pojem přesně v libovolném metrickém prostoru.

10.3.18. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor,M � P a x 2 P . Řekneme, že
x je hraničním bodem množinyM , jestliže pro každé r > 0 platí B.x; r/\M ¤ ;

a B.x; r/ \ .P nM/ ¤ ;. Množinu všech hraničních bodů množinyM nazýváme
hranicí množinyM a značíme ji @M .

10.3.19. Hraniční bod množiny v metrickém prostoru může a nemusí být prvkem
této množiny. Přímo z definice vyplývá, že hranice libovolné množinyM v metric-
kém prostoru .P; %/ je rovna hranici množiny P nM .

10.3.20. Příklad. Nechť P je množina aM � P . Dokažte, že v prostoru .P; %diskr/
platí @M D ;.

Řešení. Předpokládejme, že x 2 P . Potom pro r 2 .0; 1� podle Příkladu 10.1.31
platí B.x; r/ D fxg. Jestliže x 2 M , pak B.x; r/ \ .P n M/ D ;. Je-li naopak
x 2 P nM , pak B.x; r/ \M D ;. V obou případech x není hraničním bodemM .
Vzhledem k tomu, že x bylo zvoleno libovolně, je @M D ;. |

10.3.21. Příklad. Dokažte, že v metrickém prostoru R je hranicí intervalu .0; 1/
množina f0; 1g.
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Řešení. OznačmeM D .0; 1/. Nechť r > 0. Potom B.0; r/ D .�r; r/, a tedy

B.0; r/ \M � B
�
0;minfr; 1g

�
\M D .0; r/ ¤ ; a

B.0; r/ \ .R nM/ � B
�
0;minfr; 1g

�
\ .R nM/ D .�r; 0� ¤ ;:

Odtud plyne, že 0 2 @M . Podobně lze dokázat, že 1 2 @M .
Je-li x 2 Rn Œ0; 1�, pak existuje r > 0 takové, že B.x; r/\M D ;, a tedy x … @M .

Je-li x 2 .0; 1/, pak existuje r > 0 takové, že B.x; r/ \ .R n M/ D ;, a tedy opět
x … @M . Odtud již vyplývá platnost dokazovaného tvrzení. |

10.3.22. Příklad. Dokažte, že v metrickém prostoru R platí @Q D R a @.R n Q/ D

R.

Řešení. Nechť x 2 R a r > 0. Podle Věty 1.5.33 existují y 2 R a ´ 2 R splňující y 2

B.x; r/\Q a ´ 2 B.x; r/\ .RnQ/. Odtud plyne, že x 2 @Q a také x 2 @.RnQ/. |

10.3.23. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor a M � P . Označme M D

M [ @M . Potom množinuM nazýváme uzávěrem množinyM v prostoru .P; %/.

10.3.24. Nechť .P; %/ je metrický prostor aM � P . Potom zřejmě platíM � M .

10.3.25. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor a M � P . Potom M je uzavřená
právě tehdy, když @M � M , neboliM D M .

Důkaz. ) Předpokládejme, že M je uzavřená množina a x 2 @M . Potom pro
každé n 2 N existuje xn 2 B.x; 1

n
/\M . Zřejmě platí xn ! x. Z uzavřenostiM pak

plyne, že x 2 M .

( Nechť fxng je posloupnost prvků M splňující xn ! x, kde x 2 P . Jestliže
x 2 @M , potom dle předpokladu platí x 2 M . Předpokládejme, že x … @M . Potom
z definice hraničního bodu vyplývá, že existuje r > 0 takové, že buď B.x; r/\M D

; nebo B.x; r/ \ .P n M/ D ;. První možnost nemůže nastat, protože xn ! x

a pro každé n 2 N platí xn 2 M . Tudíž platí B.x; r/\ .P nM/ D ;. Speciálně tedy
x 2 M . Odtud plyne, žeM je uzavřená. Tím je tvrzení dokázáno. �

10.3.26. Příklad. Dokažte, že platí .0; 1/ D Œ0; 1�.

Řešení. Podle Příkladu 10.3.21 platí @.0; 1/ D f0; 1g. Odtud plyne, že .0; 1/ D Œ0; 1�.
|

10.3.27. Příklad. Dokažte, že množina Q není otevřená ani uzavřená v R a platí
IntQ D ; a Q D R.

Řešení. Z Příkladu 10.3.22 víme, že @Q D R, takže Q D R. Tudíž Q ¤ Q, a tedy
množina Q není uzavřená v R.

Nechť x 2 Q a r > 0. Potom podle Věty 1.5.33 existuje y 2 B.x; r/ \ .R n

Q/. Tedy B.x; r/ není podmnožinou Q, takže x není vnitřním bodem množiny Q.
Žádný bod Q tedy není vnitřním bodem množiny Q, a tedy Q není otevřená v R
a IntQ D ;. |
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10.3.28. Věta (vlastnosti uzávěru). Nechť .P; %/ je metrický prostor, A � P a B �

P . Potom platí:

(a) ; D ; a P D P ,
(b) jestliže A � B, potom A � B,
(c) A D fx 2 P I dist.x; A/ D 0g,
(d) množina A je uzavřená,
(e) A [ B D A [ B,
(f) diamA D diamA,
(g) A je nejmenší (vzhledem k inkluzi) uzavřená množina obsahující A.

Důkaz. (a) Zřejmě platí @; D ; a @P D ;. Tvrzení pak okamžitě plynou z definice
uzávěru.

(b) Předpokládejme, že x 2 A. Pokud x 2 B, pak x 2 B. Jestliže x 2 A n B,
potom speciálně x 2 A n A, a tedy x 2 @A. Zvolme r > 0. Potom B.x; r/ \ A ¤ ;,
a tedy také B.x; r/ \ B ¤ ;, neboť A � B. Z toho, že x … B, dále zřejmě plyne, že
B.x; r/ \ .P n B/ ¤ ;. Tedy x 2 @B. Protože @B � B, dostáváme x 2 B.

(c) Označme
M D fx 2 P I dist.x; A/ D 0g:

Předpokládejme, že y 2 P n M . Potom dist.y; A/ > 0. Položme r D
1
4
dist.y; A/.

Pokud ´ 2 B.x; r/ a w 2 A, potom podle trojúhelníkové nerovnosti máme

%.´;w/ � %.y;w/ � %.x; ´/ � dist.y; A/ � r D
3

4
dist.x; A/ > r:

Platí tedy B.y; r/ \ A D ;. Nechť a 2 A a ´ 2 B.y; r
2
/. Potom

%.´; a/ � %.y; a/ � %.´; y/ > r �
r

2
D
r

2
:

Tedy B.y; r
2
/ � P n M , takže P n M je otevřená množina. Podle Věty 10.3.13 je

množinaM uzavřená. Zřejmě platí A � M , a tedy podle (b) také A � M . Protože
M je uzavřená, máme podle Věty 10.3.25M D M , a tedy A � M .

Dokážeme nyní opačnou inkluzi. Nechť x 2 P n A. Pak x … @A. Poněvadž
x 2 P n A, musí podle definice hranice existovat r > 0 takové, že B.x; r/ \ A D ;.
Pak platí dist.x; A/ � r > 0, a tedy x … M . Tím je inkluzeM � A dokázána.

(d) Z tvrzení (c) víme, žeA D fx 2 P I dist.x; A/ D 0g, přičemž v důkazu tvrzení (c)
jsme ověřili, že množina na pravé straně rovnosti je uzavřená.

(e) ProtožeA � A[B, plyne z (b), žeA � A [ B. Obdobně dostanemeB � A [ B,
a tedy A [ B � A [ B.

Dokážeme opačnou inkluzi. Víme, že A [ B � A [ B, a tedy podle (b) pla-
tí A [ B � A [ B. Podle (d) a Věty 10.3.5(c) je A [ B uzavřená množina, tedy
A [ B D A [ B. Odtud plyne, že A [ B � A [ B D A [ B.
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(f) Pokud A D ;, pak tvrzení zřejmě platí. Předpokládejme, že A ¤ ; a x; y 2 A.
Zvolme " > 0. Podle (c) existují x0; y0 2 A taková, že %.x; x0/ < " a %.y; y0/ < ".
Potom

%.x; y/ � %.x; x0/C %.x0; y0/C %.y0; y/ < 2"C diamA:

Protože " bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že diamA � diamA. Opačná ne-
rovnost plyne z 10.3.24 a Příkladu 10.1.38(a).

(g) Předpokládejme, že F je uzavřená množina splňující A � F . Podle tvrzení (b)
potom platí A � F . Protože F je uzavřená množina, platí F D F , takže A � F .
Podle tvrzení (d) je množina A uzavřená a navíc zřejmě platí A � A. �

10.3.29. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor, x 2 P , 0 < r < s. Potom
B.x; r/ � B.x; s/.

Řešení. Předpokládejme, že y 2 B.x; r/. Potom podle Věty 10.3.28(c) existuje ´ 2

B.x; r/ splňující %.´; y/ < s � r . Potom máme

%.x; y/ � %.x; ´/C %.´; y/ < r C s � r D s:

Platí tedy y 2 B.x; s/, čímž je tvrzení dokázáno. |

10.3.30 (relativita topologických pojmů). Vlastnosti, které v teorii metrických pro-
storů vypovídáme o množinách (např. otevřenost, uzavřenost), závisí na metric-
kém prostoru, vzhledem ke kterému tyto vlastnosti uvažujeme. Máme-li například
metrický prostor .P; %/ a A � Q � P , pak je třeba brát v potaz, zda tvrzení o mno-
žině A vztahujeme k metrickému prostoru .P; %/ nebo .Q; %/. Pokud hrozí nedoro-
zumění, pak je třeba uvést, v kterémmetrickém prostoru pracujeme. Například je-li
.P; %/ metrický prostor a A � P , pak uzávěr množiny A v prostoru .P; %/ můžeme
pro upřesnění označit A.P;%/ nebo jen AP .

Následující věta ukazuje vztah mezi uzávěrem množiny A v prostoru .P; %/
a v prostoru .Q; %/. Vztah otevřených (respektive uzavřených) množin v .P; %/
a otevřených (respektive uzavřených) množin v .Q; %/ je zachycen ve Větě 10.3.32.

10.3.31. Věta (relativní uzávěr). Nechť .P; %/ je metrický prostor a A � Q � P .
Potom platí AQ D A

P
\Q (D A \Q).

Důkaz. Inkluze �. Předpokládejme, že x 2 A
Q. Potom x 2 Q a dist.Q;%/.x; A/ D 0.

Poněvadž dist.Q;%/.x; A/ D dist.P;%/.x; A/, máme dist.P;%/.x; A/ D 0. Potom tedy
platí x 2 A \Q.

Inkluze�.Předpokládejme, že x 2 A\Q. Bod x je prvkemQ, a tedy platí dist.Q;%/.x; A/ D

dist.P;%/.x; A/. Poněvadž x 2 A, máme dist.Q;%/.x; A/ D dist.P;%/.x; A/ D 0, a tedy
x 2 A

Q. �

10.3.32. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor a A � Q � P . Potom A je otevřená
(respektive uzavřená) v .Q; %/ právě tehdy, když existuje množina B � P otevřená
(respektive uzavřená) v .P; %/ splňující A D B \Q.
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Důkaz. Případ otevřených množin. ) NechťA je otevřená množina v prostoru .Q; %/.
Podle Věty 10.3.16 je

A D
[

fBQ.x; r/I x 2 Q; r > 0; BQ.x; r/ � Ag;

kde BQ.x; r/ D fy 2 QI %.x; y/ < rg, neboli BQ.x; r/ je koule o středu x a polo-
měru r v prostoru .Q; %/. Označme

B D
[

fB.x; r/I x 2 Q; r > 0; BQ.x; r/ � Ag:

Podle Věty 10.3.11(b) je B otevřená množina v prostoru .P; %/. Navíc zřejmě platí
A D B \Q.

( Předpokládejme, že B je otevřená množina v .P; %/ splňující A D B \ Q.
Podle Věty 10.3.16 je

B D
[

fB.x; r/I x 2 P; r > 0; B.x; r/ � Bg:

Potom platí

A D
[

fBQ.x; r/I x 2 Q; r > 0; B.x; r/ � Bg;

tedy

A D
[

fBQ.x; r/I x 2 Q; r > 0; BQ.x; r/ � Ag:

Tedy opět podle Věty 10.3.11(b) je množina A otevřená v prostoru .Q; %/. Tím je
dokázáno tvrzení věty pro případ, kdy množina A je otevřená.

Případ uzavřených množin. ) Předpokládejme, že A � Q je uzavřená v .Q; %/. Po-
tom je množina Q n A otevřená v .Q; %/ (Věta 10.3.13). Podle již dokázaného tvr-
zení existuje otevřená množina H v .P; %/ splňující H \ Q D Q n A. Položíme
B D P nH . Pak je množina B uzavřená v .P; %/ podle Věty 10.3.13 a splňuje

B \Q D .P nH/ \Q D Q nH D Q n .Q n A/ D A;

čímž je tato implikace dokázána.

( Nyní předpokládejme, že pro množinu A � Q existuje B � P , která je uza-
vřená v .P; %/ a A D B \Q. Potom je množina P n B otevřená v .P; %/ a Q n A D

.P nB/\Q. Podle již dokázaného tedymáme, žemnožinaQnA je otevřená v .Q; %/.
Podle Věty 10.3.13 je tak A uzavřená v .Q; %/. �

10.3.33. Příklad. Dokažte, že interval Œ0; 1� je otevřenou množinou v prostoru
Œ0; 1� [ .2; 3/ se zděděnou eukleidovskou metrikou v prostoru R.

Řešení. Označme P D R, Q D Œ0; 1� [ .2; 3/, A D Œ0; 1� a B D .�1
2
; 3
2
/. Potom je B

otevřená v P a A D B \Q. Podle Věty 10.3.32 je pak A otevřená v Q. |
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Husté množiny.

10.3.34. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Řekneme, že množina A � P

je hustá v .P; %/, jestliže A D P .

10.3.35. Bude užitečné si uvědomit, že množina A � P je hustá právě tehdy, když
pro každé x 2 P existuje posloupnost fxng prvků množiny A splňující lim xn D x.

10.3.36. Příklad. Dokažte, že Q a R n Q jsou husté v R.

Řešení. Zvolme x 2 R a " > 0. Potom podle Věty 1.5.33 existuje racionální číslo
q 2 B.x; "/. To znamená, že dist.x;Q/ < ". Vzhledem k tomu, že " > 0 bylo
zvoleno libovolně, dostáváme dist.x;Q/ D 0, a tedy x 2 Q. Máme tak Q D R.

Hustotu R n Q v R lze dokázat obdobně, jenomVětu 1.5.33 nahradíme výsled-
kem z Příkladu 1.8.22. |

10.3.37. Lze ukázat, že množina všech polynomů na Œa; b�, kde Œa; b� � R, je hus-
tá v .C.Œa; b�/; %sup/. Důkaz tohoto zajímavého tvrzení uvedeme až v Kapitole 12
(Věta 12.2.6).

10.3.38. Příklad. Nechť P je množina a A � P . Dokažte, že A je hustá v prostoru
.P; %diskr/ právě tehdy, když A D P .

Řešení. Pokud A D P , pak je A zřejmě hustá v P . Pokud A D P , pak pro libovolné
x 2 P platí dist.x; A/ D 0. Existuje tedy y 2 A takové, že %diskr.x; y/ < 1. Potom
ale nutně x D y a máme tak x 2 A. Dokázali jsme tedy, že A D P . |

10.3.39. Věta (charakterizace hustých množin). Nechť .P; %/ je metrický prostor.
Množina A � P je hustá v P právě tehdy, když pro každou neprázdnou otevřenou
množinu G v P platí G \ A ¤ ;.

Důkaz. ) Nechť G � P je neprázdná a otevřená v P . Potom existuje x 2 G.
K němu nalezneme r > 0 takové, že B.x; r/ � G. Poněvadž A D P , platí podle
Věty 10.3.28(c), že dist.x; A/ D 0. Potom platí B.x; r/\A ¤ ;, a tedy takéG\A ¤

;.

( Předpokládejme, že x 2 P . Potom je pro každé r > 0 množina B.x; r/ ne-
prázdná a otevřená. Platí tedy B.x; r/ \ A ¤ ;. To znamená, že dist.x; A/ < r ,
a tedy musí být dist.x; A/ D 0. Platí tedy x 2 A (Věta 10.3.28(c)). Odvodili jsme
P D A, takže A je hustá v P . �

10.3.40. Nechť .P; %/ je metrický prostor,A � P je hustá aG � P . MnožinaA\G

nemusí být hustá v G, neboť A \ G může být prázdná a G neprázdná. Pokud ale
G je navíc otevřená v P , pak je již G \ A hustá v G. Odvození není těžké. Zvolme
otevřenou neprázdnou množinuH � G v G. Podle Věty 10.3.32 existuje množina
QH , která je otevřená v P a splňujeH D QH \G. Vzhledem k otevřenosti množin QH

a G v P jeH otevřená v P . Pak platí A\H D A\G \H ¤ ; podle Věty 10.3.39,
neboť A je hustá v P . Podle téže věty je pak A \G hustá v G.



10.3. TOPOLOGICKÉ POJMY V METRICKÝCH PROSTORECH 561

Řídké množiny.

10.3.41. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Řekneme, že množina A � P

je řídká v .P; %/, jestliže je množina P n A je hustá v P .

10.3.42. Příklad. Dokažte následující tvrzení.
(a) Nechť x 2 R. Potom je jednobodová množina fxg řídká v R.
(b) Množina přirozených čísel N je řídká v R.
(c) Množina racionálních čísel Q není řídká v R.

Řešení. (a) Zvolme neprázdnou otevřenou množinu G � R. Nalezneme y 2 G

a r > 0 taková, že .y � r; y C r/ � G. Zřejmě platí .y � r; y C r/ n fxg ¤ ;, a proto
G \ .R n fxg/ ¤ ;. Podle Věty 10.3.39 je R n fxg hustá. Poněvadž R n fxg D R n fxg

podle Příkladu 10.3.3, dostáváme, že množina fxg je řídká.

(b) Množina N je uzavřená v R, protože platí

R n N D .�1; 1/ [
[
n2N

.n; nC 1/

aRnN je tedy otevřená vR podle Věty 10.3.17. Stačí tedy dokázat, žeRnN je hustá.
Zvolme neprázdnou otevřenou množinu G � R. Potom G obsahuje neprázdný
otevřený interval, a je tedy podle 3.8.10 nespočetná. Odtud plyne G \ .R n N/ D

G n N ¤ ;. Podle Věty 10.3.39 je R n N hustá, což implikuje řídkost množiny N.

(c) Podle Příkladu 10.3.36 je R n Q D R n R D ;, takže Q není řídká v R. |

10.3.43. Příklad. Nechť P je množina a A � P . Dokažte, že množina A je řídká
v metrickém prostoru .P; %diskr/ právě tehdy, když je prázdná.

Řešení. ) Množina P n A je hustá, a tedy P n A D P podle Příkladu 10.3.38.
Máme tedy A D ;, takže A D ;.

( Tato implikace je zřejmá a platí v každém metrickém prostoru. |

10.3.44. Věta (charakterizace řídkých množin). Nechť .P; %/ je metrický prostor
a A � P . Množina A je řídká v P právě tehdy, když pro každou neprázdnou ote-
vřenou množinu G � P existuje neprázdná otevřená množina H � G taková, že
H \ A D ;.

Důkaz. ) Nechť G � P je otevřená neprázdná množina. Pak položíme H D

G \ .P n A/. Potom je H otevřená, neboť je průnikem dvou otevřených množin.
Zřejmě platí H � G. Množina H je navíc neprázdná, neboť množina P n A je
hustá a podle Věty 10.3.39 má tedy s G neprázdný průnik. Navíc přímo z definice
množiny H plyne H \ A D ;.

( Nechť G � P je neprázdná otevřená množina v P . Podle předpokladu exis-
tuje neprázdná otevřená množina H � G splňující H \ A D ;. Množina P nH je
uzavřená, obsahuje A, a proto podle Věty 10.3.28(g) platí A � P n H , takže také
H � P nA. TedyG\ .P nA/ ¤ ;. Podle Věty 10.3.39 je tudíž množina P nA hustá
v P , což znamená, že A je řídká. �
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10.3.45. Příklad. Nechť a; b 2 R, a < b. Označme

A D
˚
f 2 C.Œa; b�/I 8x 2 Œa; b� W jf .x/j � 1

	
:

Dokažte, že

(a) A je řídká v metrickém prostoru .C.Œa; b�/; %int/,
(b) A není řídká v metrickém prostoru .C.Œa; b�/; %sup/.

Řešení. (a) Nejprve dokážeme, že A je uzavřená v prostoru
�
C.Œa; b�/; %int

�
. Nechť

g 2 C.Œa; b�/ n A. Potom existuje c 2 Œa; b� takové, že jg.c/j > 1. Předpokládejme,
že c ¤ b. Ze spojitosti funkce g pak plyne, že existuje d 2 .c; b/ takové, že pro
každé x 2 .c; d/ platí jg.x/j > jg.c/jC1

2
. Potom pro každou funkci f 2 A a pro

každé x 2 .c; d/ platí

jf .x/ � g.x/j �
ˇ̌
jf .x/j � jg.x/j

ˇ̌
D jg.x/j � jf .x/j

�
jg.c/j C 1

2
� 1 D

jg.c/j � 1

2
;

a tedy

%int.f; g/ D

Z b

a

jf .x/ � g.x/jdx �

Z d

c

jf .x/ � g.x/jdx

�

Z d

c

jg.c/j � 1

2
dx D .d � c/

jg.c/j � 1

2
:

To znamená, že %int.g; A/ � .d � c/ jg.c/j�1
2

> 0, a tedy podle Věty 10.3.28(c) pla-
tí g … A. Z toho plyne, že A D A, a tedy A je uzavřená v metrickém prostoru�
C.Œa; b�/; %int

�
. V případě, že c D b, nalezneme d 2 .a; c/ takové, že pro každé

x 2 .d; c/ platí jg.x/j > jg.c/jC1
2

a dále postupujeme obdobně, přičemž místo inter-
valu .c; d/ pracujeme s intervalem .d; c/.

Díky uzavřenostiAplatíC.Œa; b�/nA D C.Œa; b�/nA. K důkazu řídkostimnožiny
A v prostoru .C.Œa; b�/; %int/ tedy stačí dokázat, že

C.Œa; b�/ n A D C.Œa; b�/:

Zvolme h 2 C.Œa; b�/. Nechť n0 2 N je takové, že 1
n0
< b � a. Pro n � n0 položme

hn.x/ D

(
n
�
h.aC

1
n
/ � 2

�
� .x � a/C 2; pro x 2 Œa; aC

1
n
/;

h.x/; pro x 2 .aC
1
n
; b�:
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Potom hn 2 C.Œa; b�/nA, neboť hn je zřejmě spojitá na Œa; b� a hn.a/ D 2. Označme
M D sup

Œa;b�
jhj. Vzhledem ke spojitosti funkce h jeM konečné číslo. Pak platí

%int.hn; h/ D

Z b

a

jhn.x/ � h.x/jdx �

Z aC 1
n

a

.jhn.x/j C jh.x/j/dx

�

Z aC 1
n

a

�
n
�
jh.aC

1
n
/j C 2

�
�
1
n

C 2CM
�
dx

�

Z aC 1
n

a

.2M C 4/dx D
2M C 4

n
:

Protože limn!1
2MC4
n

D 0, plyne odtud, že limn!1 %int.hn; h/ D 0, a tedy hn
%int
! h.

To znamená, že h 2 C.Œa; b�/ n A, a tedy C.Œa; b�/nA je hustá v .C.Œa; b�/; %int/, takže
A je v tomto prostoru řídká.

(b) Označme f nulovou funkci na intervalu Œa; b�. Potom otevřená koule B.f; 1/
tvoří otevřenou neprázdnoumnožinu v .C.Œa; b�/; %sup/, která je obsažena vA. Pod-
le Věty 10.3.44 pak A není řídká v .C.Œa; b�/; %sup/. |

10.3.46.Věta (vlastnosti řídkýchmnožin). Nechť .P; %/ jemetrický prostor aA;B �

P .
(a) Je-li A řídká v P a B � A, pak také B je řídká v P .
(b) Jsou-li množiny A a B řídké v P , pak také A [ B je řídká v P .
(c) Množina A je řídká v P právě tehdy, když A je řídká v P .

Důkaz. (a) Podle Věty 10.3.28(b) platí B � A, a tedy P n A � P n B. Množina
P nA je hustá, a tedy podle Věty 10.3.39 je hustá i množina P nB. To znamená, že
množina B je řídká v P .

(b) Podle Věty 10.3.28(e) a De Morganových pravidel (Věta 1.3.11) platí

P n A [ B D P n .A [ B/ D .P n A/ \ .P n B/: (10.6)

Protože množiny A a B jsou řídké v .P; %/, jsou obě množiny P nA a P nB v tomto
prostoru husté. Navíc jsou podle Věty 10.3.13 obě otevřené. Zvolme neprázdnou
otevřenou množinuG � P . Potom je množinaG\ .P nA/ otevřená a díky hustotě
P nA je také neprázdná. Množina P nB je hustá, a proto je množina G\ .P nA/\

.P n B/ neprázdná. Množina .P n A/ \ .P n B/ je tedy hustá. Z (10.6) plyne, že
množina P n A [ B je hustá v P , a tedy A [ B je řídká v P .

(c) Z Věty 10.3.28(d) vyplývá, žeP nA D P nA. Odtud již tvrzení snadno plyne. �

10.3.47. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor aG � P je otevřená hustá množina
v P . Potom je množina P nG řídká v P .

Důkaz. Podle Věty 10.3.13 je množina P nG uzavřená v P , a tedy P nG D P nG.
Protože G je hustá v P , dostáváme

P n P nG D P n .P nG/ D G D P:
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Množina P nG je tedy řídká v P . �

Hromadné body.

10.3.48. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor,M � P a a 2 P . Řekneme, že
a je hromadným bodemmnožinyM , jestliže pro každé " > 0 platí

M \
�
B.a; "/ n fag

�
¤ ;:

Množinu všech hromadných bodů množiny M nazýváme derivací množiny M
a značíme ji symbolemM 0. Řekneme, že a je izolovanýmbodemmnožinyM , jestli-
že a 2 M nM 0.

10.3.49. Příklad. Uvažujte metrický prostor R a množinu M D .0; 1/. Dokažte,
žeM 0 D Œ0; 1�.

Řešení. Zvolme x 2 Œ0; 1� a r > 0. Pak není těžké si rozmyslet, že platí�
B.x; r/ n fxg

�
\M ¤ ;:

Odtud plyne inkluze Œ0; 1� � M 0.
Nyní zvolme x … Œ0; 1�. Položme r D minfjxj; jx � 1jg. Potom r > 0 a zřejmě

platí B.x; r/ \ M D ;. Odtud plyne inkluze M 0 � Œ0; 1�, a tedy celkem M 0 D

Œ0; 1�. |

10.3.50. Příklad. NechťM D
˚
1
n

I n 2 N
	
. Dokažte, žeM 0 D f0g.

Řešení. Zvolme " > 0. K němu nalezneme n 2 N splňující n > 1
"
. Položme y D

1
n
.

Potom y ¤ 0 a y 2 B.0; "/ \M . Tedy 0 2 M 0.
Nyní zvolme x ¤ 0. Položme

" D

„
jxj; je-li x 2 .�1; 0/;

minfjx �
1
n

j; jx �
1
nC1

jg; je-li x 2 . 1
nC1

; 1
n
/; n 2 N;

1
n.nC1/

; je-li x D
1
n
; n 2 N;

jx � 1j; je-li x 2 .1;1/:

Ve všech případech potom platí " > 0 a
�
B.x; "/ n fxg

�
\ M D ;. Tedy x … M 0.

Odtud plyne, žeM 0 D f0g. |

10.3.51. Příklad. Nechť fang1
nD1 je prostá omezená posloupnost reálných čísel

aM D fanI n 2 Ng. Dokažte, žeM 0 D H.fang/.

Řešení. Předpokládejme, že x 2 H.fang/ a fnkg1
kD1

je rostoucí posloupnost při-
rozených čísel splňující limk!1 ank

D x. Zvolme " > 0. K němu nalezneme
k0 2 N takové, že pro každé k 2 N, k � k0, platí jank

� xj < ". Z toho, že po-
sloupnost fang je prostá, plyne, že existuje k 2 N, k � k0, takové, že ank

¤ x.
Pak ank

2 .B.x; "/ n fxg/ \ M . Odtud plyne x 2 M 0. Tím je dokázaná inkluze
H.fang/ � M 0.

Nyní předpokládejme, že x 2 M 0. Budeme konstruovat vybranou posloup-
nost s limitou rovnou x. Podle definice hromadného bodu pro každé " > 0 platí
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.B.x; "/nfxg/\M ¤ ;. Lze tedy nalézt n1 2 N takové, že an1
2 B.x; 1/nfxg. Před-

pokládejme, že pro nějaké k 2 N již máme určena přirozená čísla n1 < � � � < nk
splňující anj

2 B
�
x; 1

j

�
nfxg pro každé j 2 f1; : : : ; kg. MnožinaA D faj I j � nkg je

konečná, a proto existuje " 2 .0; 1
kC1

/ takové, že A\
�
B.x; "/n fxg

�
D ;. Pak lze na-

lézt nkC1 2 N takové, že ankC1
2 B

�
x; "

�
nfxg. Díky volbě "máme nkC1 > nk. Podle

principu matematické indukce dostaneme touto konstrukcí rostoucí posloupnost
přirozených čísel fnkg1

kD1
, pro kterou navíc zřejmě platí limk!1 ank

D x. Odtud
plyne, že x 2 H.fang/, a tedy M 0 � H.fang/. Tím je rovnost M 0 D H.fang/ doká-
zána. |

10.3.52. Příklad. Nechť .P; %diskr/ je diskrétní metrický prostor. Dokažte, že P 0 D

;.

Řešení. Pro každé x 2 P zřejmě platí B.x; 1/ D fxg, a tedy B.x; 1/ n fxg D ;. Tudíž
x … P 0. Protože x bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že P 0 D ;. |

10.4. Spojitá zobrazení mezi metrickými prostory

V Kapitole 4 jsme definovali pojmy limita a spojitost reálné funkce. V tomto
oddílu zavedeme tyto pojmy i pro zobrazení mezi metrickými prostory.

Spojitost zobrazení.

10.4.1. Definice. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory, f je zobrazení z P
doQ, a 2 P aM � P . Řekneme, že zobrazení f je

(a) spojité v bodě a vzhledem kmnožiněM , jestliže a 2 M a platí

8" > 0 9ı > 0 8x 2 M W
�
%.x; a/ < ı ) �

�
f .x/; f .a/

�
< "

�
; (10.7)

(b) spojité v bodě a, jestliže je spojité v a vzhledem k P ,
(c) spojité namnožiněM , jestliže je spojité v každém bodě x 2 M vzhledem

kM ,
(d) spojité, jestliže je spojité na P .

10.4.2 (komentář k Definici 10.4.1). (a) Pokud je zobrazení f spojité v bodě a
vzhledem kM , pak existuje � > 0 takové, že B.a; �/ \M � D.f /.

(b) Výrok (10.7) můžeme ekvivalentně zapsat takto

8" > 0 9ı > 0 8x 2 B%.a; ı/ \M W f .x/ 2 B� .f .a/; "/:

(c) Spojitost zobrazení f z P do Q závisí nejenom na tom, jak je f definováno,
ale také na tom, jaké metriky uvažujeme na množinách P aQ.

(d) Je-li P D Q D M D R, pak výše uvedená definice spojitosti souhlasí s definicí
spojitosti reálné funkce jedné reálné proměnné.

10.4.3. Příklad. Nechť i; n 2 N, i � n, a �i W Rn ! R je zobrazení definované
předpisem �i .x/ D xi . Dokažte, že �i je spojité.
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Řešení. Zvolme a 2 Rn a " > 0. Položme ı D ". Potom pro každé x 2 B.a; ı/ platí

j�i .x/ � �i .a/j D jxi � ai j �

p
nX

jD1

.xj � aj /
2

D %2.x; a/ < ı D ";

a tedy �i je spojité v a. Bod a 2 Rn byl zvolen libovolně, a proto je �i spojité na
Rn. |

10.4.4. Příklad. Nechť .X; k � k/ je normovaný lineární prostor. Dokažte, že x 7!

kxk je spojité zobrazení z X do R.

Řešení. Podle vlastností z Definice 10.1.18 platí pro každé x; y 2 X

kxk � kx � yk C kyk a kyk � ky � xk C kxk D kx � yk C kxk: (10.8)

Díky (10.8) platí pro každé x; y 2 Xˇ̌
kxk � kyk

ˇ̌
� kx � yk: (10.9)

Nyní zvolme x0 2 X . Ověříme definici spojitosti v bodě x0. Pro " > 0 položme
ı D ". Pro každé x 2 B.x0; ı/ platí podle (10.9)ˇ̌

kx0k � kxk
ˇ̌

� kx0 � xk < ı D ":

Tím je důkaz proveden. |

Spojitost zobrazení mezi metrickými prostory závisí zásadním způsobem na
zvolených metrikách. Následující příklad tento fakt ilustruje.

10.4.5. Příklad. Nechť .P; %diskr/ a .Q; �/ jsou metrické prostory a f W P ! Q.
Dokažte, že f je spojité.

Řešení. Předpokládejme, že a 2 P . Zvolme " > 0. Položme ı D 1. Potom platí
B%diskr.a; ı/ D fag. Odtud plyne, že pro každé x 2 B%diskr.a; ı/ platí f .x/ D f .a/,
a tedy f .x/ 2 B� .f .a/; "/. To znamená, že f je spojité v a. Poněvadž a bylo zvoleno
libovolně, plyne odtud, že f je spojité zobrazení. |

10.4.6. Věta (charakterizace spojitosti). Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické pro-
story a f W P ! Q. Potom jsou následující tři výroky ekvivalentní.

(i) Zobrazení f je spojité na P .
(ii) Pro každou množinu G otevřenou vQ je množina f �1.G/ otevřená v P .
(iii) Pro každoumnožinu F uzavřenou vQ je množina f �1.F / uzavřená v P .

Důkaz. (i) ) (ii) Předpokládejme, že G je otevřená množina v Q a x 2 f �1.G/.
Potom f .x/ 2 G. Protože G je otevřená, existuje " > 0 takové, že B� .f .x/; "/ � G.
Díky spojitosti zobrazení f nalezneme ı > 0 takové, že f .B%.x; ı// � B� .f .x/; "/.
To znamená, že

B%.x; ı/ � f �1.B� .f .x/; "// � f �1.G/:

Bod x je tedy vnitřním bodem množiny f �1.G/. Odtud plyne, že f �1.G/ je ote-
vřená množina v P .
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(ii)) (i) Nechť a 2 P . Zvolme " > 0.Množina f �1
�
B� .f .a/; "/

�
obsahuje prvek

a a podle předpokladu je otevřená. Nalezneme tedy ı > 0 takové, že B%.a; ı/ �

f �1
�
B� .f .a/; "/

�
, neboli f

�
B%.a; ı/

�
� B� .f .a/; "/. Odtud plyne, že f je spojité

v a. Bod a byl zvolen libovolně v P , a proto je f spojité.

(ii) ) (iii) Nechť F je uzavřená množina vQ. PotomQnF je otevřená množina
v Q, a tedy, podle (ii), je množina f �1.Q n F / otevřená v P . Z Příkladu 1.8.20(d)
plyne, že

f �1.F / D f �1
�
Q n .Q n F /

�
D f �1.Q/ n f �1.Q n F /

D P n f �1.Q n F /:

Množina f �1.F / je tedy uzavřená v P .

(iii) ) (ii) NechťG je otevřená množina vQ. PotomQnG je uzavřená množina
vQ, a tedy, podle (iii), je množina f �1.Q nG/ uzavřená v P . Množina f �1.G/ D

P n f �1.Q nG/ je tudíž otevřená v P . �

Limita zobrazení.

10.4.7. Definice. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory, f je zobrazení z P
do Q, A � P , a 2 A0 a b 2 Q. Řekneme, že zobrazení f má v bodě a limitu b
vzhledem kmnožině A, jestliže platí

8" > 0 9ı > 0 8x 2 A W
�
0 < %.x; a/ < ı ) �.f .x/; b/ < "

�
:

Jestliže A D P , pak říkáme, že f má v bodě a limitu b.

10.4.8. Věta (jednoznačnost limity). Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory,
f W P ! Q, A � P a a 2 A0. Potom f má v bodě a nejvýše jednu limitu vzhledem
k množině A.

Důkaz. Provedeme důkaz sporem. Předpokládejme, že b1; b2 2 Q, b1 ¤ b2, jsou
limitami zobrazení f vzhledem k množině A. Zvolme " D

1
4
�.b1; b2/. Potom je

" > 0 a existuje k němu ı1 > 0 takové, že platí

8x 2 A W .0 < %.x; a/ < ı1 ) �.f .x/; b1/ < "/:

Dále existuje ı2 > 0 takové, že platí

8x 2 A W .0 < %.x; a/ < ı2 ) �.f .x/; b2/ < "/:

Díky tomu, že a 2 A0, nalezneme x 2 A takové, že 0 < %.x; a/ < minfı1; ı2g. Potom
platí

�.b1; b2/ � �.b1; f .x//C �.f .x/; b2/ < 2" < �.b1; b2/;

což je spor. �

10.4.9. Limitu vzhledem k množině A počítáme pouze v bodech, které jsou hro-
madnými body množiny A. Pokud totiž a není hromadným bodem A, pak v jistém
okolí bodu a již kromě bodu a nejsou žádné body z A a proměnná funkce f se
nemůže blížit k bodu a v rámci množiny Anfag. V takovém bodě a by sice definice
limity formálně dávala smysl, ale nebyla by určena jednoznačně.
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10.4.10. Označení. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory, f je zobrazení
z P do Q, A � P a a 2 A0. Pokud existuje limita zobrazení f v bodě a vzhledem
k množině A, označujeme tuto limitu symbolem limx!a; x2A f .x/. Je-li A D P ,
píšeme jen limx!a f .x/.

Věty Heineova typu.

10.4.11. Věta (Heine). Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory, f je zobrazení
z P doQ, A � P , a 2 A0 a b 2 Q. Potom jsou následující dva výroky ekvivalentní.

(i) Platí limx!a; x2A f .x/ D b.
(ii) Pro každouposloupnost fxngprvkůmnožinyAnfag splňující limn!1 xn D

a platí limn!1 f .xn/ D b.

Důkaz. (i))(ii) Předpokládejme, že fxng je posloupnost prvků množiny A n fag

splňující limn!1 xn D a. Zvolme " > 0. K němu nalezneme ı > 0 takové, že

8x 2 A W .0 < %.x; a/ < ı ) �.f .x/; b/ < "/:

Dále nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, platí xn 2 .B.a; ı/ n

fag/ \ A. Tedy pro každé n 2 N, n � n0, platí f .xn/ 2 B.b; "/. Tím jsme ověřili, že
limf .xn/ D b.

(ii))(i) Provedeme nepřímý důkaz, tj. odvodíme :(i) ) :(ii). Předpokládejme
tedy, že neplatí (i). Pak existuje " > 0 takové, že

8ı > 0 9x 2 A W 0 < %.x; a/ < ı ^ f .x/ … B.b; "/: (10.10)

Nechť n 2 N. Položme ı D
1
n
. K tomuto ı nalezneme podle (10.10) prvek xn

splňující xn 2 .B.a; 1
n
/nfag/\A a f .xn/ … B.b; "/. Potom posloupnost fxng splňuje

lim xn D a a xn 2 A n fag pro každé n 2 N, ale není pravda, že lim f .xn/ D b.
Podmínka (ii) tedy není splněna. �

10.4.12. Věta. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory, f W P ! Q a a 2 P .
Potom jsou následující tvrzení ekvivalentní.

(i) Zobrazení f je spojité v bodě a.
(ii) Pro každou posloupnost fxng prvků P splňující limn!1 xn D a platí

limn!1 f .xn/ D f .a/.

Důkaz. (i) ) (ii) Mějme posloupnost fxng prvků P splňující limn!1 xn D a.
Zvolme " > 0. K němu pomocí (i) nalezneme ı > 0 takové, že pro každé y 2

P splňující %.y; a/ < ı platí �.f .y/; f .a// < ". K našemu ı nalezneme n0 2 N
takové, že pro každé n � n0 platí %.xn; a/ < ı. Potom pro každé n � n0 platí
�.f .xn/; f .a// < ". Tím je dokázáno, že limn!1 f .xn/ D f .a/.

(ii) ) (i) Provedeme opět nepřímý důkaz. Předpokládejme, že (i) neplatí. To
znamená, že existuje " > 0 takové, že pro každé ı > 0 existuje y 2 B.a; ı/ splňující
�.f .y/; f .a// � ". Díky tomuto tvrzení nalezneme pro každé n 2 N prvek xn 2

B.a; 1
n
/ splňující �.f .xn/; f .a// � ". Posloupnost fxng pak splňuje lim xn D a, ale

neplatí limf .xn/ D f .a/. Neplatí tedy (ii). �

Z předchozí věty plyne okamžitě následující výsledek.
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10.4.13. Věta. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory a f W P ! Q. Potom
jsou následující tvrzení ekvivalentní.

(i) Zobrazení f je spojité.
(ii) Pro každou posloupnost fxng prvků P a x 2 P splňující limn!1 xn D x

platí limn!1 f .xn/ D f .x/.

10.4.14. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor, f; g W P ! R, A � P a a 2 A0.
Předpokládejme, že platí

lim
x!a;x2A

f .x/ D ˛ 2 R a lim
x!a;x2A

g.x/ D ˇ 2 R:

Potom
(a) limx!a;x2A.f .x/C g.x// D ˛ C ˇ,
(b) limx!a;x2A.f .x/ � g.x// D ˛ � ˇ,
(c) jestliže ˇ ¤ 0, pak limx!a;x2A

f.x/
g.x/

D
˛
ˇ
.

Důkaz. (a) Předpokládejme, že fxng je posloupnost prvkůmnožinyAnfag splňující
lim xn D a. Potom podle Věty 10.4.11 dostaneme lim f .xn/ D ˛ a limg.xn/ D ˇ.
Podle Věty 2.2.34(a) odvodíme lim.f .xn/ C g.xn// D ˛ C ˇ. Podle Věty 10.4.11
pak dostáváme limx!a;x2A.f .x/C g.x// D ˛ C ˇ.

(b), (c) Postupujeme obdobně jako v (a), pouze Větu 2.2.34(a) nahradíme Vě-
tou 2.2.34(b),(c). �

10.4.15. Věta (vztah mezi limitou a spojitostí v bodě). Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou
metrické prostory, f je zobrazení z P doQ, A � P a a 2 A\A0 \D.f /. Potom je
f spojité v a vzhledem k A právě tehdy, když limx!a;x2A f .x/ D f .a/.

Důkaz. ) Bod a patří do množiny A0, takže v němmůžeme počítat limitu vzhle-
dem k A. Zvolme " > 0. K němu podle definice spojitosti nalezneme ı > 0 takové,
že

8x 2 A W
�
%.x; a/ < ı ) �

�
f .x/; f .a/

�
< "

�
:

Potom tím spíše platí

8x 2 A W
�
0 < %.x; a/ < ı ) �

�
f .x/; f .a/

�
< "

�
:

Tím jsme ověřili, že platí limx!a;x2A f .x/ D f .a/.

( Zvolme " > 0. K němu podle definice limity nalezneme ı > 0 takové, že

8x 2 A W
�
0 < %.x; a/ < ı ) �

�
f .x/; f .a/

�
< "

�
:

Poněvadž a 2 A a �.f .a/; f .a// D 0 < " máme

8x 2 A W
�
%.x; a/ < ı ) �

�
f .x/; f .a/

�
< "

�
:

Tím je ověřena spojitost zobrazení f v bodě a. �
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Spojitost a limita složeného zobrazení.

10.4.16. Věta (spojitost složeného zobrazení v bodě). Nechť .X; %/, .Y; �/ a .Z; �/
jsou metrické prostory, f W X ! Y a g W Y ! Z. Nechť A � X , a 2 A, B � Y ,
f .a/ 2 B a platí:

(a) existuje � > 0 takové, že f
�
B%.a; �/ \ A

�
� B,

(b) f je spojité v bodě a vzhledem k A,
(c) g je spojité v bodě f .a/ vzhledem k B.

Potom zobrazení g ı f je spojité v bodě a vzhledem k A.

Důkaz. Zvolme " > 0. Díky podmínce (c) nalezneme  > 0 takové, že

8y 2 B� .f .a/;  / \ B W g.y/ 2 B� .g.f .a//; "/: (10.11)

K nalezenému  díky podmínce (b) nalezneme � > 0 takové, že

8x 2 B%.a; �/ \ A W f .x/ 2 B� .f .a/;  /: (10.12)

Položme ı D minf�; �g. Potom podle (a) platí

8x 2 B%.a; ı/ \ A W f .x/ 2 B:

Odtud a díky (10.11) a (10.12) obdržíme

8x 2 B%.a; ı/ \ A W g.f .x// 2 B� .g.f .a//; "/:

Tím je důkaz proveden, neboť jsme k " nalezli příslušné ı. �

10.4.17. Věta (spojitost složeného zobrazení). Nechť .X; %/, .Y; �/ a .Z; �/ jsou
metrické prostory, f W X ! Y je spojité a g W Y ! Z je spojité. Potom je zobrazení
g ı f W X ! Z spojité.

Důkaz. NechťG � Z je otevřená množina v prostoru .Z; �/. Zobrazení g je spojité,
a tedy podle věty o charakterizaci spojitého zobrazení (Věta 10.4.6, (i))(ii)), je
g�1.G/ otevřenámnožina v prostoru .Y; �/. Zobrazení f je spojité, takže podle téže
věty je množina f �1.g�1.G// otevřená v prostoru .X; %/. Protože .g ı f /�1.G/ D

f �1.g�1.G//, plyne odtud pomocí Věty 10.4.6, (ii))(i), že zobrazení g ı f W X !

Z je spojité. �

10.4.18. Věta (limita složeného zobrazení). Nechť .X; %/, .Y; �/ a .Z; �/ jsou met-
rické prostory, f je zobrazení z X do Y a g je zobrazení z Y do Z. Nechť A � X ,
a 2 A0, B � Y , b 2 B 0, c 2 Z a platí

(a) existuje � > 0 takové, že f
�
A \ .B.a; �/ n fag/

�
� B,

(b) limx!a;x2A f .x/ D b,
(c) limy!b;y2B g.y/ D c.

Nechť je splněna alespoň jedna z následujících podmínek:
(P) existuje � > 0 takové, že pro každé x 2 B.a; �/\A, x ¤ a, platí f .x/ ¤ b,
(S) zobrazení g je spojité v bodě b vzhledem k množině B.

Potom platí
lim

x!a;x2A
.g ı f /.x/ D c:
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Důkaz. Varianta s podmínkou (P). Zvolme " > 0. Díky podmínce (c) nalezneme  > 0

takové, že
8y 2 B W .0 < �.y; b/ <  ) �.g.y/; c/ < "/: (10.13)

K nalezenému  díky podmínce (b) nalezneme � > 0 takové, že

8x 2 A W .0 < %.x; a/ < � ) �.f .x/; b/ <  /: (10.14)

Vezmeme � z podmínky (a) a � z podmínky (P). Položíme ı D minf�; �; �g. Potom
podle (a), (P) a (10.14) platí

8x 2 A W
�
0 < %.a; x/ < ı ) .f .x/ 2 B ^ 0 < �.f .x/; b/ <  /

�
:

Odtud a díky (10.13) obdržíme

8x 2 A W .0 < %.a; x/ < ı ) �.g.f .x//; c/ < "/:

Tím je důkaz proveden, neboť jsme k " nalezli příslušné ı.

Varianta s podmínkou (S). Zvolme " > 0. Díky podmínce (S) nalezneme  > 0 takové,
že

8y 2 B W .�.y; b/ <  ) �.g.y/; g.b// < "/: (10.15)

K nalezenému  díky podmínce (b) nalezneme � > 0 takové, že

8x 2 A W .0 < %.x; a/ < � ) �.f .x/; b/ <  /: (10.16)

Vezměme � z podmínky (a) a položme ı D minf�; �g. Potom podle (a) a (10.16)
platí

8x 2 A W
�
0 < %.a; x/ < ı ) .f .x/ 2 B ^ �.f .x/; b/ <  /

�
:

Odtud a díky (10.15) obdržíme

8x 2 A W .0 < %.a; x/ < ı ) �.g.f .x//; g.b// < "/:

Tím je důkaz proveden, neboť c D g.b/ podle (a) a (S), a tak jsme k " nalezli
příslušné ı. �

10.4.19. Definice. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory. Řekneme, že zob-
razení f W P ! Q je homeomorfismus (prostoru P na prostorQ), jestliže je spoji-
té, bijektivní a zobrazení f �1 W Q ! P je také spojité. Řekneme, že prostory .P; %/
a .Q; �/ jsou homeomorfní, jestliže existuje homeomorfismus prostoru P na pro-
storQ.

10.4.20. Příklad. Nechť a; b 2 R; a < b. Ukažte, že interval .a; b/ je homeomorfní
s R.

Řešení. Definujme zobrazení f W .a; b/ ! R předpisem

f .x/ D tg
�
� x�a
b�a

�
�
2

�
:

Zobrazení x 7! � x�a
b�a

�
�
2
; x 2 .a; b/, je prosté spojité zobrazení definované na

intervalu .a; b/, jehož obor hodnot je roven .��
2
; �
2
/. Odtud a z vlastností funkce
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tangens plyne, že f je prosté spojité zobrazení definované na .a; b/, jehož obor
hodnot je roven R. Inverzní zobrazení f �1 má tvar

f �1.y/ D
arctgy C

�
2

�
.b � a/C a:

Z tohoto vyjádření plyne, že zobrazení f �1 je spojité. Tím jsme ověřili, že f je
homeomorfismus prostoru .a; b/ na prostor R. |

10.4.21. V Příkladu 10.10.57 ukážeme, že čtverec Œ0; 1� � Œ0; 1� není homeomorfní
s intervalem Œ0; 1�. Uveďme ještě, že v komplexní analýze, což je partie matematiky
věnující se zobrazením z komplexních čísel do komplexních čísel, je používán vý-
sledek, že „sféra bez severního pólu“ je homeomorfní s komplexní rovinou, jinými
slovy prostor ˚

Œx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C ´2 D 1; ´ < 1
	

s metrikou zděděnou z R3 je homeomorfní s C. Důkaz není obtížný, ale uvádět jej
zde nebudeme.

10.4.22. Poznámka. Topologický prostor je dvojice .X;G /, kde X je množina a G je
systém podmnožin X , který splňuje následující podmínky:

(a) Prázdná množina a X patří do G .
(b) Nechť S � G , potom

S
S 2 G .

(c) Nechť m 2 N a G1; : : : ; Gm 2 G , potom
Tm
iD1Gi 2 G .

Množinám z G pak říkáme otevřené množiny v .X;G /.
Pokud je .P; %/metrický prostor aG je systém všech otevřenýchmnožin v .P; %/,

pak je podle Věty 10.3.11 dvojice .P;G / topologický prostor. V tomto smyslu je
tedy každý metrický prostor i prostorem topologickým. Existují však topologické
prostory, které nelze obdržet z žádnéhometrického prostoru popsaným způsobem.

Řadu pojmů, které jsme definovali pro metrické prostory, je možné definovat
i v prostorech topologických, neboť v definici vystačíme s otevřenými množina-
mi a nepotřebujeme pracovat s metrikou. Mezi takové pojmy patří např. uzavře-
né množiny, hranice, vnitřek, uzávěr množiny, ale i spojité zobrazení (vizte Vě-
tu 10.4.6), a tedy i homeomorfismus.

Je-li f W X ! Y homeomorfismus mezi topologickými prostory X a Y , pak
zobrazení A 7! f .A/, kde A � X , je bijekcí systému otevřených množin v X na
systém otevřených množin v Y . Vlastnosti prostoru, které se zachovávají homeo-
morfismem, se nazývají topologické.

10.5. Součin metrických prostorů

10.5.1. Nechť n 2 N a .P1; %1/; : : : ; .Pn; %n/ jsou metrické prostory. Položme P D

P1 � � � � � Pn. Na množině P lze zavést novou metriku pomocí metrik %1; : : : ; %n
různými způsoby, přičemž žádný z nich nemá výsadní postavení. Následující tři
metriky jsou často používány a opírají se o definice metrik z Příkladů 10.1.7, 10.1.9
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a 10.1.10. Ověření, že funkce �1; �2; �1 jsou metriky na P , není o nic obtížnější
než ověřování ve zmíněných příkladech.

Metriku �1 W P � P ! Œ0;1/ definujeme předpisem

�1.x; y/ D

nX
iD1

%i .xi ; yi /;

kde x; y 2 P mají tvar x D .x1; : : : ; xn/ a y D .y1; : : : ; yn/. Metriku �1 nazýváme
`1-součtem metrik %1; : : : ; %n. Metriku �2 W P � P ! Œ0;1/ definujeme předpisem

�2.x; y/ D

p
nX
iD1

%i .xi ; yi /
2;

kde x; y jsou jako výše. Metriku �2 nazýváme `2-součtemmetrik %1; : : : ; %n. Metri-
ku �1 W P � P ! Œ0;1/ definujeme předpisem

�1.x; y/ D max
˚
%i .xi ; yi /I i 2 f1; : : : ; ng

	
;

kde x; y jsou jako výše. Metriku �1 nazýváme `1-součtem metrik %1; : : : ; %n.

10.5.2. Nechť n;m 2 N. Uvažujme na R obvyklou eukleidovskou metrikou. Po-
tom `2-součet n takových metrik na Rn je roven eukleidovské metrice na Rn. Po-
dobně pokud budeme na prostorech Rn a Rm uvažovat eukleidovské metriky, pak
jejich `2-součet bude opět eukleidovskámetrika na Rn�Rm. Obdobná tvrzení platí
i pro `1-metriku a `1-součet metrik, resp. `1-metriku a `1-součet metrik.

Pokud nebude řečeno výslovně jinak, budeme na množině Rn uvažovat vždy
eukleidovskou metriku.

10.5.3. Věta. Nechť n 2 N, .P1; %1/; : : : ; .Pn; %n/ jsou metrické prostory, P DQn
iD1 Pi a � je `2-součet metrik %1; : : : ; %n.

(a) Jestliže Gi � Pi je otevřená v .Pi ; %i / pro každé i 2 f1; : : : ; ng, potom je
G D

Qn
iD1Gi otevřená v .P; �/.

(b) Nechť i 2 f1; : : : ; ng. Potom je zobrazení �i W P ! Pi definované předpi-
sem .x1; : : : ; xn/ 7! xi spojité na .P; �/.

Důkaz. (a) Předpokládejme, že x D .x1; : : : ; xn/ 2 G. Nechť i 2 f1; : : : ; ng. Díky
otevřenosti Gi v .Pi ; %i / nalezneme ri > 0 takové, že B%i

.xi ; ri / � Gi . Položme
r D min

˚
ri I i 2 f1; : : : ; ng

	
. Pro x0 2 B� .x; r/ platí %i .xi ; x0

i / � �.x; x0/ < r pro
každé i 2 f1; : : : ; ng. Máme tedy

B� .x; r/ �

nY
iD1

B%i
.xi ; r/ �

nY
iD1

Gi D G:

Každý bodmnožinyG je tedy jejím vnitřním bodem, a proto jeG otevřená v .P; �/.

(b) Nechť H � Pi je otevřená množina. Potom platí

��1
i .H/ D P1 � � � � � Pi�1 �H � PiC1 � � � � � Pn:
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Množina ��1
i .H/ je tedy podle již dokázaného tvrzení (a) otevřená v P , a proto je

zobrazení �i spojité podle Věty 10.4.6. �

10.5.4. Věta. Nechť n 2 N, .Q; �/, .P1; %1/; : : : ; .Pn; %n/ jsou metrické prostory,
P D

Qn
iD1 Pi a � je `2-součet metrik %1; : : : ; %n. Zobrazení f D .f1; : : : ; fn/ W Q !

P je spojité právě tehdy, když je každé zobrazení fi W Q ! Pi spojité, i 2 f1; : : : ; ng.

Důkaz. ) Nechť i 2 f1; : : : ; ng. Zvolme x 2 Q a dále zvolme " > 0. Díky spoji-
tosti f v bodě x nalezneme ı > 0 takové, že pro každé y 2 Q splňující �.x; y/ < ı
platí �.f .x/; f .y// < ". Pak ale platí také %i .fi .x/; fi .y// � �.f .x/; f .y// < ",
a zobrazení fi je tedy v bodě x spojité.

( Nechť x 2 Q. Zvolme " > 0. K němu nalezneme ı > 0 takové, že pro každé
i 2 f1; : : : ; ng a každé y 2 Q splňující �.x; y/ < ı platí %i

�
fi .x/; fi .y/

�
< "p

n
.

Potom pro každé y 2 Q splňující �.x; y/ < ı pak platí

�
�
f .x/; f .y/

�
D

p
nX
iD1

�
%i .fi .x/; fi .y//

�2
<

p
nX
iD1

�
"p
n

�2
D ":

Tím je dokázána spojitost zobrazení f v bodě x. �

10.5.5. Poslední dvě věty platí i v případě, že místo `2-součtu metrik budeme uva-
žovat `1-součet nebo `1-součet metrik %1; : : : ; %n.

10.5.6. Poznámka. V tomto oddílu jsme se zabývali součinem konečně mnoha met-
rických prostorů. Je možné uvažovat i součin nekonečné posloupnosti metrických
prostorů, ale pak je příslušná teorie složitější a v tomto textu se jí věnovat nebude-
me.

10.6. Kompaktní prostory

Další čtyři oddíly budou věnovány metrickým prostorům, které mají některé
speciální vlastnosti. Začneme s kompaktními metrickými prostory.

Definice a základní vlastnosti kompaktních prostorů.

10.6.1.Definice. Řekneme, že metrický prostor .P; %/ je kompaktní, jestliže z kaž-
dé posloupnosti prvků z P lze vybrat konvergentní podposloupnost. Řekneme, že
množina K � P je kompaktní v P , jestliže je metrický prostor .K; %/ kompakt-
ní, tedy jestliže z každé posloupnosti prvků z K lze vybrat podposloupnost, která
konverguje v P a jejíž limita je prvkem K.

10.6.2. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor a A � P je konečná. Dokažte, že
A je kompaktní.
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Řešení. Nechť fxng je posloupnost prvků z A. Potom existuje alespoň jeden prvek
x 2 A, který se v posloupnosti fxng vyskytuje nekonečněkrát. Posloupnost fxng

tudíž obsahuje podposloupnost, jejíž každý člen je roven x. Tato podposloupnost
tedy konverguje podle Věty 10.2.4(b) k prvku x, který náleží do množiny A. |

10.6.3. Příklad. Nechť a; b 2 R, a � b. Dokažte, že interval Œa; b� je kompaktní
v R.

Řešení. Nechť fxng je posloupnost prvků Œa; b�. Potom je fxng omezená.DleBolzanovy–
Weierstrassovy věty (Věta 2.4.7) existuje podposloupnost fxnk

g posloupnosti fxng

a prvek x 2 R takové, že xnk
! x. Protože Œa; b� je uzavřená množina, platí

x 2 Œa; b�. Odtud plyne, že Œa; b� je kompaktní množina v R. |

10.6.4. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor a posloupnost fxng prvků P spl-
ňuje

9ı > 0 8m; n 2 N; n ¤ m W %.xn; xm/ � ı:

Dokažte, že potom P není kompaktní.

Řešení. Předpokládejme, že P je kompaktní. Potom existuje podposloupnost fxnk
g

posloupnosti fxng a prvek x 2 P takové, že xnk
! x. Nalezneme k0 takové, že pro

každé k � k0 platí %.xnk
; x/ < ı

2
. Potom

ı � %.xk0
; xk0C1/ � %.xk0

; x/C %.x; xk0C1/ <
ı

2
C
ı

2
D ı;

což je spor. Prostor P tedy není kompaktní. |

10.6.5. Příklad. Dokažte, že metrický prostor .P; %diskr/ je kompaktní právě tehdy,
když je P konečná.

Řešení. ) Předpokládejme, žemnožinaP je nekonečná. PotomP obsahuje pros-
tou posloupnost fxng. Pro každém; n 2 N; m ¤ n, platí %.xm; xn/ D 1. Posloupnost
fxng tedy splňuje podmínku z Příkladu 10.6.4. Podle tohoto příkladu tedy prostor
.P; %diskr/ není kompaktní.

( Tato implikace plyne z Příkladu 10.6.2. |

10.6.6. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor a K � P je kompaktní. Potom je
množina K uzavřená.

Důkaz. Nechť fxng je posloupnost prvků množinyK taková, že lim xn D y, kde y 2

P . Protože K je kompaktní, existuje podposloupnost fxnk
g1
kD1

posloupnosti fxng

a prvek x 2 K takové, že limk!1 xnk
D x. Z věty o limitě vybrané posloupnosti

plyne, že limk!1 xnk
D y. Z věty o jednoznačnosti limity pak plyne, že x D y.

Tedy platí y 2 K. To podle definice znamená, že množina K je uzavřená. �

10.6.7. Věta (uzavřená podmnožina kompaktu). Nechť .P; %/ je kompaktní met-
rický prostor a F � P je uzavřená. Potom je F kompaktní.
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Důkaz. Nechť fxng je posloupnost prvků F . Potom je fxng také posloupnost prvků
kompaktního prostoru P , takže existují podposloupnost fxnk

g1
kD1

posloupnosti
fxng a prvek x 2 P takové, že limk!1 xnk

D x. Protože F je uzavřená, platí x 2 F .
Množina F je tedy kompaktní v P . �

10.6.8. Věta (kompaktnost a omezenost). Nechť .P; %/ je kompaktní metrický pro-
stor. Potom je P omezený.

Důkaz. Předpokládejme, že prostor P není omezený. Potom je P neprázdný. Zvol-
me x 2 P . Protože diamP D 1, existuje pro každé n 2 N prvek xn 2 P ta-
kový, že %.x; xn/ � n. Protože P je kompaktní prostor, existují podposloupnost
fxnk

g1
kD1

posloupnosti fxng a prvek y 2 P takový, že limk!1 xnk
D y. Tedy exis-

tuje k0 takové, že pro každé k � k0 platí %.y; xnk
/ � 1. Nechť k � k0 je takové, že

nk > %.x; y/C 1. Potom

nk � %.x; xnk
/ � %.x; y/C %.y; xnk

/ � %.x; y/C 1 < nk ;

což je spor. Prostor P je tedy omezený. �

Následující věta obsahuje důležitou charakterizaci kompaktníchmnožin v pro-
storu Rn.

10.6.9. Věta (kompaktnost v Rn). Nechť n 2 N a K � Rn. Potom K je kompaktní
právě tehdy, když je omezená a uzavřená.

Důkaz. ) Tato implikace plyne z Vět 10.6.6 a 10.6.8.

( Použijeme matematickou indukci podle n. Nechť n D 1 a fxkg je posloup-
nost prvkůK. MnožinaK je omezená v R, a tedy existují a; b 2 R, a < b, splňující
K � Œa; b�. Podle Příkladu 10.6.3 je Œa; b� kompaktní. Protože K je podle předpo-
kladu uzavřená v R, je uzavřená i v Œa; b� (Věta 10.3.32), a je tedy podle Věty 10.6.7
kompaktní v R.

Nyní předpokládejme, že tvrzení platí v každém prostoru Rd , kde d � n.
NechťK je omezená a uzavřenámnožina vRnC1. Definujme zobrazení�1 W RnC1 !

Rn a �2 W RnC1 ! R předpisy

�1
�
Œx1; : : : ; xnC1�

�
D Œx1; : : : ; xn�; �2

�
Œx1; : : : ; xnC1�

�
D xnC1:

Eukleidovské metriky v prostorech R, Rn a RnC1 označíme pro účely tohoto důka-
zu po řadě jako %12; %

n
2 a %

nC1
2 . Pro každé x; y 2 K platí

%n2
�
�1.x/; �1.y/

�
� %nC1

2 .x; y/ � diamK

a
%12
�
�2.x/; �2.y/

�
� %nC1

2 .x; y/ � diamK;

takže �1.K/ je omezená v Rn a �2.K/ je omezená v R. Podle Věty 10.3.28(f) jsou
omezené takémnožiny�1.K/ a�2.K/. Tytomnožiny jsou navíc podleVěty 10.3.28(d)
uzavřené. Podle indukčního předpokladu jsou pak obě množiny kompaktní.

Nechť fxkg je posloupnost prvků K. Označme xk D Œak ; bk �, kde ak 2 Rn

a bk 2 R. Díky kompaktnosti množiny �1.K/ existuje podposloupnost fakj g1
jD1
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posloupnosti fakg a prvek a 2 �1.K/ takové, že limj!1 akj D a. Protože �2.K/
je kompaktní, existuje podposloupnost fbkj` g1

`D1
posloupnosti fbkj g a prvek b 2

�2.K/ takové, že lim`!1 bkj` D b. Potom díky Příkladu 10.2.7 platí

lim
`!1

xkj` D lim
`!1

Œakj` ; bkj` � D Œa; b�:

Množina K je podle předpokladu uzavřená, a tedy Œa; b� 2 K. Odtud plyne, že K
je kompaktní v RnC1. �

10.6.10. Tvrzení Věty 10.6.9 neplatí pro obecné metrické prostory. Například libo-
volná nekonečná množina v diskrétním metrickém prostoru je omezená a uzavře-
ná, avšak nikoli kompaktní. Následující příklad popisuje takovou situaci v případě
důležitého prostoru spojitých funkcí C.Œ0; 1�/ (vizte Příklad 10.1.23).

10.6.11. Příklad. Dokažte, že uzávěr otevřené koule B.0; 1/ v prostoru C.Œ0; 1�/ je
omezená a uzavřená množina, avšak není kompaktní v prostoru .C.Œ0; 1�/; %sup/.

Řešení. Omezenost a uzavřenost. Je snadné ověřit, že diamB.0; 1/ � 2. Z Věty 10.3.28(f),
pak plyne diamB.0; 1/ � 2, amnožinaB.0; 1/ je tedy omezená. PodleVěty 10.3.28(d)
je také uzavřená.

Negace kompaktnosti. Pro každé n 2 N definujme funkci fn W Œ0; 1� ! R předpisem

fn.x/ D

(
2n�1x; x 2

�
0; 1
2n

�
;

1
2
; x 2

�
1
2n ; 1

�
:

Nechť n 2 N. Funkce fn je zřejmě spojitá na Œ0; 1�. Počítejme

%sup.fn; 0/ D supfjfn.x/ � 0jI x 2 Œ0; 1�g

D supfjfn.x/jI x 2 Œ0; 1�g D
1

2
:

Platí tedy fn 2 B.0; 1/ � B.0; 1/ pro každé n 2 N.
Nechť m; n 2 N, m < n. Potom 1 � 2m�n �

1
2
, a tedy

%sup.fn; fm/ � jfn.
1
2n / � fm.

1
2n /j D

1

2
� 2m�1�n

�
1

2
�
1

4
D
1

4
:

Z Příkladu 10.6.4 tedy plyne, že B.0; 1/ není kompaktní. |

10.6.12. Věta (spojitý obraz kompaktu). Nechť .P; %/ je kompaktní metrický pro-
stor, .Q; �/ je metrický prostor a f W P ! Q je spojité. Potom je f .P / kompaktní
vQ.

Důkaz. Nechť fyng je posloupnost prvků f .P /. Potom pro každé n 2 N existuje
xn 2 P takové, že f .xn/ D yn. Protože P je kompaktní, existuje podposloupnost
fxnk

g posloupnosti fxng a prvek x 2 P takové, že xnk
! x v P . Protože f je

spojité, plyne z Heineovy věty (Věta 10.4.13), že f .xnk
/ ! f .x/ v Q. Označíme-

-li y D f .x/, pak y 2 f .P / a platí limk!1 ynk
D y. Odtud plyne, že f .P / je

kompaktní vQ. �
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10.6.13. Příklad. Nechť n 2 N. Množinu Cn opatříme metrikou � , která je `2-
součtem metrik %1; : : : ; %n na C, které jsou všechny rovny metrice % uvedené v Pří-
kladu 10.1.11. Dokažte, že množinaK � Cn je kompaktní, právě když je omezená
a uzavřená.

Řešení. Definujme zobrazení f W R2n ! Cn předpisem

f .x/ D Œx1 C ix2; : : : ; x2n�1 C ix2n�:

Zobrazení f je bijekce a navíc pro každé x; y 2 R2n platí �2.x; y/ D �.f .x/; f .y//,
což plyne z následujícího výpočtu. Platí

�.f .x/; f .y// D

p
nX

jD1

ˇ̌
.x2j�1 C ix2j / � .y2j�1 C iy2j /

ˇ̌2
D

p
nX

jD1

�
.x2j�1 � y2j�1/

2
C .x2j � y2j /

2
�

D

p
2nX
sD1

.xs � ys/
2

D �2.x; y/:

Odtud snadno plyne, že zobrazení f je homeomorfismus. Navíc pro každou mno-
žinu A � R2n platí, že A je omezená v R2n, právě když f .A/ � Cn je omezená.
Odtud a z Věty 10.6.9 plyne dokazované tvrzení. |

Extrémy funkcí.

10.6.14. Definice. Nechť P je množina a f W P ! R. Řekneme, že funkce f na-
bývá svéhomaxima na P , jestliže existuje x 2 P takové, že f .x/ � f .y/ pro každé
y 2 P . Obdobně řekneme, že f nabývá svéhominima na P , jestliže existuje x 2 P

takové, že f .x/ � f .y/ pro každé y 2 P . Bod x nazýváme v prvním případě bo-
demmaxima a ve druhém bodemminima.

Následující důležitá věta udává postačující podmínku pro existenci extrému.

10.6.15. Věta (extrémy spojité funkce na kompaktu). Nechť .P; %/ je neprázdný
kompaktní metrický prostor a f W P ! R je spojité. Potom f nabývá na P svého
maxima i minima.

Důkaz. Označme y D supf .P /. Podle Věty 10.6.12 je množina f .P / kompaktní,
a tedy podle Vět 10.6.6 a 10.6.8 omezená a uzavřená. Z omezenosti f .P / plyne,
že y 2 R a z uzavřenosti f .P / plyne, že y 2 f .P /. Tedy f nabývá na P svého
maxima. Obdobně lze dokázat, že f nabývá na P svého minima. �
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10.6.16. Předpoklad spojitosti zobrazení i předpoklad kompaktnosti veVětě 10.6.15
jsou důležité.Nespojité zobrazení nemusí nabývat extrémů ani na kompaktnímno-
žině. Příkladem je funkce f definovaná na Œ0; 1� předpisem

f .x/ D

(
0; pokud x D 0; nebo x D 1;

2x � 1; pokud x 2 .0; 1/:

Spojité zobrazení na nekompaktnímnožině rovněž nemusí nabývat svých extrémů.
Příkladem je funkce f definovaná na .0; 1/ předpisem f .x/ D x.

Stejnoměrná spojitost. Podobně jako jsme zobecnili pojem spojitosti a limity
pro zobrazenímezimetrickými prostory, takmůžeme zobecnit i pojem stejnoměrně
spojité funkce (vizte 9.2.16–9.2.19).

10.6.17. Definice. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory. Řekneme, že zob-
razení f W P ! Q je stejnoměrně spojité, jestliže platí

8" > 0 9ı > 0 8x; y 2 P W
�
%.x; y/ < ı ) �.f .x/; f .y// < "

�
:

10.6.18. Příklad. Nechť .P; %/, .Q; �/ jsou metrické prostory a f W P ! Q je stej-
noměrně spojité. Dokažte, že potom je f spojité.

Řešení. Předpokládejme, že x0 2 P . Zvolme " > 0. K němu nalezneme ı > 0 z defi-
nice stejnoměrné spojitosti pro ". Tedy jsou-li x; y 2 P body splňující %.x; y/ < ı,
je �.f .x/; f .y// < ". Je-li nyní y 2 P a %.x0; y/ < ı, pak máme �.f .y/; f .x0// < ".
Zobrazení f je proto spojité v bodě x0. Odtud plyne spojitost f . |

10.6.19. Věta (spojitost a stejnoměrná spojitost na kompaktu). Nechť .P; %/ je
kompaktní metrický prostor, .Q; �/ je metrický prostor a f W P ! Q je spojité.
Potom f je stejnoměrně spojité.

Důkaz. Předpokládejme pro spor, že f není stejnoměrně spojité. Potom existuje
" > 0 a posloupnosti fxng, fyng prvkůP splňující %.xn; yn/ < 1

n
a �
�
f .xn/; f .yn/

�
�

" pro každé n. Z kompaktnostiP plyne, že existuje podposloupnost fxnk
g posloup-

nosti fxng a x 2 P takové, že xnk
! x. Potom také ynk

! x, neboť

0 � %.x; ynk
/ � %.x; xnk

/C %.xnk
; ynk

/

a
lim
k!1

�
%.x; xnk

/C %.xnk
; ynk

/
�

D 0:

Ze spojitosti f a Heineovy věty tudíž plyne, že f .xnk
/ ! f .x/ a f .ynk

/ ! f .x/.
Nalezneme k takové, že �.f .xnk

/; f .x// < "
2
a �.f .ynk

/; f .x// < "
2
. Potom

" � �
�
f .xnk

/; f .ynk
/
�

� �
�
f .xnk

/; f .x/
�

C �
�
f .ynk

/; f .x/
�
<
"

2
C
"

2
D ";

což je spor. Zobrazení f je tedy stejnoměrně spojité. �
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Homeomorfní zobrazení.

10.6.20. Věta. Nechť .P; %/ je kompaktní metrický prostor, .Q; �/ je metrický pro-
stor a f W P ! Q je spojitá bijekce. Potom f je homeomorfismus.

Důkaz. Zobrazení f je bijekce, a tedy je zobrazení f �1 dobře definováno na Q.
Předpokládejme, že F � P je uzavřená množina. Podle Věty 10.6.7 je F kom-
paktní v P . Tudíž je podle Věty 10.6.12 také množina f .F / kompaktní, a tedy dle
Věty 10.6.6 uzavřená v Q. Podle Věty 10.4.6 je zobrazení f �1 spojité z Q do P .
Zobrazení f je tedy homeomorfismus. �

Totální omezenost. Následující pojem je užitečný sám o sobě. My jej později
použijeme k charakterizaci kompaktnosti.

10.6.21. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor, " > 0 a H � P . Řekneme, že
H je "-síť prostoru P , jestliže P D

S
x2H B.x; "/. Řekneme, že prostor P je totálně

omezený, jestliže pro každé " > 0 existuje konečná "-síť prostoru P . Řekneme, že
množina A � P je totálně omezená v P , jestliže je prostor .A; %/ totálně omezený.

10.6.22.Příklad. Dokažte, že každý konečnýmetrický prostor je totálně omezený.

Řešení. Platnost tvrzení bezprostředně vyplývá z definice totální omezenosti. |

10.6.23. Věta. Nechť .P; %/ je totálně omezený metrický prostor. Potom je P ome-
zený.

Důkaz. Z definice totální omezenosti plyne, že existuje konečná 1-síťH prostoru P .
Díky konečnostiH máme diamH < 1. Nechť x; y 2 P . Potom existují x0; y0 2 H

takové, že %.x; x0/ < 1 a %.y; y0/ < 1. Platí tedy

%.x; y/ � %.x; x0/C %.x0; y0/C %.y0; y/ < 1C diamH C 1 D diamH C 2;

takže diamP � diamH C 2. Prostor P je tedy omezený. �

10.6.24. Příklad. Nechť .P; %diskr/ je diskrétní metrický prostor. Dokažte, že P je
totálně omezený právě tehdy, když je konečný.

Řešení. ) Z totální omezenosti P plyne, že existuje konečná 1-síťH � P . Z Pří-
kladu 10.1.31 plyne, že pro každé x 2 P je B.x; 1/ D fxg. Tedy platí

P D
[
x2H

B.x; 1/ D
[
x2H

fxg D H:

Odtud plyne, že prostor P je konečný.

( Tvrzení plyne z Příkladu 10.6.22. |

10.6.25. Z Příkladu 10.6.24 vyplývá, že opačná implikace k implikaci uvedené ve
Větě 10.6.23 obecně neplatí, neboť každý nekonečný diskrétní metrický prostor je
omezený (vizte Příklad 10.1.37), není však totálně omezený.

10.6.26. Věta. Nechť .P; %/ je kompaktní metrický prostor. Potom je P totálně
omezený.
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Důkaz. Předpokládejme, že P není totálně omezený. Potom existuje ı > 0 takové,
že pro každou konečnou množinu C � P je

P n
[
x2C

B.x; ı/ ¤ ;:

Zvolme x1 2 P libovolně. Dále budeme pokračovat matematickou indukcí. Nechť
n 2 N. Předpokládejme, že máme zvoleny prvky x1; : : : ; xn. Potom je množina
P n

Sn
iD1 B.xi ; ı/ neprázdná. Nechť xnC1 je její libovolný prvek. Touto konstrukcí

získáme posloupnost fxng prvků množiny P splňující %.xn; xm/ � ı pro každá
n;m 2 N, n ¤ m. Podle Příkladu 10.6.4 pak prostor P není kompaktní. �

Charakterizace kompaktnosti. Nyní uvedeme dvě charakterizace kompakt-
nosti.

10.6.27. Definice. Nechť P je metrický prostor a G je systém jeho podmnožin.
Řekneme, že G pokrývá P , neboli je pokrytím P , jestliže P D

S
G . Jestliže po-

krytí G prostoru P sestává z otevřených množin, říkáme, že jde o otevřené pokrytí.
Jestliže G obsahuje konečně mnoho množin, říkáme, že jde o konečné pokrytí.

10.6.28. Věta. Metrický prostor .P; %/ je kompaktní právě tehdy, když pro každé
otevřené pokrytí G prostoru P existuje konečné pokrytí G � � G prostoru P .

Důkaz. ) Předpokládejme, že G je otevřené pokrytí prostoru P . Nejprve doká-
žeme, že platí následující výrok:

9n 2 N 8x 2 P 9G 2 G W B.x; 1
n
/ � G: (10.17)

Předpokládejme, že (10.17) neplatí, potom tedy

8n 2 N 9x 2 P 8G 2 G W B.x; 1
n
/ š G:

Odtud získáváme posloupnost fxng, kde pro každé n 2 N aG 2 G platí B.xn; 1n / š

G. Díky kompaktnosti prostoru P můžeme nalézt podposloupnost fxnk
g1
kD1

po-
sloupnosti fxng a prvek x 2 P takové, že limk!1 xnk

D x. K prvku x nalezneme
množinu G 2 G splňující x 2 G. Protože G je otevřená, můžeme nalézt ı > 0 tako-
vé, že B.x; ı/ � G. K tomuto ı nalezneme k 2 N takové, že nk �

2
ı
a %.xnk

; x/ < ı
2
.

Potom pro každé y 2 B.xnk
; 1
nk
/ platí

%.x; y/ � %.x; xnk
/C %.xnk

; y/ <
ı

2
C

1

nk
�
ı

2
C
ı

2
D ı;

takže
B.xnk

; 1
nk
/ � B.x; ı/ � G;

což je spor. Tím je dokázána platnost výroku (10.17).
Existuje tedy n 2 N takové, že ke každému x 2 P lze nalézt množinu Gx 2 G

splňující B.x; 1
n
/ � Gx. Prostor P je kompaktní, a tedy podle Věty 10.6.26 také

totálně omezený. To znamená, že v něm existuje konečná 1
n
-síť H . Položme

G �
D fGx I x 2 H g:
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Potom platí G � � G , G � obsahuje konečně mnoho množin a

P �
[
x2H

B.x; 1
n
/ �

[
x2H

Gx :

Systém G � je tedy konečné otevřené pokrytí prostoru P splňující G � � G .

( Nechť fxng je posloupnost prvků P . Označme A D fxnI n 2 Ng. Předpoklá-
dejme, že existuje y 2 P takové, že pro všechna r > 0 je množina B.y; r/ \ A

nekonečná. Pak existuje n1 2 N splňující xn1
2 B.y; 1/. Předpokládejme, že pro

nějaké k 2 N máme zvolena přirozená čísla n1 < � � � < nk�1. Protože B.y; 1k / \ A

je nekonečná množina, existuje nk 2 N, nk > nk�1, splňující xnk
2 B.y; 1

k
/. Tím-

to způsobem dostaneme indukcí rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg1
kD1

splňující xnk
2 B.y; 1

k
/ pro každé k 2 N. Potom je ale fxnk

g1
kD1

podposloupnost
posloupnosti fxng splňující limk!1 xnk

D y.
Nyní předpokládejme, že pro každé y 2 P existuje ry > 0 takové, že B.y; ry/\

A je konečná množina. Pro každé y 2 P je množina B.y; ry/ otevřená a navíc
zřejmě platí P D

S
y2P B.y; ry/. Systém fB.y; ry/gy2P tudíž představuje otevřené

pokrytí prostoru P , a tedy podle předpokladu existuje konečná množina F � P

taková, že P D
S
y2F B.y; ry/. Platí

A D A \ P D A \
[
y2F

B.y; ry/ D
[
y2F

.A \ B.y; ry//;

takže A je konečná množina, neboť je rovna konečnému sjednocení konečných
množin. Odtud vyplývá, že se alespoň jeden prvek množiny A vyskytuje v po-
sloupnosti fxng nekonečněkrát. Posloupnost fxng tudíž obsahuje konstantní, a tedy
konvergentní podposloupnost. V obou případech jsme nalezli konvergentní pod-
posloupnost libovolně zvolené posloupnosti prvků P , prostor P je tedy kompakt-
ní. �

10.6.29.Důsledek (Borel1). Nechť a; b 2 R, a < b. NechťJ je systémneprázdných
otevřených intervalů splňující Œa; b� �

S
J. Pak existuje konečný systém J� � J

takový, že Œa; b� �
S

J�.

Důkaz. Tvrzení bezprostředně vyplývá z Příkladu 10.6.3 a Věty 10.6.28. �

10.6.30. Věta. Metrický prostor .P; %/ je kompaktní právě tehdy, když pro každou
posloupnost fFng neprázdných uzavřených podmnožin P , která pro každé n 2 N
splňuje FnC1 � Fn, platí

T1

nD1 Fn ¤ ;.

Důkaz. ) Nechť fFng je posloupnost splňující příslušné předpoklady. Pro kaž-
dé n 2 N zvolíme xn 2 Fn. Protože P je kompaktní, existuje podposloupnost
fxnk

g1
kD1

posloupnosti fxng a prvek x 2 P takové, že limk!1 xnk
D x. Zvolme

n 2 N. Potom pro všechna k 2 N splňující nk > n platí xnk
2 Fn, neboť

xnk
2 Fnk

� Fn:

1Félix Édouard Justin Émile Borel (1871—1956)
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Protože Fn je uzavřená, vyplývá odtud, že také x 2 Fn. Protože n bylo zvoleno
libovolně, platí x 2

T1

nD1 Fn. Množina
T1

nD1 Fn je tedy neprázdná.

( Předpokládejme, že fxng je posloupnost prvků P . Pro každé n 2 N položme

Fn D fxj I j 2 N; j � ng:

Potom je fFng posloupnost neprázdných uzavřených podmnožin P taková, že pro
každé n 2 N platí FnC1 � Fn. Podle předpokladu tedy existuje x 2

T1

nD1 Fn.
Protože x 2 F1, plyne z definice množiny F1, že existuje index n1 2 N takový,
že %.xn1

; x/ < 1. Předpokládejme, že pro nějaké k 2 N máme zvoleny indexy
n1 < � � � < nk. Protože x 2 FnkC1, plyne z definice této množiny, že existuje index
nkC1 2 N splňující nkC1 > nk a %.xnkC1

; x/ < 1
kC1

. Takto získáme rostoucí po-
sloupnost indexů fnkg1

kD1
takovou, že pro každé k 2 N platí %.xnk

; x/ < 1
k
. Tedy

limk!1 xnk
D x. Z posloupnosti fxng jsme tedy vybrali konvergentní podposloup-

nost. To znamená, že prostor P je kompaktní. �

10.7. Úplné prostory

Z Kapitoly 2 víme, že posloupnost reálných čísel fang je konvergentní právě
tehdy, když splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmínku

8" > 0 9n0 8m; n � n0 W jam � anj < ":

V tomto oddíle budeme studovat otázku, ve kterých metrických prostorech platí
analogie tohoto tvrzení. Nejprve zformulujeme Bolzanovu–Cauchyovu podmínku
pro posloupnost bodů v metrickém prostoru.

10.7.1. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor a fxng je posloupnost prvků P .
Řekneme, že fxng splňujeBolzanovu–Cauchyovu podmínku (případně, že je cau-
chyovská), jestliže platí

8" > 0 9n0 8m; n � n0 W %.xm; xn/ < ": (10.18)

10.7.2. Výrok (10.18) je ekvivalentní výroku

9K > 0 8" > 0 9n0 8m; n � n0 W %.xm; xn/ < K":

Důkaz lze provést obdobně jako v případě limity posloupnosti reálných čísel (vizte
Lemma 2.2.18).

10.7.3. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor a fxng je konvergentní posloupnost
prvků P . Potom je fxng cauchyovská.

Důkaz. Nechť x 2 P splňuje lim xn D x. Nechť " > 0. Potom existuje n0 2 N
takové, že pro každé n � n0 platí %.xn; x/ < ". Pak pro každé m; n � n0 platí

%.xn; xm/ � %.xn; x/C %.xm; x/ � "C " D 2";

a tedy posloupnost fxng podle 10.7.2 splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmínku.
�
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10.7.4.Příklad. Dokažte, že posloupnost fxngprvkůmetrického prostoru .P; %diskr/
je cauchyovská právě tehdy, když existují x 2 P a n0 2 N takové, že pro každé
n � n0 platí xn D x.

Řešení. ) Položme " D 1. Z Bolzanovy–Cauchyovy podmínky plyne, že exis-
tuje n0 takové, že pro každé m; n � n0 platí %.xm; xn/ < 1. Z definice diskrétní
metriky vyplývá, že pro každá taková m; n platí xn D xm. Odtud již snadno plyne
dokazovaná implikace.

( Z Věty 10.2.4(b) víme, že posloupnost fxng je v .P; %diskr/ konvergentní. Podle
Věty 10.7.3 je tedy v tomto prostoru cauchyovská. |

10.7.5. VdůkazuVěty 10.7.3 jsme viděli, že důkaz nutnosti Bolzanovy–Cauchyovy
podmínky pro konvergenci posloupnosti reálných čísel, jak jej známe zVěty 2.4.26,
je možné snadno zobecnit pro obecný metrický prostor. V důkazu opačné impli-
kace Věty 2.4.26, tedy v důkazu toho, že Bolzanova–Cauchyova podmínka pro
posloupnost reálných čísel implikuje její konvergenci, jsme však podstatným způ-
sobem využili pojmů limes superior a limes inferior, které závisí na uspořádání
reálných čísel, což je vlastnost, kterou v obecném metrickém prostoru nemáme
k dispozici. Není tedy překvapivé, že výše zmíněná implikace pro obecný metrický
prostor neplatí. Vzhledem k její důležitosti však stojí za to vymezit třídu prostorů,
ve kterých zůstává v platnosti.

10.7.6. Definice. Řekneme, že metrický prostor .P; %/ je úplný, jestliže každá cau-
chyovská posloupnost prvků P je konvergentní.

Příklady úplných a neúplných prostorů.

10.7.7. Příklad. Dokažte, že metrický prostor R je úplný.

Řešení. Tvrzení plyne z Věty 2.4.26. |

10.7.8. Příklad. Dokažte, že metrický prostor .0; 1/ není úplný.

Řešení. Uvažujme posloupnost fxng D f
1
nC1

g prvků intervalu .0; 1/. Zvolme " > 0.
K němu nalezneme n0 2 N splňující 1

n0
< ". Potom pro každé m; n � n0 platí

jxm � xnj D
ˇ̌
1

mC1
�

1
nC1

ˇ̌
< 1

n0
< ":

Odtud plyne, že posloupnost fxng je cauchyovská v .0; 1/. Dokážeme, že fxng není
konvergentní v .0; 1/. Předpokládejme, že x 2 .0; 1/. Potom existuje n1 2 N takové,
že 1

n1
< x. Označme " D x �

1
n1
. Pak " > 0 a pro každé n � n1 platí

jxn � xj D x �
1
nC1

� x �
1
n1

D ";

a tedy lim xn ¤ x. Protože x 2 .0; 1/ bylo zvoleno libovolně, posloupnost fxng

nemá v prostoru .0; 1/ limitu, a tedy v něm není konvergentní. Prostor .0; 1/ tedy
není úplný. |

10.7.9. Příklad. Nechť n 2 N. Dokažte, že metrický prostor Rn je úplný.
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Řešení. Nechť fxkg je cauchyovská posloupnost prvků prostoru Rn. Pro každé i 2

f1; : : : ; ng a k; l 2 N platí
jxki � xli j � %2.x

k ; xl /:

Z této nerovnosti plyne, že fxki g1
kD1

je cauchyovská posloupnost reálných čísel pro
každé i 2 f1; : : : ; ng. Podle Příkladu 10.7.7 jsou tedy tyto posloupnosti konvergent-
ní. Označme limk!1 xki D x�

i , kde i 2 f1; : : : ; ng. Prvek x� D Œx�
1 ; : : : ; x

�
n � je pak

limitou posloupnosti fxkg podle Příkladu 10.2.7. |

10.7.10. Příklad. Nechť n 2 N. Množinu Cn opatříme metrikou � , která je `2-
součtem metrik %1; : : : ; %n na C, které jsou všechny rovny metrice % uvedené v Pří-
kladu 10.1.11. Dokažte, že .Cn; %/ je úplný metrický prostor.

Řešení. Dvojice .Cn; %/ je metrický prostor podle 10.5.1. Předpokládejme, že f´j g

je cauchyovská posloupnost v Cn. Potom pro každé j;m 2 N a l 2 f1; : : : ; ng

platí podle definice `2-součtu metrik a podle definice metriky % na C následující
nerovnostiˇ̌

Re ´j
l

� Re ´ml
ˇ̌

� �.´j ; ´m/ a
ˇ̌
Im ´

j

l
� Im ´ml

ˇ̌
� �.´j ; ´m/

Odtud plyne, že posloupnosti reálných čísel
˚
Re ´j

l

	1

jD1
a
˚
Im ´

j

l

	1

jD1
jsou cauchy-

ovské pro každé l 2 f1; : : : ; ng. Podle Příkladu 10.7.7 jsou uvedené posloupnosti
konvergentní. Existují tedy komplexní čísla w1; : : : ; wn taková, že

lim
n!1

Re ´nl D Rewl a lim
n!1

Im ´nl D Imwl

pro každé l 2 f1; : : : ; ng. Z těchto limit pak plyne konvergence posloupnosti f´j g

k prvku w D .w1; : : : ; wn/. |

10.7.11. Příklad. Dokažte, že diskrétní metrický prostor .P; %diskr/ je úplný.

Řešení. Tvrzení plyne z Příkladů 10.2.6 a 10.7.4. |

Úplnost metrického prostoru zásadním způsobem závisí na zvolené metrice.
Tento fakt ilustrují následující dva příklady.

10.7.12.Příklad. Nechť a; b 2 R, a < b. Dokažte, žemetrický prostor .C.Œa; b�/; %sup/
je úplný.

Řešení. Nechť ffng je cauchyovská posloupnost v prostoru .C.Œa; b�/; %sup/. Zvolme
x 2 Œa; b�. Potom je posloupnost reálných čísel ffn.x/g cauchyovská v R, neboť
pro každé n;m 2 N platí jfn.x/ � fm.x/j � %sup.fn; fm/. Podle Věty 2.4.26 má
posloupnost ffn.x/g v R vlastní limitu, kterou označíme symbolem f .x/. Tím je
definována funkce f W Œa; b� ! R.

Pozorování. Pro každé " > 0 existuje n0 2 N takové, že pro každé n � n0 a x 2 Œa; b�

platí jfn.x/ � f .x/j � ". Zvolme " > 0. K němu nalezneme díky cauchyovskosti
posloupnosti ffng přirozené číslo n0 takové, že pro každé n;m � n0 a x 2 Œa; b�

platí
jfn.x/ � fm.x/j � %sup.fn; fm/ < ":
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Pak pro každé n � n0 a x 2 Œa; b� platí

jfn.x/ � f .x/j D lim
m!1

jfn.x/ � fm.x/j � ":

Funkce f je spojitá na Œa; b�. Předpokládejme, že y 2 Œa; b�. Zvolme " > 0. K němu
nalezneme podle předchozího pozorování n0 2 N takové, že pro každé x 2 Œa; b�

platí jfn0
.x/�f .x/j � ". Funkce fn0

je spojitá na Œa; b�, a tedy existuje ı > 0 takové,
že pro každé ´ 2 Œa; b�, j´ � yj < ı, platí jfn0

.´/ � fn0
.y/j < ". Potom pro každé

´ 2 Œa; b�, j´ � yj < ı, platí

jf .´/ � f .y/j � jf .´/ � fn0
.´/j C jfn0

.´/ � fn0
.y/j C jfn0

.y/ � f .y/j < 3":

Funkce f je tedy spojitá v bodě y. Protože bod y byl zvolen libovolně, je funkce
f spojitá na Œa; b�.

Platí lim %sup.fn; f / D 0. Tento vztah plyne okamžitě z uvedeného pozorování.
To znamená, že posloupnost ffng je v prostoru .C.Œa; b�/; %sup/ konvergentní, čímž
jsme ověřili definici úplnosti pro prostor .C.Œa; b�/; %sup/. |

10.7.13. Příklad. Dokažte, že metrický prostor .C.Œ�1; 1�/; %int/ není úplný.

Řešení. Pro každé n 2 N definujeme funkci fn na Œ�1; 1� předpisem

fn.x/ D sign.x/ n
p

jxj:

Potom pro každé m; n 2 N splňující m < n platí

%int.fn; fm/ D

Z 1

�1

jfn.x/ � fm.x/jdx D 2

Z 1

0

�
fn.x/ � fm.x/

�
dx

D 2
� n

nC 1
�

m

mC 1

�
D

2.n �m/

.nC 1/.mC 1/
:

Nechť " > 0. Nalezneme n0 2 N takové, že n0C 1 > 2
"
. Potom pro každém; n � n0

platí

%int.fn; fm/ D
2.n �m/

.nC 1/.mC 1/
� 2

n

nC 1

1

mC 1
�

2

n0 C 1
< ";

takže posloupnost ffng je cauchyovská v prostoru
�
C.Œ�1; 1�/; %int

�
. Dokážeme však,

že tato posloupnost není v prostoru
�
C.Œ�1; 1�/; %int

�
konvergentní.

Nechť f je libovolná spojitá funkce na Œ�1; 1� a označme a D f .0/. Předpo-
kládejme nejprve, že a � 0. Potom ze spojitosti funkce f v bodě 0 existuje ı > 0

takové, že pro každé y 2 Œ0; ı� platí f .y/ < 1
2
. K tomuto ı existuje m 2 N takové,

že 2�m < ı. Označme


 D

Z ı

2�m

�
fm.x/ � f .x/

�
dx:



10.7. ÚPLNÉ PROSTORY 587

Potom 
 > 0, neboť pro každé x 2 Œ2�m; ı� platí fm.x/ > 1
2
a f .x/ �

1
2
, takže

fm.x/ > f .x/. Navíc pro každé n � m platí

%.fn; f / D

Z 1

�1

jfn.x/ � f .x/jdx �

Z ı

2�m

jfn.x/ � f .x/jdx

D

Z ı

2�m

�
fn.x/ � f .x/

�
dx �

Z ı

2�m

�
fm.x/ � f .x/

�
dx

D 
;

takže funkce f není limitou posloupnosti ffng v prostoru
�
C.Œ�1; 1�/; %int

�
.

Nyní předpokládejme, že a � 0. Potom ze spojitosti funkce f v bodě 0 existuje
ı > 0 takové, že pro každé y 2 Œ�ı; 0� platí f .y/ > �

1
2
. K tomuto ı existuje m 2 N

takové, že 2�m < ı. Označme


 D

Z �2�m

�ı

�
f .x/ � fm.x/

�
dx:

Potom 
 > 0 a pro každé n � m platí

%.fn; f / D

Z 1

�1

jfn.x/ � f .x/jdx �

Z �2�m

�ı

jfn.x/ � f .x/jdx

D

Z �2�m

�ı

�
f .x/ � fn.x/

�
dx �

Z �2�m

�ı

�
f .x/ � fm.x/

�
dx

D 
;

a tedy funkce f opět není limitou posloupnosti ffng v prostoru
�
C.Œ�1; 1�/; %int

�
.

Posloupnost ffng tedy není v prostoru
�
C.Œ�1; 1�/; %int

�
konvergentní. Z toho plyne,

že tento metrický prostor není úplný. |

Banachovy prostory.

10.7.14. Definice. Banachovým prostorem nazýváme úplný normovaný lineární
prostor.

S teorií Banachových prostorů, které tvoří velmi důležitou podtřídu úplných
metrických prostorů, se lze seznámit v [10]. Zde a v příkladové části uvedeme jen
několik základních příkladů. Podle Příkladů 10.7.9 a 10.7.10 víme, že prostory Rn

a Cn, n 2 N, opatřené standardními operacemi sčítání vektorů a násobení skaláry,
jsou Banachovy prostory. Následující příklad zobecňuje tyto výsledky.

10.7.15. Příklad. Nechť X je normovaný lineární prostor, který má konečnou di-
menzi. Potom je X Banachův.

Řešení. Předpokládejme nejprve, že X je komplexní normovaný lineární prostor.
Normu odpovídající metrice � naCn z Příkladu 10.7.10 označíme symbolem k�kCn .
Pro ˛; ˇ 2 Cn tedy platí k˛ � ˇkCn D �.˛; ˇ/. Normu na X budeme značit k � k.
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Nechť prvky x1; : : : ; xn tvoří báziB prostoruX . Definujme zobrazení˚ W Cn !

X předpisem

˚.˛1; : : : ; ˛n/ D

nX
jD1

j̨ � xj :

Zobrazení ˚ je lineární a z vlastností báze B plyne, že zobrazení ˚ je prosté a na.
Inverzní zobrazení ˚�1 W X ! Cn je tedy dobře definováno. Navíc lze snadno
ověřit, že ˚�1 je lineární. Pro ˛; ˇ 2 Cn platí

k˚.˛/ � ˚.ˇ/k D




 nX
jD1

j̨ � xj �

nX
jD1

ǰ � xj





�

nX
jD1

j j̨ � ǰ j � kxj k �

� nX
jD1

kxj k

�
� k˛ � ˇkCn :

Odtud plyne, že zobrazení ˚ je spojité.
Ukážeme, že existuje konstanta C > 0 taková, že pro každé ˛ 2 Cn platí

k˚.˛/k � Ck˛kCn : (10.19)

Položme C D inffk˚.˛/kI ˛ 2 Sg, kde

S D f˛ 2 Cn
I k˛kCn D 1g:

Množina S je zřejmě omezená a je také uzavřená podle Věty 10.4.6, neboť S je vzo-
rem množiny f1g při zobrazení ˛ 7! k˛kCn , které je spojité podle Příkladu 10.4.4.
Množina S je tedy kompaktní podle Příkladu 10.6.13. Ze spojitosti ˚ , Příkla-
du 10.4.4 a Věty 10.4.17 plyne spojitost zobrazení ˛ 7! k˚.˛/k. Podle Věty 10.6.15
existuje ˇ 2 S takové, že k˚.ˇ/k D C . Vztah (10.19) zřejmě platí pro ˛ D 0 2 Cn.
Předpokládejme, že ˛ 2 Cn; ˛ ¤ 0. Potom máme ˛=k˛kCn 2 S a

k˚.˛/k D




˚�k˛kCn �
˛

k˛kCn

�



D




k˛kCn � ˚
� ˛

k˛kCn

�


 (linearita ˚)

D k˛kCn �




˚� ˛

k˛kCn

�


 (vlastnost normy)

� k˛kCn � C: (definice množiny S a konstanty C )

Tím je nerovnost (10.19) ověřena.
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Nechť fxkg je cauchyovská posloupnost prvkůX . Označme ˛k D ˚�1.xk/; k 2

N. Díky nerovnosti (10.19) máme pro každé k; l 2 N

k˛k � ˛lk D k˚�1.xk/ � ˚�1.xl /k (definice prvků ˛k , ˛l)

D k˚�1.xk � xl /k (linearita ˚�1)

�
1

C
k˚.˚�1.xk � xl //k (nerovnost (10.19))

D
1

C
kxk � xlk:

Odtud plyne, že také posloupnost f˛kg je cauchyovská. Prostor Cn je úplný (Pří-
klad 10.7.10), existuje tedy ˛ 2 Cn takové, že lim˛k D ˛. Díky spojitosti zobrazení
˚ máme

lim xk D lim˚.˛k/ D ˚.˛/:

Posloupnost fxkg je tedy konvergentní, čímž je úplnost prostoru X dokázána. |

10.7.16. Příklad. Dokažte, že normovaný lineární prostor
�
C.Œ0; 1�/; k � ksup

�
je Ba-

nachův.

Řešení. V Příkladu 10.1.23 jsme ukázali, že
�
C.Œ0; 1�/; k � ksup

�
je normovaný line-

ární prostor. Ptáme-li se, zda je tento prostor také úplný, ptáme se po úplnosti
metrického prostoru

�
C.Œ0; 1�/; %sup

�
. Prostor

�
C.Œ0; 1�/; %sup

�
je však úplný podle

Příkladu 10.7.12. |

10.7.17. Příklad. Dokažte, že prostor `1 je Banachův.

Řešení. Pro každé x 2 `1 budeme používat označení x D fxmg, neboli xm je m-tý
člen posloupnosti x. Nechť fxng je posloupnost prvků prostoru `1, která je cauchy-
ovská. Pro každém 2 N platí, že posloupnost fxnmg1

nD1 je cauchyovská posloupnost
reálných čísel, neboť pro každé i; j 2 N platí jxim � x

j
mj � kxi � xj k1. Prostor R je

úplný, a proto je posloupnost fxnmg1
nD1 konvergentní pro každé m 2 N. Označme

příslušnou limitu jako x�
m.

Pro " D 1 nalezneme díky cauchyovskosti fxng číslo n0 2 N takové, že pro
každé i; j � n0 platí kxi � xj k < 1. Máme pak

jxnmj � jxn0
m j C jxn0

m � xnmj � kxn0k C kxn0 � xnk < kxn0k C 1

pro každé n � n0 a pro každém 2 N. Odtud plyne jx�
mj � kxn0kC1, což dokazuje,

že x� D fx�
mg 2 `1.

Zbývá ukázat, že fxng konverguje k x�. Zvolme " > 0. K němu nalezneme díky
cauchyovskosti fxng číslo n0 2 N takové, že pro každé i; j � n0 platí kxi �xj k < ".
Zvolme m 2 N. Nalezneme j � n0 takové, že jx�

m � x
j
mj < ". Pak pro každé n � n0

platí

jx�
m � xnmj � jx�

m � xjmj C jxjm � xnmj < "C kxj � xnk < "C " D 2":

Odtud plyne, že pro každé n � n0 platí kx� � xnk � 2". Posloupnost fxng je tedy
konvergentní v prostoru `1. |
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Základní vlastnosti úplných prostorů.

10.7.18.Věta (úplnost a uzavřenost). Nechť .P; %/ je úplnýmetrický prostor aM �

P . Potom je .M; %/ úplný právě tehdy, kdyžM je uzavřená v .P; %/.

Důkaz. ) Nechť fxng je posloupnost prvkůM , která v P konverguje k prvku x 2

P . Posloupnost fxng je tedy cauchyovská vP . Tím pádem je také cauchyovská vM .
Metrický prostor M je úplný, takže existuje bod y 2 M , ke kterému konverguje
fxng vM . Potom fxng konverguje k y i v P . Z jednoznačnosti limity vyplývá x D y,
a tedy x 2 M . MnožinaM je tedy uzavřená.

( Nechť fxng je cauchyovská posloupnost prvkůM . Potom je fxng cauchyovská
také v P , což je úplný metrický prostor, a tedy existuje x 2 P takové, že lim xn D x.
Protože M je uzavřená, platí x 2 M . Tedy lim xn D x také v M , takže .M; %/ je
úplný. �

10.7.19. Věta (Cantor). Nechť .P; %/ je metrický prostor. Potom P je úplný právě
tehdy, když pro každou posloupnost fFng neprázdných uzavřených podmnožin P
splňující FnC1 � Fn pro každé n 2 N a limn!1 diamFn D 0 je

T1

nD1 Fn jednobo-
dová množina.

Důkaz. ) Nechť fFng je posloupnost množin splňující předpoklady věty. Pro
každé n 2 N zvolíme libovolně prvek xn 2 Fn. Zvolme " > 0. K němu nalezneme
n0 takové, že diamFn0

< ". Potom pro každé m; n � n0 platí xm; xn 2 Fn0
, a tedy

%.xm; xn/ < ". Posloupnost fxng je tedy cauchyovská. Z úplnosti P plyne, že exis-
tuje x 2 P takové, že lim xn D x. Pro každé n 2 N je fxj g1

jDn posloupnost prvků
Fn, která podle věty o limitě vybrané posloupnosti konverguje k x. Protože Fn je
uzavřená, platí x 2 Fn. Protože n bylo zvoleno libovolně, dostáváme x 2

T1

nD1 Fn.
Pro každé m 2 N platí diam

�T1

nD1 Fn
�

� diamFm, a tedy diam
�T1

nD1 Fn
�

D 0.
Odtud plyne, že

T1

nD1 Fn D fxg.

( Nechť fxng je cauchyovská posloupnost v P . Pro každé n 2 N položme Fn D

fxj I j � ng. Potom je fFng posloupnost neprázdných uzavřených množin v P ,
která splňuje FnC1 � Fn pro každé n 2 N. Zvolme " > 0. K němu nalezne-
me n0 2 N takové, že pro každé n;m � n0 platí %.xn; xm/ < ". Odtud plyne,
že diamFn � diamFn0

� " pro každé n, a tedy limdiamFn D 0. Podle před-
pokladu platí

T1

nD1 Fn D fxg pro nějaké x 2 P . Potom pro každé n � n0 platí
%.x; xn/ � diamFn0

< ". Odtud plyne, že lim xn D x. �

10.7.20. Bez předpokladu limdiamFn D 0 Cantorova věta neplatí. Příkladem je
posloupnost podmnožin fFng v R definovaná předpisem Fn D Œn;1/, které jsou
uzavřené (vizte Příklad 10.3.8 a Větu 10.3.13) a pro každé n 2 N platí FnC1 � Fn.
Nesplňují však požadavek limn!1 diamFn D 0 a zřejmě platí

T1

nD1 Fn D ;.

10.7.21.Věta. Metrický prostor je kompaktní právě tehdy, když je totálně omezený
a úplný.

Důkaz. Postupně dokážeme následující tři implikace.
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Kompaktnost ) úplnost. Předpokládejme, že fxng je cauchyovská posloupnost v P .
Potom z kompaktnostiP plyne, že existují podposloupnost fxnk

g1
kD1

posloupnosti
fxng a bod x 2 P takové, že limk!1 xnk

D x. Zvolme " > 0. Potom z Bolzanovy–
Cauchyovy podmínky plyne, že existuje n0 2 N takové, že pro každé m; n � n0
platí %.xn; xm/ < ". Díky konvergenci posloupnosti fxnk

g1
kD1

dále existuje k0 2

N takové, že pro každé k � k0 platí %.xnk
; x/ < ". Protože fnkg1

kD1
je rostoucí

posloupnost přirozených čísel, existuje k � k0 takové, že nk � n0. Potom pro
každé n � n0 platí

%.xn; x/ � %.xn; xnk
/C %.xnk

; x/ < "C " D 2":

Odtud plyne, že lim xn D x, takže fxng je konvergentní. Prostor P je tedy úplný.

Kompaktnost ) totální omezenost. Tato implikace vyplývá z Věty 10.6.26.

Úplnost a totální omezenost ) kompaktnost. Nechť fxng je posloupnost prvků P . Díky
totální omezenosti P nalezneme pro každé k 2 N konečnou 1

k
-síť Dk. Dále zkon-

struujeme posloupnost fdkg takovou, že pro každé k 2 N jsou splněny následující
dvě podmínky:

� dk 2 Dk ,
� množinaAk � N definovaná předpisemAk D

˚
j 2 NI xj 2

Tk
lD1 B.dl ;

1
l
/
	

je nekonečná.
Platí P D

S
d2D1

B.d; 1/, a tedy

N D
[
d2D1

fj 2 NI xj 2 B.d; 1/g:

Vyjádřili jsme množinu přirozených čísel jako sjednocení konečně mnoha množin.
Alespoň jedna z nich tedy musí být nekonečná. To znamená, že existuje d1 2 D1
takové, že příslušná množina A1 je nekonečná.

Nyní předpokládejme, že máme již zvoleny body d1; : : : ; dk. Potom platí P DS
d2DkC1

B.d; 1
kC1

/, a tedy

Ak D
[

d2DkC1

˚
j 2 Ak I xj 2 B.d; 1

kC1
/
	
:

Opět jsme vyjádřili nekonečnoumnožinuAk jako sjednocení konečněmnohamno-
žin, a tedy alespoň jedna z nich musí být nekonečná. Tedy existuje dkC1 2 DkC1

takové, že příslušná množina AkC1 je nekonečná.
Nyní nalezneme rostoucí posloupnost přirozených čísel fnkg1

kD1
takovou, že

pro každé k 2 N platí nk 2 Ak. Zvolme " > 0. K němu nalezneme k0 2 N takové,
že 2

k0
< ". Potom pro každé k; k0 � k0 platí

%.xnk
; xnk0 / � %.xnk

; dk0
/C %.dk0

; xnk0 / <
1

k0
C

1

k0
D

2

k0
< ":

Posloupnost fxnk
g1
kD1

je tedy cauchyovská. Protože P je úplný, je tato posloup-
nost konvergentní. Z libovolně zvolené posloupnosti prvků z P jsme tedy vybrali
konvergentní podposloupnost. Jinými slovy, P je kompaktní. �
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10.7.22. Věta. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory, Q je úplný, f W P !

Q, A � P a a 2 A0. Pak limita limx!a;x2A f .x/ existuje, právě když je splněna
následující (Bolzanova-Cauchyova) podmínka:

8" > 0 9ı > 0 8x; y 2 .B.a; ı/ n fag/ \ A W �
�
f .x/; f .y/

�
< ":

Důkaz. ) Označme ´ D limx!a;x2A f .x/. Zvolme " > 0. K němu nalezneme
ı > 0 takové, že

8x 2 .B.a; ı/ n fag/ \ A W �.f .x/; ´/ < ":

Pro libovolná x; y 2 .B.a; ı/ n fag/ \ A potom platí

�.f .x/; f .y// � �.f .x/; ´/C �.´; f .y// < "C " D 2":

( Protože a 2 A0, existuje posloupnost fxng prvků množiny A n fag taková, že
xn ! a. Snadno ověříme, že posloupnost ff .xn/g je cauchyovská: Zvolme " > 0.
K němu nalezneme ı > 0 díky Bolzanově-Cauchyově podmínce. Dále nalezneme
n0 2 N takové, že xn 2 B.a; ı/ pro každé n � n0. Tedy �.f .xn/; f .xm// < " kdykoli
m; n � n0. Posloupnost ff .xng je tedy cauchyovská v prostoru .Q; �/. Protože pro-
stor Q je úplný, existuje y D limn!1 f .xn/ 2 Q. Ukážeme, že limx!a;x2A f .x/ D

y.
Zvolme libovolné " > 0. Pak existuje ı > 0 takové, že �.f .u/; f .v// < " pro

každé u; v 2 .B.a; ı/ n fag/ \ A. Dále existuje n0 2 N takové, že xn 2 B.a; ı/ pro
každé n � n0, a n1 � n0 takové, že �.f .xn1

/; y/ < ". Tedy

�.f .x/; y/ � �.f .x/; f .xn1
//C �.f .xn1

/; y/ < 2"

pro každé x 2 .B.a; ı/ n fag/ \ A. �

Banachova věta o pevném bodě.

10.7.23. Definice. Nechť X je množina, T W X ! X a x 2 X . Řekneme, že x je
pevným bodem zobrazení T , jestliže T .x/ D x.

10.7.24. Některé rovnice v pokročilejších partiích matematické analýzy lze řešit
nalezením pevného bodu vhodného zobrazení. Banachova věta o kontrakci (Vě-
ta 10.7.28) udává poměrně obecné postačující podmínky pro existenci pevného
bodu. V Kapitole 13 ukážeme její aplikaci v teorii diferenciálních rovnic.

10.7.25. Definice. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory, f W P ! Q a K �

0. Řekneme, že zobrazení f je K-lipschitzovské, jestliže pro každé x; y 2 P platí
�
�
f .x/; f .y/

�
� K%.x; y/. Řekneme, že f je lipschitzovské, jestliže existujeK � 0

takové, že f je K-lipschitzovské. Řekneme, že zobrazení f je kontrakce, jestliže
existuje K 2 Œ0; 1/ takové, že f je K-lipschitzovské.

10.7.26. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsoumetrické prostory a f W P ! Q je lipschitzovské
zobrazení. Pak je snadné ověřit, že f je stejnoměrně spojité, a tedy i spojité. Nej-
prve nalezneme K > 0 takové, že f je K-lipschitzovské. Zvolme " > 0 a položme
ı D "=K. Potom pro každé x; y 2 P splňující %.x; y/ < ı platí

�
�
f .x/; f .y/

�
� K%.x; y/ < Kı D ":
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Zobrazení f je tedy stejnoměrně spojité.

10.7.27. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor aA � P je neprázdná množina.
Dokažte, že potom je funkce f W P ! R definovaná předpisem f .x/ D dist.x; A/
1-lipschitzovská na P .

Řešení. Zvolme x; y 2 P a " > 0. Pak nalezneme x0; y0 2 A taková, že %.x; x0/ <

dist.x; A/C " a %.y; y0/ < dist.y; A/C ". Potom platí

dist.x; A/ � %.x; y0/ � %.x; y/C %.y; y0/ � %.x; y/C dist.y; A/C ":

Odtud plyne
dist.x; A/ � dist.y; A/ � %.x; y/C "

pro každé " > 0. Máme tedy

f .x/ � f .y/ D dist.x; A/ � dist.y; A/ � %.x; y/: (10.20)

Záměnou rolí x; y obdržíme

f .y/ � f .x/ D dist.y; A/ � dist.x; A/ � %.y; x/: (10.21)

Z (10.20), (10.21) a symetrie metriky plyne

jf .x/ � f .y/j � %.x; y/;

a tedy f je 1-lipschitzovská funkce. |

10.7.28.Věta (Banach). Nechť .P; %/ je úplný neprázdnýmetrický prostor a T W P !

P je kontrakce. Potom existuje právě jeden pevný bod zobrazení T .

Důkaz. Existence pevného bodu. Budeme rekurentně definovat posloupnost bodů fxng.
Hledaný pevný bod pak obdržíme jako limitu této posloupnosti. Díky neprázd-
nosti P můžeme zvolit x1 2 P libovolně. Předpokládejme, že pro nějaké n 2 N
máme již definovány body x1; : : : ; xn. Potom definujme xnC1 D T .xn/. Dokážeme,
že posloupnost fxng je cauchyovská v prostoru P .

Podle předpokladu existuje 
 2 Œ0; 1/ takové, že T je 
 -lipschitzovské. Pokud

 D 0, pak je zobrazení konstantní a dokazované tvrzení zřejmě platí. Předpoklá-
dejme tedy v dalším, že 
 > 0. Matematickou indukcí ověříme, že pro každé n 2 N
platí %.xn; xnC1/ � 
n�1%.x1; x2/. Pro n D 1 je tvrzení zřejmé. Předpokládejme, že
dokazovaná nerovnost platí pro n. Pak platí

%.xnC1; xnC2/ D %
�
T .xn/; T .xnC1/

�
(definice posloupnosti fxng)

� 
 � %.xn; xnC1/ (
 -lipschitzovskost T )

� 
 � 
n�1
� %.x1; x2/ D 
n%.x1; x2/: (indukční předpoklad)

Odtud a z trojúhelníkové nerovnosti plyne, že pro každé m; n 2 N; m < n, platí

%.xm; xn/ � %.xm; xmC1/C %.xmC1; xmC2/C � � � C %.xn�1; xn/

�
�

m�1

C 
m C � � � C 
n�2
�

� %.x1; x2/

�

m�1

1 � 

� %.x1; x2/:
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Zvolme " > 0. Poněvadž 
 2 Œ0; 1/, platí lim 
n D 0. Lze tedy nalézt n0 takové, že


n0�1

1 � 

� %.x1; x2/ < ":

Potom pro každé n > m � n0 platí

%.xm; xn/ �

m�1

1 � 

� %.x1; x2/ �


n0�1

1 � 

� %.x1; x2/ < ":

Posloupnost fxng je tedy cauchyovská v P . Prostor P je úplný, takže existuje x 2 P

takové, že lim xn D x.
Dokážeme, že T .x/ D x. Podle věty o limitě vybrané posloupnosti (Věta 10.2.4(c))

platí lim xnC1 D x, neboli limT .xn/ D x. Podle 10.7.26 je T spojité, a tedy dle He-
ineovy věty platí limT .xn/ D T .x/. Z věty o jednoznačnosti limity (Věta 10.2.4(a))
plyne, že T .x/ D x.

Jednoznačnost pevného bodu. Předpokládejme, že x a y jsou pevné body zobrazení T .
Pak platí

%.x; y/ D %
�
T .x/; T .y/

�
� 
 � %.x; y/:

Protože 
 < 1, musí platit %.x; y/ D 0, a tedy x D y. Odtud plyne, že pevný bod
zobrazení T je jednoznačně určen. �

10.7.29. Poznámka. V matematice existuje celá řada vět o pevném bodě. Pro ilu-
straci uveďme bez důkazu známou Brouwerovu2 větu o pevném bodě. Nechť K je
neprázdná konvexní kompaktní podmnožina Rn a f W K ! K je spojité. Potom
má f pevný bod. V tomto případě ale nemusí být pevný bod jednoznačně určen.

Baireova věta.

10.7.30. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor a A � P . Řekneme, že mmno-
žina A je

� první kategorie v P , jestliže existuje posloupnost fAng1
nD1 řídkých mno-

žin v P taková, že A D
S1

nD1An,
� druhé kategorie v P , jestliže není první kategorie,
� residuální v P , jestliže P n A je první kategorie v P .

10.7.31. Nechť .P; %/ je metrický prostor a A � P . Množina A je první kategorie
v P právě tehdy, když existuje spočetný systém A řídkých množin v P takový,
že A D

S
A. Pokud je totiž A množina první kategorie, pak stačí položit A D

fAnI n 2 Ng, kde An jsou řídké množiny z předchozí definice. Obráceně, pokud
A je příslušný spočetný systém, můžeme jeho prvky uspořádat do posloupnosti
(Lemma 1.6.20(b)) fAng1

nD1. Pokud by byl A konečný, pak popužijeme prázdnou
množinu v roli některých An. Pak bude platit A D

S1

nD1An.

10.7.32. Příklady. Dokažte, že
(a) prostor Q je první kategorie v R,
(b) množina R n Q je residuální v R,

2Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881–1966)
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(c) množina C.Œa; b�/ je první kategorie v prostoru
�
C.Œa; b�/; %int

�
.

Řešení. (a) Pro každé r 2 Q je jednobodová množina frg řídká v R podle Příkla-
du 10.3.42(a). Navíc platí

Q D
[
r2Q

frg:

Množina Q je tedy spočetným sjednocením řídkých množin, tudíž je první kate-
gorie v R.

(b) Tvrzení je přímým důsledkem již dokázaného tvrzení (a).

(c) Pro každé n 2 N položme

An D ff 2 C.Œa; b�/I 8x 2 Œa; b� W jf .x/j � ng:

Pro každé n 2 N je množina An řídká v prostoru .C.Œa; b�/; %int/. Důkaz lze provést
obdobně jako v Příkladu 10.3.45(a). Nechť g 2 C.Œa; b�/. Potom podle Věty 4.3.11
je g omezená na Œa; b�. Existuje tedy n 2 N takové, že g 2 An. Odtud vyplývá, že
C.Œa; b�/ D

S1

nD1An. Množina C.Œa; b�/ je tudíž první kategorie v .C.Œa; b�/; %int/.
|

10.7.33.Věta (vlastnosti množin první kategorie). Nechť .P; %/ jemetrický prostor.
(a) Jestliže množina An � P je první kategorie v P pro každé n 2 N, potom

je
S1

nD1An první kategorie v P .
(b) Jestliže jeA � P první kategorie v P aB � A, potom jeB první kategorie

v P .

Důkaz. (a) Podle předpokladu a 10.7.31 existuje pro každé n 2 N spočetný systém
An, jehož prvky jsou řídké množiny v P a který splňuje An D

S
An. Položme

A D
S1

nD1 An. Potom je systém A spočetným sjednocením spočetných systémů,
a tedy je podle Věty 1.6.21(b) také spočetný. Navíc A obsahuje zřejmě pouze řídké
množiny vP a platí

S
A D

S1

nD1

S
An D

S1

nD1An D A. Podle 10.7.31 je množina
A první kategorie.

(b) Podle předpokladu existují množiny An, n 2 N, řídké v P , které splňují A DS1

nD1An. Pro každé n 2 N položme Bn D An \B. Potom je podle Věty 10.3.46(a)
množina Bn řídká v P pro každé n 2 N a B D

S1

nD1 Bn. Množina B je tedy první
kategorie v P . �

10.7.34. Věta (Baire3). Nechť .P; %/ je úplný metrický prostor aG � P je neprázd-
ná otevřená množina. Potom je G druhé kategorie v .P; %/.

Důkaz. Pro spor předpokládejme, že G je první kategorie v P . Existují tedy mno-
žiny An; n 2 N, které jsou řídké v P a platí G D

S1

nD1An. Zkonstruujeme otevřené
koule B.xn; rn/, n 2 N, splňující B.x1; r1/ � G a pro každé n 2 N platí

� B.xnC1; rnC1/ � B.xn; rn/ n An,
� rn 2 .0; 1

n
/.

3René-Louis Baire (1874–1932)
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Konstrukce. Množina G je neprázdná, a proto můžeme zvolit x1 2 G. Potom dí-
ky otevřenosti G existuje r1 2 .0; 1/ takové, že B.x1; r1/ � G. Nyní předpoklá-
dejme, že jsme již zkonstruovali kouli B.xn; rn/. Podle Věty 10.3.44 nalezneme
neprázdnou otevřenou množinu H � B.xn; rn/ takovou, že H \ An D ;. Zvol-
me xnC1 2 H . Potom existuje rnC1 2 .0; 1

nC1
/ takové, že B.xnC1; 2rnC1/ � H .

Pak platí B.xnC1; rnC1/ � B.xnC1; 2rnC1/ podle Příkladu 10.3.29. Máme tedy také
B.xnC1; rnC1/ � B.xn; rn/. Tím je konstrukce hledané posloupnosti koulí provede-
na.

Pro každé n 2 N platí diamB.xn; rn/ �
2
n
. Odtud plyne limn!1 diamB.xn; rn/ D

0. Dále pro každé n 2 N platíB.xnC1; rnC1/ � B.xn; rn/. Podle Věty 10.7.19 existuje
x 2

T1

nD1 B.xn; rn/. Potom x 2 G a pro každé n 2 N platí x … An, což je spor. �

10.7.35 (malé množiny). V matematice je často užitečné mít možnost rozlišovat
mezi malými a velkými množinami. Pro takové rozlišení je vhodné použít pojem
� -ideálu.

NechťX je množina a I � P .X/ je systém podmnožinX . Řekneme, že systém
I je (množinový) � -ideál, jestliže

(a) pro každou posloupnost fAng množin z I platí
S1

nD1An 2 I ,
(b) pro každou množinu A 2 I a každou množinu B � A platí B 2 I .
Na množiny, které patří do daného � -ideálu I , pak pohlížíme jako na malé

množiny. Podle předchozí definice pak vidíme, že spočetné sjednocení malých mno-
žin je takémalámnožina a podmnožinamalémnožiny je opětmalá. To, zda jemno-
žinaAmalá, nebo ne, záleží na použitém � -ideálu.Důležitýmpříkladem � -ideálu je
systém spočetných podmnožin dané množinyX (vizte Větu 1.6.21(a),(b)). Dalším
důležitým příkladem jsou lebesgueovsky nulové množiny v prostoru Rn a konečně
i množiny první kategorie v daném metrickém prostoru tvoří podle Věty 10.7.33
� -ideál.

Pokud je � -ideál I � P .X/ netriviální v tom smyslu, že I ¤ ; a X … I , pak
lze I použít k existenčním důkazům. Chceme-li ukázat, že v množině X existuje
prvek, který má jistou vlastnost V , stačí ukázat, že množina

A D fx 2 X I x nesplňuje V g

patří do I . Pak je totiž X nA neprázdná. V některých situacích je existenční důkaz
tohoto typu jednodušší než přímá konstrukce hledaného prvku. V následujícím pa-
ragrafu se podíváme podrobněji na tutometodu v případěmnožin první kategorie.

10.7.36 (metoda kategorií). Nechť X je množina a V.x/, x 2 X je nějaká výroková
forma naX . Chceme-li nalézt x 2 X takové, že platí V.x/, stačí naX nalézt metriku
% takovou, žemetrický prostor .X; %/ je úplný, a dokázat, že vzhledemk tétometrice
je množina Z D fy 2 X I :V.y/g první kategorie. Podle Baireovy věty pak neplatí
X D Z, protože úplný prostor není první kategorie. Existuje tedy prvek x 2 X

splňující V.x/. Množina všech takových x je dokonce residuální v X .

Metodu kategorií ilustrujme následujícím příkladem.
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10.7.37. Příklad (Bolzano). Dokažte, že existuje spojitá funkce na Œ0; 1�, která ne-
má v žádném bodě intervalu Œ0; 1� vlastní derivaci.

Řešení. Množinu funkcí z C.Œ0; 1�/, které mají alespoň v jednom bodě vlastní de-
rivaci, označme A. Pro každé n 2 N definujme pomocnou množinu následujícím
způsobem

An D
˚
f 2 C.Œ0; 1�/I 9x 2 Œ0; 1 �

1
n
� 8h 2 .0; 1

n
/ W jf .x C h/ � f .x/j � nh

	
:

Ukážeme, žemnožinyAn jsou řídké a platíA �
S1

nD1An. Odtud plyne, žeA je prv-
ní kategorie. Poněvadž

�
C.Œ0; 1�/; %sup

�
je úplný metrický prostor (Příklad 10.7.12),

dostáváme podle Baireovy věty (Věta 10.7.34), že existuje funkce f 2 C.Œ0; 1�/ nA.

Inkluze A �
S1

nD1An. Předpokládejme, že f 2 A. Potom existuje x 2 .0; 1/ takové,
že f 0.x/ je vlastní. Nalezneme ı > 0 takové, že .x; x C ı/ � Œ0; 1� a pro každé
h 2 .0; ı/ a platí ˇ̌̌f .x C h/ � f .x/

h
� f 0.x/

ˇ̌̌
< 1:

Nyní nalezneme n 2 N takové, že n > maxf
1
ı
; jf 0.x/j C 1g. Potom x 2 Œ0; 1 �

1
n
�

a pro každé h 2 .0; 1
n
/ platí

jf .x C h/ � f .x/j D

ˇ̌̌f .x C h/ � f .x/

h

ˇ̌̌
� h < .jf 0.x/j C 1/ � h � nh:

Odtud plyne, že f 2 An.

Nechť n 2 N . Pak je množina An uzavřená v .C.Œ0; 1�/; %sup/. Předpokládejme, že ffkg je
posloupnost funkcí z množiny An, která v metrice %sup konverguje k funkci f 2

C.Œ0; 1�/. Pro každé k 2 N existuje xk 2 Œ0; 1 �
1
n
� takové, že pro každé h 2 .0; 1

n
/

platí jfk.xk Ch/�fk.xk/j � nh. Podle Bolzanovy-Weierstrassovy věty (Věta 2.4.7)
existuje vybraná posloupnost fxkj

g z posloupnosti fxkg s limitou x� 2 Œ0; 1 �
1
n
�.

Pro zjednodušení zápisu položme gj D fkj
a yj D xkj

pro j 2 N. Zvolme nyní h 2

.0; 1
n
/ a " > 0. Vzhledem k tomu, že posloupnost fgj g konverguje k f v supremové

metrice, můžeme nalézt j0 takové, že platí

8x 2 Œ0; 1� W jgj0
.x/ � f .x/j < ": (10.22)

Ze spojitosti f a vztahu limyj D x� můžeme po j0 navíc požadovat

jf .x�
C h/ � f .yj0

C h/j < ";

jf .x�/ � f .yj0
/j < ":

Z definice množiny An plyne

jgj0
.yj0

C h/ � gj0
.yj0

/j � nh:

Použitím (10.22) dostaneme

jgj0
.yj0

/ � f .yj0
/j < ";

jgj0
.yj0

C h/ � f .yj0
C h/j < ":
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Potom pomocí trojúhelníkové nerovnosti a výše uvedených odhadů obdržíme

jf .x�
C h/ � f .x�/j � jf .x�

C h/ � f .yj0
C h/j C jf .yj0

C h/ � gj0
.yj0

C h/j

C jgj0
.yj0

C h/ � gj0
.yj0

/j C jgj0
.yj0

/ � f .yj0
/j

C jf .yj0
/ � f .x�/j < nhC 4":

Vzhledem k tomu, že " > 0 bylo zvoleno libovolně, platí jf .x� Ch/�f .x�/j � nh.
Odtud plyne, že f patří do množiny An. Tím je důkaz uzavřenosti An proveden.

Nechť n 2 N . Pak je množina An řídká v
�
C.Œ0; 1�/; %sup

�
. Podle předchozího je množina

An uzavřená, a proto k důkazu její řídkosti stačí ukázat, že množina C.Œ0; 1�/ n An
je hustá. Zvolme neprázdnou otevřenou množinu G v prostoru C.Œ0; 1�/. Zvolme
f 2 G a k ní nalezneme " > 0 splňující B.f; "/ � G. Nyní stačí podle Věty 10.3.39
nalézt funkci g 2 B.f; "/ n An.

K funkci f nalezneme nejprve funkci Qf , která bude po částech afinní a bude
blízko k funkci f v supremovémetrice. K funkci Qf pak přičteme funkci, která bude
velmi rychle oscilovat, ale přitom bude nabývat malých hodnot. Tak dostaneme
hledanou funkci g. Ukažme si tento postup podrobně.

Funkce f je stejnoměrně spojitá podle Věty 10.6.19. Nalezneme tedy ı > 0

takové, že
8x; y 2 Œ0; 1�; jx � yj < ı W jf .x/ � f .y/j <

"

4
: (10.23)

Zvolme dělení D D fxig
m
iD0 intervalu Œ0; 1� takové, že �.D/ < ı. (Norma dělení

�.D/ byla zavedena v Definici 9.2.1.) Definujme funkci Qf W Œ0; 1� ! R tak, aby
f .xi / D Qf .xi / pro každé i 2 f0; : : : ; mg a pokud x 2 .xi�1; xi /, kde i 2 f1; : : : ; mg,
pak

Qf .x/ D f .xi�1/C
f .xi / � f .xi�1/

xi � xi�1
.x � xi�1/:

Funkce Qf je spojitá, neboť je spojitá na každém z intervalů Œxi�1; xi �; i 2 f1; : : : ; mg.
Pokud x 2 Œ0; 1�, pak existuje i 2 f1; : : : ; mg takové, že x 2 Œxi�1; xi � a s použitím
(10.23) můžeme počítat

jf .x/ � Qf .x/j D

ˇ̌̌
f .x/ � f .xi�1/ �

f .xi / � f .xi�1/

xi � xi�1
.x � xi�1/

ˇ̌̌
� jf .x/ � f .xi�1/j C jf .xi / � f .xi�1/j <

"

4
C
"

4
D
"

2
:

Označme

K D max
nˇ̌̌f .xi / � f .xi�1/

xi � xi�1

ˇ̌̌
I i 2 f1; : : : ; mg

o
:

Pro každé i 2 f1; : : : ; mg, x; y 2 Œxi�1; xi � platí

j Qf .y/ � Qf .x/j D

ˇ̌̌f .xi / � f .xi�1/

xi � xi�1
.y � x/

ˇ̌̌
� Kjy � xj: (10.24)

Potom pro každé x; y 2 Œ0; 1�, platí j Qf .y/ � Qf .x/j � Kjy � xj. Skutečně, zvolme
x; y 2 Œ0; 1�. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že x � y. Nalezneme
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i; j 2 f1; : : : ; mg taková, že x 2 Œxi�1; xi � a y 2 Œxj�1; xj �. Potom máme i � j a

j Qf .y/ � Qf .x/j � j Qf .y/ � Qf .xj�1/j C

j�1X
lDiC1

j Qf .xl / � Qf .xl�1/j C j Qf .xi / � Qf .x/j

� Kjy � xj�1j C

j�1X
lDiC1

Kjxl � xl�1j CKjxi � xj D Kjy � xj:

Zvolme konstantu L tak, aby platilo

L > max
n4�.K C n/

"
; �n

o
: (10.25)

Funkci g W Œ0; 1� ! R definujme předpisem

g.x/ D Qf .x/C
"

4
sin.Lx/:

Potom je g spojitá a pro každé x 2 Œ0; 1� platí

jg.x/ � f .x/j � jg.x/ � Qf .x/j C j Qf .x/ � f .x/j <
"

4
C
"

2
D
3

4
":

Máme tedy g 2 B.f; "/. Zbývá ukázat, že g … An. Zvolme libovolně x 2 Œ0; 1 �
1
n
�.

Pro h 2 .0; 1
n
/ platí

jg.x C h/ � g.x/j �
"

4
j sin.Lx C Lh/ � sin.Lx/j � j Qf .x C h/ � Qf .x/j

�
"

4
j sin.Lx C Lh/ � sin.Lx/j �Kh

D
"

2
j sin.1

2
Lh/j �

ˇ̌
cos.Lx C

1
2
Lh/

ˇ̌
�Kh:

(10.26)

Díky (10.25) platí �
2
< L

2n
, a proto můžeme nalézt h� 2 .0; 1

n
/ takové, že 1

2
Lh� �

�
2

a Lx C
1
2
Lh� D k� �

�
4
nebo Lx C

1
2
Lh� D k� C

�
4
pro vhodné k 2 N [ f0g. Pak

platí j cos.Lx C
1
2
Lh�/j D

1p
2
a

jg.x C h�/ � g.x/j �
"

4
j sin.1

2
Lh�/j �Kh� (volba h�)

�
"

4

2

�

1

2
Lh�

�Kh� (Příklad 5.4.16)

D

� "
4

L

�
�K

�
h� > nh�: (volba L podle (10.25))

Odtud plyne, že g … An. |

10.7.38. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor a množina An je residuální v P pro
každé n 2 N.

(a) Potom je množina
T1

nD1An residuální v P .
(b) Je-li navíc P druhé kategorie, pak je

T1

nD1An neprázdná.
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Důkaz. (a) Platí P n
T1

nD1An D
S1

nD1.P nAn/. Pro každé n 2 N je množina P nAn
první kategorie. Podle Věty 10.7.33 je tedy množina

S1

nD1.P nAn/ první kategorie.
Odtud plyne residualita množiny

T1

nD1An.

(b) Podle (a) je množina P n
T1

nD1An první kategorie. Poněvadž je P druhé kate-
gorie, musí být

T1

nD1An neprázdná. �

Množiny typu F-sigma a G-delta.

10.7.39. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Řekneme, že množina A � P

je
� typu F� v P , jestliže existují množiny Fn; n 2 N, uzavřené v P takové, že
A D

S1

nD1 Fn,
� typuGı v P , jestliže existují množiny Gn; n 2 N, otevřené v P takové, že
A D

T1

nD1Gn.

10.7.40. Věta (vztah množin typuGı a F� ). Nechť .P; %/ je metrický prostor a A �

P . Potom A je typu Gı v P právě tehdy, když P n A je typu F� v P .

Důkaz. ) Pro A typu Gı nalezneme posloupnost množin fGng1
nD1 otevřených

v P splňující A D
T1

nD1Gn. Pro n 2 N položme Fn D P nGn. Podle Věty 10.3.13
je pro každé n 2 N množina Fn uzavřená v P . Podle De Morganových pravidel
(Věta 1.3.11) platí

P n A D P n

1\
nD1

Gn D

1[
nD1

.P nGn/ D

1[
nD1

Fn;

takže množina P n A je typu F� v P .

( Důkaz této implikace je obdobný. �

10.7.41. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Dokažte, že je-li A � P uza-
vřená (resp. otevřená) v P , potom je zároveň typu Gı i F� v P .

Řešení. Množina A je uzavřená v P . Pro n 2 N položme Fn D A. Potom pro každé
n 2 N je zřejmě množina Fn uzavřená v P a platí A D

S1

nD1 Fn. Množina A je tedy
typu F� .

Dokážeme nyní, že množina A je také typu Gı . Pokud je A prázdná, potom je
zřejmě typu Gı . Předpokládejme tedy, že A je neprázdná. Pro n 2 N položme

Gn D fx 2 P I dist.x; A/ < 1
n

g:

Potom je pro každé n 2 N množina Gn otevřená v P podle Věty 10.4.6, neboť
funkce x 7! dist.x; A/ je spojitá, jak plyne z Příkladu 10.7.27. Navíc zřejmě platí
A � Gn pro každé n 2 N a podle Vět 10.3.28(c) a 10.3.25 jeA D

T1

nD1Gn.Množina
A je tedy typu Gı v P .

Množina A je otevřená v P . Tvrzení plyne z předchozího a Vět 10.3.13 a 10.7.40. |

10.7.42. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor a A � P je hustá množina typuGı .
Potom je A residuální v P .



10.7. ÚPLNÉ PROSTORY 601

Důkaz. Pro množinu A existuje posloupnost fGng otevřených množin v P splňující
A D

T1

nD1Gn. Protože je množina A hustá v P , plyne z Věty 10.3.39, že mno-
žina Gn, n 2 N, která A obsahuje, je také hustá v P . Pro každé n 2 N je podle
Věty 10.3.47 množina P nGn řídká v P . Navíc platí

P n A D P n

1\
nD1

Gn D

1[
nD1

.P nGn/;

takže P n A je první kategorie v P , neboli A je v tomto prostoru residuální. �

10.7.43. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor a Q je Gı podmnožina P . Potom
je .Q; %/ prostor druhé kategorie v sobě.

Důkaz. Předpokládejme pro spor, že .Q; %/ je první kategorie v .Q; %/. Je-li mno-
žina H � Q řídká v .Q; %/, pak lze s pomocí Věty 10.3.44 snadno nahlédnout, že
je H řídká i v prostoru .Q; %/. Odtud plyne, že Q je první kategorie i v prostoru
.Q; %/. MnožinaQ je typuGı v P a z Věty 10.3.32 lze snadno odvodit, žeQ je typu
Gı v Q. Podle Věty 10.7.42 je Q residuální v .Q; %/, a tedy Q nQ je první katego-
rie v .Q; %/. Odtud plyne, že .Q; %/ je sjednocením dvou množin první kategorie
v .Q; %/, a tedy jde o množinu první kategorie v .Q; %/. Prostor .Q; %/ je však úplný
podle Věty 10.7.18, a je tedy druhé kategorie podle Věty 10.7.34, což je spor. �

10.7.44. Věta. Nechť .P; %/ je úplný metrický prostor a A � P je množina typu F�
v P , která je druhé kategorie v P . Potom má A neprázdný vnitřek.

Důkaz. Podle předpokladu existují uzavřené množiny Fn � P; n 2 N, takové, že
A D

S1

nD1 Fn. Množina A není první kategorie, a proto existuje n0 2 N takové, že
Fn0

není řídká. To znamená, že množina P n Fn0
D P n Fn0

není hustá. Existuje
tedy neprázdná otevřená množina, která je obsažena v Fn0

. Vnitřek množiny Fn0
,

a tedy i množiny A, je tak neprázdný. �

10.7.45. Věta (charakterizace množin druhé kategorie). Metrický prostor .P; %/ je
druhé kategorie právě tehdy, když pro každou posloupnost fGng1

nD1 otevřených
hustých množin v .P; %/ platí

T1

nD1Gn ¤ ;.

Důkaz. ) Provedeme nepřímý důkaz. Předpokládejme, že existuje posloupnost
otevřených hustých množin fGng1

nD1 taková, že
T1

nD1Gn D ;. Potom je pro každé
n 2 N podle Věty 10.3.47 množina P nGn řídká v .P; %/. Navíc platí

P D P n

1\
nD1

Gn D

1[
nD1

.P nGn/:

Odtud plyne, že prostor .P; %/ je první kategorie, a tedy není druhé kategorie.

( I tuto implikaci dokážeme nepřímým důkazem. Předpokládejme, že prostor
.P; %/ je první kategorie. Potom existuje posloupnost jeho řídkých podmnožin
fAng splňujícíP D

S1

nD1An. Podle Věty 10.3.46(c) je pro každé n 2 N množinaAn
řídká v .P; %/. Navíc zřejmě platí P D

S1

nD1An. Pro n 2 N položme Gn D P nAn.
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Pak je Věty 10.3.13 a Definice 10.3.41 pro každé n 2 N množinaGn otevřená a hus-
tá v .P; %/. Dále platí

1\
nD1

Gn D

1\
nD1

.P n An/ D P n

1[
nD1

An D P n P D ;:

�

10.7.46. Jestliže fGng je posloupnost množin typuGı v metrickém prostoru .P; %/,
pak množina

S1

nD1Gn nemusí být v tomto prostoru typu Gı . Množiny tohoto tva-
ru nazýváme typuGı� . Všimněme si, že každá množina typu Gı je také typu Gı� .
Obdobně definujeme množiny typu F�ı jako množiny tvaru

T1

nD1 Fn, kde fFng

je posloupnost množin typu F� v P . Takto můžeme postupovat dále a definovat
množiny typuGı�ı , F�ı� ,Gı�ı� , F�ı�ı , …Opakovaným používáním operací spo-
četného průniku a spočetného sjednocení vytváříme stále větší systémy podmnožin
P . Studiem těchto systémů množin se zabývá deskriptivní teorie množin, jejíž základy
jsou vyloženy například v [17].

10.8. Separabilní prostory

10.8.1. Definice. Řekneme, že metrický prostor .P; %/ je separabilní, jestliže ob-
sahuje spočetnou hustou podmnožinu.

10.8.2. V separabilnímmetrickémprostoruP existuje podle definice spočetná hus-
tá množina D. Prvky prostoru P , kterých může být nespočetně mnoho, lze tedy
s libovolnou přesností aproximovat prvky z množiny D, která je spočetná. To je
v některých konstrukcích podstatné. Ačkoliv v našem textu využijeme separabilitu
jen několikrát, jde o důležitou a často používanou vlastnost.

Příklady separabilních prostorů.

10.8.3. Příklad. Nechť n 2 N. Dokažte, že prostor Rn je separabilní.

Řešení. Množina Q je spočetná a podle Příkladu 10.3.36 hustá v R. Množina bodů
zRn s racionálními souřadnicemi, tj. množinaQn, je spočetná podle Věty 1.6.21(c).
Ukážeme, že množina Qn je hustá v Rn. Zvolme x D Œx1; : : : ; xn� 2 Rn a " > 0.
Pro každé i 2 f1; : : : ; ng nalezneme díky hustotě Q v R prvek yi 2 Q takový, že
jyi � xi j < "=

p
n. Pro y D Œy1; : : : ; yn�, pak platí y 2 Qn a

%2.y; x/ D

p
nX
iD1

jyi � xi j
2 <

p
nX
iD1

� "
p
n

�2
D ":

Tím je hustota Qn v Rn ověřena. |

10.8.4. Příklad. Nechť n 2 N. Dokažte, že prostor Cn je separabilní.
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Řešení. Množina A D fx C iy 2 CI x; y 2 Qg je obrazem množiny Q � Q při
zobrazení .x; y/ 7! x C iy, které je definováno na R � R s hodnotami v C. Podle
Věty 1.6.21(d) je pakmnožinaA spočetná. Pak i kartézský součinAn � Cn je podle
Věty 1.6.21(c) spočetná množina. Snadno lze ukázat, že množina A je hustá v C
a pak také že množina An je hustá v Cn. Obě ověření lze provést podobně jako
Příkladu 10.8.3. |

10.8.5. Příklad. Dokažte, že metrický prostor
�
C.Œ0; 1�/; %sup

�
je separabilní.

Řešení. Nechť n 2 N; n � 2, a a 2 RnC1. Funkci fa W Œ0; 1� ! R definujme jako
funkci, která je na každém intervalu

�
i�1
n
; i
n

�
, kde i 2 f1; : : : ; ng, afinní, tj. tvaru

x 7! ax C b, a splňuje f . i
n
/ D aiC1, i D 0; : : : ; n. Jinými slovy pro i 2 f1; : : : ; ng

a x 2
�
i�1
n
; i
n

�
platí

fa.x/ D ai C
aiC1 � ai

1
n

�
x �

i�1
n

�
:

Pro každé a 2 RnC1 je funkce fa spojitá na Œ0; 1�, a tedy podle Věty 10.6.19 je
i stejnoměrně spojitá na intervalu Œ0; 1�. Množina funkcí An D ffaI a 2 QnC1g je
spočetná pro každé n 2 N. Podle Věty 1.6.21 je spočetná i množina A D

S1

nD1An.
Ukážeme, že A je hustá v

�
C.Œ0; 1�/; %sup

�
.

Nechť f 2 C.Œ0; 1�/. Zvolme " > 0. K němu díky stejnoměrné spojitosti f
nalezneme n 2 N takové, že

8x; y 2 Œ0; 1�; jx � yj < 1
n

W jf .x/ � f .y/j < ": (10.27)

Pro každé i 2 f0; : : : ; ng nalezneme podle Příkladu 10.3.36 ai 2 Q takové, že
jf . i

n
/ � aiC1j < ". Označme a D .a1; : : : ; anC1/. Pro x 2 Œ0; 1� nalezneme j 2

f1; : : : ; ng takové, že x 2 Œ j�1
n
; j
n
�. Potom pomocí (10.27) a volby ai ; i D 1; : : : ; nC1,

odhadneme
jf .x/ � fa.x/j � jf .x/ � f . j�1

n
/j C jf . j�1

n
/ � aj j C jaj � fa.x/j

� "C "C jaj � fa.x/j

D 2"C
ˇ̌
aj � aj �

ajC1 � aj
1
n

�
x �

j�1
n

�ˇ̌
� 2"C jajC1 � aj j

� 2"C jajC1 � f . j
n
/j C jf . j

n
/ � f . j�1

n
/j C jf . j�1

n
/ � aj j < 5":

Odtudplyne, že %sup.f; fa/ � ".MnožinaA je tedy hustá, a tudíž je prostor
�
C.Œ0; 1�/; %sup

�
separabilní. |

10.8.6. Příklad. Dokažte, že diskrétní metrický prostor je separabilní právě tehdy,
když je spočetný.

Řešení. Nechť P je množina a % je diskrétní metrika na P . Podle Příkladu 10.3.38
je jedinou hustou podmnožinou prostoru .P; %/ množina P . Odtud ihned plyne
tvrzení. |

10.8.7. Příklad. Dokažte, že Banachův prostor c0 je separabilní.
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Řešení. Pro n 2 N definujme množinu Dn jako množinu posloupností fxj g, které
mají všechny členy racionální a pro každé j > n platí xj D 0. Pro každé n 2 N je
množina Dn; n 2 N podmnožinou c0 a je prostým obrazem spočetné množiny Qn

při zobrazení
.x1; : : : ; xn/ 7! .x1; : : : ; xn; 0; 0; 0; : : : /;

a tedy je spočetná podle Věty 1.6.21(d). Položme D D
S1

nD1Dn. Množina D je
spočetná podle Věty 1.6.21(b). Dokážeme, že D je hustá v c0.

Nechť y D fyj g1
jD1 je prvek c0. Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N

takové, že jyj j < " pro každé j > n. Dále pro každé j 2 f1; : : : ; n0g nalezneme
rj 2 Q splňující jrj � yj j < ". Definujme posloupnost x D fxj g1

jD1 předpisem

xj D

(
rj pro j 2 f1; : : : ; n0g;

0 pro j > n0:

Potom platí x 2 Dn0
, a tedy x 2 D. Dále platí

kx � yk1 D sup
j2N

jxj � yj j

D max
˚
sup
j�n0

jrj � yj j; sup
j>n0

j0 � yj j
	

< maxf"; "g D ":

Množina D je tedy hustá v c0. Odtud vyplývá, že prostor c0 je separabilní. |

Základní vlastnosti separabilních prostorů.

10.8.8. Věta. Nechť .P; %/ je metrický prostor, " > 0 a A � P je nespočetná mno-
žina taková, že pro každé x; y 2 A, x ¤ y, platí %.x; y/ � ". Potom P není separa-
bilní.

Důkaz. Předpokládejme, že D je libovolná hustá množina v P . Potom pro každé
x 2 A existuje dx 2 D \ B.x; "

2
/. Nechť x; y 2 A, x ¤ y. Potom platí B.x; "

2
/ \

B.y; "
2
/ D ;, neboť kdyby existoval prvek ´ 2 B.x; "

2
/\B.y; "

2
/, pak bychomdostali

" � %.x; y/ � %.x; ´/C %.´; y/ <
"

2
C
"

2
D ";

což je spor. Odtud plyne, že dx ¤ dy . To znamená, že zobrazení F W A ! D, které
každému x 2 A přiřazuje prvek dx 2 D, je prosté. Tedy množina A má stejnou
mohutnost jako množina F.A/. Protože A je nespočetná množina, je nespočetná
i množina F.A/. Dále víme, že F.A/ � D. Odtud vyplývá, že i D je nespočetná
množina. Dokázali jsme, že prostor P neobsahuje žádnou spočetnou hustou mno-
žinu. Tudíž prostor P není separabilní. �

10.8.9. Příklad. Dokažte, že Banachův prostor `1 není separabilní.

Řešení. Pro A � N uvažujme charakteristickou funkci �A W N ! R zavedenou
v 1.4.21. Funkce �A je tedy posloupnost, jejíž členy nabývají hodnoty 0 nebo 1.
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Pokud A;B � N; A ¤ B, pak zřejmě platí k�A � �Bk1 D 1. Množina všech pod-
množin N je nespočetná (Věta 1.6.7, vizte též 1.6.17 a Větu 1.6.18), a z Věty 10.8.8
tedy vyplývá, že prostor `1 není separabilní. |

10.8.10.Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor a B je systém obsahující otevře-
né podmnožiny P . Řekneme, že B je báze otevřených množin prostoru P , jestli-
že pro každou otevřenou množinu G � P existuje systém B� � B takový, žeS

B� D G.

10.8.11. Každou otevřenou množinu můžeme obdržet jako sjednocení množin
báze, přičemž systém bázových množin může být podstatně menší než systém
všech otevřených množin. Prázdná množina je rovna sjednocení prázdného sys-
tému množin, a proto báze nemusí, ale může, obsahovat prázdnou množinu.

10.8.12. Věta (charakterizace separabilních prostorů). Nechť .P; %/ je metrický
prostor. Potom je P separabilní právě tehdy, když má spočetnou bázi otevřených
množin.

Důkaz. ) Nechť D je spočetná hustá podmnožina P . Položme

B D
˚
B.x; r/I x 2 D; r 2 Q \ .0;1/

	
:

Množina D � Q je spočetná podle Věty 1.6.21(c). Systém B je obrazem množi-
ny D � Q při zobrazení F W .x; r/ 7! B.x; r/, a tedy je podle Věty 1.6.21(d) také
spočetný.

Dokážeme, že B je bází otevřených množin P . Množiny v B jsou otevřené
koule, a tedy otevřené množiny. Nechť G � P je otevřená množina. Položme
B� D fH 2 BI H � Gg. Zřejmě platí

S
B� � G. Dokážeme opačnou inkluzi.

Předpokládejme, že x 2 G. Potom existuje " > 0 takové, že B.x; "/ � G. Nalezne-
me y 2 B.x; "

4
/ \ D a r 2 . "

4
; "
2
/ \ Q. Potom %.x; y/ < r , takže x 2 B.y; r/. Dále

pro každé ´ 2 B.y; r/ platí

%.x; ´/ � %.x; y/C %.y; ´/ <
"

2
C
"

2
D ";

a tedyB.y; r/ � B.x; "/ � G. Odtud vyplývá, žeB.y; r/ 2 B�. Protože x 2 B.y; r/,
plyne odtud, že x 2

S
B�. Platí tedy G D

S
B�.

( Nechť B D fBnI n 2 Ng je spočetná báze neprázdných otevřených množin
metrického prostoru .P; %/. Potom pro každé n 2 N zvolíme xn 2 Bn a položí-
me D D fxnI n 2 Ng. Množina D je zřejmě spočetná. Předpokládejme, že G je
neprázdná otevřená množina. Potom existuje n 2 N takové, že Bn � G. Potom
máme xn 2 G, a tedy G \ D ¤ ;. Podle Věty 10.3.39 je tudíž množina D hustá
v P . Odtud plyne, že prostor P je separabilní. �

10.8.13. Věta. Nechť .P; %/ je separabilní metrický prostor a Q � P . Potom je
metrický prostor .Q; %/ separabilní.

Důkaz. Podle Věty 10.8.12 existuje spočetná báze B otevřených množin prostoru
P . Definujme systém BQ D fQ\BI B 2 Bg. Systém BQ spočetný, neboť sytém B
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je spočetný. Každá množina z BQ je otevřená vQ podle Věty 10.3.32. Dokážeme,
že BQ je bází otevřených množin prostoruQ.

Předpokládejme, že G � Q je otevřená množina vQ. Podle Věty 10.3.32 exis-
tuje množina QG � P otevřená v P splňujícíG D QG\Q. Pro množinu QG nalezneme
systém B� � B splňující QG D

S
B�. Položme B�

Q D fQ \ BI B 2 B�g. Potom
zřejmě B�

Q � BQ a
S

B�
Q D Q \

S
B� D Q \ QG D G.

Prostor .Q; %/ je separabilní podle Věty 10.8.12, neboť má spočetnou bázi ote-
vřených množin. �

10.8.14. Věta (totální omezenost a separabilita). Nechť .P; %/ je totálně omezený
metrický prostor. Potom je P separabilní.

Důkaz. Podle definice totální omezenosti existuje pro každé n 2 N konečná 1
n
-síť

Dn prostoru P . Položme D D
S1

nD1Dn. Podle Věty 1.6.21(b) je potom množina
D spočetná. Zvolme x 2 P a " > 0. Nalezneme n 2 N takové, že 1

n
< ". Poněvadž

Dn je 1n -síť, existuje y 2 Dn takové, že %.x; y/ < 1
n
. Potom y 2 D a platí %.x; y/ < ".

Odtud plyne, že D je hustá v P . Prostor P je tedy separabilní. �

10.8.15. Důsledek. Nechť .P; %/ je kompaktní metrický prostor. Potom je P sepa-
rabilní.

Důkaz. Tvrzení plyne z Věty 10.6.26 a Věty 10.8.14. �

10.8.16. Definice. Řekneme, že metrický prostor .P; %/ má Lindelöfovu vlast-
nost4, jestliže pro každý systém G otevřených podmnožin P splňující P D

S
G

existuje spočetný systém G � � G takový, že P D
S

G �.

10.8.17. Z Věty 10.6.28 plyne, že každý kompaktní metrický prostor má Lindelö-
fovu vlastnost.

10.8.18. Věta. Nechť .P; %/ je separabilní metrický prostor. Potom P má Lindelö-
fovu vlastnost.

Důkaz. Nechť G je otevřené pokrytí P . Bez újmy na obecnosti můžeme předpoklá-
dat, že systém G je neprázdný. ZvolmeG0 2 G . NechťD D fdnI n 2 Ng je spočetná
hustá podmnožina P . Nechť n 2 N a q 2 Q, q > 0. Jestliže existuje G 2 G splňu-
jící B.dn; q/ � G, potom zvolme jednu z množin G s touto vlastností a označme ji
Gn;q. Jestliže taková množina neexistuje, položme Gn;q D G0. Definujme systém
G � předpisem

G �
D fGn;qI n 2 N; q 2 Q; q > 0g:

Potom je G � zřejmě spočetný a platí G � � G . Dokážeme, že P D
S

G �.
Nechť x 2 P . Protože P D

S
G , můžeme nalézt G 2 G splňující x 2 G. Díky

otevřenosti množiny G nalezneme r > 0 takové, že B.x; r/ � G. Díky tomu, že
D je hustá množina, nalezneme n 2 N takové, že dn 2 B.x; r

2
/. Nyní nalezneme

4Ernst Leonard Lindelöf (1870—1946)
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q 2 Q takové, že %.x; dn/ < q < r
2
. Potom x 2 B.dn; q/ a pro každé y 2 B.dn; q/

platí díky trojúhleníkové nerovnosti

%.y; x/ � %.y; dn/C %.dn; x/ < q C
r

2
<
r

2
C
r

2
D r;

takže B.dn; q/ � B.x; r/. Protože B.x; r/ � G, platí B.dn; q/ � Gn;q. To znamená,
že x 2 Gn;q. Protože Gn;q 2 G � a x bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že P DS

G �. Prostor P má tedy Lindelöfovu vlastnost. �

10.9. Souvislé prostory

10.9.1.Definice. Řekneme, žemetrický prostor .P; %/ je souvislý, jestliže není sjed-
nocením dvou neprázdných disjunktních otevřených množin. Řekneme, že mno-
žina A � P je souvislá, jestliže je metrický prostor .A; %/ souvislý.

Příklady souvislých prostorů.

10.9.2. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor a x 2 P . Potom je množina fxg

souvislá v P .

Řešení. ProstorP , který je jednobodový, nemůže obsahovat dvě disjunktní neprázd-
né množiny, a tedy je souvislý. |

10.9.3. Příklad. Dokažte, že metrický prostor R je souvislý.

Řešení. Předpokládejme pro spor, že G1; G2 � R jsou neprázdné disjunktní ote-
vřené množiny splňující G1 [ G2 D R. Podle věty o struktuře otevřených množin
v R (Věta 10.3.17) je množinaG1 spočetným sjednocením disjunktních otevřených
intervalů. Protože G2 ¤ ;, neplatí G1 D R, a tedy alespoň jeden z krajních bodů
alespoň jednoho z těchto intervalů je prvkem R. Označme tento bod jako a. Po-
tom a … G1, a tedy a 2 G2. Protože G2 je otevřená v R, existuje r > 0 takové, že
.a � r; aC r/ � G2. Protože a je krajním bodem některého intervalu ležícího v G1,
musí platit .a � r; aC r/ \G1 ¤ ;. To je však spor s tím, že množiny G1 a G2 jsou
disjunktní. |

10.9.4. Příklad. Dokažte, že metrický prostor P D Œ0; 1� [ .2; 3/ není souvislý.

Řešení. Množina Œ0; 1� je otevřená v P podle Příkladu 10.3.33. Množina .2; 3/ je
otevřená v P podle Věty 10.3.32. Metrický prostor P je tedy sjednocením těchto
dvou neprázdných disjunktních otevřených množin, a není tedy souvislý. |

10.9.5. Příklad. Dokažte, že metrický prostor .P; %diskr/ je souvislý právě tehdy,
když je množina P jednobodová nebo prázdná.

Řešení. ) Provedeme nepřímý důkaz. Předpokládejme, že množina P není ani
jednobodová ani prázdná, a obsahuje tedy alespoň dva prvky. Nechť x 2 P . Potom
jsou množiny fxg a P n fxg otevřené (Příklad 10.3.14), neprázdné a disjunktní.
Množina P je jejich sjednocením, a proto není P souvislý.
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( Souvislost prázdného prostoru plyne ihned z definice. Souvislost jednobodo-
vého prostoru plyne z Příkladu 10.9.2. |

10.9.6. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor a H � P . Řekneme, že H je
obojetná, jestliže je zároveň otevřená i uzavřená.

10.9.7. V každém metrickém prostoru .P; %/ jsou prázdná množina a množina P
obojetné. V metrickém prostoru Œ0; 1� [ .2; 3/ jsou množiny Œ0; 1� a .2; 3/ obojetné,
což plyne z Příkladu 10.3.33. Každá podmnožina metrického prostoru .P; %diskr/
je obojetná podle Příkladů 10.3.4 a 10.3.14.

10.9.8.Věta (charakterizace souvislých prostorů). Nechť .P; %/ je metrický prostor.
Pak jsou následující čtyři výroky ekvivalentní.

(i) Prostor P není souvislý.
(ii) Existují dvě neprázdné uzavřené disjunktní množiny F1; F2 � P splňují-

cí P D F1 [ F2.
(iii) Existuje obojetná neprázdná množina H splňující H ¤ P .
(iv) Existuje spojité surjektivní zobrazení f W .P; %/ ! .f0; 1g; %diskr/.

Důkaz. (i))(ii) Nalezneme neprázdné disjunktní otevřené množinyG1 aG2 spl-
ňujícíP D G1[G2. Položme F1 D G1 a F2 D G2. Podle Věty 10.3.13 jsoumnožiny
F1 a F2 uzavřené. Navíc jsou zřejmě disjunktní a neprázdné a platí P D F1 [ F2.

(ii))(iii) Položme H D F1. Potom H je neprázdná, uzavřená a různá od P .
Protože F2 je uzavřená, je H také otevřená, a tedy obojetná.

(iii))(iv) Položme f D �H . Protože H ¤ ; a H ¤ P , je f je surjektivní
zobrazení. Dokážeme, že f je spojité. V prostoru f0; 1g existují pouze čtyři otevřené
množiny, a sice ;, f0g, f1g a f0; 1g. Podle předpokladu jsou množiny f �1.f0g/ D

P nH i f �1.f1g/ D H otevřené. Množiny f �1.f0; 1g/ D P a f �1.;/ D ; jsou také
otevřené. Podle Věty 10.4.6 je tedy f spojité.

(iv))(i) Podle Příkladu 10.3.14 jsou množiny f0g a f1g otevřené. Ze spojitosti
zobrazení f a Věty 10.4.6 plyne, že množiny f �1.f0g/ a f �1.f1g/ jsou otevřené P .
Navíc jsou tyto dvě množiny zřejmě neprázdné a disjunktní a platí P D f �1.0/ [

f �1.1/. Prostor P tedy není souvislý. �

10.9.9. Věta (vlastnosti souvislých prostorů). Nechť .P; %/ je metrický prostor.
(a) Nechť .Q; �/ je metrický prostor a f W P ! Q je spojité zobrazení. Nechť

A � P je souvislá množina v prostoru P . Pak f .A/ je souvislá množina
vQ.

(b) Nechť A � P je souvislá množina v prostoru P a A � B � A. Pak je
množina B souvislá v prostoru P . Speciálně, množina A je souvislá v P .

(c) Nechť I ¤ ; a pro každé ˛ 2 I je A˛ souvislá množina v P . Nechť platí\
˛2I

A˛ ¤ ;:

Potom je
S
˛2I A˛ souvislá množina v P .
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Důkaz. (a) Předpokládejme pro spor, že množina f .A/ není souvislá v Q. Exis-
tují tedy neprázdné disjunktní množiny G1; G2 � Q otevřené v f .A/ splňující
f .A/ D G1 [ G2. Ze spojitosti zobrazení f jA a z Věty 10.4.6 plyne, že množiny
.f jA/

�1.G1/ a .f jA/
�1.G2/ jsou otevřené v prostoru .A; %/. Navíc jsou zřejmě ne-

prázdné a disjunktní a platíA D .f jA/
�1.G1/[.f jA/

�1.G2/. MnožinaA tudíž není
souvislá, což je spor s předpokladem.

(b) Předpokládejme pro spor, že B D F1 [ F2, přičemž F1; F2 jsou neprázdné,
disjunktní a uzavřené vB. Podle Věty 10.3.32 jsoumnožinyA\F1 aA\F2 uzavřené
v A. Navíc jsou tyto dvě množiny zřejmě disjunktní a platí A D .A\F1/[ .A\F2/.
Množina A je souvislá, a proto je jedna z uvedených množin rovna A. Bez újmy na
obecnosti můžeme předpokládat, že A \ F1 D A. Platí tedy A � F1. Potom podle
Věty 10.3.31 máme

B D A \ B D A
B

� F1
B

D F1;

přičemž poslední rovnost plyne z uzavřenosti množiny F1 v B. Odtud plyne B D

F1, a tedy F2 D ;, což je spor.

(c) Označme X D
S
˛2I A˛. Pro spor předpokládejme, že existují neprázdné dis-

junktní množinyG1; G2, které jsou otevřené vX a platíX D G1[G2. Pak pro každé
˛ 2 I máme A˛ D .A˛ \G1/[ .A˛ \G2/, přičemž množiny A˛ \G1 a A˛ \G2 jsou
disjunktní a podle Věty 10.3.32 otevřené v metrickém prostoru A˛. Tento metrický
prostor je ale souvislý, takže alespoň jedna z množin A˛ \ G1 a A˛ \ G2 musí být
prázdná a druhá musí být rovna A˛. Dokázali jsme, že pro každé ˛ 2 I platí buď
A˛ � G1 neboA˛ � G2. Protože ale průnik všechA˛ je neprázdný, plyne odtud, že
buď pro každé ˛ 2 I platí A˛ � G1 nebo pro každé ˛ 2 I platí A˛ � G2. Množina
G1 nebo G2 je tudíž prázdná, což je spor. �

10.9.10. Věta (charakterizace souvislých množin v R). Nechť A � R. Pak A je
souvislá v R právě tehdy, když A je interval.

Důkaz. ) Provedeme nepřímý důkaz. Předpokládejme, žeA není interval. Podle
Lemmatu 1.5.27 existují body x; y 2 A a ´ 2 R, ´ … A, takové, že x < ´ < y. Potom

A D
�
A \ .�1; ´/

�
[
�
A \ .´;1/

�
:

Množiny A \ .�1; ´/ a A \ .´;1/ jsou zřejmě neprázdné a disjunktní. Podle Vě-
ty 10.3.32 jsou navíc otevřené v A. Množina A tedy není souvislá.

( Pro spor předpokládejme, že interval A není souvislá množina. Existují tedy
disjunktní neprázdné množiny F1; F2, které jsou uzavřené v A a F1 [ F2 D A.
Existují tedy body a 2 F1 a b 2 F2. Platí a ¤ b, neboť F1 a F2 jsou disjunktní. Bez
újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že a < b. Označme � D sup.Œa; b�\F1/.
Z definice suprema vyplývá, že pro každé " > 0 existuje x 2 F1 s vlastností � � " <

x � � . Poněvadž F1 je uzavřená v A, platí � 2 F1. Odtud plyne, že � < b. Potom
musí platit .�; b� � F2. Množina F2 je uzavřená v A, a proto odtud plyne, že platí
� 2 F2. Máme tedy � 2 F1 \ F2, což je spor. �
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Komponenta.

10.9.11. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Řekneme, žeM � P je kom-
ponenta .P; %/, jestližeM jemaximální souvislámnožina.Komponentoumnožiny
A � P rozumíme komponentu prostoru .A; %/.

10.9.12. Maximalitu z předchozí definice uvažujeme vzhledem k uspořádání in-
kluzí. MnožinaM je tedy komponentou prostoru P , jestliže je souvislá a pro kaž-
dou souvislou množinu B � P splňující A � B platí A D B.

10.9.13. Věta. Nechť .P; %/ je neprázdný metrický prostor a S je množina všech
komponentP . Potom S obsahuje pouze neprázdné uzavřenémnožiny, je disjunkt-
ní a

S
S D P .

Důkaz. Neprázdnost. Jestliže S 2 S , potom je S neprázdná. Jinak bychom totiž ob-
drželi spor s maximalitou, protože P je neprázdný, existuje x 2 P a množina fxg

je souvislá podle Příkladu 10.9.2.

Uzavřenost. Pokud S 2 S , potom S je souvislá podle Věty 10.9.9(b) a S � S . Vzhle-
dem k maximalitě musí být S D S , a tedy je S uzavřená.

Disjunktnost. Předpokládejme pro spor, že existují S1; S2 2 S ; S1 ¤ S2; S1 \ S2 ¤ ;.
Potom je podle Věty 10.9.9(c) množina S1 [ S2 souvislá. Dále platí S1 ¨ S1 [ S2
nebo S2 ¨ S1 [ S2. V prvním případě dostáváme spor s maximalitou komponenty
S1 a ve druhém s maximalitou komponenty S2.

Rovnost
S

S D P . Zvolme x 2 P . Definujme pomocný systém

A D fA � P I A je souvislá a x 2 Ag:

Platí fxg 2 A, a tedy množina
S

A je neprázdná. Množina
S

A je souvislá podle
Věty 10.9.9(c) a je zřejmě maximální. Platí tedy

S
A 2 S , a tedy x 2

S
S . �

Křivková souvislost.

10.9.14.Definice. Nechť .P; %/ jemetrický prostor. Řekneme, že zobrazení 
 W Œa; b� !

P , kde a; b 2 R, a < b, je (parametrická) křivka, jestliže je spojité.

10.9.15. Křivkou intuitivně rozumíme čáru v rovině nebo prostoru, případně v ně-
jakém obecnějším prostoru. Matematicky by se tedy mělo jednat o podmnožinu
metrického prostoru s jistými vlastnostmi. V předchozí definici však křivkou rozu-
míme spojité zobrazení. Tento přístup má své výhody, jak bude vidět později, zejmé-
na pak v Kapitole 14.

10.9.16. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Řekneme, že P je křivkově
souvislý, jestliže pro každé x; y 2 P existuje křivka 
 W Œ0; 1� ! P taková, že 
.0/ D

x a 
.1/ D y. Množina A � P je křivkově souvislá v P , jestliže metrický prostor
.A; %/ je křivkově souvislý.

10.9.17. Věta. Nechť .P; %/ je křivkově souvislý metrický prostor. Potom je P sou-
vislý.
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Důkaz. Předpokládejme pro spor, že P není souvislý. Potom existují neprázdné
disjunktní množiny G1; G2 otevřené v P splňující P D G1 [ G2. Zvolme body
x 2 G1 a y 2 G2. Pak existuje spojité zobrazení f W Œ0; 1� ! P taková, že f .0/ D x

a f .1/ D y. Potom ale Œ0; 1� D f �1.G1/ [ f �1.G2/. Ze spojitosti zobrazení f
a Věty 10.4.6 plyne, že množiny f �1.G1/ a f �1.G2/ jsou otevřené v prostoru Œ0; 1�.
Zároveň jsou zřejmě disjunktní a neprázdné. Interval Œ0; 1� je tedy nesouvislý. To
je ale spor s Větou 10.9.10. �

10.9.18. Věta. Nechť .X; k � k/ je normovaný lineární prostor a G � X je otevřená.
Potom je G souvislá právě tehdy, když je křivkově souvislá.

Důkaz. ) Pokud je G prázdná, pak implikace zřejmě platí. Předpokládejme te-
dy, žeG ¤ ;. Zvolme x 2 G libovolně a definujme množinu A jako množinu všech
bodů y 2 G, pro které existuje spojité zobrazení f W Œ0; 1� ! G splňující f .0/ D x

a f .1/ D y.

Množina A je otevřená v G. Předpokládejme y 2 A, pak existuje r > 0 takové, že
B.y; r/ � G. Nechť ´ 2 B.y; r/. Definujme zobrazení g W Œ0; 1� ! X předpisem

g.t/ D

(
f .2t/ pro t 2 Œ0; 1

2
�;

y C .2t � 1/.´ � y/ pro t 2 .1
2
; 1�:

Je snadné zkontrolovat, že zobrazení g je spojité. Platí také g
�
Œ0; 1

2
�
�

D f
�
Œ0; 1�

�
�

G a g
�
.1
2
; 1�
�

� B.y; r/. Máme tedy g
�
Œ0; 1�

�
� G. Protože platí g.0/ D f .0/ D x

a g.1/ D ´, dostáváme ´ 2 A. Ukázali jsme tak B.y; r/ � A, a tedy A je otevřená
v X , takže je také otevřená v G.

MnožinaA je uzavřená vG.Mějme posloupnost fxng prvků množiny A, která konver-
guje k prvku ´ 2 G. Nalezneme r > 0 takové, žeB.´; r/ � G. Poněvadž lim xn D ´,
existuje n 2 N takové, že xn 2 B.´; r/. Díky podmínce xn 2 A nalezneme spojité
zobrazení f W Œ0; 1� ! X splňující f .0/ D ´ a f .1/ D xn. Definujme zobrazení
g W Œ0; 1� ! X předpisem

g.t/ D

(
f .2t/ pro t 2 Œ0; 1

2
�;

xn C .2t � 1/.´ � y/ pro t 2 .1
2
; 1�:

Je snadné zkontrolovat, že zobrazení g je spojité a že platí g
�
Œ0; 1

2
�
�

D f
�
Œ0; 1�

�
� G,

g
�
.1
2
; 1�
�

� B.´; r/ � G, g.0/ D x a g.1/ D ´. Odtud plyne ´ 2 A, čímž je ověřena
uzavřenost A v G.

Množina A je neprázdná, neboť x 2 A, o čemž svědčí konstantní zobrazení f .t/ D

x; t 2 Œ0; 1�. To znamená, že A je neprázdná obojetná množina v G. Množina G
je souvislá, takže musí platit A D G. Tím je ověřena definice křivkové souvislosti
pro G.

( Tato implikace plyne z Věty 10.9.17. �

10.9.19. Příklad. Nechť .X; k � k/ je normovaný lineární prostor a A � X je kon-
vexní. Potom je A křivkově souvislá, a tedy i souvislá.
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Řešení. Zvolme a; b 2 A. Potom zobrazení ' W Œ0; 1� ! X definované předpisem
'.t/ D .1 � t/a C tb má díky konvexitě množiny A hodnoty obsažené v A. Dále
platí '.0/ D a a '.1/ D b. Zbývá ukázat, že ' je spojité. Zvolme t0 2 Œ0; 1�. Potom
pro každé t 2 Œ0; 1� platí

k'.t/ � '.t0/k D k.1 � t /aC tb � .1 � t0/a � t0bk

D k.t � t0/.b � a/k D jt � t0j � kb � ak:

Odtud již plyne spojitost zobrazení '. |

10.9.20. Příklad. Dokažte, že množina A, která je definována jako graf funkce
f W R ! R, kde

f .x/ D

(
0 pro x 2 .�1; 0�;

sin
�
1
x

�
pro x 2 .0;1/;

je souvislou podmnožinou prostoru R2, která ale není křivkově souvislá.

Řešení. Souvislost. Položme A1 D
˚
Œx; f .x/� 2 R2I x 2 .0;1/

	
. Definujme zobrazení

g W .0;1/ ! R2 předpisem g.x/ D Œx; f .x/�. Potom je zobrazení g spojité pod-
le Věty 10.5.4 a g

�
.0;1/

�
D A1. Množina A1 je tedy souvislá, neboť je spojitým

obrazem souvislé množiny (Věta 10.9.9(a)).
Pro n 2 N položme xn D

1
n�

. Potom pro každé n 2 N platí Œxn; 0� 2 A1

a lim xn D 0. Odtud plyne, že Œ0; 0� 2 A1. Označíme-li tedy A2 D A1 [ fŒ0; 0�g, pak
dostaneme A1 � A2 � A1. Podle Věty 10.9.9(b) je tudíž A2 souvislá v prostoru R2.

Konečně označme A3 D .�1; 0� � f0g. Potom je A3 zřejmě souvislá množina
v R2 a navíc platí A2 \ A3 D fŒ0; 0�g, takže A2 \ A3 ¤ ;. Podle Věty 10.9.9(c) je
tedy také množina A D A2 [ A3 souvislá v R2.

Neplatnost křivkové souvislosti. Předpokládejme pro spor, že množina A je navíc křiv-
kově souvislá v R2. Položme a D Œ0; 0� a b D Œ 1

�
; 0�. Pak a; b 2 A a existuje tedy

spojité zobrazení h W Œ0; 1� ! A takové, že h.0/ D a a h.1/ D b.
Tvrdíme, že pro každé x 2 Œ0; 1

�
� existuje t 2 Œ0; 1� takové, že h.t/ D Œx; f .x/�.

Kdyby tomu tak nebylo, pak by platilo h W Œ0; 1� ! A4, kde A4 D A n fŒx; f .x/�g.
Protože množiny .�1; x/ � R a .x;1/ � R jsou otevřené v R2, jsou podle Vě-
ty 10.3.32 množiny A4 \

�
.�1; x/ � R

�
a A4 \

�
.x;1/ � R

�
otevřené v A4 a díky

spojitosti zobrazení h a Větě 10.4.6 jsou také množiny h�1
�
A4 \ ..�1; x/ � R/

�
a h�1

�
A4 \ ..x;1/ � R/

�
otevřené v Œ0; 1�. Protože jsou také zřejmě neprázdné

a disjunktní a interval Œ0; 1� je jejich sjednocením, plyne odtud, že interval Œ0; 1�
je nesouvislý, což je spor s Větou 10.9.10. Tím je dokázáno naše tvrzení.

Speciálně tedy pro každé n 2 N existuje tn 2 Œ0; 1� takové, že

h.tn/ D
�
.�
2

C 2n�/�1; 1
�
:

Zřejmě platí lim h.tn/ D Œ0; 1� 2 R2. Podle Vět 10.6.12 a 10.6.3 je množina h.Œ0; 1�/
kompaktní v R2. Podle Věty 10.6.6 je tato množina uzavřená v R2. Podle již do-
kázaného tvrzení obsahuje množina h.Œ0; 1�/ posloupnost

˚
Œ.�
2

C 2n�/�1; 1�
	1

nD1
.

Odtud plyne Œ0; 1� 2 A, což je spor. |
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10.9.21. Věta. NechťX je normovaný lineární prostor aG � X je otevřená. Potom
komponenty G jsou otevřené v X .

Důkaz. Nechť S � X je komponentou množinyG. Zvolme x 2 S . Díky otevřenosti
G nalezneme " > 0 takové, že B.x; "/ � G. Množina B.x; "/ je souvislá podle
Příkladu 10.9.19, a tedy S [B.x; "/ je souvislá podle Věty 10.9.9(c). Z maximality
S ovšem vyplývá B.x; "/ � S . To znamená, že bod x je vnitřním bodem S . Bod x
byl zvolen libovolně v množině S , a tedy S je otevřená. �

10.10. Teoretické příklady k metrickým prostorům

Teoretické příklady jsou rozděleny do následujících pododdílů:
� základní pojmy,
� spojitost,
� úplné prostory,
� kompaktní prostory,
� Cantorův prostor a Cantorovo diskontinuum,
� souvislé a křivkově souvislé prostory.

Základní pojmy.

10.10.1. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor a x; y; u; v 2 P . Dokažte, že
platí

j%.x; y/ � %.u; v/j � %.x; u/C %.y; v/:

Řešení. Díky trojúhelníkové nerovnosti (10.1.1(c)) a symetrii (10.1.1(b)) platí

%.x; y/ � %.x; u/C %.u; v/C %.v; y/ D %.x; u/C %.u; v/C %.y; v/;

takže platí
%.x; y/ � %.u; v/ � %.x; u/C %.y; v/:

Podobně obdržíme nerovnost

%.u; v/ � %.u; x/C %.x; y/C %.y; v/ D %.x; u/C %.x; y/C %.y; v/;

takže také platí
%.u; v/ � %.x; y/ � %.x; u/C %.y; v/:

Tvrzení plyne z kombinace předcházejících dvou odhadů. |

10.10.2. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor, fxng je konvergentní posloup-
nost prvků P s limitou x 2 P a fyng je konvergentní posloupnost prvků P s limitou
y 2 P . Dokažte, že %.xn; yn/ ! %.x; y/.

Řešení. Podle Příkladu 10.10.1 pro každé n 2 N platí

j%.xn; yn/ � %.x; y/j � %.xn; x/C %.yn; y/:

Podle předpokladu konverguje pravá strana k nule, a tedy i levá. Odtud plyne
tvrzení. |
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10.10.3. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor, x 2 P a r > 0. Množinu
B.x; r/ definovanou předpisem

B.x; r/ D fy 2 P I %.x; y/ � rg

nazýváme uzavřenou koulí se středem x a poloměrem r .

10.10.4. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor, x 2 P a r > 0. Dokažte, že
uzavřená koule B.x; r/ je uzavřená množina.

Řešení. Předpokládejme, že fxng je posloupnost bodů B.x; r/ konvergující k ´ 2

P . Potom %.x; ´/ � %.x; xn/ C %.xn; ´/ � r C %.xn; ´/. Pravá strana nerovnosti
konverguje k r , a proto %.x; ´/ � r , neboli x 2 B.x; r/. Množina B.x; r/ je tedy
uzavřená. |

10.10.5. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor, x 2 P a r > 0. Dokažte, že
platí B.x; r/ � B.x; r/. Ukažte, že opačná inkluze obecně neplatí.

Řešení. Platnost inkluze. Protože platí B.x; r/ � B.x; r/ a B.x; r/ je uzavřená množina
podle Příkladu 10.10.4, vyplývá dokazovaná inkluze z Věty 10.3.28(g).

Protipříklad na opačnou inkluzi. Nechť P je diskrétní metrický prostor obsahující ale-
spoň dva různé body. Zvolme x 2 P . Potom B.x; 1/ D B.x; 1/ D fxg, ale B.x; 1/ D

P . Protože P má alespoň dva různé body, inkluze B.x; 1/ � B.x; 1/ neplatí. |

10.10.6. Příklad. Definujme zobrazení ' W R� ! Œ��
2
; �
2
� předpisem

'.x/ D

�
�
�
2

pro x D �1;

arctg x pro x 2 R;
�
2

pro x D 1

a funkci � W R� � R� ! Œ0;1/ předpisem �.u; v/ D j'.u/ � '.v/j.
(a) Dokažte, že .R�; �/ je metrický prostor.
(b) Nechť fang je posloupnost reálných čísel a A 2 R�. Dokažte, že platí

lim an D A v obvyklém smyslu právě tehdy, když an
�

! A.

Řešení. (a) Zřejmě pro každá x; y 2 R� platí �.x; y/ 2 Œ0;1/. Dále platí �.x; y/ D 0

právě tehdy, když '.x/ D '.y/. Zobrazení ' je prosté, což dává platnost podmínky
(a) v Definici 10.1.1. Podmínka (b) v Definici 10.1.1 je zřejmě splněna. Ověřme ješ-
tě trojúhelníkovou nerovnost. Nechť x; y; ´ 2 R�. Potom s pomocí trojúhelníkové
nerovnosti pro reálná čísla dostaneme

�.x; ´/ D j'.x/ � '.´/j � j'.x/ � '.y/j C j'.y/ � '.´/j

� �.x; y/C �.y; ´/:

Tím je ověřeno, že .R�; �/ tvoří metrický prostor.

(b) ) Platí lim'.an/ D '.A/ díky spojitosti funkce arctg v případě, že A 2 R,
a díky limx!˙1 arctg x D ˙

�
2
v případě A D ˙1. Potom lim �.an; A/ D 0, a tedy

an
�

! A.



10.10. TEORETICKÉ PŘÍKLADY K METRICKÝM PROSTORŮM 615

( Protože fang je posloupnost reálných čísel, platí tg.'.an// D an pro každé
n 2 N. Poněvadž lim'.an/ D '.A/, platí lim an D A díky spojitosti funkce tg
v případě, že A 2 R, a díky limx!˙ �

2
tg x D ˙1 v případě A D ˙1. |

10.10.7. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor, fang je posloupnost prvků P
a x 2 P . Řekneme, že x je hromadná hodnota posloupnosti fang, jestliže existuje
vybraná posloupnost fank

g1
kD1

z posloupnosti fang taková, že platí limk!1 ank
D

x. Množinu všech hromadných hodnot posloupnosti fang značíme H.fang/.

10.10.8. Uveďme předchozí definici do souvislosti s Definicí 2.4.17. V druhé zmí-
něné pracujeme s posloupnostmi reálných čísel a jako hromadné hodnoty připouš-
tíme i ˙1, tedy prvky, které nepatří do R. Symbol H.fang/ má pro posloupnosti
reálných čísel tedy dva různé významy podle toho, zda hromadné hodnoty uvažu-
jeme pouze v R (Definice 10.10.7) nebo v R� (Definice 2.4.17). Je tedy třeba vědět
v jakém smyslu uvedený symbol používáme. V Příkladech 10.10.9, 10.10.10 to bu-
de Definice 10.10.7, v Příkladu 10.10.11 se pak na vztah těchto definic podíváme
ještě jednou.

10.10.9. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor a fang je posloupnost prvků zP .
Dokažte, že množina všech hromadných hodnot H.fang/ je uzavřená v P .

Řešení. Předpokládejme, že fxng je posloupnost prvků zH.fang/ splňující lim xn D

x 2 P . Pro každé n existuje rostoucí posloupnost přirozených čísel fmnj g1
jD1 taková,

že limj!1 amn
j

D xn. Nalezneme rostoucí posloupnost přirozených čísel fkj g1
jD1

takovou, že pro každé i 2 N platí %.aki
; xi / < 1

i
. Postupujeme následovně. Prvek

k1 2 N zvolme tak, aby platilo %.ak1
; x1/ < 1. To je možné, neboť limj!1 am1

j
D

x1. Máme-li již zkonstruován prvek ki , potom kiC1 nalezneme tak, že použijeme
limj!1 a

m
iC1
j

D xiC1 a nalezneme l 2 N splňujícímiC1
l

> ki a %.aiC1m ; xiC1/ < 1
iC1

.

Položíme kiC1 D miC1
l

, čímž je konstrukce hledané posloupnosti provedena. Pak
platí

%.aki
; x/ � %.aki

; xi /C %.xi ; x/ �
1

i
C %.xi ; x/:

Poněvadž lim xi D x, dostáváme lim aki
D x. Máme tedy x 2 H.fang/. Tím je

důkaz proveden. |

10.10.10. Příklad. Nechť .P; %/ je separabilní metrický prostor a M � P je ne-
prázdná a uzavřená. Potom existuje posloupnost fangprvkůP taková, žeH.fang/ D

M .

Řešení. Podle Věty 10.8.13 je separabilní i prostor .M; %/. Nalezneme neprázdnou
spočetnou množinu D � M , která je hustá v .M; %/. Dále nalezneme posloupnost
fyng, která splňuje fynI n 2 Ng D D. Definujme novou posloupnost

y1; y1; y2; y1; y2; y3; y1; y2; y3; y4; : : : ;

a označme ji fang. V této posloupnosti se každý prvek množiny D vyskytuje ne-
konečněkrát. Předpokládejme, že ´ 2 D. Pak existuje vybraná posloupnost fank

g
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taková, že pro každé k 2 N platí ank
D ´. Potom zřejmě ´ 2 H.fang/. Platí tedy

D � H.fang/. Díky uzavřenosti množinyM platí H.fang/ � M . Potom máme

M D D � H.fang/ � M D M:

MnožinaH.fang/ je podle Příkladu 10.10.9 uzavřená, takže dostávámeH.fang/ D

M . |

10.10.11. Příklad. Nechť M � R� je neprázdná uzavřená množina v prostoru
.R�; �/, kde � je metrika zavedená v Příkladu 10.10.6. Dokažte, že pak existuje
posloupnost reálných čísel fang taková, že množina hromadných hodnot posloup-
nosti fang zavedená v Definici 2.4.17 je rovna množiněM .

Řešení. Prostor .R�; �/ je separabilní, neboť množina racionálních čísel je hustá
v .R�; �/. Podle Příkladu 10.10.10 tedy existuje posloupnost fbng prvků R� splňu-
jící H.fbng/ D M . Naším úkolem je však nalézt posloupnost reálných čísel s uve-
denou vlastností, takže příklad ještě není dořešen, protože posloupnost fbng mů-
že obsahovat prvky 1 a �1. Hledanou posloupnost zkonstruujeme následovně.
Množina R je hustá v prostoru .R�; �/. Díky tomu pro každé n 2 N nalezneme
reálné číslo an splňující �.an; bn/ < 1

n
. Nyní stačí ukázat, že H.fang/ D H.fbng/.

Předpokládejme, že ´ 2 H.fang/. Pak existuje vybraná posloupnost fank
g ta-

ková, že ank

�
! ´. Potom

�.´; bnk
/ D �.´; ank

/C �.ank
; bnk

/ < �.´; ank
/C

1

nk

pro každé k 2 N. Odtud plyne bnk

�
! ´, takže bnk

! ´, a proto ´ 2 H.fbng/.
Opačnou inkluzi lze dokázat obdobně. |

10.10.12. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor a fFng je posloupnost uzavře-
ných množin v P splňující FnC1 � Fn pro každé n 2 N. Nechť pro každé n 2 N je
xn 2 Fn, přičemž posloupnost fxng konverguje k nějakému bodu x 2 P . Dokažte,
že x 2

T1

nD1 Fn.

Řešení. Nechť k 2 N je dáno. Pak fxng1
nDk

je posloupnost bodů v Fk konvergující
k x. Protože množina Fk je uzavřená, platí x 2 Fk. Tedy x 2 Fk pro každé k 2 N,
a proto x 2

T1

kD1 Fk. |

10.10.13.Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor aE;F jsou jeho podmnožiny.
Potom nezáporný prvek dist.E; F / množiny R� definovaný předpisem

dist�.E; F / D inff%.x; y/I x 2 E; y 2 F g

nazýváme vzdálenostímnožinE aF . Zde inf uvažujeme na množině Œ0;1/[f1g,
a proto inf; D 0. Místo symbolu dist�.E; F / píšeme někdy �.E; F /, případně také
jen dist.E; F /.

10.10.14. Příklad. Nalezněte uzavřené disjunktní množiny E;F � R takové, že
dist.E; F / D 0.



10.10. TEORETICKÉ PŘÍKLADY K METRICKÝM PROSTORŮM 617

Řešení. Položme E D N a F D fn C
1
nC1

I n 2 Ng. Potom E a F jsou disjunktní
množiny v R a zřejmě platí dist.E; F / D 0. Dále platí

R nE D .�1; 1/ [

1[
nD1

.n; nC 1/

a navíc podle Příkladu 10.3.8 je každý z intervalů .�1; 1/ a .n; nC 1/, n 2 N, ote-
vřenou množinou v R. Podle Věty 10.3.11(b) je tedy také R nE otevřená množina
v R, takže podle Věty 10.3.13 je množina E uzavřená v R. Obdobně lze dokázat,
že také F je uzavřená množina v R. |

Příklad 10.10.14 ukazuje, že dvě disjunktní uzavřené množiny mohou mít nu-
lovou vzdálenost. Tato situace nemůže nastat, jestliže je alespoň jedna z množin
kompaktní. Tento fakt bude podrobně dokázán v Příkladu 10.10.16.

10.10.15.Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor aK;L � P jsou kompaktní ne-
prázdné podmnožiny P . Dokažte, že existují x 2 K a y 2 L splňující dist.K;L/ D

%.x; y/.

Řešení. Nechť fxng, fyng jsou posloupnosti v K, respektive v L, takové, že

lim %.xn; yn/ D dist.K;L/:

Díky kompaktnosti K vybereme podposloupnost fxnk
g posloupnosti fxng konver-

gující k nějakému bodu x 2 K. Dále využijeme kompaktnost L k nalezení podpo-
sloupnosti fynkj

g konvergující k nějakému y 2 L. Pak ale limj!1 xnkj
! x, a tedy

díky Příkladu 10.10.2 máme

dist.K;L/ D lim
j!1

%.xnkj
; ynkj

/ D %.x; y/:

|

10.10.16. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor, K � P je kompaktní, F � P

je uzavřená a dist.K; F / D 0. Dokažte, že potom K \ F ¤ ;.

Řešení. Nalezneme posloupnost fxng prvků F a posloupnost fyng prvků K takové,
že

lim
n!1

%.xn; yn/ D dist.K; F / D 0:

ProtožeK je kompaktní, lze z fyng vybrat konvergentní podposloupnost fynk
g s li-

mitou y 2 K. Potom

0 � %.xnk
; y/ � %.xnk

; ynk
/C %.ynk

; y/

a

lim
k!1

�
%.xnk

;ynk
/C %.ynk

; y/
�

D 0:

Pak platí limk!1 xnk
D y. Protože F je uzavřená, platí y 2 F . Tedy y 2 K\F . |

10.10.17. Příklad. Nalezněte metrický prostor .P; %/, kompaktní množinuK � P

a uzavřenou podmnožinu F � P , jejichž vzdálenost není realizována, tedy neexis-
tují x 2 K a y 2 F taková, že dist.K; F / D %.x; y/.
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Řešení. Uvažujme Banachův prostor P D c0. Pro n 2 N označme en n-tý kanonický
vektor v c0, tj. en D .0; : : : ; 0; 1; 0; : : : /, kde 1 je na n-tém místě. Položme F D˚
.1C

1
n
/enI n 2 N

	
a K D f0g. Pak pro každá n;m 2 N; n ¤ m, platí

k.1C
1
n
/en � .1C

1
m
/emk D max

˚
1C

1
n
; 1C

1
m

	
> 1:

Odtud plyne, že každá posloupnost prvků množiny F je od nějakého indexu kon-
stantní, a má tedy limitu v F . Množina F je tedy uzavřená v c0. Dále platí

dist.K; F / D dist.0; F / D inf
˚
k.1C

1
n
/enkI n 2 N

	
D inf

˚
1C

1
n

I n 2 N
	

D 1;

ale k0 � .1C
1
n
/enk D 1C

1
n
> 1 pro každé n 2 N. Neexistuje tedy x 2 F splňující

k0 � xk D dist.0; F / D 1. |

10.10.18. Příklad. Nechť K � Rn je neprázdná kompaktní množina a F � Rn je
neprázdná uzavřená množina. Dokažte, že existují body x 2 K a y 2 F splňující
dist.K; F / D %.x; y/.

Řešení. Nechť fxng je posloupnost prvků zK a fyng je posloupnost zF , které splňují
lim %.xn; yn/ D dist.K; F /. Díky kompaktnosti K existuje podposloupnost fxnk

g

posloupnosti fxng konvergující k nějakému x 2 K.
Dále platí, že fynk

g je omezená. To plyne z následující úvahy. Nechť k0 2 N je
takové, že pro každé k � k0 platí %.xnk

; ynk
/ < dist.K; F /C 1 a %.xnk

; x/ < 1. Pak
pro každé k � k0 platí

%.ynk
; x/ � %.ynk

; xnk
/C %.xnk

; x/ < dist.K; F /C 1C 1:

Z tohoto odhadu již plyne omezenost fynk
g.

Díky Větě 10.6.9 lze z posloupnosti fynk
g vybrat podposloupnost fynkj

g kon-
vergující k nějakému y 2 Rn. Z uzavřenosti F dostáváme y 2 F . Proto díky Pří-
kladu 10.10.2 máme

dist.K; F / D lim
j!1

%.xnkj
; ynkj

/ D %.x; y/:

|

10.10.19. Příklad. Nechť .P; %/ je kompaktní neprázdnýmetrický prostor. Dokaž-
te, že existují x; y 2 K splňující diamP D %.x; y/.

Řešení. Prostor P je omezený (Věta 10.6.8), a tedy diamP < 1. Nalezneme po-
sloupnosti fxng, fyng v P splňující lim %.xn; yn/ D diamP . Díky kompaktnosti P
lze z fxng vybrat podposloupnost fxnk

g konvergující k nějakému bodu x 2 P . Po-
dobně vybereme podposloupnost fynkj

g posloupnosti fynk
g konvergující k bodu

y 2 P . Pak máme díky Příkladu 10.10.2

diamP D lim
j!1

%.xnkj
; ynkj

/ D %.x; y/:

|
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10.10.20. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor a A � P . Dokažte, že potom
platí IntA D P n P n A.

Řešení. Protože A D P n .P n A/ � P n P n A a poslední množina je otevřená,
dostáváme podle Věty 10.3.15 inkluzi IntA � P nP n A. Dále platíP nA � P nIntA
a množina P nIntA je uzavřená. Platí tedy P n A � P nIntA. Odtud plyne inkluze
IntA � P n P n A, čímž je rovnost dokázána. |

10.10.21. Příklad. Nechť a; b 2 R�, a < b. Dokažte, že uzávěr množiny .a; b/
v prostoru R má tvar

.a; b/ D

„
Œa; b�; pokud a; b 2 R;

.�1; b�; pokud a D �1; b 2 R;

Œa;1/; pokud a 2 R; b D 1;

R; pokud a D �1; b D 1:

Řešení. Jestliže a; b 2 R, pak obdobným postupem jako v řešení Příkladu 10.3.21
lze dokázat, že @.a; b/ D fa; bg. Odtud plyne .a; b/ D Œa; b�.

Předpokládejme, že a D �1 a b 2 R. Množiny .�1; b/ a .b;1/ jsou otevřené,
a proto pouze bod bmůže být hraničním bodemmnožiny .�1; b/. Pro každé r > 0
zřejmě platí .b� r; bC r/\ .�1; b/ ¤ ; a .b� r; bC r/\ .b;1/ ¤ ;. Tak dostáváme
@.�1; b/ D fbg. Jestliže a 2 R a b D 1, pak obdobně dostaneme @.a;1/ D fag.
Tak obdržíme druhou a třetí rovnost úlohy.

Jestliže a D �1 a b D 1 je tvrzení zřejmé. |

10.10.22. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor, A � P a B � P . Dokažte, že
potom platí A \ B � A \ B, přičemž tato inkluze může být vlastní.

Řešení. Podle Věty 10.3.28(b) platí A \ B � A a A \ B � B, takže A \ B � A\B.
Dokážeme, že inkluze může být vlastní pomocí následujícího příkladu. Nechť

P D R, A D .0; 1/ a B D .1; 2/. Potom A \ B D ; D ;, ale A D Œ0; 1� a B D Œ1; 2�,
takže A \ B D f1g ¤ ;. |

10.10.23.Příklad (Cantor—Bendixson5). Nechť .P; %/ je separabilní metrický pro-
stor. Dokažte, že potom existuje spočetná otevřená množina U � P a uzavřená
množina F � P bez izolovaných bodů takové, že P D F [ U .

Řešení. Prostor P je separabilní, takže podle Věty 10.8.12 existuje spočetná báze
otevřených množin B. Položme U D

S
fB 2 BI B je spočetnág a F D P n U .

Množina U je otevřená, neboť je sjednocením otevřených množin. Je také spočet-
ná, neboť je spočetným sjednocením spočetných množin. Množina F je uzavřená,
neboť je doplňkem otevřené množiny. Zbývá dokázat, že F nemá izolovaný bod.
Pro spor předpokládejme, že x 2 F je izolovaným bodem množiny F . Existuje
tedy r > 0 takové, že B.x; r/ \ .F n fxg/ D ;. Pak existuje B 2 B taková, že

5Ivar Otto Bendixson (1861—1935)
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x 2 B � B.x; r/. PromnožinuB platíB D .B\U/[.BnU/.MnožinaB\U je spo-
četná, neboť je podmnožinou spočetnémnožinyU . Dále platíBnU D B\F D fxg,
a tedy je množina B nU také spočetná. Dostáváme tedy, že množina B je spočetná,
a proto x 2 B � U , což je spor. |

Spojitost.
10.10.24. Příklad. Dokažte, že spojitý obraz uzavřené množiny nemusí být uza-
vřená množina a spojitý obraz otevřené množiny nemusí být otevřená množina.

Řešení. Funkce arctg W R ! R je spojitá funkce zobrazující uzavřenou množinu R
na .��

2
; �
2
/, což není uzavřená množina v R. Funkce sin W R ! R je spojitá funkce

zobrazující otevřenou množinu R na Œ�1; 1�, což není otevřená množina v R. |

10.10.25. Příklad. Nechť .P; %/, .Q; �/ jsou metrické prostory, D � P je hustá
a f; g W P ! Q jsou spojitá zobrazení splňující f .x/ D g.x/ pro x 2 D. Dokažte,
že f D g na P .

Řešení. Definujme funkci h W P ! R předpisem h.x/ D �.f .x/; g.x//; x 2 P . Díky
Příkladu 10.10.1 platí pro každé x; y 2 P

jh.x/ � h.y/j D j�.f .x/; g.x// � �.f .y/; g.y//j

� �.f .x/; f .y//C �.g.x/; g.y//:

Odtud díky spojitosti zobrazení f a g dostáváme spojitost funkce h. Označme
X D fx 2 P I f .x/ D g.x/g. Platí X D h�1.f0g/. Podle Věty 10.4.6 je množina X
uzavřená. Poněvadž platí D � X a D je hustá v P , obdržíme X D P . Máme tedy
f D g. |

10.10.26.Příklad. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsoumetrické prostory,Q je úplný,M � P

je hustá v P a f W M ! Q je stejnoměrně spojité zobrazení. Pak existuje spojité
rozšíření f na celéP . Toto rozšíření je určeno jednoznačně a je stejnoměrně spojité
na P .

Řešení. Zobrazení f zřejmě splňuje v každém bodě a 2 P nM Bolzanovu-Cauchy-
ovu podmínku z Věty 10.7.22. Můžeme tedy položit

g.a/ D

(
f .a/ pro a 2 M;

limx!a;x2M f .x/ pro a 2 P nM:

Ukážeme, že takto definované zobrazení g W P ! Q je stejnoměrně spojité na P .
Zvolme " > 0 libovolně. Pak existuje ı > 0 takové, že �.f .u/; f .v// < "

3
kdykoli

u; v 2 M a %.u; v/ < ı. Nechť nyní x; y 2 P , %.x; y/ < ı
3
. Pro x nalezneme bod

x1 2 M takový, že %.x; x1/ < ı
3
a %.g.x/; f .x1// < "

3
. Je-li totiž x 2 M , položíme

x1 D x. Pokud x 2 P n M , pak existuje 0 < ı1 �
ı
3
takové, že �.g.x/; f .u// < "

3

kdykoli u 2 B.x; ı1/ \ M . Z hustoty M tedy plyne existence x1 2 M splňujícího
%.x; x1/ <

ı
3
a �.g.x/; f .x1// < "

3
. Obdobně obdržíme y1 2 M splňující %.y; y1/ <

ı
3
a �.g.y/; f .y1// < "

3
. Z trojúhelníkové nerovnosti plyne

%.x1; y1/ � %.x1; x/C %.x; y/C %.y; y1/ < ı:
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Dohromady tedy máme

�.g.x/; g.y// � �.g.x/; f .x1//C �.f .x1/; f .y1//C �.f .y1/; g.y// < ":

Jednoznačnost rozšíření plyne z Příkladu 10.10.25. |

10.10.27. Příklad. Nalezněte metrické prostory .P; %/, .Q; �/ a zobrazení f W P !

Q, které je stejnoměrně spojité, ale nikoliv lipschitzovské.

Řešení. Položme P D Q D R a f .x/ D
p
x, x 2 Œ0; 1�. Funkce f je zřejmě spojitá,

a tedy podle Věty 9.2.19 také stejnoměrně spojitá na Œ0; 1�. Předpokládejme, že f
je lipschitzovská na Œ0; 1�, tedy že existuje K takové, že

8x; y 2 Œ0; 1� W j
p
x �

p
yj � Kjx � yj:

Tento vztah platí speciálně pro x D 0; y 2 .0; 1�, takže máme

8y 2 .0; 1� W
p
y � Ky;

to jest

8y 2 .0; 1� W
1

p
y

� K:

Tento odhad ale zřejmě neplatí, takže dostáváme spor. Odtud plyne, že funkce f
není lipschitzovská na Œ0; 1�. |

10.10.28.Příklad. NechťA � R je typuF� . Dokažte, že existuje funkce f W R ! R
taková, že A je množinou bodů nespojitosti f .

Řešení. Pišme A D
S1

nD1 Fn, kde Fn jsou uzavřené množiny v R. Podle Příkla-
du 10.8.3 je R separabilní, a proto je podle Věty 10.8.13 pro každé n 2 N množina
Fn separabilní. Pro každé n 2 N nalezneme spočetnou množinu Dn � Fn, která je
hustá v Fn. Definujme f D

P1

nD1
1
2n�Dn

. Pak f je dobře definovaná funkce na R.
OznačmeD D

S1

nD1Dn. MnožinaD je spočetná. Odtud plyne, že množina RnD

je hustá. Pro každé x 2 D platí f .x/ > 0 a pro každé x 2 R nD platí f .x/ D 0.

Spojitost v bodech R n A. Nechť x 2 R n A. Potom platí f .x/ D 0. Zvolme " > 0

libovolně. Nalezneme n0 2 N takové, že
P1

nDn0C1
1
2n < ". Protože x …

Sn0

jD1 Fn0

a uvedená množina je uzavřená, existuje ı > 0 takové, že B.x; ı/ \
Sn0

jD1 Fn0
D ;.

Potom pro každé y 2 B.x; ı/ platí

0 � f .y/ � f .x/ D f .y/ D

1X
nDn0C1

1

2n
�Dn

.y/ �

1X
nDn0C1

1

2n
< ":

Tedy f je spojitá v x.

Nespojitost v bodech A. Nechť x 2 A. Předpokládejme nejprve, že x … D. Nalezneme
n0 2 N takové, že x 2 Fn0

. Položme " D
1
2n0

. Pro každé ı > 0 existuje díky hustotě
Dn0

v Fn0
bod y 2 Dn0

\ B.x; ı/. Potom platí

f .y/ � f .x/ D f .y/ �
1

2n0
D ":
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Odtud plyne, že f není spojitá v x.
Nyní předpokládejme, že x 2 D. Potom f .x/ > 0. Položme " D f .x/. Potom

pro každé ı > 0 existuje y 2 B.x; ı/ \ .R nD/ a platí

f .x/ � f .y/ D f .x/ D ":

Odtud plyne, že f není spojitá v x. |

10.10.29. Definice. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory, f W .P; %/ !

.Q; �/ je zobrazení a x 2 P . Potom oscilací funkce f v bodě x nazýváme nezá-
porný prvek oscf .x/ množiny R� definovaný předpisem

oscf .x/ D

�
limı!0C diam� f

�
B%.x; ı/

�
; pokud existuje ı0 > 0

takové, že diam f .B.x; ı0// < 1;

1; jinak.

Poznamenejme, že právě uvedená limita vždy existuje, neboť funkce ı 7! diam� f
�
B%.x; ı/

�
je dobře definovaná neklesající reálná funkce na intervalu .0; ı0/.

10.10.30. Příklad. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory a f W P ! Q.
Označme symbolem Cf množinu těch bodů x 2 P , v nichž je funkce f spojitá.
Dokažte, že potom platí Cf D fx 2 P I oscf .x/ D 0g.

Řešení. Označme A D fx 2 P I oscf .x/ D 0g.

Inkluze Cf � A. Nechť x 2 Cf . Zvolme " > 0. K němu existuje ı > 0 takové, že pro
každé y 2 B.x; ı/ platí f .y/ 2 B.f .x/; "/. Nechť y1; y2 2 B.x; ı/. Potom

�.f .y1/; f .y2// � �.f .y1/; f .x//C �.f .x/; f .y2// < "C " D 2":

Odtud plyne, že platí diam� f
�
B.x; ı/

�
� 2". To znamená, že oscf .x/ D 0, a tedy

x 2 A.

Inkluze A � Cf . Nechť x 2 A. Zvolme " > 0. Pak existuje ı > 0 takové, že
diam� f .B.x; ı// < ". Tedy pro každé y 2 B.x; ı/ platí

�.f .y/; f .x// � diamf
�
B.x; ı/

�
< ":

To znamená, že funkce f je v bodě x spojitá, takže x 2 Cf . |

10.10.31. Příklad. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory a f W .P; %/ !

.Q; �/ je funkce. Nechť Cf je množina bodů spojitosti funkce f . Dokažte, že Cf
je typu Gı .

Řešení. Pro každé n 2 N definujme

Bn D fx 2 P I oscf .x/ < 1
n

g:

Dokážeme, že pro každé n 2 N je množina Bn otevřená. Zvolme tedy n 2 N a x 2

Bn. Potom existuje ı > 0 takové, že diam f
�
B.x; ı/

�
< 1

n
. Pokud y 2 B.x; ı/, pak

pro r 2 .0; ı � %.x; y// platí B.y; r/ � B.x; ı/, a tedy

oscf .y/ � diamf
�
B.y; ı/

�
� diamf

�
B.x; ı/

�
<
1

n
:
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Odtud plyne B.x; ı/ � Bn. Množina Bn je tedy otevřená.
Množina Cf podle Příkladu 10.10.30 splňuje

Cf D fx 2 P I oscf .x/ D 0g

a navíc zřejmě platí

fx 2 P I oscf .x/ D 0g D

1\
nD1

Bn:

Odtud vyplývá, že množina Cf je průnikem spočetně mnoha otevřených množin,
tedy je typu Gı . |

10.10.32. Příklad. Dokažte, že množina Q není typu Gı .

Řešení. Tvrzení dokážeme sporem. Díky Příkladu 10.3.36 víme, že množina Q je
hustá v metrickém prostoru R. Kdyby byla navíc ještě typuGı , musela by být pod-
le Věty 10.7.42 residuální v R. Podle Příkladu 10.7.32(b) je také množina R n Q
residuální v R. Metrický prostor R je podle Příkladu 10.7.7 a Věty 10.7.34 druhé
kategorie. Podle Věty 10.7.38 tedy platí Q \ .R n Q/ ¤ ;, což je ale spor. |

Riemannova funkce je spojitá právě ve všech iracionálních bodech množiny R
(Příklad 4.4.9). Na otázku, zda existuje reálná funkce, která by byla spojitá nao-
pak právě ve všech racionálních bodech, dostáváme z dokázaných tvrzení možná
trochu překvapivě zápornou odpověď.

10.10.33. Příklad. Dokažte, že neexistuje funkce f W R ! R, pro kterou by platilo
Cf D Q.

Řešení. Podle Příkladu 10.10.31musí býtCf typuGı , avšak podle Příkladu 10.10.32
množina Q není typu Gı . Odtud plyne tvrzení. |

Úplné prostory.

10.10.34. Příklad. Dokažte, že prostor c0 je Banachův.

Řešení. Prostor c0 je lineárním podprostorem prostoru `1 a navíc je také jeho met-
rickýmpodprostorem. Prostor `1 je podle Příkladu 10.7.17 úplný.DíkyVětě 10.7.18
stačí ukázat, že c0 je uzavřená množina v `1. Vezměme posloupnost fxng prvků
c0, která konverguje k prvku x 2 `1. Naším cílem je ukázat, že x 2 c0. Zvolme
" > 0. Nalezneme m0 2 N takové, že kxm0 � xk1 < ". Poněvadž xm0 2 c0, platí
limn!1 x

m0
n D 0. Nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n � n0 platí jx

m0
n j < ".

Pak pro každé n � n0 platí

jxnj � jxn � xm0
n j C jxm0

n j � kx � xm0k1 C jxm0
n j < "C " D 2":

Tím je dokázáno, že lim xn D 0, a tedy x 2 c0. |

10.10.35. Příklad (prostor p̀). Nechť p 2 Œ1;1/. Definujme p̀ jako množinu
všech posloupností reálných čísel fxng1

nD1 splňujících
P1

nD1 jxnjp < 1. Sčítání
prvků z p̀ je definováno po složkách, stejně tak násobení prvků z p̀ reálnými čísly.
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Pro x D fxng 2 p̀, y D fyng 2 p̀ a ˛ 2 R tedy klademe x C y D fxn C yng

a ˛x D f˛xng. Dále pro x D fxng1
nD1 2 p̀ položme

kxkp D

� 1X
nD1

jxnj
p
� 1

p

:

Dokažte, že prostor p̀ je Banachův.

Řešení. Postupně ověříme, že p̀ je vektorový prostor, který je normovaný a který je
úplný.

Vektorový prostor. Nechť x; y 2 p̀. Ověříme, že x C y 2 p̀. Zvolme n 2 N. Podle
Minkowského nerovnosti (Příklad 5.5.26) platí� nX

iD1

jxi C yi j
p
� 1

p

�

� nX
iD1

jxi j
p
� 1

p

C

� nX
iD1

jyi j
p
� 1

p

� kxkp C kykp < 1:

Odtud pak dostáváme, že� 1X
iD1

jxi C yi j
p
� 1

p

� kxkp C kykp:

Platí tedy x C y 2 p̀ a navíc jsme odvodili nerovnost kx C ykp � kxkp C kykp.
Pokud x 2 p̀ a ˛ 2 R, pak platí� nX

iD1

j˛xi j
p
� 1

p

D j˛j �

� nX
iD1

jxi j
p
� 1

p

D j˛j � kxkp < 1:

Platí tedy ˛x 2 p̀ a navíc jsme ověřili k˛xkp D j˛j � kxkp.

Normovaný prostor. Z vlastností normy, které jsou uvedené v Definici 10.1.18, jsme
již ověřili všechny vyjma vlastnosti (a). Ta ovšem pro zobrazení x 7! kxkp na p̀

zřejmě platí.

Úplnost.Nechť fxkg1
kD1

je cauchyovská posloupnost prvků p̀. Existuje tedy k0 2 N
takové, že

8k � k0 W kxk � xk0kp < 1:

Díky trojúhelníkové nerovnosti máme

8k � k0 W kxkkp < kxk0kp C 1:

Potom pro každé k 2 N platí

kxkkp � max
˚
kx1kp; : : : ; kx

k0�1
kp; kx

k0kp C 1
	
: (10.28)

Odtud plyne, že množina fxk I k 2 Ng je omezená v p̀. Konstantu na pravé straně
předchozí nerovnosti označme K.

Zvolme nyní n 2 N. Potom pro každé k; l 2 N platí jxkn � xlnj � kxk � xlkp.
Odtud plyne, že posloupnost reálných čísel fxkng1

kD1
je cauchyovská, a tedy konver-

gentní. Limitu této posloupnosti označíme xn. O posloupnosti x D fxng nejprve
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ukážeme, že patří do p̀ a pak že je hledanou limitou naší cauchyovské posloup-
nosti.

Pro každé m; k 2 N díky (10.28) platí� mX
iD1

jxki j
p
� 1

p

� kxkkp � K:

Spočteme limitu levé strany pro k ! 1 a obdržíme pro každé m 2 N� mX
iD1

jxi j
p
� 1

p

� K:

Odtud již plyne

kxkp D

� 1X
iD1

jxi j
p
� 1

p

� K:

Dokázali jsme tedy x 2 p̀.
Zvolme " > 0. Znovu použijeme cauchyovskost naší posloupnosti a nalezneme

k0 2 N takové, že pro každé k; l � k0 platí kxk � xlkp < ". Pro m 2 N a k; l � k0
platí � mX

iD1

jxki � xli j
p
� 1

p

� kxk � xlk < ":

Pro pevné k a m vypočteme limitu levé strany pro l ! 1. Obdržíme� mX
iD1

jxki � xi j
p
� 1

p

� ":

Vzhledem k tomu, že uvedená nerovnost platí pro každé m 2 N dostaneme

kxk � xkp D

� 1X
iD1

jxki � xi j
p
� 1

p

� ":

Odtud již plyne, že posloupnost fxkg konverguje k x. |

10.10.36. Příklad. Nalezněte příklad metrického prostoru a posloupnosti jeho
prvků fxng splňující

8" > 0 9n0 2 N 8n 2 N; n � n0 W %.xn; xnC1/ < ";

která ale není cauchyovská.

Řešení. Položme například xn D logn, n 2 N. Potom platí

lim jxnC1 � xnj D lim log.1C
1
n
/ D 0;

ale posloupnost fxng zřejmě není cauchyovská v R. |

10.10.37. Příklad. Definujme na R metriku �.x; y/ D j arctg x�arctgyj. Nalezně-
te posloupnost, která je cauchyovská vzhledem k � , ale nikoliv vzhledem k obvyklé
metrice. Dokažte, že prostor .R; �/ není úplný.
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Řešení. Uvažujme posloupnost fng. Tato posloupnost zřejmě není cauchyovská vzhle-
dem k obvyklé metrice na R. Ukážeme, že je cauchyovská vzhledem k metrice � .
Zvolme " > 0. Nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n � n0 platí j�2�arctgnj < ".
Pro každé n � m � n0, potom platí

�.n;m/ D j arctgn � arctgmj D
ˇ̌
arctgn �

�
2

ˇ̌
C
ˇ̌
�
2

� arctgm
ˇ̌
< 2":

Uvedená posloupnost není v prostoru .R; �/ konvergentní. Kdyby totiž exis-
tovala její limita x 2 R, pak by platilo limn!1 �.x; n/ D 0. Což znamená

lim
n!1

j arctgn � arctg xj D
�
2

� arctg x ¤ 0;

což je spor. |

10.10.38. Příklad. Nechť .P; %/ je neprázdný úplný metrický prostor a T W P ! P

je zobrazení. Nechť existuje n 2 N takové, že T n je kontrakce na .P; %/, kde T n D

T ı T ı � � � ı T je n-krát složené zobrazení T . Dokažte, že potom má T na P právě
jeden pevný bod.

Řešení. Existence pevného bodu. Podle Banachovy věty o kontrakci (Věta 10.7.28) má
T n v P právě jeden pevný bod, označme jej x0. Potom

T n
�
T .x0/

�
D T

�
T n.x0/

�
D T .x0/;

takže T .x0/ je také pevným bodem zobrazení T n. Takový bod však existuje právě
jeden, a tedy musí nutně platit T .x0/ D x0. Bod x0 je tedy pevným bodem zobra-
zení T .

Jednoznačnost.Nechť y je pevný bod zobrazení T . Dokážemematematickou indukcí,
že potom pro každé k 2 N je y pevným bodem zobrazení T k. Pro k D 1 tvrzení
platí. Nechť pro nějaké k 2 N je y pevným bodem zobrazení T k. Potom

T kC1.y/ D T
�
T k.y/

�
D T .y/ D y:

Tím je naše tvrzení dokázáno. Speciálně je tedy y pevným bodem zobrazení T n.
Zobrazení T n má však právě jeden pevný bod, a to x0, tedy platí y D x0. Odtud
vyplývá, že pevný bod zobrazení T je jednoznačně určen. |

10.10.39. Příklad. Nechť X je Banachův prostor, který je nekonečně dimenzio-
nální. Dokažte, že potom každá báze vektorového prostoru X je nespočetná.

Řešení. Pro spor předpokládejme, že vektorový prostorX má spočetnou báziB tvo-
řenou vektory xn; n 2 N. Pro n 2 N označme symbolem En lineární obal množiny
fxi I i � ng. Dokážeme následující dvě pozorování.

Množina En je uzavřená. Množina En tvoří konečně dimenzionální podprostor pro-
storuX , a proto jde podle Příkladu 10.7.15 o Banachův prostor. Podle Věty 10.7.18
je pak En uzavřená v X .

Množina En je řídká. Díky předchozímu pozorování stačí ukázat, že vnitřek En je
prázdný. Předpokládejme pro spor, že tomu tak není a existují x 2 X a r > 0 tako-
vá, žeB.x; r/ � En. Potom platí takéB.0; r/ � En, neboťEn je lineární podprostor.
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Pak platí

X D

1[
kD1

kB.0; r/ �

1[
kD1

kEn D En;

což je spor, neboť nekonečně dimenzionální prostor X nemůže být obsažen v ko-
nečně dimenzionálním prostoru En.

Díky tomu, že B je báze dostáváme X D
S1

nD1En. Prostor X je tedy podle před-
chozího první kategorie v sobě, což je ale podle Věty 10.7.34 spor s úplností pro-
storu X . |

Kompaktní prostory.

10.10.40. Příklad. Nechť fxng je posloupnost prvků metrického prostoru P spl-
ňující xn ! x pro nějaké x 2 P . Dokažte, že množina K D fxnI n 2 Ng [ fxg je
kompaktní.

Řešení. Nechť G je nějaký systém otevřených podmnožin pokrývající K. Potom
existuje G 2 G taková, že x 2 G. Protože xn ! x, existuje n0 2 N takové, že
pro každé n � n0 platí xn 2 G. Pro každé k 2 f1; : : : ; n0g existuje Gk 2 G splňující
xk 2 Gk. Potom soubor množin G � D fG;G1; : : : ; Gn0

g tvoří konečný podsystém
systému G , který zřejmě pokrývá K. Podle Věty 10.6.28 je tedy množina K kom-
paktní. |

10.10.41. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor, " > 0 a A � P je nekonečná
množina taková, že pro každé x; y 2 A, x ¤ y, platí %.x; y/ � ". Dokažte, že pak
prostor P není kompaktní.

Řešení. Ukážeme, že v prostoru P neexistuje konečná "=2-síť. Pro spor předpoklá-
dejme, že D � P je konečná "=2-síť. Potom A �

S
x2D B.x; "=2/. Množina A je

nekonečná, množinaD je konečná, a proto existuje x 2 D takové, že koule B.x; "/
obsahuje alespoň dva různé body z množiny A. Tyto body však mají vzdálenost
menší než ", což je spor s předpokládanou vlastností množiny A. Prostor P tedy
není totálně omezený, a proto podle Věty 10.7.21 není kompaktní. |

Předchozí výsledek porovnejte s Větou 10.8.8.

10.10.42. Příklad. Dokažte, že množina

A D
˚
fxng 2 `2I 8n 2 N W jxnj �

1
n

	
je kompaktní v `2.

Řešení. Podle Věty 10.7.21 stačí dokázat, že A je úplný a totálně omezený prostor.

Úplnost množinyA.Prostor `2 je úplný, a proto podle Věty 10.7.18 stačí ukázat, žeA je
uzavřená v `2. Vezměme tedy posloupnost fxkg prvkůmnožinyA, která konverguje
k prvku x 2 `2. Ukážeme, že x 2 A. Pro každé n; k 2 N platí jxkn �xnj � kxk �xk2.
Odtud plyne, že pro každé n 2 N máme limk!1 xkn D xn. Navíc pro každé n; k 2 N
platí jxkn j �

1
n
. Pro každé n 2 N tedy máme jxnj �

1
n
. Platí tedy x 2 `2.
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Totální omezenost množinyA.Zvolme " > 0. Naleznemem 2 N takové, že
P1

nDmC1
1
n2 <

. "
2
/2. Položme

B D
˚
Œx1; : : : ; xm� 2 RmI 8n 2 f1; : : : ; mg W jxnj �

1
n

	
:

MnožinaB je omezená a uzavřená v Rm. Podle Věty 10.6.9 jeB kompaktní a podle
Věty 10.6.26 je totálně omezená. Existuje tedy konečná "

2
-síťC množinyB. Definuj-

me množinuD � `2, která obsahuje právě všechny prvky tvaru .x1; : : : ; xm; 0; : : : /,
kde .x1; : : : ; xm/ 2 C . MnožinaD je konečná, neboť C je konečná a zřejměD � A.
Ukážeme, že D je "-síť množiny A. Zvolme y 2 A. Potom Qy D .y1; : : : ; ym/ 2 B

a existuje Qx D .x1; : : : ; xm/ 2 C splňující k Qy� Qxk < "
2
. Prvek x D .x1; : : : ; xm; 0; : : : /

patří do množiny D a platí

ky � xk
2
2 D

mX
nD1

.yn � xn/
2

C

1X
nDmC1

.yn � xn/
2

D k Qy � Qxk
2

C

1X
nDmC1

y2n

� . "
2
/2 C

1X
nDmC1

1

n2
< . "

2
/2 C . "

2
/2 D "2:

K prvku y 2 `2 jsme tedy nalezli prvek x 2 D splňující ky � xk2 < ". Tím jsme
ověřili, že C je "-síť. Tedy A je totálně omezená. |

10.10.43. Příklad. Dokažte, že množina

B D
˚
x 2 c0I kxnk1 � 1

	
není kompaktní v c0.

Řešení. Uvažujme vektory en 2 c0, n 2 N, kde en je n-tý kanonický vektor v c0, tj.

en D .0; : : : ; 0; 1; 0; : : : /;

kde pouze n-tý člen je roven 1. Pak pro každé n;m 2 N; n ¤ m, platí ken � emk1 D

1. Množina A D fenI n 2 Ng je nekonečná a díky předchozímu splňuje předpokla-
dy Příkladu 10.10.41 pro " D 1. Pak podle Příkladu 10.10.41 neníB kompaktní. |

10.10.44. Příklad. Nechť .P; %/ je kompaktní metrický prostor a f W P ! P je
izometrie, tj. zobrazení splňující

8x; y 2 P W %
�
f .x/; f .y/

�
D %.x; y/:

Dokažte, že f .P / D P .

Řešení. Předpokládejme pro spor f .P / ¨ P . Vezmeme x0 2 P n f .P / a označíme
d D dist.x0; f .P //. Protože je f spojité, je množina f .P / kompaktní, a tedy d > 0.
Položme xn D f n.x0/. Pak jsou členy posloupnosti fxng1

nD1 obsaženy v f .P /, a te-
dy %.x0; xn/ � d pro každé n 2 N. Díky kompaktnosti vybereme podposloupnost
fxnk

g konvergující k nějakému y 2 f .P /. Tedy existují indexy n < m takové, že
%.xn; xm/ < d . Protože je f izometrie, platí

d > %
�
f n.x0/; f

m.x0/
�

D %
�
f n�1.x0/; f

m�1.x0/
�

D � � �

D %
�
x0; f

m�n.x0/
�

� d;
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což je spor. |

10.10.45. Příklad. Nechť .K1; %1/ a .K2; %2/ jsou kompaktní metrické prostory.
Ukažte, že součin K1 �K2 opatřený `2-součtem metrik %1 a %2 je kompaktní met-
rický prostor.

Řešení. Uvažujme posloupnost bodů
˚
.xn1 ; x

n
2 /
	1

nD1
prostoruK1�K2.Metrický pro-

stor .K1; %1/ je kompaktní, a proto lze z posloupnosti
˚
xn1
	1

nD1
vybrat konvergentní

podposloupnost fx
nk

1 g1
kD1

s limitou ´1 2 K1. Pro k 2 N označme yk1 D x
nk

1 a yk2 D

x
nk

2 . Prostor .K2; %2/ je kompaktní, a proto lze z posloupnosti fyk2 g1
kD1

vybrat kon-
vergentní podposloupnost

˚
y
kj

2

	1

jD1
s limitou ´2 2 K2. Posloupnost

˚
yk1
	1

kD1
kon-

verguje k ´1, a tedy i posloupnost
˚
y
kj

1

	1

jD1
konverguje k ´1 (Věta 10.2.4). Platí

tedy

lim
j!1

%1
�
y
kj

1 ; ´1
�

D 0;

lim
j!1

%2
�
y
kj

2 ; ´2
�

D 0:

Pak ale podle věty o aritmetice limit platí

lim
j!1

q
%1
�
y
kj

1 ; ´1
�2

C %2
�
y
kj

2 ; ´2
�2

D 0:

Odtud plyne, že posloupnost
˚
.y
kj

1 ; y
kj

2 /
	1

jD1
konverguje k bodu .´1; ´2/ vmetrice,

která je `2-součtem metrik %1 a %2. posloupnost
˚
.y
kj

1 ; y
kj

2 /
	1

jD1
je navíc vybraná

z posloupnosti
˚
.xn1 ; x

n
2 /
	1

nD1
. Tím je důkaz proveden. |

10.10.46. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor a T W P ! P je zobrazení
splňující

8x; y 2 P; x ¤ y W %.T .x/; T .y// < %.x; y/:

Pak zobrazení T nazýváme neexpanzívní.

10.10.47.Příklad. Nechť .P; %/ je neprázdný kompaktnímetrický prostor a T W P !

P je neexpanzívní. Dokažte, že potom T má na P právě jeden pevný bod.

Řešení. Existence pevného bodu.Definujme funkci f W P ! Rpředpisem f .x/ D %.x; T .x//.
Podle Příkladu 10.10.1 pro x; y 2 P platí

jf .x/ � f .y/j D j%.x; T .x// � %.y; T .y//j � %.x; y/C %.T .x/; T .y//

� 2%.x; y/:

Nechť x 2 P a " > 0. Položme ı D
1
2
". Potom pro každé y 2 P splňující %.x; y/ < ı

platí
jf .x/ � f .y/j � 2%.x; y/ < 2ı D ";

takže f je spojité v bodě x. Protože bod x byl zvolen libovolně, je f spojité na P .
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Funkce f tedy nabývá na kompaktním metrickém prostoru .P; %/ svého mini-
ma. Existuje tudíž bod x0 2 P takový, že pro všechna y 2 P platí f .x0/ � f .y/.
Předpokládejme, že f .x0/ > 0. Potom z neexpanzivnosti zobrazení f vyplývá, že

f .T .x0// D %.T .x0/; T
2.x0// < %.x0; T .x0//;

což je spor. Platí tedy f .x0/ D 0. To znamená, že %.x0; T .x0// D 0, neboli že x0 je
pevným bodem zobrazení T .

Jednoznačnost. Nechť x; y 2 P jsou dva různé pevné body zobrazení T . Potom

%.x; y/ D %.T .x/; T .y// < %.x; y/;

což je spor. Odtud vyplývá, že pevný bod zobrazení T je jednoznačně určen. |

Cantorův prostor a Cantorovo diskontinuum.

10.10.48. Označení. (a) Množinu všech konečných posloupností, jejichž členy
jsou rovny 0 nebo 1, budeme značit S . Do množiny S zahrnujeme i prázdnou
posloupnost, kterou ztotožňujeme s prázdnou množinou a značíme ji tedy ;. Platí
proto

S D f;g [

1[
nD1

f0; 1gn:

(b) Je-li s 2 S a i 2 f0; 1g, značí s^i posloupnost s prodlouženou o prvek i . Délku
posloupnosti s 2 S značíme jsj, přičemž délka prázdné posloupnosti je 0.

(c) Množinu všech nekonečných posloupností, jejichž členy jsou rovny 0 nebo 1,
budeme značit C . Platí tedy C D f0; 1gN . Pro x 2 C a n 2 N značíme xjn D

.x1; : : : ; xn/. Pro s 2 S a x 2 C značíme symbolem s � x skutečnost, že x pro-
dlužuje s, neboli nekonečná posloupnost x začíná konečnou posloupností s, ještě
jinak řečeno platí s D xjjsj.

(d) Indexovanému systému (vizte 1.4.29) množin .Bs/s2S říkámeCantorovo sché-
ma.

10.10.49. Nechť G je systém otevřených množin v metrickém prostoru .C ; %/, kde
% je metrika z Příkladu 10.1.16. Dvojici .C ;G / nazýváme Cantorovým prostorem.
Cantorův prostor je prostor topologický (vizte Poznámku 10.4.22), ale v dalším
výkladu se na něj budeme dívat jako na metrický prostor s metrikou %.

10.10.50. Příklad. Nechť s 2 S . Označme

Ns D
˚
x 2 C I s � x

	
:

MnožinaNs tedy obsahuje ty nekonečné posloupnosti, které začínají posloupností
s. Ukažte, že systém

˚
NsI s 2 S

	
tvoří otevřenou bázi prostoru C .

Řešení. Pro s 2 S a x 2 C splňující s � x dokážeme následující rovnost

B
�
x; 2

2jsjC1

�
D Ns : (10.29)
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Pokud y 2 B
�
x; 2

2jsjC1

�
a y ¤ x, pak nejmenší k 2 N takové, že xk ¤ yk , splňuje

1
k
< 2

2jsjC1
. Máme tedy k > jsj, a proto xjjsj D yjjsj D s. Platí tedy y 2 Ns. Pokud

y D x, pak zřejmě y 2 Ns.
Pokud y 2 Ns , y ¤ x, pak nejmenší k 2 N takové, že xk ¤ yk , splňuje k > jsj,

a tedy %.x; y/ D
1
k
< 2

jsjC1
. Pokud y 2 Ns , y D x, pak zřejmě y 2 B.x; 2

2jsjC1
/.

Z (10.29) plyne, že množina Ns je otevřená pro každé s 2 S . Nechť G � C je
neprázdná otevřená množina. Dokážeme rovnost

G D
[

fNt I t 2 S ; Nt � Gg: (10.30)

Inkluze � zřejmě platí. Pro důkaz opačné inkluze zvolme libovolně x 2 G. Pak
díky otevřenosti G nalezneme k 2 N takové, že B.x; 2

2kC1
/ � G. Odtud plyne

x 2 B
�
x; 2

2jsjC1

�
D Ns � G:

Platí tedy rovnost (10.30). Odtud již plyne, že uvažovaný systémmnožin tvoří bázi
prostoru C . |

10.10.51. Definujme Cantorovo schéma .Bs/s2S sestávající z neprázdných uzavře-
ných intervalů v Œ0; 1� následujícím způsobem. Položme B; D Œ0; 1�. Předpokládej-
me, že již máme zkonstruovány intervaly Bs , kde n 2 N [ f0g, s 2 S a jsj � n.
Nechť s 2 f0; 1gn a Bs D Œa; b�. Pak položíme

Bs^0 D
�
a; aC

1
3
.b � a/

�
; Bs^1 D

�
b �

1
3
.b � a/; b

�
:

Množinu

C D

1\
nD0

[
s2f0;1gn

Bs :

nazýváme Cantorovým diskontinuem.
Popišme ještě konstrukci Cantorova diskontinua méně formálně, ale možná

názorněji. Z intervalu B; D Œ0; 1� vyjmeme interval .1
3
; 2
3
/ a obdržíme intervaly

B0 D Œ0; 1
3
� a B1 D Œ2

3
; 1�. Z těchto intervalů opět obdobně vyjmeme prostřední

třetiny a dostaneme čtveřici nových intervalů B00; B01; B10; B11. Z nich opět vy-
jmeme prostřední třetiny a tento postup stále opakujeme. Body z intervalu Œ0; 1�,
které nebudou nikdy vyjmuty, pak tvoří Cantorovo diskontinuum C . Začátek to-
hoto procesu je znázorněn na následující sérii obrázků.
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Obrázek 1.

Všimněme si, že Cantorovo schéma .Bs/s2S má následující vlastnosti. Pro kaž-
dé s 2 S platí

(a) Bs^0 [ Bs^1 � Bs ,
(b) Bs^0 \ Bs^1 D ;,
(c) diamB; D 1, diamBs^0 D diamBs^1 D

1
3
Bs , a tedy diamBs D 3�jsj.

Všimněme si ještě, že pro Cantorovo diskontinumm platí

C D
[
˛2C

1\
nD0

B˛jn: (10.31)

Ověření inkluze� je snadné. Pro důkaz opačné inkluze uvažujme x 2 C . Pro každé
n 2 N [ f0g existuje sn 2 f0; 1gn takové, že x 2 Bsn . Pro každé n 2 N je systém
intervalů fBsI s 2 S ; jsj D ng podle vlastností (a) a (b) disjunktní. Odtud plyne,
že sn�1 � sn pro každé n 2 N. Pak existuje ˛ 2 C takový, že pro každé n 2 N platí
sn � ˛. Potom x 2

T1

nD0 Bsn D
T1

nD0 B˛jn.

10.10.52. Příklad (vlastnosti Cantorova diskontinua). Ukažte, že C má následu-
jící vlastnosti.

(a) Cantorovo diskontinuum C je homeomorfní s Cantorovým prostorem C .
(b) Množina C je kompaktní a řídká podmnožina R bez izolovaných bodů.
(c) Množina C má mohutnost kontinua.

Řešení. (a) Nechť .Bs/s2S je Cantorovo schéma z 10.10.51. Definujme zobrazení
' W C ! C následujícím způsobem. Zvolme ˛ 2 C pevné a položme '.˛/ D y,
kde y 2

T1

nD0 Bxjn. Má-li být '.˛/ dobře a jednoznačně definováno, je třeba, aby
množina

T1

nD0 B˛jn byla jednoprvková. To však plyne z Věty 10.7.19, neboť po-
sloupnost množin fB˛jng1

nD0 je tvořena uzavřenými množinami v úplném prostoru
R, platí B˛jn � B˛j.n�1/ pro každé n 2 N a limn!1 diamB˛jn D 0. Poslední fakt
plyne z 10.10.51(c). Přímo z definice ' plyne, že '.C/ � C .
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Spojitost '. Nechť ˛ 2 C . Zvolme " > 0. Nalezneme s 2 S takové, že '.˛/ 2 Bs
a diamBs D 3�jsj < ". Potom '.Ns/ � Bs � B.'.˛/; "/. Tím je dokázána spojitost
'.

Prostota '. Vezměme ˛; ˇ 2 C , ˛ ¤ ˇ. Pak existuje n 2 N takové, že ˛jn ¤ ˇjn,
a tedy '.˛/ 2 B˛jn, '.ˇ/ 2 Bˇ jn a B˛jn \ Bˇ jn D ;. Odtud plyne '.˛/ ¤ '.ˇ/.

Surjektivita '. Pro x 2 C existuje podle (10.31) ˛ 2 C takové, že x 2
T1

nD0 B˛jn. Má-
me tedy '.˛/ D x. Tím je surjektivita ověřena. Navíc díky vlastnosti (b) z 10.10.51
a inkluzi '.Ns/ � Bs , s 2 S , dostáváme rovnost '.Ns/ D Bs \C platnou pro každé
s 2 S .

Spojitost '�1. Nechť x 2 C . Označme '�1.x/ D ˛. Zvolme " > 0. S pomocí Příkla-
du 10.10.50 nalezneme n 2 N takové, že N˛jn � B.˛; "/. Nalezneme ı > 0 takové,
že B.x; ı/ \ C � B˛jn. Potom podle předchozího odstavce

'�1.B.x; ı/ \ C/ � '�1.C \ B˛jn/ D N˛jn � B.˛; "/:

Tím je dokázána spojitost '�1.

(b) Množina C je uzavřená, neboť je definována jako průnik uzavřených množin.
Množina C je zřejmě omezená. Podle Věty 10.6.9 je tedy C kompaktní.

Řídkost C ověříme podle Věty 10.3.44. Zvolme neprázdnou otevřenou mno-
žinu G � R. Pokud G \ C D ;, pak položíme H D G a máme H \ C D ;. Pokud
H \ C ¤ ;, pak vezmeme x 2 H \ C a nalezneme s 2 S takové, že Bs � H . Zde
využíváme otevřenostH a vlastnost (c) z 10.10.51.MnožinaBs je uzavřený netrivi-
ální interval. OznačmeBs D Œa; b�. Potom položímeH D

�
aC

1
3
.b�a/; b�

1
3
.b�a/

�
a podle konstrukce Cantorova diskontinua dostáváme H \ C D ;. Tím je řídkost
množiny C dokázána.

Zvolme x 2 C . Ukážeme, že nejde o izolovaný bod C . K tomuto cíli zvolme
" > 0. Nalezneme s 2 S takové, že x 2 Bs � B.x; "/. Pak zvolíme i 2 f0; 1g takové,
že x … Bs^i . MnožinaBs^i\C je neprázdná. Zvolme tedy y z této množiny. Potom
máme y 2 C \ B.x; "/ a y ¤ x. Bod x tedy není izolovaný.

(c) Výsledek plyne z Příkladu 3.8.27. |

10.10.53. Příklad. Cantorův prostor C je kompaktní, nemá izolované body a má
mohutnost kontinua.

Řešení. Tvrzení plyne z Věty 10.10.52, neboť Cantorovo diskontinuum je homeo-
morfní s Cantorovým prostorem. |

10.10.54. Příklad. Nechť .P; %/ je nespočetný separabilní úplný metrický prostor.
Pak existuje množina K � P , která je homeomorfní s Cantorovým prostorem.

Řešení. Podle Příkladu 10.10.23 lze P psát jako P D F [ U , kde U je spočet-
ná otevřená a F je uzavřená množina bez izolovaných bodů. Pak F je též úplný
metrický prostor (Věta 10.7.18). Protože je P nespočetný, je F neprázdná mno-
žina. Nalezneme zobrazení ' W f0; 1gN ! F , které bude spojité a prosté. Potom
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podle Věty 10.6.20 bude ' homeomorfismus mezi f0; 1gN a '.f0; 1gN/. Položíme
K D '.f0; 1gN/ a K bude pak hledanou množinou.

Nejprve induktivně zkonstruujemeCantorovo schéma .Us/s2S sestávající z ote-
vřených množin v F , které pro každé s 2 f0; 1gN splňují

� Us^0 \ Us^1 D ;,
� Us^i � Us , i 2 f0; 1g,
� diamUs � 2�jsj.

Konstrukce schématu.Nejprve položímeU; D B.x; 1
2
/\F , kde x 2 F . Předpokládejme

nyní, že n 2 N [ f0g a máme zkonstruovány množiny Us pro s 2 f0; 1gN , jsj � n.
Mějme nyní množinu Us , kde s 2 f0; 1gn. Protože je F perfektní, je Us nekonečná.
Lze tedy nalézt dva různé body x; y 2 Us. Nyní zvolíme takové r 2 .0; 2�jsj�2/, že

� B.x; r/ \ B.y; r/ D ;,
� B.x; r/ [ B.y; r/ � Us

a položíme Us^0 D B.x; r/, Us^1 D B.y; r/. Tím je konstrukce provedena.

Konstrukce homeomorfismu '. Definujeme ' W f0; 1gN ! F jako '.x/ D y, kde

y 2

1\
nD1

Uxjn x 2 f0; 1gN :

Díky vlastnostem Cantorova schématu je ' dobře definováno, což v tomto případě
znamená, že množina

T1

nD1 Uxjn je jednoprvková (vizte Větu 10.7.19).

Spojitost '. Nechť x 2 f0; 1gN . Zvolme " > 0. Nalezneme n 2 N takové, že 1
n
< ".

Potom platí x 2 Nxjn, '.x/ 2 Uxjn a

'.Nxjn/ � Uxjn � B.'.x/; "/:

Tedy ' je spojité v x.

Injektivita '. Zvolme x; ´ 2 C , x ¤ ´. Nalezneme nejmenší n 2 N takové, že xjn ¤

yjn. Potom '.x/ 2 Uxjn, '.y/ 2 Uyjn a Uxjn \ Uyjn D ;. Odtud plyne '.x/ ¤ '.y/,
a ' je tedy prosté. |

Souvislé a křivkově souvislé prostory.

10.10.55. Příklad. Nechť .P; %/ je souvislý metrický prostor obsahující alespoň
dva body. Potom je P nespočetný.

Řešení. Nechť x; y 2 P , x ¤ y. Předpokládejme, že P je spočetný. Pro r > 0

označme A.r/ D f´ 2 P I %.x; ´/ D rg. Potom existuje r 2
�
0; %.x; y/

�
takové, že

množinaA.r/ je prázdná, neboť systémmnožin fA.s/I s 2
�
0; %.x; y/

�
g je disjunktní

a interval
�
0; %.x; y/

�
je nespočetný. Položme H D B.x; r/. Potom H je zřejmě

neprázdná (neboť x 2 H ) a otevřená. Podle Příkladu 10.10.4 je B.x; r/ uzavřená
množina, a tedy podle Věty 10.3.28(g) platí H � B.x; r/. Pak máme

H � B.x; r/ D B.x; r/ [ A.r/ D B.x; r/ D H;
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takže H je uzavřená, a tedy obojetná. Protože r < %.x; y/, platí y 2 P nH , takže
P n H je neprázdná. To je podle Věty 10.9.8 spor s tím, že P je souvislý. Odtud
plyne tvrzení. |

10.10.56. Příklad. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory a f W P ! Q je
spojité zobrazení. Nechť A � P je křivkově souvislá množina v prostoru P . Pak
f .A/ je křivkově souvislá množina v prostoruQ.

Řešení. Zvolme body a; b 2 f .A/. Potom existují body x; y 2 A takové, že f .x/ D a

a f .y/ D b. Množina A je křivkově souvislá, a proto existuje spojité zobrazení
h W Œ0; 1� ! A takové, že h.0/ D x a h.1/ D y. Zobrazení f ı h je spojité zobrazení
z Œ0; 1� do Q a platí f ı h.0/ D a a f ı h.1/ D b. Tím je nalezena příslušná křivka
pro body a a b, a je tak ověřena křivková souvislost množiny f .A/. |

10.10.57. Příklad. Dokažte, že prostor Œ0; 1�2 s metrikou zděděnou z R2 není ho-
meomorfní s intervalem Œ0; 1�.

Řešení. Pro spor předpokládejme, že f W Œ0; 1� ! Œ0; 1�2 je homeomorfismus prosto-
ru Œ0; 1� na prostor Œ0; 1�2. Zobrazení f je bijekce, a proto musí existovat a 2 .0; 1/

takové, že f .a/ 2 .0; 1/2. Potom je zobrazení f jŒ0;1�nfag homeomorfismus prostoru
A D Œ0; 1� n fag a prostoru B D Œ0; 1�2 n

˚
f .a/

	
.

Prostor B je křivkově souvislý. Stačí ukázat, že pro každý bod Œx; y� 2 B existuje křivka

 W Œ0; 1� ! B splňující 
.0/ D Œ0; 0� a 
.1/ D Œx; y�. Předpokládejme tedy, že Œx; y� 2

B. Definujme křivku 
 předpisem


.t/ D

(
Œt.x C y/; 0�; t 2 Œ0; x

xCy
�;

Œx; t.x C y/ � x�; t 2 . x
xCy

; 1�:

Je snadné ověřit, že 
 je spojité zobrazení splňující 
.0/ D Œ0; 0�, 
.1/ D Œx; y�

a 
.Œ0; 1�/ � Œ0; 1� � Œ0; 1�. Pokud navíc f .a/ … 
.Œ0; 1�/, pak jsme hotovi. Pokud ale
f .a/ 2 
.Œ0; 1�/, použijeme místo 
 křivku � definovanou předpisem

�.t/ D

(
Œ0; t.x C y/�; t 2 Œ0; y

xCy
�;

Œt .x C y/ � y; y�; t 2 . y
xCy

; 1�:

Opět je snadné ověřit, že � je spojité zobrazení splňující �.0/ D Œ0; 0�, �.1/ D Œx; y�

a �.Œ0; 1�/ � Œ0; 1�2. Vzhledem k tomu, že f .a/ 2 .0; 1/2 \ 
.Œ0; 1�/, musí být x > 0

a y > 0. Potom 
..0; 1//\�..0; 1// D ;, a tedy f .a/ … �.Œ0; 1�/. Máme tak �.Œ0; 1�/ �

B.

Prostor B je křivkově souvislý, a proto je i prostor A křivkově souvislý podle Pří-
kladu 10.10.56. To znamená, že A je také souvislý podle Věty 10.9.17, což je ovšem
spor s Větou 10.9.10. |

10.10.58. Příklad. Dokažte, že uzávěr křivkově souvislé množiny nemusí být křiv-
kově souvislá množina.
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Řešení. Položme B D
˚
Œx; sin. 1

x
/�I x 2 .0; 1�

	
. Interval .0; 1� je zřejmě křivkově sou-

vislá množina. Množina B je pak křivkově souvislá podle Příkladu 10.10.56, neboť
je obrazem intervalu .0; 1� při spojitém zobrazení x 7! Œx; sin. 1

x
/�. Množina B však

není křivkově souvislá, neboť pro body Œ0; 0� a Œ 1
�
; 0�, které leží v B, neexistuje pří-

slušná křivka, což lze nahlédnout obdobně jako v Příkladu 10.9.20. |

10.10.59. Příklad. Nechť .P; %/ je metrický prostor, I ¤ ; a pro každé ˛ 2 I je A˛
křivkově souvislá množina v P . Nechť platí\

˛2I

A˛ ¤ ;: (10.32)

Dokažte, že
S
˛2I A˛ je křivkově souvislá množina v P .

Řešení. Zvolme body a; b 2
S
˛2I A˛. Potom existují ˛1; ˛2 2 I taková, že a 2 A˛1

a b 2 A˛2
. Dále díky (10.32) existuje c 2 A˛1

\ A˛2
. Množina A˛1

je křivkově
souvislá, a proto existuje křivka h1 W Œ0; 1� ! A˛1

splňující h1.0/ D a, h1.1/ D c.
Podobně díky křivkové souvislosti množinyA˛2

nalezneme křivku h2 W Œ0; 1� ! A˛2

splňující h2.0/ D c a h2.1/ D b. Pomocí křivek h1, h2 sestrojíme příslušnou křivku
h pro dvojici bodů a, b následujícím způsobem:

h.t/ D

(
h1.2t/ pro t 2 Œ0; 1

2
�;

h2.2t � 1/ pro t 2 Œ1
2
; 1�:

Ověření spojitosti zobrazení h není těžké a snadno vidíme, že h.Œ0; 1�/ � A˛1
[

A˛2
�
S
˛2I A˛, h.0/ D a, h.1/ D b. Tím je křivková souvislost uvažovanémnožiny

dokázána. |



KAPITOLA 11

Funkce více proměnných

V této kapitole zavedeme a prozkoumáme základní pojmy diferenciálního po-
čtu funkcí více proměnných. Při výkladu budeme potřebovat některé pojmy a vý-
sledky z teorie vektorových prostorů. Podrobný výklad této teorie je obsažen na-
příklad v [4].

11.1. Parciální derivace a totální diferenciál

11.1.1 (Rn jako vektorový prostor). Připomeňme, že množina Rn, kde n 2 N, je
množina všech uspořádaných n-tic reálných čísel, neboť jde o kartézský součin o n
faktorech:

Rn D R � R � � � � � R„ ƒ‚ …
n-krát

:

Je-li x 2 Rn, potom jeho i -tou souřadnici značíme xi , a můžeme tedy psát x D

Œx1; : : : ; xn�. Množina Rn obsahuje některé významné prvky. Je to především po-
čátek, to jest prvek, jehož všechny souřadnice jsou nulové. Značíme jej o. Zvolme
i 2 f1; : : : ; ng a definujme prvek ei 2 Rn takto:

ei D Œ0; : : : ; 0; 1
i -tá sou-
-řadnice

; 0; : : : ; 0�:

I tyto prvky budou pro nás později důležité.
Prvky Rn můžeme mezi sebou sčítat a můžeme je násobit reálným číslem.Je-li

x 2 Rn, x D Œx1; : : : ; xn�, y 2 Rn, y D Œy1; : : : ; yn�, � 2 R, pak definujeme

x C y D Œx1 C y1; : : : ; xn C yn�;

� � x D Œ�x1; : : : ; �xn�:

Trojice .Rn;C; �/, kde C a � jsou výše uvedené operace, tvoří vektorový prostor nad
R. Množina B D

˚
ei I i 2 f1; : : : ; ng

	
tvoří bázi prostoru Rn, tj. jde o lineárně

nezávisloumnožinu a každý prvekx D Œx1; : : : ; xn� 2 Rnmůžeme psát jako lineární
kombinaci vektorů z množiny B. Zde konkrétně máme x D

Pn
iD1 xie

i .
O množině Rn s operacemi sčítání a násobení reálným číslem budeme mluvit

jako o prostoru Rn a o prvcích z Rn jako o bodech tohoto prostoru. Někdy je ovšem
užitečné pohlížet na daný prvek x z Rn jako na vektor, tj. orientovanou úsečku s po-
čátečním bodem v počátku a koncovým v bodě x.

637
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Použijeme-li v dalším textu symbol Rn;Rk ;Rm a podobně, budou n;m; k vždy
přirozená čísla.

11.1.2. V průběhu celé kapitoly budeme na Rn uvažovat eukleidovskou normu

kxk D


Œx1; : : : ; xn�

 D

p
nX
iD1

jxi j
2; x 2 Rn;

a eukleidovskou metriku %2.x;y/ D kx � yk ; x;y 2 Rn. Vizte Příklad 10.1.21.

11.1.3. Podrobné pojednání o skalárních součinech naleznete v [4, kapitola 26].
Zde pouze připomeneme několik základních faktů. Skalární součin prvků x;y 2

Rn definujeme předpisem hx;yi D
Pn
iD1 xiyi . Skalární součinmá následující vlast-

nosti
(a) 8x 2 Rn W hx;xi D kxk2 � 0,
(b) 8x;y; z 2 Rn W hx C y; zi D hx; zi C hy; zi,
(c) 8˛ 2 R 8x;y 2 Rn W h˛x;yi D ˛hx;yi,
(d) 8x;y 2 Rn W hx;yi D hy;xi.
Vektory x;y 2 Rn jsou navzájem ortogonální (kolmé), jestliže platí hx;yi D

0. NechťM � Rn. Řekneme, že vektor x 2 Rn je ortogonální (kolmý) na množinu
M , jestliže je ortogonální na každý vektor množinyM . SymbolM? značí množinu
těch vektorů, které jsou ortogonální na množinuM .

11.1.4 (lineární zobrazení z Rn do Rm). Řekneme, že zobrazení L W Rn ! Rm je
lineární, jestliže splňuje

(a) 8u; v 2 Rn W L.u C v/ D L.u/C L.v/,
(b) 8˛ 2 R 8u 2 Rn W L.˛u/ D ˛L.u/.

Množinu všech lineárních zobrazení prostoru Rn do Rm budeme značit symbolem
L.Rn;Rm/. Každé L 2 L.Rn;Rm/ je reprezentováno maticí A D .aij /iD1::m

jD1::n
o m

řádcích a n sloupcích ve smyslu, že pro každé x 2 Rn platí

L.x/ D Ax D

˙
a11 � � � a1n
:::

:::

am1 � � � amn

�˙
x1
:::

xn

�

:

Vizte [4, kapitola 11].

11.1.5. Úmluva. V souladu s definicí Rn budeme prvky x 2 Rn chápat jako řádko-
vé vektory. Pokud budeme ale pracovat s maticovou reprezentací lineárních zobra-
zení, tak budeme x uvažovat jako sloupcový vektor neboli matici typu n�1. Potom
bude součin Ax z předchozího paragrafu dobře definován.

11.1.6. Termínem reálná funkce n proměnných budeme rozumět funkci z Rn do
R.
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Nechť f je reálná funkce n proměnných a a D Œa1; a2; : : : ; an� 2 Rn. Chování
f v blízkosti bodu a můžeme zkoumat následujícím způsobem. Zvolíme jednu
souřadnici, například první, a budeme se dívat, jak se mění hodnoty funkce f ,
měníme-li pouze tuto souřadnici nezávisle proměnné funkce f a ostatní souřadnice
zůstávají rovny příslušným souřadnicím bodu a. Velikost změny funkční hodnoty
pak porovnáme se změnou velikosti první souřadnice, tj. zkoumáme výraz

f .x1; a2; : : : ; an/ � f .a1; a2; : : : ; an/

x1 � a1
;

který lze pomocí vektorového zápisu zapsat jako

f .a C .x1 � a1/e
1/ � f .a/

x1 � a1
;

Při tomto přístupu je ale uvedený výraz funkcí jedné proměnné, totiž proměnné
x1, a je tedy možné jej vyšetřovat pomocí metod Kapitoly 4. Tyto úvahy nás vedou
k následující důležité definici.

11.1.7. Definice. Nechť f je reálná funkce n proměnných, a 2 Rn a i 2 f1; : : : ; ng.
Pak parciální derivaci funkce f v bodě a podle i -té proměnné definujeme před-
pisem

@f

@xi
.a/ D lim

t!0

f .a C tei / � f .a/

t
: (11.1)

Symbolem @f
@xi

označujeme parciální derivaci funkce f podle i -té proměnné, tj.
funkci z Rn do R definovanou předpisem

@f

@xi
W x 7!

@f

@xi
.x/:

Vněkterých případech se používámísto symbolu @f
@xi
.a/ i značení @if .a/,Dif .a/

a podobně.

11.1.8. Nechť f , a a i jsou jako v předchozí definici.

(a) Pokud jde o vztah (11.1), můžeme rozlišit následující možnosti:

limita v (11.1)

†
neexistuje

existuje

�
vlastní, tj. je rovna reálnému číslu

nevlastní a je rovna

(
1

�1:

(b) Pokud parciální derivace podle i -té proměnné v bodě a existuje, pak pro nějaké
ı > 0 platí fa C tei I jt j < ıg � D.f /, neboli funkce f musí ve svém definičním
oboru obsahovat usečku, která prochází bodem a.

11.1.9 (derivace parciální funkce). Nechť f je reálná funkce n proměnných, a 2 Rn

a i 2 f1; : : : ; ng. Položíme-li

g.y/ D f .a1; a2; : : : ; aj�1; y; ajC1; : : : ; an/;
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pak g0.aj / existuje, právě když existuje @f
@xj
.a/, neboť výpočet vede v obou přípa-

dech na stejnou limitu. Pokud obě derivace existují, pak jsou si rovny.
Na následujícím obrázku je pro jistou funkci f dvou proměnných vidět geo-

metrický význam funkce g, které říkáme parciální.

Obrázek 1.

11.1.10 (aritmetika parciálních derivací). Z předchozího paragrafu plynou některá
pravidla pro výpočet parciálních derivací, neboť lze použít větu o aritmetice deri-
vací pro funkce jedné proměnné (Věta 5.1.17). Pro reálné funkce f a h z Rn, bod
a 2 Rn a i 2 f1; : : : ; ng tak dostáváme

@.f C h/

@xi
.a/ D

@f

@xi
.a/C

@h

@xi
.a/;

@.f h/

@xi
.a/ D

@f

@xi
.a/h.a/C f .a/

@h

@xi
.a/;

pokud @f
@xi
.a/, @h

@xi
.a/ existují vlastní.

11.1.11. Úmluva. V dalším textu bude výrok „parciální derivace existuje“ zname-
nat, že parciální derivace existuje vlastní.

11.1.12. Příklad. Pro funkci f W R2 ! R definovanou předpisem f .x1; x2/ D

ex1x
2
2 spočtěte @f

@x1
a @f
@x2

.

Řešení. Podle 11.1.10 v každém bodě Œx1; x2� 2 R2 platí
@f

@x1
.x1; x2/ D ex1x

2
2x22 ;

@f

@x2
.x1; x2/ D ex1x

2
22x1x2:

|

11.1.13. Nechť n;m 2 N. Množinu všech reálnýchmatic typu n�m budeme značit
M.n �m/. Tyto matice jednoznačně reprezentují lineární zobrazení z Rn do Rm.
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Nechť f je reálná funkce n proměnných a a 2 Rn. Existují-li derivace @f
@xi
.a/,

i D 1; : : : ; n, pak nám poskytují informaci o chování funkce f blízko bodu a na
úsečkách, které jsou určeny pomocí vektorů e1; : : : ; en. O chování funkce f napří-
klad na úsečce tvaru fa C t.e1Ce2/I t 2 .�ı; ı/g, kde ı > 0, však žádnou informaci
nemáme. Funkce f dokonce nemusí být definována v žádném bodě takové úsečky
vyjma bodu a. Abychommohli zkoumat chování funkce f v malých okolích bodu
a a ne pouze na některých úsečkách, zavedeme v následující definici nový pojem,
který nám to umožní.

11.1.14.Definice. Nechť f je reálná funkce n proměnných, a 2 Rn aL W Rn ! R je
lineární zobrazení. Řekneme, že L je totální diferenciál funkce f v bodě a, pokud
platí

lim
h!0

f .a C h/ � f .a/ � L.h/

khk
D 0: (11.2)

11.1.15. Nechť f a a jsou jako v předchozí definici.

(a) Výrok (11.2) je ekvivalentní výroku

lim
x!a

f .x/ � f .a/ � L.x � a/

kx � ak
D 0: (11.3)

(b) Z existence totálního diferenciálu v bodě a plyne, že funkce f je definována na
nějakém okolí bodu a.

11.1.16 (geometrický význam totálního diferenciálu). Předpokládejme, že f je re-
álná funkce nproměnných, kterámá v bodě a 2 Rn totální diferenciálL. Definujme
funkci T W Rn ! R předpisem T .x/ D f .a/C L.x � a/. Podle (11.3) platí

lim
x!a

f .x/ � T .x/

kx � ak
D 0:

Tento vztah – neformálně řečeno – ukazuje, že funkce T aproximuje velmi dobře
funkci f v blízkosti bodu a. Rozdíl funkčních hodnot f .x/ � T .x/ je ve srovnání
se vzdáleností kx � ak malý.

Grafem funkce T je afinní podprostor prostoru RnC1. V uvedené situaci jej
nazýváme tečnou rovinou, pokud n D 2, nebo tečnou nadrovinou, pokud n > 2,
ke grafu funkce f v bodě Œa; f .a/�. Graf totálního diferenciálu je potom afinní
(dokonce vektorový) podprostor RnC1, který obsahuje počátek prostoru RnC1 a je
rovnoběžný s tečnou (nad)rovinou.
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Obrázek 2.

11.1.17.Věta (vztah totálního diferenciálu a parciálních derivací). Nechť f je funk-
ce n proměnných, která má v bodě a 2 Rn totální diferenciál L. Pak existují parci-
ální derivace @f

@x1
.a/, …, @f

@xn
.a/ a pro každé h 2 Rn platí

L.h/ D
@f

@x1
.a/h1 C � � � C

@f

@xn
.a/hn:

Důkaz. Zobrazení L je lineární, a proto existují reálná čísla A1; : : : ; An taková, že
pro každé h 2 Rn platí

L.h/ D L.h1; : : : ; hn/ D A1h1 C � � � C Anhn:

Zvolme i 2 f1; : : : ; ng. Zobrazení ' W t 7! tei je spojité a '.t/ ¤ o pro t ¤ 0. Tedy
dle Věty 10.4.18 platí

0 D lim
t!0

f .a C '.t// � f .a/ � L.'.t//

k'.t/k
D lim

t!0

f .a C tei / � f .a/ � Ai t

jt j
:

Odtud

lim
t!0

ˇ̌̌̌
f .a C tei / � f .a/

t
� Ai

ˇ̌̌̌
D 0;

neboli
@f

@xi
.a/ D lim

t!0

f .a C tei / � f .a/

t
D Ai :

Tím je důkaz dokončen. �

11.1.18. Z Věty 11.1.17 plyne, že existuje-li totální diferenciál, je určen jednoznač-
ně, protože je reprezentovánmaticí

�
@f
@x1
.a/; @f

@x2
.a/; : : : ; @f

@xn
.a/
�
, která je určena jed-

noznačně. To nás opravňuje k zavedení následujícího značení. Existuje-li tedy to-
tální diferenciál funkce f v bodě a, pak jej značíme symbolem f 0.a/. Hodnotu
lineárního zobrazení f 0.a/ v bodě h 2 Rn pak značíme f 0.a/.h/.
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Upozorněme, že v případě n D 1 zde, bohužel, vzniká kolize ve značení. Sym-
bol f 0.a/ pak totiž jednak označuje derivaci funkce f v bodě a, tedy reálné číslo,
a jednak totální diferenciál funkce f v bodě a, tedy lineární zobrazení. Toto li-
neární zobrazení je však reprezentováno maticí 1 � 1, jejímž jediným prvkem je
právě hodnota derivace. Z kontextu však bude vždy zřejmé, který význam máme
na mysli.

11.1.19. Věta. Nechť f je funkce n proměnných, která má v bodě a 2 Rn totální
diferenciál. Potom je funkce f v bodě a spojitá.

Důkaz. Díky spojitosti zobrazení x 7! kx � ak a h 7! f 0.a/.h/ máme

lim
x!a

f .x/ D lim
x!a

�f .x/ � f .a/ � f 0.a/.x � a/

kx � ak
� kx � ak

C f .a/C f 0.a/.x � a/
�

D 0 � 0C f .a/C 0 D f .a/:

Tedy f je spojitá v a. �

11.1.20. Z pouhé existence parciálních derivací v daném bodě ještě spojitost funk-
ce v tomto bodě nevyplývá, jak ukazuje následující příklad.Definujme funkci f W R2 !

R předpisem

f .x1; x2/ D

(
1; pokud x1 D 0 nebo x2 D 0;

0; jinak:

Pak platí @f
@x1
.o/ D

@f
@x2
.o/ D 0, ale f není v o spojitá. Tedy ani f 0.o/ neexistuje.

Uvědomme si, že v tomto případě lze definovat lineární zobrazení, které je repre-
zentováno maticí parciálních derivací, ale toto zobrazení není totálním diferenci-
álem funkce f v bodě o, protože nesplňuje vztah s limitou z definice totálního
diferenciálu.

Pokud ale předpoklad ohledně existence parciálních derivací vhodně zesílíme,
pak je možné existenci totálního diferenciálu odvodit. Tento výsledek je obsahem
Věty 11.1.22, v jejímž důkazu využijeme následující lemma, které je vícedimenzio-
nální variantou Lagrangeovy věty o střední hodnotě.

11.1.21. Lemma. Nechť f je reálná funkce n proměnných, I D .˛1; ˇ1/ � � � � �

.˛n; ˇn/ � Rn, a;b 2 I . Nechť v každém bodě I existují všechny parciální derivace
prvního řádu funkce f . Potom existují body c1; : : : ; cn 2 I takové, že

f .b/ � f .a/ D

nX
iD1

@f

@xi
.ci /.bi � ai /:
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Důkaz. Označme

p0 D .a1; a2; a3; : : : ; an�1; an/ D a;

p1 D .b1; a2; a3; : : : ; an�1; an/;

p2 D .b1; b2; a3 : : : ; an�1; an/;

:::

pn�1
D .b1; b2; b3 : : : ; bn�1; an/;

pn D .b1; b2; b3 : : : ; bn�1; bn/ D b:

Potom platí

f .b/ � f .a/ D

nX
iD1

�
f .pi / � f .pi�1/

�
: (11.4)

Pro i 2 f1; : : : ; ng položme

gi .x/ D f .b1; : : : ; bi�1; x; aiC1; : : : ; an/; x 2 .˛i ; ˇi /:

Funkce gi má v .˛i ; ˇi / vlastní derivaci rovnou

g0
i .x/ D

@f

@xi
.b1; : : : ; bi�1; x; biC1; : : : ; an/: (11.5)

Pokud ai ¤ bi , existuje podle Lagrangeovy věty (Věta 5.2.4) bod ´i v intervalu
s krajními body ai a bi takový, že

f .pi / � f .pi�1/ D gi .bi / � gi .ai / D g0
i .´i / � .bi � ai / (11.6)

V případě, že ai D bi , volme ´i D ai . Pak (11.6) platí i v tomto případě. Položme

ci D .b1; b2; : : : ; bi�1; ´i ; aiC1; : : : ; an/; i D 1; : : : ; n:

Potom podle (11.5) a (11.6) platí f .pi / � f .pi�1/ D
@f
@xi
.ci /.bi � ai /. Odtud

a z (11.4) dostáváme dokazovaný vztah.
Následující obrázek ilustruje základní myšlenku důkazu pro n D 2.
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Obrázek 3.

�

11.1.22. Věta. Nechť f je reálná funkce n proměnných, a 2 Rn a @f
@x1
; : : : ; @f

@xn
jsou

spojité v bodě a. Pak má funkce f v bodě a totální diferenciál.

Důkaz. Ukážeme, že lineární zobrazení L W Rn ! R definované předpisem

L.h/ D

nX
iD1

@f

@xi
.a/hi ; h D .h1; : : : ; hn/ 2 Rn;

je totálním diferenciálem funkce f v bodě a.
Zvolme " > 0. K němu nalezneme Qı > 0, takové, že

8i 2 f1; : : : ; ng 8x 2 B.a; Qı/ W
ˇ̌̌ @f
@xi

.x/ �
@f

@xi
.a/
ˇ̌̌
< ":

Položme ı D
Qıp
n
a označme

I D .a1 � ı; a1 C ı/ � � � � � .an � ı; an C ı/:

Potom platí B.a; ı/ � I � B.a; Qı/. Nechť x 2 B.a; ı/ je libovolné. Pak podle
Lemmatu 11.1.21 existují body c1; : : : ; cn 2 I takové, že

f .x/ � f .a/ D

nX
iD1

@f

@xi
.ci /.xi � ai /:
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Pak máme

jf .x/ � f .a/ � L.x � a/j D

ˇ̌̌̌
ˇ
nX
iD1

@f

@xi
.ci /.xi � ai / �

nX
iD1

@f

@xi
.a/.xi � ai /

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ
nX
iD1

� @f
@xi

.ci / �
@f

@xi
.a/
�
.xi � ai /

ˇ̌̌̌
ˇ

�

nX
iD1

ˇ̌̌̌
@f

@xi
.ci / �

@f

@xi
.a/

ˇ̌̌̌
jxi � ai j � "

nX
iD1

jxi � ai j

� "n kx � ak :

Tedy pro x 2 B.a; ı/ n fag máme

jf .x/ � f .a/ � L.x � a/j

kx � ak
� n";

čímž je důkaz proveden. �

V definici parciální derivace jsme pracovali s kanonickými vektory e1; : : : ; en.
Stejný přístup použijeme i v následující definici, kde ale budeme uvažovat libovol-
ný vektor z Rn.

11.1.23.Definice. Nechť f je funkce n proměnných, a 2 Rn a v 2 Rn. Pak derivací
funkce f v bodě a podle vektoru v rozumíme limitu

Dvf .a/ D lim
t!0

f .a C tv/ � f .a/

t
;

pokud existuje vlastní.

11.1.24. (a) Jestliže je f funkce n proměnných, a 2 Rn a i 2 f1; : : : ; ng, potom
zřejmě platí Deif .a/ D

@f
@xi
.a/.

(b) Pokud parciální derivace podle vektoru vi v bodě a existuje, pak pro nějaké
ı > 0 platí fa C tvI jt j < ıg � D.f /, neboli funkce f musí ve svém definičním
oboru obsahovat úsečku, která prochází bodem a.

(c) Nechť f je reálná funkce n proměnných, a 2 Rn a v 2 Rn. Položíme-li g.t/ D

f .a C tv/ pro t splňující a C tv 2 D.f /, pak g0.0/ existuje, právě když existuje
Dvf .a/, neboť výpočet vede v obou případech na stejnou limitu. Pokud obě de-
rivace existují, pak jsou si rovny. Na následujícím obrázku je pro jistou funkci f
dvou proměnných vidět geometrický význam funkce g.
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Obrázek 4.

(d) Podobně jako v případě parciálních derivací plynou z předchozího výkladu
některá pravidla pro počítání s derivacemi podle vektoru. Pro reálné funkce f a h
z Rn, bod a 2 Rn a v 2 Rn tak dostáváme

Dv.f C h/.a/ D Dvf .a/CDvh.a/;

Dv.f h/.a/ D Dvf .a/ � h.a/C f .a/ �Dv.a/;

pokud Dvf .a/, Dvh.a/ existují.

11.1.25. Definice. Nechť f je funkce n proměnných, a 2 Rn a f 0.a/ existuje. Pak
definujeme vektor rf .a/ z Rn předpisem

rf .a/ D

� @f
@x1

.a/; : : : ;
@f

@xn
.a/
�

a nazýváme jej gradient funkce f v bodě a.

11.1.26. Nechť f a a jsou jako v předchozí definici. Chápeme-li rf .a/ jako matici
typu 1 � n, pak jde o reprezentující matici totálního diferenciálu f 0.a/. Pokud se
na rf .a/ díváme jako na vektor, pak můžeme pomocí skalárního součinu psát
f 0.a/.h/ D hrf .a/;hi pro každé h 2 Rn.

Souvislost totálního diferenciálu, derivace podle vektoru a gradientu zachycu-
je následující věta.

11.1.27. Věta. Nechť f je reálná funkce n proměnných, a; v 2 Rn a existuje f 0.a/.
Potom platí:

(a) f 0.a/.v/ D Dvf .a/,
(b) maxfDvf .a/I kvk D 1g D krf .a/k.
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Důkaz. (a) Pokud v D o potom dokazovaná rovnost zřejmě platí. Předpokládejme,
že v ¤ o. Potom platí

Dvf .a/ D lim
t!0

f .a C tv/ � f .a/

t

D lim
t!0

�
f .a C tv/ � f .a/ � f 0.a/.tv/

ktvk
�

ktvk

t
C f 0.a/.v/

�
:

Funkce t 7!
ktvk

t
je omezená na R n f0g a platí

lim
t!0

f .a C tv/ � f .a/ � f 0.a/.tv/

t
D 0:

Odtud plyne Dvf .a/ D 0C f 0.a/ D f 0.a/.v/.

(b) Z Cauchyovy nerovnosti (Věta ??) máme

Dvf .a/ D f 0.a/.v/ D

nX
iD1

@f

@xi
.a/vi

�

p
nX
iD1

�
@f

@xi
.a/

�2
�

p
nX
iD1

v2i D krf .a/k � kvk :

(11.7)

Pokud rf .a/ D o, pak dokazovaná rovnost platí, neboť obě strany jsou rovny
nule. Předpokládejme, že platí rf .a/ ¤ o. Položme

v D krf .a/k�1
� rf .a/:

Pak podle již dokázané části (a) platí Dvf .a/ D f 0.a/.v/ a můžeme psát

Dvf .a/ D f 0.a/.v/ D krf .a/k�1
nX
iD1

@f

@xi
.a/ �

@f

@xi
.a/ D krf .a/k :

Odtud a z (11.7) již plyne (b). �

11.1.28. (a) Pokudrf .a/ ¤ o, pak se v (b) nabývámaximaprávě pro v D krf .a/k�1
�

rf .a/.

(b)Nechť a 2 Rn a f 0.a/ existuje. Jestliže vektory v 2 Rn arf .a/ svírají úhelmenší
než �

2
, neboli hrh.a/; vi > 0, pak existuje ı > 0 takové, že pro každé t 2 .0; ı/ platí

f .a C tv/ > f .a/ a pro každé t 2 .�ı; 0/ platí f .a C tv/ < f .a/. Uvažujme funkci
g z R do R definovanou předpisem g.t/ D f .a C tv/, pokud a C tv 2 G. Potom
platí

g0.0/ D hrf .a/; vi > 0

a podle Věty 5.4.3 dostáváme uvedené tvrzení.

11.1.29. Příklad. Nechť G � Rn je souvislá a otevřená množina a f W G ! R
je funkce taková, že pro každé x 2 G platí f 0.x/ D 0. Dokažte, že potom f je
konstantní na G.

Řešení. |
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11.2. Derivace vektorových funkcí

Pojem totálního diferenciálu pro funkce z Rn do R je možné zobecnit i pro
vektorové funkce, tj. funkce z Rn do Rm. To je provedeno v následující definici.

11.2.1. Definice. Nechť F je zobrazení z Rn do Rm, a 2 Rn a L W Rn ! Rm je
lineární zobrazení. Řekneme, že L je derivací zobrazení F v bodě a, pokud platí

lim
h!o

F.a C h/ � F.a/ � L.h/

khk
D o: (11.8)

11.2.2. Ve vztahu (11.8) se vyskytuje dvakrát symbol označující nulový vektor.
V případě výrazu h ! o jde o vektor z Rn, ve druhém případě jde o vektor z Rm.
Vzhledem k tomu, že je z kontextu jasné, z kterých prostorů jsou uvedené vektory,
používáme jeden symbol v obou případech, ačkoliv jde o rozdílné vektory, pokud
n ¤ m.

Vztah (11.8) je splněn, právě když platí

lim
h!o

kF.a C h/ � F.a/ � L.h/k

khk
D 0: (11.9)

Ve výrazu (11.9) se dvakrát vyskytuje symbol normy. Podobně jako pro nulový
vektor vyplývá z kontextu, že norma v čitateli je normou na prostoru Rm a norma
ve jmenovateli je normu na prostoru Rn.

11.2.3. Zobrazení F z Rn do Rm má v bodě a 2 Rn derivaci právě tehdy, když
každá jeho složka, tedy každé zobrazení Fi z Rn do R, i 2 f1; : : : ; mg, má v bodě a

totální diferenciál. Podívejme se postupně na obě implikace v předchozím tvrzení.

) Podle Věty ?? platí (11.8), právě když každá složka funkce, jejíž limitu počí-
táme, má limitu rovnou nule, tj. pro každé i 2 f1; : : : ; mg platí

lim
h!o

�F.a C h/ � F.a/ � L.h/

khk

�
i

D lim
h!o

Fi .a C h/ � Fi .a/ � Li .h/

khk
D 0: (11.10)

Z druhé rovnosti plyne, že funkce Fi má v bodě a totální diferenciál rovný lineár-
nímu zobrazení Li .

( Definujme zobrazeníL W Rn ! Rm předpisemL.h/ D .F 0
1.a/.h/; : : : ; F

0
m.a/.h//.

Zobrazení L je lineární, neboť F 0
1.a/; : : : ; F

0
m.a/ jsou lineární. Z definice totálního

diferenciálu platí pro každé i 2 f1; : : : ; mg

lim
h!o

Fi .a C h/ � Fi .a/ � F 0
i .a/.h/

khk
D 0:
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Podle Věty ?? dostáváme

lim
h!o

F.a C h/ � F.a/ � L.h/

khk

D lim
h!o

�
F1.a C h/ � F1.a/ � F 0

1.a/.h/

khk
; : : : ;

Fm.a C h/ � Fm.a/ � F 0
m.a/.h/

khk

�
D Œ0; : : : ; 0�„ ƒ‚ …

m-krát

D o:

Lineární zobrazení L je tedy derivace zobrazení F v bodě a.

11.2.4.Označení. (a) Z 11.2.3 je vidět, žemá-liF v bodě a derivaciL D .L1; : : : ; Lm/,
pak je Li totálním diferenciálem Fi v bodě a pro každé i 2 f1; : : : ; mg. Totální dife-
renciál je určen jednoznačně, pokud existuje, a tedy derivace zobrazení F v bodě a

je určena jednoznačně, pokud existuje. Tato úvaha nás opravňuje označit lineární
zobrazení, které je derivací funkce F v bodě a, symbolem F 0.a/.

(b) Pokud vDefinici 11.2.1 derivacem D 1, pak je vztah (11.8) ekvivalentní s (11.2).
V tomto případě tedy znovu definujeme pojem totálního diferenciálu. V dalším
textu již nebudeme termín totální diferenciál používat a dáme přednost termínu
derivace.

11.2.5. (a) Nechť a 2 Rn a F W Rn ! Rm je zobrazení, které je konstantní na jistém
okolí bodu a. Pak F 0.a/ je lineární zobrazení, které libovolnému vektoru h 2 Rn

přiřazuje nulový vektor v prostoru Rm. Stačí nalézt � > 0 a b 2 Rm takové, že
F.x/ D b pro každé x 2 B.a; �/. Potom pro každé h 2 Rn; khk < �, platí

F.a C h/ � F.a/ � F 0.a/.h/ D b � b � o D o:

Odtud okamžitě plyne naše tvrzení.

(b) Je-li L W Rn ! Rm lineární zobrazení, pak v každém bodě a 2 Rn platí L0.a/ D

L, neboť pro každé h 2 Rn platí

kL.a C h/ � L.a/ � L.h/k D kok D 0:

11.2.6 (geometrický význam derivace). Předpokládejme, že F je zobrazení z Rn

do Rm, které má v bodě a 2 Rn derivaci. Na zobrazení F se můžeme podívat
jako na m-tici funkcí F1; : : : ; Fm a pro každou z těchto funkcí uvažovat její deri-
vaci, pomocí které můžeme aproximovat její chování v okolí bodu a ve smyslu
11.1.16. Pomocí derivace F 0.a/, která má složky F 0

1.a/; : : : ; F
0
m.a/, pak můžeme

aproximovat chování funkce F v okolí bodu a, neboť můžeme aproximovat chová-
ní jednotlivých složek. Jinými slovy, definujeme-li funkci T W Rn ! Rm předpisem
T .x/ D F.a/C F 0.a/.x � a/, pak podle definice platí

lim
x!a

F.x/ � T .x/

kx � ak
D o:

Afinní funkce T , která je obecně jednodušší objekt než F , aproximuje velmi dobře
funkci F v blízkosti bodu a. Vektor F.x/ � T .x/ je totiž ve srovnání s velikostí
vektoru x � a malý.
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11.2.7. Věta. Nechť F je zobrazení z Rn do Rm, které má v bodě a 2 Rn derivaci.
Pak je F 0.a/ reprezentována maticí

˙
@F1

@x1
.a/ � � �

@F1

@xn
.a/

:::
:::

@Fm

@x1
.a/ � � �

@Fm

@xn
.a/

�

: (11.11)

Důkaz. Podle 11.2.3 víme, že derivace F 0
j .a/, j 2 f1; : : : ; mg, existuje a je podle

11.1.18 reprezentována maticí
� @Fj

@x1
.a/; : : : ;

@Fj

@xn
.a/
�
. Lineární zobrazení F 0.a/ má

složky F 0
j .a/; j D 1; : : : ; m, takže je reprezentováno maticí (11.11). �

11.2.8. Označení. Matice reprezentující F 0.a/ se nazývá Jacobihomatice. Pokud
m D n, pak determinant Jacobiho matice nazýváme jacobián a značíme ho JF .a/,
případně

D.F1; : : : ; Fn/

D.x1; : : : ; xn/
.a/:

11.2.9. Věta. Nechť F je zobrazení z Rn do Rm, které má v bodě a 2 Rn derivaci.
Pak je F spojité v a.

Důkaz. Podle 11.2.3 existují derivace F 0
i .a/, i D 1; : : : ; m, takže všechny funkce Fi

jsou spojité v a podle Věty 11.1.19. Odtud plyne podle Věty ?? spojitost F v a. �

11.2.10. Věta. Nechť F je zobrazení z Rn do Rm, a 2 Rn a @Fj

@xi
jsou spojité v a pro

každé i 2 f1; : : : ; ng, j 2 f1; : : : ; mg. Pak F 0.a/ existuje.

Důkaz. Podle Věty 11.1.22 existují derivace F 0
1.a/; : : : ; F

0
m.a/. Z 11.2.3 dostáváme

existenci F 0.a/. �

11.2.11. Lemma. Nechť L W Rn ! Rm je lineární zobrazení. Pak existuje C 2 R
takové, že

8x 2 Rn W kLxk � C kxk :

Důkaz. Nechť matice A D
�
aj i
�
jD1::m
iD1::n

2 M.m�n/ reprezentujeL. Pakmáme z Cau-

chyovy nerovnosti (Věta ??)

kLxk D

p
mX
jD1

�
L.x/j

�2
D

p
mX
jD1

� nX
iD1

aj ixi

�2

�

p
mX
jD1

� nX
iD1

a2ji

�� nX
iD1

xi
2
�

D

p
mX
jD1

nX
iD1

a2ji � kxk :

Položíme-li

C D

p
mX
jD1

nX
iD1

a2ji ;
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dostáváme požadovaný výsledek. �

11.2.12. Definice. Na množině L.Rn;Rm/ zavedeme operace sčítání prvků a ná-
sobení prvku reálným číslem takto

.L1 C L2/.x/ D L1.x/C L2.x/; L1; L2 2 L.Rn;Rm/;x 2 Rn;

.cL/.x/ D cL.x/; L 2 L.Rn;Rm/; c 2 R;x 2 Rn:

Vzhledem k těmto operacím tvoří L.Rn;Rm/ vektorový prostor nad reálnými čísly.
Definujeme pro L 2 L.Rn;Rm/ normu

kLk D sup
�

kL.x/k

kxk
I x 2 Rn;x ¤ o

�
:

11.2.13. Lemma. Vektorový prostor L.Rn;Rm/ je s výše definovanou normou nor-
movaný lineární prostor.

Důkaz. Musíme ověřit, že zobrazení L 7! kLk je norma na L.Rn;Rm/. Zjevně je
norma nulového zobrazení rovna nule a kLk D 0 právě tehdy, když kL.x/k D 0

pro každé x 2 Rn, tj. když L D 0.
Snadno též odvodíme pro L 2 L.Rn;Rm/ a c 2 R rovnost

kcLk D sup
�

kcL.x/k

kxk
I x 2 Rn;x ¤ o

�
D jcj sup

�
kL.x/k

kxk
I x 2 Rn;x ¤ o

�
D jcj kLk :

Zbývá ověřit trojúhelníkovou nerovnost. Pro L1; L2 2 L.Rn;Rm/

kL1 C L2k D sup
�

kL1.x/C L2.x/k

kxk
I x 2 Rn;x ¤ o

�
� sup

�
kL1.x/k C kL2.x/k

kxk
I x 2 Rn;x ¤ o

�
� sup

�
kL1.x/k

kxk
I x 2 Rn;x ¤ o

�
C sup

�
kL2.x/k

kxk
I x 2 Rn;x ¤ o

�
D kL1k C kL2k :

�

11.2.14. Poznámka. Povšimněme si, že pro každé L 2 L.Rn;Rm/ a x 2 Rn platí
kL.x/k � kLk kxk. Mějme totiž x ¤ o v Rn dáno. Pak

kL.x/k

kxk
� kLk ;

a tedy
kL.x/k � kLk kxk :

Pro x D o platí nerovnost triviálně.
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11.2.15. Lemma. Nechť F je zobrazení z Rn do Rm mající derivaci v bodě a 2 Rn.
Pak existují C > 0 a ı > 0 taková, že

8h 2 B.o; ı/ W kF.a C h/ � F.a/k � C khk :

Důkaz. Nalezneme ı > 0 takové, že pro každé h 2 B.o; ı/ platí

F.a C h/ � F.a/ � F 0.a/.h/


 � khk :

Potom pro h 2 B.o; ı/ máme

kF.a C h/ � F.a/k �


F.a C h/ � F.a/ � F 0.a/.h/



C


F 0.a/.h/




� khk C



F 0.a/


 khk D .1C



F 0.a/


/ khk :

Číslo C D 1C kF 0.a/k tedy vyhovuje požadované nerovnosti. �

11.2.16. Věta (derivace složeného zobrazení). Nechť F je zobrazení z Rn do Rk ,
G je zobrazení z Rk do Rs , F má derivaci v bodě a 2 Rn a G má derivaci v bodě
b D F.a/ 2 Rk. Pak existuje derivace .G ı F /0.a/ a platí

.G ı F /0.a/ D G0.b/ ı F 0.a/:

Důkaz. Díky Lemmatu 11.2.15 nalezneme C 2 R a ı0 > 0, takové, že

8h 2 B.o; ı0/ W kF.a C h/ � F.a/k � C khk : (11.12)

Ukážeme, že lineární zobrazeníG0.b/ıF 0.a/ W Rn ! Rs je derivací zobrazeníG ıF

v bodě a. Nechť " > 0. Poněvadž existuje derivace G0.b/, můžeme nalézt � > 0

takové, že platí

8u 2 B.o; �/ W


G.b C u/ �G.b/ �G0.b/.u/



 � " kuk : (11.13)

Dále díky existenci derivace F 0.a/ nalezneme ı 2 .0; �
C
/ takové, že platí

8h 2 B.o; ı/ W


F.a C h/ � F.a/ � F 0.a/.h/



 � " khk : (11.14)

Navíc dostáváme

8h 2 B.o; ı/ W kF.a C h/ � F.a/k � C khk < �: (11.15)

Pak pro h 2 B.o; ı/ máme díky (11.13) a (11.15) odhad

G�b C .F.a C h/ � F.a//
�

�G.b/ �G0.b/
�
F.a C h/ � F.a/

�


� " kF.a C h/ � F.a/k � C" khk :

Dále pro h 2 B.o; ı/ platí z (11.14)

G0.b/.F.a C h/ � F.a// �G0.b/ ı F 0.a/.h/




�


G0.b/



 

F.a C h/ � F.a/ � F 0.a/.h/




� "


G0.b/



 khk :
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Kombinací předcházejících dvou odhadů dostaneme

G.F.a C h// �G.F.a// �G0.b/ ı F 0.a/.h/




�


G.b C .F.a C h/ � F.a/// �G.b/ �G0.b/.F.a C h/ � F.a//




�


G0.b/.F.a C h/ � F.a// �G0.b/ ı F 0.a/.h/




� .C C



G0.b/


/" khk ;

čímž je důkaz hotov. �

11.2.17.Poznámka. Diferenciál .GıF /0.a/ je reprezentován součinemmatic, které
reprezentují F 0.a/ a G0.b/. Tedy .G ı F /0.a/ je reprezentován maticí�

@gl

@yj

�
lD1::s
jD1::k

�
@fj

@xi

�
jD1::k
iD1::n

:

11.2.18. Věta (řetízkové pravidlo). Nechť funkce f1; : : : ; fk z Rn do R mají v bodě
a 2 Rn derivaci a funkce g z Rk do R má v bodě b D .f1.a/; : : : ; fk.a// derivaci.
Definujme funkci h z Rn do R předpisem

h.x/ D g.f1.x/; f2.x/; : : : ; fk.x//:

Pak má funkce h v bodě a derivaci a pro i 2 f1; : : : ; ng platí

@h

@xi
.a/ D

kX
jD1

@g

@yj
.b/

@fj

@xi
.a/: (11.16)

Důkaz. Existence derivace plyne zVěty 11.2.16.Dle Poznámky 11.2.17 platí (11.16),
jelikož

�
@h
@x1
.a/; : : : ; @h

@xn
.a/

�
D

�
@g
@y1
.b/; : : : ; @g

@yk
.b/

�˙ @f1

@x1
.a/ : : : ; @f1

@xn
.a/

:::
:::

@fk

@x1
.a/ : : : @fk

@xn
.a/

�

:

�

11.2.19. Příklad. Nechť f W R2 ! R má derivaci v každém bodě. Definujme
h W R2 ! R předpisem

h.r; t/ D f .r cos t; r sin t /; .r; t/ 2 .0;1/ � R:

Potom pro .r; t/ 2 .0;1/ � R platí

�
@h
@r
.r; t/; @h

@t
.r; t/

�
D

�
@f
@x
.r cos t; r sin t /; @f

@y
.r cos t; r sin t /

��cos t �r sin t

sin t r cos t

�
;
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a tedy

@h

@r
.r; t/ D

@f

@x
.r cos t; r sin t / cos t C

@f

@y
.r cos t; r sin t/ sin t;

@h

@t
.r; t/ D

@f

@x
.r cos t; r sin t /.�r sin t /C

@f

@y
.r cos t; r sin t/.r cos t /:

11.2.20. Poznámka. Nechť f1; f2 jsou funkce z Rn do R, které mají v a 2 Rn

derivaci. Pak platí

(a) .f1 C f2/
0.a/ D f 0

1.a/C f 0
2.a/,

(b) .f1f2/0.a/ D f2.a/f
0
1.a/C f1.a/f

0
2.a/,

(c) .f1=f2/0.a/ D f �2
2 .a/

�
f2.a/f

0
1.a/ � f1.a/f

0
2.a/

�
, pokud f2.a/ ¤ 0.

K důkazu (a) uvažujme g W R2 ! R definované jako

g.y1; y2/ D y1 C y2

a f D .f1; f2/ W Rn ! R2. Pak .gıf /.x/ D f1.x/Cf2.x/ a g0.b/ D .1; 1/ pro každý
bod b 2 R2. V bodě a tedy platí

.f1 C f2/
0.a/ D .g ı f /0.a/

D

�
1 1

�� @f1

@x1
.a/ : : : @f1

@xn
.a/

@f2

@x1
.a/ : : : @f2

@xn
.a/

�

D

�
@f1

@x1
.a/C

@f2

@x2
.a/ : : : @f1

@xn
.a/C

@f2

@xn
.a/

�
D f 0

1.a/C f 0
2.a/:

Podobně postupujeme v případech (b) a (c) za pomoci funkcí g.y1; y2/ D

y1y2, respektive g.y1; y2/ D y1=y2.

11.2.21. Věta (o přírůstku funkce). Nechť f je funkce z Rn do R, která má dife-
renciál v každém bodě otevřené množiny G � Rn. Nechť va;b 2 G a úsečka L
spojující body a;b je obsažena v G, tj. fta C .1 � t/bI t 2 Œ0; 1�g � G. Pak existuje
c 2 L takové, že

f .b/ � f .a/ D f 0.c/.b � a/:

Důkaz. Definujme funkci g W Œ0; 1� ! R předpisem

g.t/ D f
�
.1 � t /a C tb

�
; t 2 Œ0; 1�:

Zobrazení t 7! .1� t/a C tb má spojitou derivaci, takže g je spojité na Œ0; 1� a v kaž-
dém bodě .0; 1/ má derivaci. Potom podle Lagrangeovy věty (Věta 5.2.4) existuje
t0 2 .0; 1/ takové, že

g.1/ � g.0/ D g0.t0/;
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neboli pro c D .1 � t0/a C t0b máme

f .b/ � f .a/ D g.1/ � g.0/ D g0.t0/

D

nX
iD1

@f

@xi
.c/.bi � ai /

D f 0.c/.b � a/:

�

11.2.22.Definice. NechťA je množina v Rn. Řekneme, že je konvexní, pokud pro
každé dva body z A platí, že úsečka je spojující je obsažena v A.

11.2.23. Příklad. Pro zobrazení z Rn do Rm nemusí analogie Věty 11.2.21 platit.
Uvažujme zobrazení F W R ! R2 definované předpisem

F.t/ D .cos t; sin t /

Pak F 0.t/ D .� sin t; cos t/ ¤ o pro každé t 2 R,

F.2�/ � F.0/ D .1; 0/ � .1; 0/ D .0; 0/;

ale
F 0.c/.2� � 0/ D 2�.� sin c; cos c/ ¤ .0; 0/; c 2 .0; 1/:

11.2.24. Věta. Nechť G � Rn je otevřená konvexní množina a f W G ! Rk je
zobrazení mající derivaci v každém bodě G. Potom platí

8a; b 2 G W kf .b/ � f .a/k � sup
˚
kf 0.x/kI x 2 G

	
� kb � ak:

Důkaz. Mějme dány body a; b 2 G. Pokud f .a/ D f .b/, tvrzení zřejmě platí. Před-
pokládejme tedy, že f .a/ ¤ f .b/ a položme

v D
f .b/ � f .a/

kf .b/ � f .a/k
:

Definujeme-li funkci ' W G ! R jako

'.x/ D hf .x/; vi D

kX
jD1

fj .x/vj ;

platí
j'.b/ � '.a/j D jhf .b/ � f .a/; vij D kf .b/ � f .a/k :

Dále máme

'0.x/ D

kX
jD1

vjf
0
j .x/; x 2 G;
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a pro libovolné h 2 Rn, khk � 1, platí

ˇ̌
'0.x/.h/

ˇ̌
D

ˇ̌̌ kX
jD1

vjf
0
j .x/.h/

ˇ̌̌
D
ˇ̌
hf 0.x/.h/; vi

ˇ̌
�


f 0.x/.h/



 � kvk �


f 0.x/



 � kvk

�


f 0.x/



 � K:

Tedy 

'0.x/


 D sup

˚ˇ̌
'0.x/.h/

ˇ̌
I h 2 Rn; khk � 1

	
� sup

˚
kf 0.x/kI x 2 G

	
:

Podle Věty 11.2.21 existuje c 2 G splňující

'.b/ � '.a/ D '0.c/.b � a/:

Tedy

kf .b/ � f .a/k D
ˇ̌
'0.c/.b � a/

ˇ̌
� k'0.c/k � kb � ak

� sup
˚
kf 0.x/kI x 2 G

	
� kb � ak:

�

11.3. Derivace vyšších řádů

11.3.1. Definice. Nechť f je funkce z Rn do R, i; j 2 f1; : : : ; ng a a 2 Rn. Parciální
derivaci funkce @f

@xi
podle j -té proměnné v bodě a značíme @2f

@xj @xi
.a/, pokud i ¤

j , případně @2f

@x2
i

.a/, pokud i D j . Analogicky značíme parciální derivace vyšších

řádů.

11.3.2. Poznámka. Všimněte si pořadí symbolů

@2f

@xj @xi
.a/ D

@
�
@f
@xi

�
@xj

.a/:

11.3.3. Definice. Nechť G � Rn je otevřená množina, f W G ! R a k 2 N. Řekne-
me, že f je třídyC k , pokud jsou všechny parciální derivace funkce f až do řádu k
včetně spojité naG. Množinu všech funkcí f W G ! R třídy C k označujeme C k.G/
a klademe C1.G/ D

T1

kD1 C
k.G/.

O funkci g řekneme, že je třídy C k naG (k 2 N [ f1g), pokud gjG 2 C k.G/.

11.3.4. Příklad. Dokažte, že funkce �i .x/ D xi , x 2 Rn, leží v množině C1.Rn/.

Řešení. |
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11.3.5. Poznámky. Nechť G � Rn je otevřená množina.
(a) Jestliže f 2 C 1.G/, pak má dle Věty 11.1.22 derivaci v každém bodě G.
(b) Zřejmě platí

C 0.G/ � C 1.G/ � C 2.G/ � : : : ;

přičemž funkcemi třídy C 0.G/ se rozumí spojité funkce na G.
(c) Nechť k 2 N [ f1g. Pokud f; g 2 C k.G/, pak i f C g, fg a cf , c 2 R, leží

v C k.G/. Je-li navíc g nenulová na G, tak i f=g 2 C k.G/. K ověření těchto tvrzení
stačí použít vzorce pro výpočet derivace součtu, součinu, podílu a matematickou
indukci dle k.

11.3.6.Definice. NechťG � R je otevřená množina, p 2 N [f1g a f je zobrazení
z Rn do Rm. Řekneme, že F je zobrazení třídy C k , pokud jeho složky f1; : : : ; fm
jsou třídy C k.

11.3.7. Poznámka. Zobrazení třídy C 1 na otevřené množině G má derivaci v kaž-
dém bodě množiny G.

11.3.8. Věta (skládání zobrazení třídy Ck). Nechť k 2 N [ f1g, m; n; s 2 N a G �

Rn, H � Rm jsou otevřené množiny. Nechť f W G ! Rm, g W H ! Rs jsou po řadě
tříd Ck.G/ a Ck.H/ a platí f .G/ � H . Pak zobrazení g ı f je třídy Ck.G/.

Důkaz. Označme h D .h1; : : : ; hs/ D g ı f . Protože f W G ! Rm, g W H ! Rs

a f .G/ � H , je zobrazení h definované na G. Dále budeme postupovat pomocí
matematické indukce podle k. Předpokládejme nejprve, že k D 1. Pro každé x 2 G

existují podle Věty 14.4 derivace f 0.x/ a g0
�
f .x/

�
. Podle Věty 14.11 pak platí pro

každé x 2 G; l 2 f1; : : : ; sg; i 2 f1; : : : ; ng vztah

@hl

@xi
.x/ D

mX
jD1

@gl

@yj

�
f .x/

�@fj
@xi

.x/: (11.17)

Funkcex 7!
@gl

@yj

�
f .x/

�
,x 7!

@fj

@xi
.x/ jsou spojité, a proto je funkce @hl

@xi
podle (11.17)

spojitá. Odtud vyplývá, že zobrazení g ı f je třídy C1 na G.
Předpokládejme nyní platnost tvrzení pro k � 1, kde k 2 N, k > 1. Stejně jako

v předchozím případě platí pro každé x 2 G; l 2 f1; : : : ; sg; i 2 f1; : : : ; ng vztah
(11.17).

Nechť l 2 f1; : : : ; sg, i 2 f1; : : : ; ng a j 2 f1; : : : ; mg. Funkce x 7!
@fj

@xi
.x/ je třídy

Ck�1 na G. Funkce x 7!
@gl

@yj

�
f .x/

�
je dle indukčního předpokladu třídy Ck�1 na

G, neboť funkce y 7!
@gl

@yj
.y/ je třídy Ck�1 na H a f 2 Ck.G/ � Ck�1.G/. Podle

výše uvedené poznámky (c) je funkce x 7!
@hl

@xi
.x/ též třídy Ck�1 na G. Tedy je

funkce h třídy Ck.G/.
Je-li k D 1, tvrzení plyne přímo z definice podle předchozího. �
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11.3.9. Věta (záměnnost parciálních derivací). Nechť f je funkce z Rn do R, a 2

Rn a i; j 2 f1; : : : ; ng. Jestliže obě funkce @f
@xi

, @f
@xj

mají totální diferenciál v a, potom

@2f

@xi@xj
.a/ D

@2f

@xj @xi
.a/:

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že n D 2. Nechť a D Œa1; a2� 2 R2 a ı > 0, je
takové, že

.a1 � ı; a1 C ı/ � .a2 � ı; a2 C ı/ � D
�@f
@x

�
\ D

�@f
@y

�
:

Položme

W.t/ D
f .a1 C t; a2 C t/ � f .a1 C t; a2/ � f .a1; a2 C t/C f .a1; a2/

t2
pro t 2 .0; ı/.

Zvolme t 2 PC.0; ı/. Položme

'.x/ D f .x; a2 C t / � f .x; a2/ pro x 2 Œa1; a1 C ı/.

Potom
W.t/ D

1

t2

�
'.a1 C t / � '.a1/

�
a

'0.x/ D
@f

@x
.x; a2 C t/ �

@f

@x
.x; a2/ pro každé x 2 Œa1; a1 C ı/.

Podle Lagrangeovy věty existuje �.t/ 2 .a1; a1 C t/ takové, že

'.a1 C t / � '.a1/ D '0.�.t// � t:

Pak

W.t/ D
'0.�.t//

t
D
1

t

�@f
@x
.�.t/; a2 C t / �

@f

@x
.�.t/; a2/

�
: (11.18)

Protože @f
@x

má v bodě a totální diferenciál, existuje funkce ´1 W .�ı; ı/2 ! R spl-
ňující

@f

@x
.a1C˛; a2Cˇ/ D

@f

@x
.a/C

@2f

@x2
.a/˛C

@2f

@y@x
.a/ˇC´1.˛; ˇ/ pro každé Œ˛; ˇ� 2 .�ı; ı/2

(11.19)
a

lim
Œ˛;ˇ�!o

´1.˛; ˇ/

kŒ˛; ˇ�k
D 0: (11.20)

Dosaďme do (11.19) postupně Œ˛; ˇ� D Œ�.t/� a1; t � a Œ˛; ˇ� D Œ�.t/� a1; 0�. Dosta-
neme
@f

@x
.�.t/; a2 C t / D

@f

@x
.a/C

@2f

@x2
.a/.�.t/ � a1/C

@2f

@y@x
.a/t C ´1.�.t/ � a1; t /;

@f

@x
.�.t/; a2/ D

@f

@x
.a/C

@2f

@x2
.a/.�.t/ � a1/C

@2f

@y@x
.a/ � 0C ´1.�.t/ � a1; 0/:
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Díky tomu, že t bylo zvoleno libovolně, obdržíme kombinací posledních dvou rov-
ností s (11.18) vztah

W.t/ D
@2f

@y@x
.a/C

´1.�.t/ � a1; t / � ´1.�.t/ � a1; 0/

t
pro každé t 2 .0; ı/:

Pro každé t 2 .0; ı/ platí
´1.�.t/ � a1; t /

t
D
´1.�.t/ � a1; t /

kŒ�.t/ � a1; t �k
�

kŒ�.t/ � a1; t �k

t

a
kŒ�.t/ � a1; t �k

t
�

p
.�.t/ � a1/2 C t2

t
�

p
t2 C t2

t
D

p
2:

Z (11.20) plyne, že

lim
t!0C

´1.�.t/ � a1; t /

kŒ�.t/ � a1; t �k
D 0;

a tedy celkem

lim
t!0C

´1.�.t/ � a1; t /

t
D 0:

Podobně odvodíme
lim
t!0C

´1.�.t/ � a1; 0/

t
D 0:

Odtud vyplývá

lim
t!0C

W.t/ D
@2f

@y@x
.a/:

Nyní vyjádříme funkci W jiným způsobem. Zvolme t 2 .0; ı/ a definujme

 .y/ D f .a1 C t; y/ � f .a1; y/ pro y 2 Œa2; a2 C ı/.

Potom
W.t/ D

 .a2 C t/ �  .a2/

t2
pro t 2 .0; ı/.

Obdobně jako v první části důkazu odvodíme

W.t/ D
@2f

@x@y
.a/C

´2.t; �.t/ � a2/ � ´2.0; �.t/ � a2/

t

pro nějaké �.t/ 2 .a2; a2 C t/, kde ´2 je funkce splňující

lim
Œ˛;ˇ�!o

´2.˛; ˇ/

kŒ˛; ˇ�k
D 0:

Odtud plyne podobně jako v předchozím případě

lim
t!0C

W.t/ D
@2f

@x@y
.a/:

Platí tedy
@2f

@y@x
.a/ D

@2f

@x@y
.a/:
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Nechť nyní n 2 N a f W Rn ! R a i; j 2 f1; : : : ; ng, i < j . Definujme funkci
g W R2 ! R předpisem

g.x; y/ D f .a1; : : : ; ai�1; x; aiC1; : : : ; aj�1; y; ajC1; : : : ; an/:

Položme dále


.x; y/ D .a1; : : : ; ai�1; x; aiC1; : : : ; aj�1; y; ajC1; : : : ; an/:

Potom
@g

@x
.x; y/ D

@f

@xi
.
.x; y//;

@2g

@y@x
.x; y/ D

@2f

@xj @xi
.
.x; y//

@g

@y
.x; y/ D

@f

@xj
.
.x; y//;

@2g

@x@y
.x; y/ D

@2f

@xi@xj
.
.x; y//:

Zobrazení 
 W R2 ! Rn má derivaci v každém bodě R2, a tedy @g
@x
, @g
@y

mají totální
diferenciál v .ai ; aj /. Odtud plyne tvrzení. �

11.3.10. Parciální derivace nejsou obecně záměnné, jak ukazuje následující pří-
klad.

11.3.11. Příklad. Dokažte, že funkce f W R2 ! R definovaná předpisem

f .x; y/ D

(
xy x

2�y2

x2Cy2 ; jestliže Œx; y� ¤ Œ0; 0�;

0; jestliže Œx; y� D Œ0; 0�:

splňuje
@2f

@x@y
.0; 0/ ¤

@2f

@y@x
.0; 0/:

Řešení. Platí

@f

@x
.x; y/ D

(
y
�
x2�y2

x2Cy2 C
4x2y2

.x2Cy2/2

�
; jestliže Œx; y� ¤ Œ0; 0�;

0; jestliže Œx; y� D Œ0; 0�:

a
@f

@y
.x; y/ D

(
x
�
x2�y2

x2Cy2 �
4x2y2

.x2Cy2/2

�
; jestliže Œx; y� ¤ Œ0; 0�;

0; jestliže Œx; y� D Œ0; 0�:

Odtud vyplývá, že f 2 C1.R2/. Dále pro každá x; y 2 R platí

@f

@x
.0; y/ D �y

a
@f

@y
.x; 0/ D x;

takže
@2f

@x@y
.0; 0/ D 1
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a
@2f

@y@x
.0; 0/ D �1:

Odtud plyne tvrzení. |

11.3.12. Důsledek. Nechť n 2 N, f je funkce z Rn do R, G � Rn je otevřená,
f 2 C2.G/, a 2 G a i; j 2 f1; : : : ; ng. Potom

@2f

@xi@xj
.a/ D

@2f

@xj @xi
.a/:

11.3.13. Důsledek. Nechť k; n 2 N, f je funkce z Rn do R, G � Rn je otevřená,
f 2 Ck.G/, a 2 G, � W f1; : : : ; kg ! f1; : : : ; kg je permutace a i1; : : : ; ik 2 f1; : : : ; ng.
Potom

@kf

@xik : : : @xi1
.a/ D

@kf

@xi�.k/
: : : @xi�.1/

.a/:

Důkaz. Je-li k D 1, tvrzení zřejmě platí. Pro k > 1 stačí tvrzení dokázat pro permu-
taci ve formě „sousední transpozice“, neboť každá permutace je konečnou kombi-
nací sousedních transpozic. Nechť j 2 f1; : : : ; k � 1g. Položme

�.`/ D

�
j C 1; jestliže ` D j ,
j; jestliže ` D j C 1,
`; jinak;

pro ` 2 f1; : : : ; kg:

Označme

g D
@j�1f

@xij �1
� � � @xi1

:

Potom g 2 C2.G/, a tedy podle předcházejícího důsledku Věty 11.3.9 platí

@2g

@xij C1
@xij

.a/ D
@2g

@xij @xij C1

.a/ D
@2g

@xi�.j C1/
@xi�.j /

.a/:

Odtud plyne tvrzení. �

11.3.14. Definice. Nechť m; n; k 2 N. Zobrazení L W .Rn/k ! Rm se nazývá k-
lineární, jestliže

u 7! L.v1; : : : ; vi�1; u; viC1; : : : ; vk/

je lineární zobrazení zRn doRm pro každé i 2 f1; : : : ; kg, v1; : : : ; vi�1; viC1; : : : ; vk 2

Rn. Množinu všech k-lineárních zobrazení z .Rn/k do Rm značíme Lk.R
n;Rm/.

11.3.15. Poznámka. Nechť m; n; k 2 N. Pro B 2 L2.Rn;Rm/ platí

B.u; v/ D B.

nX
iD1

uie
i ;

nX
jD1

vj e
j / D

nX
iD1

nX
jD1

uivjB.e
i ; ej /:
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Obdobně pro L 2 Lk.R
n;Rm/ dostaneme

L.u1; : : : ; uk/ D

nX
i1D1

� � �

nX
ikD1

u1i1 : : : u
k
ik
L.ei1 ; : : : ; eik /: (11.21)

Je-liL 2 Lk.R
n;Rm/ a h 2 Rn, potom zobrazení .u2; u3; : : : ; uk/ 7! L.h; u2; : : : ; uk/

patří do Lk�1.R
n;Rm/.

11.3.16. Lemma (norma obrazu při k-lineárním zobrazení). Nechť m; n; k 2 N
a L 2 Lk.R

n;Rm/. Potom existuje C 2 R takové, že pro každé u1; : : : ; uk 2 Rn

platí
kL.u1; : : : ; uk/kRm � Cku1kRn : : : kukkRn :

Důkaz. Položme

K D max
n


L.ei1 ; : : : ; eik /




 I i1; : : : ; ik 2 f1; : : : ; ng

o
:

Pak dle (11.21) pro každá u1; : : : ;uk 2 Rn platí


L.u1; : : : ;uk/



 �

nX
i1D1

� � �

nX
ikD1

ju1i1 : : : u
k
ik

j


L.ei1 ; : : : ; eik /

 � K

nX
i1D1

� � �

nX
ikD1




u1



 � � �




uk





� Knk



u1




 � � �




uk



 :

Tedy stačí položit C D Knk. �

11.3.17. Definice. Nechť m; n; k 2 N a L 2 Lk.R
n;Rm/. Pak normou zobrazení

L rozumíme číslo

kLkLk.Rn;Rm/ D sup
n
kL.u1; : : : ; uk/kRm ; ku1kRn � 1; : : : ; kukkRn � 1

o
:

11.3.18. Poznámka. Nechť m; n; k 2 N. Potom .Lk.R
n;Rm/; k � kLk.Rn;Rm// tvoří

normovaný lineární prostor.

11.3.19. Definice. Nechť m; n; k 2 N, k � 2, f je zobrazení z Rn do Rm a a 2 Rn.
Pak derivací k-tého řádu zobrazení f v bodě a nazýváme k-lineární zobrazení L
z .Rn/k do Rm splňující

lim
h!o

kf .k�1/.aC h/ � f .k�1/.a/ � L.h; �; : : : ; �/kLk�1.Rn;Rm/

khkRn

D 0;

značíme L D f .k/.a/.

11.3.20. Poznámky. (a) Povšimněme si, že přecházející definice má induktivní
charakter, tj. k-tá derivace je definována na základě znalosti definice (k � 1)-ní de-
rivace.

(b) Navíc je definice korektní, jelikož pro h 2 Rn platí

f .k�1/.a C h/; f .k�1/.a/; L.h; :; : : : ; :/ 2 Lk�1.R
n;Rm/;
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a tedy 

f .k�1/.a C h/ � f .k�1/.a/ � L.h; :; : : : ; :/




je dobře definovaný výraz.

11.3.21. Věta (derivace vyššího řádu a totální diferenciál). Nechť n; k 2 N, f je
zobrazení z Rn do R, a 2 Rn a L 2 Lk.R

n;R/ je k-tá derivace f v a. Potom
mají všechny parciální derivace f řádu .k � 1/ totální diferenciál v a a pro každé
i1; : : : ; ik 2 f1; : : : ; ng platí

L.ei1 ; ei2 ; : : : ; eik / D
@kf

@xi1@xi2 : : : @xik
.a/:

Důkaz. Budeme postupovat matematickou indukcí dle k. Pro k D 1 tvrzení plyne
z definice.

Předpokládejme, že k 2 N, k > 1, a tvrzení platí pro k � 1. Zvolme i1; : : : ; ik 2

f1; : : : ; ng. Předpokládejme, že L 2 Lk.R
n;R/ je k-tá derivace f v a. Nalezneme

ı > 0 takové, že všechny parciální derivace f řádu .k�1/ existují na B.a; ı/. Podle
indukčního předpokladu pro x 2 B.a; ı/ a Œu2; : : : ;uk� 2 .Rn/k�1 platí

f .k�1/.x/.u2; : : : ;uk/ D

nX
j2D1

� � �

nX
jkD1

@k�1f

@xj2
: : : @xjk

.x/u2j2
: : : ukjk

;

a tedy zobrazení g W B.a; ı/ ! R definované předpisem

g.x/ D f .k�1/.x/.ei2 ; : : : ; eik /

splňuje

g.x/ D
@k�1f

@xi2 : : : @xik
.x/ pro x 2 B.a; ı/:

Označme
w D .ei2 ; : : : ; eik /:

Pak pro h 2 Rn n fog, khk < ı, platíˇ̌
f .k�1/.a C h/.w/ � f .k�1/.a/.w/ � L.h;w/

ˇ̌
khk

�



f .k�1/.a C h/ � f .k�1/.a/ � L.h; :; : : : ; :/




khk
;

a tedy

lim
h!o

ˇ̌
f .k�1/.a C h/.w/ � f .k�1/.a/.w/ � L.h;w/

ˇ̌
khk

D 0:

Odtud vyplývá, že

lim
h!o

jg.a C h/ � g.a/ � L.h; w/j

khk
D 0:
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Tudíž pro i1 2 f1; : : : ; ng platí

lim
t!0

ˇ̌̌̌
g.a C tei1/ � g.a/

t
� L.ei1 ; w/

ˇ̌̌̌
D 0;

a tedy

@kf

@xi1@xi2 : : : @xik
.a/ D

@g

@xi1
.a/ D lim

t!0

g.a C tei1/ � g.a/

t
D L.ei1 ; ei2 ; : : : ; eik /:

�

11.3.22. Poznámky. (a) Z předchozí věty plyne jednoznačnost f k.a/, a tedy zpět-
ně i korektnost tohoto značení.

(b) Je-li f funkce z Rn do Rm a a 2 Rn, pak f k.a/ existuje právě tehdy, když
existují f kj .a/ pro každé j 2 f1; : : : ; mg.

11.3.23. Věta (symetrie derivace). Nechť m; n; k 2 N, f je zobrazení z Rn do
Rm, a 2 Rn a f .k/.a/ existuje. Potom je f .k/.a/ symetrické zobrazení, tj. je-li
� W f1; : : : ; kg ! f1; : : : ; kg permutace, pak

f .k/.a/.u1; : : : ; uk/ D f .k/.a/.u�.1/; : : : ; u�.k//

pro každá u1; : : : ; uk 2 Rn.

Důkaz. Nechť f D .f1; : : : ; fm/ a j 2 f1; : : : ; mg. Stačí dokázat tvrzení pro fj .
DíkyVětě 11.3.21 stačí dokázat, že pro i1; : : : ; ik 2 f1; : : : ; ng a permutaci� W f1; : : : ; kg !

f1; : : : ; kg platí
@kfj

@xik : : : @xi1
.a/ D

@kfj

@xi�.k/
: : : @xi�.1/

.a/: (11.22)

Uvedený vztah stačí dokázat pouze pro sousední transpozice. Nechť tedy ` 2

f1; : : : ; k � 1g a

�.s/ D

�
`C 1; s D `;

`; s D `C 1;

s jinak;
s 2 f1; : : : ; kg:

Potom funkce

g.x/ D
@`�1fj

@xi`�1
: : : @xi1

.x/

splňuje

g.x/ D
@`�1fj

@xi�.`�1/
: : : @xi�.1/

.x/

na okolí bodu a. Funkce f má derivaci .`C 1/-ního řádu v a. Z Věty 11.3.21 tedy
plyne, že funkce

x 7!
@g

@xi`
.x/; x 7!

@g

@xi`C1

.x/



666 11. FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH

mají derivaci v a. Podle Věty 11.3.9 tedy platí

@2g

@xi`C1
@xi`

.a/ D
@2g

@xi`@xi`C1

.a/:

Odtud plyne (11.22). �

11.3.24. Věta (postačující podmínka pro existenci derivace vyššího řádu). Nechť
m; n; k 2 N, f je zobrazení z Rn do Rm, G � Rn je otevřená, f 2 Ck.G/ a a 2 G.
Potom f .k/.a/ existuje.

Důkaz. Předpokládejme nejprve, žem D 1. Použijeme matematickou indukci pod-
le k. Pro k D 1 tvrzení platí díky Větě 14.4.

Předpokládejme, že k 2 N, k > 1, a že tvrzení platí pro k � 1. Označme
A D f1; : : : ; ngk�1. Potom A je konečná množina, označme #A počet jejích prvků.
Položme

g˛ D
@k�1f

@xi1 : : : @xik�1

pro ˛ D .i1; : : : ; ik�1/ 2 A.

Potom pro každé ˛ 2 A je g˛ třídy C1.G/, a tedy g˛ má na G totální diferenciál.
Zvolme " > 0. Díky tomu, že A je konečná, nalezneme ı > 0 takové, že

8˛ 2 A 8h 2 Rn; khk < ı W
ˇ̌
g˛.a C h/ � g˛.a/ � g0

˛.a/.h/
ˇ̌
< "khk:

Položme

L.h; v1; : : : ; vk�1/ D
X
˛2A

nX
iD1

@g˛

@xi
.a/hiv

1
˛1

� � � vk�1
˛k�1

pro h 2 Rn a .v1; : : : ; vk�1/ 2 .Rn/k�1.

Potom L 2 Lk.R
n;R/ a

L.h; v1; : : : ; vk�1/ D
X
˛2A

g0
˛.a/.h/v

1
˛1

� � � vk�1
˛k�1

:

Zvolme u1; : : : ;uk�1 2 Rn splňující


uj




Rn � 1 pro každé j 2 f1; : : : ; k � 1g.

Označme w D .u1; : : : ;uk�1/. Potom pro každé h 2 Rn, khk < ı, platí podle
indukčního předpokladu a Věty 11.3.21

f .k�1/.a C h/.w/ � f .k�1/.a/.w/ � L.h;w/

D
X
˛2A

g˛.a C h/u1˛1
� � �uk�1

˛k�1
�
X
˛2A

g˛.a/u
1
˛1

� � �uk�1
˛k�1

�
X
˛2A

g0
˛.a/.h/u

1
˛1

� � �uk�1
˛k�1

D
X
˛2A

�
g˛.a C h/ � g˛.a/ � g0

˛.a/.h/
�
u1˛1

� � �uk�1
˛k�1

:

Odtud a z definice normy .k � 1/-lineárního zobrazení vyplývá, že

kf .k�1/.a C h/ � f .k�1/.a/ � L.h; �; : : : ; �/kLk�1.Rn;R/ �
X
˛2A

ˇ̌
g˛.a C h/ � g˛.a/ � g0

˛.a/.h/
ˇ̌

< .#A/" khk :
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Tedy

lim
h!o

kf .k�1/.a C h/ � f .k�1/.a/ � L.h; �; : : : ; �/kLk�1.Rn;R/

khkRn

D 0;

a tudíž L D f .k/.a/.
Nechť m 2 N. Pro každé j 2 f1; : : : ; mg nalezneme podle z již dokázaného

zobrazení Lj 2 Lk�1.R
n;R/ splňující

lim
h!o

kf
.k�1/
j .a C h/ � f

.k�1/
j .a/ � Lj .h; �; : : : ; �/kLk�1.Rn;R/

khkRn

D 0:

Položme L D .L1; : : : ; Lm/. Potom L 2 Lk�1.R
n;Rm/ a platí

lim
h!o

kf .k�1/.a C h/ � f .k�1/.a/ � L.h; �; : : : ; �/kLk�1.Rn;Rm/

khkRn

D 0;

takže L D f .k/.a/. �

11.3.25. Poznámka. Nechť n 2 N, f je funkce z Rn do R, a 2 Rn a f 00.a/ existuje.
Potom je f 00.a/ bilineární zobrazení reprezentované maticí

H D

0BBB@
@2f

@x2
1

.a/ : : : @2f
@x1@xn

.a/

: : :

@2f
@xn@x1

.a/ : : : @2f

@x2
n

.a/

1CCCA
ve smyslu

8u; v 2 Rn W f 00.a/.u; v/ D uTHv:

Matice H je symetrická.

11.3.26. Definice. Nechť f je funkce z Rn do R, a 2 Rn a f 00.a/ existuje. Potom
matici H nazýváme Hessovou maticí.

11.3.27. Definice. Nechť k; n 2 N, f je funkce z Rn do R, a 2 Rn a f .k/.a/ exis-
tuje. Potom Taylorovým polynomem k-tého řádu funkce f v bodě a rozumíme
polynom n proměnných

T
f;a

k
.x/ D f .a/C

kX
jD1

1

j Š
f .j /.a/.x � a; : : : ; x � a/;

přičemž vektor .x � a; : : : ; x � a/ má j složek.

11.3.28. Věta (Lagrangeův tvar zbytku). Nechť n 2 N, k 2 N [f0g, f je zobrazení
z Rn do R,G � Rn je otevřená konvexní množina, f 2 CkC1.G/ a a; x 2 G. Potom
existuje � ležící na úsečce spojující body a a x takové, že

f .x/ D T
f;a

k
.x/C

1

.k C 1/Š
f .kC1/.�/.x � a; : : : ; x � a/

(přičemž vektor .x � a; : : : ; x � a/ má k C 1 složek).
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Důkaz. Díky konvexitě a otevřenosti G nalezneme interval .˛; ˇ/ splňující Œ0; 1� �

.˛; ˇ/ a takový, že

aC t .x � a/ 2 G pro každé t 2 .˛; ˇ/.

Položme
'.t/ D f .a C t.x � a// pro t 2 .˛; ˇ/.

Zobrazení t 7! a C t .x � a/ je třídy C1.R/, a tedy podle Věty 11.3.8 je ' třídy
Ck.˛; ˇ/. Podle Lagrangeova tvaru zbytku pro funkci jedné proměnné (Věta 6.4)
existuje � 2 .0; 1/ takové, že

'.1/ � T
';0

k
.1/ D

'.kC1/.�/

.k C 1/Š
;

tedy

f .x/ D

kX
jD0

'.j /.0/

j Š
C
'.kC1/.�/

.k C 1/Š
: (11.23)

Použitím řetízkového pravidla dostaneme pro každé t 2 .˛; ˇ/

'0.t/ D

nX
i1D1

@f

@xi1
.a C t .x � a//.xi1 � ai1/ D f 0.aC t .x � a//.x � a/;

'00.t/ D

nX
i2D1

nX
i1D1

@2f

@xi2@xi1
.a C t .x � a//.xi1 � ai1/.xi2 � ai2 D f 00.aC t.x � a//.x � a; x � a//;

:::

Pro každé j 2 f1; : : : ; k C 1g a t 2 .˛; ˇ/ platí

'.j /.t/ D

nX
ij D1

� � �

nX
i1D1

@jf

@xij : : : @xi1
.a C t .x � a//.xi1 � ai1/ � � � .xij � aij /

D f .j /.aC t .x � a//.x � a; : : : ; x � a/:

Dosazením do (11.23) dostaneme podle definice Taylorova polynomu

f .x/ D T
f;a

k
.x/C

1

.k C 1/Š
f .kC1/.aC �.x � a//.x � a; : : : ; x � a/:

Položme � D a C �.x � a/. Potom � leží na úsečce spojující body a a x a splňuje
požadované tvrzení. �

11.3.29. Věta (Peanův tvar zbytku). Nechť n 2 N, k 2 N [f0g, f je zobrazení z Rn

do R, a 2 Rn a f je třídy Ck na jistém okolí a. Potom

lim
x!a

f .x/ � T
f;a

k
.x/

kx � akk
D 0:
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Důkaz. Pro k D 0 tvrzení triviálně platí. Předpokládejme, že k � 1. Nalezneme
ı > 0 takové, že f 2 Ck.B.a; ı//. Zvolme x 2 B.a; ı/. Protože množina B.a; ı/
je otevřená a konvexní, můžeme podle Věty 11.3.28 nalézt �.x/ ležící na úsečce
spojující a a x takové, že

f .x/ D T
f;a

k�1
.x/C

1

kŠ
f .k/.�.x//.x � a; : : : ;x � a/:

Potom platí

f .x/ � T
f;a

k
.x/ D

1

kŠ

�
f .k/.�.x// � f .k/.a/

�
.x � a; : : : ;x � a/

D
1

kŠ

nX
i1D1

� � �

nX
ikD1

 
@kf

@xi1 : : : @xik
.�.x// �

@kf

@xi1 : : : @xik
.a/

!
.xi1 � ai1/ � � � .xik � aik /:

Tedyˇ̌̌
f .x/ � T

f;a

k
.x/

ˇ̌̌
�

ˇ̌̌̌
ˇ̌ 1kŠ

nX
i1D1

� � �

nX
ikD1

 
@kf

@xi1 : : : @xik
.�.x// �

@kf

@xi1 : : : @xik
.a/

!
.xi1 � ai1/ � � � .xik � aik /

ˇ̌̌̌
ˇ̌

�
1

kŠ

nX
i1D1

� � �

nX
ikD1

ˇ̌̌̌
ˇ @kf

@xi1 : : : @xik
.�.x// �

@kf

@xi1 : : : @xik
.a/

ˇ̌̌̌
ˇ kx � ak

k :

Odtud vyplývá, že pro každé x 2 B.a; ı/ n fag platí

0 �

ˇ̌̌
f .x/ � T

f;a

k
.x/

ˇ̌̌
kx � ak

k
�
1

kŠ

nX
i1D1

� � �

nX
ikD1

ˇ̌̌̌
ˇ @kf

@xi1 : : : @xik
.�.x// �

@kf

@xi1 : : : @xik
.a/

ˇ̌̌̌
ˇ :

Všechny parciální derivace až do řádu k včetně jsou spojité v a, a tedy

lim
x!a

1

kŠ

nX
i1D1

� � �

nX
ikD1

ˇ̌̌̌
ˇ @kf

@xi1 : : : @xik
.�.x// �

@kf

@xi1 : : : @xik
.a/

ˇ̌̌̌
ˇ D 0;

neboť k�.x/ � ak � kx � ak. Odtud plyne tvrzení. �

11.3.30.Poznámka. Symbol omůžeme zřejmým způsobemdefinovat i pro funkce
více proměnných. Pak lze tvrzení předcházející věty psát ve tvaru

f .x/ D T
f;a

k
.x/C o.kx � ak

k/; x ! a:

11.4. Věty o implicitně zadaných funkcích

Před formulací hlavních výásledků této části připomeňme, že symbol 9Š zna-
mená „existuje právě jeden“ (vizte Definici 1.1.20).
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11.4.1. Věta (o implicitně zadané funkci). Nechť n 2 N, k 2 N [ f1g, G � RnC1

je otevřená množina, F W G ! R, Qx 2 Rn, Qy 2 R, Œ Qx; Qy� 2 G a nechť platí:
(a) F 2 Ck.G/,
(b) F. Qx; Qy/ D 0,
(c) @F

@y
. Qx; Qy/ ¤ 0.

Potom existuje okolí U � Rn bodu Qx a okolí V � R bodu Qy tak, že U �V � G

a pro každé x 2 U existuje právě jedno y 2 V s vlastností F.x; y/ D 0. Označíme-li
toto y symbolem '.x/, pak ' 2 Ck.U / a

@'

@xi
.x/ D �

@F
@xi
.x; '.x//

@F
@y
.x; '.x//

; kde i 2 f1; : : : ; ng a x 2 U .

Důkaz. Existence '. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že @F
@y
. Qx; Qy/ > 0.

Díky spojitosti funkce @F
@y

v bodě Œ Qx; Qy� nalezneme ı1 > 0 a �1 > 0 taková, že

8Œx; y� 2 B. Qx; ı1/ � Œ Qy � �1; Qy C �1� W
@F

@y
.x; y/ > 0:

Funkce t 7! F. Qx; t / je rostoucí na Œ Qy � �1; Qy C �1�. Máme proto

F. Qx; Qy � �1/ < 0 a F. Qx; Qy C �1/ > 0:

Díky spojitosti F nalezneme ı2 2 .0; ı1/ takové, že

8x 2 B. Qx; ı2/ W F.x; Qy � �1/ < 0 & F. Qx; Qy C �1/ > 0:

Položme U D B. Qx; ı2/ a V D . Qy � �1; Qy C �1/. Zvolme x 2 U . Funkce t 7! F.x; t /

je na Œ Qy � �1; Qy C �1� rostoucí, spojitá a splňuje F.x; Qy � �1/ < 0 a F. Qx; Qy C �1/ > 0.
To znamená, že existuje právě jedno y 2 . Qy � �1; Qy C �1/ takové, že F.x; y/ D 0.

Spojitost '. Zvolme x� 2 U . Budeme dokazovat, že ' je spojitá v x�. Zvolme
" > 0. Položme

G�
D U � ..'.x�/ � "; '.x�/C "/ \ V /

a F � D F jG� . Potom je G� otevřená a platí

F �
2 Ck.G�/; F �.x�; '.x�// D 0 a

@F �

@y
.x�; '.x�// > 0.

Podle již dokázaného existují okolí U � � Rn bodu x� a okolí V � � R bodu '.x�/

taková, že U � � V � � G� a

8x 2 U �
9Šy 2 V �

W F �.x; y/ D 0:

Odtud plyne
'.U �/ � V �

� .'.x�/ � "; '.x�/C "/:

Tím je dokázána spojitost ' v bodě x�.

Platí ' 2 C1.U /. Zvolme i 2 f1; : : : ; ng a x� 2 U . Nalezneme ı > 0 a � > 0

taková, že B.x�; ı/ � U , '.B.x�; ı// � V a

B.x�; ı/ � '.B.x�; ı// � B.Œx�; '.x�/�; �/ � G:
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Zvolme t 2 .�ı; ı/ n f0g. K němu nalezneme �.t/ 2 RnC1 ležící na úsečce spojující
body Œx�; '.x�/� a Œx� C tei ; '.x� C tei /� takové, že

0 D F.x�
C tei ; '.x�

C tei // � F.x�; '.x�// D F 0.�.t//.tei ; '.x�
C tei / � '.x�//:

Tedy platí

0 D
@F

@xi
.�.t// � t C

@F

@y
.�.t//.'.x�

C tei / � '.x�//:

Odtud vyplývá, že

'.x� C tei / � '.x�/

t
D �

@F
@xi
.�.t//

@F
@y
.�.t//

:

Platí limt!0 �.t/ D Œx�; '.x�/�, neboť

k�.t/ � Œx�; '.x�/�k � jt j C

ˇ̌̌
'.x�

C tei / � '.x�/
ˇ̌̌

! 0; t ! 0:

Tedy

@'

@xi
.x�/ D �

@F
@xi
.x�; '.x�//

@F
@y
.x�; '.x�//

: (11.24)

Platí ' 2 Ck.U /. Pro k D 1 jsme tvrzení již dokázali. Předpokládejme, že platí
pro nějaké k � 1, kde k 2 N, k � 2. Zobrazení x 7! Œx; '.x/� je tedy třídy Ck�1.U /.
Funkce @F

@x1
; : : : ; @F

@xn
; @F
@y

jsou třídy Ck�1.G/, a tedy podle Věty 11.3.8 a (11.24) jsou
také funkce @'

@x1
; : : : ; @'

@xn
třídy Ck�1.U /. Proto je ' třídy Ck.U /. �

11.4.2. Příklad. Uvažujme množinu

M D
˚
Œx; y� 2 R2 W .x2 C y2/ � 2.x2 � y2/ D 0

	
:

Ukažte, že v jistém okolí bodu Œ
p
3
2
; 1
2
� lze množinu M popsat jako graf nějaké

funkce ' proměnné x. Spočtěte též '0.
p
3
2
/.

Řešení. Položme ve Větě 11.4.1

F.x; y/ D .x2 C y2/ � 2.x2 � y2/ a Œ Qx; Qy� D Œ

p
3

2
;
1

2
�:

Pak

(i) F 2 C1.R2/,
(ii) F.

p
3
2
; 1
2
/ D 0,

(iii) @F
@y
.

p
3
2
; 1
2
/ D .2.x2 C y2/2y C 4y/

Œ
p

3
2 ; 1

2 �
D 4 ¤ 0.
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Tedy dle Věty 11.4.1 existuje na nějakém okolí bodu
p
3
2

funkce ' třídy C1, která
splňuje F.x; '.x// D 0. Dále platí

'0.

p
3

2
/ D �

@F
@x
.

p
3
2
; 1
2
/

@F
@y
.

p
3
2
; 1
2
/

D

�
�
.2.x2 C y2/2y C 4y/

2.x2 C y2/2x � 4x

�
j
Œ

p
3

2 ; 1
2 �

D 0:

|

11.4.3. Věta (o implicitně zadaných funkcích). Nechť m; n 2 N, k 2 N [ f1g,
G � RnCm je otevřená množina, F W G ! Rm, Qx 2 Rn, Qy 2 Rm, Œ Qx; Qy� 2 G a nechť
platí:

(a) F 2 Ck.G/,
(b) F. Qx; Qy/ D o,
(c) ˇ̌̌̌

ˇ̌̌̌
ˇ
@F1

@y1
. Qx; Qy/ : : : @F1

@ym
. Qx; Qy/

: : :

@Fm

@y1
. Qx; Qy/ : : : @Fm

@ym
. Qx; Qy/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ ¤ 0:

Potom existuje okolí U � Rn bodu Qx a okolí V � Rm bodu Qy tak, že U � V � G

a pro každé x 2 U existuje právě jedno y 2 V s vlastností F.x; y/ D o. Označíme-li
toto y symbolem '.x/, pak ' 2 Ck.U /.

Důkaz. Použijeme matematickou indukci podle m. Je-li m D 1, platí tvrzení podle
Věty 11.4.1.

Předpokládejme, že tvrzení platí pro nějaké m 2 N. Dokažme ho pro m C 1.
Nechť F a Œ Qx; Qy� splňují předpokladech věty, kde m je nahrazeno .mC 1/. Matice

AF D

˙
@F1

@y1
. Qx; Qy/ : : : @F1

@ymC1
. Qx; Qy/

:::
:::

@FmC1

@y1
. Qx; Qy/ : : :

@FmC1

@ymC1
. Qx; Qy/

�

je regulární dle předpokladu.
Ukážeme, že bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat AF D I , kde I

označuje jednotkovou matici typu M..m C 1/ � .m C 1//. Uvažujme zobrazení
L W RmC1 ! RmC1 definované předpisem L.y/ D .AF /

�1y. Toto zobrazení je
lineární bijekce RmC1 na RmC1 a je třídy C1 na RmC1. Dále uvažujme zobrazení
T W G ! RmC1 definované předpisem T D L ı F . Zobrazení T má následující
vlastnosti:

� T 2 Ck.G/,
� 8Œx; y� 2 G W T .x; y/ D o , F.x; y/ D o,
� AT D A�1

F ı AF D I .
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První dvě vlastnosti jsou zřejmě splněny. Ověřme třetí vlastnost. Zobrazení y 7!

F. Qx;y/máderivaci v bodě Qy reprezentovanoumaticíAF . Zobrazeníy 7! T . Qx;y/ D

L ı F. Qx;y/ má podle věty o derivaci složeného zobrazení (Věta 14.10) v bodě Qy

derivaci reprezentovanou maticí .AF /
�1AF D I . Protože

FmC1. Qx; Qy/ D 0 a
@FmC1

@ymC1

. Qx; Qy/ D 1 ¤ 0;

existuje dle Věty 11.4.1 okolí U � � RnCm bodu Œ Qx; Qy1; : : : ; Qym� a okolí V � � R
bodu QymC1 takové, že

8Œx; y1; : : : ; ym� 2 U �
9ŠymC1 2 V �

W FmC1.x; y1; : : : ; ym; ymC1/ D 0:

Označme tento bod symbolem .x; y1; : : : ; ym/. Pak 2 Ck.U �/. DefinujmeH W U � !

Rm předpisem

Hi .x; y1; : : : ; ym/ D Fi .x; y1; : : : ; ym;  .x; y1; : : : ; ym//; i 2 f1; : : : ; mg:

Pak H 2 Ck.U �/ podle Věty 11.3.8 a platí H. Qx; Qy1; : : : ; Qym/ D o. Dále platí

@Hi

@yj
. Qx; Qy1; : : : ; Qym/ D

@Fi

@yj
. Qx; Qy1; : : : ; Qym/C

@Fi

@ymC1

. Qx; Qy1; : : : ; Qym/
@ 

@yj
. Qx; Qy1; : : : ; Qym/

D

(
1; i D j;

0; i ¤ j;
i; j 2 f1; : : : ; mg;

neboť
@Fi

@ymC1

. Qx; Qy1; : : : ; Qym/ D 0; i 2 f1; : : : ; mg:

Můžeme tedy aplikovat indukční předpoklad na H v bodě Œ Qx; Qy1; : : : ; Qym�. Nalez-
neme okolí S � Rn bodu Qx a okolí T � Rm bodu Œ Qy1; : : : ; Qym� taková, že S�T � U �

a
8x 2 S 9ŠŒy1; : : : ; ym� 2 T W H.x; y1; : : : ; ym/ D o

Označme 'i .x/ D yi , i 2 f1; : : : ; mg, a 'mC1.x/ D  .x; '1.x/; : : : ; 'm.x//. Potom
' D .'1; : : : ; 'mC1/ je třídy Ck na S a pro každé x 2 S platí

Fi .x; '.x// D Fi .x; '1.x/; : : : ; 'm.x/; 'mC1.x//

D Fi .x; '1.x/; : : : ; 'm.x/;  .x; '1.x/; : : : ; 'm.x///

D

(
Hi .x; '1.x/; : : : ; 'm.x// D 0; i 2 f1; : : : ; mg;

0; i D mC 1:

Nalezneme okolí V � T � V � � RmC1 bodu Qy a okolí U � '�1.V / � Rn bodu
Qx. Jestliže Œx; y� 2 U � V splňuje F.x; y/ D o, pak x 2 S a y 2 T � V �, a tedy
Œx; y1; : : : ; ym� 2 S � T � U �. Potom ymC1 D  .x; y1; : : : ; ym/, neboť ymC1 2 V �.
Dále yi D 'i .x/, i 2 f1; : : : ; mg, takže ymC1 D 'mC1.x/. Odtud plyne tvrzení. �

11.4.4 (vzorec pro výpočet parciálních derivací). I v případě věty o implicitních
funkcích je možné odvodit analogii vzorce (11.24), tj. explicitní vzorec pro hodno-
tu parciálních derivací vypočtených funkcí. Nechť n;m; p;G; Qx; Qy a F jsou jako ve
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znění Věty 11.4.3, podle které existuje okolí U bodu Qx a okolí V bodu Qy taková,
že platí

8x 2 U 9Šy 2 V W F.x;y/ D o:

Označme toto y jako '.x/. Pak víme, že platí ' 2 Cp.U /. Ukážeme, jak lze vy-
počítat parciální derivace složek funkce '. Zvolme i 2 f1; : : : ; ng (číslo proměnné
podle které budeme derivovat). Potom pro každé j 2 f1; : : : ; mg má parciální de-
rivace funkce x 7! Fj .x; '.x// podle proměnné xi tvar

@Fj

@xi
.x; '.x//C

mX
kD1

@Fj

@yk
.x; '.x//

@'k

@xi
.x/

pro každé x 2 U . Protože platí Fj .x; '.x// D 0 pro každé x 2 U , musí být právě
uvedená derivace rovna nule. Za x dosadíme Qx, potom '. Qx/ D Qy a dostáváme tedy
soustavu m rovnic

@Fj

@xi
. Qx; '. Qx//C

mX
kD1

@Fj

@yk
. Qx; '. Qx//

@'k

@xi
. Qx/ D 0; j D 1; : : : ; m;

kde neznámými jsou hodnoty @'k

@xi
. Qx/; k D 1; : : : ; m. Soustavumůžeme přepsat tedy

jako
mX
kD1

@F1

@yk
. Qx; '. Qx//

@'k

@xi
. Qx/ D �

@F1

@xi
. Qx; '. Qx//

mX
kD1

@F2

@yk
. Qx; '. Qx//

@'k

@xi
. Qx/ D �

@F2

@xi
. Qx; '. Qx//

:::

mX
kD1

@Fm

@yk
. Qx; '. Qx//

@'k

@xi
. Qx/ D �

@Fm

@xi
. Qx; '. Qx//:

Hodnotu @'k

@xi
. Qx/ můžeme vypočítat pomocí Cramerova pravidla takto

@'k

@xi
. Qx/ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
@F1

@y1
. Qx; '. Qx// : : : �

@F1

@xi
. Qx; '. Qx// : : : @F1

@ym
. Qx; '. Qx//

@F2

@y1
. Qx; '. Qx// : : : �

@F2

@xi
. Qx; '. Qx// : : : @F2

@ym
. Qx; '. Qx//

:::
:::

:::

@Fm

@y1
. Qx; '. Qx// : : : �

@Fm

@xi
. Qx; '. Qx// : : : @Fm

@ym
. Qx; '. Qx//

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
@F1

@y1
. Qx; '. Qx// : : : @F1

@yk
. Qx; '. Qx// : : : @F1

@ym
. Qx; '. Qx//

@F2

@y1
. Qx; '. Qx// : : : @F2

@yk
. Qx; '. Qx// : : : @F2

@ym
. Qx; '. Qx//

:::
:::

:::

@Fm

@y1
. Qx; '. Qx// : : : @Fm

@yk
. Qx; '. Qx// : : : @Fm

@ym
. Qx; '. Qx//

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌

:
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Matice ve výše uvedeném vzorci se liší pouze ve vyznačeném k-tém sloupci.

11.4.5. Příklad. Jsou dány vztahy

exp.u=x/ cos.v=y/ D
x

p
2
;

exp.u=x/ sin.v=y/ D
y

p
2
:

Dokažte, že vztahy definují na okolí bodu Œ1; 1; 0; �
4
� funkce Œx; y� 7! u.x; y/, Œx; y� 7!

v.x; y/ třídy C1. Spočtěte parciální derivace u a v v bodě Œ1; 1�.

Řešení. Definujme F W R2C2 ! R2 jako F D .F1; F2/, kde

F1.x; y; u; v/ D exp.u=x/ cos.v=y/ �
x

p
2
;

F2.x; y; u; v/ D exp.u=x/ sin.v=y/ �
y

p
2
:

Pak F je třídy C1 na .0;1/ � .0;1/ � R � R a F.1; 1; 0; �
4
/ D Œ0; 0�. Dále máme

�
@F1

@u
@F1

@v

@F2

@u
@F2

@v

�

Œx;y;u;v�DŒ1;1;0;�
4 �

D

�
1
x
exp.u=x/ cos.v=y/ �

1
y
exp.u=x/ cos.v=y/

1
x
exp.u=x/ sin.v=y/ 1

y
exp.u=x/ cos.v=y/

�

Œx;y;u;v�DŒ1;1;0;�
4 �

D

�
1p
2

�
1p
2

1p
2

1p
2

�
;

a tedy ˇ̌̌̌
ˇ̌ @F1

@u
.1; 1; 0; �

4
/ @F1

@v
.1; 1; 0; �

4
/

@F2

@u
.1; 1; 0; �

4
/ @F2

@v
.1; 1; 0; �

4
/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D 1 ¤ 0:

Díky Větě 11.4.3 tedy existují na nějakém okolí U bodu Œ1; 1�/ funkce u; v W U ! R
třídy C1 splňující

F1.x; y; u.x; y/; v.x; y// D F2.x; y; u.x; y/; v.x; y// D 0:

Derivováním těchto vztahů podle x dostáváme

exp.u=x/
@u
@x

� x � u

x2
cos.v=y/C exp.u=x/.� sin.v=y/

1

y

@v

@x
/ �

1
p
2

D 0;

exp.u=x/
@u
@x

� x � u

x2
sin.v=y/C exp.u=x/ cos.v=y/

1

y

@v

@x
/ D 0:

Dosazením x D y D 1, u.1; 1/ D 0 a v.1; 1/ D
�
4
dostaneme soustavu

@u

@x
.1; 1/

1
p
2

�
1

p
2

@v

@x
.1; 1/ D

1
p
2
;

@u

@x
.1; 1/

1
p
2

C
1

p
2

@v

@x
.1; 1/ D 0;
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jejímž řešením je
@u

@x
.1; 1/ D

1

2
;

@v

@x
.1; 1/ D �

1

2
:

Výpočet parciálních derivací @u
@y
.1; 1/ a @v

@y
.1; 1/ by proběhl obdobně. |

11.5. Lokální extrémy funkce více proměnných

11.5.1. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor, M � P , a 2 M a f je funkce
z P do R splňující M � D.f /. Řekneme, že f nabývá v bodě a svého maxima
(minima) naM , jestliže platí

8x 2 M W f .x/ � f .a/ .f .x/ � f .a//:

Řekneme, že f nabývá v bodě a svého lokálníhomaxima (lokálníhominima) na
M , jestliže existuje takové ı > 0, že

8x 2 B.a; ı/ \M W f .x/ � f .a/ .f .x/ � f .a//:

Řekneme, že f nabývá v bodě a svého ostrého lokálníhomaxima (ostrého lokál-
ního minima) naM , jestliže existuje takové ı > 0, že

8x 2 .B.a; ı/ \M/ n fag W f .x/ < f .a/ .f .x/ > f .a//:

11.5.2. Poznámka. Nechť n 2 N, G � Rn je otevřená, a 2 G, h 2 Rn, f W G ! R
a f 2 C2.G/. Nalezneme ı > 0 splňující aC th 2 G pro jt j < ı a definujeme funkci
g W .�ı; ı/ ! R předpisem g.t/ D f .a C th/. Potom g0.0/ D f 0.a/.h/ a g00.0/ D

f 00.a/.h; h/.

11.5.3. Věta (nutná podmínka existence lokálního extrému). Nechť n 2 N, G �

Rn je otevřená, a 2 G a i 2 f1; : : : ; ng. Nechť funkce f W G ! R má v bodě a lokální
extrém. Potom buď @f

@xi
.a/ neexistuje nebo @f

@xi
.a/ D 0.

Důkaz. Položme g.t/ D f .a C tej /. Pak má g v bodě 0 lokální extrém, a tedy g0.0/

buď neexistuje nebo je rovna 0. Odtud plyne tvrzení. �

11.5.4.Věta (elipticita positivně definitiní kvadratické formy). Nechť n 2 N aQ W Rn !

R je positivně definitní kvadratická forma. Potom

9" > 0 8h 2 Rn W Q.h/ � "khk
2:

Důkaz. Jest

Q.h/ D

nX
iD1

nX
jD1

aijhihj ; h 2 Rn;

pro vhodná aij 2 R, i; j 2 f1; : : : ; ng, a tedy je zobrazeníQ spojité na Rn. Označme

S D fh 2 RnI khk D 1g

a
" D inffQ.h/I h 2 Sg:
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Množina S je omezená a uzavřená, a tedy je podle Věty 10.6.9 kompaktní. Podle
Věty 10.6.15 tedy existuje h0 2 S takové, žeQ.h0/ D ". Odtud a z positivní definit-
nostiQ vyplývá, že " > 0. Tvrzení věty zřejmě platí pro h D o. Zvolme h 2 Rnnfog.
Potom

Q.h/ D Q

�
khk

h

khk

�
D khk

2Q

�
h

khk

�
� "khk

2:

�

11.5.5. Věta (podmínky druhého řádu pro existenci lokálního extrému). Nechť
n 2 N, G � Rn je otevřená, f 2 C2.G/, a 2 G a rf .a/ D 0. Potom platí:

(a) je-li kvadratická forma h 7! f 00.a/.h; h/ positivně definitní, pak funkce f
nabývá v bodě a svého ostrého lokálního minima;

(b) je-li kvadratická forma h 7! f 00.a/.h; h/ negativně definitní, pak funkce f
nabývá v bodě a svého ostrého lokálního maxima;

(c) je-li kvadratická forma h 7! f 00.a/.h; h/ indefinitní, pak funkce f nenabývá
v bodě a lokálního extrému.

Důkaz. (a) Předpokládejme, že h 7! f 00.a/.h;h/ je positivně definitní. Podle Vě-
ty 11.5.4 nalezneme " > 0 takové, že

8h 2 Rn W f 00.a/.h;h/ � " khk
2 :

Označme

!.x/ D
f .x/ � T

f;a
2 .x/

kx � ak
2

; x 2 G n fag:

Podle Věty 11.3.29 platí limx!a !.x/ D 0. Nalezneme ı > 0 takové, že

8x 2 P.a; ı/ W !.x/ > �
"

4
:

Potom pro každé x 2 P.a; ı/ platí

f .x/ � f .a/ � f 0.a/.x � a/ �
1

2
f 00.a/.x � a;x � a/ D f .x/ � f .a/ �

1

2
f 00.a/.x � a;x � a/

> �
"

4
kx � ak

2 :

Odtud vyplývá, že pro každé x 2 P.a; ı/ platí

f .x/ � f .a/ >
1

2
f 00.a/.x � a;x � a/ �

1

4
" kx � ak

2
�
1

4
" kx � ak

2 > 0:

Tedy f nabývá v bodě a svého ostrého lokálního minima.
Obdobně lze dokázat tvrzení (b).
(c) Díky tomu, že kvadratická forma h 7! f 00.a/.h;h/ je indefinitní, nalezneme

h1;h2 2 Rn taková, že

f 00.a/.h1;h1/ > 0 a f 00.a/.h2;h2/ < 0:

Nalezneme ı > 0 takové, že pro každé t 2 .�ı; ı/ platí a C th1 2 G a a C th2 2 G.
Pro t 2 .�ı; ı/ položme g1.t/ D f .a C th1/ a g2.t/ D f .a C th2/. Potom

g0
1.0/ D f 0.a/.h1/ D 0; g00

1.0/ D f 00.a/.h1;h1/ > 0:
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Tedy g1 má v 0 ostré lokální minimum. Obdobně lze dokázat, že g2 má v 0 ostré
lokální maximum. Odtud plyne, že f nemá v a lokální extrém. �

11.5.6. Poznámka. Je-li kvadratická forma h 7! f 00.a/.h; h/ semidefinitní, pak
pouze na základě této informace nelze rozhodnout, zda má f v a extrém, případně
jakého typu, jak ilustrují příklady f .x; y/ D ˙x4 ˙ y4.

11.5.7. Příklad. Nalezněte lokální extrémy funkce f W R2 ! R, jestliže

f .x; y/ D x4 C y4 � x2 � 2xy � y � y2:

Řešení. Z rovnic

0 D
@f

@x
.x; y/ D 4x3 � 2x � 2y

0 D
@f

@y
.x; y/ D 4y3 � 2x � 2y

dostáváme, že x D y. Tedy máme rovnici

4x3 � 4x D 0:

Body splňující nutnou podmínku extrému jsou tedy Œ�1;�1�; Œ0; 0�; Œ1; 1�. Protože

@2f

@x@y
.x; y/ D �2;

@2f

@x2
.x; y/ D 12x2 � 2 a

@2f

@y2
.x; y/ D 12y2 � 2;

máme

f 00.Œ1; 1�/ D

�
10 �2

�2 10

�
; f 00.Œ0; 0�/ D

�
�2 �2

�2 �2

�
; f 00.Œ�1;�1�/ D

�
10 �2

�2 10

�
:

Vzhledem k tomu, že v bodech Œ1; 1� a Œ�1;�1� je druhá derivace f pozitivně de-
finitní, má v těchto bodech f lokální minimum. V bodě Œ0; 0� lze pomocí vektorů
.1; 1/ a .1;�1/ odvodit indefinitnost f 00.0; 0/. Tedy f nemá extrém v Œ0; 0�. |

11.5.8. Věta (Lagrangeova věta o multiplikátorech). Nechť m; n 2 R, m < n, G �

Rn je otevřená, f; g1; : : : ; gm W G ! R, f; g1; : : : ; gm 2 C1.G/,

M D f´ 2 GI g1.´/ D 0; : : : ; gm.´/ D 0g

a bod Q́ je bodem lokálního extrému funkce f vzhledem k množiněM . Potom je
splněna alespoň jedna z následujících podmínek:

(a) vektory rg1. Q́/; : : : ;rgm. Q́/ jsou lineárně závislé;
(b) existují reálná čísla �1; : : : ; �m splňující

rf . Q́/C �1rg1. Q́/C � � � C �mrgm. Q́/ D o:
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Důkaz. Předpokládejme, že výrok (a) neplatí.Označme s D n�m a g D .g1; : : : ; gm/.
Pišme Rn D Rs � Rm, přičemž proměnné prostoru Rs značíme x a proměnné pro-
storu Rm značíme y. Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, žeˇ̌̌̌

ˇ̌̌̌
ˇ
@g1

@y1
.Qz/ � � �

@g1

@ym
.Qz/

:::
:::

@gm

@y1
.Qz/ � � �

@gm

@ym
.Qz/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ ¤ 0;

a tedy dle Věty 11.4.3 existují okolí U � Rs bodu Qx D Œ Q́1; : : : ; Q́ s� a okolí V � Rm

bodu Qy D Œ Q́ sC1; : : : ; Q́n� taková, že pro každé x 2 U existuje právě jedno y 2 V

(označme jej '.x/) splňující
g.x; '.x// D o:

Definujme funkci  W U ! R předpisem

 .x/ D f .x; '.x//:

Protože ' 2 C 1.U /, platí 2 C 1.U /. Funkce má v bodě Qx zřejmě lokální extrém.
Podle Věty 11.5.3 tedy platí r . Qx/ D o. Zvolme j 2 f1; : : : ; sg. Potom

0 D
@ 

@xj
. Qx/ D

@f

@xj
.Qz/C

mX
iD1

@f

@yi
.Qz/
@'i

@xj
. Qx/: (11.25)

Funkce x 7! g.x; '.x// je konstantní na U , a tedy

@gl

@xj
.Qz/C

mX
iD1

@gl

@yi
.Qz/
@'i

@xj
. Qx/ D 0; l 2 f1; : : : ; mg; j 2 f1; : : : ; sg: (11.26)

Označme

uj
D .0; : : : ; 0; 1„ƒ‚…

j

; 0; : : : ; 0;
@'1

@xj
. Qx/; : : : ;

@'m

@xj
. Qx// 2 Rn; j 2 f1; : : : ; sg;

a
H D LinŒu1; : : : ;us�:

Zřejmě platí dimH D s. Tedy dimH? D m. Podle (11.26) máme

rgl .Qz/ 2 H?; l 2 f1; : : : ; mg;

takže vektoryrg1.Qz/; : : : ;rgm.Qz/ tvoří báziH?. Z (11.25) vyplývá, žerf .Qz/ 2 H?.
Odtud plyne, že rf .Qz/ je lineární kombinací vektorů rg1.Qz/; : : : ;rgm.Qz/, takže
platí výrok (b). �

11.6. Regulární zobrazení

11.6.1. Definice. Nechť n 2 N, G � Rn a f je zobrazení z Rn do Rn. Řekneme, že
f je difeomorfismus na G, jestliže je prosté na G, f .G/ je otevřená množina v Rn,
f 2 C1.G/ a f �1 2 C1.f .G//.
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11.6.2. Věta (o lokálním difeomorfismu). Nechť n 2 N, a 2 Rn a f je zobrazení
z Rn do Rn, které je třídy C1 na jistém okolí V bodu a. Jestliže Jf .a/ ¤ 0, pak
existuje okolí U � Rn bodu a takové, že f jU je difeomorfismus na U .

Důkaz. Položme G D Rn � V , b D f .a/ a definujme funkci F W G ! Rn předpisem

F.y;x/ D f .x/ � y:

Potom F 2 C1.G/, F.b; a/ D o aˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
@F1

@x1
.b; a/ : : : @F1

@xn
.b; a/

:::
:::

@Fn

@x1
.b; a/ : : : @Fn

@xn
.b; a/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
@f1

@x1
.a/ : : : @f1

@xn
.a/

:::
:::

@fn

@x1
.a/ : : : @fn

@xn
.a/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ ¤ 0:

Podle Věty 11.4.3 existují okolí U1 � V bodu a a okolí W � Rn bodu b taková,
že pro každé y 2 W existuje právě jedno x 2 U1 (označme x D '.y/) takové, že
F.y;x/ D o. Navíc platí ' 2 C1.W / a

o D F.y; '.y// D f .'.y// � y; y 2 W:

Tedy

f .'.y// D y pro každé y 2 W .

Zobrazení f je tudíž prosté na množině U1\f �1.W /. Položme U D U1\f �1.W /.
Pak U je otevřená množina, a 2 U � V a .f jU /

�1 D ' 2 C1.W /. �

11.6.3. Definice. Nechť n 2 N, a G � Rn je otevřená množina. Řekneme, že
f W G ! Rn je regulární, jestliže f 2 C1.G/ a pro každé a 2 G platí Jf .a/ ¤ 0.

11.6.4.Věta (vztah difeomorfismu a regulárního zobrazení). Nechť n 2 N,G � Rn

je otevřená množina a f W G ! Rn. Pak f je difeomorfismus na G právě když je
regulární a prosté.

Důkaz. ) Předpokládejme, že f je na G difeomorfismus. Potom f je zřejmě
prosté a třídy C1 na G. Pro a 2 G platí

Id.a/ D Id0
.a/ D .f �1

ı f /0.a/ D .f �1/0.f .a// ı f 0.a/;

a proto je f 0.a/ regulární v každém bodě a 2 G. Tedy je jacobián f 0.a/ nenulový
v každém bodě a 2 G.

( Nyní předpokládejme, že f regulární a prosté na G. Potom f 2 C1.G/.
Zvolme y 2 f .G/. K němu nalezneme x 2 G splňující f .x/ D y. Podle Věty 11.6.2
existuje otevřená množina U � G obsahující x taková, že f jU je difeomorfismus.
Tedy f .U / je otevřená a y 2 f .U / � f .G/. Tudíž je f .G/ otevřená. Navíc je f �1 2

C1.f .U //. Protože y bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že f �1 2 C1.f .G//. �
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11.7. Teoretické příklady

11.7.1. Příklad. Uvažujte funkce

f .x; y/ D

(
xy

x2Cy2 ; Œx; y� ¤ Œ0; 0�;

0; Œx; y� D Œ0; 0�;

g.x; y/ D

(
x2y

x4Cy2 ; Œx; y� ¤ Œ0; 0�;

0; Œx; y� D Œ0; 0�;

a

h.x; y/ D

�
e

� 1

x2 y

e
� 2

x2 Cy2

; x ¤ 0;

0; x D 0:

Dokažte následující tvrzení.
(a) Funkce f je spojitá v počátku vzhledem k ose x i y, ale není v počátku

spojitá.
(b) Funkce g je spojitá v počátku vzhledem ke každé přímce počátkem pro-

cházející, ale není v počátku spojitá.
(c) Funkce h je spojitá v počátku vzhledem ke každé křivce tvaru y D c jxj

d ,
c 2 R, d 2 .0;1/, ale h není spojitá v počátku.

(d) Funkce f; g; i h mají v počátku obě parciální derivace.

Řešení. (a) Položme
'.x/ D f .x; 0/; x 2 R;

tj. '.x/ D 0 pro x 2 R. Zjevně existuje limx!0 '.x/ a rovná se 0. Obdobně odvo-
díme, že limy!0 f .0; y/ D 0. Blížíme-li se však k počátku po přímce y D x,

lim
x!0

f .x; x/ D lim
x!0

x2

x2 C x2
D
1

2
:

Limita lim.x;y/!.0;0/ f .x; y/ tedy neexistuje.
(b) Zjevně platí, že

lim
y!0

g.0; y/ D 0 D lim
x!0

g.x; 0/:

Pro přímku tvaru y D cx, c 2 R n f0g, platí

lim
x!0

g.x; cx/ D lim
x!0

c2x3

x4 C c2x2
D lim
x!0

c2x

x2 C c2
D 0:

Ale

lim
x!0

g.x; x2/ D lim
x!0

x4

x4 C x4
D
1

2
:

Limita lim.x;y/!.0;0/ g.x; y/ tedy neexistuje.
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(c) Zřejmě máme limy!0 h.0; y/ D 0 D limx!0 h.x; 0/. Nechť c 2 R n f0g

a d 2 .0;1/. Pak pro křivku y D c jxj
d dle Příkladu ?? platí

lim
x!0

h.x; c jxj
d / D lim

x!0

ce
� 1

x2 jxj
d

e
� 2

x2 C c2 jxj
2d

D lim
x!0

ce
� 1

x2 jxj
�d

e
� 2

x2 jxj
�2d

C c2
D 0:

Funkce h však není spojitá v počátku, neboť vzhledem ke křivce y D e
� 1

x2 platí

lim
x!0

f .x; e
� 1

x2 / D lim
x!0

e
� 1

x2 e
� 1

x2

e
� 2

x2 C e
� 2

x2

D lim
x!0

1

2
D
1

2
:

Limita lim.x;y/!.0;0/ h.x; y/ tedy neexistuje.
(d) Tvrzení je zřejmé z faktu, že všechny tři funkce jsou nulové na osách x

a y. |

11.7.2. Příklad. Nechť Œa; b� 2 R2 a f je reálná funkce definována R2n Œa; b�mající
vlastní limitu v Œa; b�. Nechť pro každé x 2 R existuje limy!b f .x; y/ a pro každé
y 2 R existuje limx!a f .x; y/. Pak

lim
Œx;y�!Œa;b�

f .x; y/ D lim
x!a

lim
y!b

f .x; y/ D lim
y!b

lim
x!a

f .x; y/:

Řešení. Označme pro x 2 R funkci 'x.y/ D f .x; y/, y 2 R n fbg, a pro y 2 R
nechť  y.x/ D f .x; y/, x 2 R n fag. Dle předpokladu existují pro x; y 2 R limity
limy!b 'x.y/ a limx!a  y.x/. Označme je symboly 'x.b/ a  y.a/.

Nechť L D lim.x;y/!.a;b/ f .x; y/ a " 2 .0;1/ je dáno. Najdeme r 2 .0;1/ ta-
kové, že jf .x; y/ � Lj < " pro .x; y/ 2 B..a; b/; r/ n f.a; b/g. Vezměme ı 2 .0;1/

takové, že .a�ı; aCı/� .b�ı; bCı/ � B..a; b/; r/. Nechť x 2 P ı.a/ je pevné. Na-
lezneme rx 2 .0;1/ takové, že B..x; b/; rx/ � B..a; b/; r/. Pak pro y 2 R splňující
.x; y/ 2 B..x; b/; rx/ platí jf .x; y/ � Lj < ". Tedy pro hodnotu 'x.b/ máme odhad

L � " � 'x.b/ � LC ":

Tedy pro x 2 P ı.a/ platí
j'x.b/ � Lj � ";

tj.
L D lim

x!a
'x.b/ D lim

x!a
lim
y!b

f .x; y/:

Obdobně odvodíme, že L D limy!b limx!a f .x; y/. |

11.7.3. Příklad. Uvažujte funkce

f .x; y/ D

(
x sin. 1

y
/C y sin. 1

x
/; xy ¤ 0;

0; xy D 0;
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g.x; y/ D

(
xy

x2Cy2 C y sin. 1
x
/; x ¤ 0;

0; x D 0;

a

h.x; y/ D

(
xy

x2Cy2 ; y ¤ 0;

0 ; y D 0:

Dokažte následující tvrzení.
(a) Limita lim.x;y/!.0;0/ f .x; y/ D 0 existuje, ale limity limx!0 limy!0 f .x; y/

a limy!0 limx!0 f .x; y/ neexistují.
(b) Limita limx!0 limy!0 g.x; y/ D 0 existuje , ale limity limy!0 limx!0 g.x; y/

a lim.x;y/!.0;0/ g.x; y/ neexistují.
(c) Limita limy!0 limx!0 h.x; y/ D 0 existuje, ale limity limx!0 limy!0 h.x; y/

a lim.x;y/!.0;0/ h.x; y/ neexistují.

Řešení. (a) Jelikož
jf .x; y/j � jxj C jyj ; .x; y/ 2 R2;

máme lim.x;y/!.0;0/ f .x; y/ D 0. Na druhou stranu však pro x; y nenulové limity
limy!0 f .x; y/ a limx!0 f .x; y/ neexistují.

(b) Máme
lim
x!0

g.x; 0/ D 0 D lim
y!0

g.0; y/:

Na druhou stranu však platí

lim
x!0

g.x; x/ D lim
x!0

x2

x2 C x2
C x sin.

1

x
/ D

1

2
:

Limita lim.x;y/!.0;0/ g.x; y/ proto neexistuje.
Pro každé x 2 R n f0g však existuje limita

lim
y!0

g.x; y/ D lim
y!0

xy

x2 C y2
C y sin.

1

x
/ D 0:

Tedy limx!0 limy!0 g.x; y/ D 0.
Zřejmě však pro žádné y 2 R n f0g neexistuje limx!0 g.x; y/.
(c) Důkaz tvrzení je analogický důkazu tvrzení (b). |

11.7.4. Příklad. Uvažujte funkce

f .x; y/ D

(
xy

x2Cy2 ; x2 C y2 ¤ 0;

0; x D y D 0;

g.x; y/ D

(
y C x sin. 1

y
/; y ¤ 0;

0; y D 0;

a

h.x; y/ D

(
x C y sin. 1

x
/; x ¤ 0;

0; x D 0:

Dokažte následující tvrzení.



684 11. FUNKCE VÍCE PROMĚNNÝCH

(a) Limita lim.x;y/!.0;0/ f .x; y/ D 0neexistuje, ale limity limx!0 limy!0 f .x; y/

a limy!0 limx!0 f .x; y/ existují a rovnají se.
(b) Limita limx!0 limy!0 g.x; y/ D 0neexistuje, ale limity limy!0 limx!0 g.x; y/

a lim.x;y/!.0;0/ g.x; y/ existují a rovnají se.
(c) Limita limy!0 limx!0 h.x; y/ D 0neexistuje, ale limity limx!0 limy!0 h.x; y/

a lim.x;y/!.0;0/ h.x; y/ existují a rovnají se.

Řešení. (a) Tvrzení plyne z Příkladu 11.7.1(a).
Tvrzení (b) a (c) se dokáží obdobně jako v Příkladu 11.7.3. |

11.7.5. Příklad. Uvažujte funkce

f .x; y/ D

(
x2�y2

x2Cy2 ; x2 C y2 ¤ 0;

0; x D y D 0;

g.x; y/ D

(
1; xy ¤ 0;

0; xy D 0:

Dokažte následující tvrzení.
(a) Limity limx!0 limy!0 f .x; y/ a limy!0 limx!0 f .x; y/ existují a nerovnají

se. Navíc neexistuje lim.x;y/!.0;0/ f .x; y/.
(b) Limity limx!0 limy!0 g.x; y/ a limy!0 limx!0 g.x; y/ existují a rovnají

se, ale lim.x;y/!.0;0/ g.x; y/ neexistuje.

Řešení. (a) Máme

lim
x!0

lim
y!0

f .x; y/ D lim
x!0

lim
y!0

x2 � y2

x2 C y2
D lim
x!0

x2

x2
D 1

a

lim
y!0

lim
x!0

f .x; y/ D lim
y!0

lim
x!0

x2 � y2

x2 C y2
D lim
y!0

�y2

y2
D �1:

Limita lim.x;y/!.0;0/ f .x; y/ neexistuje dle Příkladu 11.7.2.
(b) Zřejmě platí

lim
x!0

lim
y!0

g.x; y/ D lim
x!0

1 D 1 D lim
y!0

1 D lim
y!0

lim
x!0

g.x; y/;

ale
lim
x!0

g.x; 0/ D lim
x!0

0 D 0:

Limita lim.x;y/!.0;0/ g.x; y/ tedy neexistuje dle Heineovy věty pro metrické prosto-
ry (Věta 10.4.11) a Příkladu 11.7.2. |

11.7.6. Příklad. Uvažujte funkci

f .x; y/ D

(
xy x

2�y2

x2Cy2 ; x2 C y2 ¤ 0;

0; x D y D 0:

Ukažte, že f existují @
2f
@x@y

.0; 0/ D
@2f
@y@x

.0; 0/, ale nerovnají se.
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Řešení. Zřejmě @f
@x
.0; 0/ D

@f
@y
.0; 0/ D 0. Spočtěme dále pro body .x; y/mimo počá-

tek derivace
@f

@x
.x; y/ D xy

4xy2

.x2 C y2/2
C y

x2 � y2

x2 C y2
;

@f

@y
.x; y/ D xy

�4xy2

.x2 C y2/2
C x

x2 � y2

x2 C y2
:

Tedy
@2f

@x@y
.0; 0/ D lim

x!0

1

x

�
@f

@y
.x; 0/ �

@f

@y
.0; 0/

�
D lim
x!0

x

x
D 1;

@2f

@y@x
.0; 0/ D lim

y!0

1

y

�
@f

@x
.0; y/ �

@f

@x
.0; 0/

�
D lim
y!0

�y

y
D �1:

|

11.7.7. Příklad. Uvažujte funkci

f .x; y/ D .y � x2/.y � 3x2/; .x; y/ 2 R2:

Ukažte, že f je má ostré lokální minimum v počátku vzhledem ke každé přímce
procházející počátkem, ale nemá v počátku lokální minimum.

Řešení. Pro přímku x D 0 platí f .0; y/ D y2, což je funkce mající v počátku os-
tré minimum. Pro přímku y D 0 platí f .x; 0/ D 3x4, což je opět funkce mající
v počátku ostré minimum. Je-li přímka y D cx pro c 2 R n f0g dána, platí

g.x/ D f .x; cx/ D .cx � x2/.cx � x3/ D c2x2 � 4cx3 C 3x4:

Protože g0.0/ D 0 a g00.0/ D 2c2 > 0, má funkce g v počátku ostré lokálníminimum.
Funkce f však nemá v počátku lokální minimum, neboť pro křivku y D 2x2

platí
g.x/ D f .x; 2x2/ D �x2;

tj. g má v počátku ostré maximum. |

11.7.8. parciální diferenciál

11.8. Početní příklady k funkcím více proměnných

11.8.1. Příklad. U následujících množin A � R určete vnitřek, uzávěr a hranici:

A D N; A D

�
1

n
I n 2 N

�
:

Řešení. (a) Pokud A D N, pak IntA D ;. Zjevně totiž dle Věty 1.5.33 vidíme,
že žádný interval v R není obsažen v A. Dále si uvědomíme, že A je uzavřená.
Vezmeme totiž libovolnou posloupnost fxng bodů v A konvergující k nějakému
x 2 R. Jelikož je fxng cauchyovská a vzdálenost libovolných dvou různých prvků
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A je alespoň 1, musí být fxng od jistého indexu konstantní. Tedy zřejmě x 2 A. To
podle definice znamená, že A je uzavřená. Konečně @A D A, neboť

@A � @A [ A D A D A

a obrácená inkluze A � @A plyne z faktu IntA D ;.
(b)NechťA D

˚
1
n

I n 2 N
	
. Stejně jako výše odvodíme zVěty 1.5.33, že IntA D

;. Dále platí @A D f0g [A. Vskutku, posloupnost f
1
n

g konverguje k 0 a je obsažena
v A a 0 … A, a proto 0 2 @A. Na druhou stranu máme z faktu IntA D ;, že A � @A.
Proto f0g [ A � @A. Pro důkaz druhé inkluze uvažujme bod x … f0g [ A. Pokud
x < 0, pak interval B.x; jxj

2
/ neprotíná A, a tedy x … @A. Pokud x > 0, vezmeme

n0 2 N a ı > 0 splňující 1
n0
< x�ı < x. Pak interval .x�ı; xCı/protínáA v konečné

množině, a tedy existuje � 2 .0; ı/ takové, že .x � �; x C �/ \ A D ;. Proto x … @A.
Tím je druhá inkluze ukázána. Uzávěr A je tedy roven A D A [ @A D f0g [ A. |

11.8.2. Příklad. U následujících množin A � R2 určete vnitřek, uzávěr a hranici:

A D
˚
Œx; y� 2 R2I x > 0; y � 0

	
; A D

˚
Œx; y� 2 R2I x2 C ey > 17

	
;

A D
˚
Œx; y� 2 R2I x2 C y2 C 2xy D 5

	
:

Řešení. (a) V prvním případě platí

IntA D
˚
Œx; y� 2 R2I x > 0; y < 0

	
:

Vskutku, označme G D
˚
Œx; y� 2 R2I x > 0; y < 0

	
. Pak pro kanonické projekce

�x ; �y W R2 ! R platí

G D ��1
x ..0;1// \ ��1

y ..�1; 0// ;

a tedy je díky Příkladu 10.4.3 a Větě 10.4.6 množina G otevřená. Jelikož G � A,
dle Věty 10.3.15 plyne IntA � G.

Pro důkaz obrácené inkluze uvažujme a D Œx; y� 2 IntA n G � A n G. Pak
x > 0 a y D 0. Posloupnost bodů fŒx; 1

n
�g pak neleží v A a konverguje k a, tedy

a … IntA, což je spor. Proto IntA D G.
Dále máme

A D
˚
Œx; y� 2 R2I x � 0; y � 0

	
:

Vskutku, označme F D
˚
Œx; y� 2 R2I x � 0; y � 0

	
. Pak jako výš odvodíme, že F

je uzavřená, a jelikož obsahuje A, platí A � F (vizte Větu 10.3.28(g)). Nechť nyní
a 2 F je dáno. Pak body ŒxC

1
n
; y �

1
n
�, n 2 N, leží v A konvergují k a. Tedy a 2 A.

Konečně určíme @A. Pokud a D Œx; y� 2 @A, pak a 2 A n IntA D F nG, a tedy
x � 0, y � 0 a alespoň jedno z čísel x; y je nulové. Obráceně, nechť a D Œx; y�, kde
x � 0, y � 0 a xy D 0. Nechť například x D 0. Pak body Œ 1

n
; y �

1
n
�, n 2 N, leží v A

konvergují k a. Dále body Œ� 1
n
; y�, n 2 N, leží v doplňku A konvergují k a. Tedy

a 2 @A. Podobně se ověří, že a 2 @A v případě y D 0. Tedy

@A D
˚
Œx; y� 2 R2I x � 0; y � 0; xy D 0

	
:
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(b) Nechť
A D

˚
Œx; y� 2 R2I x2 C ey > 17

	
:

Jelikož je funkce f W Œx; y� 7! x2 C ey spojitá, je množina

A D f �1 ..17;1//

otevřená (vizte Větu 10.4.6). Proto IntA D A.
Označme

F D
˚
Œx; y� 2 R2I x2 C ey � 17

	
:

Pak A D F . Vskutku, množina F je uzavřená (to opět plyne z Věty 10.4.6), obsa-
huje A, a tedy A � F . Pro důkaz opačné inkluze uvažujme a D Œx; y� 2 F . Pokud
a 2 A, je zjevně a 2 A. Nechť tedy a 2 F nA, tj. x2 C ey D 17. Pak body Œx; yC

1
n
�,

n 2 N, splňují

17 D x2 C ey < x2 C eyC 1
n ;

tj. leží v A. Jelikož tyto body konvergují k a, leží a v A.
Hranice A je pak rovna množině

H D
˚
Œx; y� 2 R2I x2 C ey D 17

	
:

Vskutku,
@A � A n IntA D F n A D H:

Na druhou stranu, je-li a D Œx; y� 2 H dáno, dle předchozího již víme, že a 2 A.
Jelikož a … A, je i v R2 n A. Tedy a 2 @A a H D @A.

(c) Nechť
A D

˚
Œx; y� 2 R2I x2 C y2 C 2xy D 5

	
:

Postupem analogickým k přechozímu odvodíme, že A je uzavřená. Dokážeme, že
@A D A. Vskutku, je-li Œx; y� 2 A dáno, body Œx; y C

1
n
�, n 2 N, splňují

x2 C

�
y C

1

n

�2
C 2x

�
y C

1

n

�
D 5C

1

n

�
2x C 2y C

1

n

�
; n 2 N:

Tedy všechny až nejvýše na jeden leží mimo množinu A. Jelikož konvergují k a, je
a 2 @A.

Na závěr si uvědomme, že vztah A D A D @A implikuje IntA D ;. |

11.8.3. Příklad. U množiny

A D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x � 0; y > 0; ´ � 0; x C y D 2

	
určete vnitřek, uzávěr a hranici.

Řešení. Nejprve si uvědomme, že IntA D ;. Vskutku, pokud a D Œx; y; ´� 2 A,
pak body Œx C

1
n
; y; ´�, n 2 N, leží v doplňku A a konvergují k a. Tedy a … IntA

a a 2 @A. Dále označme

F D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x � 0; y � 0; ´ � 0; x C y D 2

	
:
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Pak platí @A D A D F . Vskutku, F je uzavřená množina, neboť obsahuje A a pro
spojitou funkci f W Œx; y; ´� 7! x C y platí

F D ��1
x .Œ0;1// \ ��1

y .Œ0;1/ \ ��1
´ .Œ0;1// \ f �1.f2g/:

Tedy
@A � A � F:

Mějme a D Œx; y; ´� 2 F dáno. Pomocí bodů Œx C
1
n
; y; ´�, n 2 N, jako výše odvo-

díme, že a 2 R3 n A. Pokud a 2 A, je dle přechozího prvkem @A. Pokud a 2 F nA,
pak ´ � 0, x � 0, y D 0 a x C y D 2, tj. x D 2. Body Œx �

1
n
; 1
n
; ´�, n 2 N, pak leží

v A a konvergují k a. Proto a 2 A. Jelikož @A D A \ R3 n A, máme F � @A. |

11.8.4. Příklad. Nechť Œa; b� 2 R2. Spočtěte limitu

lim
Œx;y�!Œa;b�

p
x2 C y2:

Řešení. Funkce f W Œx; y� 7! x a g W Œx; y� 7! y jsou spojitá na R2 dle Příkladu 10.4.3.
Tedy dle Věty 10.4.17 máme

lim
Œx;y�!Œa;b�

p
x2 C y2 D lim

Œx;y�!Œa;b�

p
.f .x; y//2 C .g.x; y//2

D

s�
lim

Œx;y�!Œa;b�
f .x; y/

�2
C

�
lim

Œx;y�!Œa;b�
g.x; y/

�2
D

p
a2 C b2:

|

11.8.5. Příklad. Spočtěte limitu

lim
Œx;y�!Œ0;0�

x2 � y2

x2 C y2
:

Řešení. Položíme-li ve funkce f .x; y/ D
x2�y2

x2Cy2 y D 0, dostáváme

lim
x!0

f .x; 0/ D lim
x!0

x2

x2
D 1:

Obdobně pro x D 0 máme

lim
y!0

f .0; y/ D lim
y!0

�y2

y2
D �1:

Dle Heineovy věty 10.4.11 tedy limita neexistuje. |

11.8.6. Příklad. Spočtěte limŒx;y�!Œ0;0� f .x; y/, kde

f .x; y/ D
x2y

x2 C y2
; Œx; y� 2 R2 n fŒ0; 0�g:
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Řešení. Jelikož
lim

Œx;y�!Œ0;0�
jyj D 0

a platí

0 � jf .x; y/j D

ˇ̌̌̌
x2y

x2 C y2

ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌̌
x2y

x2

ˇ̌̌̌
� jyj ;

dostáváme limŒx;y�!Œ0;0� f .x; y/ D 0. |

11.8.7. Příklad. Spočtěte limŒx;y�!Œ0;0� f .x; y/, kde

f .x; y/ D
x C yp
x2 C y2

; Œx; y� 2 R2 n fŒ0; 0�g:

Řešení. Povšimneme si, že k bodu Œ0; 0� se můžeme blížit po ose y zprava a dosta-
neme

lim
x!0C

f .x; 0/ D lim
x!0C

x2 C 0
p
x2 C 02

D 1:

K bodu Œ0; 0� se však můžeme blížit i po přímce y D x a pak dostaneme

lim
x!0C

f .x; x/ D lim
x!0C

x C x
p
x2 C x2

D
p
2:

Podle Věty 10.4.11 tedy limita neexistuje. |

11.8.8. Příklad. Spočtěte limŒx;y�!Œ0;0� f .x; y/, kde

f .x; y/ D
xyp
x2 C y2

; Œx; y� 2 R2 n fŒ0; 0�g:

Řešení. Zadanou funkci můžeme odhadnout

0 �

ˇ̌̌̌
ˇ xyp
x2 C y2

ˇ̌̌̌
ˇ �

ˇ̌̌̌
ˇ 12 .x2 C y2/p

x2 C y2

ˇ̌̌̌
ˇ �

1

2

p
x2 C y2:

Jelikož limŒx;y�!Œ0;0�

p
x2 C y2 D 0, je zadaná limita rovna 0. |

11.8.9. Příklad. Spočtěte

lim
Œx;y�!Œ0;0�

.1C x2y2/
1p

x6Cy6 :

Řešení. Nejprve si rozmyslíme, že existuje ı > 0 takové, že pro všechna Œx; y� 2

P.o; ı/ platí odhad
log.1C x2y2/ � 2x2y2: (11.27)

Vskutku, díky platnosti vztahu limt!0
log.1Ct/

t
D 1 lze nalézt � > 0 takové, že

log.1 C t/ � 2t pro libovolné t 2 P.0; �/. Jelikož limŒx;y�!Œ0;0� x
2y2 D 0, existuje

ı > 0 splňující x2y2 2 B.0; �/ kdykoliv Œx; y� 2 B.o; ı/. To je však již hledané ı,
neboť pokud Œx; y� 2 P.o; ı/ splňuje xy D 0, pak nerovnost (11.27) zjevně platí.
Pokud xy ¤ 0, je x2y2 2 P.0; �/, a tedy (11.27) platí díky volbě �.
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Nyní můžeme pro Œx; y� 2 P.o; ı/ odhadnout

0 �
1p

x6 C y6
log.1C x2y2/ �

2x2y2p
x6 C y6

�
x4 C y4p
x6 C y6

�
x4

p
x6

C
y4p
y6

� jxj C jyj :

Jelikož limita posledního výrazu v bodě Œ0; 0� je 0, dostáváme zVěty 10.4.18 rovnost
limŒx;y�!Œ0;0� f .x; y/ D e0 D 1.

(Poznamenejme, že výpočet je možno zjednodušit použitím odhadu log.1 C

t / � t , t 2 .0;1/.) |

11.8.10. Příklad. Spočtěte limitu

lim
Œx;y�!Œ0;0�

2 � cos x � cosy
x2 C y2

:

Řešení. Pišme cos t D 1 �
t2

2
C '.t/, kde limt0

'.t/

t2
D 0. Pak

2 � cos x � cosy
x2 C y2

D

1
2
x2 C

1
2
y2

x2 C y2
C

'.x/

x2 C y2
C

'.y/

x2 C y2
:

Jelikož

0 �

ˇ̌̌̌
'.x/

x2 C y2

ˇ̌̌̌
�

ˇ̌̌̌
'.x/

x2

ˇ̌̌̌
a pravá strana konverguje k 0 pro x jdoucí k 0, máme limŒx;y�!Œ0;0�

'.x/

x2Cy2 D 0.
Obdobně odvodíme nulovost limity druhého členu.

Celkem tedy vyjde

lim
Œx;y�!Œ0;0�

2 � cos x � cosy
x2 C y2

D
1

2
:

|

11.8.11. Příklad. Spočtěte limitu

lim
Œx;y�!Œ0;0�

xy2p
x4 C y6

:

Řešení. Nejprve si všimneme rovnosti

0 �

ˇ̌̌̌
ˇ xy2p
x4 C y6

ˇ̌̌̌
ˇ D

jxjy2p
x4 C y6

D

s
x2y4

x4 C y6
:

Dále platí ˇ̌̌̌
x2y4

x4 C y6

ˇ̌̌̌
D

x2jyj
3

x4 C y6
� jyj D

x2jyj
3

.x2/2 C .jyj
3/2

� jyj � jyj ;
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neboť
ab

a2 C b2
�

2ab

a2 C b2
� 1; a; b � 0; Œa; b� ¤ Œ0; 0�:

Tedy

lim
Œx;y�!Œ0;0�

xy2p
x4 C y6

D 0:

|

11.8.12. Příklad. Rozhodněte, zda lze funkci sinxy
x

rozšířit spojitě na celou rovinu
R2.

Řešení. Uvažujme spojitou funkci g W R ! R definovanou jako

g.t/ D

(
sin t
t
; t 2 R n f0g;

1; t D 0:

Pak je funkce
f .x; y/ D g.xy/ � y; Œx; y� 2 R2;

spojitá dle Věty 10.4.17 a pro Œx; y� 2 R2, x ¤ 0, platí

f .x; y/ D

(
sinxy
xy

� y D
sinxy
x
; y ¤ 0;

0 D
sinxy
x
; y D 0:

Funkce f je tak spojité rozšíření zadaná funkce na R2. |

11.8.13. Příklad. Spočtěte parciální derivace funkce

f .x; y/ D x2 siny; Œx; y� 2 R2;

v každém bodě roviny R2.

Řešení. Nechť a D Œa; b� je daný bod v R2. Spočteme nejprve @f
@x1
.a/ D

@f
@x
.a/. Pod-

le 11.1.9 platí pro funkci

g1.t/ D f .t; b/ D t2 sin b; t 2 R;

vztah g0
1.a/ D

@f
@x
.a/. Tedy

@f

@x
.a/ D g0

1.a/ D Œt 7! t2 sin b�0tDa D Œt 7! 2t sin b�tDa D 2a sin b:

Analogicky máme pro funkci

g2.t/ D f .a; t/ D a2 sin t; t 2 R;

vztah g0
2.b/ D

@f
@y
.a/. Tedy

@f

@y
.a/ D g0

2.b/ D Œt 7! a2 sin t �0tDb D Œt 7! a2 cos t �tDb D a2 cos b:

|
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11.8.14. Příklad. Spočtěte parciální derivace funkce

f .x; y; ´/ D xy
´

; Œx; y; ´� 2 .0;1/3;

a najděte rovnici tečné nadroviny ke grafu f v bodě Œ2; 1; 2; 2�.

Řešení. Funkci f vyjádříme jako

f .x; y; ´/ D ey
´ logx

D ee
´ logy logx :

Tedy pro Œx; y; ´� 2 .0;1/3 máme

@f

@x
.Œx; y; ´�/ D ee

´ logy logx
� e´ logy �

1

x
D y´ � xy

´�1

@f

@y
.Œx; y; ´�/ D ee

´ logy logx
� log x � e´ logy �

´

y
D xy

´

y´
´ log x
y

;

@f

@´
.Œx; y; ´�/ D ee

´ logy logx
� log x � e´ logy � logy D xy

´

y´ log x logy:

Parciální derivace jsou zjevně spojité na .0;1/3, a tedy v každém bodě definičního
oboru existuje derivace (Věta 11.1.22). Z právě provedených výpočtů plyne, že

rf .Œ2; 1; 2�/ D Œ1; 4 log 2; 0�:

Dle 11.1.16 je tedy rovnice tečné nadroviny rovna

t .x; y; ´/ D 2C 1.x � 2/C 4 log 2.y � 1/C 0.´ � 2/

D 2C .x � 2/C 4 log 2.y � 1/; Œx; y; ´� 2 R3:

|

11.8.15. Příklad. Zjistěte, ve kterých bodech existují parciální derivace a derivace
funkce

f .x; y/ D jxj jyj ; Œx; y� 2 R2:

Řešení. Pro body Œx; y� 2 R2 mimo souřadnicové osy platí

@f

@x
.Œx; y�/ D .sign x/ jyj ;

@f

@y
.Œx; y�/ D jxj signy:

Tyto funkce jsou spojité v každém bodě mimo souřadnicové osy, a tedy v nich
existuje derivace. Dle Věty 11.1.17 platí

f 0.x; y/ W .h1; h2/ 7! hrf .x; y/; hi D
@f

@x
.Œx; y�/h1 C

@f

@y
.Œx; y�/h2

D ..sign x/y jyj/h1 C .jxj signy/h2; .Œh1; h2� 2 R2:

Podívejme se nyní na body ležící na ose x, tj. na body tvaru Œx; 0�, kde x 2 R.
Pak

@f

@x
.Œx; 0�/ D Œt 7! f .t; 0/�0tDx D Œt 7! 0�0tDx D 0; x 2 R:
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Naproti tomu pro x ¤ 0 parciální derivace podle y v bodě Œx; 0� neexistuje, neboť
pro funkci

g.t/ D f .x; t/ D jxj jt j ; t 2 R;

platí
g0

C.0/ D jxj ; g0
�.0/ D � jxj ;

což implikuje neexistenci
@f

@y
.Œx; 0�/ D g0.0/:

V bodech Œx; 0�, x ¤ 0, tak neexistuje ani derivace.
Pro body tvaru Œ0; y�, y 2 R, podobně jako výše odvodíme, že @f

@y
.Œ0; y�/ D 0

a že @f
@x
.Œ0; y�/ neexistuje, pokud y ¤ 0. To opět implikuje neexistenci derivace

v bodech Œ0; y�, y ¤ 0.
Zbývá nám vyšetřit bod Œ0; 0�. Z předchozího víme, že parciální derivace f

v Œ0; 0� jsou nulové. Dle Věty 11.1.17 je tak jediným kandidátem na derivaci nulové
zobrazení. Dle definice tak derivace existuje právě tehdy, když

lim
Œx;y�!Œ0;0�

f .Œ0; 0�C Œx; y�/ � f .Œ0; 0�/ � hŒ0; 0�; Œx; y�i

kŒx; y�k
D 0:

Tedy zkoumáme výraz
jxj jyjp
x2 C y2

D

ˇ̌̌̌
ˇ xyp
x2 C y2

ˇ̌̌̌
ˇ :

Ten má však dle Příkladu 11.8.8 limitu rovnou nule. Tedy derivace f v bodě Œ0; 0�
je rovne Œ0; 0�. |

11.8.16. Příklad. Zjistěte, ve kterých bodech existují parciální derivace a derivace
funkce

f .x; y/ D
5
p
x5 C y5; Œx; y� 2 R2:

Řešení. V bodech Œx; y� 2 R2 mimo přímku y D �x máme spojité parciální derivace

@f

@x
.Œx; y�/ D

x4

5
p
.x5 C y5/4

;
@f

@y
.Œx; y�/ D

y4

5
p
.x5 C y5/4

;

a tedy v těchto bodech existuje derivace a je roven rf .Œx; y�/.
Uvažujme nyní bod a D .a;�a/, kde a ¤ 0. Pak pro funkci

g.x/ D
5
p
x5 � a5

platí
@f

@x
.a/ D Œx 7! f .x;�a/�0xDa D g0.a/:

Derivace g0.a/ je však nevlastní, neboť díky spojitosti g lze odvodit

g0.a/ D lim
x!a

g0.x/ D lim
x!a

x4

5
p
.x5 � a5/4

D 1:
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Obdobně obdržíme, že @f
@y
.a/ neexistuje.

Zbývá vyšetřit bod Œ0; 0�. Pro něj platí
@f

@x
.Œ0; 0�/ D Œx 7! f .x; 0/�0xD0 D

h
x 7!

5
p
x5
i0

xD0
D 1

a podobně @f
@y
.Œ0; 0�/ D 1. Pokud tedy existuje derivace, je reprezentován vektorem

Œ1; 1�. Nutnou a postačující podmínkou pro jeho existenci je nulovost limity

lim
Œx;y�!Œ0;0�

f .Œ0; 0�C Œx; y�/ � f .Œ0; 0�/ � hŒ1; 1�; Œx; y�i

kŒx; y�k

D lim
Œx;y�!Œ0;0�

p
x5 C y5 � .x C y/p

x2 C y2
:

Uvažujeme-li přímku y D x, dostáváme

lim
x!0C

p
x5 C x5 � .x C x/

p
x2 C x2

D lim
x!0C

5
p
2x5 � 2x
p
2x2

D

5
p
2 � 2
p
2

¤ 0:

Dle Věty 10.4.11 tak derivace v Œ0; 0� neexistuje. |

11.8.17. Příklad. Zjistěte, zdali má funkce

f .x; y/ D

(
x5Cy4

x4Cy2 ; Œx; y� ¤ Œ0; 0�;

0; Œx; y� D Œ0; 0�;

totální diferenciál v Œ0; 0�.

Řešení. Jelikož
x 7! f .x; 0/ D x; x 2 R;

a
y 7! f .0; y/ D y2; y 2 R;

máme @f
@x
.o/ D 1 a @f

@y
.o/ D 0. Existence totálního diferenciálu tak odvisí od nulo-

vosti limity

lim
Œx;y�!Œ0;0�

x5Cy4

x4Cy2 � xp
x2 C y2

D lim
Œx;y�!Œ0;0�

y4 � xy2

.x4 C y2/
p
x2 C y2

:

Uvažujeme-li přímku y D x, obdržíme

lim
x!0C

x4 � x3

.x4 C x2/
p
2x2

D lim
x!0C

x � 1
p
2.x2 C 1/

D
�1
p
2

¤ 0:

Tedy totální f 0.o/ neexistuje. |

11.8.18. Příklad. Spočtěte parciální derivace a totální diferenciál funkce

f .x; y/ D

(
.x2 C y2/ sin. 1

x2Cy2 /; Œx; y� ¤ Œ0; 0�;

0; Œx; y� D Œ0; 0�:

Ukažte navíc, že parciální derivace f nejsou spojité v počátku.
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Řešení. Pro Œx; y� ¤ Œ0; 0� spočteme parciální derivace

@f

@x
.Œx; y�/ D 2x sin

�
1

x2 C y2

�
C .x2 C y2/ cos

�
1

x2 C y2

�
�1

.x2 C y2/2
2x

a
@f

@y
.Œx; y�/ D 2y sin

�
1

x2 C y2

�
C .x2 C y2/ cos

�
1

x2 C y2

�
�1

.x2 C y2/2
2y:

Oběparciální derivace jsou spojité funkce naR2nfŒ0; 0�g, a proto podle Věty 11.1.22
existuje totální diferenciál pro všechna Œx; y� ¤ Œ0; 0�. Ten má tvar

f 0.x; y/ W Œh1; h2� 7! hŒ
@f

@x
.Œx; y�/;

@f

@y
.Œx; y�/; Œh1; h2�i; Œh1; h2� 2 R2:

V bodě Œ0; 0� spočteme parciální derivace dle definice

@f

@x
.o/ D lim

t!0

f .t; 0/ � f .0; 0/

t
D lim

t!0

t2 sin. 1
t2
/ � 0

t
D lim

t!0
t sin

�
1

t2

�
D 0

a analogicky

@f

@y
.o/ D lim

t!0

f .0; t/ � f .0; 0/

t
D lim

t!0

t2 sin. 1
t2
/ � 0

t
D 0:

Ukažme nyní, že @f
@x

není spojitá v počátku. Již však její restrikce na přímku
y D 0 není spojitá, neboť

lim
x!0

@f

@x
.Œx; 0�/ D lim

x!0

�
2x sin

1

x2
� x2

�
cos

1

x2

�
2x

x4

�
neexistuje vlastní. (K tomu stačí uvažovat body Œ 1p

2n�
; 0�, n 2 N.)

Přesto v bodě o existuje totální diferenciál

f 0.0; 0/.h1; h2/ D
@f

@x
.o/h1 C

@f

@y
.o/h2 D 0h1 C 0h2:

Vskutku, pro nulové linární zobrazení máme totiž

lim
Œx;y�!Œ0;0�

.x2 C y2/ sin
�

1
x2Cy2

�
p
x2 C y2

D lim
Œx;y�!Œ0;0�

p
x2 C y2 sin

�
1

x2 C y2

�
:

Jelikož ˇ̌̌̌p
x2 C y2 sin

�
1

x2 C y2

�ˇ̌̌̌
�
p
x2 C y2;

je limita nulová. Tím je existence totálního diferenciálu ověřena. |

11.8.19. Příklad. Ukažte, že funkci

f .x; y/ D e
� 1

x2Cy2Cxy

lze spojitě rozšířit do bodu Œ0; 0� a že má v tomto bodě totální diferenciál.
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Řešení. Nejprve ukážeme, že x2 C y2 C xy > 0 pro Œx; y� 2 R2 n fŒ0; 0�g. Vyjádříme
totiž bod Œx; y� 2 R2 n fŒ0; 0�g v polárních souřadnicích jako

Œx; y� D Œr cos˛; r sin˛�; r > 0; ˛ 2 Œ0; 2�/:

Pak

x2 C y2 C xy D r2 C r2 cos˛ sin˛ D r2
�
1C

1

2
sin 2˛

�
> 0:

(Mohli bychom též použít odhad x2 C y2 C xy �
1
2

�
x2 C y2

�
.)

Dále odhadneme

x2 C y2 C xy � x2 C y2 C
1

2
.x2 C y2/ � 2.x2 C y2/;

a tedy

0 � e
� 1

x2Cy2Cxy � e
� 1

2.x2Cy2/ :

Jelikož

lim
t!0C

e� 1
2t

t
D 0;

existuje ı > 0 tak, že pro Œx; y� 2 P.Œ0; 0�; ı/ platí

0 � e
� 1

x2Cy2Cxy � e
� 1

2.x2Cy2/ � .x2 C y2/ :

Tedy vidíme, že danou funkci lze spojitě dodefinovat v bodě Œ0; 0� hodnotou 0.
Parciální derivace v počátku spočteme z definice:

@f

@x
.o/ D lim

t!0

f .t; 0/ � f .0; 0/

t
D lim

t!0

e
� 1

t2

t
D 0

a analogicky @f
@y
.o/ D 0.

Existence totálního diferenciálu je pak ekvivalentní s nulovostí limity

lim
Œx;y�!Œ0;0�

f .x; y/ � f .0; 0/ � f 0.0; 0/.x; y/

kŒx; y�k
D lim
Œx;y�!Œ0;0�

e
� 1

x2Cy2Cxyp
x2 C y2

:

Jelikož pro Œx; y� 2 P.o; ı/ platí

e
� 1

x2Cy2Cxyp
x2 C y2

�
e

� 1

2.x2Cy2/p
x2 C y2

�
x2 C y2p
x2 C y2

D
p
x2 C y2;

je daná limita nulová. Tedy totální diferenciál funkce f v počátku existuje. |

11.8.20. Příklad. Ukažte, že totální diferenciál funkce

f .x; y/ D

(
x2y.jxjCjyj/

x4Cy2 ; Œx; y� ¤ Œ0; 0�;

0; Œx; y� D Œ0; 0�:

v počátku neexistuje.
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Řešení. Jelikož je funkce f nulová na osách, jsou parciální derivace f v počátku
nulové. Totální diferenciál v o tak existuje právě tehdy, když je limita

lim
Œx;y�!Œ0;0�

f .x; y/

kŒx; y�k
D lim
Œx;y�!Œ0;0�

x2y.jxj C jyj/

.x4 C y2/
p
x2 C y2

nulová. Uvažujeme-li však parabolu y D x2, dostáváme

lim
x!0C

x2x2.jxj C
ˇ̌
x2
ˇ̌
/

.x4 C x4/
p
x2 C x4

D lim
x!0C

x C x2

2x
p
1C x2

D lim
x!0C

1C x

2
p
1C x2

D
1

2
:

Totální diferenciál v počátku proto neexistuje. |

11.8.21. Příklad. Spočtěte totální diferenciál funkce

f .x; y/ D

(
3
p
x2 C y log.x2 C y2/; Œx; y� ¤ Œ0; 0�;

0; Œx; y� D Œ0; 0�:

všude, kde existuje.

Řešení. Nejprve si uvědomme, že f je spojitá na R2. K tomu je třeba ověřit, že
limŒx;y�!Œ0;0� f .x; y/ D 0. To však plyne z odhadu

jf .x; y/j �
3
p

jx2j C jyj log.x2 C y2/ �
3
p

jxj C jyjj log.x2 C y2/j

�
6
p
2.x2 C y2/j log.x2 C y2/j

platného pro Œx; y� 2 R2 n fŒ0; 0�g splňující jxj � 1 a z faktu limr!0C
r

1
6 j log r j D 0.

V každém bodě Œx; y� 2 R2 splňujícím y ¤ �x2 platí

@f

@x
.Œx; y�/ D

1

3

�
x2 C y

�� 2
3 2x log.x2 C y2/C

3
p
x2 C y

2x

x2 C y2
;

@f

@y
.Œx; y�/ D

1

3

�
x2 C y

�� 2
3 log.x2 C y2/C

3
p
x2 C y

2y

x2 C y2
;

Uvažujme nyní bod a D .a;�a2/, kde a ¤ 0 a a2 C a4 ¤ 1. Protože

lim
x!a

@f

@x
.Œx;�a2�/ D lim

x!a

�
1

3

�
x2 � a2

�� 2
3 2x log.x2 C a4/C

3
p
x2 � a2

2x

x2 C a4

�
neexistuje vlastní, neexistuje ani

@f

@x
.a/ D lim

x!a

@f

@x
.Œx;�a2�/:

Podobně neexistuje @f
@y
.a/, protože

lim
y!�a2

@f

@y
.Œa; y�/ D lim

y!�a2

�
1

3

�
a2 C y

�� 2
3 2a log.a2 C y2/C

3
p
a2 C y

2a

a2 C y2

�
neexistuje vlastní.
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Uvažujme nyní bod o. Pak x 7! f .x; 0/ D
3
p
x2 log x2, a tedy

@f

@x
.o/ D lim

t!0

f .t; 0/ � f .0; 0/

t
D lim

t!0

3
p
t2 log t2

t

neexistuje vlastní. Podobně

@f

@y
.o/ D lim

t!0

f .0; t/ � f .0; 0/

t
D lim

t!0

3
p
t log t2

t

neexistuje.
Konečně vezměme do úvahy bod a D .a;�a2/, kde a2 C a4 D 1. Počítejme

@f
@x
.a/ jako limitu parciálních derivací. Pak

@f

@x
.a/ D lim

x!a

@f

@x
.Œx;�a2�/

D lim
x!a

�
1

3

�
x2 � a2

�� 2
3 2x log.x2 C a4/C

3
p
x2 � a2

2x

x2 C a4

�
D lim
x!a

1

3

�
x2 � a2

�� 2
3 2x log.x2 C a4/

D lim
x!a

2x

3

log.x2 C a4/

x2 C a4 � 1
�
x2 C a4 � 1

.x2 � a2/
2
3

D 0;

neboť dle Věty 5.3.1(a) platí

lim
x!a

x2 C a4 � 1

.x2 � a2/
2
3

D lim
x!a

2x

2
3
2x.x2 � a2/�

1
3

D 0:

Podobně pro @f
@y
.a/ máme

@f

@y
.a/ D lim

y!�a2

@f

@x
.Œa; y�/ D lim

y!�a2

�
1

3

�
a2 C y

�� 2
3 log.a2 C y2/C

3
p
a2 C y

2y

a2 C y2

�
D lim
y!�a2

1

3

�
a2 C y

�� 2
3 log.a2 C y2/

D lim
y!�a2

1

3

log.a2 C y2

a2 C y2 � 1
�
a2 C y2 � 1

.a2 C y/
2
3

D 0;

jelikož

lim
y!�a2

a2 C y2 � 1

.a2 C y/
2
3

D lim
y!�a2

2y

2
3
.a2 C y/�

1
3

D 0:

Zbývá vyšetřit existenci totálního diferenciálu v bodě a.a/ D .a;�a2/, kde
a2 C a4 D 1. Dle předchozího výpočtu je kandidát na f 0.a/ roven 0. Vyšetřujeme



11.8. POČETNÍ PŘÍKLADY K FUNKCÍM VÍCE PROMĚNNÝCH 699

tedy výrazˇ̌̌̌
f .Œa;�a2�C Œx; y�/ � f .Œa;�a2�/

kŒx; y�k

ˇ̌̌̌
D

ˇ̌̌̌
ˇ 3
p
.aC x/2 C .�a2 C y/ log

�
.aC x/2 C .�a2 C y/2

�p
x2 C y2

ˇ̌̌̌
ˇ

D

ˇ̌̌̌
ˇ 3
p
x2 C 2ax C y log.x2 C y2 C 2ax � 2a2y C 1/p

x2 C y2

ˇ̌̌̌
ˇ

�

3
p

jx2 C 2ax C yj
ˇ̌
x2 C y2 C 2ax � 2a2y

ˇ̌p
x2 C y2

�
1p

x2 C y2

�
3
p

jx2 C 2ax C yj
��
x2 C y2

�
C 2 jaj .jxj C jaj jyj/

��
�

3
p

jx2 C 2ax C yj
p
x2 C y2 C

3
p

jx2 C 2ax C yj
j2ajmaxf1; jajg .jxj C jyj/p

x2 C y2
;

přičemž jsme použili odhad log.t C 1/ � t , t 2 .�1;1/. Poslední výraz však
konverguje k 0 pro Œx; y� ! Œ0; 0�, neboť

lim
Œx;y�!Œ0;0�

3
p

jx2 C 2ax C yj D 0 a
jxj C jyjp
x2 C y2

�
p
2:

Tím je existence totálního diferenciálu v bodě a dokázána. |

11.8.22. Příklad. Vypočtěte derivaci Dvf .1; 1; 2/ funkce

f .x; y; ´/ D xy C y´; Œx; y; ´� 2 .0;1/3;

kde v D Œ1; 1; 1�.

Řešení. Funkce f má zřejmě všechny parciální derivace na svém definičním oboru,
a tedy existuje rf .1; 1; 2/ D f 0.1; 1; 2/. Jelikož f 0.1; 1; 2/.v/ D Dvf .1; 1; 2/ (vizte
Větu 11.1.27), stačí nalézt rf .1; 1; 2/. Protože na D.f / platí

@f

@x
D yxy�1;

@f

@y
D xy log x C ´y´�1;

@f

@´
D y´ logy;

máme
rf .1; 1; 2/ D Œ1; 2; 0�:

Proto
Dvf .1; 1; 2/ D hŒ1; 2; 0�; Œ1; 1; 1�i D 3:

|

11.8.23. Příklad. Nechť g W R2 ! R je funkce třídy C 1.R/. Vyjádřete parciální
derivace funkce f W R2 ! R pomocí parciálních derivací funkce g, pokud

f .x; y/ D g.x C y; x � y/; f .x; y/ D g.sin x; xy/; Œx; y� 2 R2:
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Řešení. (a)Uvažujme zobrazení h W R2 ! R2 definované jako h.x; y/ D ŒxCy; x�y�,
Œx; y� 2 R2. To má složky h1.x; y/ D x C y a h2.x; y/ D x � y. Funkce h je třídy
C1.R2/, a tak dle řetízkového pravidla (Věta 11.2.18) platí

@1f .x; y/ D

2X
jD1

@jg.h.x; y//@1hj .x; y/

D @1g.x C y; x � y/ � 1C @2g.x C y; x � y/ � 1

a

@2f .x; y/ D

2X
jD1

@jg.h.x; y//@2hj .x; y/

D @1g.x C y; x � y/ � 1C @2g.x C y; x � y/ � .�1/:

(b) Podobně jako výše počítáme pro h.x; y/ D Œsin x; xy�, x 2 R2,

@1f .x; y/ D

2X
jD1

@jg.h.x; y//@1hj .x; y/

D @1g.sin x; xy/ � cos x C @2g.sin x; xy/ � y

a

@2f .x; y/ D

2X
jD1

@jg.h.x; y//@2hj .x; y/

D @1g.sin x; xy/ � 0C @2g.sin x; xy/ � x:

|

11.8.24. Příklad. Nechť f W R2 ! .0;1/ je funkce třídy C 1.R2/. Vyjádřete parci-
ální derivace funkce g.x; y/ D f .x; y/f .y;x/, Œx; y� 2 R2, pomocí parciálních deri-
vací f a hodnot f .

Řešení. Uvažujme zobrazení h.x; y/ D Œf .x; y/; f .y; x/�, Œx; y� 2 R2, a funkciu.x; y/ D

xy , Œx; y� 2 .0;1/2. Pak platí g D u ı h. Dle Věty 11.2.16 platí

g0.x; y/ D u0
�
h.x; y/

�
ı h0.x; y/; Œx; y� 2 R2:

Máme

u0.a; b/ D Œbab�1; ab log a�; Œa; b� 2 .0;1/2;

h0
1.x; y/ D Œ@1f .x; y/; @2f .x; y/�

a
@1h2.x; y/ D @1f .y; x/ � 0C @2f .y; x/ � 1 D @2f .y; x/;

@2h2.x; y/ D @1f .y; x/ � 1C @2f .y; x/ � 0 D @1f .y; x/;

tj.
h0
2.x; y/ D Œ@2f .y; x/; @1f .y; x/�:
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Tedy

g0.x; y/ D

�
bab�1 ab log a

�
Œa;b�DŒf .x;y/;f .y;x/�

�

�
@1f .x; y/ @2f .x; y/

@2f .y; x/ @1f .y; x/

�
;

tj.

@g

@x
.x; y/ D f .y; x/ � f .x; y/f .y;x/�1 � @1f .x; y/C f .x; y/f .y;x/ � logf .x; y/ � @2f .y; x/;

@g

@y
.x; y/ D f .y; x/ � f .x; y/f .y;x/�1 � @2f .x; y/C f .x; y/f .y;x/ � logf .x; y/ � @1f .y; x/:

|

11.8.25. Příklad. Nechť existuje f 0.1; 1/ a g.x; y/ D f .f .y; x/; f .x; y//. Určete
g0.1; 1/, pokud f .1; 1/ D @1f .1; 1/ D 1 a @2f .1; 1/ D 2.

Řešení. Zobrazení h.x; y/ D Œf .y; x/; f .x; y/� splňuje h.1; 1/ D Œ1; 1�, přičemž dle
Věty 11.2.16 existuje i h0.1; 1/ a g0.1; 1/. Dále platí

g0.1; 1/ D .f ı h/0.1; 1/ D f 0.h.1; 1// ı h0.1; 1/ D f 0.1; 1/ ı h0.1; 1/:

Jelikož
f 0.1; 1/ D Œ@1f .1; 1/; @2f .1; 1/� D Œ1; 2�

a
@1h1.x; y/ D @1f .y; x/ � 0C @2f .y; x/ � 1 D @2f .y; x/;

@2h1.x; y/ D @1f .y; x/ � 1C @2f .y; x/ � 0 D @1f .y; x/;

h0
2.x; y/ D Œ@1f .x; y/; @2f .x; y/�;

tj.

h0.x; y/ D

�
h0
1.x; y/

h0
2.x; y/

�
D

�
@2f .y; x/ @1f .y; x/

@1f .x; y/ @2f .x; y/

�
:

Proto

g0.1; 1/ D

�
1 2

��2 1

1 2

�
D

�
4 5

�
:

|

11.8.26. Příklad. Vypočtěte g0.1; 1/, pokud pro g W R2 ! R derivace g0.1; 1/ exis-
tuje a funkce f .r; ˛/ D g.r cos˛; r sin˛/ splňuje f 0

�p
2; �

4

�
D Œ0; 4�.

Řešení. Zobrazení h.r; ˛/ D Œr cos˛; r sin˛� splňuje h
�p

2; �
4

�
D Œ1; 1� a

h0.r; ˛/ D

�
cos˛ �r sin˛

sin˛ r cos˛

�
;
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tj.

h0
�p

2;
�

4

�
D

�
1p
2

�1

1p
2

1

�
:

Z Věty 11.2.16 tak máme�
0 4

�
D f 0

�p
2;
�

4

�
D g0.1; 1/ ı h0

�p
2;
�

4

�
D

�
@1g.1; 1/ @2g.1; 1/

�� 1p
2

�1

1p
2

1

�
:

Tedy máme soustavu rovnic

@1g.1; 1/
1

p
2

C @2g.1; 1/
1

p
2

D 0

�@1g.1; 1/C @2g.1; 1/ D 4;

jejímž řešením je dvojice
g0.1; 1/ D Œ�2; 2�:

|

11.8.27. Příklad. Ukažte, že rovnice

sin.xy/C cos.xy/ D 1

určuje v jistém okolí bodu Œ�; 0� implicitně zadanou funkci proměnné x. Spočtěte
první a druhou derivaci této funkce v bodě � a nalezněte tečnou přímku ke grafu
této funkce v bodě Œ�; 0�.

Řešení. Položme

F.x; y/ D sin.xy/C cos.xy/ � 1; Œx; y� 2 R2:

Funkce F je zjevně třídy C1.R2/ a platí F.�; 0/ D 0 a

@F

@y
.�; 0/ D Œcos.xy/ � x � sin.xy/ � x�Œx;y�DŒ�;0� D � ¤ 0:

Dle Věty 11.4.1 tak existuje interval .� � ı; � C ı/ a interval .�ı; ı/ tak, že pro
každé x 2 B.�; ı/ existuje právě jedno y 2 B.0; ı/ splňující F.x; y/ D 0. Označme
tuto funkci definovanou na B.�; ı/ jako '. Dle Věty 11.4.1 je ' třídy C1.B.�; ı//,
'.�/ D 0 a splňuje vztah

sin.x'.x//C cos.x'.x// � 1 D 0; x 2 B.�; ı/:

Dvojnásobným derivováním této rovnice obdržíme postupně pro x 2 B.�; ı/ rov-
nosti

cos.x'/ � .' C x'0/ � sin.x'/ � .' C x'0/ D 0;

� sin.x'/ � .' C x'0/2 C cos.x'/ � .2'0
C x'00/

� cos.x'/ � .' C x'0/2 � sin.x'/ � .2'0
C x'00/ D 0;
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kde píšeme '; '0; '00 místo '.x/; '0.x/; '00.x/. Dosadíme-li bod x D � , dostáváme
'0.�/ D '00.�/ D 0. Tedy tečná přímka ke grafu ' v bodě � má tvar

t.x/ D '.�/C '0.�/.x � �/ D 0; x 2 R:

|

11.8.28. Příklad. Dokažte, že množina

A D
˚
Œx; y� 2 R2I ey C log x C xy D 0

	
je grafem nějaké funkce f třídy C 2 na .0;1/.

(a) Najděte nulový bod x0 funkce f a f 0.x0/.
(b) Vypočtěte limx!0C

f .x/ a limx!1 f .x/.
(c) Dokažte, že f nabývá absolutního minima právě v jednom bodě.

Řešení. Pro pevné x 2 .0;1/ uvažujme funkci fx.y/ D ey C log x C xy, y 2 R.
Jelikož f 0

x.y/ D ey C x, je fx rostoucí na R. Dále platí limy!�1 fx.y/ D �1

a limy!1 fx.y/ D 1. Existuje tedy právě jedno y.x/ D f .x/ 2 R takové, že
fx.y.x// D 0. Množina A je tedy grafem funkce f . Jelikož pro funkci F.x; y/ D

ey C log x C xy platí @F
@y
.x; y/ D ey C x > 0, popisuje rovnice F.x; y/ D 0 lokálně

funkci třídy C1. Tedy f je nekonečně diferencovatelná funkce na .0;1/.
(a) Pokud f .x/ D 0, pak z rovnice

ef .x/ C log x C xf .x/ D 0 (11.28)

vidíme, že x D e�1. Derivováním této rovnice obdržíme

ef .x/f 0.x/C
1

x
C f .x/C xf 0.x/ D 0; (11.29)

což po dosazení x D e�1 dává f 0.e�1/ D �
e2

eC1
. Funkce f je tak kladná na .0; e�1/

a záporná na .e�1;1/.
(b) Jelikož

jf .x/j D

ˇ̌̌̌
ˇ�ef .x/ � log x

x

ˇ̌̌̌
ˇ �

ef .x/

x
C

ˇ̌
log x

ˇ̌
x

�
1

x
C

ˇ̌
log x

ˇ̌
x

; x 2 .e�1;1/;

je limx!1 f .x/ D 0.
Dále ukážeme, že limx!0C

f .x/ D 1. Vskutku, pokud by tomu tak nebylo,
existuje posloupnost fxng kladných čísel konvergující k 0 taková, že ff .xn/g je ome-
zená. Limitním přechodem v (11.28) pak dostaneme �1 D 0, což je spor. Proto
limx!0C

f .x/ D 1.
(c) Jelikož f .e�1/ D 0, f .x/ < 0 pro x 2 .e�1;1/ a limx!1 f .x/ D 0, existuje

alespoň jeden bod, kde funkce nabývá svého absolutního minima. Předpokládej-
me, že existují dva takové body x1 < x2. Pak f 0.x1/ D f 0.x2/ D 0 a f .x1/ D f .x2/.
Z rovnice (11.29) nyní plyne

1

x1
C f .x1/ D 0 D

1

x2
C f .x2/;

tedy x1 D x2. To je však spor s naším předpokladem.
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|

11.8.29. Příklad. Uvažujte množinu

A D
˚
Œx; y� 2 R2I x3 C y3 � 2xy D 0

	
:

(a) Ukažte, že A \
˚
Œx; y� 2 R2I x < 0

	
je grafem funkce f , která je třídy

C1 ..0;1//.
(b) Ukažte, že f je klesající a H .f / D .0;1/.
(c) Existuje a > 0 a funkce f1 W Œ0;1/ ! .�1; 0�, f2; f3 W Œ0; a� ! Œ0;1/ ta-

kové, že množina A\
˚
Œx; y� 2 R2I x � 0

	
je sjednocením grafů f1; f2; f3

a f1 < 0 na .0;1/ a 0 < f2 < f3 na .0; a/.
(d) Funkce f1; f2; f3 jsou třídy C1 na vnitřku svého definičního oboru.
(e) Ukažte, že jsou funkce f1; f2; f3 spojité a vyšetřete jejich supremum a in-

fimum.

Řešení. (a) Pro pevné x < 0 uvažujeme funkci fx.y/ D x3 C y3 � 2xy, y 2 R. Pak
f 0
x.y/ D 3y2 � 2x > 0, limy!0C

fx.y/ D x3 < 0 a limy!1 fx.y/ D 1. Existuje
tedy právě jeden bod y.x/ D f .x/ 2 .0;1/ splňující

x3 C f .x/3 � 2xf .x/ D 0; x 2 .�1; 0/: (11.30)

(b) Ukažme, že limx!0�
f .x/ D 0. Kdyby tomu tak nebylo, existuje posloup-

nost fxng záporných čísel konvergující k 0 zleva taková, že f .xn/ ! M 2 .0;1�.
Pak ale z rovnice

f .x/
�
f .x/2 � 2x

�
D �x3

plyneM 3 D 0, což je spor.
Podobně ukážeme, že limx!�1 f .x/ D 1. Jinak by totiž existovala posloup-

nost fxng záporných čísel konvergující do �1 taková, že f .xn/ ! M 2 Œ0;1/. Pak
ale z (11.30) máme

f .xn/ D
�x3n

f .xn/2 � 2xn
D

x2

2 �
f .xn/
xn

;

což v limitním přechodu dá rovnostM D 1.
Dále si uvvědomme, že z Věty 11.4.1 plyne, že f 2 C1 ..�1; 0//. Vskutku,

funkce F.x; y/ D x3 C y3 � 2xy třídy C1.R2/ a splňuje @F
@y
.x; y/ D 3y2 � 2x > 0

kdykoliv x < 0. Tedy rovnice F.x; y/ D 0 lokálně určuje nekonečně diferencova-
telnou funkci. Proto je f třídy C1.

Vzhledem k vypočteným limitám funkce f musí existovat bod, kde je její de-
rivace záporná. Předpokládejme, že v nějakém bodě a < 0 platí f 0.a/ D 0. Pak
derivováním rovnice (11.30) dostáváme

3x2 C 3f .x/2f 0.x/ � 2f .x/ � 2xf 0.x/ D 0; x 2 .�1; 0/;

což po dosazení x D a implikuje rovnost 2f .x/ D 3x2. Další dosazení do (11.30)
dává rovnici,

x3 C

�
3

2
x2
�3

� 2x
3

2
x2 D 0
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jež nemá řešení v intervalu .�1; 0/. Proto f 0.x/ ¤ 0 pro x 2 .�1; 0/. Z Darbou-
xovy vlastnosti derivace (vizte Větu ??) nyní plyne, že f 0 je záporná na .�1; 0/.
Z výše uvedených vlastností nyní plyne, že f je klesající H .f / D .0;1/.

(c) Pro pevné x � 0 opět uvažujme funkci fx.y/ D x3 C y3 � 2xy, y 2 R.
Pokud x D 0, má funkce fx.y/ jediný kořen, a to 0. Nechť tedy x > 0. Pak
limy!�1 fx.y/ D 0 a limy!1 fx.y/ D 1. Dále f 0

x.y/ D 0 právě tehdy, když

y D ˙

q
2
3
x. Označme y1 D �

q
2
3
x a y2 D

q
2
3
x. Pak fx má v y1 lokální maximum,

y2 lokální minimum, fx roste na .�1; y1� a Œy2;1 a klesá na Œy1; y2�. Dále platí
fx.y1/ > fx.0/ > 0. Položme a D

2
3
2

2
3 . Pokud x < a, je fx.y2/ < 0, pokud x D a,

platí fx.y2/ D 0 a pokud x > a, platí fx.y2/ > 0. Z těchto informací nyní plyne,
že pro interval .0; a/ má rovnice fx.y/ D 0 tři kořeny f1.x/ < 0 < f2.x/ < f3.x/,
pro x D a má dva kořeny f1.x/ < 0 < f2.x/ D f3.x/ a pro x > a má pouze jeden
kořen f1.x/ < 0.

(d) Nekonečná diferencovatelnost funkcí f1; f2; f3 nyní plyne z Věty 11.4.1,
neboť pro funkci F.x; y/ D x3Cy3� 2xy platí @F

@y
D 3y2� 2x D 0 v nějakém bodě

Œx; y� 2 A právě tehdy, když Œx; y� D Œa;

q
2
3
a�.

(e) Uvažujme libovolnou funkci fi . Pak pro její derivaci platí

3x2 C 3fi .x/
2f 0
i .x/ � 2fi .x/ � 2xf 0

i .x/ D 0; x 2 IntD.fi /:

Pokud f 0
i .x/ D 0 pro nějaké x, pak x splňuje fi .x/ D

3
2
x2. Po dosazení do rovnice

x3Cf 3i .x/�2xfi .x/ D 0 pak dostáváme x D
2
3
2

1
3 a fi .x/ D

2
3
2

2
3 . Přímým výpočtem

vidíme, že 2
3
2

2
3 je největší z tří kořenů funkce f

2
32

1
3
.y/, a proto pouze funkce f3 má

v nějakém bodě nulovou derivaci (konkrétně v bodě b D
2
3
2

1
3 ).

Ukážeme, že limx!0C
fi .x/ D 0. Kdyby tomu tak nebylo, pro nějaké i 2

f1; 2; 3g existuje posloupnost fxng kladných čísel konvergující k 0, pro niž f .xn/ !

M 2 Œ�1;1�nf0g. Z rovnice x3nCfi .xn/.f
2
i .xn/�2xn/ D 0 pak ale plyne limitním

přechodemM 3 D 0, což je spor.
Podobně ukážeme, že limx!1 f1.x/ D �1. Kdyby tomu tak nebylo, nalez-

neme posloupnost fxng konvergující do 1, pro niž f1.xn/ ! M 2 .�1; 0�. Pak
z rovnosti

f1.x/ D
�x3

f 21 .x/ � 2x
D

�x2

f1.x/
x

� 2

plyne limitním přechodemM D 1, tj. spor.
Z výše uvedených faktů nyní máme, že f 0

1 < 0 na .�1; 0/, f 0
2 > 0 na .0; a/

a f 0
3 > 0 na .0; b/.

Dále ukážeme, že limx!a�
f2.x/ D limx!a�

f3.x/ D

q
2
3
a. K tomuto účelu

nejdříve dokážeme omezenost množiny A v prvním kvadrantu. Nechť tedy Œx; y� 2

A splňuje x � 0, y � 0. Zřejmě můžeme předpokládat, že maxfx; yg > 0. Pak
máme

0 D x3 C y3 � 2xy � .maxfx; yg/3 � 2 .maxfx; yg/2 ;
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neboli
2 .maxfx; yg/2 � .maxfx; yg/3 :

To implikuje maxfx; yg � 2. Dostáváme tedy, že funkce f2 i f3 jsou omezené.

Nechť fxng je posloupnost v Œ0; a/ konvergující k a. Pokud f2.xn/ ¹
q
2
3
a, existuje

podposloupnost fxnk
g aM ¤

q
2
3
a takové, že f2.xnk

/ ! M . Limitním přechodem
v rovnosti x3 C f 32 .xnk

/� 2xf .xnk
/ D 0 pak máme, žeM je nezáporným kořenem

funkce fa různým od
q
2
3
a. To je však spor s úvahami v (c). Tedy f .xn/ !

q
2
3
a.

Podobně se ukáže, že limx!a�
f3.x/ D

q
2
3
a.

Nyní jižmůžeme učinit závěr. Funkce f1 je klesající aH .f1/ D .�1; 0�,H .f2/ D

Œ0;

q
2
3
a� a H .f3/ D Œ0; f3.b/� D Œ0; 2

3
2

2
3 �. |

11.8.30. Příklad. Dokažte, že existuje okolí V bodu Œ3;�2; 2� takové, že množina˚
Œx; y; ´� 2 V I ´3 � x´C y D 0

	
je grafem funkce ´ D ´.x; y/. Vypočtěte tečnou

rovinu ke grafu funkce ´ v bodě Œ3;�2; 2� a @2´
@y2 .Œ3;�2�/.

Řešení. Použijeme Větu 11.4.1 pro funkci F.x; y; ´/ D ´3 � x´C y a bod Œ3;�2; 2�.
Zjevně je F třídy C1.R3/, F.3;�2; 2/ D 0 a

@F

@´
.3;�2; 2/ D

�
3´2 � x

�
Œx;y;´�DŒ3;�2;2�

D 9 ¤ 0:

Předpoklady Věty 11.4.1 jsou tak splněny, a tedy máme existenci požadovaného
okolí V . Tedy ´ D ´.x; y/ W U ! R je funkce třídy C1 definovaná na nějakém
okolí U obsahujícím bod Œ3;�2� a splňující F.x; y; ´.x; y// D 0 spolu s podmínkou
´.3;�2/ D 2.

Derivujme rovnost ´3 � x´C y D 0 podle x a podle y na U . Dostáváme tak

0 D 3´2´x � ´ � x´x a 3´2´y � x´y C 1 D 0: (11.31)

Po dosazení Œx; y; ´� D Œ3;�2; 2�máme ´x.3;�2/ D
2
9
a ´y.3;�2/ D �

1
9
. Tedy tečná

nadrovina t k funkci ´ v bodě Œ3;�2; 2� je

t.x; y; ´/ D 2C
2

9
.x � 3/ �

1

9
.y C 2/; Œx; y; ´� 2 R3:

Derivujeme-li druhou rovnici v (11.31) podle y, dostáváme

6´.´y/
2

C 3´2´yy � x´yy D 0:

Po dosazení Œx; y; ´� D Œ3;�2; 2� a ´y D �
1
9
vyjde ´yy.3;�2/ D �

4
243

. |

11.8.31. Příklad. Nechť je funkce ´ D ´.x; y/ třídy C 1 na nějakém okolí U bodu
Œa; b� a splňuje na něm rovnici ´ D x C arctg y

´�x
.

(a) Vyjádřete ´x pomocí x; y a ´.x; y/ na U .
(b) Ukažte, že pro každý bod Œa; b�, kde b > 0, existuje U a ´.x; y/ s výše

uvedenými vlastnostmi.
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Řešení. (a) Nechť Œx; y; ´� splňuje rovnici ´ D x C arctg y
´�x

. Pokud y D 0, ´ D x

a pravá strana rovnosti není definována. Tedy y ¤ 0. Jelikož ´ � x D arctg y
´�x

, je
´ � x 2

�
�
�
2
; �
2

�
. Proto

y D .´ � x/ tg.´ � x/ > 0

(funkce u tgu je kladná na
�
�
�
2
; �
2

�
).

Derivujeme-li rovnost ´ D x C arctg y
´�x

podle x, dostáváme

´x D 1 �
y.´x � 1/

.´ � x/2 C y2
:

Úpravou obdržíme

´x..´ � x/2 C y2 C y/ D .´ � x/2 C y2 C y;

tj. ´x D 1 (díky předchozím úvahám víme, že .´ � x/2 C y2 C y > 0).
(b)Nechť Œa; b� 2 R2 splňující b > 0 je dáno.Uvažujme funkci f .´/ D �´CaC

arctg b
´�a

. Pak f je spojitá na .a;1/ a splňuje lim´!aC
f .´/ D

�
2
, lim´!1 f .´/ D

�1. Existuje tedy c 2 .a;1/ splňující f .c/ D 0. Uvažujme nyní bod Œa; b; c�
a funkci F.x; y; ´/ D �´ C x C arctg y

´�x
. Pak F.a; b; c/ D 0, F je třídy C1 na

nějakém okolí Œa; b; c� a
@F

@´
.Œa; b; c�/ D �1 �

b

.c � a/2 C b2
< 0:

Dle Věty 11.4.1 existuje požadované okolí bodu Œa; b; c� a příslušná funkce ´. |

11.8.32. Příklad. Ukažte, že existují funkce u D u.x; y/ a v.x; u/ definované na
nějakémokolíU bodu Œ1; 2�, které jsou naU třídyC 1, splňují u.1; 2/ D 0, v.1; 2/ D 0

a platí pro ně rovnice

xeuCv
C 2uv D 1; yeu�v

�
u

1C v
D 2x:

Dále vypočtěte u0.1; 2/ a v0.1; 2/.

Řešení. Uvažujme bod a D Œ1; 2; 0; 0� a funkci

F W Œx; y; u; v� 7!

�
xeuCv

C 2uv � 2; yeu�v
�

u

1C v
� 2x

�
:

Pak F.a/ D 0, F je třídy C1 na nějakém okolí a a platíˇ̌̌̌
ˇ̌ @F1

@u
.a/ @F1

@v
.a/

@F2

@u
.a/ @F2

@v
.a/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌ xeuCv C 2v xeuCv C 2u

yeu�v �
1
1Cv

�yeu�v C
u

.1Cv/2

ˇ̌̌̌
ˇ̌
Œx;y;u;v�DŒ1;2;0;0�

D

ˇ̌̌̌
ˇ̌1 1

1 �2

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D �3:

Jsou tak splněny předpoklady Věty 11.4.3. Existuje proto okolí U obsahující Œ1; 2�
a V obsahující Œ0; 0� takové, že pro každé x 2 U existuje právě jedno y D '.x/ 2
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V splňující F.x;y/ D 0. Označíme-li složky ' jako u.x; y/ a v.x; y/, dostáváme
požadované funkce třídy C1 na U .

Derivujeme-li nyní vztahy

xeuCv
C 2uv � 2 D 0

yeu�v
�

u

1C v
� 2x D 0

(11.32)

podle x, dostáváme

euCv
C xeuCv.ux C vx/C 2uxv C 2uvx D 0

yeu�v.ux � vx/ �
1

.1C v/2
.ux.1C v/ � uvx/ � 2 D 0:

Po dosazení Œx; y; u; v� D Œ1; 2; 0; 0� máme systém

ux C vx D �1

ux � 2vx D 2;

jehož řešením je ux.1; 2/ D 0 a vx.1; 2/ D �1.
Zderivováním (11.32) podle y dostaneme

xeuCv.uy C vy/C 2uyv C 2uvy D 0

eu�v
C yeu�v.uy � vy/ �

1

.1C v/2

�
uy.1C v/ � uvy

�
D 0:

Po dosazení máme rovnice
uy C vy D0

yy � 2vy D �1:

Řešení je uy.1; 2/ D �
1
3
a vy.1; 2/ D

1
3
.

Proto u0.1; 2/ D Œ0;�1
3
� a v0.1; 2/ D Œ�1; 1

3
�. |

11.8.33. Příklad. Dokažte, že existují funkce ´.x; y/, t.x; y/, které jsou třídy C1

na nějakém okolí U obsahujícím Œ1;�1� a splňují rovnice

x2 C y2 �
1

2
´2 � t3 D 0; x C y C ´ � t � 2 D 0;

spolu se vztahy ´.1;�1/ D 2, t.1;�1/ D 0.
Spočtěte ´00.1;�1/.

Řešení. Uvažujme bod a D Œ1;�1; 2; 0� a funkci

F W Œx; y; ´; t � 7!

�
x2 C y2 �

1

2
´2 � t3; x C y C ´ � t � 2

�
:
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Pak F.a/ D 0, F je třídy C1 naR4 a platíˇ̌̌̌
ˇ̌ @F1

@´
.a/ @F1

@t
.a/

@F2

@´
.a/ @F2

@t
.a/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌�´ �3t2

1 �1

ˇ̌̌̌
ˇ̌
Œx;y;´;t�DŒ1;�1;2;0�

D

ˇ̌̌̌
ˇ̌�2 0

1 �1

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D 2:

Jsou tak splněny předpoklady Věty 11.4.3. Existuje proto okolíU obsahující Œ1;�1�
a V obsahující Œ2; 0� takové, že pro každé x 2 U existuje právě jedno y D '.x/ 2

V splňující F.x;y/ D 0. Označíme-li složky ' jako ´.x; y/ a t.x; y/, dostáváme
požadované funkce třídy C1 na U .

Derivujeme-li nyní rovnice

x2 C y2 �
1

2
´2 � t3 D 0

x C y C ´ � t � 2 D 0

podle x, máme

2x � ´´x � 3t2tx D 0

1C ´x � tx D 0:
(11.33)

Po dosazení Œx; y; ´; t � D Œ1;�1; 2; 0� dostáváme soustavu

�2´´ D 0

´x � tx D �1;

jejímž řešením je ´x.1;�1/ D 1 a tx.1;�1/ D 2.
Zderivováním podle y dostáváme

2y � ´´y � 3t2ty D 0

1C ´y � ty D 0:

Po dosazení obdržíme ´y.1;�1/ D �1, ty.1;�1/ D 0.
Obdržené vztahy znovu zderivujeme podle x, y a (11.33) podle y a dostaneme

2 � .´x/
2

� ´´xx � 6t.tx/
2

� 3t2txx D 0

´xx � txx D 0;

2 � .´y/
2

� ´´yy � 6t.ty/
2

� 3t2tyy D 0

´yy � tyy D 0;

a
�´y´x � ´´xy � 6t ty tx � 3t2txy D 0

´xy � txy D 0:
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Po dosazení vyjde ´xx.1;�1/ D txx.1;�1/ D
1
2
, ´yy.1;�1/ D tyy.1;�1/ D

1
2

a ´xy.1;�1/ D txy.1;�1/ D
1
2
. Tedy

´00.1;�1/ W Œh1; h2� 7!
1

2
h21 C h1h2 C

1

2
h22:

|

11.8.34. Příklad. Ukažte, že rovnice

x D uC v2; y D u2 � v3

definují na jistém okolí bodu Œ3; 3� funkce u.x; y/, v.x; y/ třídy C1, které splňují
u.3; 3/ D 2, v.3; 3/ D 1. Spočtěte ´xy.3; 3/, pokud ´ D 2uv.

Řešení. Uvažujme bod a D Œ3; 3; 2; 1� a funkci

F W Œx; y; u; v� 7!
�
x � u � v2; y � u2 C v3

�
:

Pak F.a/ D 0, F je třídy C1 na R4 a platíˇ̌̌̌
ˇ̌ @F1

@u
.a/ @F1

@v
.a/

@F2

@u
.a/ @F2

@v
.a/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌ �1 �2v

�2u 3v2

ˇ̌̌̌
ˇ̌
Œx;y;u;v�DŒ3;3;2;1�

D

ˇ̌̌̌
ˇ̌�1 �2

�4 3

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D �11:

Jsou tak splněny předpoklady Věty 11.4.3. Existuje proto okolí U obsahující Œ3; 3�
a V obsahující Œ2; 1� takové, že pro každé x 2 U existuje právě jedno y D '.x/ 2

V splňující F.x;y/ D 0. Označíme-li složky ' jako u.x; y/ a v.x; y/, dostáváme
požadované funkce třídy C1 na U .

Vzhledem k tomu, že

´xy D 2
�
uxyv C uxvy C uyvx C uvxy

�
; (11.34)

potřebujeme vypočítat jednotlivé derivace u a v. K tomuto účelu derivujeme rov-
nice

uC v2 D x

u2 � v3 D y

podle x a podle y. Dostaneme tak systémy
ux C 2vvx D 1

2uux � 3v2vx D 0

a
uy C 2vvy D 0

2uuy � 3v2vy D 1:

Po dosazení máme

ux.3; 3/ D
3

11
; vx.3; 3/ D

4

11
; uy.3; 3/ D

2

11
; vy.3; 3/ D �

1

11
:
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Dalším derivováním obdržíme soustavu
uyx C 2vxvy C 2vvyx D 0

2uxuy C 2uuyx � 6vvxvy � 3v2vyx D 0;

jejímž řešením po dosazení je

uyx.3; 3/ D
224

113
; vyx.3; 3/ D �

68

113
:

Díky záměnnosti parciálních derivacímůžemedosadit do (11.34) a obdržet ´xy.3; 3/ D
26
121

. |

11.8.35. Příklad. Nechť C 1-funkce u W R2 ! R splňuje rovnici

xuy � yux D 0:

Zjistěte, jakou rovnici splňuje na R2 funkce u�.r; ˛/ D u.r cos˛; r sin˛/, .r; ˛/ 2

R2. Výsledek použijte k nalezení nějakého nekonstantního řešení původní rovnice.

Řešení. Pomocí Věty 11.2.18 máme

u�
r D ux cos˛ C uy sin˛
u�
˛ D ux.�r sin˛/C uy.r cos˛/:

Vyjádříme ux a uy a dostáváme

�rux D �r cos˛u�
r C sin˛u�

˛

ruy D r sin˛u�
r C cos˛u�

˛:

Pro r ¤ 0 tak platí

�ux D � cos˛u�
r C

1

r
sin˛u�

˛

uy D sin˛u�
r C

1

r
cos˛u�

˛:

Tedy pro r ¤ 0 platí

0 D xuy � yux D r cos˛ux � r sin˛uy D ru�
˛:

Tedy u�
˛ D 0 na R2 n .f0g � R/. Jelikož je u� třídy C 1, platí tato rovnost na R2.

Nyní stačí zvolit funkci nezávislou na ˛, například u�.r; ˛/ D r2. Pak u.x; y/ D

x2 C y2, Œx; y� 2 R2, je nekonstantní řešení zadané rovnice.
|

11.8.36. Příklad. Nechť C 2-funkce u W R2 ! R splňuje Laplaceovu rovnici

uxx C uyy D 0:

Zjistěte, jakou rovnici splňuje funkce u�.r; ˛/ D u.r cos˛; r sin˛/namnožině .0;1/�

R.
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Řešení. Z Příkladu 11.8.35 víme, že

@1u.r cos˛; r sin˛/ D cos˛u�
r .r; ˛/ �

1

r
sin˛u�

˛.r; ˛/

@2u.r cos˛; r sin˛/ D sin˛u�
r .r; ˛/C

1

r
cos˛u�

˛.r; ˛/:

Označíme f .x; y/ D @1u.x; y/ a

f �.r; ˛/ D f .r cos˛; r sin˛/ D @1u.r cos˛; r sin˛/:

Dosazením do přechozích vztahů za u D f dostáváme
@11u.r cos˛; r sin˛/ D @1 .@1u.r cos˛; r sin˛// D @1 .f .r cos˛; r sin˛//

D
@f �

@r
.r; ˛/ cos˛ �

sin˛
r

@f �

@˛
.r; ˛/

D
@

@r
.f .r cos˛; r sin˛// cos˛ �

sin˛
r

@

@˛
.f .r cos˛; r sin˛//

D
@

@r

�
cos˛u�

r .r; ˛/ �
sin˛
r
u�
˛.r; ˛/

�
�

sin˛
r

@

@˛

�
cos˛u�

r .r; ˛/ �
sin˛
r
u�
˛.r; ˛/

�
D cos˛

�
cos˛u�

rr C
sin˛
r2

u�
˛ �

sin˛
r
u�
˛r

�
�

sin˛
r

�
u�
r˛ cos˛ � sin˛u�

r �
sin˛
r
u�
˛˛ �

cos˛
r

u�
˛

�
D u�

rr cos
2 ˛ �

2

r
u�
r˛ cos˛ sin˛ C

1

r2
u�
˛˛ sin

2 ˛

C
1

r
u�
r sin

2 ˛ C
2

r2
u�
˛ sin˛ cos˛:

Obdobně vyjde

@22u.r cos˛; r sin˛/ D u�
rr sin

2 ˛ C
2

r
u�
r˛ sin˛ cos˛ C

1

r2
u�
˛˛ cos

2 ˛

�
2

r2
u�
˛ sin˛ cos˛ C

1

r
u�
r cos

2 ˛:

Tedy dostáváme rovnost

0 D @11u.r cos˛; r sin˛/C @22u.r cos˛; r sin˛/

D u�
rr C

1

r2
u�
˛˛ C

1

r
u�
r :

|

11.8.37. Příklad.

11.8.38. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množiněM , pokud

f .x; y/ D x2 � xy C y2; M D
˚
Œx; y� 2 R2I jxj C jyj � 1

	
:
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Řešení. Množina M je zjevně omezená a uzavřená, tj. kompaktní (Věta 10.6.9).
Funkce f je třídy C1 na R2, a tedy nabývá naM svého minima a maxima. Máme
IntM D

˚
Œx; y� 2 R2I jxj C jyj < 1

	
. Bod podezřelý z extrému ležící v IntM musí

splňovat rf .x; y/ D Œ0; 0� (vizte Větu 11.5.3), tj.

Œ2x � y; 2y � x� D Œ0; 0�:

To nastává právě tehdy, když Œx; y� D Œ0; 0�.
Další body podezřelé z extrémubudemehledat na @M D

˚
Œx; y� 2 R2I jxj C jyj D 1

	
.

HraniciM můžeme popsat pomocí čtyř úseček, například

M1 D fŒx; 1 � x�I x 2 Œ0; 1�g :

Pak funkce g.x/ D f .x; 1 � x/ má tvar

g.x/ D x2 � x.1 � x/C .1 � x/2 D 3x2 � 3x C 1; x 2 Œ0; 1�;

která má body podezřelé z extrému v krajních bodech intervalu Œ0; 1� a dále v bodě,
kde g0.x/ D 0, tj. v bodě 1

2
. Celkově dostáváme Œ1

2
; 1
2
�; Œ1; 0�; Œ0; 1� jako body, kde f

může nabývat extrému naM .
Podobným způsobem popíšeme zbývající hrany @M a dostaneme další body

Œ�1; 0�; Œ0;�1�; Œ�
1

2
;
1

2
�; Œ�

1

2
;�
1

2
�; Œ
1

2
;�
1

2
�:

Porovnánímhodnot funkce f ve všech podezřelých bodech zjistíme, žemin f .M/ D

f .0; 0/ D 0 a

maxf .M/ D f .1; 0/ D f .0; 1/ D f .�1; 0/ D f .0;�1/ D 1:

|

11.8.39. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množině M , pokud
a > 0, b > 0 a

f .x; y/ D
x

a
C
y

b
; M D

˚
Œx; y� 2 R2I x2 C y2 � 1

	
:

Řešení. MnožinaM je zjevně kompaktní, takžeC1 funkce f na ní nabývá svých ex-
trémů. Jelikož rf .x; y/ D Œ 1

a
; 1
b
�, žádný bod podezřelý z extrému neleží v IntM D˚

Œx; y� 2 R2I x2 C y2 < 1
	
. Parametrizujeme @M jako dvě půlkružnice

M1 D

n
Œx;

p
1 � x2�I x 2 Œ0; 1�

o
; M2 D

n
Œx;�

p
1 � x2�I x 2 Œ0; 1�

o
:

Pak funkce f jM1
má tvar

g.x/ D f .x;
p
1 � x2/ D

x

a
C

p
1 � x2

b
; x 2 Œ0; 1�:

Její derivace je rovna

g0.x/ D
1

a
�

x

b
p
1 � x2

; x 2 .0; 1/:
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Tedy pokud g0.x/ D 0, pak x D ˙
bp

a2Cb2
.Máme tedy podezřelé body Œ˙ bp

a2Cb2
; ap

a2Cb2
�.

Zahrneme ještě do úvahy krajní body Œ1; 0� a Œ�1; 0�.
Při vyšetřování f naM2 nám vyjdou body Œ˙ bp

a2Cb2
;� ap

a2Cb2
�. Porovnáním

hodnot ve všech podezřelých bodem zjistíme, že

minf .M/ D f

�
�

b
p
a2 C b2

;�
a

p
a2 C b2

�
D �

p
a2 C b2

ab
;

maxf .M/ D f

�
b

p
a2 C b2

;
a

p
a2 C b2

�
D

p
a2 C b2

ab
:

|

11.8.40. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množiněM , pokud

f .x; y; ´/ D x2 C y2 C ´2 C 2x C 4y � 6´; M D R3:

Řešení. MnožinaM není omezená. Vzhledem k tomu, že

f .x; y; ´/ D .x C 1/2 C .y C 2/2 C .´ � 3/2 � 14; Œx; y; ´� 2 R3;

nabývá f svého minima min f .M/ D �14 v bodě Œ�1;�2; 3�. Jelikož

lim
n!1

f .n;�2; 3/ D 1;

supremum f naM je rovno 1. |

11.8.41. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množiněM , pokud

f .x; y; ´/ D .x C y C ´/e�.xC2yC3´/; M D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x > 0; y > 0; ´ > 0

	
:

Řešení. Funkce f je třídy C1 na R3 aM D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x � 0; y � 0; ´ � 0

	
. Ze

spojitosti f na R3 plyne rovnost sup f .M/ D supf .M/ a inf f .M/ D inff .M/.
Vyšetříme nejprve body podezřelé z extrému, které leží v IntM D M . V těchto
bodech musí být rf .x; y; ´/ D o, tj.

e�.xC2yC3´/ Œ1 � .x C y C ´/; 1 � 2.x C y C ´/; 1 � 3.x C y C ´/� D o:

Tato soustava však nemá řešení, a tedy vM žádný bod podezřelý z extrému neleží.
Uvažujme nyní jednu ze „stěn“ tvořící @M , například

M1 D fŒx; y; 0�I x � 0; y � 0g :

Pak máme funkci g.x; y/ D f .x; y; 0/ D .x C y/e�.xC2y/ na N D fŒx; y� 2 R2I x �

0; y � 0g. Jako výše dostaneme, že g nemá v IntN podezřelý bod. Musíme tedy
uvažovat @N D N1 [N2, kde

N1 D fŒx; 0�I x � 0g ; N2 D fŒ0; y�I y � 0g :

Funkce h.x/ D g.x; 0/ D xe�x , x 2 Œ0;1/, má bod podezřelý z extrému v 0 a v bo-
dě, kde h0.x/ D e�x.1 � x/ D 0, tj. v x D 1. Dostáváme tak body

Œ0; 0; 0�; Œ1; 0; 0�:
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VmnožiněN2 dostáváme další podezřelý bod Œ0; 1
2
; 0�. Tímmáme vyřešenu otázku

množiny N .
Zbývající stěny tvořící @M poskytnou bod Œ0; 0; 1

3
�.

Funkce f je zjevně nezáporná naM , tedy

inff .M/ D minf .M/ D f .0; 0; 0/ D 0:

Zbývá dokázat, že

supf .M/ D maxf .M/ D f .1; 0; 0/ D e�1:

K tomuto účelu uvažujme odhad

f .x; y; ´/ �
x C y C ´

exCyC´
; Œx; y; ´� 2 M: (11.35)

Jelikož limr!1
r
er D 0, existuje r > 1 takové, že r

er < e
�1. Uvažujme množinu

K D
˚
Œx; y; ´� 2 M I x C y C ´ � r

	
:

Pak K je omezená a uzavřená, tedy kompaktní. Funkce f tedy nabývá na K svého
maxima, přičemž z výpočtů výše a (11.35) plyne, že max f .K/ D f .1; 0; 0/. Díky
(11.35) dále máme, že maxf .K/ D maxf .M/. Tím je důkaz dokončen. |

11.8.42. Příklad. Určete supremum a infimum funkce f na množiněM , kde

f .x; y; ´/ D .x C y/2 C .x � y/2 C ´; M D Œ�1; 1� � Œ�1; 1� � Œ�1; 1�:

Řešení. Množina M je zjevně kompaktní a f je třídy C1 na R3. Proto nabývá
na M svých extrémů. Pokud x; y; ´1; ´2 2 R splňují ´1 < ´2, pak f .x; y; ´1/ <
f .x; y; ´2/. Tedy f nabývá své maximum na M1 D Œ�1; 1� � Œ�1; 1� � f1g a mini-
mum naM2 D Œ�1; 1� � Œ�1; 1� � f�1g.

K určení maxima tak vyšetřujeme maximum funkce g.x; y/ D .x C y/2 C

.x � y/2 C 1 D 2x2 C 2y2 C 1 na množině Œ�1; 1� � Œ�1; 1�. Jelikož g.x; y/ D

2dist.Œx; y�; Œ0; 0�/2 C 1, vidíme, že body v Œ�1; 1� � Œ�1; 1� nejvzdálenější od po-
čátku jsou Œ1; 1�; Œ�1; 1�; Œ�1;�1�; Œ1;�1�.

Podobně postupujeme při hledání minima a dospějeme k bodu Œ0; 0�. Tedy

minf .M/ D f .0; 0;�1/ D �1;

maxf .M/ D f .1; 1; 1/ D f .1;�1; 1/ D f .�1;�1; 1/ D f .�1; 1; 1/ D 5:

|

11.8.43. Příklad. Určete supremum a infimum funkce f na množiněM , kde

f .x; y/ D x C y; M D
˚
Œx; y� 2 R2I x3 C y3 � 2xy D 0; x � 0; y � 0

	
:

Řešení. MnožinaM je zřejmě uzavřená. Díky Příkladu 11.8.29 víme, žeM je ome-
zená a tedy je kompaktní. Funkce f je spojitá, a tedy nabývá naM svých extrémů.
Použijeme Větu 11.5.8 pro G D R2, m D 1 a g.x; y/ D x3 C y3 � 2xy. Platí

rg.x; y/ D .3x2 � 2y; 3y2 � 2x/;
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a tedy rg.x; y/ D .0; 0/ právě tehdy, když Œx; y� D Œ0; 0�. Tím jsme získali podezře-
lý bod z extrému prvního druhu. Protože rf .x; y/ D .1; 1/, dostáváme soustavu
rovnic

1C �.3x2 � 2y/ D 0

1C �.3y2 � 2x/ D 0

x3 C y3 � 2xy D 0:

Z první rovnice plyne, že � ¤ 0. Odečtením druhé rovnice od první dostaneme

3x2 � 3y2 D 2y � 2x;

tj.
.x � y/ .3.x C y/C 2/ D 0:

Vzhledem k tomu, že uvažujeme pouze body v prvním kvadrantu, plyne odtud
y D x. Po dosazení do třetí rovnice obdržíme

x D y D 0 nebo x D y D 1:

Tedy
maxf .M/ D f .1; 1/ D 2; minf .M/ D f .0; 0/ D 0:

|

11.8.44. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množiněM , pokud

f .x; y/ D xy´; M D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C ´2 D 1; x C y C ´ D 0

	
:

Řešení. MnožinaM je zjevně kompaktní a f je třídyC1.R3/. PoužijemeVětu 11.5.8
pro funkci f a vazební funkce g1.x; y; ´/ D x2Cy2C´2�1 a g2.x; y; ´/ D xCyC´.
Jelikož

rg1.x; y; ´/ D 2Œx; y; ´�; rg2.x; y; ´/ D Œ1; 1; 1�;

jsou vektory Œx; y; ´� a Œ1; 1; 1� lineárně závislé právě tehdy, když x D y D ´. Takový
bod však splňuje rovnice g1.x; x; x/ D 3x2 � 1 D 0 a g2.x; x; x/ D 3x D 0, což
nelze.

Jelikož rf .x; y; ´/ D Œy´; x´; xy�, řešíme tuto soustavu rovnic:
y´C �12x C �2 D 0

x´C �12y C �2 D 0

xy C �12´C �2 D 0

x2 C y2 C ´2 D 1

x C y C ´ D 0:

Odečtením první rovnice od druhé dostáváme

�´.x � y/C 2�1.x � y/ D 0:

Odtud plyne, že musí být x D y nebo ´ D 2�1. Podobně odečtením třetí rovnice
od druhé obdržíme

�x.y � ´/C 2�1.y � ´/ D 0:
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Toto dává x D 2�1 nebo y D ´. Dostáváme proto, že musí být buď x D y nebo
y D ´ nebo x D ´. Podívejme se nejprve na případ x D y. Z páté rovnice máme
´ D �2x, což po dosazení do čtvrté rovnice dá 6x2 D 1. K bodům x D ˙

1p
6

dopočítáme y a ´. Případy y D ´ a ´ D x pak vyřešíme obdobně. Obdržíme tak
tyto podezřelé body:�

2
p
6
;

�1
p
6
;

�1
p
6

�
;

�
�1
p
6
;
2

p
6
;

�1
p
6

�
;

�
�1
p
6
;

�1
p
6
;
2

p
6

�
;�

�2
p
6
;
1

p
6
;
1

p
6

�
;

�
1

p
6
;

�2
p
6
;
1

p
6

�
;

�
1

p
6
;
1

p
6
;

�2
p
6

�
:

Výpočtemhodnot f v jednotlivých bodech zjistíme, že f nabývámaxima v bodech
z prvního řádku a minima v bodech druhého řádku. |

11.8.45. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množiněM , pokud

f .x; y; ´/ D x2C2x´Cy2C´; M D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C ´2 D 1; x D y2 C ´2

	
:

Řešení. Množina M je zjevně kompaktní a f je třídy C1.R3/. Nabývá tak na M
svých extrémů. Povšimneme si, že bod Œx; y; ´� 2 M splňuje x � 0 a zároveň pro
něj platí x2 C x � 1 D 0, tj. x D

1
2

�p
5 � 1

�
. Označme a D

1
2

�p
5 � 1

�
. Pak lzeM

popsat jako ˚
Œa; y; ´� 2 R3I a D y2 C ´2

	
:

Tedy extremalizujeme funkci

g.y; ´/ D f .a; y; ´/ D a2 C 2a´C y2 C ´

na kružnici
N D

˚
Œy; ´� 2 R2I a D y2 C ´2

	
:

Na tuto úlohu použijeme Větu 11.5.8. Vazební podmínka g.y; ´/ D y2 C ´2 � a

má gradient roven rg.y; ´/ D Œ2y; 2´�, který je roven o pouze v počátku, což však
není prvek N . Musíme tedy vyřešit soustavu

2y C �2y D 0

2aC 1C �2´ D 0

y2 C ´2 D a:

Z první rovnice odvodíme � D �1 nebo y D 0. Pokud y D 0, z třetí rovnice máme
´ D ˙

p
a. Pokud � D �1, druhá rovnice implikuje ´ D aC

1
2
. Dosadíme-li do třetí

rovnice, máme

y2 D a � ´2 D a �

�
aC

1

2

�2
D �a2 �

1

4
< 0;

což je nemožné.
Dostali jsem tedy dva podezřelé body

Œa; 0;
p
a�; Œa; 0;�

p
a�:
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Dosazením zjistíme, že v prvním bodě nabývá f maxima a v druhém minima. |

11.8.46. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množiněM , pokud

f .x; y; ´/ D 10´C x � y; M D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C ´2 � 1; x C y � 0

	
:

Řešení. Množima M je zjevně kompaktní a f je třídy C1.R3/. Rozdělíme M na
množiny

M1 D IntM D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C ´2 < 1; x C y > 0

	
;

M2 D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C ´2 D 1; x C y > 0

	
;

M3 D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C ´2 < 1; x C y D 0

	
;

M4 D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C ´2 D 1; x C y D 0

	
:

Jelikož rf D Œ1;�1; 10�, nemá dle Věty 11.5.3 funkce f v M1 bod podezřelý
z extrému.

Použijeme nyní Větu 11.5.8 pro

G D
˚
Œx; y; ´� 2 R3I x C y > 0

	
a vazební funkci g.x; y; ´/ D x2 C y2 C ´2 � 1. Jelikož rg.´; y; ´/ D Œ2x; 2y; 2´�, je
rg nenulový na množině fx 2 GI g.x/ D 0g. Musíme tak vyřešit soustavu

1 � 2�x D 0

�1 � 2�y D 0

10 � 2�´ D 0

x2 C y2 C ´2 D 1:

Zjevně platí � ¤ 0. Dostáváme tak

x D
1

2�
; y D

�1

2�
; ´ D

5

�
:

Tedy
x C y D 0;

což znamená, že Œx; y; ´� … G. Nemáme tak žádný podezřelý bod ležící v množině
M2.

Uvažujme nyní množinu M3. Pro body Œx; y; ´� 2 M3 platí y D �x, tj. 2x2 C

´2 < 1. Extremalizujeme tak funkci

h.x; ´/ D 10´C 2x

na množině
N D

˚
Œx; ´� 2 R2I 2x2 C ´2 < 1

	
:

Jelikož rh D Œ2; 10�, nemá h v N bod podezřelý z extrému.
Zbývá nám tak množina M4. Použijeme-li rovnost y D �x, dostáváme extre-

malizaci funkce
h.x; ´/ D 10´C 2x
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na množině
N D

˚
Œx; ´� 2 R2I 2x2 C ´2 D 1

	
:

Evidentně neexistují v N podezřelé body prvního druhu. Řešíme tak soustavu

2 � �4x D 0

10 � �2´ D 0

2x2 C ´2 D 1:

Z první a druhé rovnice máme � ¤ 0, a tedy x D
1
2�
, ´ D

5
�
. Po dosazení do třetí

rovnice dostáváme

�2 D
51

2
:

Máme tak body�
1

p
102

;�
1

p
102

;
10

p
102

�
;

�
�

1
p
102

;
1

p
102

;�
10

p
102

�
:

V prvním z nich má f maximum o hodnotě
p
102, v druhém minimum o hodnotě

�
p
102. |

11.8.47. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množiněM , pokud

f .x; y/ D y; M D
˚
Œx; y� 2 R2I .x2 C y2/2 � 2.x2 � y2/ D 0

	
:

Řešení. MnožinaM je zjevně uzavřená a f třídy C1.R2/. MnožinaM je též ome-
zená. Vskutku, uvažujme libovolné a D Œx; y� 2 M . Zapišme ho v polárních sou-
řadnicích jako Œr cos˛; r sin˛�, kde r � 0 a ˛ 2 Œ0; 2�/. Pak a splňuje rovnici

0 D r4 � 2r2.cos2 ˛ � sin2 ˛/:

Uvažujeme-li a ¤ o, máme rovnost

r2 D 2 cos.2˛/:

Tedy r �
p
2. Proto je množinaM obsažena v kruhu o středu o a poloměru

p
2.

Funkce f tak nabývá naM svých extrémů. Pro vazební funkci g.x; y/ D .x2C

y2/2 � 2.x2 � y2/ platí

rg.x; y/ D
�
4x.x2 C y2 � 1/; 4y.x2 C y2 C 1/

�
D o

právě tehdy, když Œx; y� D Œ0; 0�.
Dále řešíme soustavu

�4x.x2 C y2 � 1/ D 0

1 � �4y.x2 C y2 C 1/ D 0

.x2 C y2/2 � 2.x2 � y2/ D 0:
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První dvě rovnice implikují � ¤ 0. Pokud x D 0, pak ze třetí rovnice plyne y D 0.
Pak však neplatí druhá rovnice. Tedy x ¤ 0, což dává x2 C y2 D 1. Ze třetí rovnice
tak máme x2 � y2 D

1
2
, což spolu s rovností x2 C y2 D 1 dává body"p

3

2
;
1

2

#
;

"
�

p
3

2
;
1

2

#
;

"p
3

2
;�
1

2

#
;

"
�

p
3

2
;�
1

2

#
:

Tedy

minf .M/ D f

 p
3

2
;�
1

2

!
D f

 
�

p
3

2
;�
1

2

!
D �

1

2

a

maxf .M/ D f

 p
3

2
;
1

2

!
D f

 
�

p
3

2
;
1

2

!
D
1

2
:

|

11.8.48. Příklad. Zjistěte supremum a infimum funkce f na množiněM , pokud

f .x; y/ D x2 C y; M D
˚
Œx; y� 2 R2I 4y3 � 4y C x2 D 0; y � 0

	
:

Řešení. Nejprve ověříme, že (zřejmě) uzavřenámnožinaM je omezená.Nechť fŒxn; yn�g

je libovolná posloupnost bodů vM splňující kŒxn; yn�k ! 1. Pokud ynk
! 1 pro

nějakou podposloupnost fynk
g (připomeňme, že yn � 0 dle definiceM ), platí

0 D x2nk
C 4ynk

.y2nk
� 1/ � 4ynk

.y2nk
� 1/ ! 1;

což je zřejmý spor. Tedy fyng je omezená posloupnost. Pak je ale i fxng omezená,
neboť v případě nějaké podposloupnosti fxnk

g splňující
ˇ̌
xnk

ˇ̌
! 1 máme

0 D x2nk
C 4ynk

.y2nk
� 1/ ! 1;

tedy opět spor. Proto jeM omezená množina.
RozdělímeM na množiny

M1 D
˚
Œx; y� 2 R2I 4y3 � 4y C x2 D 0; y > 0

	
;

M2 D
˚
Œx; y� 2 R2I 4y3 � 4y C x2 D 0; y D 0

	
D fŒ0; 0�g:

Pro množinuM1 použijeme Větu 11.5.8, kde

G D
˚
Œx; y� 2 R2I y > 0

	
:

Snadno zjistíme, že podezřelé body prvního druhu neexistují. Řešíme tak soustavu

2x C �2x D 0

1C �.12y2 � 4/ D 0

4y3 � 4y C x2 D 0:
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Pokud x D 0, máme z třetí rovnice y D 1, tj. bod Œ0; 1�: Pokud x ¤ 0, platí � D �1.

Tedy druhá rovnice dává y D
1
2

q
5
3
. Z třetí rovnice pak dopočteme body24s7

6

r
5

3
;
1

2

r
5

3

35 ;
24�

s
7

6

r
5

3
;
1

2

r
5

3

35 :
Maximum nabývá f v těchto bodech, minimum pak v Œ0; 0�.

|

11.8.49. Příklad. Nalezněte C 2.R2/-funkci ´.x; y/ splňující

@´

@x@y
D x C y; Œx; y� 2 R2;

přičemž pro ni platí ´.x; 0/ D x a ´.0; y/ D y2.

Řešení. Funkce

u.x; y/ D
x2

2
C yx C '0.y/;

kde '0 je spojitě diferencovatelná funkce, zjevně splňuje ux D x C y. Tedy

´.x; y/ D
x2y

2
C
y2x

2
C '.y/C  .x/;

kde ' je primitivní k '0, '.0/ D 0 a  je třídy C 1, splňuje ´y D u. Tedy ´yx D xCy.
Jelikož

x D ´.x; 0/ D  .x/

a
y2 D ´.0; y/ D '.y/;

máme

´.x; y/ D
x2y

2
C
y2x

2
C y2 C x:

|

11.8.50. Příklad. Rozviňte funkci f .x; y/ D xy do Taylorova polynomu řádu 2
na okolí bodu Œ1; 1�.

Řešení. Počítejme pro Œx; y� 2 .0;1/2:

fx D yxy�1; fy D xy log x

a dále

fxx D y.y � 1/xy�2; fxy D .1C y log x/xy�1; fyy D xy log2 x:

Tedy f .1; 1/ D 1, rf .1; 1/ D Œ1; 0� a

f 00.1; 1/ D

�
0 1

1 0

�
:
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Proto
T
f;Œ1;1�
2 .x; y/ D 1C .x � 1/C .x � 1/.y � 1/:

|

11.8.51. Příklad. Vyšetřete extrémy funkce

f .x; y/ D x2 C xy C y2 � 4 log x � 10 logy; Œx; y� 2 .0;1/2:

Řešení. Máme

rf .x; y/ D

�
2x C y �

4

x
; 2y C x �

10

y

�
:

Soustavu
2x C y D

4

x

x C 2y D
10

y

upravíme na soustavu
2x2 C yx D 4

xy C 2y2 D 10:

Odečtením rovnic dostáváme y2 � x2 D 3, tj. y D
p
3C x2. Po dosazení do druhé

rovnice máme
2.3C x2/C x

p
3C x2 D 10:

Řešením této rovnice je bod x D 1, a tedy y D 2.
Dále je

f 00.x; y/ D

�
2C

4
x2 1

1 2C
10
y2

�
;

a tedy

f 00.1; 2/ D

�
6 1

1 9
2

�
:

Z pozitivní definitnosti této matice nyní vyplývá, že f má v Œ1; 2� lokální minimum
o hodnotě m D 7 � 10 log 2. Ukážeme, že se jedná o globální minimum.

Jelikož

f .x; y/ � x

�
x � 4

log x
x

�
C y

�
y � 10

logy
y

�
;

existuje c1 > 0 takové, že pokud maxfx; yg � c1, pak f .x; y/ > m. Dále platí

f .x; y/ > �4 log x � 10 logy;

a tedy existuje c2 2 .0; c1/ takové, že f .x; y/ > m kdykoliv 0 < minfx; yg < c2. Tedy
f .x; y/ > m, kdykoliv Œx; y� 2 .0;1/2 n ..c2; c1/ � .c2; c1//. Na kompaktní množině
Œc2; c1� � Œc2; c1� nabývá f svého minima. Vzhledem k předchozím úvahám je bod
Œ1; 2� jediný kandidát na toto minimum.
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Tedy f mávskutku v Œ1; 2� globálníminimum.Zjevně také platí sup f .D.f // D

1. |

11.8.52. Příklad. Vyšetřete lokální extrémy funkce

f .x; y/ D x3 C y3 C ´3 � 3xy � 3x´ � 3y´; Œx; y; ´� 2 R3:

Řešení. Jelikož

rf .x; y; ´/ D
�
3x2 � 3y � 3´; 3y2 � 3x � 3´; 3´2 � 3x � 3y

�
;

řešíme soustavu
x2 D y C ´

y2 D x C ´

´2 D x C y:

Odečtením druhé rovnice od prvé dostáváme

x2 � y2 D y � x:

Tedy x D y nebo x C y D �1. V prvním případě mám ze třetí rovnice y D
´2

2
, což

po dosazení do druhé rovnice dává

´4

4
D
´2

2
C ´:

Pokud ´ D 0, máme podezřelý bod Œ0; 0; 0�. V opačném případě platí

0 D ´3 � 2´ � 4 D .´ � 2/.´2 C 2´C 2/;

tj. ´ D 2 a máme bod Œ2; 2; 2�. Pokud x C y D �1, máme ve třetí rovnici vztah
´2 D �1, což nelze. Tedy body Œ0; 0; 0� a Œ2; 2; 2� jsou jediné podezřelé z lokálního
extrému.

Jelikož

f 00.x; y; ´/ D

˙
6x �3 �3

�3 6y �3

�3 �3 6´

�

;

platí

f 00.0; 0; 0/ D

˙
0 �3 �3

�3 0 �3

�3 �3 0

�

; f 00.2; 2; 2/ D

˙
12 �3 �3

�3 12 �3

�3 �3 12

�

:

První matici upravíme pomocí symetrických elementárních úprav na matici
˙
6 0 0

0 �3 0

0 0 12

�

;
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která je indefinitní, a tedy f nemá v Œ0; 0; 0� lokální extrém. Druhou matici převe-
deme na ˙

C 0 0

0 45
4

0

0 0 54
5

�

;

což je pozitivně definitní matice. Funkce f má tak v Œ2; 2; 2� lokální minimum. |

11.8.53. Příklad. NechťX D R2, Y D R2,Z D R, % a � jsou eukleidovské metriky
na R2 a � je eukleidovská metrika na R. Nechť zobrazení F W R2 ! R je definováno
předpisem

F.x; y/ D

(
x2y

x4Cy2 ; pokud buď x ¤ 0 nebo y ¤ 0I

0; pokud x D y D 0:

(a) Nechť k 2 R, k ¤ 0. Dokažte, že

lim
x!0

F.x; kx/ D 0:

(b) Dokažte, že

lim
x!0

F.x; x2/ D
1

2
:

11.9. Početní příklady k metrickým prostorům

11.9.1. Příklad. Vyšetřete otevřenost, uzavřenost a omezenost množiny

M D fŒx; y� 2 R2 W 9x2 C 4y2 � 36g:

Řešení. Víme, že polynomy jsou spojité funkce, a proto je f .x; y/ D 9x2 C 4y2

spojitá funkce z R2 do R. Zadaná množina se dá zapsat jako

M D fŒx; y� 2 R2 W f .x; y/ 2 Œ36;1/g D f �1.Œ36;1//:

Z Příkladu 10.3.2(a) víme, že interval Œ36;1/ je uzavřená množina v R. Podle Vě-
ty 10.4.6 je tedyM uzavřená množina, neboť je to vzor uzavřené množiny při spo-
jitém zobrazení.

Zadaná množina je elipsa, a proto je omezená. Formálně můžeme například
ze zadané nerovnosti usoudit x2 � 9x2 C 4y2 � 36, a tedy x 2 Œ�6; 6�. Podobně
z nerovnosti y2 � 9x2 C 4y2 � 36 odvodíme y 2 Œ�6; 6�. Tedy M � Œ�6; 6�2 �

B.Œ0; 0�; 10/, což ukazuje omezenostM . |

11.9.2. Příklad. Vyšetřete otevřenost, uzavřenost a omezenost množiny

M D fŒx; y� 2 R2 W xy > 1g:
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Řešení. Funkce f .x; y/ D xy je polynom, a tedy spojitá funkce. Zadaná množina
se dá napsat jakoM D f �1..1;1//. Množina .1;1/ je otevřená, a tedy podle Pří-
kladu 10.3.8 jeM otevřená jakožto vzor otevřené množiny při spojitém zobrazení.

Pro k 2 N; k > 1, snadno vidíme, že Œk; k� 2 M , ale dist.Œk; k�; Œ0; 0�/ ! 1.
Zadaná množina není tedy obsažena v žádné kouli, a proto není omezená. |

11.9.3. Příklad. Vyšetřete otevřenost, uzavřenost a omezenost množiny

M D fŒx; y; ´� 2 R3 W x2 C 6x C y2 � 8y C ´2 C 10´ D 0g:

Řešení. Funkce f .x; y; ´/ D x2C6xCy2�8yC´2C10´ je polynom, a tedy spojitá
funkce. Zadaná množina se dá napsat jakoM D f �1.f1g/. Jednobodová množina
f1g je uzavřená, a tedy podle Věty 10.4.6 je M uzavřená jakožto vzor uzavřené
množiny při spojitém zobrazení.

Zadanou rovnost si můžeme přepsat jako

.x C 3/2 C .y � 4/2 C .´C 5/2 D 50;

odkud snadno vidíme

jx C 3j �
p
50; jy � 4j �

p
50 a j´C 5j �

p
50:

Tedy

M �
�
�3 �

p
50;�3C

p
50
�

�
�
4 �

p
50; 4C

p
50� � Œ�5 �

p
50;�5C

p
50
�

� B.Œ0; 0; 0�; 30/

z čehož dostaneme omezenostM . |

11.9.4. Příklad. Vyšetřete otevřenost, uzavřenost a omezenost množiny

M D fŒx; y; ´� 2 R3 W x2 C y2 C ´2 � 1 a x C y � 1g:

Řešení. Zadefinujme si množiny

M1 D fŒx; y; ´� 2 R3 W x2 C y2 C ´2 � 1g aM2 D fŒx; y; ´� 2 R3 W x C y � 1g :

Snadno vidíme, žeM D M1\M2. Funkce f .x; y; ´/ D x2Cy2C´2 je spojitá, a tedy
je M1 D f �1.Œ1;1// uzavřená množina podle Věty ???. Dále g.x; y; ´/ D x C y

je spojitá funkce, a tedy je M2 D g�1.Œ1;1// uzavřená množina podle Věty ???.
Podle Věty ??? je tedy iM D M1 \M2 uzavřená jakožto průnik dvou uzavřených
množin. Z

M � M1 D B.Œ0; 0; 0�; 1/ � B.Œ0; 0; 0�; 2/

snadno dostáváme omezenostM . |

11.9.5. Příklad. Vyšetřete otevřenost, uzavřenost a omezenost množiny

M WD fŒx; y; ´� 2 R3 W x C y C ´ D 5 a xy C x´C y´ D 8g:
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Řešení. Zadefinujme si množiny

M1 D fŒx; y; ´� 2 R3 W x C y C ´ D 5g aM2 D fŒx; y; ´� 2 R3 W xy C x´C y´ D 8g:

Snadno vidíme, že M D M1 \ M2. Funkce f .x; y; ´/ D x C y C ´ D 5 je spojitá,
a tedy jeM1 D f �1.f5g/ uzavřená množina podle Věty ???. Dále g.x; y; ´/ D xyC

x´Cy´ je spojitá funkce, a tedy jeM2 D g�1.f8g/uzavřenámnožina podleVěty ???.
Podle Věty ??? je tedy iM D M1 \M2 uzavřená jakožto průnik dvou uzavřených
množin.

Důkaz omezenosti této množiny je trochu složitější. Ze zadaných dvou rovnos-
tí snadno usoudíme, že

9 D 25 � 16 D .x C y C ´/2 � 2.xy C x´C y´/ D x2 C y2 C ´2:

Zadaná M je tedy podmnožina sféry se středem v Œ0; 0; 0� a poloměru 3. Odtud
ihned vidíme, žeM � B.Œ0; 0; 0�; 4/, odkud plyne omezenostM . |



KAPITOLA 12

Stejnoměrná konvergence posloupností
a řad funkcí

12.1. Stejnoměrná konvergence posloupností funkcí

12.1.1. Definice. Nechť M je množina, .Q; �/ je metrický prostor a f , fn, n 2

N, jsou zobrazení definovaná na M s hodnotami v Q. Řekneme, že posloupnost
ffng1

nD1 konverguje bodově k f na M , jestliže limn!1 fn.x/ D f .x/ pro každé
x 2 M , neboli

8x 2 M 8" > 0 9n0 2 N 8n � n0 W �.fn.x/; f .x// < ":

Bodovou konvergenci posloupnosti ffng1
nD1 k funkci f značíme symbolem fn !

f .
Řekneme, že posloupnost ffng1

nD1 konverguje stejnoměrně k f naM , jestliže

8" > 0 9n0 2 N 8x 2 M 8n � n0 W �.fn.x/; f .x// < ":

Stejnoměrnou konvergenci posloupnosti ffng1
nD1 k funkci f značíme symbolem

fn � f .

12.1.2. (a) Bude užitečné si uvědomit negaci výroku, který definuje stejnoměrnou
konvergenci. NechťM , .Q; �/, f a fn jsou jako výše. Potom posloupnost ffng1

nD1

nekonverguje stejnoměrně k f naM , jestliže

9" > 0 8n0 2 N 9x 2 M 9n � n0 W �.fn.x/; f .x// � ":

(b) Jestliže posloupnost ffng bodově konverguje, pak je limitní funkce určena jed-
noznačně.

(c) Jestliže fn � f naM , potom fn ! f naM .

12.1.3. Příklady. (a) Pro n 2 N definujeme zobrazení fn W Œ0; 1� ! R předpisem
fn.x/ D xn. Označme dále

f .x/ D

(
0; x 2 Œ0; 1/;

1; x D 1:

Dokažte, že potom posloupnost ffng1
nD1 konverguje bodově, avšak nikoli stejno-

měrně k funkci f na intervalu Œ0; 1�.

727
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(b) Pro n 2 N definujeme zobrazení gn W Œ0; 1� ! R předpisem

gn.x/ D
1

2n
sin.nx/:

Označme dále g.x/ D 0 pro x 2 Œ0; 1�. Dokažte, že potom posloupnost fgng1
nD1

konverguje stejnoměrně k funkci g na intervalu Œ0; 1�.

Řešení. (a) Bodová konvergence plyne z Příkladu 2.3.34. Dokážeme, že tato kon-
vergence není stejnoměrná na Œ0; 1�. Položme xn D

1
n
p
2
pro n 2 N. Potom platí

jfn.xn/ � f .xn/j D jxnn � 0j D
1

2
pro každé n 2 N.

Položíme-li " D
1
2
, dostaneme z 12.1.2, že posloupnost ffng1

nD1 nekonverguje stej-
noměrně k funkci f na intervalu Œ0; 1�.

(b) Pro každé n 2 N a pro každé x 2 Œ0; 1� platí

jgn.x/ � g.x/j D
j sin.nx/j

2n
�
1

2n
:

Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, aby platilo 1
2n0

< ". Potom
zřejmě pro každé n � n0 platí 1

2n < ", a tedy pro každé x 2 Œ0; 1� dostáváme
jgn.x/ � g.x/j < ". Podle Definice 12.1.1 tedy posloupnost fgng1

nD1 konverguje
stejnoměrně k funkci g na intervalu Œ0; 1�. |

12.1.4. Definice. Nechť .M; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory a f , fn, n 2 N, jsou
zobrazení definovaná na M s hodnotami v Q. Řekneme, že posloupnost ffng1

nD1

konverguje lokálně stejnoměrně k f naM , jestliže pro každé x 2 M existuje r > 0
takové, že ffng1

nD1 konverguje stejnoměrně k f na B%.x; r/. Lokálně stejnoměrnou

konvergenci značíme symbolem fn
loc
� f .

12.1.5. Příklad. Dokažte, že posloupnost ffng1
nD1 z Příkladu 12.1.3(a) konverguje

na intervalu Œ0; 1/ lokálně stejnoměrně k nulové funkci.

Řešení. Zvolme x 2 Œ0; 1/. K němu nalezneme r > 0 takové, že Œ0; 1/\.x�r; xCr/ �

.0; 1/. Zvolme " > 0. Protože limn!1.x C r/n D 0, existuje n0 2 N takové, že pro
každé n � n0 platí .x C r/n < ". Nechť y 2 Œ0; 1/\ .x � r; x C r/. Potom pro každé
n 2 N platí yn < .xCr/n, a tedy pro každé n � n0, platí jfn.y/�0j D yn < ". Odtud
a z Definice 12.1.1 plyne, že ffng1

nD1 konverguje stejnoměrně k nulové funkci na
Œ0; 1/\ .x� r; xC r/. Protože B%.x; r/ D Œ0; 1/\ .x� r; xC r/, podle Definice 12.1.4
posloupnost ffng1

nD1 konverguje lokálně stejnoměrně k nulové funkci na intervalu
Œ0; 1/.

|

12.1.6. Věta (charakterizace stejnoměrné konvergence). Nechť M je neprázdná
množina, .Q; �/ je metrický prostor, fn W M ! Q, n 2 N, a f W M ! Q. Potom
fn � f naM právě tehdy, když

lim
n!1

sup f�.fn.x/; f .x//I x 2 M g D 0:
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Důkaz. ) Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že

8x 2 M 8n � n0 W �.fn.x/; f .x// < ":

Potom pro každé n � n0 platí

0 � supf�.fn.x/; f .x//I x 2 M g � ":

Odtud plyne tvrzení.

( Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n � n0 platí

supf�.fn.x/; f .x//I x 2 M g < ":

Potom zřejmě pro každá n � n0 a x 2 M platí �.fn.x/; f .x// < ", a tedy fn � f

naM . �

12.1.7. Věta (Moore–Osgood). Nechť .P; %/ je metrický prostor, x0 2 P , f; fn,
n 2 N, jsou funkce z P do R a platí

(a) existuje r > 0 takové, že fn � f na B.x0; r/ n fx0g,

(b) pro každé n 2 N existuje an 2 R splňující limx!x0
fn.x/ D an.

Potom existují vlastní limity limn!1 an a limx!x0
f .x/ a jsou si rovny.

Důkaz. Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že

8x 2 B.x0; r/ n fx0g 8n � n0 W jfn.x/ � f .x/j <
"

2
:

Potom platí

8x 2 B.x0; r/ n fx0g 8n;m 2 N; n;m � n0 W jfn.x/ � fm.x/j < ":

Odtud vyplývá, že platí

8n;m 2 N; n;m � n0 W jan � amj � ";

a tedy posloupnost fang splňuje Bolzanovu–Cauchyovu podmínku. PodleVěty 2.4.26
je tato posloupnost konvergentní, tedy existuje a 2 R splňující lim an D a.

Dokážeme, že limx!x0
f .x/ D a. Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N

takové, že jan0
� aj < " a zároveň

8x 2 B.x0; r/ n fx0g W jfn0
.x/ � f .x/j < ":

K tomuto n0 nyní nalezneme ı 2 .0; r/ takové, že

8x 2 B.x0; ı/ n fx0g W jfn0
.x/ � an0

j < ":

Potom pro každé x 2 B.x0; ı/ n fx0g platí

jf .x/ � aj � jf .x/ � fn0
.x/j C jfn0

.x/ � an0
j C jan0

� aj < 3":

Odtud plyne dokazované tvrzení. �

12.1.8. Věta. Nechť .P; %/ a .Q; �/ jsou metrické prostory, fn W P ! Q jsou spojitá

zobrazení, n 2 N, f W P ! Q je zobrazení a fn
loc
� f na P . Potom f je spojité.
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Důkaz. Zvolme a 2 P . K němu nalezneme r > 0 takové, že fn � f na B.a; r/.
Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že

8x 2 B.a; r/ W �.f .x/; fn0
.x// < ":

K tomuto n0 dále nalezneme ı 2 .0; r/ takové, že

8x 2 B.a; ı/ W �.fn0
.x/; fn0

.a// < ":

Potom pro každé x 2 B.a; ı/ platí

�.f .x/; f .a// � �.f .x/; fn0
.x//C �.fn0

.x/; fn0
.a//C �.fn0

.a/; f .a// < 3":

Funkce f je tedy spojitá v bodě a. Protože bod a byl zvolen libovolně, je f spojitá
na P . �

12.1.9. Rovnost limn!1 limx!a fn.x/ D limx!a limn!1 fn.x/ ovšemneplatí obec-
ně.Uvažujme funkce fn.x/ D xn; x 2 Œ0; 1� a bod a D 1. Zřejmě platí limn!1 limx!1� x

n D

1, ale limx!1� limn!1 xn D 0. Předpoklad lokálně stejnoměrné konvergence ve
Větách 12.1.7 a 12.1.8 tedy nelze vynechat.

Z uvedených vět je zřejmé, že lokálně stejnoměrná konvergence je velice dů-
ležitým pojmem. Ověřit lokálně stejnoměrnou konvergenci posloupnosti funkcí
z definice může však být velice obtížné. V případě, kdy definičním oborem funkcí
je otevřený interval, existuje snazší způsob ověření stejnoměrné konvergence, jak
vyplývá z následující věty.

12.1.10.Věta (charakterizace lokálně stejnoměrné konvergence na intervalu). Nechť
a; b 2 R�, a < b, fn W .a; b/ ! R, n 2 N. Potom ffng konverguje lokálně stejnoměr-
ně na .a; b/ právě tehdy, když ffng konverguje stejnoměrně na každém intervalu
Œc; d � � .a; b/, kde c; d 2 .a; b/, c < d .

Důkaz. ) Označme f bodovou limitu posloupnosti fn na .a; b/. Předpokládej-
me, že existují c; d 2 .a; b/ taková, že c < d , Œc; d � � .a; b/ a ffng nekonverguje
stejnoměrně na Œc; d �. Podle 12.1.2 nalezneme " > 0, rostoucí posloupnost přiro-
zených čísel fnkg a posloupnost fxkg prvků Œc; d � takové, že

8k 2 N W jfnk
.xk/ � f .xk/j � ":

PodleBolzanovy–Weierstrassovy věty nalezneme rostoucí posloupnost fkj g1
jD1 a x

� 2

Œc; d � splňující limj!1 xkj
D x�. Nalezneme r > 0 takové, že fn � f na B.x�; r/.

K tomuto r nalezneme n0 2 N takové, že

8n � n0 8x 2 B.x�; r/ W jfn.x/ � f .x/j < ":

Nyní nalezneme j 2 N takové, že nkj
� n0 a xkj

2 B.x�; r/. Potom

" � jfnkj
.xkj

/ � f .xkj
/j < ";

což je spor.

( Pro x0 2 .a; b/ nalezneme r > 0 takové, že Œx0 � r; x0 C r� � .a; b/. Potom
fn � f na .x0 � r; x0 C r/. �
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12.1.11. Definice. Nechť M je množina a gn W M ! R, n 2 N. Řekneme, že po-
sloupnost fgng je stejnoměrně cauchyovská naM , jestliže

8" > 0 9n0 2 N 8m; n � n0 8x 2 M W jgn.x/ � gm.x/j < ":

12.1.12. Věta (Bolzanova–Cauchyova podmínka pro stejnoměrnou konvergenci).
NechťM je množina a fn W M ! R, n 2 N. Posloupnost ffng je stejnoměrně kon-
vergentní naM právě tehdy, když je stejnoměrně cauchyovská naM .

Důkaz. ) Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že

8n � n0 8x 2 M W jfn.x/ � f .x/j < ":

Zvolme m; n � n0. Potom

8x 2 M W jfn.x/ � fm.x/j � jfn.x/ � f .x/j C jf .x/ � fm.x/j < 2";

a tedy je posloupnost ffng stejnoměrně cauchyovská naM .

( Zvolme x 2 M . Potom je posloupnost ffn.x/g
1
nD1 cauchyovská v R, a má tedy

vlastní limitu, kterou označíme symbolem f .x/. Zvolme " > 0. K němu nalezneme
n0 2 N takové, že

8m; n � n0 8x 2 M W jfn.x/ � fm.x/j < ":

Protože limm!1 fm.x/ D f .x/, plyne odtud, že

8n � n0 8x 2 M W jfn.x/ � f .x/j � ";

a tedy fn � f naM . �

12.1.13. Věta (stejnoměrná konvergence derivací). Nechť .a; b/ je neprázdný ome-
zený interval a fn W .a; b/ ! R, n 2 N. Nechť

(a) pro každé n 2 N má fn vlastní derivaci na .a; b/,
(b) existuje x0 2 .a; b/ takové, že ffn.x0/g konverguje,
(c) ff 0

ng konverguje stejnoměrně na .a; b/.
Potom existuje f W .a; b/ ! R taková, že fn � f na .a; b/, f má vlastní derivaci
na .a; b/ a platí f 0

n � f 0 na .a; b/.

Důkaz. Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že

8m; n � n0 8x 2 .a; b/ W jf 0
n.x/ � f 0

m.x/j < " (12.1)

(to je možné díky Větě 12.1.12) a zároveň

8m; n � n0 W jfn.x0/ � fm.x0/j < ":

Zvolme x 2 .a; b/. Potom

jfn.x/ � fm.x/j � jfn.x/ � fm.x/ � .fn.x0/ � fm.x0//j C jfn.x0/ � fm.x0/j:

Užitím Lagrangeovy věty pro funkci fn � fm na intervalu Œx; x0�, nebo Œx0; x� na-
lezneme � 2 .a; b/ takové, že

jfn.x/ � fm.x/ � .fn.x0/ � fm.x0//j D jf 0
n.�/ � f 0

m.�/j � jx � x0j:
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Potom dle (12.1) platí jf 0
n.�/�f 0

m.�/j < ". Navíc platí jx�x0j � b�a, neboť .a; b/
je omezený interval. Kombinací odhadů dostaneme

jfn.x/ � fm.x/j < ".b � a/C " D ".b � aC 1/:

Posloupnost ffng je tedy stejnoměrně cauchyovská na .a; b/, a tudíž je podle Vě-
ty 12.1.12 stejnoměrně konvergentní na .a; b/. Její limitu označíme f .

Zbývá dokázat, že f má vlastní derivaci na .a; b/ a f 0
n � f 0 na .a; b/. Protože

f 0
n konverguje stejnoměrně na .a; b/, stačí dokázat, že f 0

n ! f 0 na .a; b/. Zvolme
´ 2 .a; b/ a n 2 N. Definujme funkci 'n předpisem

'n.x/ D
fn.x/ � fn.´/

x � ´
; x 2 .a; b/ n f´g: (12.2)

Zvolme x 2 .a; b/ n f´g a m; n � n0. Podle Lagrangeovy věty existuje � ležící mezi
x a ´ takové, že

jfn.x/ � fm.x/ � .fn.´/ � fm.´//j D jf 0
n.�/ � f 0

m.�/j � jx � ´j:

Tedy podle (12.2) a (12.1) platí

j'n.x/ � 'm.x/j D jf 0
n.�/ � f 0

m.�/j < ":

Protože x bylo zvoleno libovolně, je posloupnost f'ng stejnoměrně cauchyovská,
a tedy podle Věty 12.1.12 také stejnoměrně konvergentní na .a; b/ n f´g. Podle
Mooreovy–Osgoodovy věty (Věta 12.1.7) tudíž existují vlastní limity limn!1 limx!´ 'n.x/

a limx!´ limn!1 'n.x/ a jsou si rovny. Protože

lim
n!1

lim
x!´

'n.x/ D lim
n!1

f 0
n.´/

a

lim
x!´

lim
n!1

'n.x/ D lim
x!´

f .x/ � f .´/

x � ´
D f 0.´/;

existuje vlastní f 0.´/ a platí f 0.´/ D limn!1 f 0
n.´/. Protože ´ bylo zvoleno libo-

volně, plyne odtud tvrzení věty. �

12.1.14. Důležitým předpokladem Věty 12.1.13 je omezenost intervalu .a; b/. Bez
tohoto předpokladu věta neplatí. Pomocí Věty 12.1.10 však lze zformulovat vari-
antu Věty 12.1.13 pro libovolný otevřený interval a lokálně stejnoměrnou konver-
genci.

12.1.15. Věta (záměna limity a Newtonova integrálu). Nechť fn � f na neprázd-
ném omezeném intervalu .a; b/ a fn 2 N .a; b/, n 2 N. Potom f 2 N .a; b/ a platí

lim
n!1

Z b

a

fn.x/ dx D

Z b

a

f .x/ dx:

Důkaz. Zvolme x0 2 .a; b/. Potom pro každé n 2 N existuje funkce Fn W .a; b/ ! R
taková, že F 0

n D fn na .a; b/ a Fn.x0/ D 0. Potom podle Věty 12.1.13 je posloup-
nost fFng1

nD1 stejnoměrně konvergentní na .a; b/. Označme F.x/ D limn!1 Fn.x/,
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x 2 .a; b/. Podle Věty 12.1.13 potom platí F 0 D f na .a; b/. Podle Mooreovy–
Osgoodovy věty platí

lim
x!aC

F.x/ D lim
x!aC

lim
n!1

Fn.x/ D lim
n!1

lim
x!aC

Fn.x/

a
lim
x!b�

F.x/ D lim
x!b�

lim
n!1

Fn.x/ D lim
n!1

lim
x!b�

Fn.x/;

přičemž obě tyto limity jsou vlastní. Celkem tedy dostáváme vztahZ b

a

f .x/dx D lim
x!b�

F.x/ � lim
x!aC

F.x/

D lim
n!1

lim
x!b�

Fn.x/ � lim
n!1

lim
x!aC

Fn.x/

D lim
n!1

Z b

a

fn.x/dx:

Tím je tvrzení věty dokázáno. �

12.1.16. Nechť M je množina a f; g; fn, n 2 N, jsou funkce z M do R. Píšeme
f � g na M , jestliže f .x/ � g.x/ pro každé x 2 M . Speciálně symbolem f � 0

naM značíme, že f je nezáporná funkce naM . Řekneme, že posloupnost funkcí
ffng je neklesající naM , jestliže pro každé n 2 N platí fn � fnC1 naM . Obdobně
definujeme posloupnost funkcí nerostoucí, klesající, rostoucí, monotónní a ryze
monotónní naM .

12.1.17. Věta (Dini). Nechť .P; %/ je kompaktní metrický prostor a ffng je mo-
notónní posloupnost spojitých zobrazení P do R. Nechť f W P ! R je spojité
a fn ! f na P . Potom fn � f na P .

Důkaz. Vzhledem k tomu, že pro každé n 2 N je fn � f spojité, můžeme bez újmy
na obecnosti předpokládat, že f .x/ D 0 pro každé x 2 P , jinak bychom uvažo-
vali posloupnost ffn � f g. Dále můžeme předpokládat, že na ffng je nerostoucí,
neboť v opačném případě bychom uvažovali posloupnost f�fng. Předpokládejme,
že tvrzení věty neplatí. Nalezneme " > 0 a posloupnost fxng prvků P takové, že
pro každé n 2 N platí fn.xn/ � ". Díky kompaktnosti P nalezneme podposloup-
nost fxnk

g posloupnosti fxng a bod x� 2 P takové, že limk!1 xnk
D x�. Protože

limk!1 fnk
.x�/ D 0, nalezneme m 2 N takové, že fnm

.x�/ < ". Díky spojitosti
fnm

nalezneme ı > 0 takové, že pro každé x 2 B.x�; ı/ platí fnm
.x/ < ". Pro-

tože limk!1 xnk
D x�, nalezneme l � m takové, že xnl

2 B.x�; ı/. Posloupnost
ffnk

.xnl
/g1
kD1

je nerostoucí, a tedy

" � fnl
.xnl

/ � fnm
.xnl

/ < ";

což je spor. �
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12.1.18. Definice. Nechť M je množina a A � M . Pak charakteristickou funkcí
množiny A nazýváme funkci �A W M ! R, definovanou předpisem

�A.x/ D

(
1 pro x 2 AI

0 pro x 2 M n A:

12.1.19. Příklad. Dokažte, že jestliže vynecháme kterýkoli z předpokladů Dinio-
vy věty (kompaktnost množiny K, spojitost funkcí ffng, spojitost funkce f nebo
monotonii posloupnosti ffng), pak věta neplatí.

Řešení. (a) Položme K D Œ0; 1/ a fn.x/ D xn pro n 2 N a x 2 Œ0; 1/. Potom K

není kompaktní. Posloupnost ffng je nerostoucí na K a její bodovou limitou f
je nulová funkce. Zřejmě jsou tedy všechny funkce fn i funkce f spojité na K.
Posloupnost ffng ale nekonverguje k f stejnoměrně. To lze dokázat obdobně jako
v Příkladu 12.1.3(a).

(b) PoložmeK D Œ0; 1� a fn.x/ D �.0; 1
n /
.x/ pro n 2 N a x 2 Œ0; 1�. PotomK je kom-

paktní, posloupnost ffng je nerostoucí na K a její bodovou limitou f je nulová
funkce. Funkce f je tedy zřejmě spojitá na Œ0; 1�, ale funkce fn spojité nejsou. Po-
sloupnost ffng nekonverguje k f stejnoměrně, neboť pro xn D

1
2n

platí fn.xn/ �
1
2

a stačí použít 12.1.2.

(c) PoložmeK D Œ0; 1� a fn.x/ D xn pro n 2 N a x 2 Œ0; 1�. PotomK je kompaktní,
všechny funkce fn jsou spojité na K, posloupnost ffng je nerostoucí na K a její
bodovou limitou je funkce f definovaná předpisem

f .x/ D

(
0; x 2 Œ0; 1/;

1; x D 1:

Funkce f tedy není spojitá na Œ0; 1�. Z Příkladu 12.1.3(a) víme, že posloupnost ffng

nekonverguje k f stejnoměrně.

(d) Položme K D Œ0; 1� a definujme pro n 2 N funkce fn předpisem

fn.x/ D

�
2nx; x 2 Œ0; 1

2n
�;

2 � 2nx; x 2 Œ 1
2n
; 1
n
�;

0; x 2 Œ 1
n
; 1�:

Potom K je kompaktní, všechny funkce fn jsou spojité na K a bodovou limitou
f posloupnosti ffng je nulová funkce, která je zřejmě spojitá. Posloupnost ffng

ovšem není monotónní na K a nekonverguje k f stejnoměrně, neboť pro xn D
1
n

platí fn.xn/ D 1. |
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12.2. Weierstrassova věta

12.2.1.Definice. NechťL je lineární zobrazení z .C.Œ0; 1�/; sup/ do .C.Œ0; 1�/; sup/.
Řekneme, že L je pozitivní operátor, jestliže pro každou funkci f 2 C.Œ0; 1�/ spl-
ňující f � 0 na Œ0; 1� platí L.f / � 0 na Œ0; 1�.

12.2.2. Je-li L pozitivní operátor na C.Œ0; 1�/, pak pro každé funkce f; g 2 C.Œ0; 1�/

splňující f � g na Œ0; 1� platí L.f / � L.g/ na Œ0; 1�. To plyne z linearity operátoru
L, neboť

0 � L.g � f / D L.g/ � L.f /:

12.2.3. Věta (Korovkinova věta o třech funkcích). 1 Nechť fLng je posloupnost
pozitivních lineárních operátorů z C.Œ0; 1�/ do C.Œ0; 1�/. Potom Lnf � f na Œ0; 1�
pro každou funkci f 2 C.Œ0; 1�/ právě tehdy, když Ln.gj / � .gj / na Œ0; 1� pro
každou ze tří funkcí gj .x/ D xj , x 2 Œ0; 1�, j D 0; 1; 2.

Důkaz. Zvolme f 2 C.Œ0; 1�/ a " > 0. Potom je f omezená a stejnoměrně spojitá na
Œ0; 1�. Nalezneme tedyM > 0 takové, že pro každé x 2 Œ0; 1� platí jf .x/j � M , a ı 2

.0; 1/ takové, že pro každé x; y 2 Œ0; 1� splňující jx � yj < ı platí jf .x/� f .y/j < ".
K ı a " nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0, každé x 2 Œ0; 1�

a každé j 2 f0; 1; 2g platí

jLn.gj /.x/ � gj .x/j < "ı
2:

Zvolme y 2 Œ0; 1�. Potom pro každé x 2 Œ0; 1� nastane buď jx � yj < ı a potom
jf .x/ � f .y/j < ", nebo jx � yj � ı a potom

jf .x/ � f .y/j � jf .x/j C jf .y/j � 2M �
2M.x � y/2

ı2
:

V každém případě, tedy pro každé x 2 Œ0; 1�, platí

jf .x/ � f .y/j � "C
2M.x � y/2

ı2
:

Odtud plyne, že pro každé x 2 Œ0; 1� platí

f .x/ � f .y/C "C
2M.x � y/2

ı2
:

Označme

h.x/ D f .y/C "C
2M.x � y/2

ı2
; x 2 Œ0; 1�:

Pak pro speciální volbu x D y dostáváme

h.y/ D f .y/C ":

Z definice funkcí g0; g1 a g2 plyne, že

h D c0g0 C c1g1 C c2g2;

1Pavel Petrovič Korovkin (1913–1985)
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kde

c0 D f .y/C "C
2My2

ı2
; c1 D �

4My

ı2
; c2 D

2M

ı2
:

Navíc platí f � h na Œ0; 1�, a tedy díky positivitě operátorů fLng také

Ln.f / � Ln.h/ na Œ0; 1� pro každé n 2 N:

Zřejmě pro každé x 2 Œ0; 1� platí

jLn.h/.x/ � h.x/j � jc0jjLn.g0/.x/ � g0.x/jC

C jc1jjLn.g1/.x/ � g1.x/j C c2jLn.g2/.x/ � g2.x/j:

Protože y 2 Œ0; 1�, platí

jc0j � M C "C
2M

ı2
a jc1j �

4M

ı2
:

Tedy pro každé x 2 Œ0; 1� a každé n 2 N, n � n0 platí

jLn.h/.x/ � h.x/j � .M C "C
2M

ı2
/jLn.g0/.x/ � g0.x/jC

C
4M

ı2
jLn.g1/.x/ � g1.x/j C

2M

ı2
jLn.g2/.x/ � g2.x/j

� "ı2
�
M C "C

2M

ı2
C
4M

ı2
C
2M

ı2

�
D "

�
Mı2 C "ı2 C 8M

�
;

a tudíž
Ln.h/.x/ � h.x/C "

�
Mı2 C "ı2 C 8M

�
:

Pro speciální volbu x D y dostáváme

Ln.f /.y/ � Ln.h/.y/ � h.y/C "
�
Mı2 C "ı2 C 8M

�
;

a tedy

Ln.f /.y/ � f .y/C "C "
�
Mı2 C "ı2 C 8M

�
D f .y/C "

�
Mı2 C "ı2 C 8M C 1

�
:

Obdobně lze dokázat, že

Ln.f /.y/ � f .y/ � "
�
Mı2 C "ı2 C 8M C 1

�
:

Protože y bylo zvoleno libovolně, plyne odtud, že pro každé n 2 N, n � n0 platí

sup
y2Œ0;1�

jLn.f /.y/ � f .y/j � "
�
Mı2 C "ı2 C 8M C 1

�
;

tedy
lim
n!1

sup
y2Œ0;1�

jLn.f /.y/ � f .y/j D 0;

což podle Věty 12.1.6 znamená, že

Ln.f / � f na Œ0; 1�:

Tvrzení věty je dokázáno. �
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12.2.4. Definice. Nechť f 2 C Œ0; 1� a n 2 N. Potom polynom

Bnf .x/ D

nX
kD0

 
n

k

!
f

�
k

n

�
xk.1 � x/n�k ; x 2 R;

nazýváme Bernsteinovým polynomem funkce f stupně n.

12.2.5.Poznámka. Pro každé n 2 N je zobrazeníBn W C Œ0; 1� ! C Œ0; 1�, definované
předpisem Bn W f 7! Bnf přiřazující každé funkci f 2 C Œ0; 1� „její“ Bernsteinův
polynom stupně n pozitivním lineárním operátorem na C Œ0; 1�.

12.2.6. Věta (Weierstrassova). Nechť a; b 2 R, a < b, a nechť f je spojitá funkce
na intervalu Œa; b�. Pak pro každé " > 0 existuje polynom P W R ! R takový, že

8x 2 Œa; b� W jf .x/ � P.x/j < ":

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že Œa; b� D Œ0; 1�. Víme, že fBng1
nD1 je posloupnost

pozitivních lineárních operátorů na C.Œ0; 1�/. Tvrzení věty tedy vyplyne z Korovki-
novy věty pokud ověříme, že pro j D 0; 1; 2 platí

Bn.gj / � gj na Œ0; 1�:

Pro j D 0, n 2 N a x 2 Œ0; 1� jest

Bn.g0/.x/ D

nX
kD0

 
n

k

!
xk.1 � x/n�k

D .x C 1 � x/n D 1 D g0.x/;

takže platí dokonce Ln.g0/ D g0 na Œ0; 1�.
Připomeneme, že pro každé k; n 2 N, 1 � k � n, platí

k

 
n

k

!
D n

 
n � 1

k � 1

!
:

Pro j D 1, n 2 N a x 2 Œ0; 1� jest

Bn.g1/.x/ D

nX
kD0

 
n

k

!
k

n
xk.1 � x/n�k

D

nX
kD1

.n � 1/Š

.k � 1/Š.n � k/Š
xk.1 � x/n�k

D x

nX
kD1

.n � 1/Š

.k � 1/Š.n � 1 � .k � 1//Š
xk�1.1 � x/n�k

D x

n�1X
kD0

 
n � 1

k

!
xk.1 � x/n�1�k

D x.x C 1 � x/n�1
D x D g1.x/;

a tedy i pro j D 1 platí Ln.g1/ D g1 na Œ0; 1�.
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Zbývá ověřit případ j D 2. Pro tuto funkci a pro každé n 2 N a x 2 Œ0; 1�máme

Bn.g2/.x/ D

nX
kD0

 
n

k

!
k2

n2
xk.1 � x/n�k

D
1

n2

nX
kD1

 
n

k

!
k2xk.1 � x/n�k

D
1

n

nX
kD1

 
n � 1

k � 1

!
kxk.1 � x/n�k

D
1

n

nX
kD1

.k � 1/

 
n � 1

k � 1

!
xk.1 � x/n�k

C
1

n

nX
kD1

 
n � 1

k � 1

!
xk.1 � x/n�k

D
1

n

nX
kD2

 
n � 2

k � 2

!
xk.1 � x/n�k

C
x

n

D x2
n � 1

n

nX
kD2

 
n � 2

k � 2

!
xk�2.1 � x/n�2�.k�2/

C
x

n

D
n � 1

n
x2 C

x

n
:

To znamená, že pro každé n 2 N a x 2 Œ0; 1� máme

jBn.g2/.x/ � g2.x/j D
x.1 � x/

n
�

1

4n
;

a tedy
Bn.g2/ � g2 na Œ0; 1�:

Tím je ověřeno tvrzení věty ve speciálním případě Œa; b� D Œ0; 1�.
Nechť nyní je Œa; b� obecný interval. Definujeme zobrazení ' W Œ0; 1� ! Œa; b�

předpisem
'.x/ D .b � a/x C a:

Potom ' je bijekce Œ0; 1� na Œa; b�. Položme Qf D f ı'. Podle již dokázaného tvrzení
nalezneme polynom QP takový, že pro každé x 2 Œ0; 1� platí

j Qf .x/ � QP .x/j < ":

Položíme dále P D QP ı '�1. Protože funkce '�1 má tvar

'�1.y/ D
1

b � a
.y � a/; y 2 Œa; b�;

je P zřejmě polynom. Navíc pro každé y 2 Œa; b� platí

jf .y/ � P.y/j D j Qf .'�1.y/ � QP .'�1.y/j < ":

Tím je tvrzení věty dokázáno. �
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12.2.7. Poznámka. Weierstrassova věta by neplatila, pokud by interval nebyl ome-
zený a uzavřený. To lze doložit na následujících příkladech: pro f .x/ D ex na
.0;1/ a libovolný polynom P platí limx!1 jf .x/ � P.x/j D 1, podobně pro
f .x/ D

1
x
na .0; 1/ a libovolný polynom P platí limx!0C jf .x/ � P.x/j D 1.

12.2.8. Poznámka. Nechť fn, n 2 N, je posloupnost funkcí z C Œ0; 1�. Potom fn �
f na Œ0; 1� právě tehdy, když limn!1 kfn � f ksup D 0.

12.3. Stejnoměrná konvergence řad funkcí

12.3.1. Definice. Nechť M je množina, .Q; k � k/ je normovaný lineární prostor,
fn W M ! Q, n 2 N. Řekneme, že řada zobrazení

P1

nD1 fn je bodově konver-
gentní na M , jestliže posloupnost funkcí

˚Pn
kD1 fk

	1

nD1
je bodově konvergentní

na M . Obdobně definujeme pojmy stejnoměrné konvergence a lokálně stejno-
měrnékonvergence řady

P1

nD1 fn. Stejnoměrnou konvergenci značíme symbolemP1

nD1 fn �, lokálně stejnoměrnou konvergenci symbolem
P1

nD1 fn
loc
�.

12.3.2. Poznámky. NechťM je množina a fn; gn W M ! R, n 2 N.

(a)Bolzanova–Cauchyova podmínka: řada
P1

nD1 fn konverguje stejnoměrně namnožině
M právě tehdy, když platí

8" > 0 9n0 2 N 8m; n 2 N; m � n � n0 8x 2 M W

ˇ̌̌̌
ˇ̌ mX
jDn

fj .x/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ < ":

(b)Nutná podmínka konvergence: pokud
P1

nD1 fn � naM , potom fn � 0 naM , neboť
jfn.x/j D

ˇ̌̌Pn
jDn fj .x/

ˇ̌̌
.

(c)Linearita: pokud
P1

nD1 fn �,
P1

nD1 gn �naM a ˛ 2 R, pak také řady
P1

nD1. f̨n/

a
P1

nD1.fn ˙ gn/ konvergují stejnoměrně naM .

12.3.3. Věta (Weierstrassovo kritérium). Nechť
P1

nD1 fn je řada reálných funkcí
definovaných na neprázdné množiněM . Označme

�n D sup
x2M

jfn.x/j:

Jestliže
P1

nD1 �n < 1, potom
P1

nD1 fn � naM .

Důkaz. Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N takové, že

8m; n 2 N; m � n � n0 W

mX
jDn

�j < ":
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Potom pro každé m; n 2 N splňující m � n � n0 a pro každé x 2 M platí

j

mX
jDn

fj .x/j �

mX
jDn

jfj .x/j �

mX
jDn

�j < ":

Ověřili jsme Bolzanovu–Cauchyovu podmínku. Řada je tedy konvergentní podle
Poznámky 12.3.2(a). �

12.3.4. Příklad. Nechť ˛ > 1. Dokažte, že řady
1X
nD1

cos.nx/
n˛

;

1X
nD1

sin.nx/
n˛

jsou stejnoměrně konvergentní na R.

Řešení. Pro n 2 N definujeme

�n D sup
x2R

j cos.nx/j
n˛

:

Potom
1X
nD1

�n �

1X
nD1

1

n˛
< 1;

a tedy je řada konvergentní podleWeierstrassova kritéria. Důkaz stejnoměrné kon-
vergence druhé řady je možné provést obdobně. |

12.3.5. Poznámka. Weierstrassovo kritérium nedává odpověď na otázku, zda jsou
řady

1X
nD1

cos.nx/
n˛

;

1X
nD1

sin.nx/
n˛

stejnoměrně konvergentní na R pro ˛ 2 .0; 1�.

12.3.6. Věta (Abelovo kritérium stejnoměrné konvergence). NechťM je množina,
fn W M ! R, gn W M ! R, n 2 N. Nechť platí

(i) pro každé x 2 M je posloupnost reálných čísel fgn.x/g
1
nD1 monotónní

(libovolným způsobem),
(ii) fgng je posloupnost stejně omezených funkcí, tj.

9K > 0 8n 2 N 8x 2 M W jgn.x/j � K;

(iii)
P1

nD1 fn � naM .
Potom

1X
nD1

fngn � naM:
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Důkaz. Označme
M#

D fx 2 M I fgn.x/g je nerostoucíg
a

M"
D fx 2 M I fgn.x/g je neklesajícíg:

Potom dle (a) platí M D M# [ M". Zvolme " > 0. K němu nalezneme n0 2 N
takové, že

8m; n 2 N; m � n � n0 8x 2 M W

ˇ̌̌̌
ˇ̌ mX
jDn

fj .x/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ < ":

Zvolme n 2 N, n � n0. Pro každé k 2 N, k � n a každé x 2 M označme

�k.x/ D

kX
jDn

fj .x/:

Potom
8k 2 N; k � n 8x 2 M W j�k.x/j < ": (12.3)

Zvolme m 2 N, m � n. Z Abelovy parciální sumace vyplývá, že

8x 2 M W

mX
jDn

fj .x/gj .x/ D

m�1X
jDn

�j .x/
�
gj .x/ � gjC1.x/

�
C �m.x/gm.x/: (12.4)

Zvolme x 2 M#. Potom z předpokladu (a) a odhadu (12.3) vyplývá, žeˇ̌̌̌
ˇ̌ mX
jDn

fj .x/gj .x/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ �

m�1X
jDn

j�j .x/j
�
gj .x/ � gjC1.x/

�
C j�m.x/jjgm.x/j

< "

m�1X
jDn

�
gj .x/ � gjC1.x/

�
C "jgm.x/j

D " .gn.x/ � gm.x// � 3K":

Tedy
P1

nD1 fngn � naM#. Obdobně lze dokázat, že
P1

nD1 fngn � naM". Pro-
tožeM D M# [M", plyne odtud tvrzení věty. �

12.3.7. Věta (Dirichletovo kritérium stejnoměrné konvergence). NechťM je mno-
žina, fn W M ! R, gn W M ! R, n 2 N. Nechť platí

(i) pro každé x 2 M je posloupnost reálných čísel fgn.x/g
1
nD1 monotónní

(libovolným způsobem),
(ii) gn � 0,
(iii) řada

P1

nD1 fn má stejnoměrně omezené částečné součty naM , tj.

9K 2 R 8m 2 N 8x 2 M W

ˇ̌̌̌
ˇ̌ mX
jD1

fj .x/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ � K:
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Potom
1X
nD1

fngn � naM:

Důkaz. Označme M# a M" stejné množinu jako v důkazu Věty 12.3.6. Zvolme
" > 0. K němu díky předpokladu (b) nalezneme n0 2 N, n0 � 2, takové, že

8n 2 N; n � n0 8x 2 M W jgn.x/j < ":

Zvolme n 2 N, n � n0. Pro každé k 2 N, k � n a každé x 2 M označme

�k.x/ D

kX
jDn

fj .x/:

Potom dle předpokladu (c) platí pro každé k 2 N, k � n, a každé x 2 M

j�k.x/j D

ˇ̌̌̌
ˇ̌ kX
jD1

fj .x/ �

n�1X
jD1

fj .x/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ �

ˇ̌̌̌
ˇ̌ kX
jD1

fj .x/

ˇ̌̌̌
ˇ̌C

ˇ̌̌̌
ˇ̌n�1X
jD1

fj .x/

ˇ̌̌̌
ˇ̌ � 2K:

Zvolme m 2 N, m � n, a x 2 M#. Potom dle předpokladu (a), platíˇ̌̌̌
ˇ̌ mX
jDn

fj .x/gj .x/

ˇ̌̌̌
ˇ̌m�1X
jDn

j�j .x/j
�
gj .x/ � gjC1.x/

�
C j�m.x/jjgm.x/j

� 2K

m�1X
jDn

�
gj .x/ � gjC1.x/

�
C 2Kjgm.x/j

D 2K .gn.x/ � gm.x//C 2Kjgm.x/j

� 2K .jgn.x/j C jgm.x/j C jgm.x/j/ < 6K":

Tedy
P1

nD1 fngn � naM#. Obdobně lze dokázat, že
P1

nD1 fngn � naM". Pro-
tožeM D M# [M", plyne odtud tvrzení věty. �

12.3.8. Poznámka. Pro každé ı 2 .0; �
2
/ mají řady

P1

nD1 cos.nx/ a
P1

nD1 sin.nx/
stejnoměrně omezené částečné součty na Œı; � � ı�. To plyne ihned z Příkladů 3.3.7
a 3.3.8.

12.3.9. Příklady. (a) Dokažte, že řada
P1

nD1 sin.nx/ arccos.
n�1
n
/ je lokálně

stejnoměrně konvergentní na .0; �/.
(b) Dokažte, že řady

P1

nD1
cos.nx/
n˛ a

P1

nD1
sin.nx/
n˛ , kde ˛ 2 .0;1/, jsou lokálně

stejnoměrně konvergentní na .0; �/.
(c) Dokažte, že řada

P1

nD1
.�1/n

p
nCx2

arctg.nx/ je stejnoměrně konvergentní na
R.

Řešení. (a) Pro n 2 N položme fn.x/ D sin.nx/ a gn.x/ D arccos.n�1
n
/, x 2

.0; �/ (funkce gn jsou tedy konstantní na .0; �//. Nechť ı 2 .0; �
2
/. Podle po-

známky 12.3.8 má řada
P1

nD1 fn.x/ má stejnoměrně omezené částečné součty na
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Œı; � � ı�. Posloupnost fgn.x/g je klesající a splňuje limn!1 gn.x/ D 0. Protože
tato posloupnost nezávisí na x, máme gn � 0 na .0; �/. Z Dirichletova kritéria
tedy plyne, že

P1

nD1 fngn � na Œı; � � ı�. Je-li Œa; b� libovolný interval splňující
0 < a < b < � , potom k němu nalezneme ı 2 .0; �

2
/ takové, že Œa; b� � Œı; � � ı�.

Z již dokázaného tvrzení víme, že
P1

nD1 fngn � na Œı; � � ı�, a tedy i na Œa; b�.

Odtud a z Věty 12.1.10 vyplývá, že
P1

nD1 fngn
loc
� na .0; �/.

(b) Důkaz je podobný jako u tvrzení (a), přičemž klademe gn.x/ D n�˛, x 2 R.
Stačí si pouze uvědomit, že i v tomto případě platí gn � 0 na R a fgng je klesající
posloupnost.

(c)Důkaz provedeme ve dvou krocích.Nejprve se budeme věnovat řadě
P1

nD1
.�1/n

p
nCx2

.
Pro n 2 N položíme fn.x/ D .�1/n a gn.x/ D

1p
nCx2

. Potom řada
P1

nD1 fn.x/ má
stejnoměrně omezené částečné součty na R a posloupnost fgn.x/g je pro každé x 2

R klesající.Navíc pro každé x 2 Rplatí jgn.x/j �
1p
n
, takže limn!1 sup

x2R jgn.x/j D

0, a tedy gn � 0 na R. Z Dirichletova kritéria tedy plyne, že
P1

nD1
.�1/n

p
nCx2

� na R.

Ve druhém kroku položíme fn D
.�1/n

p
nCx2

a gn D arctg.nx/. Z prvního kroku
víme, že

P1

nD1 fn � na R. Posloupnost fgn.x/g je pro každé x 2 R monotónní (ne-
rostoucí pro x 2 .�1; 0� a neklesající pro x 2 Œ0;1/. Navíc pro každé x 2 R a každé
n 2 N platí jgn.x/j �

�
2
. ZAbelova kritéria tedy plyne, že

P1

nD1
.�1/n

p
nCx2

arctg.nx/ �
na R. |

12.3.10. Věta (záměna sumy a derivace). Nechť
P1

nD1 fn je řada funkcí z R do R
splňující

(i) fn má vlastní derivaci na omezeném intervalu .a; b/, n 2 N,
(ii) existuje x0 2 .a; b/ takové, že je číselná řada

P1

nD1 fn.x0/ konvergentní,
(iii)

P1

nD1 f
0
n � na .a; b/.

Potom
P1

nD1 fn � na .a; b/ a pro každé x 2 .a; b/ platí� 1X
nD1

fn

�0

.x/ D

1X
nD1

f 0
n.x/:

Důkaz. Položme gn.x/ D
Pn
kD1 fk.x/, n 2 N, x 2 .a; b/. Potom pro každé n 2 N

má gn vlastní derivaci na .a; b/, posloupnost fgn.x0/g je konvergentní a posloup-
nost fg0

ng je stejnoměrně konvergentní na .a; b/. Podle Věty 12.1.13 tedy existuje
funkce g W .a; b/ ! R taková, že gn � g a g0

n � g0 na .a; b/. Odtud plyne tvrzení
věty, neboť zřejmě platí g D

P1

kD1 fk. �

12.3.11. Věta (záměna sumy a Newtonova integrálu). Nechť .a; b/ je omezený ne-
prázdný interval a nechť

P1

nD1 fn je řada funkcí splňující
(i) fn 2 N .a; b/,
(ii) řada

P1

nD1 fn konverguje stejnoměrně k funkci f na .a; b/.
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Potom f 2 N .a; b/ a platí

1X
nD1

.N /

Z b

a

fn D .N /

Z b

a

f:

Důkaz. Použijeme Větu 12.1.15 na posloupnost funkcí f
Pn
kD1 fk.x/g

1
nD1. Odtud

ihned plyne tvrzení. �

12.3.12.Věta (o lokálně stejnoměrné konvergencimocninné řady). Nechť
P1

nD0 an.x�

x0/
n je mocninná řada, přičemž x0 2 R, an 2 R, n 2 N, s poloměrem konver-

gence % 2 .0;1�. Potom tato řada konverguje lokálně stejnoměrně na intervalu
.x0 � %; x0 C %/.

Důkaz. Nechť r 2 .0; %/. Potom pro každé x 2 Œx0 � r; x0 C r� platí jan.x � x0/
nj �

janjrn. Číselná řada
P1

nD1 janjrn je konvergentní, a tedy podle Weierstrassova kri-
téria je řada

P1

nD0 an.x�x0/
n stejnoměrně konvergentní na Œx0� r; x0C r�. Odtud

a z Věty 12.1.10 vyplývá, že řada
P1

nD0 an.x � x0/
n stejnoměrně konvergentní na

Œx0 � r; x0 C r�. Odtud a z Věty 12.1.10 vyplývá, že řada
P1

nD0 an.x � x0/
n lokálně

stejnoměrně konvergentní na .x0 � %; x0 C %/. �

12.3.13. Poznámka. Ukážeme, jak z Abelova kritéria snadno vyplývá tvrzení Abe-
lovy věty (Věta 8.3.2). Nechť

P1

nD0 an.x � x0/
n je mocninná řada a nechť % je její

poloměr konvergence, přičemž % 2 .0;1/. Předpokládejme, že
P1

nD0 an%
n kon-

verguje. Pro n 2 N a x 2 Œx0; x0 C %� položme fn.x/ D an%
n a gn.x/ D

.x�x0/
n

%n .
Potom je řada

P1

nD0 fn stejnoměrně konvergentní na Œx0; x0 C %�, fgng je posloup-
nost stejně omezených funkcí (s konstantou omezenosti rovnou jedné) a pro každé
x 2 Œx0; x0 C %� je posloupnost fgn.x/g nerostoucí. Podle Abelova kritéria je tedy
řada

P1

nD0 an.x�x0/
n stejnoměrně konvergentní na Œx0; x0C%�. PodleMooreovy–

Osgoodovy věty pak platí

lim
x!x0C%

1X
nD0

an.x � x0/
n

D lim
x!x0C%

lim
k!1

kX
nD0

an.x � x0/
n

D lim
k!1

lim
x!x0C%

kX
nD0

an.x � x0/
n

D

1X
nD0

an%
n:

Odtud vyplývá tvrzení Abelovy věty.
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12.4. Teoretické příklady ke stejnoměrné konvergenci
posloupností a řad funkcí

12.4.1. Příklad. Nechť .M; �/ je metrický prostor a ffng, fgng jsou posloupnosti
funkcí z M do C konvergující stejnoměrně k f W M ! C, respektive g W M ! C.
Ukažte následující tvrzení.

(a) Platí fn C gn � f C g.
(b) Jsou-li posloupnosti ffng a fgng omezené, platí fngn � fg.
(c) Dokažte, že bez předpokladu omezenosti je tvrzení (b) obecně neplatné.
(d) Jsou-li funkce fn stejnoměrně spojité, je f stejnoměrně spojitá.

Řešení. (a) Tvrzení plyne z odhadu

k.fn C gn/ � .f C g/k1 � kfn � f k1 C kgn � gk1 :

(b) NechťM 2 .0;1/ splňuje kfnk1 C kgnk1 � M pro n 2 N. Pak platí

kgk1 D sup
x2M

jg.x/j D sup
x2M

.lim jgn.x/j/ � sup
x2M

jgn.x/j D kgnk1 � M;

tj. g je též omezená číslemM . Tedy máme odhad

kfngn � fgk1 D kfngn � fng C fng � fgk1

� kfnk kgn � gk C kgk kfn � f k

� M .kgn � gk C kfn � f k/ ;

který implikuje fngn � fg.

(c) Uvažujme prostor R s funkcemi definovanými pro x 2 R a n 2 N jako fn.x/ D

x C
1
n
, f .x/ D x, gn.x/ D

1
n
, g D 0. Pak

sup
x2R

jfn.x/ � f .x/j D sup
x2R

1

n
D
1

n
! 0

a

sup
x2R

jgn.x/ � g.x/j D
1

n
! 0:

Tedy fn � f a gn � g. Na stranu druhou však neplatí fngn � fg, jelikož

sup
x2R

jfn.x/gn.x/ � f .x/g.x/j D sup
x2R

ˇ̌̌̌
1

n2
C
1

n
x

ˇ̌̌̌
D 1:

(d)Nechť " 2 .0;1/ je dáno.Nalezneme n 2 N takové, že sup
x2M jfn.x/ � f .x/j <

"
3
. Nechť ı 2 .0;1/ ˇje takové, že jfn.x/ � fn.y/j <

"
3
pro každou dvojici x; y 2 M

splňující �.x; y/ < ı. Pak pro taková x; y platí

jf .x/ � f .y/j � jf .x/ � fn.x/j C jfn.x/ � fn.y/j C jfn.y/ � f .y/j < 3
"

3
D ":

Tedy f je stejnoměrně spojitá. |
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12.4.2. Příklad. NechťM je množina a fn W M ! C je posloupnost funkcí splňu-
jící

kfn � fmk1 � jan � amj ; n;m 2 N;

pro nějakou konvergentní posloupnost čísel fang. Pak ffng konverguje stejnoměrně
naM .

Řešení. Mějme " 2 .0;1/ dáno. Jelikož je posloupnost fang konvergentní, splňuje
Bolzanovu–Cauchyovu podmínku, a tak existuje n0 2 N takové, že jan � amj < "

pro každé indexy n;m � n0. Pro tato n;m pak máme

sup
x2M

jfn.x/ � fm.x/j � jan � amj < ":

Tedy posloupnost ffng splňuje podmínku zVěty 12.1.12, a tedy ffng je stejnoměrně
konvergentní. |

12.4.3. Příklad. Nechť f W R ! R je diferencovatelná, přičemž f 0 je stejnoměrně
spojitá. Pak posloupnost

gn.x/ D n

�
f .x C

1

n
/ � f .x/

�
; x 2 R;

konverguje stejnoměrně k f 0.
Ukažte, že pouhá spojitost f 0 ke stejnému závěru nestačí.

Řešení. Jelikož

f 0.x/ D lim
h!0

f .x C h/ � f .x/

h
; x 2 R;

platí dle Heineovy věty 4.2.16

lim
n!1

gn.x/ D f 0.x/; x 2 R:

Kdokončení důkazu stačí ověřit, že je posloupnost fgng stejnoměrně cauchyovská.
Mějme tedy " 2 .0;1/ dáno. Zvolme ı 2 .0;1/ takové, že jf 0.x/ � f 0.y/j < ",
kdykoliv x; y 2 R splňují jx � yj < ı. Nechť n0 2 N je větší než 1

ı
a nechť n;m 2 N

jsou větší než n0. Pro každé x 2 R najdeme dle Lagrangeovy věty 5.2.4 ˛ 2 .x; xC
1
n
/ a ˇ 2 .x; x C

1
m
/ splňující

n

�
f .x C

1

n
/ � f .x/

�
D f 0.˛/; m

�
f .x C

1

m
/ � f .x/

�
D f 0.ˇ/:

Pak j˛ � ˇj � maxf
1
n
; 1
m

g �
1
n0
< ı, a tedy

jgn.x/ � gm.x/j D
ˇ̌
f 0.˛/ � f 0.ˇ/

ˇ̌
< ":

Protože x 2 R bylo libovolné, máme

sup
x2R

jgn.x/ � gm.x/j � ":

Tím je důkaz první části tvrzení dokončen.
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Uvažujme nyní funkci f .x/ D x3, x 2 R. Pak platí pro x 2 R rovnosti

gn.x/ D n

�
.x C

1

n
/3 � x3

�
D n

�
3x2

1

n
C 3x

1

n2
C

1

n3

�
D 3x2 C 3x

1

n
C

1

n2
:

Tedy pro různé indexy n;m platí

sup
x2R

jgn.x/ � gm.x/j D sup
x2R

ˇ̌̌̌
3x.

1

n
�
1

m
/C .

1

n2
�

1

m2
/

ˇ̌̌̌
D 1:

Proto není posloupnost fgng stejnoměrně cauchyovská, a tedy ani stejnoměrně kon-
vergentní. |

12.4.4. Příklad. Nechť s 2 N, X značí prostor všech polynomů na R stupně nej-
výše s a fpng je posloupnost v X . Dokažte, že následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Posloupnost fpng konverguje lokálně stejnoměrně.
(ii) Existuje sC1 různých bodů x0; : : : ; xs v R, takové, že fPn.xi /g konverguje

pro každé i 2 f1; : : : ; s C 1g.
(iii) Posloupnosti koeficientů pn konvergují.

Řešení. (i) ) (ii) platí zřejmě.

(ii) ) (iii) Nechť pn.x/ D an;sx
s Can;s�1x

s�1C � � � Can;1xCan;0, n 2 N. Matice
systému lineárních rovnic pro neznámé an0

; : : : ; an;s je

an;0 C an;1x0 C � � � C an;sx
s
0 D pn.x0/;

an;0 C an;1x1 C � � � C an;sx
s
1 D pn.x1/;

� � �

an;0 C an;1xs C � � � C an;sx
s
s D pn.xs/:

(12.5)

je

A D

0BBBBBB@
1 x0 x20 � � � xs0

1 x1 x21 � � � xs1
:::

:::
:::

: : :
:::

1 xs x2s � � � x
p
s

1CCCCCCA ;

což je matice s nenulovým determinantem číslo dle [4, ]. Tedy má systém (12.5)
jednoznačné řešení an;0; : : : ; an;s. Toto řešení lze navíc vyjádřit jako

an;i D
detAn;i
detA

; i 2 f0; : : : ; sg;

kde matice An;i vznikne z matice A nahrazením i -tého sloupce vektorem pravých
stran rovnice (12.5). Tedy konvergence hodnot posloupností fpn.xi /g, i 2 f0; : : : ; sg,
implikuje konvergenci posloupností fan;ig, i 2 f0; : : : ; sg.
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(iii) ) (i) Nechť pn.x/ D an;sx
p C an;s�1x

s�1 C � � � C an;1x
Can;0, n 2 N, při-

čemž posloupnosti fan;ig konvergují pro i 2 f0; : : : ; sg. Pak pro každý interval tvaru
Œ�M;M�,M � 1, platí

sup
x2Œ�M;M�

jpn.x/ � pm.x/j � sM s sup
i2f0;:::;sg

jan;i � am;i j ;

tedy fpng konverguje stejnoměrně na každém takovém intervalu, a proto lokálně
stejnoměrně na R. |

12.4.5. Příklad. Nechť fpng je posloupnost polynomů na R stejnoměrně konver-
gující k f . Pak f je polynom.

Řešení. Nejprve ukažme, že existuje s 2 N takové, že všechny polynomy pn jsou
stupně nejvýše s. Vezmeme totiž " D 1 a nalezneme n0 2 N takové, že pro každé
n;m � n0 platí

sup
x2R

jpn.x/ � pm.x/j < 1: (12.6)

Jsou-li nyní p; q dva polynomy splňující (12.6), pak stp D st q, Vskutku, je-li

p.x/ D aix
i

C ai�1x
i�1

C � � � C a1x C a0 a

q.x/ D bjx
j

C bj�1x
j�1

C � � � C b1x C b0;

přičemž aibj ¤ 0, i < j , pak p � q je polynom stupně j , a tedy

lim
x!1

jq.x/ � p.x/j D 1:

To je ovšem spor s (12.6). Proto stp D st q.
Tedy dostáváme, že všechny polynomy pn jsou stupně nejvýše s pro nějaké s 2

N. Dle Příkladu 12.4.4 proto konvergují posloupnosti koeficientů polynomů pn,
řekněme k číslům as; as�1; � � � ; a0. Pak zjevně pn.x/ ! p.x/ D asx

s C as�1x
s�1 C

� � � C ax C a0. Protože však pn � f , platí f D p, a f je tedy polynom. |

12.4.6. Příklad. Nechť fn W .M; �/ ! C je bodově konvergentní stejně spojitá po-
sloupnost na kompaktním metrickém prostoruM . Pak ffng konverguje stejnoměr-
ně.

Nalezněte příklad ukazující, že bez předpokladu kompaktnosti prostoru M
tvrzení obecně neplatí.

Řešení. Nechť " 2 .0;1/ je dáno. Pro každé x 2 M nalezneme rx 2 .0;1/ takové,
že pro každé n 2 N a y 2 B.x; rx/ platí jfn.x/ � fn.y/j < ". Díky kompaktnos-
ti vybereme body x1; : : : ; xk 2 M takové, že M �

Sk
iD1 B.xi ; rxi

/. Protože ffng

konverguje bodově, existuje n0 2 N takové, že pro n;m � n0 platí

jfn.xi / � fm.xi /j < "; i 2 f1; : : : ; kg:

Nechť nyní x 2 M je libovolné. Nalezneme i 2 f1; : : : ; kg splňující x 2 B.xi ; rxi
/.

Pak pro n;m � n0 máme
jfn.x/ � fm.x/j � jfn.x/ � fn.xi /j C jfn.xi / � fm.xi /j C jfm.xi / � fm.x/j

< 3":
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Tedy ffng je stejnoměrně cauchyovská, a proto stejnoměrně konvergentní.
Abychom nalezli požadovaný příklad, uvažujme funkce fn.x/ D

x
n
, x 2 R. Pak

fn ! 0. Dále jsou všechny funkce fn 1-lipschitzovské, a tedy je systém ffnI n 2 Ng

stejně spojitý. Posloupnost ffng však nekonverguje stejnoměrně k 0, jelikož

sup
x2R

jfn.x/ � 0j D 1:

|

12.4.7. Příklad. Najděte posloupnost ffng spojitých funkcí na Œ0; 1� s hodnotami
v Œ0; 1� takovou, že

P1

nD1 kfnk1 D 1, ale
P1

nD1 fn konverguje stejnoměrně.

Řešení. Uvažujme spojité funkce fn W Œ0; 1� ! Œ0; 1
n
�, n 2 N, s těmito vlastnostmi:

fn D

(
0; vně intervalu Œ 1

nC1
; 1
n
�;

1
n
; v nějakém bodě intervalu Œ 1

nC1
; 1
n
�:

Pak zjevně
P1

nD1 kfnk1 D
P1

nD1
1
n

D 1.
Na druhou stranu však platí pro n0 2 N a každé k 2 N odhad

sup
x2Œ0;1�

n0CkX
nDn0

fn.x/ �
1

n0
:

Tedy je řada
P1

nD1 fn stejnoměrně konvergentní. |

12.4.8. Příklad. Nechť fn W .M; �/ ! C, n 2 N, jsou takové funkce, že
P1

nD1 fn
je stejnoměrně konvergentní. Nechť f W M ! C je omezená funkce na M . Pak je
řada

P1

nD1 f .x/fn.x/ stejnoměrně konvergentní.
Ukažte, že bez předpokladu omezenosti f je tvrzení obecně neplatné.

Řešení. Pro n 2 N položme gn D f . Pak je pro každé x 2 M posloupnost fgn.x/g

konstantní, a tudíž monotónní. Navíc je fgng posloupnost stejně omezených funk-
cí. Podle Abelova kritéria (Věta 12.3.6) je tedy řada

P1

nD1 f .x/fn.x/ stejnoměrně
konvergentní naM . |

12.4.9.Příklad. NechťM jemnožina a fn W M ! R, n 2 N a sup
x2M

P1

nD1 f
2
n .x/ <

1. Nechť fcng je posloupnost reálných čísel splňující
P1

nD1 c
2
n < 1. Pak

P1

nD1 cnfn
konverguje absolutně stejnoměrně.

Řešení. Mějme " 2 .0;1/ dáno. Nechť K D sup
x2M

P1

nD1 f
2
n .x/. Nalezneme n0 2

N takové, že pro každé k 2 N platí
Pn0Ck
nDn0

c2n < ". Pak pro k 2 N a x 2 M platí dle
Cauchyovy nerovnosti

n0CkX
nDn0

jcnfn.x/j �

0@n0CkX
nDn0

c2n

1A 1
2
0@n0CkX
nDn0

f 2n .x/

1A 1
2

�
p
"K:

Tedy je řada
P1

nD1 cnfn stejnoměrně cauchyovská, a tedy stejnoměrně konvergent-
ní. |
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12.4.10. Příklad. Nechť je
P1

nD1 fn řada spojitých funkcí na Œ0; 1�. Nechť konver-
guje stejnoměrně na Œ0; 1/. Pak

P1

nD1 fn.1/ konverguje.

Řešení. Jelikož jsou funkce fn spojité na Œ0; 1�, platí pro každém1; m2 2 N,m1 � m2,
odhad

sup
x2Œ0;1/

ˇ̌̌̌
ˇ
m2X
nDm1

fn.x/

ˇ̌̌̌
ˇ D sup

x2Œ0;1�

ˇ̌̌̌
ˇ
m2X
nDm1

fn.x/

ˇ̌̌̌
ˇ :

Díky stejnoměrné cauchyovskosti řady
P1

nD1 fn na Œ0; 1/ tedy dostáváme stejno-
měrnou cauchyovskost této řady na Œ0; 1�. Speciálně proto zadaná řada konverguje
v bodě 1. |

12.4.11. Příklad. Nechť
P1

nD1 fn je řada nezáporných spojitých funkcí na kom-
paktním metrickém prostoruM bodově konvergující ke spojité funkci f . Pak řadaP1

nD1 fn konverguje stejnoměrně k f naM .

Řešení. Posloupnost fsng částečných součtů řady
P1

nD1 fn je neklesající. Tvrzení te-
dy plyne z Diniovy věty (Věta 12.1.17). |

12.4.12. Příklad. Nalezněte řadu
P1

nD1 fn reálných funkcí na metrickém prostoru
M konvergující stejnoměrně naM , která je v každém x 2 M absolutně konvergent-
ní, ale

P1

nD1 jfnj nekonverguje stejnoměrně naM .

Řešení. Uvažujme řadu
1X
nD0

.�1/n.1 � x/xn; x 2 Œ0; 1�:

Definujme pro x 2 Œ0; 1� a n 2 N [ f0g funkce fn.x/ D .�1/n, gn.x/ D .1 � x/xn.
Pak fgn.x/g je nerostoucí posloupnost pro každé x 2 Œ0; 1�. Dále platí

sup
x2Œ0;1�

gn.x/ D gn.
n

nC 1
/ D

1

nC 1

�
n

nC 1

�n
! 0:

Tedy gn � 0. Konečně, řada
P1

nD0 fn má stejně omezené částečné součty. Tedy
naše řada konverguje stejnoměrně.

Dále
P1

nD0 j.�1/n.1 � x/xnj D
P1

nD0.1� x/xn je konvergentní v každém bodě
x 2 Œ0; 1�.

Řada
P1

nD0 j.�1/n.1 � x/xnj však nekonverguje stejnoměrně, neboť
1X
nD0

.1 � x/xn D

(
1; x 2 Œ0; 1/;

0; x D 1;

což je nespojitá funkce na Œ0; 1�. Řada spojitých funkcí tedy nemůže konvergovat
stejnoměrně. |

12.4.13. Příklad. Nechť fn W Œa; b� ! R, n 2 N, jsou monotónní funkce. NechťP1

nD1 jfn.x/j konverguje pro x 2 fa; bg. Pak
P1

nD1 jfnj konverguje stejnoměrně na
Œa; b�.
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Řešení. Díky monotonii funkcí fn máme odhad
1X
nD1

jfn.x/j �

1X
nD1

maxfjfn.a/j ; jfn.b/jg; x 2 Œa; b�:

Protože řada
P1

nD1maxfjfn.a/j ; jfn.b/jg je konvergentní, je dleWeierstrassova kri-
téria (Věta 12.3.3) řada

P1

nD1 jfnj stejnoměrně konvergentní. |

12.4.14. Příklad. Ukažte, že na prostoru C.Œ0; 1�/ neexistuje metrika �, která pro
každou posloupnost ffng v C.Œ0; 1�/ a f 2 C.Œ0; 1�/ splňuje

�.fn; f / ! 0 ” fn ! f:

Řešení. Nechť � jemetrika splňující předepsanou podmínku. Přivedeme tento před-
poklad ke sporu. Nechť N<N značí množinu všech konečných posloupností přiro-
zených čísel. Pro s 2 N<N značíme délku s jako jsj. Symbol s^n, kde n 2 N,
značí posloupnost s prodlouženou o n, tj. s^n D .s1; : : : ; sjsj; n/. Symbolem ; zna-
číme prázdnou posloupnost. V intervalu Œ0; 1� zkonstruujeme systémy nedegene-
rovaných intervalů fIsI s 2 N<Ng a fJsI s 2 N<Ng takové, že

(a) I; D J; D Œ0; 1�,
(b) pro každé s 2 N<N platí Is � Js ,
(c) pro každé s 2 N<N je Js otevřený interval,
(d) pro každé s 2 N<N a n 2 N je Js^n � Is ,
(e) pro každé s 2 N<N je systém fJs^nI n 2 Ng disjunktní.

Po chvilce rozvažování je zřejmé, že takové systémy množin je snadné sestrojit.
Pro každé s 2 N<N nyní najdeme spojitou funkci fs 2 C.Œ0; 1�/ s hodnotami

v intervalu Œ0; 1�, které splňuje

fs.x/ D

(
1; x 2 Is;

0; x … Js :

Z vlastnosti (e) je vidět, že

lim
n!1

fs^n D 0; s 2 N<N :

Tedy
lim
n!1

�.fs^n; 0/ D 0; s 2 N<N : (12.7)

Indukcí nyní sestrojíme posloupnost fsng v N<N takovou, že sn je délky n, snC1

prodlužuje sn a �.fsn ; 0/ < 1
n
. V prvním kroku využijeme vlastnost (12.7) pro s D ;

a najdeme s1 2 N1 takové, že �.fs1 ; 0/ < 1:

Mějme nyní posloupnosti s1; : : : ; sn v N<N takové, že pro i 2 f1; : : : ; ng je si

délky i , �.fsi ; 0/ < 1
i
a si prodlužuje si�1 pro i 2 f2; : : : ; ng. Použijeme vlastnost

(12.7) pro sn a najdeme k 2 N takové, že �.fsn^k ; 0/ <
1
nC1

. Položíme snC1 D sn^k.
Tím je konstrukce ukončena.

Vzhledem k tomu, že �.fsn ; 0/ ! 0, fsn ! 0 dle našeho předpokladu. Vez-
meme-li však posloupnost intervalů fIsng, pak se jedná a monotónní posloupnost
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kompaktních množin v Œ0; 1�. Jejich průnik tedy obsahuje nějaký bod (vizte Vě-
tu ??). V tomto bodě jsou ale všechny funkce fsn rovny 1, což je spor s jejich bo-
dovou konvergencí k 0. |

12.5. Početní příklady ke stejnoměrné konvergenci posloupností
a řad funkcí

12.5.1. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkcí

fn.x/ D xn � xnC1; gn.x/ D x2n � x3n; x 2 .0; 1/:

Řešení. Zjevně platí fn ! 0 a gn ! 0 na .0; 1/. Jelikož

f 0
n.x/ D xn�1 .n � .nC 1/x/ ; x 2 .0; 1/;

nabývá fn maxima v bodě x D
n
nC1

o hodnotě

fn

�
n

nC 1

�
D

�
n

nC 1

�n
1

nC 1
:

Tedy

max
x2.0;1/

jfn.x/j D max
x2.0;1/

fn.x/ D fn

�
n

nC 1

�
! 0:

Proto fn � 0 na .0; 1/.
Naproti tomu fgng nekonverguje stejnoměrně na .0; 1/. Spočítáme-li totiž

g0
n.x/ D nx2n�1 .2 � 3xn/ ; x 2 .0; 1/;

dostaneme, že

max
x2.0;1/

jgn.x/j D max
x2.0;1/

gn.x/ D gn

�
2

3

� 1
n

D

�
2

3

�2
�

�
2

3

�3
¹ 0:

Platí však, že gn � 0 na každé množině tvaru .0; q/, kde q 2 .0; 1/, a tedy gn � 0

lokálně stejnoměrně na .0; 1/. Mějme totiž q 2 .0; 1/ libovolné. Zvolíme n0 2 N

takové, že
�
2
3

� 1
n > q pro n � n0. Pak

max
x2.0;q/

gn.x/ D gn.q/; n � n0;

a tedy maxx2.0;q/ gn.x/ ! 0. |

12.5.2. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkcí

fn.x/ D

r
x2 C

1

n2
; x 2 R
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Řešení. Zřejmě fn.x/ ! f .x/ D jxj, x 2 R. Odhadneme rozdíl jfn � f j na R
a dostaneme

0 �

r
x2 C

1

n2
� jxj D

r
x2 C

1

n2
�

p
x2 D

1

n2
1

p
x2 C

q
x2 C

1
n2

�
1

n
! 0;

a tedy fn � f na R. |

12.5.3. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkcí

fn.x/ D n

 r
x C

1

n
�

p
x

!
; x 2 .0;1/:

Řešení. Jelikož

fn.x/ D
1q

x C
1
n

C
p
x

;

konvergují funkce fn bodově k fubnkci f .x/ D
1

2
p
x
, x 2 .0;1/.

Odhadujeme jf � fnj jako

0 �
1

2
p
x

�
1q

x C
1
n

C
p
x

D

q
x C

1
n

�
p
x

2
p
x

�q
x C

1
n

C
p
x

�
D

1
n

2
p
x

�q
x C

1
n

C
p
x

�2
Z tohoto vyjádření vidíme, že

sup
x2.0;1/

jf .x/ � fn.x/j � lim
x!0C

1
n

2
p
x

�q
x C

1
n

C
p
x

�2 D 1;

tj. ffng nekonvergují stejnoměrně na .0;1/ .
Na druhou stranu fn � f na každém intervalu tvaru .q;1/, kde q > 0. Vskut-

ku, je-li q > 0, z přechozího máme odhad

sup
x2.q;1/

jf .x/ � fn.x/j �
1

n
�

1

2
p
q
�
2
p
q
�2 ! 0:

Tedy fn � f na .q;1/. Proto fn
loc
� f na .0;1/. |

12.5.4. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkcí

fn.x/ D x arctgnx; x 2 R:
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Řešení. Zjevně

fn.x/ ! f .x/ D x
�

2
sign x D

�

2
jxj ; x 2 R:

Označme g.y/ D
ˇ̌
y arctgy �

�
2

jyj
ˇ̌
, y 2 R. Pak pro x 2 R platí

jfn.x/ � f .x/j D

ˇ̌̌
x arctgnx �

�

2
jxj

ˇ̌̌
D
1

n

ˇ̌̌
nx arctgnx �

�

2
jnxj

ˇ̌̌
:

Tedy

max
x2R

jfn.x/ � f .x/j �
1

n
sup
y2R

g.y/:

K dokončení důkazu stejnoměrné konvergence tak stačí ukázat omezenost funkce
g. Ta je však na R zjevně spojitá a platí

lim
y!1

g.y/ D

ˇ̌̌̌
ˇ limy!1

arctgy �
�
2

1
y

ˇ̌̌̌
ˇ D 1;

lim
y!�1

g.y/ D

ˇ̌̌̌
ˇ lim
y!�1

arctgy C
�
2

1
y

ˇ̌̌̌
ˇ D 1;

tedy g je omezená na R. |

12.5.5. Příklad. NechťM je množina a fn W M ! R jsou nenulové funkce stejno-
měrně konvergující k 0 naM . Nechť f je reálná funkce splňující limt!0 f .t/ D L,
kde L 2 R. Pak f ı fn � L naM .

Řešení. Nechť " > 0 je dáno. Zvolíme ı > 0 takové, že f .P.0; ı/ � B.L; "/. Nechť
n0 2 N je takové, že sup

x2M jfn.x/j < ı pro n � n0. Pak pro n � n0 a x 2 M platí
fn.x/ 2 P.0; ı/, a tedy

jf .fn.x// � Lj < ":

Proto f ı fn � L naM . |

12.5.6. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkcí

fn.x/ D

�
1C

x

n

�n
; x 2 R:

Řešení. Jelikož

fn.x/ D

˚
e
x

log.1C x
n /

x
n ; x 2 R n f0g;

1; x D 0;

platí fn.x/ ! f .x/ D ex , x 2 R. Jelikož

sup
x2R

jfn.x/ � f .x/j � lim
x!1

ˇ̌̌�
1C

x

n

�n
� ex

ˇ̌̌
D 1;

konvergence není stejnoměrná.
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Uvažujme však libovolný interval tvaru Œ�q; q�, kde q > 0. Uvažujme funkce
x 7!

x
n
, x 2 Œ�q; q�. Jelikož

ˇ̌
x
n

ˇ̌
�

q
n
, platí x

n
� 0na Œ�q; q�. Jelikož limt!0

log.1Ct/

t
D

1, Příklad 12.5.5 dává

log.1C
x
n
/

x
n

� 1; na Œ�q; q� n f0g:

Díky omezenosti funkce x 7! x na Œ�q; q� pak plyne

n log.1C
x

n
/ � x D x

� log.1C
x
n
/

x
n

� 1

�
� 0 na Œ�q; q� n f0g:

Opětovným použitím Příkladu 12.5.5 a z omezenosti funkce x 7! ex na Œ�q; q�
dostáváme

ex �

�
1C

x

n

�n
D ex � en log.1C x

n / D ex
�
1 � en log.1C x

n /�x
�

� 0

na Œ�q; q� n f0g. Tedy fn � f na Œ�q; q� n f0g. Jelikož fn.0/ D f .0/, platí fn � f

na množině f0g. Tedy fn � f na Œ�q; q�.

Proto fn
loc
� f na R. |

12.5.7. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkcí

fn.x/ D
xn

1C xn
:

Řešení. pokud x D �1 a n 2�N je liché, není fn.x/ definována. Tedy uvažujeme
pouze x 2 R n f�1g. Pak

lim
n!1

fn.x/ D

„
limn!1

1
x�nC1

D 1; x 2 .�1;�1/;

0; x 2 .�1; 1/;
1
2
; x D 1;

limn!1
1

x�nC1
D 1; x 2 .1;1/:

Jelikož limitní funkce f není spojitá v bodě 1, konvergence není stejnoměrná na
žádném okolí 1. Zvolme libovolné " > 0. Ukážeme, že fn � f na .�1;�1 � "� [

Œ�1C "; 1 � "� [ Œ1C ";1/. Vskutku, toto plyne z odhadů

jfn.x/ � f .x/j D

� ˇ̌
1

1Cxn

ˇ̌
� j1j jxj

n
� 1 �

1
j�1�"jn�1

; x 2 .�1;�1 � "�;

jxnj � .1 � "/n; x 2 Œ�1C "; 1 � "�;ˇ̌
1

1Cxn

ˇ̌
�

1
.1C"/n

; x 2 Œ1C ";1/:

Nakonec ukažme, že konvergence není stejnoměrné na žádném levém nebo
pravém okolí bodu �1. Pro x < �1 totiž máme

jfn.x/ � f .x/j D
1

jxn C 1j
;
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což je výraz konvergující k 1 pro každé n 2 N liché x ! �1�. Tedy

sup
x2.�1;�1/

jfn.x/ � f .x/j D 1; n 2 N liché:

Podobně pro x z pravého okolí bodu �1 a n 2 N sudé máme

lim
x!�1C

jfn.x/ � f .x/j D lim
x!�1C

jxj
n

1C xn
D
1

2
:

|

12.5.8. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkcí

fn.x/ D log
�
1C

1

nx2

�p
n2 C 1:

Řešení. Zjevně je třeba uvažovat x 2 R n f0g. Pro tato x máme

fn.x/ D

log
�
1C

1
nx2

�
1
nx2

�

r
n2 C 1

n2
1

x2
! f .x/ D

1

x2
:

Jelikož

sup
x2R

jfn.x/ � f .x/j �

ˇ̌̌̌
ˇfn

 r
1

n

!
� f

 r
1

n

!ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌
log 2

p
n2 C 2 � n

ˇ̌̌
D n

 
log 2

r
n2 C 1

n2
� 1

!
! 1;

konvergence není na R n f0g stejnoměrná.
Uvažujme libovolné q > 0 a množinu .�1;�q�[ Œq;1/. Nechť " > 0 je dáno.

Jelikož log.1 C t / D t C '.t/, kde limt!0
'.t/
t

D 0, existuje ı 2 .0; "/ takové, žeˇ̌̌
'.t/
t

ˇ̌̌
< " kdykoliv t 2 P.0; ı/. NechťM > 0 je takové, že

p
n2 C 2

n
� M; n 2 N:

Nechť n0 2 N je takové, že 1
nq2 < ı aˇ̌̌̌

ˇ
r
n2 C 1

n2
� 1

ˇ̌̌̌
ˇ < "

pro n � n0. Pak pro libovolné x 2 .�1;�q� [ Œq;1/ a n 2 N, n � n0, máme

1

nx2
�

1

nq2
< ı;
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a tedy

jfn.x/ � f .x/j D

ˇ̌̌̌
ˇ̌pn2 C 2

0@ 1

nx2
C

'
�

1
nx2

�
1
nx2

�
1

nx2

1A �
1

x2

ˇ̌̌̌
ˇ̌

�

ˇ̌̌̌
ˇ 1x2

 r
n2 C 1

n2
� 1

!ˇ̌̌̌
ˇC "

1

q2

p
n2 C 2

n

� "

�
1

q2
C

1

q2
M

�
:

Tedy fn � f na .�1;�q� [ Œq;1/. |

12.5.9. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkcí

fn.x/ D .x C 1/3 arccotg.�nx3/; x 2 R:

Řešení. Jelikož

�nx3 !

�
�1; x > 0;

0; x D 0;

1; x < 0;

platí

lim
n!1

fn.x/ D f .x/ D

�
.x C 1/3�; x > 0;
�
2
; x D 0;

0; x < 0:

Jelikož f není spojitá v 0, konveregence není stejnoměrná na žádném okolí bodu
0.

Uvažujme libovolné q > 0 a množinu .�1;�q�. Funkce g.y/ D y arccotgy,
y 2 Œ0;1/, je omezená, neboť je spojitá a

lim
y!1

g.y/ D lim
y!1

arccotgy
1
y

D 1:

Pro x 2 .�1;�q� máme odhad

jfn.x/j D

ˇ̌̌̌
.x C 1/3

1

nx3

�
.�nx3/ arccotg.�nx3/

�ˇ̌̌̌
�
1

n
sup

x2.�1;�q�

ˇ̌̌̌
x C 1

x

ˇ̌̌̌3
sup

y2Œ0;1/

g.y/;

což je výraz konvergující pro n ! 1 k 0. Tedy fn � 0 na .�1;�q�.
Uvažujeme-limnožinu Œq;1/, dostaneme též stejnoměrnou konvergenci. Funk-

ce
h W y 7!

ˇ̌
.� � arccotgy/y

ˇ̌
; y 2 .�1; 0�;
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je totiž omezená, takže z odhadu platného pro x 2 Œq;1/

jfn.x/ � f .x/j D
ˇ̌
.x C 1/3

�
� � arccotg.�nx3/

�ˇ̌
D
1

n

ˇ̌̌̌
x C 1

x

ˇ̌̌̌3 ˇ̌
.�nx3/.� � arccotg.�nx3//

ˇ̌
�
1

n
sup

x2Œq;1/

ˇ̌̌̌
x C 1

x

ˇ̌̌̌3
sup
.�1;0�

h

dostáváme stejnoměrnou konvergenci na Œq;1/. |

12.5.10. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkcí

fn.x/ D
p
xn�

p
x logn; x 2 Œ0;1/:

Řešení. Jelikož

fn.x/ D

(
0; x D 0;
p
x logne�

p
x logn; x > 0

a limt!1 te�t D 0, platí fn ! 0 na Œ0;1/.
Počítejme sup

x2Œ0;1/ jfn.x/j D sup
x2Œ0;1/

fn.x/. Platí

f 0
n.x/ D e�

p
x logn logn

2

�
� lognC

1
p
x

�
; x > 0:

Tedy pokud n � 2, f 0
n > 0 na .0; log�2

n/ a f 0
n < 0 na .log�2

n;1/. Proto má
fn v bodě log�2

n maximum o hodnotě e�1. Posloupnost ffng tak nekonverguje
stejnoměrně na Œ0;1/.

Uvažujeme-li však libovolný interval Œq;1/, kde q > 0, dostaneme již na této
množině stejnoměrnou konvergenci. Nalezneme totiž n0 2 N takové, že log�2

n <

q pro n � n0. Pak pro n � n0 platí

sup
x2Œq;1/

jfn.x/j D fn.q/ ! 0;

což znamená fn � 0 na Œq;1/. |

12.5.11. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
vergenci posloupnosti funkcí

fn.x/ D
n
p
xn C 3n; x 2 Œ0;1/:

Řešení. Máme
3 �

n
p
xn C 3n �

n
p
2 � 3n D 3

n
p
2; x 2 Œ0; 3�;

a
x �

n
p
xn C 3n �

n
p
2xn D x

n
p
2; x 2 .3;1/:
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Dle Věty2.2.44 platí

fn.x/ ! f .x/ D

(
3; x 2 Œ0; 3�;

x; x 2 .3;1/:

Jelikož

.fn � f /0.x/ D
1

n
.xn C 3n/

1
n �1

nxn�1 > 0; x 2 .0; 3/;

je fn � f nezáporná a rostoucí na Œ0; 3�. Tedy

sup
x2Œ0;3�

jfn.x/ � f .x/j �
n
p
23n � 3 D 3

�
n
p
2 � 1

�
! 0;

což znamená, že fn � f na Œ0; 3�.
Na intervalu Œ3;1/ platí

.fn � f /0.x/ D
1

n
.xn C 3n/

1
n �1

nxn�1
� 1 < 0; x 2 .3;1/;

a tedy je fn � f klesající na Œ3;1/. Zjevně je fn � f > 0, a proto

sup
x2Œ3;1�

jfn.x/ � f .x/j �
n
p
23n � 3 D 3

�
n
p
2 � 1

�
! 0:

Tedy fn � f i na Œ3;1/. Proto fn � f na Œ0;1/. |

12.5.12. Příklad. Vyšetřete stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci
řady

1X
nD1

nx

1C n5x2
; x 2 R:

Řešení. Pro každé n 2 N je funkce fn.x/ D
nx

1Cn5x2 lichá a v nekonečnu má limitu
0. Jelikož

f 0
n.x/ D

n

.1C n5x2/2

�
1 � n5x2

�
; x 2 R;

Má funkce v bodě �
1

n
5
2

minimum a v bodě 1

n
5
2

maximum. V absolutní hodnotě

lze tak funkci fn odhadnout číslem 1

n
3
2

. Jelikož řada
P1

nD1
1

n
3
2

konverguje, zadaná

řada konverguje stejnoměrně dle Věty 12.3.3. |

12.5.13. Příklad. Vyšetřete stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou konvergenci
řady

1X
nD2

log

 
1C

x2

n log2 n

!
; x 2 R:
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Řešení. Jelikož log.1C t / � t , t 2 .�1;1/, a řada
P1

nD2
1

n log2 n
konverguje, konver-

guje bodově i zadaná řada. Protože však

lim
x!1

log

 
1C

x2

n log2 n

!
D 1; n 2 N;

nekonvergují členy řady stejnoměrně k 0. Proto daná řada nekonverguje stejnoměr-
ně na R dle Poznámky 12.3.2.

Uvažujme nyní libovolný interval Œ�q; q�, kde q > 0. Pak

sup
x2Œ�q;q�

log

 
1C

x2

n log2 n

!
�

q2

n log2 n
;

a tedy dle Věty 12.3.3 řada konverguje stejnoměrně na Œ�q; q�. |

12.5.14. Příklad. Ukažte, že řada
1X
nD1

sinnx
n

nekonverguje stejnoměrně na .0; �/.

Řešení. Použijeme Poznámku 12.3.2(a), tj. ukážeme, že daná řada na .0; �/ nespl-
ňuje Bolzanovu-Cauchyovu podmínku. Uvažujme libovolné n 2 N. Pak

sup
x2.0;�/

ˇ̌̌̌
ˇ
2nX
kDn

sin kx
k

ˇ̌̌̌
ˇ �

2nX
kDn

sin. k
2n
/

2n

�
sin. n

2n
/

2n

2nX
kDn

1 �
sin 1

2

2
¹ 0:

Tedy řada nekonverguje stejnoměrně na .0; �/. |

12.5.15. Příklad. Zjistěte, zda je funkce

f .x/ D

1X
nD1

.�1/n arctg xn
p
nC 1

spojitá na svém definičním oboru.

Řešení. Vyzkoumejme nejprve, pro jaké x 2 R je řada konvergentní. Nechť nejprve
x 2 Œ0;1/. Položíme-li an D

.�1/n
p
nC1

a bn D arctg.xn/, je řada
P1

nD1 an konvergentní
(Věta 3.3.1) a posloupnost fbng je omezená a monotónní (neklesající pro x � 1

a nerostoucí pro x 2 Œ0; 1�/. Dle Věty 3.3.5 tak řada
P1

nD1 anbn konverguje. Pokud
x 2 .�1; 0/, máme

.�1/n arctg.xn/ D arctg.jxj
n/ � jxj

n ;

a tedy řada konverguje dle Věty 3.2.2.
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Pokud x 2 .�1;�1�, platí

.�1/n arctg.xn/ D arctg.jxj
n/ � arctg 1;

a proto
1X
nD1

.�1/n arctg xn
p
nC 1

�
�

4

1X
nD1

1
p
nC 1

D 1:

Tedy D.f / D .�1;1/.
Vyšetříme stejnoměrnou konvergenci na Œ0;1/. Položíme

fn.x/ D
.�1/n

p
nC 1

; gn.x/ D arctg.xn/; x 2 Œ0;1/:

Pak
P1

nD1 fn �, pro každé x 2 Œ0;1/ je fgn.x/g monotónní a jgn.x/j �
�
2
, x 2

Œ0;1/. Dle Věty 12.3.6 daná řada konverguje stejnoměrně na Œ0;1/.
Ukážemenyní, že

P1

nD1
.�1/n arctgxn

p
nC1

nekonverguje stejnoměrně na žádnémpra-
vém okolí bodu �1. Předpokládejme pro spor, že řada konverguje stejnoměrně na
nějakém intervalu .�1;�1C ı/. Položme

fN .x/ D

NX
nD1

.�1/n arctg xn
p
nC 1

; x 2 .�1;�1C ı/:

Jelikož

lim
x!�1C

fN .x/ D

NX
nD1

�

4
p
nC 1

D aN 2 R;

dle Věty 12.1.7 existuje vlastní limita limN!1 aN . To je však zřejmá nepravda, a te-
dy náš předpoklad o stejnoměrné konvergenci byl chybný.

Ukážeme však, že řada konverguje stejnoměrně na každém intervalu Œq; 0�, kde
q 2 .�1; 0/. Pro x 2 Œq; 0� totiž platíˇ̌̌̌

.�1/n arctg.xn/
p
nC 1

ˇ̌̌̌
�

arctg.jxj
n/

p
nC 1

�
jxj

n

p
nC 1

� jqj
n :

Jelikož je řada
P1

nD1 jqj
n konvergentní, konverguje daná řada stejnoměrně na Œq; 0�

dle Věty 12.3.3.
Řada tak konverguje lokálně stejnoměrně na .�1;1/, což zaručuje spojitost f

na tomto intervalu, vizte Větu 12.1.8. |

12.5.16. Příklad. Spočtěte f 0.0/, pokud

f .x/ D

1X
nD1

.�1/n
sin.1C

x
n
/

p
n

:

Řešení. Označíme

fn.x/ D .�1/n
sin.1C

x
n
/

p
n

; x 2 R:
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Pak ˇ̌
f 0
n.x/

ˇ̌
D

ˇ̌̌̌
.�1/n

cos.1C
x
n
/

n
p
n

ˇ̌̌̌
�

1

n
3
2

:

Tedy na každém intervalu tvaru .�q; q/, kde q > 0, je
P1

nD1 f
0
n � dle Věty 12.3.3.

Jelikož
P1

nD1 fn.0/ D sin.1/
P1

nD1
.�1/n

p
n

konverguje, jsou splněny předpoklady Vě-
ty ??. Tedy

P1

nD1 fn � na .�q; q/ a navíc

f 0.x/ D

1X
nD1

f 0
n.x/; x 2 .�q; q/:

Tedy

f 0.0/ D

1X
nD1

.�1/n
cos 1

n
3
2

:

|

12.5.17. Příklad. Určete definiční obor funkce

f .x/ D

1X
nD2

.sign.cos x//n.2 cos.x//2np
logn

; x 2 R;

a zjistěte, zda je na něm spojitá.

Řešení. Položme

fn.x/ D
.sign.cos x//n.2 cos.x//2np

logn
D
�
sign.cos x/

�n �4 cos2 x�np
logn

; x 2 R:

Pokud x 2 R splňuje jcos xj < 1
2
, tj. x 2

�
�
3
; 2�
3

�
C k� , k 2 Z, tak

jfn.x/j �
�
4 cos2 x

�n
;

a tedy řada
P1

nD2 fn.x/ konverguje absolutně. Pokud jcos xj > 1
2
, tj. x 2

�
�
�
3
; �
3

�
C

k� , k 2 Z, tak fn.x/ ¹ 0, a tedy řada
P1

nD2 fn.x/ diverguje. Pokud x D
�
3

C 2k�

nebo x D
5�
3

C 2k� , k 2 Z, pak cos x D
1
2
a sign cos x D 1, tedy

1X
nD2

fn.x/ D

1X
nD2

1p
logn

diverguje. Pokud x D
2�
3

C 2k� nebo x D
4�
3

C 2k� , k 2 Z, pak cos x D �
1
2
,

sign cos x D �1, a tedy
1X
nD2

fn.x/ D

1X
nD2

.�1/np
logn

konverguje dle Věty 3.3.1. Definiční obor f je tak

D.f / D

��
�

3
;
2�

3

�
[

�
4�

3
;
5�

3

��
C 2k�; k 2 Z:
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Zkoumejme nyní stejnoměrnou konvergenci na intervalu
�
�
3

C "; �
2

�
. Zde platí

jfn.x/j �

�
4 cos2.�

3
C "/

�2np
logn

;

přičemž
1X
nD2

�
4 cos2.�

3
C "/

�np
logn

konverguje. Tedy
P1

nD2 fn � na
�
�
3

C "; �
2

�
dle Věty 12.3.3.

Na intervalu
�
�
2
; 2�
3

�
použijemeVětu 12.3.6. Řada

P1

nD2
.�1/np
logn

totiž konvergu-

je stejnoměrně, pro každé x 2
�
�
2
; 2�
3

�
je
˚
.4 cos2 x/n

	
monotónní a

ˇ̌
.4 cos2 x/n

ˇ̌
�

1. Tedy
1X
nD2

fn.x/ D

1X
nD2

.�1/np
logn

.4 cos2 x/n

konverguje stejnoměrně na
�
�
2
; 2�
3

�
. Tedy

P1

nD2 fn
loc
� na

�
�
3
; 2�
3

�
.

Na intervalu
�
4�
3
; 5�
3

�
postupujeme obdobně.

Díky Větě 12.1.8 je tak f spojitá na D.f /.
Ukažme ještě, že

P1

nD2 fn nekonverguje stejnoměrně na
�
�
3
; 2�
3

�
. Kdyby tomu

tak bylo, tak z Věty 12.1.7 plyne existence vlastní limity

lim
N!1

NX
nD2

fn

��
3

�
D lim
N!1

NX
nD2

1p
logn

;

což není pravda. |

12.5.18. Příklad. Vyšetřete bodovou, stejnoměrnou a lokálně stejnoměrnou kon-
veregenci řady

1X
nD1

log
�
1C

2x

x2 C n2

�
; x 2 Œ0;1/:

Řešení. Jelikož log.1C t / � t , t 2 Œ0;1/, máme pro fn.x/ D log
�
1C

2x
x2Cn2

�
odhad

0 �

1X
nD1

fn.x/ �

1X
nD1

2x

x2 C n2
� 2x

1X
nD1

1

n2
< 1:

Tedy
P1

nD1 fn.x/ konverguje na Œ0;1/.
Pro libovolný interval Œ0; q� též máme odhad

jfn.x/j D fn.x/ �
q

n2
; x 2 Œ0; q�;

což dle Věty 12.3.3 implikuje stejnoměrnou konvergenci na Œ0; q�.
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Řada však nekonverguje stejnoměrně na Œ0;1/, neboť pro libovolné N 2 N
máme odhad

2NX
nDN

fn.N / D

2NX
nDN

log
�
1C

2N

N 2 C n2

�
�

2NX
nDN

log
�
1C

2N

N 2 C .2N /2

�
� N log

�
1C

2

5N

�
!

2

5

Tedy
P1

nD1 fn nesplňuje Bolzanovu-Cauchyovu podmínku na Œ0;1/, takže daná
řada zde nekonverguje stejnoměrně. |

12.5.19. Příklad. Nechť an 2 R, n 2 N, a x0 2 R jsou takové, že řada
1X
nD1

an

nx0

konverguje. Ukažte, že pak řada konverguje stejnoměrně na Œx0;1/.

Řešení. Pro x 2 Œx0;1/ máme
1X
nD1

an

nx
D

1X
nD1

an

nx0
�

1

nx�x0
:

Jelikož
P1

nD1
an

nx0
� a

˚
1

nx�x0

	
je monotónní omezená posloupnost, tvrzení plyne

z Věty 12.3.6. |

12.5.20. Příklad. Ukažte, že funkce

f .x/ D

1X
nD1

sinnx
n3

; x 2 R;

má spojitou derivaci na R a spojitou druhou derivaci na .0; 2�/.

Řešení. Zjevně platí D.f / D R. Označme fn.x/ D
sinnx
n3 a uvažujme řady

1X
nD1

f 0
n.x/ D

1X
nD1

cosnx
n2

;

1X
nD1

f 00
n .x/ D

1X
nD1

� sinnx
n

:

Z odhadu jf 0
n.x/j �

1
n2 a Věty 12.3.3 plyne stejnoměrná konvergence řady deri-

vací na R. Z Příkladu ?? plyne lokálně stejnoměrná konvergence řady
P1

nD1 f
00
n

na .0; 2�/. Z Věty ?? a 12.1.8 tak plyne spojitost f 0 D
P1

nD1 f
0
n na R a spojitost

f 00 D
P1

nD1 f
00
n na .0; 2�/. |

12.5.21. Příklad. Dokažte, že Riemannova funkce zeta

�.x/ D

1X
nD1

1

nx

splňuje � 2 C1.1;1/.
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Řešení. Postupujeme indukcí. Nechť q > 1 je libovolné. Pak
P1

nD1
1
nq konverguje,

a tedy z Příkladu 12.5.19 plyne stejnoměrná konvergence dané řady na Œq;1/. Tedy
� je spojitá na .1;1/.

Dokážeme nyní, že pro každé k 2 N [ f0g platí

�.k/.x/ D .�1/k
1X
nD1

logk n
nx

; x 2 .1;1/:

Pro k D 0 vzorec zjevně platí. Předpokládejme jeho platnost pro nějaké k 2 N[f0g.
Pak řada

1X
nD1

logkC1
n

nx

konverguje lokálně stejnoměrně na .1;1/ (vizte Příklad 12.5.19), a tedy platí díky
Větě ?? rovnost

�.kC1/.x/ D

�
�k.x/

�0

D

 
1X
nD1

.�1/k logk n
nx

!0

D

1X
nD1

.�1/kC1 logkC1
n

nx
:

Tedy � je třídy C1 na .1;1/. |

12.5.22. Příklad. Zjistěte, kde jsou diferencovatelné funkce

f .x/ D

1X
nD1

.�1/nx

nC x
; g.x/ D

1X
nD1

jxj

n2 C x2
:

Řešení. (a) Označme

fn.x/ D
.�1/nx

nC x
; gn.x/ D

jxj

n2 C x2
:

Nechť N D f�nI n 2 Ng. Ukážeme, že

f 0.x/ D

1X
nD1

f 0
n.x/

na každé množině tvaru Œ�q; q�nN . Nechť tedy q > 0 je libovolné. Zvolíme n0 2 N
splňující n0 > q. Pak pro x 2 Œ�q; q� a n � n0 platí

1

.nC x/2
�

1

.n � q/2
:

Tedy máme
1X

nDn0

f 0
n.x/ D

1X
nDn0

.�1/n

n

n2

.nC x/2
;
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přičemž
P1

nD1
.�1/n

n
�, n2

.nCx/2
�

n2

.n�q/2
a pro každé x 2 Œ�q; q� je posloupnostn

n2

.nCx/2

o1

nDn0

monotónní. (Vskutku,

n2

.nC x/2
�

.nC 1/2

.nC 1C x/2

právě tehdy, když

1C
1

nC x
� 1C

1

n
:

To však nastává právě tehdy, když x � 0. Tedy daná posloupnost je nerostoucí,
pokud x 2 Œ�q; 0�, a neklesající, pokud x 2 Œ0; q�.) Řada

P1

nDn0
f 0
n tak konverguje

stejnoměrně na Œ�q; q�. Protože původní řada konverguje v bodě x D 0, máme 
f .x/ �

n0�1X
nD1

fn.x/

!0

D

1X
nDn0

f 0
n.x/; x 2 Œ�q; q� nN:

Z toho však dostáváme

f 0.x/ D

1X
nD1

f 0
n.x/; x 2 Œ�q; q� nN:

Jelikož q bylo libovolné, je f diferencovatelná na R nN .

(b) Z odhadu jgn.x/j �
q

n2 platného pro x 2 Œ�q; q� vidíme, že řada definující g
konverguje lokálně stejnoměrně na R. Máme

g0
n.x/ D sign x

n2 � x2

n2 C x2
; x ¤ 0;

a tedy pro interval .0; q/ platí ˇ̌
g0
n.x/

ˇ̌
�
q.n2 C q2/

n4
:

Jelikož je řada
P1

nD1
q.n2Cq2/

n4 konveregentní,
P1

nD1 g
0
n � na .0; q/. Tedy

g0
D

1X
nD1

g0
n

na .0;1/. Obdobně odvodíme, že g0 D
P1

nD1 g
0
n na .�1; 0/.

Ukážeme nyní, že g0.0/ neexistuje. Díky Větě 12.1.7 máme

g0
C.0/ D lim

h!0C

g.h/ � g.0/

h
D lim
h!0C

1X
nD1

1

n2 C h2
D

1X
nD1

1

n2

a obdobně g0
�.0/ D �

P1

nD1
1
n2 . Tedy g0.0/ neexistuje. |
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12.5.23. Příklad. Dokažte, že platí

lim
x!1�

1X
nD1

.�1/n�1xn

n.1C xn/
D lim
x!1�

.1 � x/

1X
nD1

.�1/n�1 xn

1 � x2n
D

log 2
2

Řešení. (a) Dokážeme nejprve rovnost

lim
x!1�

1X
nD1

.�1/n�1xn

n.1C xn/
D

log 2
2

:

K tomu dle Věty 12.1.7 stačí ověřit stejnoměrnou konvergenci řady
P1

nD1
.�1/n�1xn

n.1Cxn/

na nějakém levém okolí bodu 1. Avšak
P1

nD1
.�1/n�1

n
�, 0 �

xn

1Cxn � 1 pro x 2

.0; 1/ a posloupnost
n

xn

1Cxn

o
je pro každé x 2 .0; 1/monotónní. (To plyne ze vztahu

xn

1C xn
D 1 �

1

1C xn
:/

Tedy daná řada konverguje stejnoměrně a lze zaměnit limitní přechody.Dostáváme
tak

lim
x!1�

1X
nD1

.�1/n�1xn

n.1C xn/
D

1X
nD1

lim
x!1�

.�1/n�1xn

n.1C xn/
D

1X
nD1

.�1/n�1

2n
D

log 2
2

;

přičemž poslední rovnost plyne z Příkladu ??.

(b) K důkazu druhé rovnosti též použijeme Větu 12.1.7, a tedy je třeba ověřit stej-
noměrnou konvergenci řady

1X
nD1

.�1/n�1 x
n.1 � x/

1 � x2n

na nějakém levém okolí bodu 1. Řada
P1

nD1.�1/
n má omezené částečné součty.

Stejnoměrná konvergence naší řady tak bude dle Věty 12.3.7 zaručena, pokud do-
kážeme, že funkce

fn.x/ D
xn.1 � x/

1 � x2n

jsou pro každé x 2 .0; 1/ monotónní a platí fn � 0 na .0; 1/. Pišme

fn.x/ D
xn

1�x2n

1�x

D
xn

1C x C x2 C � � � C x2n�2 C x2n�1

D

p
x

x�nC 1
2 C x�nC 3

2 C � � � C xn� 3
2 C xn� 1

2

:

Jelikož y C
1
y

� 2 pro každé y 2 .0;1/, máme z předchozího odhad

0 � fn.x/ �

p
x

2n
;
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z kterého plyne fn � 0. Též obdržíme monotonii, neboť

fnC1.x/ D

p
x

x�n� 1
2 C x�nC 1

2 C � � � C xn� 1
2 C xnC 1

2

�

p
x

x�nC 1
2 C x�nC 3

2 C � � � C xn� 3
2 C xn� 1

2

D fn.x/:

Proto daná řada konverguje stejnoměrně na .0; 1/. Jelikož

lim
x!1�

fn.x/ D
1

2n
;

máme

lim
x!1�

1X
nD1

.�1/nfn.x/ D

1X
nD1

.�1/n�1 lim
x!1�

fn.x/ D

1X
nD1

.�1/n�1 1

2n
D

log 2
2

:

|



KAPITOLA 13

Diferenciální rovnice

13.0.1. Definice. Diferenciální rovnicí rozumíme rovnici tvaru

F.y.n/; y.n�1/; : : : ; y0; y; x/ D 0; (13.1)

kde F je reálná funkce nC 2 proměnných.

13.0.2. Definice. Řešením diferenciální rovnice (13.1) rozumíme reálnou funkci
y definovanou na nějakém neprázdném otevřeném intervalu I , která má v každém
bodě intervalu I vlastní n-tou derivaci a jejíž hodnoty spolu s hodnotami derivací
splňují rovnici (13.1) v každém bodě intervalu I , tj. pro každé x 2 I platí

F.y.n/.x/; y.n�1/.x/; : : : ; y0.x/; y.x/; x/ D 0:

Řešení y rovnice (13.1) je maximální, pokud neexistuje takové řešení ´, pro
které D.y/ ¨ D.´/ a které se na D.y/ shoduje s y.

13.1. Diferenciální rovnice se separovanými proměnnými

13.1.1. Definice. Rovnice se separovanými proměnnými je rovnice tvaru

y0
D g.y/h.x/: (13.2)

13.1.2. Věta (lepení řešení). Nechť a 2 R, ı; � 2 .0;1/ a F je spojitá funkce na
otevřené množině G � R2. Nechť yl je řešením diferenciální rovnice

y0
D F.x; y/ (13.3)

na intervalu .a � ı; a/ a yr je řešením této rovnice na .a; a C �/. Nechť Œa; A� 2 G

a platí
lim
x!a�

yl .x/ D lim
x!aC

yr .x/ D A:

Pak funkce

y D

�
yl .x/; x 2 .a � ı; a/;

A; x D a;

yr .x/; x 2 .a; aC �/

je řešením rovnice (13.3) na intervalu .a � ı; aC �/.

769
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Důkaz. Jediný bod intervalu .a�ı; aC�/, kde není jasné, že y splňuje rovnici (13.3),
je bod a. Počítejme tedy jednostranné derivace y v bodě a pomocí Věty ?? jako

y0
�.a/ D lim

x!a�

y0
l .x/ D lim

x!a�

F.x; yl .x// D F.a;A/

a
y0

C.a/ D lim
x!aC

y0
r .x/ D lim

x!aC

F.x; yr .x// D F.a;A/:

Tedy
y0.a/ D F.a;A/ D F.a; y.a//

a y je řešením (13.3) na .a � ı; aC �/. �

13.1.3. Věta. Nechť a; b; c; d 2 R�, a < b, c < d , Œx0; y0� 2 .a; b/ � .c; d/,
h W .a; b/ ! R je spojitá funkce a g W .c; d/ ! R je spojitá a nenulová funkce.Označ-
me

H.x/ D

Z x

x0

h.t/dt; x 2 .a; b/;

a

G.y/ D

Z y

y0

1

g.t/
dt; y 2 .c; d/:

Potom existuje právě jedno maximální řešení y rovnice (13.2) splňující podmínku
y.x0/ D y0. Definičním intervalem I tohoto řešení je maximální interval ze všech
intervalů tvaru .x0 � ı; x0 C �/, které splňují .x0 � ı; x0 C �/ � .a; b/ a

H.x/ 2 G ..c; d// ; x 2 I:

Důkaz. Nejprve si povšimněme, že g nemění znaménko na .c; d/, a tedy G je ryze
monotónní funkce na .c; d/. Proto jeG ..c; d// otevřený interval obsahujícíH.x0/ D

0. Dále existuje G�1 (vizte Větu ??). Funkce H je spojitá dle Věty ??, a proto je
H�1 .G ..c; d/// otevřená množina v .a; b/ obsahující x0. Dle Věty ?? existuje ma-
ximální otevřený interval I D .x0 � ı; x0 C �/ v .a; b/ splňující H.I/ � G ..c; d//.

Dále víme, že jsou G0, H 0 spojité (viz Věta ??) a G0 D
1
g
je nenulová, a tedy je

spojitá i .G�1/0 D
1

G0ıG�1 . Proto je funkce y D G�1 ı H spojitě diferencovatelná
na I . Dle aritmetiky derivací a větě o derivaci inverzní funkce (Věta ?? a ??) platí

y0.x/ D .G�1/0.H.x//H 0.x/
1

G0.G�1.H.x///
H 0.x/ D g.y.x//h.x/; x 2 I;

tj. y řeší na I rovnici (13.2).
Ukažme, že I D .x0 � ı; x0 C �/ je maximální interval s vlastnostmi I � .a; b/

a H.x/ 2 G ..c; d// pro x 2 I . Nejprve ověříme, že řešení y nelze prodloužit vlevo
od bodu x0 � ı. Pokud x0 � ı D a, zjevně nelze interval ı zvětšit bez porušení
vlastnosti I � .a; b/. Pokud a < x0 � ı, pak máme H.x0 � ı/ … G..c; d//, protože
jinak by byl interval I díky své maximalitě prodloužen vlevo od bodu x0 � ı. To
ale znamená, že

lim
x!.x0�ı/C

y.x/ D lim
x!.x0�ı/C

G�1.H.x// 2 fc; dg:
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Tedy bod
Œx0 � ı; lim

x!.x0�ı/C

y.x/� … .a; b/ � .c; d/:

Proto řešení y nelze prodloužit vlevo od bodu x0�ı. Obdobně bychom ukázali, že
y nelze prodloužit vpravo od bodu x0C�. Tedy I je vskutku maximální vzhledem
k popsaným vlastnostem a y je maximální řešení.

Předpokládejme nyní, že ´ je jiné maximální řešení (13.2) na otevřeném inter-
valu QI � .a; b/ splňující ´.x0/ D y0. Pak máme

´0.x/

g.´.x//
D h.x/; x 2 QI ;

a tedy pro x 2 QI máme díky ´.x/ 2 .c; d/ rovnost

H.x/ D

Z x

x0

h.t/dt D

Z x

x0

´0.t/

g.´.t//
dt

D

Z ´.x/

y0

1

g.s/
ds D G.´.x//: (13.4)

Protože ´.x/ 2 .c; d/, je G.´.x// 2 G..c; d//. Tedy je H.x/ 2 G..c; d//. Z maxima-
lity I máme tedy QI � I a z (13.4) dostáváme

´.x/ D G�1.H.x// D y.x/; x 2 QI :

Z maximality řešení ´ pak plyne QI D I . Tedy řešení ´ splývá s řešením y. �

13.1.4 (postup při řešení (13.2)). Nechť f; h jsou spojité funkce reálné proměnné.
Při hledání maximálních řešení rovnice (13.2) postupujeme následujícím způso-
bem.

1. Určíme maximální otevřené intervaly obsažené v D.h/.

Najdeme všechny nulové body funkce g. Je-li totiž g.c/ D 0, pak na každém inter-
valu z 1. kroku je funkce y.x/ D c řešením rovnice (13.2). Těmto řešením se říká
singulární nebo také stacionární.

2. Určíme maximální otevřené intervaly, na kterých je g nenulová.

3. Vezmeme interval I z 1. kroku a interval J z 3. kroku. Tedy h je spojitá na I
a g je spojitá a nenulová na J . Budeme hledat řešení, která jsou definovaná někde
v intervalu I a mají hodnoty v intervalu J . Je-li y.x/ takové řešení, pak pro něj platí

y0.x/

g.y.x//
D h.x/:

Nechť H je primitivní funkce k h na I a G je primitivní funkce k funkci 1
g
na J .

Existuje konstanta c 2 R taková, že platí G.y.x// D H.x/C c na definičním oboru
řešení y, který nalezneme v následujícím kroku.
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Nyní zafixujeme c a nalezneme maximální neprázdné otevřené intervaly obsažené
v množině

fx 2 I I H.x/C c 2 G.J /g:

Na každém z těchto intervalů musí mít řešení tvar

y.x/ D G�1.H.x/C c/:

(Zde G�1 je inverzní funkce ke G. Existuje, protože G je intervalu J buď rostoucí
nebo klesající.)
Z řešení nalezených v 5. kroku a singulárních řešení z 2. kroku „slepíme“ všechna
maximální řešení pomocí Věty 13.1.2.

13.1.5. Příklad. Najděte všechna maximální řešení rovnice y0 D
p
1 � y2.

Řešení. V tomto případě máme v rovnici (13.2) h.x/ D 1 a g.y/ D
p
1 � y2.

(1) Protože D.h/ D R, budeme řešení hledat na R.
(2) Nulové body funkce g jsou 1 a �1. Tedy y D 1 a y D �1 jsou stacionár-

ními řešeními naší rovnice.
(3) Maximální otevřený interval, kde je g nenulová, je .�1; 1/. Budeme tedy

hledat řešení s hodnotami v tomto intervalu.
(4) Je-li y řešení s hodnotami v .�1; 1/, platí

y0.x/p
1 � y2.x/

D 1:

Primitivní funkce k levé straně je arcsin y.x/ a primitivní funkce k pravé
straně je x. Existuje tedy konstanta c 2 R taková, že

arcsiny.x/ D x C c:

(5) Protože hledáme řešení s hodnotami v .�1; 1/, pro pevné c 2 R máme

yc.x/ D sin.x C c/; x 2 .�
�

2
� c;

�

2
� c/:

(6) Lepením singulárních řešení s řešeními z bodu 5 dostaneme pro pevné
c 2 R maximální řešení

yc.x/ D

�
�1; x 2 .�1;��

2
� c�;

sin.x C c/; x 2 .��
2

� c; �
2

� c/;

1; x 2 Œ�
2

� c;1/

|

13.1.6. Příklad. Najděte všechna maximální řešení rovnice y0 D x 3
p
y2.

Řešení. Zadaná rovnice je tvaru (13.2), kde h.x/ D x a g.y/ D
3
p
y2.

(1) Protože D.h/ D R, budeme hledat řešení na R.

(2) Nulový bod funkce g je 0, tedy

y.x/ D 0; x 2 R;
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je stacionární řešení naší rovnice.

(3) Maximální otevřené intervaly, kde je g nenulová, jsou .�1; 0/ a .0;1/.

(4) Je-li y řešení s hodnotami v intervalu .�1; 0/ nebo .0;1/, platí pro něj rovnost

y0.x/

3
p
y2

D x:

Primitivní funkce k funkci 1=g jeG.y/ D 3y
1
3 , primitivní funkce k h jeH.x/ D

1
2
x2.

Existuje tedy konstanta c 2 R taková, že

3y
1
3 .x/ D

1

2
x2 C c:

(5) Vezměme nyní c 2 R pevné. Pro intervaly J D .0;1/ a J D .�1; 0/ hledáme
otevřený interval Ic takový, že x2

2
C c 2 J pro x 2 Ic .

� Nechť J D .0;1/. Pak výše uvedený požadavek dává tři možnosti:
c > 0: Ic D R a yc.x/ D

�
1
6
x2 C

1
3
c
�3,

c � 0: Ic D .�1;�
p

�2c/ a yc.x/ D
�
1
6
x2 C

1
3
c
�3,

c � 0: Ic D .
p

�2c;1/ a yc.x/ D
�
1
6
x2 C

1
3
c
�3.

� Nechť J D .�1; 0/. Hledáme otevřený interval Ic takový, že x2

2
C c 2

.�1; 0/pro x 2 Ic . Toto jemožné pouze pro c < 0. Pak Ic D
�
�

p
�2c;

p
�2c

�
a yc.x/ D

�
1
6
x2 C

1
3
c
�3.

(6) Nalezená řešení z bodu (5) a (2) nyní lze lepit dohromady v bodech osy x,
protože

lim
x!˙

p
�2c

�
1
6
x2 C

1
3
c
�3

D 0:

To nám dává následujících devět různých typů maximálních řešení:
� y.x/ D 0, x 2 R,
� pro c > 0: y.x/ D

�
1
6
x2 C

1
3
c
�3, x 2 R,

� pro c � 0:

y.x/ D

( �
1
6
x2 C

1
3
c
�3
; x 2

�
�1;�

p
�2c

�
;

0; x 2
�
�

p
�2c;1

�
;

� pro c � 0:

y.x/ D

(
0; x 2

�
�1;�

p
�2c

�
;�

1
6
x2 C

1
3
c
�3
; x 2

�
�

p
�2c;1

�
;

� pro c < 0:

y.x/ D

�
0; x 2

�
�1;�

p
�2c

�
;�

1
6
x2 C

1
3
c
�3
; x 2

�
�

p
�2c;

p
�2c

�
;

0; x 2
�p

�2c;1
�
;
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� pro 0 � c3 � c2 � c1:

y.x/ D

˚ �
1
6
x2 C

1
3
c1
�3
; x 2

�
�1;�

p
�2c1

�
;

0; x 2
�
�

p
�2c1;�

p
�2c2

�
;�

1
6
x2 C

1
3
c2
�3
; x 2

�
�

p
�2c2;

p
�2c2

�
;

0; x 2
�p

�2c2;
p

�2c3
�
;�

1
6
x2 C

1
3
c3
�3
; x 2

�p
�2c3;1

�
;

� pro 0 � c2 � c1:

y.x/ D

„ �
1
6
x2 C

1
3
c1
�3
; x 2

�
�1;�

p
�2c1

�
;

0; x 2
�
�

p
�2c1;�

p
�2c2

�
;�

1
6
x2 C

1
3
c2
�3
; x 2

�
�

p
�2c2;

p
�2c2

�
;

0; x 2
�p

�2c2;1
�
;

� pro 0 � c2 � c1:

y.x/ D

„
0; x 2

�
�1;�

p
�2c1

�
;�

1
6
x2 C

1
3
c1
�3
; x 2

�
�

p
�2c1;

p
�2c1

�
;

0; x 2
�p

�2c1;
p

�2c2
�
;�

1
6
x2 C

1
3
c2
�3
; x 2

�p
�2c2;1

�
;

� pro c1; c2 � 0:

y.x/ D

� �
1
6
x2 C

1
3
c
�3
; x 2

�
�1;�

p
�2c1

�
;

0; x 2
�p

�2c1;
p

�2c2
�
;�

1
6
x2 C

1
3
c
�3
; x 2

�p
�2c2;1

�
:

|

13.1.7. Příklad. Nechť p W .a; b/ ! R je spojitá. Najděte všechnamaximální řešení
rovnice y0 C p.x/y D 0.

Řešení. Rovnici přepíšeme do tvaru y0 D �p.x/y. Položíme-li h.x/ D �p.x/ a g.y/ D

y, vidíme, že se jedná o speciální případ (13.2). Řešme tedy tuto rovnici metodou
popsanou v 13.1.4.

(1) Funkce h.x/ D �p.x/ je spojitá na .a; b/, budeme tedy hledat řešení na
tomto intervalu.

(2) Existuje jediné stacionární řešení, a to y.x/ D 0, x 2 .a; b/.
(3) Maximální intervaly, kde je funkce g spojitá a nenulová, jsou .�1; 0/

a .0;1/. Budeme tedy hledat řešení s hodnotami v těchto intervalech.
(4) Je-li y řešení s hodnotami v .�1; 0/ nebo .0;1/, pak y splňuje

y0.x/

y.x/
D �p.x/:
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Primitivní funkce k levé straně je log jy.x/j. Funkce p je spojitá, a tudíž
má primitivní funkci (viz Věta ??). Označme ji P . Pak je �P primitivní
funkce k �p. Existuje tedy konstanta c 2 R taková, že

log jy.x/j D c � P.x/

na definičním oboru y.
(5) Protože H .log/ D R, nedostaneme žádnou omezující podmínku na x.

Řešení jsou tudíž definovaná na celém .a; b/ a splňují

jy.x/j D ec � e�P.x/;

neboli
y.x/ D ke�P.x/; x 2 .a; b/; k 2 R n f0g:

(6) Nalezená řešení nelze nalepovat, neboť jsou zřejmě všechna maximální.
Nyní si zbývá uvědomit, že řešení nalezená v 5. kroku lze spolu se stacionárním
řešením napsat jako

y.x/ D ke�P.x/; x 2 .a; b/; k 2 R:

|

13.2. Lineární diferenciální rovnice prvního řádu

Budeme se zabývat rovnicemi typu

y0
C p.x/y D q.x/; (13.5)

kde p:q jsou spojité funkce na daném intervalu .a; b/, a; b 2 R�, a < b. Této rovnici
říkáme lineární diferenciální rovnice prvního řádu.

13.2.1. Věta. Maximální řešení rovnice (13.5) splňující podmínku y.x0/ D y0, kde
x0 2 .a; b/, y0 2 R, má tvar

y.x/ D

�Z x

x0

q.t/eP.t/ dt
�
e�P.x/

C y0e
�P.x/; x 2 .a; b/;

kde P je primitivní funkce k p na .a; b/ splňující P.x0/ D 0.

Důkaz. Ukažme nejprve, že y řeší rovnici (13.5). Díky Větě ?? je y spojitě diferen-
covatelná. Dostáváme tedy

y0.x/ D q.x/eP.x/e�P.x/
� p.x/e�P.x/

�Z x

x0

q.t/eP.t/ dt
�

� p.x/y0e
�P.x/:

Dále
p.x/y.x/ D p.x/e�P.x/

�Z x

x0

q.t/eP.t/ dt
�

C p.x/y0e
�P.x/;

a tedy
y0.x/C p.x/y.x/ D q.x/:

Zjevně y.x0/ D y0.
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Nechť ´ je nějaké jiné řešení rovnice (13.5). Pak u D y � ´ řeší rovnici u0 C

pu D 0. Díky Příkladu 13.1.7 existuje c 2 R takové, že u.x/ D ce�P.x/ na .a; b/.
Protože u.x0/ D 0, je c D 0. Tedy 0 D u D y � ´ na .a; b/. Tím je jednoznačnost
dokázána. �

13.3. Lineární diferenciální rovnice n-tého řádu s konstantními
koeficenty

13.3.1. Definice. Lineární diferenciální rovnice s konstantními koeficienty je
rovnice tvaru

y.n/ C an�1y
.n�1/

C � � � C a1y
0
C a0y D f .t/; (13.6)

kde a0; : : : ; an�1 jsou reálná čísla a f je spojitá funkce na daném intervalu .a; b/.
Homogenní rovnicí k rovnici (13.6) rozumíme rovnici

y.n/ C an�1y
.n�1/

C � � � C a1y
0
C a0y D 0: (13.7)

13.3.2. Věta. Nechť t0 2 .˛; ˇ/ a ´0; : : : ; ´n�1 2 R. Pak existuje právě jedno maxi-
mální řešení y rovnice (13.6), které splňuje podmínky

y.t0/ D ´0; y
0.t0/ D ´1; : : : y

.n�1/.t0/ D ´n�1:

Toto řešení je definováno na celém intervalu .˛; ˇ/.

Důkaz. Položme
x1 D y; x2 D y0; � � � ; xn D y.n�1/

a uvažujme soustavu

x0
1 D x2;

x0
2 D x3;

:::

x0
n�1 D xn;

x0
n D f � .an�1xn C � � � C a0x1/

s počáteční podmínkou

x.t0/ D Œx1.t0/; : : : ; xn.t0/� D Œ´0; ´1; : : : ; ´n�1�:

Dle Věty 13.5.1 má tato soustava právě jedno řešení x na .˛; ˇ/, které splňuje počá-
teční podmínku. Pak je zřejmě funkce y D x1 n-krát spojitě diferencovatelná a řeší
(13.6). �

13.3.3. Věta.
(a) Maximální řešení rovnice (13.7) jsou definována na celém R a tvoří vek-

torový podprostor dimenze n prostoru Cn.R/.
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(b) Nechť yp je maximální řešení rovnice (13.6). Pak funkce y je jejím maxi-
málním řešením právě tehdy, když ji lze zapsat ve tvaru y D yp C yh, kde
yh je vhodné řešení rovnice (13.7).

Důkaz. (a) Dle Věty 13.3.2 jsou maximální řešení definovaná na R. Definujme zob-
razení L W Cn.R/ ! C.R/ předpisem

L.y/ D y.n/ C an�1y
.n�1/

C � � � C a1y
0
C a0y:

Potom je zobrazení L lineární a množina řešení rovnice (13.7) je rovna KerL. Jde
tedy o vektorový prostor. PodleVěty 13.3.2. naleznememaximální řešení y1; y2; : : : ; yn
rovnice 13.7 splňující

y1.0/ D 1 y2.0/ D 0 : : : yn.0/ D 0

y0
1.0/ D 0 y0

2.0/ D 1 : : : y0
n.0/ D 0

:::
:::

:::
:::

y
.n�1/
1 .0/ D 0 y

.n�1/
2 .0/ D 0 : : : y

.n�1/
n .0/ D 1:

Ukážeme, že množina fy1; : : : ; yng je bází prostoru KerL. Nejprve ověříme její li-
neární nezávislost. Nechť c1; : : : ; cn jsou reálná čísla splňující

c1y1 C c2y2 C � � � C cnyn D 0:

Pak všechny derivace funkce vlevo jsou nulové, a tedy pro každé k 2 f0; : : : ; n� 1g

a každé x 2 R platí

c1y
.k/
1 .x/C � � � C cny

.k/
n .x/ D 0:

Dosadíme-li postupně do těchto rovností bod 0, dostaneme c1 D � � � D cn D 0.
Řešení y1; : : : ; yn jsou tedy lineárně nezávislá.

Nyní ukažme, že každémaximální řešení (13.7) je lineární kombinací y1; : : : ; yn.
Nechť y je maximální řešení (13.7). Položme

c1 D y.0/; c2 D y0.0/; : : : ; cn D y.n�1/.0/

a
´ D c1y1 C � � � C cnyn:

Pak ´ je maximálním řešením rovnice (13.7), přičemž platí

´.0/ D c1; ´0.0/ D c2; : : : ; ´.n�1/.0/ D cn:

Z jednoznačnosti maximálního řešení s danými počátečními podmínkami plyne
dle Věty 13.3.2 rovnost y D ´ na R, takže y D c1y1 C � � � C cnyn.

(b) Řeší-li yp rovnici (13.6) a yh rovnici (13.7), pak z linearity zobrazení L plyne,
že ypCyh řeší rovnici (13.6). Obráceně, je-li y maximální řešení rovnice (13.6), pak
y � yp 2 KerL, tj. yh D y � ypje maximální řešení rovnice (13.7). Tím je důkaz
dokončen. �
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13.3.4. Definice. Charakteristickým polynomem rovnice (13.7) rozumíme poly-
nom

�.�/ D �n C an�1�
n�1

C � � � C a1�C a0:

Bázi prostoru všech maximálních řešení rovnice (13.7) nazýváme fundamentální
systém rovnice (13.7).

13.3.5. Věta. Nechť �1; : : : ; �s jsou všechny různé reálné kořeny charakteristické-
ho polynomu � s násobnostmi r1; : : : ; rs. Nechť ˛1 C iˇ1; : : : ; ˛l C iˇl jsou všech-
ny navzájem různé kořeny polynomu � s kladnou imaginární částí a násobnostmi
q1; : : : ; ql . Pak funkce

e�1t ; te�1.t/; : : : t r1�1e�1t ;

:::

e�s t ; te�s .t/; : : : t rs�1e�s t ;

e˛1t cosˇ1t; te˛1t cosˇ1t; : : : tq1�1e˛1t cosˇ1t;

e˛1t sinˇ1t; te˛1t sinˇ1t; : : : tq1�1e˛1t sinˇ1t;
:::

e˛l t cosˇl t; te˛l t cosˇl t; : : : tql �1e˛l t cosˇl t;

e˛l t sinˇl t; te˛l t sinˇl t; : : : tql �1e˛l t sinˇl t

(13.8)

tvoří fundamentální sytém rovnice (13.7).

13.3.6. Označení. Množinu všech komplexních polynomů značíme P .

13.3.7. Lemma. Nechť ! 2 C a L W P ! P je definováno předpisem L.P / D

!P C P 0. Potom pro k 2 N a P 2 P platí

Lk.P / D

kX
jD0

 
k

j

!
!k�jP .j /:

Důkaz. Důkaz provedeme matematickou indukcí dle k. Je-li k D 1, platí L.P / D

!P C P 0.
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Nechť tvrzení platí pro nějaké k 2 N. Pak pomocí indukčního předpokladu
a identity

�
k
j

�
C
�
k
j�1

�
D
�
kC1
j

�
dostáváme pro k C 1 rovnost

L.kC1/.P / D L.Lk.P // D

kX
jD0

 
k

j

!
!kC1�jP .j / C

kX
jD0

 
k

j

!
!k�jP .jC1/

D !kC1P C

kX
jD1

  
k

j

!
!kC1�jP .j / C

 
k

j � 1

!
!k�jC1P .j /

!
C P .kC1/

D !kC1P

kX
jD1

 
k C 1

j

!
!kC1�jP .j / C P .kC1/

D

kC1X
jD0

 
k C 1

j

!
!kC1�jP .j /:

Dle principu matematické indukce tedy tvrzení platí pro všechna k 2 N. �

13.3.8. Lemma. NechťQ je polynom a ! je jeho kořen násobnosti s 2 N. Pak

Q.!/ D Q0.!/ D � � � D Q.s�1/.!/:

13.3.9. Lemma. Nechť ! 2 C je d -násobný kořen polynomu Q.´/ D
Pn
kD0 ak´

k

a P je polynom splňující stP < d . Pak

nX
kD0

akL
k.P / D 0;

kde L.P / D !P C P 0.

Důkaz. Vzhledem k linearitě L stačí dokázat požadovanou rovnost pro polynom
P.´/ D ´l , kde l 2 f0; : : : ; d � 1g. Platí

P .j /.´/ D
lŠ

.l � j /Š
´l�j ; j D 0; : : : ; l; P .j /.´/ D 0; j > l:
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Tedy máme z Lemmatu 13.3.7

nX
kD0

akL
k.P / D

nX
kD0

ak

kX
jD0

 
k

j

!
!k�jP .j / D

lX
jD0

nX
kDj

ak

 
k

j

!
!k�jP .j /

D

lX
jD0

nX
kDj

ak

 
k

j

!
!k�j lŠ

.l � j /Š
´l�j

D

lX
jD0

lŠ´l�j

.l � j /Šj Š

nX
kDj

ak
kŠ

.k � j /Š
!.k�j /

D

lX
jD0

lŠ´l�j

.l � j /Šj Š
Q.j /.!/ D 0;

jelikož mámeQ.!/ D Q0.!/ D � � � D Q.d�1/.!/ D 0 dle Lemmatu 13.3.8. �

Důkaz. Nechť ˛ C iˇ, ˛; ˇ 2 R je s-násobný kořen charakteristického polynomu �,
s 2 N. Položme

y.t/ D e˛t .cosˇtP0.t/C sinˇtS0.t//;
kde P0; S0 jsou polynomy, stP0; stS0 < s. Ukážeme, že y řeší (13.7). Platí

y0.t/ D e˛t .˛ cosˇtP0.t/C ˛ sinˇtS0.t/
� ˇ sinˇtP0.t/C ˇ cosˇtS0.t/

C cosˇtP 0
0.t/C sinˇtS 0

0.t//

D e˛t .cosˇt.˛P0 C ˇS0 C P 0
0/C sinˇt.˛S0 � ˇP0 C S 0

0//;

kde
P1 D ˛P0 C ˇS0 C P 0

0; S1 D ˛S0 � ˇP0 C S 0
0

jsou polynomy stupně menšího než s.
Pro derivace y tedy platí

y.j /.t/ D e˛t
�
cosˇtPj .t/C sinˇtSj .t/

�
; j D 0; : : : ; n;

kde
Pj D ˛Pj�1 C ˇSj�1 C P 0

j�1; Sj D ˛Sj�1 � ˇPj�1 C S 0
j�1:

Dosadíme derivace y do (13.7) a dostaneme
nX

jD0

ajy
.j /.t/ D e˛t cosˇt

nX
jD0

ajPj .t/C e˛t sinˇt
nX

jD0

ajSj .t/:

Stačí tedy odvodit rovnosti
nX

jD0

ajPj D

nX
jD0

ajSj D 0:



13.3. LINEÁRNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE n-TÉHO ŘÁDU S KONSTANTNÍMI KOEFICENTY 781

Označme
Cj D Pj C iSj a ! D ˛ � iˇ:

Pak máme

CjC1 D PjC1 C iSjC1 D ˛Pj C ˇSj C P 0
j C i˛Sj � iˇPj C iS 0

j

D .˛ � iˇ/Pj C i.˛ � iˇ/Sj C P 0
j C iS 0

j

D !Cj C C 0
j :

Definujeme-li L.P / D !P C P 0, potom Cj D Lj .C0/. Máme tak dle Lemma-
tu 13.3.9

0 D

nX
jD0

ajL
j .C0/ D

nX
jD0

ajCj D

nX
jD0

ajPj C i

nX
jD0

ajSj ;

takže
nX

jD0

ajPj D

nX
jD0

ajSj D 0:

Lineární nezávislost. Uvažujme lineární kombinaci funkcí ze systému (13.8), která je
na intervalu .a; b/ rovna nulové funkci. Předpokládejme, že funkce tke˛t cosˇt
a tke˛t sinˇt se v této lineární kombinaci vyskytují s koeficienty a a b. Platí

atke˛t cosˇt C btke˛t sinˇt D atke˛t
eiˇ t C e�iˇ t

2
C btke˛t

eiˇ t � e�iˇ t

2i

D
1

2
.a � bi/tke.˛Ciˇ/t

C
1

2
.aC bi/tke.˛�iˇ/t :

(13.9)

Dále platí, že
a D b D 0 , a � bi D aC bi D 0: (13.10)

Naši lineární kombinaci lze díky (13.9) tedy přepsat do tvaru

P1.t/e
!1t C P2.t/e

!2t C � � � C Pk.t/e
!k t

kde !1; : : : ; !k 2 C jsou navzájem různá komplexní čísla a P1; : : : ; Pk jsou polyno-
my. Podle předpokladu platí

P1.t/e
!1t C P2.t/e

!2t C � � � C Pk.t/e
!k t D 0

pro každé t 2 .a; b/. K důkazu lineární nezávislosti našeho systému stačí dokázat,
že P1 D P2 D � � � D Pk D 0, protože pak budou všechny koeficienty polynomů
P1; : : : ; Pk nulové a díky pozorování (13.10) obdržíme, že i koeficienty použité
v naší lineární kombinaci jsou nulové.

Důkaz provedeme matematickou indukcí dle k. Pokud k D 1 a pro každé
x 2 .a; b/ platí P1.x/e!1x D 0, pak nutně P1.x/ D 0 pro každé x 2 .a; b/, a tedy
P1 D 0.
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Předpokládejme, že tvrzení platí pro k 2 N. Povšimněme si nejprve, že pokud
P je polynom a ! 2 C n f0g, pak

.P.x/e!x/0 D P 0.x/e!x C P.x/!e!x

D .P 0.x/C !P.x//e!x D R.x/e!x ;

kde R je polynom stejného stupně jako P .
Předpokládejme nyní, že

8x 2 .a; b/ W P1.x/e
!1x C � � � C PkC1.x/e

!kC1x D 0;

tedy

8x 2 .a; b/ W P1.x/e
.!1�!kC1/x C � � � C Pk.x/e

.!k�!kC1/x C PkC1.x/ D 0;

Po opakovaném derivování dostaneme

8x 2 .a; b/ W R1.x/e
.!1�!kC1/x C � � � CRk.x/e

.!k�!kC1/x D 0;

kde stR1 D stP1; : : : ; stRk D stPk. Podle indukčního předpokladumusí býtR1 D

R2 D � � � D Rk D 0, a tedy P1 D P2 D � � � D Pk D 0. Potom

8x 2 .a; b/ W PkC1.x/e
!kC1x D 0;

a tedy i PkC1 D 0. �

13.3.10. Věta. Nechť

f .t/ D e�t � .P.t/ cos �t CQ.t/ sin �t/ ;

kde �; � 2 R a P;Q jsou polynomy. Pak existuje řešení rovnice (13.6) ve tvaru

y.t/ D tme�t � .R.t/ cos �t C S.t/ sin �t/ ;

kdeR;S jsou vhodné polynomy stupně ne většího než max stP; stQ am 2 N [f0g

udává, jakou násobnost má číslo �C i� jakožto kořen charakteristického polyno-
mu.

13.3.1. Metoda variace konstant.

13.3.11. Lemma. Nechť y1; : : : ; yn tvoří fundamentální systém rovnice (13.7). Pak
je matice

U.t/ D

˙
y1.t/ : : : yn.t/

:::
:::

y
.n�1/
1 .t/ : : : y

.n�1/
n .t/

�

regulární pro každé t 2 R.
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Důkaz. Pokud U.t0/ není regulární pro nějaké t0 2 R, pak existuje nenulový vektor
d 2 Rn takový, že U.t0/d D 0. Položme ´ D d1y1C� � �Cdnyn. Potom ´ řeší rovnici
(13.7) a splňuje

´.t0/ D d1y1.t0/C � � � C dnyn.t0/ D 0;

´0.t0/ D d1y
0
1.t0/C � � � C dny

0
n.t0/ D 0;

:::

´.n�1/.t0/ D d1y
.n�1/
1 .t0/C � � � C dny

.n�1/
n .t0/ D 0:

Podle Věty 13.3.2máme ´ D 0 naR. Funkce y1; : : : ; yn tvoří fundamentální systém,
a proto je d1 D d2 D � � � D dn D 0. To je ale spor s nenulovostí vektoru d , čímž je
důkaz dokončen. �

13.3.12. Hledejme řešení rovnice (13.6) ve tvaru

y.t/ D c1.t/y1.t/C � � � C cn.t/yn.t/; t 2 .a; b/;

kde c1; : : : ; cn jsou spojitě diferencovatelné funkce na .a; b/ a fy1; : : : ; yng je funda-
mentální systém rovnice (13.7). Počítejme

y0.t/ D c1y
0
1 C � � � C cny

0
n C c0

1y1 C � � � C c0
nyn

a položme c0
1y1 C � � � C c0

nyn D 0. Dále

y00.t/ D c1y
00
1 C � � � C cny

00
n C c0

1y
0
1 C � � � C c0

ny
0
n

a opět položíme c0
1y

0
1C � � � C c0

ny
0
n D 0. Pokračováním tohoto procesu se dobereme

až k rovnici

y.n/ D c1y
.n/
1 C � � � C cny

.n/
n C c0

1y
.n�1/
1 C � � � C c0

ny
.n�1/
n :

Dosadíme do (13.6) a dostaneme tuto sadu podmínek:

c0
1y1 C � � � C c0

nyn D 0;

:::

c0
1y
.n�2/
1 C � � � C c0

ny
.n�2/
n D 0;

c0
1y
.n�1/
1 C � � � C c0

ny
.n�1/
n D f;

neboli

U.t/ �

˙
c0
1.t/

:::

c0
n.t/

�

D

˙
0

:::

f .t/

�

:
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Funkci c0
i vypočteme z předchozí rovnice pomocí Cramerova pravidla

c0
i .t/ D

1

detU.t/
�

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

y1.t/ : : : yi�1.t/ 0 yiC1.t/ : : : yn.t/

y0
1.t/ : : : y0

i�1.t/ 0 y0
iC1.t/ : : : y0

n.t/

:::
:::

y
.n�2/
1 .t/ : : : y

.n�2/
i�1 .t/ 0 y

.n�2/
iC1 .t/ : : : y

.n�2/
n .t/

y
.n�1/
1 .t/ : : : y

.n�1/
i�1 .t/ f .t/ y

.n�1/
iC1 .t/ : : : y

.n�1/
n .t/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌
:

Pravá strana předchozího vztahu je spojitá funkce v t , takže hledaná ci ; i D 1; : : : ; n,
můžeme nalézt jako primitivní funkci k pravé straně.

13.4. Soustavy diferenciálních rovnic

Uvažujme soustavu diferenciálních rovnic

x0
1 D f1.t; x1; : : : ; xn/

x0
2 D f2.t; x1; : : : ; xn/

:::

x0
n D fn.t; x1; : : : ; xn/; (13.11)

kde fi , i D 1; : : : ; n, jsou dané funkce definované na jisté neprázdné otevřené mno-
žině G � R � Rn. Vektorový tvar je

x0.t/ D f .t;x.t//;

kde x.t/ D Œx1.t/; : : : ; xn.t/�, x0.t/ D Œx0
1.t/; : : : ; x

0
n.t/� a f D Œf1; : : : ; fn�.

13.4.1. Definice. Řešením soustavy (13.11) rozumíme vektorovou funkci x D

Œx1; : : : ; xn� definovanou na otevřeném neprázdném intervalu J s hodnotami v Rn

takovou, že pro každé t 2 J existují x0
i .t/, i D 1; : : : ; n, a platí (13.11). Počáteční

úlohou pro (13.11) rozumíme úlohu, kdy hledáme řešení (13.11) splňující navíc
předem zadanou podmínku x.t0/ D x0, kde Œt0;x0� 2 G (této podmínce se říká
počáteční podmínka). Maximální řešení soustavy (13.11) je takové řešení x de-
finované na intervalu J , které již nelze prodloužit, tj. je-li y řešení definované na
intervalu I , J � I a y.t/ D x.t/ pro každé t 2 J , pak J D I .

13.4.2. Mějme rovnici

y.n/ D h.t; y; y0; : : : ; y.n�1//: (13.12)
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Uvažujme soustavu

x0
1 D x2;

x0
2 D x3;

:::

x0
n�1 D xn;

x0
n D h.t; x1; : : : ; xn/:

Pokud x řeší (??), pak x1 řeší (13.12).Obráceně, pokud y řeší (13.12), pak Œy; : : : ; y.n�1/�

řeší (??).

13.4.3. Definice. Nechť .P; �/ a .Q; �/ jsou metrické prostory. Řekneme, že mno-
žina F zobrazení P doQ je stejně spojitá, pokud platí

8x 2 P 8" > 0 9ı > 0 8y 2 B�.x; ı/ 8f 2 F W f .y/ 2 B� .f .x/; "/:

13.4.4. Je jednoduché si rozmyslet, že každá konečnámnožina spojitých zobrazení
je stejně spojitá.

13.4.5 (prostor C.K;X/). NechťK je kompaktní metrický prostor aX je Banachův
prostor. Pak symbol C.K;X/ značí množinu všech spojitých zobrazeníK doX . Na
t0to množině můžeme zavést operaci sčítání a násobení reálnýnm číslem. Nechť
f; g 2 C.K;X/ a ˛ 2 R. Pak definujeme

.f C g/.x/ D f .x/C g.x/; x 2 K;

. f̨ /.x/ D f̨ .x/; x 2 K:

Prostor C.K;X/ je vzhledem k těmto operacím vektorový prostor. Nechť f 2

C.K;X/. Pak H .f / je kompaktní množina v X (vizte Větu ??), a je tedy omezená
(Věta ??). Proto má smysl položit

kf kC.K;X/ D kf k1 D sup
x2K

kf .x/kX :

Je lehké si rozmyslet, že k � k1 je vskutku norma na C.K;X/.
Dále si uvědomme, že prostor C.K;X/ je v této normě díky Větě ?? úplný.

Jedná se tedy o Banachův prostor.

13.4.6. Věta (Arzelà1 – Ascoli2). Nechť .K; �/ je kompaktní metrický prostor a F �

C.K;Rn/. Pak množina F je relativně kompaktní v C.K;Rn/ právě tehdy, když je
omezená a stejně spojitá.

Důkaz. ( Nechť ffng je posloupnost v F .

Krok 1. Díky stejné spojitosti množiny F nalezneme pro každé n 2 N a x 2 K

kladné reálné číslo rnx > 0 takové, že

8f 2 F 8y 2 B.x; rnx / W kf .x/ � f .y/k <
1

n
: (13.13)

1Cesare Arzelà (1847-1912)
2Giulio Ascoli (1843-1896)
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Systém fB.x; rnx /I x 2 Kg zřejmě tvoří pokrytí K pro každé n 2 N. Poněvadž
K je kompaktní, existuje pro každé n 2 N konečná množina Cn � K taková, že
K �

S
fB.x; rnx /I x 2 Cng.

Krok 2. Položme C D
S1

nD1 Cn. Nyní nalezneme podposloupnost ffnj
g z posloup-

nosti ffng takovou, že posloupnost ffnj
.c/g je cauchyovská pro každé c 2 C .

Množina C je spočetná, a proto můžeme nalézt posloupnost fclg
1
lD1

takovou,
že C jako C D fcl I l 2 Ng. Pro každé m 2 N nalezneme rostoucí posloupnost
přirozených čísel fnm

k
g1
kD1

tak, že platí
� posloupnost ffnm

k
.cm/g

1
kD1

je konvergentní,
� posloupnost fnmC1

k
g1
kD1

je vybraná z fnm
k

g1
kD1

.
Pro m D 1 využijeme omezenosti posloupnosti ffn.c1/g

1
nD1 a nalezneme posloup-

nost fn1
k
g1
kD1

takovou, že posloupnost ffn1
k
.c1/g

1
kD1

je konvergentní. Předpoklá-
dejme, že již máme zkonstruovanou posloupnost fnm

k
g1
kD1

. Potom je posloupnost
ff
n

mC1
k

.cmC1/g
1
kD1

omezená.Můžeme tedy z posloupnosti fnm
k

g1
kD1

vybrat posloup-

nost fnmC1
k

g1
kD1

takovou, že je posloupnost ff
n

mC1
k

.cmC1/g
1
kD1

konvergentní. Pro

j 2 N položme pj D n
j
j . Potom je fpj g rostoucí posloupnost přirozených čísel.

Pro každé l 2 N platí, že posloupnost ffpj
.cl /g

1
jD1 je konvergentní, neboť posloup-

nost fpj g1
jDl

je vybraná z posloupnosti fnl
k
g1
kD1

.

Krok 3. Ukažme, že ffpj
g je cauchyovská v C.K;Rn/. Nechť " > 0. K němu nalez-

neme n 2 N takové, že 1
n
< ". Posloupnost ffpj

.c/g1
jD1 je cauchyovská pro každé

c 2 C , a tedy díky konečnosti množiny Cn existuje j0 2 N takové, že

8j; j 0
� j0 8c 2 Cn W kfpj

.c/ � fpj 0 .c/k < ":

Nechť x 2 K. Nalezneme c 2 Cn takové, že x 2 B.c; rnc /. Pak pro j; j 0 � j0 platí
díky (13.13)

kfpj
.x/ � fpj 0 .x/k � kfpj

.x/ � fpj
.c/k C kfpj

.c/ � fpj 0 .c/k

C kfpj 0 .c/ � fpj 0 .x/k

�
1

n
C "C

1

n
< 3":

Tedy pro každé j; j 0 � j0 platí

kfpj
� fpj 0 k1 D sup

x2K

kfpj
.x/ � fpj 0 .x/k � 3":

Krok 4. Z dané množiny jsme tedy vybrali cauchyovskou podposloupnost ffpj
g.

Protože je C.K;X/ úplný, je tato podposloupnost konvergentní. A tedy je F rela-
tivně kompaktní.

) Nechť F je relativně kompaktní množina v C.K;Rn/. Pak je F kompaktní, a te-
dy omezená. Proto je i F omezená v C.K;Rn/.

Ukažme dále, že je stejně spojitá. Mějme tedy dáno " > 0. Protože je F kom-
paktní, je totálně omezená, a tedy existují funkce f1; : : : fn 2 F takové, že množina
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ff1; : : : ; fng tvoří konečnou "-síť v F . Jelikož je ff1; : : : ; fng konečná, je stejně spo-
jitá dle 13.4.4. Mějme nyní dáno x 2 K. Najdeme tedy ı > 0 splňující

8y 2 B.x; ı/ 8i 2 f1; : : : ; ng W kfi .y/ � fi .x/k < ":

Vezměme nyní libovolné f 2 F . K němu nalezneme i 2 f1; : : : ; ng splňující kfi �

f k1 < ". Pak pro y 2 B.x; ı/ platí

kf .y/ � f .x/k � kf .y/ � fi .y/k C kfi .y/ � fi .x/k C kfi .x/ � f .x/k < 3":

Tedy F je stejně spojitá. �

13.4.7. Lemma. Nechť G � R � Rn je otevřená neprázdná množina, f W G ! Rn

je spojitá na G a Œt0;x0� 2 G. Pak x W I ! Rn řeší na otevřeném intervalu I
obsahujícím t0 rovnici (13.11) s počáteční podmínkou x.t0/ D x0 právě tehdy,
když je x spojité, Œt;x.t/� 2 G pro t 2 I a pro každé t 2 I platí

x.t/ D x0 C

Z t

t0

f .s;x.s//ds:

Důkaz. ) Je-li x řešení, pak x.t0/ D x0, Œt;x.t/� 2 G a

x0.t/ D f .t;x.t//; t 2 I:

Pro t 2 I dostáváme integrací od t0 do t vztah

x.t/ � x.t0/ D

Z t

t0

f .s;x.s//ds;

neboli

x.t/ D x0 C

Z t

t0

f .s;x.s//ds:

( Nechť x je spojité zobrazení s popsanými vlastnostmi. Protože je zobrazení s 7!

f .s;x.s// dobře definované a spojité, díky Větě ?? je x diferencovatelné zobrazení
a platí

x0.t/ D f .t;x.t//; t 2 I:

Zjevně x.t0/ D x0. �

13.4.8. Věta (Peano). NechťG � R�Rn je otevřená neprázdná množina, f W G !

Rn je spojitá na G. Pak pro každé Œt0;x0� 2 G existuje maximální řešení rovnice
(13.11) splňující x.t0/ D x0.

Důkaz. Vprvní části důkazu budeme hledat řešení definované na nějakém otevřeném
intervalu obsahujícím t0.

Krok 1.Rozmysleme si, že řešení stačí hledat na nějakém intervalu tvaru Œt0; t0C

"� (Řešením na tomto intervalu rozumíme spojité zobrazení x W Œt0; t0 C "� ! Rn

splňující x.t0/ D x0 a (13.11) na .t0; t0 C "/). Mějme totiž vyřešenou takovouto
úlohu. Pak lze uvažovat úlohu s obráceným časem

x0
D �f .�t;x/; x.�t0/ D x0: (13.14)
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Je-li �.t/ řešení (13.14) na intervalu Œ�t0;�t0C"2� a .t/ je řešení (13.11) na Œt0; t0C

"1� s počáteční podmínkou  .t0/ D x0, pak

x.t/ D

(
�.�t/; t 2 Œt0 � "2; t0�;

 .t/; t 2 Œt0; t0 C "1�

je řešení (13.11) splňující x.t0/ D x0.
Krok 2. Vezměme a; b 2 .0;1/ takové, že

K D Œt0; t0 C a� � B.x0; b/ � G:

Protože je K kompaktní, je dle Věty ?? zobrazení f na K stejnoměrně spojitá
a omezené (viz Věta ??). Tedy existuje L 2 R, L > 0 takové, že

kf .t;y/k � L; t 2 Œt0; t0 C a�;y 2 B.x0; b/:

Položme

c D minfa;
b

L
g; I D Œt0; t0 C c�

a
F D fy W I ! RnI .y.t0/ D x0/ & .ky.t/ � y.s/k � Ljt � sj; t; s 2 I /g:

Krok 3. Povšimněme si, že F sestává z L-lipschitzovských zobrazení, a tedy se
jedná o stejně spojitou množinu. Dále platí

8y 2 F 8t 2 I W ky.t/ � x0k D ky.t/ � y.t0/k � Ljt � t0j � Lc � b:

Tedy F je množina omezená v C.I;Rn/. Snadno se pak ověří, že je uzavřená. Tedy
je dle Věty ?? kompaktní.

Krok 3. Definujme F W F ! Œ0;1/ jako

F.y/ D max
t2I





y.t/ � x0 �

Z t

t0

f .s;y.s//ds




 D





y.t/ � x0 �

Z t

t0

f .s;y.s//ds






1

:

Zobrazení F je dobře definované. Zobrazení s 7! f .s;y.s// je totiž spojité na I ,
a tedy je dle Věty ?? spojité i zobrazení

t 7! y.t/ � x0 �

Z t

t0

f .s;y.s//ds:

Protože je norma spojitá funkce na Rn, je funkce

t 7!





y.t/ � x0 �

Z t

t0

f .s;y.s//ds






spojitá na I .
Krok 4.Nyní ukážeme, že je zobrazení F spojité na F . Mějme tedy dáno " 2 R,

" > 0. Díky stejnoměrné spojitosti f na K existuje ı 2 .0; "/ takové, že

8Œt; z�; Œt 0; z0� 2 K W
�
jt � t 0j < ı & kz � z0

k < ı
�

) kf .t; z/ � f .t 0; z0/k < ":
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Nechť y1;y2 2 F , ky1 � y2k1 < ı. Pak máme sup
s2I

ky1.s/ � y2.s/k < ı, a tedy

jF.y1/ � F.y2/j D





y1.t/ �

Z t

t0

f .s;y1.s//ds �

�
y2.t/ �

Z t

t0

f .s;y2.s//ds
�





1

� ky1.t/ � y2.t/k1 C sup
t2I

Z t

t0

kf .s;y1.s// � f .s;y2.s//k

� "C

Z t0Cc

t0

"ds D ".1C c/:

Tím je spojitost F ukázána.
Krok 5. Jelikož je F spojitá funkce na kompaktní množině, nabývá svého mini-

ma v nějakém bodě x 2 F . Zbytek důkazu bude věnován ověření F.x/ D 0, což
dle Lemmatu 13.4.7 stačí k nalezení řešení na intervalu I .

Krok 6.Nyní zkonstruujeme funkce fxkg1
kD1

vF splňujícíF.xk/ ! 0. K tomuto
účelu vezměme k 2 N pevné. Induktivně sestrojíme zobrazení xk W I ! B.x0; b/

takové, že xk 2 F a F.xk/ �
Lc
k
.

Položme nejprve

xk.t/ D x0; t 2 Œt0; t0 C
c

k
�:

Dále definujme

xk.t/ D x0 C

Z t

t0C c
k

f .s �
c

k
;xk.s �

c

k
//ds; t 2 .t0 C

c

k
; t0 C

2c

k
�:

Předpokládejme nyní, že pro nějaké j 2 f2; : : : ; k � 1g je zobrazení xk defino-
vané na Œt0; t0 C

jc
k
� a splňuje

xk.t/ D x0 C

Z t

t0C c
k

f .s �
c

k
;xk.s �

c

k
//ds; t 2 Œt0 C

c

k
;
jc

k
�: (13.15)

Pak máme z (13.15)



x0 � xk.t/


 D







Z t

t0C c
k

f .s �
c

k
;xk.s �

c

k
//ds







�

Z t

t0C c
k




f .s �
c

k
;xk.s �

c

k
//



 ds

� L.t � t0 �
c

k
/ � Lc � b; t 2 .t0 C

c

k
;
jc

k
�:

Tedy je zobrazení s 7! f .s�
c
k
;xk.s�

c
k
// dobře definované na .t0C

jc
k
; t0C

.jC1/c
k

�

a můžeme položit

xk.t/ D xk.t0 C
jc

k
/C

Z t

jc
k

f .s �
c

k
;xk.s �

c

k
//ds; t 2 .

jc

k
;
.j C 1/c

k
�:
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Pak zřejmě platí

xk.t/ D x0 C

Z t

t0C c
k

f .s �
c

k
;xk.s �

c

k
//ds; t 2 .

jc

k
;
.j C 1/c

k
�:

Tím je konstrukce zobrazení xk na celém intervalu Œt0; t0 C c� ukončena. Povšim-
něme si, že z konstrukce vyplývá rovnost

xk.t/ D

(
x0; t 2 Œt0; t0 C

c
k
�;

x0 C
R t
t0C c

k
f .s �

c
k
;xk.s �

c
k
//ds; t 2 .t0 C

c
k
; t0 C c�

(13.16)

Po substituci s �
c
k

D u obdržíme rovnost

xk.t/ D

(
x0; t 2 Œt0; t0 C

c
k
�;

x0 C
R t� c

k
t0

f .u;xk.u//du; t 2 .t0 C
c
k
; t0 C c�

(13.17)

Krok 7. Ukážeme, že xk 2 F . K tomu je třeba ověřit L-lipschitzovskost xk.
Mějme tedy dány body t; s 2 Œt0; t0 C c� splňující t < s. Pokud t; s 2 Œt0; t0 C

c
k
�,

nerovnost
kxk.s/ � xk.t/k � L.s � t/

zjevně platí. Pokud t0 C
c
k

� t , pak máme z (13.16) odhad

kxk.s/ � xk.t/k �

Z s

t




f .u �
c

k
;xk.u �

c

k
//



 du � L.s � t /:

Pokud t � t0 C
c
k

� s, pak

kxk.s/ � xk.t/k D







Z s

t0C c
k

f .u �
c

k
;xk.u �

c

k
//du






 � L.s � t0 �
c

k
/ � L.s � t/:

Tedy xk 2 F .
Krok 8. Nyní ověříme, že

F.xk/ �
Lc

k
: (13.18)

Nechť t 2 Œt0; t0 C c� je dáno. Pokud t 2 Œt0; t0 C
c
k
�, pak



xk.t/ � x0 �

Z t

t0

f .s;xk.s//ds




 �

Z t

t0

kf .s;xk.s//k ds �
Lc

k
:

Pokud t 2 Œt0; t0 C
c
k
�, pak



xk.t/ � x0 �

Z t

t0

f .s;xk.s//ds




 D







Z t� c

k

t0

f .s;xk.s//ds �

Z t

t0

f .s;xk.s//ds







�

Z t

t� c
k

kf .s;xk.s//k ds �
Lc

k
:

Tedy

F.xk/ D max
t2I





xk.t/ � x0 �

Z t

t0

f .s;xk.s//ds




 �

Lc

k
:
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Funkce x tedy splňuje

x.t/ D x0 C

Z t

t0

f .s;x.s//ds;

a tedy na intervalu I řeší rovnici (13.11) s počáteční podmínkoux.t0/ D x0 (viz Lem-
ma 13.4.7).

Hledejme nyní nějaké maximální řešení procházející bodem Œt0;x
0�. Položme

A D fxI x řeší (13.11) a x.t0/ D x0g:

Definujme na A částečné uspořádání vztahem

x � y , grafx � grafy:

Pokud R � A je řetězec, je
S

R horní závora R. Maximální prvek x 2 A je potom
maximálním řešením (13.11), který splňuje x.t0/ D x0. Tím je důkaz dokončen.

�

13.4.9. Věta (Picard). Nechť G � R � Rn je otevřená neprázdná množina, f W

Œt;x� ! f .t;x/ 2 Rn je spojité zobrazení na G a je „lokálně lipschitzovské v x“, tj.
pro každý bod Œt;x� 2 G existuje " 2 R, " > 0 a L 2 R takové, že pro každé dva
body Œs;x1�; Œs;x2� 2 B.Œt;x�; "/ máme

f .s;x1/ � f .s;x2/



 � L


x1 � x2



 :
Jestliže Œt0;x0� 2 G, potom existuje právě jednomaximální řešení x rovnice (13.11)
splňující x.t0/ D x0.

13.4.10. Poznámka. Pokud f je třídy C1 na G, potom f splňuje podmínky Vě-
ty 13.4.9. Stačí totiž použít Větu ?? o přírůstku vektorové funkce.

Důkaz. Krok 1. Pro Œt0;x0� 2 G nalezneme L a " svědčící o lispchitzovskosti f ve
druhé proměnné na B.x0; "/, tj.

8Œs;x1�; Œs;x2� 2 B.Œt0;x
0�; "/ W



f .s;x1/ � f .s;x2/


 � L



x1 � x2


 :

Navíc můžeme předpokládat, že existuje K 2 R splňující

8Œs;x� 2 B.Œt0;x
0�; "/ W jf .s;x/j � K:

Zvolme ı 2 .0; "
2
/ takové, že

2Lı < 1 a Kı <
"

2
:

Položme I D Œt0 � ı; t0 C ı�. Pak máme

I � B.x0;
"

2
/ � B.Œt0;x

0�; "/ � G:

Krok 2.UvažujmeBanachův prostorC.I;Rn/ a jeho podmnožinuM D B.g0; "
2
/,

kde g0.t/ D x0, t 2 I . PakM je uzavřená podmnožina úplného prostoru C.I;Rn/,
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a tedy je sama úplná (viz Věta ??). Definujme zobrazení T W M ! M předpisem

T x.t/ D x0 C

Z t

t0

f .s;x.s//ds; t 2 I;x 2 M:

Ukažme, že T je dobře definováno. Pokud x 2 M , pak

Œs;x.s/� 2 I � B.x0;
"

2
/ � G; s 2 I:

Funkce s 7! f .s;x.s// je spojitá na I , a tedy T x 2 C.I;Rn/. Dále platí

T x.t/ � g0.t/


 D





Z t

t0

f .s;x.s//ds




 �

Z t

t0

kf .s;x.s//k ds

� Kı <
"

2
; t 2 I:

Odtud máme


T x � g0



 �
"
2
,a tedy T x 2 M .

Krok 3.Dále ověříme, že zobrazení T je kontrakce na prostoruM . Pro x;y 2 M

totiž máme

kT x � T yk D sup
t2I





Z t

t0

f .s;x.s//ds �

Z t

t0

f .s;y.s//ds






� sup
t2I

Z t

t0

kf .s;x.s// � f .s;y.s//k ds

� sup
t2I

Z t

t0

L kx.s/ � y.s/k ds

� L � 2ı kx � yk :

Protože 2Lı < 1, T je vskutku kontrakce.
Krok 4. Použitím Banachovy věty o kontrakci ?? najdeme jednoznačně určený

prvek x 2 M splňující T x D x, neboli

x.t/ D x0 C

Z t

t0

f .s;x.s//ds:

Dle Lemmatu 13.4.7 je x řešení (13.11) s počáteční podmínkou x.t0/ D x0.
Krok 5. Ukažme, že řešení x je určeno na okolí bodu t0 jednoznačně, tj., je-li

y W J ! Rn řešení (13.11), kde J je otevřený interval obsahující t0 a y.t0/ D x0,
pak x D y na nějakém otevřeném intervalu obsaženém v J \I . Mějme tedy takové
řešení y W J ! Rn. Vezmeme Qı 2 .0; ı/ takové, že Œt0� Qı; t0C Qı� � J a



y.t/ � x0


 �

"
2
pro každé t 2 Œt0 � Qı; t0 C Qı�. Položíme QI D Œt0 � Qı; t0 C Qı� a uvažujme objekty

C. QI ;Rn/, QM a QT definované analogicky jako v předešlém. Předchozí postup dává,
že existuje právě jedno Qx 2 QM takové, že QT Qx D Qx. Protože xj QI ;yj QI 2 QM a splňují

xj QI D QT .xj QI /; yj QI D QT .yj QI /;

platí díky jednoznačnosti Qx rovnost xj QI D yj QI .
Krok 6. Stejně jako v důkazu Peanovy věty 13.4.8 najdeme nyní maximální ře-

šení x W I ! Rn rovnice (13.11) s počáteční podmínkou x.t0/ D x0.
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Krok 7. Ukažme jednoznačnost tohoto maximálního řešení. Nechť y W J ! Rn

je jiné maximální řešení (13.11) splňující y.t0/ D x0. Označme

S D ft 2 I \ J I x.t/ D y.t/g:

Ze spojitosti řešení je S uzavřená v I \ J , díky Kroku 5. je množina S otevřená
v I\J .Máme-li totiž s 2 S , pak na nějakém okolí smá rovnice (13.11) pouze jedno
řešení procházející bodem Œs;x.s/�. Na tomto okolí se tedy řešení x a y rovnají.
Nakonec si uvědomíme, že S je neprázdná díky bodu t0. Protože je množina I \J

souvislá (viz Věta ??), platí S D I \ J dle Věty ??.
Nakonec ukažme, že I D J . Pokud by existoval I n J ¤ ;, pak by funkce

z.t/ D

(
x.t/; t 2 I n J;

y.t/; t 2 J;

byla řešením striktně větším než y, což by byl spor s maximalitou y. Tedy I � J .
Analogicky pak odvodíme J � I . Tím je důkaz dokončen. �

13.4.11. Lemma. Nechť x je řešení (13.11) na intervalu .˛; ˇ/ s počáteční podmín-
kou x.t0/ D x0. Pak jsou následující tvrzení ekvivalentní.

(i) Existuje " 2 R, " > 0 takové, že řešení x lze prodloužit na interval .˛; ˇC

"/;
(ii) Existuje posloupnost ftng ležící v .˛; ˇ/ a y 2 Rn takové, že

lim
m!1

Œtn;x.tn/� D Œˇ;y� 2 G:

Důkaz. (ii) ) (i) Existuje-li řešení Qx rozšiřující x za bod ˇ, pak pro každou po-
sloupnost ftmg konvergující k ˇ platí

lim
m!1

Œtm;x.tm/� D Œˇ; Qx.ˇ/� 2 G:

(i) ) (ii) Nechť ftmg a y splňují podmínku popsanou v (ii). Ukážeme nejprve,
že

lim
t!ˇC

x.t/ D y: (13.19)

Zvolme ı 2 R, ı > 0 takové, že

Œˇ � ı; ˇ� � B.y; ı/ � G

a nechťM 2 R splňuje

supff .Œt; z�/I Œt; z� 2 Œˇ � ı; ˇ� � B.y; ı/g � M:

Předpokládejme, že (13.19) neplatí. Z Heineovy věty (viz Věta ??) existuje po-
sloupnost f�ng v .˛; ˇ/ konvergující kˇ a číslo 
 2 R, 
 > 0 takové, že kx.�m/ � yk �


 . Bez újmy na obecnosti lze předpokládat, že 
 < ı. Postupným vybíráním členů
posloupností ftng a f�ng lze zařídit, aby t1 < �1 < t2 < �2 < � � � a kx.tn/ � yk < 
 .
Pro n 2 N položme

sn D infft 2 Œtn; �n�I kx.t/ � yk � 
g:



794 13. DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE

Pak sn 2 .tn; �n� (máme kx.tn/ � yk < 
 a funkce t 7! kx.t/ � yk je spojitá v tn).
Ze spojitosti funkce t 7! kx.t/ � yk dostáváme kx.s/ � yk � 
 . Pokud by tato
norma byla větší než 
 , byla by větší i na nějakém okolí bodu sn. Tedy by existoval
bod t nalevo od sn splňující kx.t/ � yk � 
 , což je spor s definici infima. Tedy
kx.sn/ � yk D 
 .

Dále platí kx.t/ � yk � 
 pro t 2 Œtn; sn�. To nahlédneme opět sporem; pokud
by kx.t/ � yk > 
 pro nějaké t 2 Œtn; sn/, dostali bychom znovu spor s definici bodu
sn. Tedy

8t 2 Œtn; sn� W kx.t/ � yk � 
 < ı:

Pak ale máme Œs;x.s/� 2 Œˇ � ı; ˇ� � B.y; ı/ pro s 2 Œtn; sn�, a tedy


 D kx.sn/ � yk � kx.sn/ � x.tn/k C kx.tn/ � yk

�

Z sn

tn

kf .s;x.s/k ds C kx.tn/ � yk

� M ksn � tnk C kx.tn/ � yk :

Tímdostáváme spor, neboť pravá strana konverguje k 0 pro n jdoucí do nekonečna.
Tedy platí (13.19).

Nyní uvažujme nějaké řešení y úlohy (13.11) na intervalu .ˇ � "; ˇ C "/ s po-
čáteční podmínkou x.ˇ/ D y. Pak je funkce

z.t/ D

(
x.t/; t 2 .˛; ˇ/;

y.t/; t 2 Œˇ; ˇ C "/:

prodloužením řešení x za bod ˇ (viz Lemma 13.1.2). �

13.4.12. Věta. Nechť x W .˛; ˇ/ ! Rn je řešení (13.11) s počáteční podmínkou
x.t0/ D x0. Nechť K � Rn je kompakt takový, že Œt0; ˇ� �K � G a nechť existuje
posloupnost ftng konvergující k ˇ a splňující x.tm/ 2 K. Pak existuje " 2 R, " > 0,
a řešení y W .˛; ˇ C "/ ! Rn rovnice (13.11) s počáteční podmínkou y.t0/ D x0

shodující se na .˛; ˇ/ s x.

Důkaz. Mějme posloupnost ftng konvergující k ˇ a splňující x.tm/ 2 K. Protože
K je kompaktní, lze po eventuálním výběru podposloupnosti předpokládat, že
x.tn/ ! y pro nějaké y 2 K. Lemma 13.4.11 tedy dává rozšíření řešení za bod
ˇ. �

13.4.13. Lemma (Gronwall3). Nechť funkce x je spojitá na intervalu Œ˛; ˇ/, ˛ 2 R,
ˇ 2 R�. Nechť existují čísla a; b; c 2 R, b > 0, c � 0 taková, že pro každé t 2 Œ˛; ˇ/

platí

x.t/ � aC

Z t

˛

.bx.s/C c/ds:

Pak pro každé t 2 Œ˛; ˇ/ platí

u.t/ �

�
aC

c

b

�
eb.t�˛/:

3Thomas Hakon Grönwall (1877–1932)
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Důkaz. Označme

y.t/ D aC

Z t

˛

.bx.s/C c/ds; t 2 Œ˛; ˇ/:

Platí
y.˛/ D a a y0.t/ D bx.t/C c � by.t/C c; t 2 Œ˛; ˇ/:

Proto také
y0.t/e�bt

� by.t/e�bt
C ce�bt ; t 2 Œ˛; ˇ/:

Odtud plyne �
y.t/e�bt

�0

� ce�bt ; t 2 Œ˛; ˇ/:

Použitím Věty ?? a úpravou postupně dostáváme pro každé s 2 Œ˛; ˇ/Z s

˛

�
y.t/e�bt

�0

dt �

Z s

˛

ce�bt dt;h
y.t/e�bt

is
˛

�

h
�
c

b
e�bt

is
˛
;

y.s/e�bs
� y.˛/e�b˛

� �
c

b
e�bs

C
c

b
e�b˛:

Odtud již dostáváme

x.s/ � y.s/ � aC eb.s � ˛/ �
c

b
C
c

b
eb.s�˛/ �

�
aC

c

b

�
eb.s�˛/

pro každé s 2 Œ˛; ˇ/. �

13.4.14.Věta. Nechť I je otevřený interval aG D I�Rn. Nechť pro každý uzavřený
omezený interval J � I existují nezáporné konstantyMJ ; LJ takové, že

8Œt;x� 2 J � Rn W kf .t;x/k � MJ C LJ kxk :

Pak je každé maximální řešení (13.11) definováno na celém I .

Důkaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že všechny konstantyLJ jsou klad-
né. Nechť x je řešení (13.11) s počáteční podmínkou x.t0/ D x0 a J � I je libo-
volný omezený uzavřený interval obsahující t0. Pak máme pro t 2 J

kx.t/k D





x0 C

Z t

t0

f .s;x.s//ds






�


x0



C

Z t

t0

kf .s;x.s//k ds

�


x0



C

Z t

t0

.MJ C LJ kx.s/k/ds:

Dle Gronwallovy nerovnosti 13.4.13 pak obdržíme pro t 2 J

kx.t/k �

�

x0


C

MJ

LJ

�
eLJ .t�t0/:
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Protože je funkce eLJ .t�t0/ na J omezená (viz Věta ??), leží řešení x na J v nějaké
uzavřené kouli. Podle Věty 13.4.12 lze řešení x prodloužit z J na nějaký otevřený
interval QJ , J � QJ � I . Protože je x maximální, obsahuje jeho definiční obor QJ .
Tedy x je definováno na každém omezeném uzavřeném podintervalu I , a tedy na
I . �

13.5. Soustavy lineárních diferenciálních rovnic

Uvažujme soustavu diferenciálních rovnic ve tvaru

x0
1 D a11.t/x1 C � � � C a1n.t/xn C b1.t/;

x0
2 D a21.t/x1 C � � � C a2n.t/xn C b2.t/;

:::

x0
n D an1.t/x1 C � � � C ann.t/xn C bn.t/; (13.20)

kde n 2 N, aij W .˛; ˇ/ ! R, bi W .˛; ˇ/ ! R, i; j 2 f1; : : : ; ng jsou spojité funkce.
Vektorový tvar je

x0
D A.t/x C b.t/;

kde

A.t/ D

˙
a11.t/ � � � a1n.t/

:::
:::

an1.t/ � � � ann.t/

�

a b.t/ D

˙
b1.t/

:::

bn.t/

�

:

13.5.1. Věta. Nechť ˛; ˇ 2 R�, ˛ < ˇ, t0 2 .˛; ˇ/ a x0 2 Rn. Nechť A W .˛; ˇ/ !

M.n � n/, b W .˛; ˇ/ ! Rn jsou spojitá zobrazení. Potom existuje právě jedno
maximální řešení x soustavy (13.20) splňující x.t0/ D x0. Toto řešení je definováno
na celém intervalu .˛; ˇ/.

Důkaz. Definujme f W .˛; ˇ/ � Rn ! Rn předpisem

f .t;x/ D A.t/x C b.t/:

Zobrazení f je na množině .˛; ˇ/ � Rn spojité.
Dále ukažme, že je „lipschitzovské v druhé proměnné“. Mějme Œt;x� 2 .˛; ˇ/�

Rn dáno. Zvolme uzavřený omezený interval J , t 2 J � .˛; ˇ/. Položme

MJ D sup
t2J

kb.t/k a LJ D sup
t2J

kA.t/k ;

což jsou díky spojitosti uvažovaných funkcí nezáporná reálná čísla. Pak prox1;x2 2

Rn platí 

f .t;x1/ � f .t;x2/


 D



A.t/.x1 � x2/


 � LJ



x1 � x2


 :

Tedy dle Věty 13.4.9 existuje maximální řešení x splňující počáteční podmínku a je
určeno jednoznačně.
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Dále ukažme, že pro každý omezený uzavřený interval J � .˛; ˇ/ obsahující
t0 splňují konstantyMJ ; LJ definované výše odhady Věty 13.4.14. Vskutku,

kf .t;x/k D kA.t/x C b.t/k � kA.t/k kxk C kb.t/k

� LJ kxk CMJ ; Œt;x� 2 J � Rn:

Věta 13.4.14 tedy říká, že řešení x je definováno na celém intervalu .˛; ˇ/. �

13.5.2. Definice. Je-li A jako v (13.20), pak homogenní soustavou rozumíme sou-
stavu rovnic

x0
D A.t/x: (13.21)

13.5.3. Věta. Nechť n 2 N, ˛; ˇ 2 R�, ˛ < ˇ a A W .˛; ˇ/ ! M.n�n/ je spojité zob-
razení. Potommnožina všech maximálních řešení soustavy (13.21) tvoří vektorový
podprostor prostoru C1..˛; ˇ/;Rn/. Dimenze tohoto podprostoru je rovna n.

Důkaz. Podle Věty 13.5.1 je každé maximální řešení (13.21) definováno na .˛; ˇ/.
Množinamaximálních řešení je rovna jádruKerL lineárního zobrazeníL W C1..˛; ˇ/;Rn/ !

C..˛; ˇ/;Rn/ definovaného předpisem Ly D y 0 � Ay. Tedy se jedná o vektorový
podprostor prostoru C1..˛; ˇ/;Rn/.

K důkazu jeho n-dimenzionality zvolme t0 2 .˛; ˇ/ pevně. Vezměme řešení
x1; : : : ;xn soustavy (13.21) na .˛; ˇ/ splňující xi .t0/ D ei , i D 1; : : : ; n. Funkce
fx1; : : : ;xng jsou lineárně nezávislé, jelikož jsou vektory fe1; : : : ; eng lineárně nezá-
vislé. Nechť y je maximální řešení (13.21). Pak y je definováno na .˛; ˇ/. Označme

z.t/ D y1.t0/x
1.t/C � � � C yn.t0/x

n.t/; t 2 .˛; ˇ/:

Potom ´.t0/ D y.t0/ a z řeší (13.21) na .˛; ˇ/. Z jednoznačnosti řešení plyne

y.t/ D z.t/ D y1.t0/x
1.t/C � � � C yn.t/x

n.t/; t 2 .˛; ˇ/:

Tedy fx1; : : : ;xng je báze prostoru KerL. �

13.5.4. Věta. Nechť ˛; ˇ 2 R�, ˛ < ˇ a x0 2 Rn. Nechť A W .˛; ˇ/ ! M.n � n/,
b W .˛; ˇ/ ! Rn jsou spojitá zobrazení. Nechť y je řešení (13.20) na .˛; ˇ/. Potom
každé řešení soustavy (13.20) na intervalu .˛; ˇ/má tvar y C z, kde z je jisté řešení
(13.21).

Důkaz. Jelikož je zobrazení L W y 7! y 0 � Ay lineární na prostoru C1..˛; ˇ/;Rn/,
máme pro maximální řešení x rovnice (13.20) rovnost

L.x � y/ D Lx � Ly D b � b D 0;

a tedy z D x � y řeší (13.21). �
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13.5.5.Definice. Nechť tvoří vektorové funkce y1; : : : ;yn bázi prostoru řešení rov-
nice (13.21) na .˛; ˇ/. Takovouto množinu nazýváme fundamentální systém rov-
nice (13.21). Označme

�.t/ D

˙
y11 .t/ : : : y1

n.t/

:::
:::

y1n.t/ : : : ynn .t/

�

; t 2 .˛; ˇ/:

Matici � nazýváme fundamentální maticí soustavy (13.21).

13.5.6. Lemma. Nechť � je fundamentální matice rovnice (13.21). Pak �.t/ je re-
gulární pro každé t 2 .˛; ˇ/.

Důkaz. Předpokládejme, že pro jisté t0 2 .˛; ˇ/ není matice ˚.t0/ regulární. Pak
existují čísla c1; : : : ; cn 2 R taková, že alespoň jedno je nenulové a

c1y
1.t0/C � � � C cnyn.t0/ D 0:

Potom řešení

y D c1y
1

C � � � C cnyn

splňuje y.t0/ D 0. Díky jednoznačnosti řešení pak platí y D 0. To je ale spor
s lineární nezávislostí funkcí y1; : : : ;yn. �

13.5.7. Věta (Variace konstant). Nechť ˛; ˇ 2 R�, ˛ < ˇ, t0 2 .˛; ˇ/ a y0 2 Rn. Pak
maximální řešení y rovnice (13.20) s počáteční podmínkou y.t0/ D y0 má tvar

y.t/ D �.t/��1.t0/y
0

C �.t/

Z t

t0

��1.s/b.s/ds; t 2 .˛; ˇ/;

kde � je fundamentální matice soustavy (13.21).

Důkaz. Matice ��1.s/ je díky Lemmatu 13.5.6 definována pro každé s 2 .˛; ˇ/.
Z Cramerova pravidla plyne spojitost zobrazení s 7! ��1.s/b.s/, a tedy je y dobře
definováno. Použitím �0.t/ D A.t/�.t/, t 2 .˛; ˇ/, dostaneme

y 0.t/ D �0.t/��1.t0/y
0

C �0.t/

Z t

t0

��1.s/b.s/ds C �.t/��1.t/b.t/

D A.t/�.t/��1.t0/y
0

C A.t/�.t/

Z t

t0

��1.s/b.s/ds C b.t/

D A.t/y.t/C b.t/:

Zřejmě platí y.t0/ D y0. �
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13.6. Řešení lineárních soustav s konstantními koeficienty

13.6.1. Věta. Nechť A 2 M.n � n/ a vektorová funkce y W R ! Rn je řešením
soustavy y0 D Ay. Pak y je třídy C1 a pro každé k 2 N platí y.k/.t/ D Aky.t/ pro
t 2 R.

Důkaz. Důkaz provedeme matematickou indukcí podle k. Pro k D 1 máme y0 D

Ay z předpokladu. Předpokládejme nyní, že pro k 2 N je y je třídy Ck a y.k/ D

Aky. Pak máme �
Aky

�0
D Aky0

D AkAy D AkC1y:

Tedy je funkce y.k/ diferencovatelná a platí

y.kC1/
D
�
Aky

�0
D A.kC1/y:

Funkce y je tedy třídy CkC1 a platí požadovaný vztah. Tím je důkaz dokončen. �

13.6.2. Definice. Matici, jejíž prvky jsou polynomy v proměnné �, nazýváme �-
maticí.

Řádkovými úpravami �-matice rozumíme
� záměnu dvou řádků,
� vynásobení řádku nenulovou konstantou,
� přičtení P.�/-násobku jednoho řádku k jinému řádku, kde P je polynom
v proměnné �.

13.6.3. Lemma. Nechť � D .P1; : : : ; Pn/
T je �-matice o rozměrech n� 1. Potom ji

lze konečnouposloupností řádkových úprav převést na�-matici Q� D . QP1; : : : ; QPn/
T ,

kde nejvýše jeden z polynomů QP1; : : : ; QPn je nenulový.

Důkaz. Předpokládejme, že � ¤ 0, v opačném případě není co dokazovat. Pak je
následující definice korektní.

k.�/ D min
˚
stPi I i 2 f1; : : : ; ng; Pi ¤ 0

	
:

Použijeme matematickou indukci podle k.�/. Je-li k.�/ D 0. Pak lze předpo-
kládat, že P1.�/ D c ¤ 0. Potom lze pomocí třetí řádkové úpravy převést � na
.c; 0; : : : ; 0/T .

Předpokládejme nyní, že tvrzení platí pro všechna � ¤ 0 splňující k.�/ < k,
kde k > 0. Uvažujme matici � splňující k.�/ D k. Opět můžeme předpokládat,
že stP1 D k. Pokud Pj , j ¤ 1, je nenulový prvek �, pak můžeme psát Pj D

N �P1CP �
j , kdeN;P

�
j jsou polynomy a stP �

j < stP1. Pomocí třetí řádkové úpravy
lze prvek Pj nahradit prvkem P �

j . Matici � tak lze převést na na matici �� D

.P1; P
�
2 ; : : : ; P

�
n /
T , kde je buď jediný nenulový polynom P1, nebo k.��/ < k a lze

použít indukční předpoklad. �

13.6.4. Věta. Nechť A 2 M.n � n/. Pak lze matici �I � A převést konečnou po-
sloupností řádkových úprav na horní trojúhelníkovou �-matici. Výsledná �-matice
má na diagonále nenulové polynomy, součet jejichž stupňů je n.
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Důkaz. Nejprve ukážeme, že každou �-matici lze převést konečnou posloupností
řádkových úprav na horní trojúhelníkovou �-matici. Použijeme matematickou in-
dukci podle n. Je-li n D 1, je tvrzení zřejmé.

Předpokládejme, že tvrzení platí pro n 2 N. Nechť� je �-matice typu .nC1/�

.nC1/. Na� aplikujeme řádkové úpravy, které převedou� na Q�, jejíž první sloupec
má tvar . QP ; 0; : : : ; 0/T (vizte Lemma 13.6.3). Na submatici matice Q�, která vznikne
vynecháním první řádku a prvního sloupce, pak použijeme indukční předpoklad.

Rozmysleme si nyní druhé tvrzení. Nechť Q� je horní trojúhelníková �-matice
vzniklá z �I �A pomocí řádkových úprav. Potom det Q� D c det.�I �A/ pro nějaké
c 2 R nenulové (toto plyne z vlastností determinantů a polynomů). Polynom � 7!

c det.�I � A/ je n-tého stupně, a tak dostáváme požadované tvrzení. �

13.6.5.Označení. Nechť P.�/ D an�
nC� � �Ca0 je polynom s reálnými koeficienty

a y W R ! R je funkce mající vlastní derivaci n-tého řádu na R. Pak symbol P
�
d
dx

�
y

značí funkci
any

.n/
C an1

y.n�1/
C � � � C a0y:

Nechť P D
�
Pij
�
iD1::n
jD1::n

je �-matice typu n�n. Soustavou diferenciálních rovnic

odpovídající P rozumíme soustavu

P11

� d
dx

�
y1 C � � � C P1n

� d
dx

�
yn D 0;

:::

Pn1

� d
dx

�
y1 C � � � C Pnn

� d
dx

�
yn D 0:

13.6.6. Lemma. Nechť P;Q jsou polynomy a y 2 C1.R/. Pak

(a) .P CQ/
�
d
dx

�
y D P

�
d
dx

�
y CQ

�
d
dx

�
y,

(b) .PQ/
�
d
dx

�
y D P

�
d
dx

��
Q
�
d
dx

��
y.

Důkaz. (a) Tvrzení je zřejmé.

(b) Pro P.�/ D
Pm
kD0 ak�

k aQ.�/ D
Pn
jD0 bj�

j máme

.PQ/
�
d
dx

�
y D

� mX
kD0

ak�
k
�� nX
jD0

bj�
j
��

d
dx

�
y

D

� mX
kD0

nX
jD0

akbj�
kCj

��
d
dx

�
y D

mX
kD0

nX
jD0

akbjy
.kCj /

D

mX
kD0

ak

� nX
jD0

bjy
.j /
�.k/

D P
�
d
dx

��
Q
�
d
dx

��
y;

a tedy platí (b). �
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13.6.7. Věta. Nechť �-matice QP vznikla konečnou posloupností řádkových úprav
z �-maticeP . Potom vektorová funkce y W R ! Rn třídyC1 je řešením soustavy od-
povídající �-matici P právě tehdy, když je řešením soustavy odpovídající �-matici
QP .

Důkaz. Stačí ukázat, že pokud y řeší soustavu odpovídající P , pak řeší i soustavu
odpovídající QP , která vznikla z P aplikací jedné řádkové úpravy (řádkové úpravy
jsou invertibilní).

Toto jistě platí, pokud vyměníme dva řádky či řádek vynásobíme nenulovou
konstantou.

Uvažme nyní řádkovou úpravu spočívající v přičtení P.�/-násobku jednoho
řádku k jinému řádku. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že přičítáme
P.�/-násobek druhého řádku k řádku prvnímu. Máme

P11
�
d
dx

�
y1 C � � � C P1n

�
d
dx

�
yn D 0;

P21
�
d
dx

�
y1 C � � � C P2n

�
d
dx

�
yn D 0:

Potom

.P11 C P � P21/
�
d
dx

�
y1 C � � � C .P1n C P � P2n/

�
d
dx

�
yn D

D P11
�
d
dx

�
y1 C � � � C P1n

�
d
dx

�
yn C .P � P21/

�
d
dx

�
y1 C � � � C .P � P2n/

�
d
dx

�
yn

D 0C P
�
d
dx

� �
P21

�
d
dx

�
y1 C � � � C P2n

�
d
dx

�
yn

�
D 0C P

�
d
dx

�
0 D 0:

�

13.6.8. Homogenní soustava odpovídá �-matici �I � A, kterou pomocí konečné
posloupnosti řádkových úprav převedeme na horní trojúhelníkovou �-matici

�
P11 P12 � � � P1n

0 P22 � � � P2n
:::

:::

0 � � � 0 Pnn

�

:

Soustavu

P11
�
d
dx

�
y1 C � � � C P1n

�
d
dx

�
yn D 0;

:::

Pnn
�
d
dx

�
yn D 0;

pak vyřešíme „odzadu“.
Nehomogenní soustavu vyřešíme pomocí variace konstant, případně variantou

výše uvedené metody, pokud je pravá strana C1.
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13.6.9. Příklad. Vyřešte soustavu

y0
1 D 4y1 C 5y2;

y0
2 D �2y1 � 2y2:

Řešení. Příslušná �-matice �I � A má tvar

�I � A D

�
� � 4 �5

2 �C 2

�
;

kterou pomocí řádkových úprav převedeme na
�
� � 4 �5

2 �C 2

�
�

�
1 1

2
�C 1

0 �5 � .1
2
�C 1/.� � 4/

�
�

�
1 1

2
�C 1

0 �
1
2
�2 C � � 1

�

�

�
1 1

2
�C 1

0 �2 � 2�C 2

�
;

Rovnice
y00
2 � 2y0

C 2y D 0

má kořeny charakteristického polynomu rovny

�1 D 1C i; �2 D 1 � i:

Obecný tvar řešení je tedy

y2 D ˛1e
t sin t C ˛2e

t cos t; ˛1; ˛2 2 R:

Pak
y0
2 D ˛1e

t sin t C ˛2e
t cos t � ˛2e

t sin t C ˛2e
t cos t;

což dosazením do první rovnice znamená

y1 D �˛1e
t sin t � ˛2e

t cos t �
1

2
˛1e

t sin t �
1

2
˛1e

t cos t

C
1

2
˛2e

t sin t �
1

2
˛2e

t cos t

D .�
3

2
˛1 C

1

2
˛2/e

t sin t C .�
3

2
˛2 �

1

2
˛1/e

t cos t:

Fundamentální matice naší soustavy je tedy

�.t/ D

�
�
3
2
sin t �

1
2
cos t 1

2
sin t �

3
2
cos t

sin t cos t

�
et :

|
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13.7. Početní příklady na diferenciální rovnice

13.7.1. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y0
D x3.y2 C 2y � 3/:

Řešení. Řešíme rovnici
y0

D g.y/h.x/;

kde g.y/ D .y C 3/.y � 1/ a h.x/ D x3.
(1) Zjevně platí D.h/ D R.
(2) Dále máme, že y D 1 a y D �3 jsou stacionární řešení na R.
(3) Intervaly, kde je g nenulová, jsou po řadě J1 D .�1;�3/, J2 D .�3; 1/

a J3 D .1;1/.
(4) Pro I D R a jeden z intervalů J1; J2; J3 řešíme rovnici

y0

.y C 3/.y � 1/
D x3:

Jelikož
R
x3 dx D

1
4
x4 aZ

1

.y C 3/.y � 1/
dy D

1

4

Z �
1

y � 1
�

1

y C 3

�
dy D

1

4
log

ˇ̌̌̌
y � 1

y C 3

ˇ̌̌̌
;

existuje c 2 R takové, že

1

4
log

ˇ̌̌̌
y � 1

y C 3

ˇ̌̌̌
D
1

4
x3 C c;

kde x probíhá níže určený interval. Tedy

log
ˇ̌̌̌
y � 1

y C 3

ˇ̌̌̌
D x3 C 4c

na tomto intervalu.
(5) Uvažujme nejprve interval J1. Ten zobrazuje funkce log

ˇ̌̌
y�1
yC3

ˇ̌̌
na interval

.0;1/. Pokud c > 0, je H .x4 C c/ � .0;1/, a tedy pro x 2 R a platíˇ̌̌̌
y � 1

y C 3

ˇ̌̌̌
D
y � 1

y � 3
D ex

4C4c :

Tedy

y.x/ D
1C 3ex

4C4c

1 � ex
4C4c

; x 2 R:

Pokud c � 0, x4C4c 2 .0;1/ právě tehdy, když x 2 .�1;�
4
p

�4c/[

.
4
p

�4c;1/. Jako výše pak odvodíme, že

y.x/ D
1C 3ex

4C4c

1 � ex
4C4c

; x 2 .�1;�
4
p

�4c/; x 2 .
4
p

�4c;1/:
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Uvažujme nyní interval J2. Pro y 2 J2 platí
ˇ̌̌
y�1
yC3

ˇ̌̌
D

1�y
yC3

a dále

funkce log
ˇ̌̌
y�1
yC3

ˇ̌̌
zobrazuje J2 na R. Tedy na c není žádné omezení a do-

stáváme

y.x/ D
1 � 3ex

4C4c

1C ex
4C4c

; x 2 R:

Pro interval J3 platí, že ho funkce log
ˇ̌̌
y�1
yC3

ˇ̌̌
zobrazuje na .�1; 0/.

Tedy x4 C 4c 2 .�1; 0/, pokud c < 0 a x 2 .�
4
p

�4c;
4
p

�4c/. Pak

y.x/ D
1C 3ex

4C4c

1 � ex
4C4c

; x 2 .�
4
p

�4c;
4
p

�4c/:

(6) Zjistěme nyní, zdali lze získat slepením požadovaná maximální řešení.
Má smysl se zaobírat pouze řešeními, která nejsou definovaná naR, neboť
ta definovaná na R jsou zřejmě maximální. Uvažujme tedy řešení

y.x/ D
1C 3ex

4C4c

1 � ex
4C4c

; x 2 .�1;�
4
p

�4c/; x 2 .
4
p

�4c;1/;

kde se blížíme k bodu �
4
p

�4c nebo 4
p

�4c. Pak ale jy.x/j konverguje do
1, takže není možné řešení nalepit. Podobně vyloučíme možnost lepení
u řešení

y.x/ D
1C 3ex

4C4c

1 � ex
4C4c

; x 2 .�
4
p

�4c;
4
p

�4c/:

|

13.7.2. Příklad. Najděte všechna maximální řešení rovnice

x.y � 4/y0
D y2 � 5y C 6

splňující y.1/ D
7
2
.

Řešení. Pro x ¤ 0 a y ¤ 4 rovnici upravíme na

y0
D
1

x
�
.y � 2/.y � 3/

y � 4
:

(1) Pro funkci h.x/ D
1
x
dostáváme intervaly I1 D .�1; 0/ a I2 D .0;1/

(2) Stacionární řešení jsou y D 2 a y D 3 na I1 a I2.
(3) Funkce g je nenulová na intervalech .�1; 2/, .2; 3/, .3; 4/ a .4;1/.
(4) Pro každou dvojici intervalů I z 1. kroku a J z 3. kroku pak platí

y0 y � 4

.y � 2/.y � 3/
D
1

x
:

Jelikož Z
1

x
dx D log jxj
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aZ
y � 4

.y � 2/.y � 3/
dy D

Z �
2

y � 2
�

1

y � 3

�
dy D log

.y � 2/2

jy � 3j
;

existuje k > 0 takové, že

log
.y � 2/2

jy � 3j
D log k jxj :

(5) Vzhledem k tomu, že nás zajímá řešení procházející bodem Œ1; 7
2
�, uva-

žujme intervaly I D .0;1/ a J D .3; 4/. Pak funkce log .y�2/2

jy�3j
zob-

razuje .3; 4/ na .log 4;1/. Tedy pro k > 0 pak dostáváme podmínku
log.k jxj/ > log 4, neboli x 2 . 4

k
;1/. Pro tato x pak platí

.y � 2/2

y � 3
D kx;

což vede na rovnici

y2 C y.�4 � kx/C .4C 3kx/ D 0:

Ta má řešení

y1;2 D
1

2

�
4C kx ˙

p
.4C kx/2 � 4.4C 3kx/

�
D 2C

kx

2
˙
1

2

p
kx.kx � 4/:

Jelikož platí kx
2
> 2 a y.x/ 2 .3; 4/, zajímá nás řešení

y.x/ D 2C
kx

2
�
1

2

p
kx.kx � 4/:

Požadavek y.1/ D
7
2
implikuje k D

9
2
, což dává řešení

y.x/ D 2C
9

4
x �

1

2

r
9

2
x.
9

2
x � 4/; x 2 .

8

9
;1/:

(6) Zkoumejme chování řešení pro x !
8
9C

. Pak y.x/ ! 4, avšak v bodě
Œ8
9
; 4� není rovnice splněna, neboť se levá strana rovnice

8

9
� 0 � y0.

8

9
/

nemůže rovnat pravé straně, totiž 2.
|

13.7.3. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y0
D
y

x
�

3

r
y

x
C 1:

Řešení. Uvažujme substituci y D ´x. Pak y0 D ´0xC´, a tedy zadaná rovnice přejde
na tvar

´0x C ´ D ´ D
3
p
´C 1;
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tj.

´0
D

�
3
p
´C 1

x
:

Dostáváme tak rovnici se separovanými proměnnými.
(1) Zjevně x 2 .�1; 0/ a x 2 .0;1/.
(2) Stacionární řešení je ´ D �1 na .�1; 0/ a .0;1/.
(3) Intervaly pro ´ jsou tvaru .�1;�1/ a .�1;1/.
(4) Jelikož Z

1

x
dx D log jxj

a Z
�

1
3
p
´C 1

d´ D �
3

2
.´C 1/

2
3 ;

existuje k > 0 takové, že platí

�
3

2
.

3
p
´C 1/2 D log.k jxj/:

(5) Na intervalu J1 D .�1;�1/ platí, že ho funkce �
3
2
. 3
p
´C 1/2 zobrazuje

na .�1; 0/. Tedy log.k jxj/ < 0, což znamená x 2 .0; 1
k
/ nebo x 2 .� 1

k
; 0/.

Máme tak řešení

´.x/ D �1 �

 
2

r
�
2

3
log.k jxj/

!3
; x 2 .0;

1

k
/; x 2 .�

1

k
; 0/:

Pro interval ..�1;1/ platí, že ho funkce �
3
2
. 3
p
´C 1/2 též zobrazuje

na .�1; 0/. Jako výše tak dostáváme řešení

´.x/ D �1C

 
2

r
�
2

3
log.k jxj/

!3
; x 2 .0;

1

k
/; x 2 .�

1

k
; 0/:

(6) Eventuální lepení nelze provést v 0, neboť zde rovnice nemá smysl. V bo-
dech ˙

1
k
však ´.x/ konverguje k �1, a tedy lze lepit na stacionární řešení.

Dostáváme tak maximální řešení

´.x/ D

�
�1˙

�
2

q
�
2
3
log.k jxj/

�3
; x 2 .0; 1

k
/;

�1; x 2 Œ 1
k
;1/;

respektive

´.x/ D

�
�1˙

�
2

q
�
2
3
log.k jxj/

�3
; x 2 .� 1

k
; 0/;

�1; x 2 .�1;� 1
k
�:
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Přechodem k původní rovnici tak máme řešení

y.x/ D

�
�x ˙ x

�
2

q
�
2
3
log.k jxj/

�3
; x 2 .0; 1

k
/;

�x; x 2 Œ 1
k
;1/;

respektive

´.x/ D

�
�x ˙ x

�
2

q
�
2
3
log.k jxj/

�3
; x 2 .� 1

k
; 0/;

�x; x 2 .�1;� 1
k
�:

(Konstanta k je kladná.) Navíc pak ještě máme řešení

y.x/ D �x; x 2 .�1; 0/; x 2 .0;1/:

|

13.7.4. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y0
D
3.y2 C 1/

2x.x C 3/
:

Řešení. Jedná se o rovnici se separovanými proměnnými, kde h.x/ D
3

x.xC3/
a g.y/ D

1
2
.y2 C 1/.

(1) Intervaly pro funkci h jsou .�1;�3/, .�3; 0/ a .0;1/.
(2) Stacionární řešení žádná nejsou.
(3) Funkce g je nenulová na R, tj. J D R.
(4) Jelikož Z

2

1C y2
dy D 2 arctgy

a Z
3

x.x C 3/
dx D

Z �
1

x
�

1

x C 3

�
dx D log

ˇ̌̌̌
x

x C 3

ˇ̌̌̌
;

existuje c 2 R takové, že

2 arctgy D log
ˇ̌̌̌
x

x C 3

ˇ̌̌̌
C c:

Tedy

y.x/ D tg
�
1

2
log

ˇ̌̌̌
x

x C 3

ˇ̌̌̌
C
c

2

�
(13.22)

na intervalech, které určíme v následujícím kroku.
(5) Nechť I D .0;1/. Funkce 2 arctgy zobrazujeR na .��; �/ a

ˇ̌
x
xC3

ˇ̌
D

x
xC3

na .0;1/. Tedy řešíme nerovnici

log
x

x C 3
C c 2 .��; �/:
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Nerovnost
x

x C 3
> e���c

není nikdy splněna, pokud c � �� , a pro c > �� vede na nerovnost

x >
3e���c

1 � e���c
:

Druhá nerovnost
x

x C 3
< e��c

je pro c � � splněna vždy, zatímco pro c > � implikuje nerovnost

x <
3e��c

1 � e���c
:

Tedy máme řešení (13.22) na intervalech

x 2

�
3e���c

1 � e���c
;
3e��c

1 � e��c

�
; c > �;

x 2

�
3e���c

1 � e���c
;1

�
; c 2 .��; ��:

Nechť nyní I D .�3; 0/. Zde jxj x C 3 D
�x
xC3

, a tedy řešíme nerovnos-
ti

e���c <
�x

x C 3
< e��c :

Jejich řešením je interval�
�3e��c

1C e��c
;

�3e���c

1C e���c

�
:

Pokud I C .�1;�3/, pak jxj x C 3 D
�x

�x�3
. Tedy řešíme nerovnosti

e���c <
�x

�x � 3
< e��c :

Ty vedou na intervaly

x 2

�
�1;

3e��c

1 � e��c

�
; c 2 Œ��; �/;

x 2

�
3e���c

1 � e���c
;
3e��c

1 � e��c

�
; c 2 .�1;��/:

(6) Lepení v krajních bodech nalezených intervalů nepřichází do úvahy, ne-
boť limity řešení v těchto bodech jsou nekonečné.

|

13.7.5. Příklad. Nalzeněte všechna maximální řešení rovnice

yy0
D sin x C cos x:

Řešení. Rovnice má tvar
y0

D
1

y
.sin x C cos x/:
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(1) Máme I D R.
(2) Dále J1 D .�1; 0/, J2 D .0;1/ a stacionární řešení neexistuje.
(3) Jelikož Z

y dy D
1

2
y2

a Z
.sin x C cos x/dx D � cos x C sin x;

existuje c 2 R takové, že
1

2
y2 D � cos x C sin x C c:

(4) Funkce 1
2
y2 zobrazuje J1 i J2 na .0;1/. Pro c 2 R tak řešíme nerovnici

0 < � cos x C sin x C c D
p
2 sin.x �

�

4
/C c;

tj.

sin.x �
�

4
/ > �

c
p
2
:

Pokud c � �
p
2, nerovnice není splněna pro žádné x. Je-li c >

p
2, je

splněna pro x 2 R. Pokud c 2 .�
p
2;

p
2�, pak x 2 .a; b/, kde

a D
�

4
C 2k� arcsin.

c
p
2
/; b D

5�

4
C 2k� C arcsin.

c
p
2
/; k 2 Z:

Na intervalech výše nalezeného tvaru má pak řešení tvar

y.x/ D ˙
p
2.sin x � cos x C c/ D ˙

r
2.

p
2 sin.x �

�

4
/C c/:

(5) Zjistíme nyní, zdali jsou řešení maximální. Pokud c >
p
2, je D.y/ D R,

a tedy se jedná o maximální řešení. Pokud c 2 .�
p
2;

p
2�, pak

lim
x!aC

y.x/ D lim
x!b�

y.x/ D 0:

Pokud má být rovnice splněna i v bodech a; b, musí být

0 D sin x C cos x D
p
2 sin.x C

�

4
/;

tj.

x D �
�

4
C k�; k 2 Z:

Jelikož

a D �
�

4
C k� , arcsin.

c
p
2
/ D ˙

�

2
, c D ˙

p
2;

b D �
�

4
C k� , arcsin.

c
p
2
/ D ˙

�

2
, c D ˙

p
2;

pro c 2 .�
p
2;

p
2/ máme již řešení maximální.
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Pokud c D
p
2, máme

y0.x/ D

q
2
p
2

cos.x �
�
4
/

2
q
sin.x �

�
4
/C 1

;

takže

y0
˙.�

�

4
/ D ˙

p
2
p
2
p
2

2
:

Proto funkce

y.x/ D .�1/k
r
2
p
2.sin.x �

�

4
/C 1/; x 2 .�

�

4
C 2k�;�

�

4
C 2k� C 2��; k 2 Z

a

y.x/ D .�1/kC1

r
2
p
2.sin.x �

�

4
/C 1/; x 2 .�

�

4
C2k�;�

�

4
C2k�C2��; k 2 Z

jsou řešení definované na R.
|

13.7.6. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y00
� 3y0

C 2y D
e3x

e2x � 5ex C 6
:

Řešení. Homogenní rovnice y00 � 3y0 C 2y D 0 má charakteristický polynom roven
�2�3�C2 D .��2/.��1/, a tedy fundamentální systém rovnice má tvar fex ; e2xg.
Maximální řešení budou existovat na těch intervalech, kde je definovaná pravá
strana, tj. na intervalech .�1; log 2/, .log 2; log 3/, .log 3;1/. Hledejme metodou
variace konstant partikulární řešení. Pišme tedy yp D c.x/ex Cd.x/e2x. Pak máme
soustavu

c0ex C d 0e2x D 0

c0ex C d 02e2x D
e3x

e2x � 5ex C 6
:

Odečtením prvé rovnice od druhé dostáváme

d 0e2x D
e3x

e2x � 5ex C 6
;

tj.

d 0
D

ex

e2x � 5ex C 6
:

Máme tak

d.x/ D

Z
ex

e2x � 5ex C 6
dx D log

ˇ̌̌̌
ex � 3

ex � 2

ˇ̌̌̌
:

Jelikož

c0ex D �d 0e2x D �
e3x

e2x � 5ex C 6
;
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platí

c.x/ D

Z
�

e3x

e2x � 5ex C 6
dx D �3 log jex � 3j C 2 log jex � 2j :

Tedy

yp.x/ D ex
�
2 log jex � 2j � 3 log jex � 3j

�
C e2x

�
log jex � 3j � log jex � 2j

�
všechna řešení mají tvar

y.x/ D ex
�
2 log jex � 2j � 3 log jex � 3j C a

�
C e2x

�
log jex � 3j � log jex � 2j C b

�
;

kde a; b 2 R a x 2 .�1; log 2/, .log 2; log 3/, .log 3;1/. |

13.7.7. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y.4/ C 8y00
C 16y D 5xex :

Řešení. Charakteristický polynom �4C8�2C16 D .�2C4/2má dvojnásobné kořeny
˙2i . Tedy fundamentální systém dané rovnice má tvar

fsin 2x; cos 2x; x sin 2x; x cos 2xg:

Pravá strana je ve speciálním tvaru, a tedy budeme partikulární řešení yp hledat ve
tvaru

yp D .ax C b/ex ;

kde a; b 2 R.
Pak dostáváme postupně

y0
p D .ax C .aC b//ex ;

y00
p D .ax C .2aC b//ex ;

y000
p D .ax C .3aC b//ex ;

y0000
p D .ax C .4aC b//ex ;

a tedy po dosazení do rovnice

.ax C .4aC b//ex C 8.ax C .2aC b//ex C 16.ax C b/ex D 5xex :

Tedy máme
25ax C 20aC 25b D 5x;

což znamená, že a D
1
5
a b D �

4
25
.

Všechna řešení pak mají tvar

y.x/ D a sin 2x C b cos 2x C cx sin 2x C dx cos 2x C .
1

5
x �

4

25
/ex ; x 2 R;

kde a; b; c; d 2 R. |

13.7.8. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y
00

� 4y0
C 8y D .5x � 3/ex cos x:
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Řešení. Charakteristický polynom homogenní rovnice má tvar �2�4�C8, který má
kořeny 2˙ 2i . Tedy fundamentální systém je fe2x cos 2x; e2x sin 2xg.

Jelikož je pravá strana ve speciálním tvaru, hledáme partikulární řešení yp jako

yp D .ax C b/ex cos x C .cx C d C ex sin x:

Po zderivování a dosazení do rovnice dostáváme
.5x � 3/ex cos x D ex cos x .2cx C 2aC 2c C 2d � 4.ax C cx C b C aC d/C 8.ax C b//

C ex sin x .�2ax � 2a � 2b C 2c � 4.cx � ax C c C d � b/C 8.cx C d// :

Porovnáním koeficentů u ex cos x a ex sin x máme
�2cx C 4ax � 2aC 4b C 2c � 2d D 5x � 3

2ax C 4cx � 2aC 2b � 2c C 4d D 0:

Řešením je

a D 1; c D �
1

2
; b D

1

10
; d D

2

10
:

Tedy všechna řešení mají tvar

y.x/ D ae2x cos 2x C be2x sin 2x C .x C
1

10
/ex cos x C .�

1

2
x C

2

10
/ex sin x;

kde a; b 2 R a x 2 R. |

13.7.9. Příklad. Nalezněte maximální řešení rovnice

y0
C

y

1 � x2
D x

p
1 � x

splňující y.0/ D 0.

Řešení. Maximální řešení dané rovnice budou definována na intervalech .�1;�1/,
.�1; 1/. Tedy hledané řešení bude definováno na intervalu .�1; 1/. Budeme postu-
povat metodou integračního faktoru. PlatíZ

1

1 � x2
dx D

1

2
log

ˇ̌̌̌
1C x

1 � x

ˇ̌̌̌
:

Jelikož

e
1
2 log 1Cx

1�x D

r
1C x

1 � x
;

na intervalu .�1; 1/ naše rovnice dostává tvar r
1C x

1 � x
y

!0

D

r
1C x

1 � x
x

p
1 � x D x

p
1C x:

Máme Z
x

p
1C x dx D

2

5
.x C 1/

5
2 �

2

3
.x C 1/

3
2 :
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Odtud

y.x/ D

r
1 � x

1C x

�
2

5
.x C 1/

5
2 �

2

3
.x C 1/

3
2 C c

�
D

p
1 � x

�
2

5
.x C 1/2 �

2

3
.x C 1/

�
C c

r
1 � x

1C x
:

Vzhledem k počáteční podmínce y.0/ D 0 platí c D
4
15
, a tedy výsledné řešení má

tvar

y.x/ D
p
1 � x

�
2

5
.x C 1/2 �

2

3
.x C 1/

�
C

4

15

r
1 � x

1C x

|

13.7.10. Příklad. Nalezněte maximální řešení rovnice

y0
C jxjy D x5:

Řešení. Maximální řešení budou definována na celém R. Postupujme metodou in-
tegračního faktoru. MámeZ

jxj dx D

(
1
2
x2; x � 0;

�
1
2
x2; x < 0:

Na intervalu .0;1/ tak dostáváme�
e

1
2x

2

y
�0

D e
1
2x

2

x5:

Jelikož
R
e

1
2x

2
x5 převedem substitucí ´ D

1
2
x2 na

R
e´4´2 d´, máme pomocí per

partes Z
e´4´2 d´ D 4´2e´ � 8´e´ C 8e´:

Odtud máme Z
e

1
2x

2

x5 D e
1
2x

2

.x4 � 4x2 C 8/C k1:

Tedy

y.x/ D x4 � 4x2 C 8C k1e
� 1

2x
2

:

Analogicky dostaneme na .�1; 0/ rovnost�
e� 1

2x
2

y
�0

D e� 1
2x

2

x5:

a tedy Z
e� 1

2x
2

x5 dx D e� 1
2x

2

.�x4 � 4x2 � 8/C k2:

Odtud plyne

y.x/ D �x4 � 4x2 � 8C k2e
1
2x

2

:
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Nakonec řešení nalepíme v 0. Dostaneme tak

y.x/ D

(
x4 � 4x2 C 8C ke� 1

2x
2
; x � 0;

�x4 � 4x2 � 8C .k C 16/e� 1
2x

2
; x < 0;

kde k 2 R. |

13.7.11. Příklad. Nalezněte omezené maximální řešení rovnice

.x2 � 1/y0
C .x2 C 2x � 1/y D .x � 1/:

Řešení. Pro x … f�1; 1g máme rovnici

y0
C
x2 C 2x � 1

x2 � 1
y D

x � 1

x2 � 1
:

Jelikož Z
x2 C 2x � 1

x2 � 1
dx D x C log

ˇ̌
x2 � 1

ˇ̌
;

dostáváme integrační faktor ex
ˇ̌
x2 � 1

ˇ̌
. Zvolíme ho jako ex.x2 � 1/. Pak�

ex.x2 � 1/y
�0

D ex.x2 � 1/y0
C ex.x2 C 2x � 1/y D ex.x � 1/:

Jelikož Z
ex.x � 1/dx D ex.x � 2/;

dostáváme

y.x/ D
x � 2C ce�x

x2 � 1
; x 2 .�1;�1/; .�1; 1/; .1;1/:

Nyní hledáme omezené maximální řešení. Máme

lim
x!�1

y.x/ D

(
0; c D 0;

… R; c ¤ 0;

a
lim

x!�1�

y.x/ … R; pokud c D 0:

Tedy na .�1;�1/ řešení nebude omezené pro žádné c 2 R.
Dále platí

lim
x!1

y.x/ D 0

a

lim
x!1

y.x/

(
D limx!1

1
xC1

x�1Ce�.x�1/�1
x�1

D 0; c D e;

… R; c ¤ e:

Tedy jediná možnost na omezené řešení je případ c D e. Pak

y0.1/ D lim
x!1

y.x/ � 0

x � 1
D lim
x!1

1

x C 1

x � 2C e�xC1

.x � 1/2

D
1

2
lim
x!1

x � 2C 1C .1 � x/C
1
2
.1 � x/2 C o..1 � x/2/

.x � 1/2
D
1

4
:
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Tedy y0.1/ 2 R a rovnice je splněna, lze proto nalepit řešení v bodě 1. Avšak

lim
x!�1C

y.x/ D 1;

a proto je slepené řešení neomezené. Závěrem tedy lze říci, že neexistují neomezená
maximální řešení.

|

13.7.12. Příklad. Vyřešte soustavu

y0
1 D �5y1 � y2 C 3y3 C 9y4;

y0
2 D �20y1 � 4y2 C 12y3 C 32y4;

y0
3 D �5y1 � y2 C 3y3 C 7y4;

y0
4 D �5y1 � y2 C 3y3 C 9y4:

Řešení. Příslušná �-matice �I � A má tvar

�I � A D

�
�C 5 1 �3 �9

20 �C 4 �12 �32

5 1 � � 3 �7

5 1 �3 � � 9

�

:

Postupnými úpravami dostáváme�
�C 5 1 �3 �9

20 �C 4 �12 �32

5 1 � � 3 �7

5 1 �3 � � 9

�

�

�
� 0 0 ��

0 � 0 �4�C 4

0 0 � ��C 2

5 1 �3 � � 9

�

�

�
0 �� 3� �5� � �2 C 9�

0 � 0 4.1 � �/

0 0 � 2 � �

5 1 �3 � � 9

�

�

�
0 0 3� ��2 C 4

0 � 0 4.1 � �/

0 0 � 2 � �

5 1 �3 � � 9

�

�

�
0 0 0 ��2 C 3� � 2

0 � 0 4.1 � �/

0 0 � 2 � �

5 1 �3 � � 9

�

:

Jelikož ��2 C 3� � 2 D �.� � 2/.� � 1/, dostáváme

y4.t/ D aet C be2t ; a; b 2 R:
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Ze třetí rovnice

y0
3.t/ D y0

4.t/ � 2y4.t/ D �aet ;

tj.

y3.t/ D �aet C c:

Druhá rovnice pak implikuje

y0
2.t/ D 4y0

4.t/ � 4y4.t/ D 4be2t ;

tj.

y2.t/ D 2be2t C d:

Konečně pak čtvrtá rovnice dává

y1.t/ D
1

5

�
�y2.t/C 3y3.t/C 9y4.t/ � y0

4.t/
�

D
1

5

�
�d C 3c C 5be2t C 5aet

�
:

Fundamentální systém naší soustavy má tak tvar

�.t/ D

�
et e2t 3

5
�
1
5

0 2e2t 0 1

�et 0 1 0

et e2t 0 0

�

:

|

13.7.13. Příklad. Vyřešte soustavu

y0
D �8y � 6´C 12w C 2ex ;

´0
D �3y � 2´C 3w;

w0
D �9y � 6´C 13w C 2ex :
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Řešení. Upravujeme příslušnou �-matici s nenulovou pravou stranou:0BBB@
�C 8 6 �12 2ex

3 �C 2 �3 0

9 6 � � 13 2ex

1CCCA �

0BBB@
3�C 24 18 �36 6ex

3 �C 2 �3 0

0 �3� � � 4 2ex

1CCCA

�

0BBB@
24 ��2 � 2�C 18 3� � 36 6ex

3 �C 2 �3 0

0 �3� � � 4 2ex

1CCCA �

0BBB@
0 ��2 � 10�C 2 3� � 12 6ex

3 �C 2 �3 0

0 �3� � � 4 2ex

1CCCA

�

0BBB@
0 ��2 � �C 2 0 0

3 �C 2 �3 0

0 �3� � � 4 2ex

1CCCA :
Jelikož �2 C � � 2 D .�C 2/.�1/, platí

´.x/ D ae�2x
C bex :

Dále
w0.x/ � 4w.x/ D 2ex C 3´0

D .2C 3b/ex � 6ae�2x :

Fundamentální systém pro rovniciw0 �4w D 0 je e4x. Hledejme partikulární řešení
w1 a w2 splňující

w0
1 � 4w1 D .2C 3b/ex ; w0

2 � 4w2 D �6ae�2x :

V prvním případě hledáme w1 jako pex a máme rovnici

pex � 4pex D .2C 3b/ex :

Tedy

p D �
2

3
� b

a w1.x/ D .�2
3

� b/ex. Podobně dostaneme w2.x/ D ae�2x. Dohromady máme

w.x/ D ce4x � .
2

3
C b/ex C ae�2x :

Z druhé rovnice soustavy konečně dostáváme

y.x/ D
1

3

�
3w � ´0

� 2´
�

D ce4x � .
2

3
C 2b/ex C ae�2x :

|

13.7.14. Příklad. Vyřešte soustavu

y00
C ´00

� 3y0
� y C 2´ D x;

3y00
C y0

C ´0
C 2y � ´ D 2:
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Řešení. Upravujeme příslušnou �-matici a vyjde nám0@ �2 � 3� � 1 �2 C 2 x

3�2 C �C 2 � � 1 2

1A �

0@ �3�3 � 3�2 � 6� � 3 3 x � 2

3�2 C �C 2 � � 1 2

1A
�

0@ ��3 � �2 � 2� � 1 1 x�2
3

3�2 C �C 2 � � 1 2

1A �

0@ ��3 � �2 � 2� � 1 1 x�2
3

�4 C 4�2 C 1 0 1C
x
3

1A :
Jelikož �4 C 4�2 C 1 D 0 právě thedy, když

� D ˙

q
2˙

p
3i:

Tedy fundamentální systém pro y je

fsin
q
2C

p
3x; cos

q
2C

p
3x; sin

q
2 �

p
3x; cos

q
2 �

p
3xg:

Hledáme partikulární řešení rovnice

y.4/ C 4y00
C y D 1C

x

3

ve tvaru yp D ax C b. Po zderivování a dosazení vyjde yp D 1C
x
3
. Tedy

y.x/ D 1C
x

3
Ca sin

q
2C

p
3xCb cos

q
2C

p
3xCc sin

q
2 �

p
3xCd cos

q
2 �

p
3x:

Jelikož

´.x/ D
x � 2

3
C y000

C y00
C 2y0

C y;

dostáváme

´.x/ D
2

3
x C 1C sin

q
2C

p
3x

�
a.�1 �

p
3/C b

q
2C

p
3
p
3

�
C cos

q
2C

p
3x

�
b.�1 �

p
3/ � a

q
2C

p
3
p
3

�
C sin

q
2 �

p
3x

�
c.�1C

p
3/ � d

q
2 �

p
3
p
3

�
C cos

q
2 �

p
3x

�
d.�1C

p
3/C c

q
2 �

p
3
p
3

�
:

|

13.7.15. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

x2y0
D y.x � y/:

Řešení. Řešení hledáme na intervalech x 2 R a y 2 R. Pro x ¤ 0 uvažujme

y0
D
y

x

�
1 �

y

x

�
:
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Jelikož je pravá strana homogenní funkce, použijeme substituci y.x/ D ´.x/x. Pak
dostáváme rovnici

x3´0
D �´2x2;

která po úpravě na .�1; 0/ a .0;1/ přejde na

´0
D �

´2

x
:

To je již rovnice se separovanými proměnnými.
(1) Máme intervaly I D .�1; 0/ a .0;1/.
(2) Stacionární řešení je ´ D 0.
(3) Intervaly J jsou .�1; 0/ a .0;1/.
(4) Vezměme interval I a interval J , Zde platí

�
´0

´2
D
1

x
;

neboli
1

´
D log k jxj ; k > 0:

(5) Fixujme k > 0. Pak dostáváme

´.x/ D
1

log k jxj
; x 2 .�1;�

1

k
/; .�

1

k
; 0/; .0;

1

k
/; .
1

k
;1/:

(6) Dosazením do substituce y D ´x máme řešení y.x/ D
x

logkjxj
, které lze

napojit v 0. Maximální řešení pak budou

y.x/ D 0; x 2 R;

y.x/ D
x

log c jxj
; x 2 .�1;�

1

c
/; x 2 .

1

c
;1/; c > 0;

y.x/ D

(
x

log cjxj
; x 2 .�1

c
; 0�; c > 0;

x
logd jxj

; x 2 .0; 1
d
/; d > 0;

y.x/ D

(
0; x 2 .�1; 0�;
x

log cjxj
; x 2 .0; 1

c
/; c > 0;

y.x/ D

(
x

log cjxj
; x 2 .�1

c
; 0�; c > 0;

0; x 2 .0;1/:

|

13.7.16. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y0
D
2x � y C 1

x � 2y C 1
:

Řešení. Předpokládáme, že y řeší rovnici. Pak pro vhodné A;B 2 R řeší funkce

Y.X/ D y.X � A/C B
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homogenní rovnici. Vskutku, zvolme A D
1
3
a B D �

1
3
. Pak

Y 0.X/ D y0.X � A/ D
2.X � A/ � y.X � A/C 1

X � A � 2y.X � A/C 1

D
2X � 2A � Y.X/C B C 1

X � A � 2Y.X/C 2B C 1
D
2X � Y.X/

X � 2Y.X/
;

tj. Y řeší rovnici

Y 0
D
2X � Y

X � 2Y
:

Tuto rovnici řešíme další substitucí Y D XZ, čímž přejde na rovnici

Z0
D 2

Z2 �Z C 1

1 � 2Z
�
1

X
:

Pro X 2 .�1; 0/, .0;1/ a Z 2 .�1; 1
2
/, .1

2
;1/ platí

log.Z2 �Z C 1/ D �2 log jX j C C:

Funkce na levé straně zobrazuje každý z intevalů .�1; 1
2
/, .1

2
;1/ na .log 3

4
;1/, tj.

�2 log jX j C C > log
3

4
:

Odtud dostáváme

X 2

 
0;
2e

C
2

p
3

!
; respektive X 2

 
�
2e

C
2

p
3
; 0

!
:

Ze vztahu mezi Z a X máme

Z2 �Z C 1 � eCX�2
D 0;

neboli

Z D
1

2

�
1˙

p
4eCX�2 � 3

�
:

Dosazením do substituce dostáváme

Y.X/ D
1

2

�
X ˙X

p
4eCX�2 � 3

�
D
1

2

�
X ˙

p
4eC � 3X2

�
:

Vidíme, že toto řešení lze dodefinovat v 0 a bude zde vyhovovat naší rovnici.
Dále pak máme

y.x/ D Y.x C A/ � B D
1

2

 
x C 1˙

r
4eC � 3.x C

1

3
/2

!
na intervalu  

�
2e

C
2

p
3

�
1

3
;
2e

C
2

p
3

�
1

3

!
:

Tento interval jemaximální, neboť v jeho krajních bodech platí y D
1
2
.xC1/ a pravá

strana rovnice není definována.
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Nyní si rozmyslíme, že jsme obdrželi všechna řešení. Uvažujme výraz�
y0 �

x0 C 1

2

�2
C 3

�
x0 C

1

3

�2
;

který je kladný všude mimo bod Œ�1
3
; 1
3
�. Existuje tak C > 0, že

4eC D

�
y0 �

x0 C 1

2

�2
C 3

�
x0 C

1

3

�2
:

Pokud y0 ¤
1
2
.x0 C 1/, dostáváme z poslední rovnice řešení procházející bodem

Œx0; y0�. |

13.7.17. Příklad. Nalezněte všechna maximální řešení rovnice

y0
� xy D �y3e�x2

:

Řešení. Jedná se o Bernoulliovu rovnici , a tedy použijeme substituci ´ D
1
y2 . Pak

´ > 0 a platí ´0 D �2y�3y0. Po vydělení dané rovnice y3 dostáváme

�
1

2
´0

� x´ D y0y�3
� xy�2

D �e�x2

;

tj. rovnici ´0 C 2x´ D 2e�x2 . Metodou integračního faktoru máme .ex2
´/0 D 2,

neboli
´.x/ D e�x2

.2x C c/:

Zajímají nás pouze kladná řešení ´, takže dostáváme řešení

y.x/ D ˙
�
e�x2

.2x C c/
�� 1

2 ; x > �
c

2
; c 2 R;

a stacionární řešení y.x/ D 0. Z tvaru řešení je patrné, že lepení není možné. |





KAPITOLA 14

Křivkový a plošný integrál

Až doposud jsme v těchto skriptech nepředpokládali – kromě několika faktů
z lineární algebry – žádné znalosti z vyšší matematiky, které by zde nebyly vylože-
ny. V této a ve zbývajících dvou kapitolách však budeme u čtenáře předpokládat
základní znalosti o míře a abstraktním Lebesgueově integrálu. S touto částí mate-
matiky se čtenář může seznámit například v učebnicích [12] a [19]. My se budeme
ale odkazovat na text [18], který látku potřebnou pro další četbu obsahuje v kapi-
tolách 1–5, 7, 8, 11, 12 a 18.

Lebesgueovamíra jematematickýmvyjádřením intuitivního pojmuobjem (v di-
menzi 3) nebo povrch (v dimenzi 2). Podobně chcemematematicky vyjádřit pojem
délky nebo povrchu v dimenzi 3.

14.1. Hausdorffovy míry

14.1.1. Označení. Symbolem �n budeme značit n-dimenzionální Lebesgueovu
míru na Rn. Symbolem �n� budeme značit n-dimenzionální vnější Lebesgueovu
míru na Rn.

14.1.2. Nechť k; n 2 N; k � n, A � Rn. Pro ı 2 R; ı > 0, položme

Hk.A; ı/ D inf
n 1X
jD1

˛k.diamAj /
k
I

A �

1[
jD1

Aj � Rn; diamAj � ı
o
;

(14.1)

kde hodnota ˛k 2 .0;1/ bude určena později (vizte Označení 14.1.12). Položme
dále

Hk.A/ D sup
˚
Hk.A; ı/I ı 2 .0;1/

	
:

Zdefinice infima vyplývá, že pro každé ı1; ı2 2 R splňující 0 < ı1 < ı2 a každou
A � Rn platí Hk.A; ı1/ � Hk.A; ı2/. Funkce ı 7! Hk.A; ı/ je tedy nerostoucí na
.0;1/, a proto existuje limita limı!0C

Hk.A; ı/, která se rovná Hk.A/.

823
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14.1.3. V definici Hk.A; ı/můžeme pokrývat jen uzavřenými množinami a dosta-
neme stejnou hodnotu Hk.A; ı/. Pokrytí fAj g množiny A totiž můžeme nahradit
pokrytím fAj g, neboť uzávěr množiny nezvětšuje diametr (vizte Větu 10.3.28(f)).

14.1.4. Věta. Nechť k; n 2 N; k � n. Potom je Hk vnější míra na Rn.

Důkaz. Pro každé ı > 0 platí Hk.;; ı/ D 0, a proto také Hk.;/ D 0. Pro každé
A � B � Rn a ı > 0 platí podle definice Hk.A; ı/ � Hk.B; ı/. Odtud potom
plyne Hk.A/ � Hk.B/.

K dokončení důkazu zbývá ověřit � -subaditivitu Hk. Nechť Mi ; i 2 N, jsou
podmnožiny Rn. Zvolme " > 0 a ı > 0. Pro každé i 2 N nalezneme množiny
Ai;j � Rk ; j 2 N, takové, že

� Mi �
S1

jD1Ai;j ,
� diamAi;j < ı,
�
P1

jD1 ˛k.diamAi;j /
k � Hk.Mi ; ı/C "2�i .

Potom

Hk
� 1[
iD1

Mi ; ı
�

�

1X
iD1

1X
jD1

˛k.diamAi;j /
k

�

1X
iD1

�
Hk.Mi ; ı/C "2�i

�
�

1X
iD1

Hk.Mi /C ":

Odtud plyne

Hk
� 1[
iD1

Mi

�
�

1X
iD1

Hk.Mi /C ";

a tedy také

Hk
� 1[
iD1

Mi

�
�

1X
iD1

Hk.Mi /:

�

14.1.5. Definice. Nechť k; n 2 N; k � n. Množinovou funkci

A 7! Hk.A/; A � Rn;

nazýváme k-dimenzionální vnější Hausdorffova1 míra na Rn.

14.1.6.Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Řekneme, žemnožinyA;B � P

jsou vzdálené, jestliže splňují

inff%.x; y/I x 2 A; y 2 Bg > 0:

14.1.7. Definice. Nechť .P; %/ je metrický prostor. Řekneme, že vnější míra 
 na P
jemetrická, jestliže pro každé dvě dvě vzdálenémnožinyA;B � P platí 
.A[B/ D


.A/C 
.B/.
1Felix Hausdorff (1868–1942)
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14.1.8. Věta. Nechť k; n 2 N; k � n.

(a) Vnější míra Hk na Rn je metrická.
(b) Vnější míra Hk je translačně invariantní, tj. pro každou množinu A � Rn

a x 2 Rn platí Hk.A/ D Hk.A C x/, kde symbol A C x značí množinu
fy C xI y 2 Ag.

Důkaz. (a)MějmemnožinyA;B � Rn, které jsou vzdálené, tj. číslo ı0 D inff�.x; y/I x 2

A; y 2 Bg je kladné. Nechť ı 2 .0; ı0/. Pro každou množinuM � A [ B splňující
diamM � ı, platí M � A nebo M � B. Pokud by totiž M protínala množinu A
i množinu B, musel by její diametr být větší než ı0.

Odtud plyne

Hk.A [ B; ı/ D Hk.A; ı/C Hk.B; ı/:

Limitním přechodem ı ! 0C dostaneme

Hk.A [ B/ D Hk.A/C Hk.B/:

(b) Zvolme A � Rn a x 2 Rn. Vzhledem k tomu, že pro každé M � Rn platí
diam.M/ D diam.M C x/, dostáváme také Hk.A C x; ı/ D Hk.A; ı/ pro každé
ı > 0. Odtud plyne Hk.AC x/ D Hk.A/. �

14.1.9. Věta. Nechť 
 je metrická vnější míra na metrickém prostoru .P; %/. Potom
je každá borelovská podmnožina P 
 -měřitelná.

Důkaz. Systém 
 -měřitelných množin tvoří � -algebru. Stačí dokázat, že uzavřené
množiny jsou 
 -měřitelné, protože potom budou také všechny otevřené množiny

 -měřitelné, a tedy i všechny borelovskémnožiny budou 
 -měřitelné.NechťF � P

je uzavřená. Při ověřování 
 -měřitelnosti množiny F je naším úkolem ukázat, že
platí 
.T / � 
.F \T /C 
.T nF / pro libovolnou množinu T � P . Zvolme T � P .
Můžeme předpokládat, že 
.T / < 1, jinak dokazovaná nerovnost zřejmě platí.
Označme

P0 D
˚
x 2 T I dist.x; F / � 1

	
a

Pj D
˚
x 2 T I

1
jC1

� dist.x; F / < 1
j

	
; j 2 N:

Platí T nF D
S1

jD0 Pj , neboť vzhledem k uzavřenosti F má každý prvek množiny
T n F od F kladnou vzdálenost. Množiny Pj , Pi , kde jj � i j > 1, jsou vzdálené.
Poněvadž je 
 metrická, dostáváme pro každé m 2 N [ f0g vztahy

mX
jD0


.P2j / D 

� m[
jD0

P2j

�
� 
.T /;

mX
jD0


.P2jC1/ D 

� m[
jD0

P2jC1

�
� 
.T /:
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Dostáváme tedy, že řada
P1

jD0 
.Pj / je konvergentní. Odtud a ze � -subaditivity 

plyne

0 � lim
m!1



� 1[
jDmC1

Pj

�
� lim
m!1

1X
jDmC1


.Pj / D 0 (14.2)

Pro každé m 2 N jsou množiny
Sm
jD0 Pj a F \ T vzdálené, takže pro každé m 2 N

platí


.T n F /C 
.T \ F / D 

� 1[
jD0

Pj

�
C 
.T \ F /

� 

� m[
jD0

Pj

�
C 


� 1[
jDmC1

Pj

�
C 
.F \ T /

� 

� m[
jD0

Pj [ .F \ T /
�

C 

� 1[
jDmC1

Pj

�

� 
.T /C 

� 1[
jDmC1

Pj

�
:

(14.3)

Z (14.2) a (14.3) pak dostaneme dokazovanou nerovnost


.T n F /C 
.F \ T / � lim
m!1

�

.T /C 


� 1[
jDmC1

Pj

��
D 
.T /:

�

Následující tvrzení vyplývá okamžitě z Vět 14.1.8 a 14.1.9.

14.1.10. Důsledek. Nechť k; n 2 N; k � n, a A � Rn je borelovská množina.
Potom je A Hk-měřitelná.

14.1.11. Lemma. Nechť k; n 2 N, k � n. Potom 0 < Hk
�
Œ0; 1/k � f0gn�k

�
< 1.

Důkaz. Označme K D Œ0; 1/k � f0gn�k. Nejprve ukážeme, že platí Hk.K/ < 1.
Zvolme ı > 0. Nalezneme m 2 N takové, že

p
k
m
< ı. Označme I.j / D

�
j�1
m
; j
m

�
pro j 2 f1; : : : ; mg. Položme

K.j1; : : : ; jk/ D

kY
iD1

I.ji / � f0gn�k ; Œj1; : : : ; jk � 2 f1; : : : ; mg
k :

Potom platí diamK.j1; : : : ; jk/ D

p
k
m

< ı pro každé .j1; : : : ; jk/ 2 f1; : : : ; mgk

a také
K D

[˚
K.j1; : : : ; jk/I Œj1; : : : ; jk �/ 2 f1; : : : ; mg

k
	
:

Potom

Hk.K; ı/ � ˛km
k
�p

k

m

�k
D ˛k

�p
k
�k
:
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Odtud plyne Hk.K/ � ˛k
�p
k/k < 1.

Nyní dokážeme Hk.K/ > 0. Nechť � W Rn ! Rk je zobrazení definované před-
pisem �.x1; : : : ; xn/ D Œx1; : : : ; xk �. Pro A � Rn definujme �.A/ D �k�

�
�.A/

�
. Pro

každou množinu A � Rn platí �.A/ � .diamA/k. Nechť fAj g1
jD1 je posloupnost

množin taková, že
S1

jD1Aj D K. Potom
1X
jD1

˛k.diamAj /
k

� ˛k

1X
jD1

�.Aj / � ˛k�.K/ D ˛k > 0:

Platí tedy Hk.K/ > 0. �

14.1.12. Označení. Koeficient ˛k zvolíme tak, aby Hk
�
Œ0; 1/k � f0gn�k

�
D 1.

14.1.13. Poznámka. Lze dokázat, že

˛k D
� .1

2
/k

� .k
2

C 1/2k
;

kde � je Gama funkce, která je definována předpisem � .s/ D
R1

0
xs�1e�x dx pro

s > 0.

14.1.14. Věta (regularita Hausdorffovy míry). Nechť k; n 2 N; k � n, a A � Rn.
Potom existuje borelovská množina B � Rn taková, že A � B a Hk.A/ D Hk.B/.

Důkaz. Pokud Hk.A/ D 1, stačí položit B D Rn. Pokud Hk.A/ < 1, nalezneme
pro každé j 2 N podle definice a díky 14.1.3 uzavřené množiny C ji � Rn; i 2 N,
takové, že A �

S1

iD1 C
j
i , diamC

j
i < 1

j
pro každé i 2 N a

P1

iD1 ˛k.diamC
j
i /
k �

Hk.A; 1
j
/C 1

j
. Potom pro každé j 2 N platí, že Fj D

S1

iD1 C
j
i je množina typu F�

splňující Hk
�
Fj ;

1
j

�
< Hk

�
A; 1

j

�
C

1
j
. Položme B D

T1

jD1 Fj . Množina B je typu
F�ı , a tedy je borelovská, přičemž splňuje A � B. Dále pro každé j 2 N platí

Hk
�
A; 1

j

�
� Hk

�
B; 1

j

�
� Hk

�
Fj ;

1
j

�
< Hk

�
A; 1

j

�
C
1

j
;

takže Hk.A/ � Hk.B/ � Hk.A/, a tedy Hk.A/ D Hk.B/. �

Důkaz následující věty uvádět nebudeme a lze ho nalézt v [?].

14.1.15. Věta. Nechť F je systém podmnožin množiny X , který je uzavřený na
konečné průniky. Nechť � a � jsou jsou míry na � -algebře generované F , které se
shodují na F . Jestliže je � � -konečná, pak � D �.

14.1.16. Věta. Nechť n 2 N a A � Rn. Potom Hn.A/ D �n�.A/.

Důkaz. Pro m 2 N označme Qm systém všech množin tvaru
nY
iD1

�
li
2m ;

li C1
2m

�
; li 2 Z; i D 1; : : : ; n:

Dále označme Q D
S1

mD1 Qm. Platí másledující pozorování:
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(a) Pro každé Q1;Q2 2 Q platíQ1 � Q2 neboQ2 � Q1 neboQ1 \Q2 D ;.
(b) Pro každé m 2 N platí

S
Qm D Rn.

Platí také Hn
�
Œ0; 1/n

�
D �n�

�
Œ0; 1/n

�
D 1. Z translační invariantnosti Hn (Vě-

ta 14.1.8) a translační invariantnosti �n� obdržíme rovnost Hn.Q/ D �n�.Q/, kde
Q 2 Q.

Nechť G � Rn je otevřená množina. Potom lze G zapsat jako spočetné dis-
junktní sjednocení množin z Q. To odvodíme následujícím způsobem. Položme
S D fQ 2 QI Q � Gg. Zřejmě platí

S
S � G. Pokud x 2 G, potom existuje

m 2 N takové, že dist.x;Rn n G/ >
p
n 1
2m , neboť množina G je otevřená. Potom

stačí nalézt množinuQ 2 Qm, která obsahuje bod x. Poněvadž diamQ D
p
n 1
2m <

dist.x;Rn nG/, máme x 2 Q � G. Odtud plyne G �
S

S .
Pro každou Q 2 S nalezneme M.Q/ 2 S , která je maximální vzhledem k in-

kluzi a splňuje Q � M.Q/. Taková množina M.Q/ existuje díky vlastnostem Q.
Označme S� D fM.Q/I Q 2 Sg. Potom

S
S� D G a S� je disjunktní. První

vlastnost je zřejmá, neboť pro každé Q 2 S máme Q � M.Q/ 2 S�. Ověřme dru-
hou vlastnost. Pokud M.Q1/ \ M.Q2/ D ;, potom platí M.Q1/ � M.Q2/ nebo
M.Q2/ � M.Q1/. Z maximality potom dostávámeM.Q1/ D M.Q2/.

Nyní můžeme psát

Hn.G/ D
X
Q2S�

Hn.Q/ D
X
Q2S�

�n�.Q/ D �n.G/ D �n�.G/:

Označme G systém všech otevřených podmnožin Rn. Systém G je uzavřený na
konečné průniky. Potom podle Věty 14.1.15 platí Hn

D �n na borelovských mno-
žinách.

Nechť nyní A � Rn. Pomocí Věty 14.1.14 a díky regularitě Lebesgueovy míry
nalezneme borelovské množiny B1; B2 � Rn splňující A � B1, A � B2 a Hn.A/ D

Hn.B1/, �n�.A/ D �n.B2/. Položme B D B1 \ B2. Potom

Hn.A/ D Hn.B/ D �n.B/ D �n�.A/:

�

14.1.17. Věta (vlastnosti Hausdorffovy míry).

(a) Nechť k; n 2 N; k � n, Q W Rk ! Rn je izometrie a A � Rk. Potom
Hk

�
Q.A/

�
D �k�.A/.

(b) Nechť k; n;m 2 N, k � n; k � m,A � Rn a f W A ! Rm jeˇ-lipschitzovské.
Potom

Hk
�
f .A/

�
� ˇk Hk.A/:

(c) Nechť k1; k2; n 2 N, k1 < k2 � n, A � Rn a platí Hk1.A/ < 1. Potom
Hk2.A/ D 0.

Důkaz. (a) Nechť ı > 0. Vezměme množiny Aj ; j 2 N splňující A �
S1

jD1Aj
a diamAj < ı pro každé j 2 N. Potom platí diamQ.Aj / D diamAj < ı pro každé
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j 2 N. Dále platí Q.A/ �
S1

jD1Q.Aj / a

1X
jD1

�
diamQ.Aj /

�k
D

1X
jD1

.diamAj /
k :

Odtud plyne Hk.Q.A/; ı/ � Hk.A; ı/. Poslední nerovnost platí pro libovolné ı >
0, a tedy Hk

�
Q.A/

�
� Hk.A/.

Nechť opět ı > 0. Vezměme množiny Cj ; j 2 N splňující Q.A/ �
S1

jD1 Cj

a diamCj < ı pro každé j 2 N. Položme Aj D Q�1.Q.A/ \ Cj /; j 2 N. Potom
platí diamAj � diamCj < ı a A �

S1

jD1Aj . Odtud plyne

1X
jD1

.diamAj /
k

�

1X
jD1

.diamCj /
k :

Podobně jako v předchozí části důkazu dostávámeHk.A; ı/ � Hk.Q.A/; ı/ aHk.A/ �

Hk.Q.A//. Tím je důkaz proveden.

(b) Zvolme ı > 0. Nechť dálemnožinyAj ; j 2 N, splňujíA �
S1

j�1Aj a diamAj <

ı pro každé j 2 N. Položme Bj D f .A\Aj /; j 2 N. Potom platí f .A/ �
S1

jD1 Bj
a diamBj � ˇ diam.A \ Aj / � ˇ diamAj � ˇı. Potom platí

Hk.f .A/; ˇı/ �

1X
jD1

˛k.diamBj /
k

�

1X
jD1

˛kˇ
k.diamAj /

k :

Odtud plyne Hk.f .A/; ˇı/ � ˇk Hk.A; ı/. Limitním přechodem ı ! 0C, pak
dostáváme Hk.f .A// � ˇk Hk.A/.

(c) Zvolme ı > 0. Nechť dálemnožinyAj ; j 2 N, splňujíA �
S1

jD1Aj a diamAj <

ı pro každé j 2 N. Potom platí

Hk2.A; ı/ �

1X
jD1

˛k2
.diamAj /

k2 �
˛k2

˛k1

ık2�k1

1X
jD1

˛k1
.diamAj /

k1 :

Z předchozích nerovností plyne

Hk2.A; ı/ �
˛k2

˛k1

ık2�k1 Hk1.A; ı/:

Pak máme Hk2.A/ D 0. �

14.1.18. Lemma. Nechť k; n 2 N; k � n, a L W Rk ! Rn je prosté lineární zobraze-
ní. Potom pro každou �k-měřitelnou množinu A � Rk platí

Hk
�
L.A/

�
D

p
detLTL � �k.A/: (14.4)
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Důkaz. Zobrazení L je lineární a prosté, a proto je dimenze vektorového prostoru
L.Rk/ rovna k ([4, Věta 10.15]). Existuje tedy lineární izometrie Q W Rk ! Rn

taková, žeQ.Rk/ D L.Rk/. Potom platí

Hk
�
L.A/

�
D Hk.Q�1

ı L.A// D �k
�
Q�1

ı L.A/
�

D jdet.Q�1L/j � �k.A/:
(14.5)

Počítejme �
det.Q�1L/

�2
D det

�
.Q�1L/TQ�1L

�
D det

��
hQ�1Lei ;Q

�1Lej i
�n
i;jD1

�
D det

��
hLei ; Lej i

�n
i;jD1

�
D det.LTL/:

(14.6)

Dokazovaná rovnost (14.4) nyní plyne z (14.5) a (14.6). �

14.1.19. Označení. Nechť k; n 2 N; k � n, a L W Rk ! Rn je lineární zobrazení.
Budeme značit volL D

p
detLTL.

14.1.20. (a) Symbol vol je zvolen podle anglického slova volume, které znamená
objem. Matice LTL se nazývá Gramova matice2. Podle Lemmatu 14.1.18 platí
rovnost Hk

�
L.Œ0; 1�k/

�
D volL, takže číslo volL vyjadřuje k-dimenzionální objem

rovnoběžnostěnu L
�
Œ0; 1�k

�
. Je-li ' 2 C1.G/, pak je zobrazení t 7! vol'0.t/ spojité

na množině G.

(b) Je-li L matice typu n � k, potom je matice LTL symetrická matice typu k � k.

(c) Gramův determinant je nezáporný, neboť pro každoumaticiA typu n�k a kaž-
dé x 2 Rk platí .ATAx; x/ D .Ax;Ax/ � 0. Gramův determinant je kladný, jestliže
má navíc L hodnost k.

14.1.21. Definice. Nechť k; n 2 N; k � n, G � Rk je otevřená množina a ' W G !

Rn. Řekneme, že ' je regulární na G, jestliže je třídy C1 na G a '0.x/ je prosté pro
každé x 2 G.

14.1.22. Lemma. Nechť k; n 2 N; k � n,G � Rk je otevřená množina, ' W G ! Rn

je prosté regulární zobrazení, x 2 G a ˇ > 1. Potom existuje okolí V bodu x takové,
že

(a) zobrazení y 7! '
�
'0.x/�1.y/

�
je ˇ-lipschitzovské na '0.x/.V /,

(b) zobrazení ´ 7! '0.x/
�
'�1.´/

�
je ˇ-lipschitzovské na '.V /.

2Jørgen Pedersen Gram (1850–1916)
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Obrázek 1.

Důkaz. Před vlastním důkazem tvrzení (a) a (b) odvodíme několik pomocných ne-
rovností. Lineární zobrazení v 7! '0.x/.v/ je prosté, a proto existuje � > 0 takové,
že

8v 2 Rk W k'0.x/.v/k � �kvk: (14.7)

Stačí položit � D inf
˚
k'0.x/.v/kI v 2 Rk ; kvk D 1

	
. Zobrazení v 7! '0.x/.v/ je

spojité a jednotková sféra fv 2 Rk I kvk D 1g je kompaktní množina, proto se
infima nabývá v jistém bodě v0. Poněvadž '0.x/.v0/ ¤ 0, je � kladné.

Nalezneme " 2 .0; 1
2
�/ takové, že

2"

�
C 1 < ˇ: (14.8)

Dále nalezneme okolí V bodu x takové, že

8y 2 V W k'0.y/ � '0.x/k � ":

Ukážeme, že potom pro každé u; v 2 V platí

k'.u/ � '.v/ � '0.x/.u � v/k � "ku � vk: (14.9)
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Pro pevné v 2 V uvažujme zobrazení

g W w 7! '.w/ � '.v/ � '0.x/.w � v/; w 2 V:

Pro w 2 V máme g0.w/ D '0.w/ � '0.x/. Pak podle Věty 11.2.24 platí

k'.u/ � '.v/ � '0.x/.u � v/k D kg.u/ � g.v/k

� supfkg0.w/kI w 2 V g � ku � vk

� "ku � vk;

což dokazuje (14.9).
Dále ukážeme, že pro každé u; v 2 V platí

k'.u/ � '.v/k �
1

2
�ku � vk: (14.10)

Pro u; v 2 V počítejme

k'.u/ � '.v/k � �k'.u/ � '.v/ � '0.x/.u � v/k C k'0.x/.u � v/k

� �"ku � vk C �ku � vk �
1

2
�ku � vk;

tím je vztah (14.10) dokázán.

(a) Zvolme a; b 2 '0.x/.V /. K nim nalezneme u; v 2 V taková, že '0.x/.u/ D a,
'0.x/.v/ D b. Počítejme

k'
�
'0.x/�1.a/

�
� '

�
'0.x/�1.b/

�
k D k'.u/ � '.v/k

� k'.u/ � '.v/ � '0.x/.u � v/k C k'0.x/.u � v/k

(14.9)
� "ku � vk C k'0.x/.u � v/k

(14.7)
�

"

�
ka � bk C ka � bk D

�
"
�

C 1
�
ka � bk

(14.8)
� ˇka � bk:

(b) Zvolme p; q 2 '.V /. K nim nalezneme u; v 2 V takové, že '.u/ D p, '.v/ D q.
Počítejme

k'0.x/
�
'�1.p/

�
� '0.x/

�
'�1.q/

�
k D k'0.x/.u/ � '0.x/.v/k

D k'0.x/.u � v/k

� k'.u/ � '.v/ � '0.x/.u � v/k C k'.u/ � '.v/k

(14.9)
� "ku � vk C kp � qk

(14.10)
�

2"
�

k'.u/ � '.v/k C kp � qk D .2"
�

C 1/kp � qk

(14.8)
� ˇkp � qk:

Tím je i druhé tvrzení lemmatu dokázáno. �
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14.1.23. Lemma. Nechť k; n 2 N; k � n,G � Rk je otevřená množina, ' W G ! Rn

je prosté regulární zobrazení, x 2 G a ˛ > 1. Potom existuje okolí V bodu x takové,
že pro každou �k-měřitelnou E � V platí

˛�1

Z
E

vol'0.t/d�k.t/ � Hk
�
'.E/

�
� ˛

Z
E

vol'0.t/d�k.t/:

Důkaz. Nalezneme ˇ > 1 a � > 1 taková, že

ˇk� < ˛: (14.11)

Podle Lemmatu 14.1.22 nalezneme okolí V1 bodu x takové, že pro ' a ˇ platí (a)
i (b) v uvedeném lemmatu. Díky spojitosti zobrazení t 7! vol'0.t/ na množině G
nalezneme okolí V2 bodu x takové, že platí

8t 2 V2 W ��1 vol'0.x/ � vol'0.t/ � � vol'0.x/: (14.12)

Položme V D V1 \ V2. Ukážeme, že V je hledaným okolím.
Nechť E � V je �k-měřitelná. Potom díky (14.12) dostáváme

��1 vol'0.x/�k.E/ �

Z
E

vol'0.t/d�k.t/ � � vol'0.x/�k.E/: (14.13)

Podle Lemmatu 14.1.18 máme vol'0.x/�k.E/ D Hk
�
'0.x/.E/

�
, a tedy můžeme

psát

��1 Hk
�
'0.x/.E/

�
�

Z
E

vol'0.t/d�k.t/ � � Hk
�
'0.x/.E/

�
: (14.14)

Dále díky Lemmatu 14.1.22(a) a volbě okolí V1 dostáváme

Hk
�
'.E/

�
D Hk

�
' ı '0.x/�1 ı '0.x/.E/

�
� ˇk Hk

�
'0.x/.E/

�
(14.14)

� ˇk�

Z
E

vol'0.t/d�k.t/
(14.11)

� ˛

Z
E

vol'0.t/d�k.t/:

Podobně díky Lemmatu 14.1.22(b) a volbě okolí V1 dostáváme

Hk
�
'.E/

�
� ˇ�k Hk

�
'0.x/ ı '�1

ı '.E/
�

D ˇ�k Hk
�
'0.x/.E/

�
(14.14)

� ˇ�k��1

Z
E

vol'0.t/d�k.t/
(14.11)

� ˛�1

Z
E

vol'0.t/d�k.t/:

�

14.1.24. Věta (area formule). Nechť k; n 2 N; k � n, G � Rk je otevřená množina,
' W G ! Rn je prosté regulární zobrazení a f W '.G/ ! R je borelovská. Potom
platí Z

'.G/

f .x/dHk.x/ D

Z
G

f .'.t// vol'0.t/d�k.t/;

pokud integrál na pravé straně konverguje.
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Obrázek 2.

Důkaz. Zobrazení ' je prosté, a proto existuje inverzní zobrazení '�1. Nejprve uči-
níme pozorování ohledně měřitelnosti tohoto zobrazení. Každá otevřená množina
H � G je spočetným sjednocením kompaktních množin, proto také '.H/ je spo-
četným sjednocením kompaktních množin. Dostáváme tedy, že zobrazení '�1 je
borelovské. Množina '.G/ je tedy borelovská.

Důkaz věty rozdělíme do několika kroků. Postupně budeme dokazovat area
formuli pro stále obecnější zobrazení f .

1. Předpokládejme, že f D �L, kde L � '.G/ je borelovská. Ukážeme, že platí

Hk.L/ D

Z
'�1.L/

vol'0.t/d�k.t/: (14.15)

Zvolme ˛ > 1. Podle Lemmatu 14.1.23 nalezneme pro každé y 2 G okolí Vy � G

bodu y takové, že pro každou �k-měřitelnou množinu E � Vy platí

˛�1

Z
E

vol'0.t/d�k.t/ � Hk.'.E// � ˛

Z
E

vol'0.t/d�k.t/: (14.16)

Platí
S

fVy I y 2 Gg D G. Prostor Rn je separabilní (Příklad ??), a proto pomocí
Věty 10.8.18 můžeme nalézt posloupnost fyj g prvků množiny G takovou, že platíS1

jD1 Vyj
D G. Položme

Aj D '�1.L/ \

�
Vyj

n

j�1[
iD1

Vyi

�
:

Potom platí
(a) množina Aj je borelovská pro každé j 2 N,
(b) Aj � Vyj

pro každé j 2 N,
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(c) 8j; j 0 2 N; j ¤ j 0 W Aj \ Aj 0 D ;,
(d)

S1

jD1Aj D '�1.L/,
(e) pro každé j 2 N máme

˛�1

Z
Aj

vol'0.t/d�k.t/ � Hk
�
'.Aj /

�
� ˛

Z
Aj

vol'0.t/d�k.t/;

(f) pro každé j 2 N je množina '.Aj / borelovská.
Z (a) a (c)–(e) plyne

˛�1

Z
'�1.L/

vol'0.t/d�k.t/ � Hk
�
'.'�1.L//

�
� ˛

Z
'�1.L/

vol'0.t/d�k.t/:

Vzhledem k tomu, že ˛ bylo voleno libovolně, dostáváme (14.15).

2. Předpokládejme, že f je nezáporná jednoduchá borelovská funkce, tj. f DPp
jD1 cj�Lj

, kde Lj � '.G/ je borelovská a cj � 0, j D 1; : : : ; p. Potom podle
(14.15) platíZ

'.G/

f .x/dHk.x/ D

pX
jD1

cj Hk.Lj / D

pX
jD1

cj

Z
'�1.Lj /

vol'0.t/d�k.t/

D

pX
jD1

cj

Z
G

�Lj
ı '.t/ vol'0.t/d�k.t/

D

Z
G

f ı '.t/ vol'0.t/d�k.t/:

(14.17)

3. Nechť f je nezáporná borelovská funkce. Nalezneme nezáporné jednoduché
borelovské funkce fj W '.G/ ! R, j 2 N, takové, že fj ! f a fj � fjC1. Potom
podle Leviho věty dostáváme

lim
j!1

Z
'.G/

fj .x/dHk.t/ D

Z
'.G/

f .x/dHk.x/;

lim
j!1

Z
G

fj .'.t// vol'0.t/d�k.t/ D

Z
G

f .'0.t// vol'0.t/d�k.t/:

Poněvadž podle bodu 2 platí pro každé j 2 N rovnostZ
'.G/

fj .x/dHk.x/ D

Z
G

fj .'.t// vol'0.t/d�k.t/

dostáváme rovnostZ
'.G/

f .x/dHk.x/ D

Z
G

f .'.t// vol'0.t/d�k.t/:

4. Nechť f je borelovská funkce a integrál
R
G
f .'.t// vol'0.t/d�k.t/ konverguje.

Položme f C D maxff; 0g a f � D maxf�f; 0g. Potom podle bodu 3 platíZ
'.G/

f C.x/dHk.x/ D

Z
G

f C.'.t// vol'0.t/d�k.t/: (14.18)
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Poslední integrál je roven
R
G
.f .'.t// vol'0.t//C d�k.t/, a je tedy podle předpokla-

du konečný. Podobně dostávámeZ
'.G/

f �.x/dHk.x/ D

Z
G

.f .'.t// vol'0.t//� d�k.t/; (14.19)

přičemž poslední integrál je opět konečný. Odtud tedy plyneZ
'.G/

f .x/dHk.x/ D

Z
G

f .'.t// vol'0.t/d�k.t/:

�

14.1.25. Poznámka. Area formule platí i v případě, kdy je zobrazení ' lokálně
lipschitzovské (vizte [18, F.34]).

14.1.26. Příklad. Spočtěte povrch jednotkové sféry S2 D fx 2 R3I kxk D 1g.

Řešení. Naším úkolem je spočítat H2.S2/. Množinu S zapíšeme jako disjunktní
sjednocení S2 D A1 [ A2 [ A3, kde

A1 D
˚
Œ0; 0; 1�; Œ0; 0;�1�

	
;

A2 D fx 2 S I x2 D 0; x1 < 0g;

A3 D S n .A1 [ A2/:

Nejprve pomocí area formule vypočteme H2.A3/. Použijeme sférické souřadnice
' W G ! R3, kde G D .��; �/ � .��=2; �=2/ a

'.˛; 
/ D Œcos.
/ cos.˛/; cos.
/ sin.˛/; sin.
/�:

Zobrazení ' je prosté, regulární a platí '.G/ D A3. Výpočtem příslušných parci-
álních derivací odvodíme, že platí vol'0.˛; 
/ D cos 
 pro .˛; 
/ 2 G. Podle area
formule můžeme počítat

H2
�
'.G/

�
D

Z
'.G/

1dH2
D

Z
G

vol'0 d�2

D

Z �

��

Z �
2

� �
2

cos 
 d
 d˛ D 2�

Z �
2

� �
2

cos 
 d
 D 4�:

Zbývá ukázat, že H2.A1 [ A2/ D 0. Množina A1 má pouze dva prvky, tak-
že přímo z definice Hausdorffovy míry vidíme, že platí H2.A1/ D 0. Množinu
A2 můžeme parametrizovat pomocí zobrazení  W .��

2
; �
2
/ ! R3, které je defino-

vané předpisem  .t/ D Œ� cos t; 0; sin t �. Zobrazení  je prosté, regulární, třídy
C1.��

2
; �
2
/ a platí  .��

2
; �
2
/ D A2. Opět podle area formule obdržíme

H1
�
 .��

2
; �
2
/
�

D

Z
 .� �

2 ;
�
2 /

1dH1
D

Z
.� �

2 ;
�
2 /

vol 0 d�1

D

Z
.� �

2 ;
�
2 /

1dt D �:

Podle Věty 14.1.17 dostáváme, že H2.A2/ D 0. Máme tedy H2.S2/ D 4�. |
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14.1.27. Věta. Nechť f W Rk ! R je �k-integrovatelná funkce. Potom platíZ
Rk

f .x/d�k.x/ D

Z 1

0

�Z
fx2Rk I kxkDrg

f .x/dHk�1.x/
�
d�1.r/:

14.2. Křivky, plochy a jejich orientace

14.2.1. Plochy a tečné prostory.

14.2.1. Definice. Nechť k; n 2 N; k � n. Řekneme, že neprázdná množina M �

Rn je k-dimenzionální plocha (krátce k-plocha), jestliže pro každé x 2 M existuje
otevřená množina G � Rk a regulární homeomorfismus ' W G ! Rn takový, že
x 2 '.G/ � M a '.G/ je otevřená vM .

14.2.2. Nechť k; n 2 N; k � n. Jestliže G � Rk je otevřená a neprázdná a ' W G !

Rn je regulární homeomorfismus, potom je '.G/ k-plocha, neboť '.G/ je otevřená
ve '.G/.

14.2.3. Příklad. Ukažte, že množinaM D f0g � .0; 1/2 � R3 je 2-plocha.

Řešení. Nechť x 2 M . Položme G D .0; 1/2 � R2 a ' W G ! R3 definujme před-
pisem '.´/ D .0; ´1; ´2/. Množina G je zřejmě otevřená v R2. Zobrazení ' je
zřejmě spojité, prosté a '.G/ D M . Inverzní zobrazení '�1 je rovno zobrazení
.y1; y2; y3/ 7! .y2; y3/, které je zúženo na množinuM . Zobrazení '�1 W M ! G je
tedy spojité, a proto je ' homeomorfismus. Pro derivaci ' platí

'0.´/ D

˙
0 0

1 0

0 1

�

; ´ 2 G:

Hodnost '0.´/ je rovna 2 pro každé ´ 2 G, takže ' je regulární homeomorfismus.
Množina '.G/ je otevřená v M , neboť '.G/ D M , a poněvadž platí x 2 '.G/,
ověřili jsme, žeM je 2-plocha. |

14.2.4. Věta. Nechť k; n 2 N; k < n,H � Rn je otevřená množina a F W H ! Rn�k

je zobrazení třídy C1. Označme M D fx 2 H I F.x/ D 0g. Jestliže M ¤ ; a pro
každé x 2 M platí rankF 0.x/ D n � k, potom jeM k-plocha.

Důkaz. Zvolme Qx 2 M . Potom rankF 0. Qx/ D n � k. Jacobiho matice F 0. Qx/, která
je typu .n � k/ � n, tedy obsahuje regulární submatici typu .n � k/ � .n � k/. Pro
zjednodušení značení budeme předpokládat, že právě submatice

˙
@F1

@xkC1
. Qx/ � � �

@F1

@xn
. Qx/

:::
:::

@Fn�k

@xkC1
.a/ � � �

@Fn�k

@xn
. Qx/

�

(14.20)
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je regulární. V ostatních případech je postup zcela obdobný. Potom podle Vě-
ty 11.4.3 existují otevřené množiny G1 � Rk , G2 � Rn�k a zobrazení ' W G1 ! G2
třídy C1 takové, že Qx 2 G1 �G2 aM \ .G1 �G2/ D graph'. Definujme zobrazení
 W G1 ! Rn předpisem  .u/ D .u; '.u//. Pak máme  .G1/ D M \ .G1 � G2/.
Zobrazení  je třídy C1 na G1 a jde o regulární zobrazení, neboť

 0.u/ D

�
1 0 � � � 0

0 1 � � � 0

:::
: : :

0 0 � � � 1

@'1

@x1
.u/ : : : : : : @'1

@xk
.u/

:::
:::

@'n�k

@x1
.u/ : : : : : : @'n�k

@xk
.u/;

�

a tedy rank .u/ D k pro každé u 2 G1. Zobrazení  je zřejmě prosté a zobrazení
 �1 je projekcí z Rn do Rk zúžené na množinu M \ .G1 � G2/, a je tedy spojité.
Zobrazení  je tedy regulární homeomorfismus G1 na množinu M \ .G1 � G2/,
která je otevřená vM a obsahuje Qx. �

14.2.5. Příklad. Ukažte, že sféra Sn�1 D fx 2 RnI kxk D 1g je .n � 1/-plocha.

Řešení. Definujme F W Rn ! R předpisem F.x/ D kxk2 � 1 a H D Rn. Zobrazení
F je třídy C1 a platí Sn�1 D fx 2 H I F.x/ D 0g. Dále platí

F 0.x/ D .2x1; 2x2; : : : ; 2xn/ D 2x;

a tedy rankF 0.x/ D 1 pro každé x 2 Sn�1. Podle Věty 14.2.4 je tedy množina Sn�1

.n � 1/-plochou. |

14.2.6. Definice. Nechť k; n 2 Rn; k � n, M je k-plocha a x 2 M . Pak vektor
v 2 Rn nazveme tečným vektorem k ploše M v bodě x, jestliže existuje otevřený
interval I , a spojité zobrazení c W I ! M a t0 2 I takové, že c.t0/ D x a c0.t0/ D v.

Množinu všech tečných vektorů k plošeM v bodě x nazýváme tečnýmprosto-
rem k plošeM v bodě x a značíme Tx.M/.

14.2.7. Věta. Nechť k; n 2 N; k � n,M � Rn je k-plocha a x 2 M .
(a) Potom Tx.M/ je k-dimenzionální vektorový prostor.
(b) Nechť G � Rk je otevřená množina, a 2 G a ' W G ! Rn je regulární

homeomorfismus takový, že x D '.a/ 2 '.G/ � M a '.G/ je otevřená
vM . Potom '0.a/.Rk/ D Tx.M/.

Důkaz. Tvrzení (a) plyne z bodu (b), neboť '0.a/.Rn/ je lineárním podprostorem.
K důkazu bodu (b) dokážeme dvě inkluze. Začneme s inkluzí '0.a/.Rk/ � Tx.M/.
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Zvolme v 2 '0.a/.Rk/. Nalezneme u 2 Rk takové, že '0.a/.u/ D v. Nalezneme
ı > 0 takové, že B.a; ı/ � G. Nalezneme r > 0 takové, že rkuk < ı, a definujeme
c W .�r; r/ ! Rn předpisem c.t/ D '.a C tu/. Potom je c spojité zobrazení a pro
jeho derivaci v bodě 0 platí c0.0/ D '0.a/.u/ D v. Platí tedy v 2 '0.a/.Rn/.

Nyní dokážeme inkluzi Tx.M/ � '0.a/.Rk/. Nechť v 2 Tx.M/. Existuje tedy
otevřený interval I , bod t0 2 I a spojité zobrazení c W I ! M splňující c0.t0/ D v.
Reprezentující matice '0.a/ má hodnost k. Bez újmy na obecnosti můžeme před-
pokládat, že matice

A D

˙
@'1

@x1
.a/ : : : @'1

@xk
.a/

:::
:::

@'k

@x1
.a/ : : : @'k

@xk
.a/

�

2 M.k � k/

je regulární. Definujme zobrazení � W Rn ! Rk předpisem

�.x1; : : : ; xn/ D .x1; : : : ; xk/:

Potom
.� ı '/0.a/ D � 0.'.a// ı '0.a/ D � ı '0.a/ D A:

Rovnost � 0.'.a// D � plyne z 11.2.4(b). Zobrazení � ı' je třídy C1 a .� ı'/0.a/ je
regulární. Podle věty o lokálním difeomorfismu (Věta 11.6.2) existuje okolí U � G

bodu a takové, že � ı'jU je difeomorfismus. Zobrazení �j'.U / je prosté, neboť zob-
razení � ı'jU je prosté. OznačmeW D c�1.'.U //. Množina '.U / je otevřená vM ,
a tedy W je otevřená. Navíc t0 2 W . Definujme zobrazení � W W ! G předpisem
�.t/ D '�1 ı c.t/. Platí

�.t/ D '�1
ı .�j'.U //

�1
ı �j'.U / ı c.t/ D .� ı 'jU /

�1
ı .� ı c/.t/; t 2 W:

Potom platí, že zobrazení .� ı 'jU /
�1 je třídy C1 na množině �.'.U // a zobrazení

�ıc je třídyC1 namnožiněW . Zobrazení � je tedy třídyC1 naW a platí cjW D 'ı�.
Odtud plyne c0.t0/ D '0.a/.� 0.t0//. Máme tedy c0.t0/ 2 '0.a/.Rk/. �

14.2.8. Definice. NechťM � Rn je .n � 1/-plocha a x 2 M . Řekneme, že v 2 Rn

je normálový vektor k plošeM v bodě x, jestliže v 2 Tx.M/?.

14.2.2. Vektorový součin a jeho vlastnosti.

14.2.9. Definice. Nechť n 2 N; n > 1, u1; : : : ; un�1 2 Rn. Pak definujeme vektoro-
vý součin vektorů u1; : : : ; un�1 předpisem

u1 � � � � � un�1
D
�
det.Œei ; u1; : : : ; un�1�

�n
iD1

2 Rn:

14.2.10.Věta (vlastnosti vektorového součinu). Nechť n 2 N; n > 1, a u1; : : : ; un�1 2

Rn.
(a) Pro každé v 2 Rn platí

hv; u1 � � � � � un�1
i D detŒv; u1; : : : ; un�1�:
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(b) Vektory u1; : : : ; un�1 jsou lineárně závislé právě tehdy, když u1 � � � � �

un�1 D o.
(c) Pro každé i 2 f1; : : : ; ng platí hui ; u1 � � � � � un�1i D 0.
(d) Platí ku1 � � � � � un�1k D volŒu1; : : : ; un�1�.

Důkaz. (a) Zvolme v 2 Rn a počítejme

hv; u1 � � � � � un�1
i D

nX
iD1

vi det.ei ; u1; : : : ; un�1/ D

nX
iD1

det.viei ; u1; : : : ; un�1/

D

nX
iD1

det.v; u1; : : : ; un�1/:

Tím je požadovaný vztah dokázán.

(b) ) Tato implikace zřejmě platí.

( Pokud u1�� � ��un�1 D o, potom je matice Œv; u1; : : : ; un�1� podle (a) singulární
pro každé v 2 Rn.
(c) Tvrzení snadno plyne z (a).

(d) Označme w D u1 � � � � �un�1. Pokud jsou u1; : : : ; un�1 lineárně závislé, potom
w D o a vol.u1; : : : ; un�1/ D 0. Předpokládejme tedy w ¤ o. Potom platí

kwk
4

D hw; u1 � � � � � un�1
i
2

D .detŒw; u1; : : : ; un�1�/2

D det
�
Œw; u1; : : : ; un�1�T � Œw; u1; : : : ; un�1�

�

D det

�
hw;wi 0 : : : 0

0 hu1; u1i : : : hu1; un�1i

0 hu2; u1i : : : hu2; un�1i

0
::: : : :

:::

0 hun�1; u1i : : : hun�1; un�1i

˘

D kwk
2 det.hui ; uj i/:

Odtud pak plyne kwk D vol.u1; : : : ; un�1/. �

14.2.11. (a) Vektorový součin je podle Věty 14.2.10(c) kolmý na své činitele. Z části
(b) předchozí věty plyne, že při liché permutaci činitelů změní vektorový součin
znaménko a při sudé zůstane nezměněn.

(b) V R3 je vektorovým součinem vektorů u D .u1; u2; u3/ a v D .v1; v2; v3/ vektor

u � v D

 
det

�
u2; v2

u3; v3

�
; det

�
u3; v3

u1; v1

�
; det

�
u1; v1

u2; v2

�!
:
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V dimenzi 2 má vektorový součin jen jednoho činitele. Vektorový součin vektoru
Œu1; u2� je vektor Œu2;�u1�.

14.2.12. Je-liM � Rn .n� 1/-plocha, x 2 M a ' je příslušný regulární homeomor-
fismus ' W G ! Rn splňující '.a/ D x 2 '.G/ � M . Potom

�.x/ D

@'
@x1
.'�1.x// � � � � �

@'
@xn�1

.'�1.x//

k
@'
@x1
.'�1.x// � � � � �

@'
@xn�1

.'�1.x//k
;

je jednotkový normálový vektor k plošeM , přičemž
@'

@xi
.t/ D

�@'1
@xi

.t/; : : : ;
@'n

@xi
.t/
�
:

Zobrazení � je spojité na jisté otevřené množině vM obsahující x.

14.2.3. Orientace ploch.

14.2.13. Definice. Nechť n 2 N; n > 1, aM � Rn je .n � 1/-plocha. OrientacíM
rozumíme spojité zobrazení � W M ! Rn takové, že �.x/ 2 Tx.M/? a k�.x/k D 1

pro každé x 2 M . Pokud proM existuje orientace �, pak říkáme, žeM je oriento-
vatelná plocha, dvojici .M; �/ pak nazýváme orientovanou plochou.

14.2.14. Poznámka. Zobrazení � je spojité pole jednotkových normálových vek-
torů.

14.2.15. Příklad. Pro plochuM D f0g � .0; 1/2 nalezněte nějakou její orientaci.

Řešení. Stačí položit �.x/ D .1; 0; 0/, x 2 M . |

14.2.16. Příklad. Pro plochu S2 nalezněte nějakou její orientaci.

Řešení. Stačí položit �.x/ D x, x 2 S2. |

14.2.17. Příklad. Möbiova páska3 je množinaM � R3 splňujícíM D '.G/, kde
G D .0; 1

2
/ � R a ' W G ! R3 je definováno předpisem

'.p; ˛/ D
�
cos.˛/C p cos.˛

2
/ cos.˛/; sin.˛/C p cos.˛

2
/ sin.˛/; p sin.˛

2
/
�
:

Ukažte, že Möbiova páska je 2-plocha, která není orientovatelná.

Řešení. Totiž, kdyby � byla orientaceM , ze spojitosti bychom dostali

�.˚.t// D
J˚.t/

jJ˚.t/j
; t 2 G;

nebo
�.˚.t// D �

J˚.t/
jJ˚.t/j

; t 2 G:

Ale
J˚..0; 0// D �J˚.0; 2�/;

to je spor. |

3August Ferdinand Möbius (1790–1868)
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14.2.18. Lemma. Nechť n 2 N; n > 1, ˝ � Rn je otevřená a ´ 2 H.˝/.
(R) Nechť existuje okolí U bodu ´ a rozhraničující funkce h W U ! R taková,

že h 2 C1.U /, rh.´/ ¤ o a U \˝ D fx 2 U I h.x/ < 0g.
Potom existuje okolí V � U bodu ´ takové, že V \ H.˝/ je .n � 1/-plocha. Vek-
tor �˝.´/ D

1
krh.´/k

rh.´/ je jednotkový normálový vektor v bodě ´ k V \ H.˝/

a nezávisí na volbě rozhraničující funkce h.

Důkaz. Platí h.´/ � 0, neboť ´ … ˝. Bod ´ je prvkem hranice ˝, a proto může-
me nalézt posloupnost f´j g prvků množiny ˝, která konverguje k ´. Pro každé
j 2 N platí h.´j / < 0, a proto dostáváme h.´/ � 0. Máme tedy h.´/ D 0. Bez
újmy na obecnosti můžeme předpokládat @h

@xn
.´/ ¤ 0. Použijeme větu Větu 11.4.1

o implicitní funkci. Funkce h splňuje
� h.´/ D 0,
� h 2 C1.U /,
�

@h
@xn
.´/ ¤ 0.

Nalezneme okolí W bodu Œ´1; : : : ; ´n�1�, okolí H bodu ´n a funkci ' W W ! H

takovou, že
� '.´1; : : : ; ´n�1/ D ´n,
� ' 2 C1.W /,
� fx 2 RnI h.x/ D 0g \ .W �H/ D graf',
� W �H � U .

Nyní ověříme rovnost graf' D H.˝/ \ .W �H/. Inkluze graf' � W �H zřejmě
platí. Vezměme w D .y; '.y// 2 graf'. Potom w … ˝, neboť h.w/ D 0. Podle ??
nalezneme ı > 0 takové, že h.w C trh.w// < h.w/ pro každé t 2 .�ı; 0/. Odtud
plyne h.w C trh.w// < 0 pro každé t 2 .�ı; 0/, a tedy h.w C trh.w// 2 ˝ pro
každé t 2 .�ı; 0/. Odtud plyne w 2 H.˝/.

Nyní vezměme w 2 H.˝/ \ .W � H/. Potom platí h.w/ � 0, neboť w … ˝.
Dále nalezneme posloupnost fwj g prvků množiny ˝ konvergující k w a splňující
h.wj / < 0 pro každé j 2 N. Odtud plyne h.w/ � 0. Dohromady tedy máme
h.w/ D 0, takže w 2 graf'. Tím je rovnost dokázána.

Položme  .y/ D .y; '.y//, y 2 W . Platí
�  2 C1.W /,
�  .W / D graf' D H.˝/ \ .W �H/,
� rank 0.y/ D n � 1; y 2 W ,
�  �1.w/ D �.w/.

Podle 14.2.2 dostáváme, že  .W / je .n � 1/-plocha. Zvolme okolí V bodu ´ tak,
aby V � W �H . Potom  .W / \ V D H.˝/ \ V je .n � 1/-plocha.

Ortogonalita �˝.´/. Pro každé y 2 W platí h.y; '.y// D 0. Derivujeme-li funkci
y 7! h.y; '.y// podle i -té proměnné, dostaneme

@h

@xi
.y; '.y//C

@h

@xn
.y; '.y//

@'

@xi
.y/ D hrh.y; '.y//;  0.y; '.y//.ei /i D 0:
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Pro bod ´ tedy platí rh.´/ 2 T´. .W / \ V /?.

Jednoznačnost �˝.´/ D 0. Předpokládejme, že Qh je rozhraničující funkce. Podle před-
chozího je r Qh.´/ 2 T´. .W / \ V /?. Dimenze prostoru T´. .W / \ V / je n � 1,
a proto ortogonální doplněk T´. .W /\ V /? má dimenzi rovnou 1. Proto existuje
˛ 2 R takové, že rh.´/ D ˛r Qh.´/. Díky 14.2.2 dostáváme ˛ > 0, a proto platí

rh.´/

krh.´/k
D

r Qh.´/

kr Qh.´/k
:

�

14.2.19. Definice. Nechť n 2 N; n > 1, ˝ � Rn je otevřená a ´ 2 H.˝/. Řekne-
me, že bod ´ je regulárním bodem hranice ˝, pokud je splněna podmínka (R)
z Lemmatu 14.2.18 pro ˝ a ´. Vektor �˝.´/ nazýváme vnějším jednotkovým nor-
málovým vektorem k ˝ v bodě ´. Množinu všech regulárních bodů hranice ˝
značíme H�.˝/.

14.2.20. Věta. Nechť n 2 N; n > 1, a ˝ � Rn je neprázdná omezená otevřená
množina. PokudH�.˝/ ¤ ;, pakH�.˝/ je .n�1/-plocha orientovaná normálovým
polem �˝ .

14.2.21. Příklad (koule a sféra). Nechť ˝ D fx 2 R3I kxk < 1g. Potom S2 D

H.˝/. Rozhraničující funkce v bodě x 2 S2 je h.x/ D kxk2 � 1 D x21 Cx22 Cx23 � 1,
tedy rh.x/ D 2x a �˝.x/ D x. Každý bod S2 je regulárním bodem H.˝/.

14.2.22. Příklad (čtverec). Nechť ˝ D .0; 1/2 � R2. Hranice ˝ je sjednocením
čtyř úseček („stran“), jejichž relativní vnitřky vzhledem k @˝ tvoří regulární část
hranice. Nechť například x D Œ1; x2� 2 f1g�.0; 1/. Rozhraničující funkce na .0; 2/�
.0; 1/ je h.x/ D x1 � 1. Normála v bodě x D Œ1; x2� je �˝.x/ D e1 D Œ1; 0�. Ve
vrcholech čtverce ˝ neexistuje vnější normála, ale ty tvoří 1-nulovou množinu.

14.2.23.Příklad (krychle). Hranici krychle˝ D .0; 1/3 tvoří sjednocení šesti čtver-
ců („stěn“), jejichž relativní vnitřky vzhledem k @˝ tvoří regulární část hranice.
Do regulární části nepatří vrcholy a hrany, ale ty tvoří 2-nulovou množinu. Nechť
například x 2 .0; 1/ � f0g � .0; 1/. Rozhraničující funkce je h.x/ D �x2, x 2

.0; 1/ � .�1; 1/ � .0; 1/, tedy �˝.x/ D �e2 D Œ0;�1; 0� pro takové x.

14.2.24. Definice. Nechť M � Rn je 1-plocha. Orientací M rozumíme spojité
zobrazení � W M ! Rn takové, že �.x/ 2 Tx.M/ a k�.x/k D 1 pro každé x 2 M .

14.2.4. Křivky.

14.2.25. Definice. Nechť a; b 2 R; a < b.
(a) Řekneme, že zobrazení c W Œa; b� ! Rn je (parametrická) křivka, jestliže je

spojité.
(b) Řekneme, že parametrická křivka c W Œa; b� ! Rn je po částech regulární, po-

kud existuje dělení ftig
p
iD0 intervalu Œa; b� takové, že

� c je třídy C1 na Œti�1; ti �, i D 1; : : : ; p,
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� 8t 2 Œa; b� n ft0; : : : ; tpg W c0.t/ ¤ 0.
(c) Řekneme, že křivka c W Œa; b� ! Rn je jednoduchá a uzavřená, jestliže cjŒa;b/ je

prosté a c.a/ D c.b/.

Navzdory zdánlivé zřejmosti je následující věta hlubokým výsledkem o topo-
logii roviny. Důkaz této věty zde uvádět nebudeme, je možné ho nalézt například
v [?].

14.2.26. Věta (Jordan4). Nechť c W Œa; b� ! R2 je jednoduchá uzavřená křivka.
Pak existují disjunktní otevřené souvislé množiny Int c a Ext c takové, že Int c je
omezená a Ext c je neomezená a platí R2 D Int c [ Ext c [ c

�
Œa; b�

�
. Navíc platí

H.Int c/ D H.Ext c/ D c
�
Œa; b�

�
.

14.2.27. Věta. Nechť c W Œa; b� ! R2 je po částech regulární jednoduchá uzavřená
křivka. Potom všechny body množinyH.Int c/ až na konečně mnoho jsou regulár-
ními body H.Int c/.

Důkaz. Nechť x 2 H.Int c/ je takový bod, že existuje ı > 0 a t0 2 .a; b/ tako-
vé, že c.t0/ D x, c0 je spojité na .t0 � ı; t0 C ı/ a c0.t0/ ¤ 0. Takový je každý
bod z H.Int c/ vyjma konečně mnoha bodů, neboť podle Jordanovy věty máme
H.Int c/ D c.Œa; b�/ a c je po částech regulární. Pro naše x můžeme bez újmy na
obecnosti předpokládat, že c0

1.t0/ ¤ 0. Potom existuje okolí U � .t0 � ı; t0 C ı/

bodu t0 takové, že c1 je difeomorfismus na U . Označme V D c1.U /. Položme
 .´/ D c2 ı c�1

1 .´/; ´ 2 V . Potom pro každé ´ 2 V existuje t 2 U takové, že
c1.t/ D ´. pak máme Œ´;  .´/� D Œc1.t/; c2 ı c�1

1 .c1.t//� D Œc1.t/; c2.t/� D c.t/.
Máme tedy graf � c.U /. Pro t 2 U pak máme

c.t/ D Œ c1.t/„ƒ‚…
2V

; c2.t/� D Œc1.t/; c2 ı c�1
1 . c1.t/„ƒ‚…

2V

/� D Œc1.t/;  .c1.t//� 2 graf :

Máme tedy graf D c.U /. Množina F D Œa; b�nU je kompaktní a neprázdná, a te-
dy c.F / je kompaktní. Platí x … c.F / díky jednoduchosti a uzavřenosti c. Množina
c.F /má tedy od bodu x D c.t0/ kladnou vzdálenost. Existují tudíž okolí W bodu
c1.t0/ a okolí W bodu c2.t0/ taková, že .W � F / \ c.F / D ;. Platí tedy

.W �H/ \ c.Œa; b�/ D .W �H/ \ c.U / D .W �H/ \ graf :

Množina P D fŒx; y� 2 W � H I y <  .x/g je otevřená a souvislá. Souvislost
vyplývá z křivkové souvislosti. Podobně množinaN D fŒx; y� 2 W �H I y >  .x/g

je otevřená a souvislá. Poněvadž

H.Int c/ D H.Ext c/ D c.Œa; b�/; (14.21)

máme P \ .Int c [Ext c/ ¤ ; a N \ .Int c [Ext c/ ¤ ;. Souvislost P implikuje, že
platí buďP � Int c neboP � Ext c. Podobně platí buďN � Int c neboN � Ext c.
Z (14.21) pak plyne, že platí buď

P � Int c a N � Ext c; (14.22)

4Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922)



14.3. GAUSSOVA, GREENOVA A STOKESOVA VĚTA 845

nebo
P � Ext c a N � Int c: (14.23)

Předpokládejme, že nastane případ (14.22). Potom položme

h.u; v/ D � .u/C v; Œu; v� 2 W �H:

Platí h 2 C1.W �H/, rh.u; v/ D .� 0.u/; 1/ ¤ 0 a˚
Œu; v� 2 W �H I h.u; v/ < 0

	
D P D Int c \ .W �H/:

Pokud nastane případ (14.23), pak postupujeme obdobně. �

14.2.28. Příklad. Nechť G D .�1; 2�/ a ' W G ! R2 je definováno předpisem

'.t/ D

(
Œ1; t �; �1 < t � 0;

Œcos t; sin t �; 0 < t < 2�:

Ukažte, že potom ' je prosté a regulární na G, ale není otevřené vzhledem k '.G/.

Řešení. Inverzní zobrazení není spojité v bodě .1; 0/; na každém okolí tohoto bodu
nabývá hodnot blízkých 2� , ale funkční hodnota inverzního zobrazení je 0. |

14.2.29. Pojmy skalární pole a vektorové pole se používají jako synonyma pro
skalární, resp. vektorovou funkci. Jejich používání v některých situacích je dáno
zvyklostmi.

14.3. Gaussova, Greenova a Stokesova věta

14.3.1. Gaussova věta.
14.3.1.Definice. NechťM � Rn je .n�1/-plocha orientovaná normálovým polem
� a f W M ! Rn.Tok vektorovéhopole f orientovanou plochou .M; �/ definujeme
jako Z

M

hf .y/; �.y/idHn�1.y/;

pokud integrál konverguje.

14.3.2. Definice. Nechť U � Rn je otevřená množina a f W U ! Rn je zobrazení
třídy C1. Pro x 2 U definujeme divergenci vektorového pole f v bodě x 2 U

předpisem

divf .x/ D

nX
iD1

@fi

@xi
.x/:

14.3.3.Věta (Gaussova věta o divergenci). Nechť n 2 N; n > 1,˝ � Rn je omezená
otevřená neprázdná množina, Hn�1

�
H.˝/

�
< 1, Hn�1

�
H.˝/ nH�.˝/

�
D 0 a f

je vektorové pole z Rn do Rn, které je třídy C1 na otevřené množině obsahující ˝.
Pak platí Z

H.˝/

˝
f .y/; �˝.y/

˛
dHn�1.y/ D

Z
˝

divf .x/d�n.x/:
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14.3.4 (strategie důkazu Gaussovy věty). Důkaz Gaussovy věty patří k nejnároč-
nějším důkazům těchto skript. Nyní neformálně přibližíme jeho základní myšlen-
ky. Vlastnímu důkazu na straně 855 předchází série lemmat. Lemma 14.3.6 říká,
že konstantní funkci na Rn můžeme zapsat jako součet spočetně mnoha funkcí,
které kromě jiných užitečných vlastností mají nosiče s malým diametrem. Toto
lemma nám umožní zabývat se v důkazu Gaussovy věty pouze vektorovými po-
li, která mají také nosiče s malými diametry. Lemma 14.3.7 ukazuje, že k danému
nenulovému vektoru v 2 Rn můžeme nalézt novou ortonormální bázi v níž budou
všechny souřadnice vektoru v kladné. Toto technické lemma využijeme v důkazu
Lemmatu 14.3.12. Lemma 14.3.9 ukazuje, že otevřenou množinu v okolí regulár-
ního bodu můžeme popsat jako podgraf vhodné funkce. Lemma 14.3.11 ukazuje
jak se transformují integrály z Gaussovy věty, pokud množinu ˝ transformujeme
pomocí lineárního izometrického zobrazení. Lemma 14.3.12 je již důkazem Gaus-
sovy věty pro vektorová pole s nosičem malého diametru a v blízkosti bodu, který
leží uvnitř˝ nebo je regulárním hraničním bodem˝. Důkaz se opírá o Newtono-
vu-Leibnizovu formuli a Fubiniovu větu. Lemma 14.3.13 odvozuje Gaussovu větu
v obecnější situaci, kde se nosič vektorového pole pouze vyhýbá neregulárním bo-
dům hranice. Pokud bychom uvažovali množiny s regulární hranicí, byla by již
Gaussova věta dokázána. V naší formulaci věty však připouštíme i množiny s nere-
gulární body hranice. Lemma 14.3.14 poskytuje nástroj, jak se pomocí vhodných
aproximací uvažovaného vektorového pole vypořádat s neregulárními body. Pak
již následuje vlastní důkaz Gaussovy věty.

14.3.5. Poznámka. Gaussova věta o divergenci se také někdy v literatuře nazývá
Gaussova-Greenova5 věta nebo Ostrogradského6 věta.

14.3.6.Lemma (rozklad jednotky). Nechť n 2 N a " 2 R; " > 0. Pak existují funkce
!j W Rn ! R; j 2 N, takové, že pro každé j 2 N platí

(a) !j je nezáporná,
(b) !j je třídy C1.Rn/,
(c) diam spt!j < ",

a pro každé x 2 Rn

(d)
P1

jD1 !j .x/ D 1,
(e) existuje okolíU � Rn bodu x takové, žemnožina fj 2 NI spt!j\U ¤ ;g

je konečná.

Důkaz. Nechť � W R ! Œ0; 1� je C1-funkce taková, že

�.x/ D

(
0 pro x � 0;

1 pro x � 1:
(14.24)

5George Green (1793–1841)
6Michail Vasiljevič Ostrogradski (1801–1862)
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Například lze volit

�.x/ D

�
0 pro x � 0;
1
2

C
1
2
sin
�
�.x �

1
2
/
�

pro x 2 .0; 1/;

1 pro x � 1:

(14.25)

Nalezneme m 2 N takové, že 2
p
n

m
< ". Definujme

�k.t/ D �
�
m.t �

k
m
/
�

� �
�
m.t �

kC1
m
/
�
; t 2 R; k 2 Z:

Platí spt �k � Œ k
m
; kC2
m
� a �k.R/ � Œ0; 1�. Nechť t 2 R. K němu nalezneme k 2 Z

takové, že t 2 Œ k
m
; kC1
m
/. Potom platí

1X
jD�1

�j .t/ D �k�1.t/C�k.t/ D �
�
m.t � k�1

m
/
�
��
�
m.t � kC1

m
/
�

D 1�0 D 1: (14.26)

Pro ˛ D .˛1; : : : ; ˛n/ 2 Zn definujme

 ˛.x1; : : : ; xn/ D �˛1
.x1/ � � � �˛n

.xn/; x D .x1; : : : ; xn/ 2 Rn:

Množina Zn je spočetná, a proto můžeme uspořádat funkce  ˛; ˛ 2 Zn, do po-
sloupnosti f!j g1

jD1. Vlastnosti (a) a (b) ze znění dokazovaného lemmatu jsou zřej-
mě splněny. Pro každé ˛ 2 Zn máme

spt ˛ �

nY
iD1

h˛i
m
;
˛i C 2

m

i
: (14.27)

Potom odhadneme

diam spt ˛ �

p
nX
iD1

�
2
m

�2
D
2
p
n

m
< ":

Tím jsme ověřili podmínku (c).
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Dále pro každé x 2 Rn opakovaným použitím (14.26) obdržíme
1X
jD1

!j .x/ D
X
˛2Zn

 ˛.x/ D

1X
˛1D�1

� � �

1X
˛nD�1

�˛1
.x1/ � � � �˛n

.xn/

D

1X
˛1D�1

� � �

1X
˛n�1D�1

� 1X
˛nD�1

�˛1
.x1/ � � � �˛n

.xn/
�

D

1X
˛1D�1

� � �

1X
˛n�1D�1

�
�˛1
.x1/ � � � �˛n�1

.xn�1/ �

1X
˛nD�1

�˛n
.xn/

�
D

1X
˛1D�1

� � �

1X
˛n�1D�1

�˛1
.x1/ � � � �˛n�1

.xn�1/ � 1

D

1X
˛1D�1

� � �

1X
˛n�2D�1

�˛1
.x1/ � � � �˛n�2

.xn�2/

:::

D

1X
˛1D�1

�˛1
.x1/ D 1

Tím je ověřena podmínka (d). Podmínka (e) je splněna díky (14.27). �

14.3.7. Lemma. Nechť V je reálný unitární prostor dimenze n 2 N, v 2 V a v ¤ 0.
Potom existují vektory u1; : : : ; un 2 V , které tvoří ortonormální bázi V a pro každé
i 2 f1; : : : ; ng platí hv; ui i > 0.

Důkaz. Máme-li unitární prostor V takový, že dimV D 1, a v 2 V; v ¤ 0, pak stačí
položit u1 D

1
kvk
v.Mějme nyní V dimenze n > 1 a předpokládejme, že tvrzení platí

pro každý unitární prostor dimenze k, kde 1 � k < n. Pro v 2 V; v ¤ 0, nalezneme
u1 2 V takové, že ku1k D 1; hv; u1i > 0 a u1 … linfvg. Označme W D linfu1g?

a jako w označme ortogonální projekci v do W , tj., w D v � hv; u1iu1. Platí w ¤ 0,
neboť u1 … linfvg. Nyní aplikujeme indukční předpoklad na W a w. Obdržíme
ortonormální bázi u2; : : : ; un prostoru W . Potom množina fu1; u2; : : : ; ung je orto-
normální bází V a hv; ui i D hw; ui i > 0, i D 2; : : : ; n. �

14.3.8.Označení. Nechť n 2 N; n > 1; i 2 f1; : : : ; ng. Potom definujeme zobrazení
 i W Rn ! Rn�1 předpisem

 i .x/ D .x1; : : : ; xi�1; xiC1; : : : ; xn/; x 2 Rn:

14.3.9. Lemma. Nechť n 2 N; n > 1, ˝ � Rn je otevřená množina, ´ 2 H.˝/ je
regulární bod hranice˝, i 2 f1; : : : ; ng a �˝.´/i > 0. Potom existuje otevřená mno-
žina W � Rn�1 obsahující bod ´� D  i .´/, otevřená množina H � R obsahující
bod ´i a funkce ' W W ! H taková, že ' 2 C1.W / a

fx 2 RnI  i .x/ 2 W; xi 2 H;xi < ' ı  i .x/g D fx 2 ˝I  i .x/ 2 W; xi 2 H g:
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Důkaz. Důkaz provedeme pro i D n. Ostatní případy lze provést obdobně. Nechť
h W U ! R je rozhraničující funkce pro ´ a ˝, tj.

� U � Rn je otevřená, ´ 2 U ,
� h 2 C1.W /, @h

@xn
.´/ > 0,

� fx 2 U I h.x/ < 0g D U \˝.
Použijeme větu o implicitních funkcích (Věta 11.4.3) na rovnici

h.x1; : : : ; xn�1; xn/ D 0:

Stejně jako v důkazu Lemmatu 14.2.18 nalezneme okolíW � Rn�1 bodu ´�, okolí
H � R bodu ´n a funkci ' W W ! H takovou, že

� '.´�/ D ´n,
� ' 2 C1.W /,
� fx 2 RnI h.x/ D 0g \ .W �H/ D graf',
� W �H � U ,
�

@h
@xn
.x/ > 0 pro každé x 2 W �H .

Dokážeme rovnost

fŒu; y� 2 W �H I y < '.u/g D ˝ � .W �H/:

Pokud Œu; y� 2 W �H , potom

h.u; '.u// � h.u; y/ D
@h

@xn
.u; �/ � .'.u/ � y/

pro � 2 Œ'.u/; y�. Poněvadž h.u; '.u// D 0 a @h
@xn
.u; �/ > 0, máme h.u; y/ < 0, právě

když y < '.u/. Platí tedy

fŒu; y� 2 W �H I y < '.u/g D fŒu; y� 2 W �H I h.y; u/ < 0g

D .U \˝/ \ .W �H/ D ˝ \ .W �H/:

�

14.3.10. Stopou matice A D .aij / 2 M.n � n/ rozumíme výraz trA D
Pn
iD1 ai i .

Tento pojempoužijeme v důkazu následujícího tvrzení, přičemž využijeme rovnost
tr.AB/ D tr.BA/, která platí pro libovolné matice A;B 2 M.n � n/ (vizte [4, 4.25,
4.26]).

14.3.11. Lemma. Nechť ˝ a f jsou jako ve Větě 14.3.3 a S W Rn ! Rn je lineární
izometrie. Potom pro každý regulární bod ´ hranice ˝ je bod S.´/ regulárním
bodem hranice S.˝/ a platí �S.˝/.S.´// D S.�˝.´//. Dále platíZ

˝

divf .x/d�n.x/ D

Z
S.˝/

div.S ı f ı S�1/. Qx/d�n. Qx/;Z
H.˝/

˝
f .y/; �˝.y/

˛
dHn�1.y/

D

Z
H.S.˝//

˝
S ı f ı S�1. Qy/; �S.˝/. Qy/

˛
dHn�1. Qy/:
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Důkaz. Nechť h W U ! R je rozhraničující funkce pro ´ a ˝. Potom Qh D h ı S�1 je
rozhraničující funkce pro bod S.´/ a množinu S.˝/. Platí

Qh0.S.´// D .h ı S�1/0.S.´// D h0.´/ ı S�1:

Pak pro každé u 2 Rn platí

hS.rh.´//; ui D hrh.´/; S�1.u/i D h0.´/.S�1.u//

D h0.´/ ı S�1.u/ D Qh0.S.´//.u/ D hr Qh.S.´//; ui:

Odtud plyne rovnost S.rh.´// D r Qh.S.´//, takže také S.�˝.´// D �S.˝/.S.´//.
Počítejme

div.S ı f ı S�1/. Qx/ D tr
�
S ı f 0.S�1. Qx// ı S�1

�
D tr

�
S�1

ı S ı f 0.S�1. Qx/
�

D tr
�
f 0.S�1. Qx//

�
D divf .S�1. Qx//:

Poněvadž S je izometrie, platí volS D 1. Odtud a z předchozí rovnosti plyneZ
S.˝/

div.S ı f ı S�1/. Qx/d�n. Qx/ D

Z
S.˝/

divf .S�1. Qx//d�n. Qx/

D

Z
˝

divf .x/ volS d�n.x/ D

Z
˝

divf .x/d�n.x/:

Dále platí H
�
S.˝/

�
D S

�
H.˝/

�
aZ

H.S.˝//

hS ı f ı S�1. Qy/; �S.˝/. Qy/idHn�1. Qy/

D

Z
S.H.˝//

hS ı f ı S�1. Qy/; S.�˝.S
�1. Qy///idHn�1. Qy/ (rovnost H.S.˝// D S.H.˝//)

D

Z
S.˝/

hS ı f .y/; S.�˝.y//idHn�1.y/

D

Z
S.˝/

hf .y/; �˝.y/idHn�1.y/:

�
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14.3.12. Lemma. Nechť ˝ � Rn je otevřená omezená množina a ´ 2 H�.˝/ [

˝. Potom existuje otevřená množina U � Rn obsahující ´ taková, že pro každé
vektorové pole f z Rn do Rn, které je třídy C1 na otevřené množině obsahující ˝
a sptf � U , platíZ

H.˝/

˝
f .y/; �˝.y/

˛
dHn�1.y/ D

Z
˝

divf .x/d�n.x/:

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že ´ 2 H�.˝/. Příslušnou rozhraničující funk-
ci označme jako h. Díky Lemmatům 14.3.7 a 14.3.11 můžeme předpokládat, že
�˝.´/i > 0 pro každé i 2 f1; : : : ; ng. Za S stačí zvolit zobrazení splňující S�1.ei / D

ui , kde vektory u1; : : : ; un tvoří ortonormální bázi a h�˝.´/; u
i i > 0; i D 1; : : : ; n.

Podle Lemmatu 14.3.9 nalezneme pro každé i 2 f1; : : : ; ng množiny Wi ;Hi
a zobrazení 'i W Wi ! Hi . Označme

Gi D fx 2 RnI  i .x/ 2 Wi ; xi 2 Hig; i 2 f1; : : : ; ng:

Položme U D
Tn
iD1Gi . Nechť f je příslušné vektorové pole splňující spt f � U .

Ukážeme, že platíZ
H.˝/

fi .y/�˝.´/i dHn�1.y/ D

Z
˝

@fi

@xi
.x/d�n.x/; i 2 f1; : : : ; ng:

Odtud již plyne dokazovaný vztah. Zvolme opět i D n. Ostatní případy lze doká-
zat obdobně. Víme, že platí

(1) fx 2 Wn �HnI xn < 'n. n.x//g D ˝ \ .Wn �Hn/,
(2) graf'n D H.˝/ \ .Wn �Hn/,
(3) h

�
w; 'n.w/

�
D 0 pro každé w 2 Wn,

(4) @h
@xn

�
w; 'n.w/

�
> 0 pro každé w 2 Wn.

Výpočet pravé strany. PočítejmeZ
˝

@fn

@xn
.x/d�n.x/ D

Z
.Wn�R/\˝

@fn

@xn
d�n.x/ D

Z
Wn

Z 'n.w/

�1

@fn

@xn
.w; t/dt d�n�1.w/

D

Z
Wn

fn.w; 'n.w//d�n�1.w/:

Výpočet levé strany. Definujme  W Wn ! Rn předpisem  .w/ D Œw; 'n.w/�. PočítejmeZ
H.˝/

fn.y/�˝.y/n dHn�1.y/ D

Z
H.˝/\.Wn�Hn/

fn.y/�˝.y/n dHn�1.y/

D

Z
Wn

fn. .w//�˝. .w//n � vol 0.n/d�n�1.w/:

(14.28)

Pro w 2 Wn platí

@'n

@xi
.w/ D �

@h
@xi
. .w//

@h
@xn
. .w/

:
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Potom máme

@ 

@x1
.w/ � � � � �

@ 

@xn�1

.w/ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
e1 1 0 : : : 0

e2 0 1 : : : 0

:::
:::

:::
: : :

:::

en @'n

@x1
.w/ @'n

@x2
.w/ : : : @'n

@xn
.w/

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌

D

h
.�1/1C1

� .�1/n�2
�
@'n

@x1
.w/; .�1/1C2

� .�1/n�3
�
@'n

@x2
.w/; : : :

: : : ; .�1/1Cn�1
� .�1/n�.n�1/

�
@'n

@x2
.w/; .�1/1Cn

� 1
i

D .�1/n�1

"
@h
@x1
. .w//

@h
@xn
. .w//

; : : : ;

@h
@xn�1

. .w//

@h
@xn
. .w//

; 1

#

D .�1/n�1 1
@h
@xn
. .w//

rh. .w//:

Nyní budeme pokračovat ve výpočtu (14.28).Z
H.˝/

fn.y/�˝.y/n dHn�1.y/

D

Z
Wn

fn. .w// �

@h
@xn
. .w//

krh. .w//k
�

1
@h
@xn
. .w//

� krh. .w//kd�n�1.w/

D

Z
Wn

fn. .w//d�n�1.w/:

Tím je rovnost dokázána, neboť poslední člen v předchozím výpočtu je roven po-
slednímu členu z výpočtu levé strany.

Předpokládejme nyní, že ´ 2 ˝. Potom položme U D
Qn
jD1 Ij , kde Ij je omezený

otevřený interval, j D 1; : : : ; n, a platí U � ˝.

Výpočet pravé strany.Z
˝

@fn

@xn
.x/d�n.x/ D

Z
I1�����In

@fn

@xn
.x/d�n.x/ D

Z
I1

� � �

Z
In

0dx1 : : : dxn D 0

Výpočet levé strany. Z
H.˝/

fj .y/�˝.y/j dHn�1.y/ D 0

Tím je důkaz proveden. �

14.3.13. Lemma. Nechť˝ a f jsou jako ve Větě 14.3.3 a spt f \.H.˝/nH�.˝// D

;. Potom Z
H.˝/

˝
f .y/; �˝.y/

˛
dHn�1.y/ D

Z
˝

divf .x/d�n.x/:
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Důkaz. Označme K D ˝ \ sptf . Pro každý bod ´ 2 K nalezneme podle Lemma-
tu 14.3.12 otevřenou množinu U.´/ takovou, že

� ´ 2 U.´/,
� pro každé vektorové pole g W Rn ! Rn třídy C1 splňující sptg � U.´/

platí

Z
H.˝/

hg.y/; �˝.y/idHn�1.y/ D

Z
˝

divg.x/d�n.x/:

Množina K je kompaktní, a proto můžeme nalézt body ´1; : : : ; ´k takové, že K �

U.´1/ [ � � � [ U.´k/. Potom existuje " > 0 takové, že pro každé x 2 K existuje
i 2 f1; : : : ; kg splňující B.x; "/ � U.´i /. Pro toto " nalezneme rozklad jednotky
!j ; j 2 !, podle Lemmatu 14.3.6. Označme I D fj 2 NI spt!j \ K ¤ ;g.
Množina I je díky kompaktnosti K a vlastnosti (e) z Lemmatu 14.3.6 konečná.
Dále platí

�
P
j2I !j .x/ D 1 pro každé x 2 K,

� pro každé j 2 I existuje i 2 f1; : : : ; kg takové, že spt!jf � U.´i /, a tedy

Z
H.˝/

h!jf .y/; �˝.y/idHn�1.y/ D

Z
˝

div.!jf /.x/d�n.x/:

Potom platí

Z
H.˝/

hf .y/; �˝.y/idHn�1.y/ D

Z
H.˝/\K

hf .y/; �˝.y/idHn�1.y/

D

Z
H.˝/\K

X
j2I

h!jf .y/; �˝.y/idHn�1.y/

D
X
j2I

Z
H.˝/\K

h!jf .y/; �˝.y/idHn�1.y/

D
X
j2I

Z
H.˝/

h!jf .y/; �˝.y/idHn�1.y/

D
X
j2I

Z
˝

div.!jf /.x/d�n.x/ D

Z
˝

X
j2I

div.!jf /.x/d�n.x/:

(14.29)
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Integrand posledního integrálu můžeme pro x 2 ˝ upravit následujícím způso-
bemX
j2I

div.!jf /.x/ D
X
j2I

nX
iD1

@.!jfi /

@xi
.x/

D
X
j2I

nX
iD1

�@!j
@xi

.x/fi .x/C !j .x/
@fi

@xi
.x/
�

(derivace součinu)

D

nX
iD1

X
j2I

�@!j
@xi

.x/fi .x/C !j .x/
@fi

@xi
.x/
�

(záměna sum)

D

� nX
iD1

X
j2I

@!j

@xi
.x/fi .x/

�
C

� nX
iD1

X
j2I

!j .x/
@fi

@xi
.x/
�

(rozdělení sumy)

D

� nX
iD1

@

@xi

�X
j2I

!j
�
.x/ � fi .x/

�
C

� nX
iD1

�X
j2I

!j .x/
�

�
@fi

@xi
.x/
�

(linearita derivace)

D

nX
iD1

0 � fi .x/C

nX
iD1

1 �
@fi

@xi
.x/ D divf .x/:

V předposlední rovnosti jsme využili faktu, že
P
j2I !j .x/ D 1 pro každé x 2 K,

a faktu @
@xi

�P
j2I !j

�
.x/ D 0 pro každé x 2 K a i 2 f1; : : : ; ng. Spojením (14.29)

s předchozím výpočtem dostávámeZ
H.˝/

hf .y/; �˝.y/idHn�1.y/ D

Z
˝

X
j2I

div.!jf /.x/d�n.x/

D

Z
˝\sptf

X
j2I

div.!jf /.x/d�n.x/ D

Z
˝\sptf

div.f /.x/d�n.x/

D

Z
˝

div.f /.x/d�n.x/:

Tím je lemma dokázáno. �

14.3.14. Lemma. Nechť n 2 N; n > 1, N � Rn je kompaktní a Hn�1.N / D 0.
Potom existují C1 funkce vm W Rn ! Œ0; 1�, m 2 N, takové, že platí:

(a) vm ! �RnnN ,
(b)

R
krvm.x/kd�n.x/ ! 0,

(c) pro každé m 2 N existuje otevřená množina Gm � Rn obsahující N tako-
vá, že vmjGm

D 0.

Důkaz. Nalezneme ! W R ! Œ0; 1� takovou, že ! je třídy C1 a

!.x/ D

(
0; x � 1;

1; x � 2:
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Označme �.x/ D !.kxk/; x 2 Rn, a c D
R

kr�.x/kd�n.x/. Zvolme m 2 N. Nalez-
nememnožinyAj ; j 2 N, takové, žeN �

S1

jD1Aj ,N\Aj ¤ ;, 0 < diamAj � 2�m

a
P1

jD1 ˛m.diamAj /
n�1 � 2�m. Pro každé j 2 N nalezneme kouli B.xj ; rj / tako-

vou, že Aj � B.xj ; rj / a rj � 2diamAj . Množina N je kompaktní, a proto existuje
p 2 N takové, že N �

Sp
jD1 B.xj ; rj /. Položme

�j .x/ D �
�
x�xj

rj

�
; vm.x/ D

pY
jD1

�j .x/; x 2 Rn:

Potom platí
@�j

@xi
.x/ D

1

rj
�
@�

@xi

�
x�xj

rj

�
; x 2 Rn:

Dále máme
@vm

@xi
.x/ D

pX
jD1

@�j

@xi
.x/

pY
kD1;k¤j

�j .x/; x 2 Rn:

Odtud plyne ˇ̌̌@vm
@xi

.x/
ˇ̌̌

�

pX
jD1

ˇ̌̌@�j
@xi

.x/
ˇ̌̌

�

pX
jD1

kr�j .x/k;

krvm.x/k �
p
n

pX
jD1

kr�j .x/k:

Platí také Z
kr�j .x/kd�n.x/ D

Z
kr�.y/krn�1

j d�n.y/ D crn�1
j :

Platí tedyZ
krvm.x/kd�n.x/ �

p
n

Z pX
jD1

kr�j .x/kd�n.x/

�
p
n

pX
jD1

crn�1
j �

p
n

pX
jD1

c2n�1.diamAj /
n�1

�
p
nc2n�1 1

˛n
2�m:

Odtud plyne
R

krvmk ! 0. Položme Gm D
Sp
jD1 B.x

j ; rj /. Pokud dist.x;N / >
2�mC3, pak x …

Sp
jD1 B.xj ; 2rj /, a tedy vm.x/ D 1. Pokud x 2 Gm, potom vm.x/ D

0. Odtud plyne vm ! �RnnN . Vlastnosti (a)–(d) jsou snadno ověřitelné. �

Důkaz Gaussovy věty (Věta 14.3.3). OznačmeN D H.˝/nH�.˝/. MnožinaN je kom-
paktní a Hn�1.N / D 0. Nechť fvmg je posloupnost funkcí z předchozího lemmatu.
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Položme f m D vmf . Potom f m splňuje předpoklady Lemmatu 14.3.13, a tedy
platí Z

H.˝/

hf m.y/; �˝.y/dHn�1.y/ D

Z
˝

divf m.x/d�n.x/:

Platí f m ! f Hn�1-s.v. Označme K D sup
˝

kf k. Platí K < 1, neboť ˝ je
kompaktní a f je spojité na ˝. Pro každé y 2 H.˝/ a m 2 N platí

jhf m.y/; �˝.y/ij � kf m.y/k � kf .y/k � K:

Dále platí Hn�1
�
H.˝/

�
< 1, a proto podle Lebesgueovy věty dostaneme

lim
m!1

Z
H.˝/

hf m.y/; �˝.y/idHn�1.y/ D

Z
H.˝/

hf .y/; �˝.y/idHn�1.y/:

Dále pro každé x 2 ˝ platí

div.f m/.x/ D vm.x/ � divf .x/C hf .x/;rvm.x/i: (14.30)

Označme L D sup
˝

jdivf j. Platí L < 1, neboť˝ je kompaktní a div f je spojitá
funkce na ˝. Pro každé x 2 ˝ platí jvm.x/divf .x/j � 1 � L D L. Poněvadž
�n.˝/ < 1, dostáváme podle Lebesgueovy věty

lim
m!1

Z
˝

vm.x/divf .x/d�n.x/ D

Z
˝

divf .x/d�n.x/; (14.31)

] neboť limm!1 vm.x/ D 1 pro každé x 2 ˝. Platí jhf .x/;rvm.x/ij � Kkrvm.x/k

pro každé x 2 ˝. Díky Lemmatu 14.3.14 tak dostaneme

lim
m!1

Z
˝

hf .x/;rvm.x/id�n.x/ D 0: (14.32)

Použijeme (14.30), (14.31) a (14.32) a obdržíme

lim
m!1

Z
˝

div.f m/.x/d�n.x/ D

Z
˝

divf .x/d�n.x/:

Odtud plyne dokazovaná rovnost. �

14.3.2. Greenova věta.

14.3.15. Definice. (a) Nechť U � R2 je otevřená množina a f W U ! R2 je zob-
razení třídy C1. Pro x 2 U definujeme rotaci vektorového pole f v bodě x 2 U

předpisem

rotf .x/ D
@f2

@x1
.x/ �

@f1

@x2
.x/:

Nechť U � R3 je otevřená množina a f W U ! R3 je zobrazení třídy C1. Pro x 2 U

definujeme rotaci vektorového pole f v bodě x 2 U předpisem

rotf .x/ D

h
@f3

@x2
.x/ �

@f2

@x3
.x/; @f1

@x3
.x/ �

@f3

@x1
.x/; @f2

@x1
.x/ �

@f1

@x2
.x/
i
:
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14.3.16. (a) Jako mnemotechnická pomůcka pro zapamatování definice rotace
může sloužit následující diagram, kterému nebudeme dávat přesný formální smysl.

rotf D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
e1 @

@x1
f1

e2 @
@x2

f2

e3 @
@x3

f3

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ D

� @

@x1
;
@

@x2
;
@

@x3

�
� .f1; f2; f3/

(b) Pokud bychom vektorové pole f z předchozí definice chápali jako popis prou-
dění kapaliny, kde f .x/ určuje vektor rychlosti proudění v bodě x, potom rot f .x/
určuje osu otáčení velmi malé kuličky uchycené v bodě x, přičemž úhlová rychlost
otáčení je rovna polovině velikosti vektoru rotf .x/.

14.3.17. Věta (Green). Nechť ˝ � R2 je omezená otevřená neprázdná množina,
H1

�
H.˝/

�
< 1, H1

�
H.˝/ nH�.˝/

�
D 0 a f je vektorové pole z R2 do R2, které

je třídy C1 na otevřené množině obsahující ˝. Nechť �˝ W H�.˝/ ! R2 je tečné
vektorové pole k H�.˝/ definované předpisem �˝.y/ D � � �˝.y/. Pak platíZ

H.˝/

˝
f .y/; �˝.y/

˛
dH1.y/ D

Z
˝

rotf .x/d�2.x/:

14.3.18. Pokud v D .v1; v2/ 2 R2, potom � � v D .�v2; v1/. Vektor �˝.y/ z před-
chozí věty je tedy vznikne otočením o úhel �

2
proti směru hodinových ručiček.

Důkaz Věty 14.3.17. Definujme vektorové pole h W Œf2.x/;�f1.x/�pro x 2 D.f /. Pod-
le Gaussovy věty platíZ

H.˝/

hh.y/; �˝.y/idH1.y/ D

Z
˝

div h.x/d�2.x/: (14.33)

Platí

hh.y/; �˝.y/i D f2.y/�˝.y/1 � f1.y/�˝.y/2 D hf .y/; �˝.y/i; y 2 H.˝/;

div h.x/ D
@h2

@x1
.x/ �

@f1

@x2
.x/ D rotf .x/; x 2 ˝:

Odtud a z (14.33) plyne dokazovaný vztah. �

14.3.19. Definice. Nechť c W Œa; b� ! Rn je po částech regulární křivka.
(a) Nechť g je funkce z Rn do R. Křivkový integrál prvního druhu

R
c
g ds defi-

nujeme jako Z b

a

g
�
c.t/

�
� kc0.t/kdt;

pokud tento integrál konverguje.
(b) Nechť f je vektorové pole z Rn do Rn. Křivkový integrál druhého druhuR

c
f � dc definujeme jako Z b

a

hf
�
c.t/

�
; c0.t/idt;
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pokud tento integrál konverguje.

14.3.20. Věta. Nechť c W Œa; b� ! R2 je po částech regulární jednoduchá uzavřená
křivka a f je vektorové pole z R2 do R2, které je třídy C1 na otevřené množině
obsahující Int c. Jestliže existuje t 2 Œa; b� takové, že detŒ�˝.c.t//; c0.t/� > 0, pak
platí Z

c

f � dc D

Z
Int c

rotf .x/d�2.x/:

14.3.21. Podmínka existence t 2 Œa; b� takového, že detŒ�˝.c.t//; c0.t/� > 0 určuje
kladný (= proti směru hodinových ručiček) směr obíhání.

Část důkazu Věty 14.3.20. Lze dokázat, že platí detŒ�˝.c.t//; c0.t/� > 0 v každém bodě
t 2 Œa; b�, kde c0.t/ ¤ 0. Podle Věty 14.2.27 a Věty 14.3.17 platíZ

H.˝/

hf .y/; �˝.y/idH1.y/ D

Z
˝

rotf .x/d�2.x/;

kde �˝.y/ D � � �˝.y/, ˝ D Int c. Víme totiž, že platí
� ˝ je otevřená a omezená (Věta 14.2.26),
� H1

�
H.˝/

�
D
R b
a

k'0.t/kdt < 1 díky tomu, že c je po částech regulární,
� H1

�
H.˝/ n H�.˝/

�
D 0, neboť H.˝/ n H�.˝/ je konečná podle Vě-

ty 14.2.27.
Podle area formule (Věta14.1.24) platíZ

H.˝/

hf .y/; �˝.y/idH1.y/ D

Z b

a

hf .c.t//; �˝.c.t//i � kc0.t/kdt:

Nechť c0.t/ ¤ 0. Potom �˝.c.t// D
c0.t/

kc0.t/k
nebo �˝.c.t// D �

c0.t/
kc0.t/k

. Vzhledem
k tomu, že podle předpokladu a Větě 14.2.10(a) platí

0 > detŒc0.t/; �˝.c.t//� D hc0.t/;��˝.c.t//i

D �hc0.t/; �˝.c.t//i D �

D
c0.t/;˙

c0.t/

kc0.t/k

E
:

Odtud plyne, že �˝.c.t/ D
c0.t/

kc0.t/k
. Potom platíZ b

a

hf .c.t//; �˝.c.t//i � kc0.t/kdt D

Z b

a

hf .c.t//; c0.t/idt D

Z
c

f � dc:

Tím je věta dokázána. �

14.3.3. Stokesova věta.

14.3.22. Definice. Nechť G � R3 je 2-plocha orientovaná normálovým polem �,
˝ � G je relativně otevřená v G a ˝ n ˝ � G. Řekneme, že ´ 2 HG.˝/ je regu-
lárním bodem hranice˝ vzhledem ke G, jestliže existuje okolí U bodu ´ a funkce
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h W U ! R třídy C1 taková, že �.´/ � rh.´/ ¤ 0 a fx 2 G \ U I h.x/ < 0g D ˝ \ U:

V takovém bodě definujeme

�˝;�.´/ D
�.´/ � rh.´/

k�.´/ � rh.´/k
:

Obrázek 3.

14.3.23. Věta. Nechť G, � a ˝ jsou jako v předchozí definici. Označme HG
� .˝/

množinu všech regulárních bodů hranice ˝ vzhledem ke G. Pokud je množina
HG

� .˝/ neprázdná, pak jde o 1-plochu a �˝;� je její orientací.

14.3.24. Věta (Stokes7). Nechť G, � a ˝ jsou jako v předchozí definici. Předpo-
kládejme dále, že ˝ je omezená, H1.HG.˝// < 1 a H1.HG.˝/ n HG

� .˝// D 0.
Nechť vektorové pole f z R3 do R3 je třídy C1 na otevřené množině obsahující˝.
Potom Z

HG.˝/

hf .y/; �˝;�.y/idH1.y/ D

Z
˝

hrotf .x/; �.x/idH2.x/:

14.4. Hlavní věta teorie pole

14.4.1.Věta (věta o potenciálu). Nechť˝ � Rn je otevřenámnožina.Nechť c W Œa; b� !

˝ je po částech regulární křivka a u W ˝ ! R je funkce třídy C1. Potom

u
�
c.b/

�
� u

�
c.a/

�
D

Z
c

ru � dc:

7George Gabriel Stokes (1819–1903)
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Důkaz. Díky předpokladu, že c je po částech regulární, a hladkosti u platí

.u ı c/.b/ � .u ı c/.a/ D

Z b

a

.u ı c/0.t/dt D

Z b

a

nX
iD1

@u

@xi

�
c.t/

�
� c0
i .t/dt

D

Z b

a

hru
�
c.t/

�
; c0.t/idt D

Z
c

ru � dc:

�

14.4.2. Definice. Řekneme, že množina U � Rn je hvězdicovitá, jestliže existuje
a 2 U takový, že pro každé x 2 U platí fa C t.x � a/I t 2 Œ0; 1�g � U . Bod a se
nazývá střed hvězdicovitosti množiny U .

14.4.3. Každá konvexní množina je hvězdicovitá, v tom případě je každý její bod
středem hvězdicovitosti. Střed hvězdicovitosti tedy není určen jednoznačně. Pří-
klad hvězdicovité množiny, která není konvexní, je znázorněn na obrázku.

Obrázek 4.

14.4.4. Definice. Nechť ˝ � Rn je množina, f W ˝ ! Rn je vektorové pole
a u W ˝ ! R. Řekneme, že u je potenciál pole f na ˝, jestliže pro každé x 2 ˝

platí ru.x/ D f .x/. Vektorové pole, které má potenciál, nazýváme potenciální.

14.4.5.Věta (hlavní věta teorie pole). Nechť˝ � Rn je otevřenámnožina a f W ˝ !

Rn je spojité vektorové pole. Uvažujme následující výroky:
(i) Vektorové pole f je potenciální.
(ii) Pro každé po částech regulární křivky ci W Œa; b� ! ˝; i 2 f1; 2g, splňující

c1.a/ D c2.a/ a c1.b/ D c2.b/ platí
R
c1
f � dc1 D

R
c2
f � dc2.

(iii) Pro každé i; j 2 f1; : : : ; ng a x 2 ˝ platí @fi

@xj
.x/ D

@fj

@xi
.x/.

Potom platí:
(a) Výrok (i) je ekvivalentní s výrokem (ii).
(b) Je-li f třídy C1 a platí výrok (i), pak platí výrok (iii).
(c) Je-li f třídy C1, ˝ je hvězdicovitá a platí výrok (iii), pak platí výrok (i).

Důkaz. (a) (i) ) (ii) Tato implikace plyne z Věty 14.4.5.

(ii) ) (i) Můžeme předpokládat, že ˝ je neprázdná. Uvažujme komponentu W
množiny ˝. Potom W je otevřená v Rn (Věta ??). Zvolme a 2 W . Dokážeme, že
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pro každé x 2 W existuje po částech regulární křivka  W Œ0; 1� ! W taková, že
 .0/ D a a  .1/ D x. Položme

G D fx 2 W I existuje po částech regulární křivka  W Œ0; 1� ! W; .0/ D a; .1/ D xg:

Ukážeme, že G je otevřená množina. Zvolme x 2 G. K němu existuje příslušné  .
Dále existuje r > 0 takové, že B.x; r/ � W . Zvolme y 2 B.x; r/. Potom definujeme

 .t/ D

(
 .2t/; t 2 Œ0; 1

2
�;

x C .y � x/.2t � 1; / t 2 Œ1
2
; 1�:

Potom ' je po částech regulární, '.Œ0; 1�/ � W díky konvexitě B.x; r/, '.0/ D a,
'.1/ D y. Platí tedy y 2 W , takže B.x; r/ � W , a tedy G je otevřená.

Dále ukážeme, že G je uzavřená v množině W . Mějme posloupnost fxng prv-
ků G konvergující k prvku x 2 W . Nalezneme r > 0 takové, že B.x; r/ � W .
pak existuje n0 2 N takové, že xn0

2 B.x; r/. Pak existuje po částech regulární
 W Œ0; 1� ! W splňující  .0/ D a,  .1/ D xn0

. Položme

 .t/ D

(
 .2t/; t 2 Œ0; 1

2
�;

xn0
C .x � xn0

/.2t � 1/; t 2 Œ1
2
; 1�:

Potom ' je po částech regulární, '.Œ0; 1�/ � W díky konvexitě B.x; r/, '.0/ D a,
'.1/ D x.

Množina W je souvislá, a proto G D W . Tím je pomocné tvrzení dokázáno.

Pro x 2 W položme u.x/ D
R
 
f � d , kde  je po částech regulární křivka,

 .0/ D a,  .1/ D x. Definice je korektní podle právě dokázaného pomocného
tvrzení a (ii). Zvolme i 2 f1; : : : ; ng a x 2 W . Nalezneme r > 0 takové, že B.x; r/ �

W . Pro t 2 .�r; r/ platí

u.x C tei / � u.x/ D

Z



f d
;

kde 
.s/ D x C stei . Potom

u.x C tei / � u.x/

t
D
1

t

Z 1

0

hf .
.s//; 
 0.s/ids D
1

t

Z 1

0

t � fi .
.s//ds

D

Z 1

0

fi .
.s//ds D

Z 1

0

fi .x C stei /ds !

Z 1

0

fi .x/ds D fi .x/:

Odtud plyne u 2 C1.W / a ru D f .

(b) Plyne z věty o záměně derivací (Věta ??).

(c) Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že pro každé x 2 ˝ a každé
t 2 Œ0; 1� platí tx 2 ˝. Položme

u.x/ D

Z
 x

f � d x ;  x.t/ D tx; t 2 Œ0; 1�:
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Počítejme

@u

@xi
.x/ D

@

@xi

Z 1

0

hf .tx/; xidt D
@

@xi

Z 1

0

nX
jD1

fj .tx/xj dt

D

Z 1

0

�
fi .tx/C

nX
iD1

@fj

@xi
.tx/ � txj

�
dt:

Dále platí

fi .x/ D

Z 1

0

d

dt

�
tfi .tx/

�
dt D

Z 1

0

�
fi .tx/C t

nX
jD1

@fi

@xj
.tx/ � xj

�
dt:

Máme tedy ru D f . �

14.4.6. Definice.
(a) Nechť k; n 2 N; k � n, G � Rk je otevřená, ˚ W G ! Rn je zobrazení třídy C1

a g je funkce z Rn do R. Plošný integrál prvního druhu
R
˚
g dS definujeme

jako Z
G

g
�
˚.t/

�
� vol˚ 0.t/dt;

pokud tento integrál konverguje.
(b) Nechť n 2 N, G � Rn�1 je otevřená, ˚ W G ! Rn je zobrazení třídy C1 a f je

vektorové pole z Rn do Rn. Plošný integrál druhého druhu
R
˚
f � d˚ definu-

jeme jako Z
G

˝
f .˚.t//;

@˚

@t1
.t/ � � � � �

@˚

@tn�1

.t/
˛
dt;

pokud tento integrál konverguje.

14.4.7. Příklad. Ukažte, že množina P D fx 2 R2I x ¤ 0g není hvězdicovitá
a nalezněte vektorového pole na P , které má nulovou rotaci, ale není potenciální.

Řešení. Nejznámějším příkladem je pole

f .x/ D

�
�x2

jxj2
;
x1

jxj2

�
:

Lokálně se potenciály k f nalézt dají, například u.x1; x2/ D arctg.x2=x1/ na mno-
žině fx 2 R2I x1 > 0g. |

14.5. Teoretické příklady k plošnému a křivkovému integrálu

14.5.1. Příklad. Nechť k; n 2 N, k � n. Nechť M � Rn je k-rozměrná plocha
a ' W G ! M je prosté a regulární. Ukažte, že potom je ' otevřené zobrazení.

Řešení. |
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14.5.2. Příklad. Úloha na předpoklady v Gaussově větě.

Řešení. |

Integrály typu (??) se hojně vyskytují ve fyzice, mají např. význam toku plo-
chou.

14.5.3 (zápis plošného integrálu druhého druhu pomocí diferenciálů). (a) Jestliže
n D 2, je ˚ zobecněná křivka a integrál uvedený výše lze přepsat ve tvaruZ

˚

f � dS D

Z
˚

f1 dx2 � f2 dx1:

Zde velikost symbolu S v diferenciálu hraje významnou roli. Musíme striktně roz-
lišovat mezi integrálem

R
˚
f � dS a integrálemZ
˚

f � ds D

Z
˚

f1 dx1 C f2 dx2:

(b) Jestliže n D 3, pak pro dvourozměrnouparametrickou plochu˚ D .˚1; ˚2; ˚3/ W G !

R3, skalární pole u a dvojici indexů .i; j / 2 f1; 2; 3g2 definujemeZ
˚

udxi dxj D

Z
G

u.˚.t//det
�
r˚i ;r j̊

�
dt

Všimněme si, že takový integrál závisí znaménkem na pořadí diferenciálů a pro
i D j je nulový! Pak lze psátZ

˚

f � dS D

Z
˚

f1 dx2 dx3 � f2 dx1 dx3 C f3 dx1 dx2:

(c) Podobně lze zapisovat různé integrály ve vyšších dimenzích, a nejen pro plochy
dimenze či kodimenze jedna. Je-li ˚ W G ! Rn k-rozměrná parametrická plocha,
u W ˚.G/ ! R skalární funkce a ˛ D .˛1; : : : ; ˛k/ je uspořádaná k-tice indexů, pak
definujeme Z

˚

u.x/ dx˛1
: : : dx˛k

D

Z
G

u.˚.t//det
�@˚˛i

@tj

�k
i;jD1

dt:

14.5.4. Příklad. nechť .�; �/ je orientovaná plocha kodimenze 1. Ukažte, že pak
.�;��/ je také orientovaná plocha kodimenze 1. Dále ukažte, že souvislé plochy
kodimenze 1 se dají orientovat nejvýše dvěma způsoby.

Řešení. |

14.5.5. Poznámka. Nechť � je plocha kodimenze 1 a ´ 2 � . Potom existuje okolí
U bodu ´ a spojitě diferencovatelná funkce g W U ! R tak, že g0 ¤ 0 na U a

U \ � D fx 2 U W g.x/ D 0g:
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Nechť existuje globální parametrizace˚ W G ! � plochy U \� . Potom zderivová-
ním identity gı˚ D 0 dostaneme, že vektorrg.˚.t// je kolmý na všechny parciální
derivace ˚ v bodě t , t 2 G. Tedy rg.˚.t// je reálný násobek J˚.t/. Položíme-li

�.x/ D
rg.x/

jrg.x/j
; x 2 � \ U;

pak .� \ U; �/ je orientovaná plocha kodimenze 1.

14.5.6. Definice (plošný integrál druhého druhu přes orientovanou plochu kodi-
menze 1). Nechť .�; �/ je orientovaná plocha kodimenze 1 v Rn a f W � ! Rn je
vektorové pole. Definujeme Z

�

f � dS D

Z
˚

f � dS;

kde ˚ W G ! � je kladná zobecněná parametrizace � .

14.5.7. Věta (vztah mezi plošným integrálem prvého a druhého druhu). Nechť
.�; �/ je orientovaná plocha kodimenze 1 v Rn a f W � ! Rn je vektorové pole.
Potom Z

�

f � dS D

Z
�

f � � dS;

pokud aspoň jeden z integrálů má smysl.

Důkaz. Vzorec dostaneme z definic a výpočtu (??). �

14.5.8. Příklad. Uvažujme sférické souřadnice. Zobecněná parametrizace je klad-
ná pro .S; �/ když

�.x; y; ´/ D Œx; y; ´�; Œx; y; ´� 2 �:

Vektorový jakobián v bodě .˛; 
/ je˙
@x
@˛

@y
@˛

@´
@˛

�

�

˙
@x
@


@y
@


@´
@


�

D

˙
� cos 
 sin˛

cos 
 cos˛

0

�

�

˙
� sin 
 cos˛

� sin 
 sin˛

cos 


�

D cos 


˙
cos 
 cos˛

cos 
 sin˛

sin 


�

:

Přesvědčili jsme se, že vektorový jakobián je kladný násobek normály, test orientace
prošel. Kdybychom zaměnili pořadí proměnných na .
; ˛/ parametrizace by byla
záporná.

14.5.9. Příklad. Dokažte, že každá 1-plocha je orientovatelná.

Návod. Naznačíme hlavní myšlenky důkazu. Nechť � � Rn je 1-plocha. Nejprve
jako v důkazu Věty ?? vytvoříme systém lokálních parametrizací tak, aby parame-
trizované části pokrývaly � a referenční obory byly intervaly. Z tohoto pokrytí vy-
bereme spočetné a lokálně konečné, máme konečnou či nekonečnou posloupnost
.fj /j , fj W Gj ! � . Vytvoříme diskrétní množinu bodůA tak, že v každém průniku
fi .Gi / \ fj .Gj / zvolíme tři body, pokud je tento průnik neprázdný. Na množině
A uvažujeme graf: řekneme, že a sousedí s b, pokud existuje lokální parametrizace
f W G ! � a ˛; ˇ 2 G takové, že .˛; ˇ/ � G, f .˛/ D a, f .ˇ/ D b a žádný bod



14.6. POČETNÍ PŘÍKLADY 865

z intervalu .˛; ˇ/ se nezobrazí do A. Lze dokázat, že každý bod množiny A má
právě dva sousedy. Nyní přichází ke slovu kombinatorika, množina A se rozloží na
cykly a řetězce, přičemž řetězce jsou z obou stran neomezené. Na každém cyklu či
a řetězci se zvolí směr probíhání a s jeho pomocí se vytvoří orientace na � . |

14.5.10. Příklad. Dokažte, že každou souvislou 1-plochu � je možné orientovat
jen dvěma způsoby.

Řešení. Nechť � a D Q� jsou orientace � . Zvolíme bod ´ 2 � a uvažujeme lokální
parametrizace ˚ W G ! � , 	 W H ! � a body s0 2 G, t0 2 H tak, že ´ D ˚.s0/ D

	.t0/, přičemž �˚ .´/ D �.´/ a �	 .´/ D Q�.´/. Podobně jako v důkazu Věty ??
najdeme okolí G0 bodu s0 a regulární funkci � W G0 ! H tak, že �.s0/ D t0 a ˚ D

	 ı � na G0. Potom ˚ 0.s0/ D 	 0.t0/�
0.s0/, a tudíž

Q�.´/ D

(
�.´/; pokud � 0.s0/ > 0;

��.´/; pokud � 0.s0/ < 0:

Množina všech bodů, kde � D Q�, resp. � D � Q� je otevřená i uzavřená v � , tedy ze
souvislosti dostaneme tvrzení. |

14.6. Početní příklady

14.6.1. Příklad. Ukažte, že množina D D fx 2 R2I x2 ¤ 0 _ x1 > 0g je hvězdico-
vitá, ale není konvexní.

Řešení. |

14.6.2. Poznámka. Sehranost orientací pro Greenovu a Stokesovu větu se heu-
risticky kontroluje pomocí názorných pomůcek. Kladná parametrizace regulární
části hranice otevřenémnožiny˝ � R2 je “křivka”, která obíhá G proti směru hodi-
nových ručiček. Kladná parametrizace regulární části relativní hranice 2-rozměrné
plochy G � R3 orientované pomocí normály se pozná podle pravidla pravé ruky:
směřuje-li palec ve směru normály příslušné G , pak zakřivené prsty ukazují směr
obíhání “křivky”, která parametrizuje regulární část hranice. Zde používáme kon-
venci, že osa x směřuje doprava, osa y dozadu a osa ´ nahoru. Tyto pomůcky ne-
můžou nahradit výpočet, ale mohou nám naznačit, zda jsme při výpočtu neudělali
numerickou chybu.

14.6.3. Poznámka. Je-li ˚ W G ! Rn plocha, o níž chceme rozhodnout, zda ohra-
ničuje množinu nebo zda je kladnou lokální parametrizací plochy, pak platí, že po-
kudG je souvislá (např. interval), stačí provést test orientace v jednom bodě. V ně-
kterých následujících cvičeních budeme ze cvičných důvodů ověřovat znaménko
ve všech bodech. Samostatně zkontrolujte, zda nalezené parametrizace jsou prostá
regulární zobrazení do dané množiny a nepokrytá čast je nulová.
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14.6.4. Poznámka. Pokud nám test orientace dá, že nalezená parametrizace je
záporná, nezoufejme. Kladnou parametrizaci lze vyrobit prohozením pořadí pro-
měnných (u plochy) nebo záměnou proměnných s D �t (u křivky). Také můžeme
příklad dopočítat a u výsledku otočit znaménko.

14.6.5. Příklad. Nechť 0 < r < R aM D f.
p
x2 C y2 � R/2 C ´2 D r2g. Najděte

zobecněnou parametrizaci a rozhodněte o znaménku, víte-li, že kladná jednotková
normála v bodě ŒRC r; 0; 0� je Œ1; 0; 0�.

Řešení. Použijeme-li válcové souřadnice ˚ :

x D N% cos N̨ ;

y D N% sin N̨ ;

´ D Ń ;

Œ N%; N̨ ; Ń � 2 .0;1/ � .��; �/ � R;

rovnice se nám převede na
. N% �R/2 C Ń

2
D r2:

Tuto plochu můžeme parametrizovat posunutými polárními souřadnicemi  :

N% D RC r cosˇ;
Ń D r sinˇ;
N̨ D ˛;

Œ˛; ˇ� 2 .��; �/2;

takže složením parametrizací ˚ ı  dostáváme ˚ :

x D .RC r cosˇ/ cos˛;
y D .RC r cosˇ/ sin˛;
´ D r sinˇ;

Œ˛; ˇ� 2 .��; �/2:

Znaménko parametrizace určíme z pravidla, že vektorový jakobián kladné para-
metrizace v Œ˛; ˇ� je kladným násobkem jednotkové normály v ˚.˛; ˇ/. Stačí tedy
kontrolovat x-ovou souřadnici J˚.˛; ˇ/, a to je

@.y; ´/

@.˛; ˇ/
.˛; ˇ/ D det

�
.RC r cosˇ/ cos˛; �r sinˇ sin˛

0; r cosˇ

�
:

Jelikož náš bod ŒRC r; 0; 0� je ˚.0; 0/, počítáme

@.y; ´/

@.˛; ˇ/
.0; 0/ D det

�
RC r; 0

0; r

�
D r.RC r/ > 0:

Tedy nalezená parametrizace je kladná. �

14.6.6. Příklad. Nechť G D fŒx; y; ´� W x2 C y2 C ´2 D 1g a �.x; y; ´/ D Œx; y; ´�,
Œx; y; ´� 2 G . Spočtěte

R
G
x dy d´.
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Řešení. Použijeme-li sférické souřadnice

x D Nr cos N
 cos N̨ ;

y D Nr cos N
 sin N̨ ;

´ D Nr sin N
;

Œ Nr; N̨ ; N
� 2 .0;1/ � .��; �/ � .�
�

2
;
�

2
/;

dostaneme z rovnice g D 0 podmínku Nr D 1. Tedy zvolíme zobecněnou paramet-
rizaci ˚ ,

x D cos 
 cos˛;
y D cos 
 sin˛;
´ D sin 
;

Œ˛; 
� 2 G WD .��; �/ � .�
�

2
;
�

2
/:

Potom
G n ˚.G/ D G \ fx < 0g \ fy D 0g;

což je 2-nulová množina. Pro Œx; y; ´� D ˚.˛; 
/ máme

rg.x; y; ´/ D Œ2x; 2y; 2´� D Œ2 cos 
 cos˛; 2 cos 
 sin˛; 2 sin 
�:

Počítejme

@˚

@˛
�
@˚

@

D

˙
� cos 
 sin˛

cos 
 cos˛

0

�

�

˙
� sin 
 cos˛

� sin 
 sin˛

cos 


�

D

˙
cos2 
 cos˛

cos2 
 sin˛

cos 
 sin 


�

;

takže �@˚
@˛

�
@˚

@


�
.˛; 
/ je kladný násobek rg.˚.˛; 
//:

Test orientace prošel, parametrizace je kladná.Z
G

x dy d´ D

Z
G

cos 
 cos˛
@.cos 
 sin˛; sin 
/

@.˛; 
/
d˛ d


D

Z �=2

��=2

�Z �

��

cos3 
 cos2 ˛ d˛
�
d
 D

4

3
� :

�

14.6.7. Příklad. Nechť G D fŒx; y; ´� W x2 C y2 C ´2 D 1 a �.x; y; ´/ D Œx; y; ´�,
Œx; y; ´� 2 G . Nechť h.x; y; ´/ D

p
3
2

� x. Nechť ˝ D fŒx; y; ´� 2 G W h.x/ < 0g.
Najděte zobecněnou křivku, která je kladnou parametrizací @˝.

Řešení. Plocha G je daná implicitně rovnicí g D x2Cy2C´2�1 D 0, rozhraničující
funkce je h. Hledaná křivka má parametrizovat plochu g D h D 0. Použijeme-li
válcové souřadnice

x D Nx;

y D N% cos N̨ ;

´ D N% sin N̨ ;

Œ N%; N̨ ; Nx� 2 .0;1/ � .��; �/ � R;
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vyjádříme danou soustavu rovnic jako

Nx2 C N%2 D 1;

Nx D

p
3

2
:

Odtud dostaneme zobecněnou parametrizaci ˚ :

x D

p
3

2
;

y D
1

2
cos˛;

´ D
1

2
sin˛;

˛ 2 .��; �/:

Zobecněná křivka ˚ pokrývá fg D h D 0g až na bod Œ
p
3
2
;�1

2
; 0�. Máme

rg D Œ2x; 2y; 2´� D Œ
p
3; cos˛; sin˛�; rh D Œ�1; 0; 0�; ˚ 0

D Œ0;�
1

2
sin˛;

1

2
cos˛�:

Počítejme

�.x; y; ´/ � rh.x; y; ´/ D

˙
x

y

´

�

�

˙
�1

0

0

�

D

˙
0

�´

y

�

;

tedy ˚ 0.˛/ D �.˚.˛// � rh.˚.˛// Test orientace prošel, takže nalezená parametri-
zace je kladná. �

14.6.8. Příklad. Nechť a; b 2 Rn. Spočtěte H1-míru úsečky spojující body a; b.

Řešení. ka � bk |

14.6.9. Příklad. Spočtěte H1-míru množiny C D fŒ3t; 3t2; 2t3�I t 2 Œ0; 1�g.

Řešení. 5 |

14.6.10. Příklad. Spočtěte H1-míru množiny

M D

n
Œx; y� 2 R2I x2 C y2 D

�
1C

xp
x2Cy2

�2o
:

Řešení. 8 |

14.6.11. Příklad. Spočtěte obsah sféry v R3 o poloměru 1.

Řešení. 4� |

14.6.12. Příklad. Nechť k; n 2 N; k � n. Ukažte, že vektory u1; : : : ; uk 2 Rn jsou
lineárně nezávislé právě tehdy, když volŒu1; : : : ; uk � ¤ 0.

14.6.13. Příklad. Spočtěte obsah části povrchu rotačního hyperboloidu

M D fŒx; y; ´� 2 R3I ´ D xy; x2 C y2 � 1g:
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Řešení. 2�
3
.
p
8 � 1/ |

14.6.14. Příklad. Vypočtěte integrál
R
C
.xCy/dH1, kde C je obvod trojúhelníka

s vrcholy Œ0; 0�; Œ0; 1�; Œ1; 0�.

Řešení. 1C
p
2 |

14.6.15. Příklad. Vypočtěte integrál
R
C
y2 dH1, kde C je oblouk cykloidy x D

a.t � sin t /; y D a.1 � cos t/; t 2 Œ0; 2��; a > 0.

Řešení. 256
15
a3 |

14.6.16. Příklad. Spočtěte integrál
R
C

p
x2 C y2 dH1, kde C je kružnice se stře-

dem v bodě Œ1
2
; 0� a poloměru 1

2
.

Řešení. 2 |

14.6.17. Příklad. Spočtěte křivkový integrál
R
C
.x2 C y2 C ´2/dH1, kde C je ob-

louk šroubovice, zadaný parametricky x D a cos t , y D a sin t , ´ D bt , t 2 Œ0; 2��.

Řešení. .2�a2 C
1
3
.2�/3b2/

p
a2 C b2 |

14.6.18. Příklad. Nechť f W Œa; b� ! R je kladná funkce třídy C1 aM D fŒx; y; ´� 2

R3I
p
y2 C ´2 D f .x/g: Potom H2.M/ D 2�

R b
a
f .x/

p
1C f 0.x/2 dx.

14.6.19. Příklad. Ukažte, že f0g � .0; 1/2 � R3 je 2-plocha.

14.6.20. Příklad. Ukažte, že fx 2 RnI kxk D 1g je .n � 1/-plocha.

14.6.21. Příklad. Nechť H � Rn je otevřená množina, F W H ! Rn�k (k < n) je
třídy C1 naH a rankF 0.x/ D n�k pro každé x 2 H . Je-liM D fx 2 RnI F.x/ D 0g

neprázdná, potom jeM k-plocha.

14.6.22. Příklad. NechťM � Rn je kompaktní k-plocha. Dokažte, že potom 0 <

Hk.M/ < 1.

14.6.23. Příklad. Dokažte, že v Rn platí �n
�
B.0; 1/

�
D nHn�1

�
H.B.0; 1//

�
.

14.6.24. Příklad. Pomocí Greenovy věty spočtěte křivkový integrálZ
C

xy2 dy � x2y dx;

kde C je kladně orientovaná kružnice o středu v počátku a poloměru a > 0.

Řešení. 1
2
�a4 |

14.6.25. Příklad. Pomocí Greenovy věty spočtěte křivkový integrálZ
C

.x C y/dx � .x � y/dy;

kde C je elipsa
˚
Œx; y� 2 R2I x2

a2 C
y2

b2 D 1
	
orientovaná v kladném smyslu.
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Řešení. �2�ab |

14.6.26. Příklad. Pomocí Greenovy věty spočtěte křivkový integrálZ
C

ex.1 � cosy/dx � ex.y � siny/dy;

kde C je křivka s kladnou orientací, která vymezuje množinu 0 < x < �; 0 < y <

sin x.

Řešení. �
1
5
.e� � 1/ |

14.6.27. Příklad. (Steinerova hypocykloida) Uvažujme křivku '.t/ D Œ2 cos t C

cos 2t; 2 sin t � sin 2t�; t 2 Œ0; 2��. Ukažte, že se jedná o jednoduchou uzavřenou
po částech regulární křivku a spočtěte obsah množiny ohraničené touto křivkou.

Řešení. 2� |

14.6.28. Příklad. Užitím Stokesovy věty vypočtěteZ
C

.y C ´/dx C .´C x/dy C .x C y/d´;

kde
C D fŒa sin2 t; 2a sin t cos t; a cos2 t �; t 2 Œ0; ��g; a > 0;

a C je orientovaná ve směru růstu parametru t .

Řešení. 0 |

14.6.29. Příklad. Spočtěte tok vektorového pole F.x; y; ´/ D Œy � ´; ´ � x; x � y�

kuželovou plochou

M D fŒx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 D ´2; ´ 2 Œ0; h�g;

která je orientována vnější normálou.

Řešení. 0 |

14.6.30. Příklad. Užitím Stokesovy věty vypočtěte integrálZ
C

y dx C ´dy C x d´;

kde kružnice

C D fŒx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C ´2 D a2; x C y C ´ D 0g

je orientovaná proti směru hodinových ručiček při pohledu z kladné části osy x.

Řešení. ��a2
p
3 |
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14.6.31. Příklad. Užitím Stokesovy věty vypočtěte integrálZ
C

.y2 C ´2/dx C .x2 C ´2/dy C .x2 C y2/d´;

kde

C D fŒx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C ´2 D 2Rx; x2 C y2 D 2rx; 0 < r < R; ´ > 0g;

a kterou orientujeme tak, že menší část sférické plochy fŒx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 C

´2 D 2Rxg, kterou tato křivka vymezuje, zůstává „po levé ruce stojíme-li na vnější
straně sféry“.

Řešení. 2�Rr2 |

14.6.32. Příklad. Spočtěte tok vektorového pole F.x; y; ´/ D .´; 0; x2/ ve směru
osy ´ parabolickou plochu

M D fŒx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 D ´; x; y 2 Œ�1; 1�g:

Řešení. 4
3

|

14.6.33. Příklad. Užitím Stokesovy věty vypočtěteZ
C

.y � ´/dx C .´ � x/dy C .x � y/d´;

kde 1-plocha

C D fŒx; y; ´� 2 R3I x2 C y2 D a2;
x

a
C
´

h
D 1g; a > 0; h > 0;

je orientovaná proti směru hodinových ručiček vzhledem ke kladné části osy.

Řešení. �2�a.aC h/ |

14.6.34. Příklad. Užitím Stokesovy věty vypočtěte integrálZ
C

y2´2 dx C x2´2 dy C x2y2 d´;

kde 1-plocha

C D fŒa cos t; a cos 2t; a cos 3t� 2 R3I t 2 Œ0; 2��g

je orientována ve směru růstu parametru t .

Řešení. 0 |





KAPITOLA 15

Absolutně spojité funkce a funkce s konečnou
variací

15.1. Přehled výsledků z teorie míry a integrálu

15.2. Derivace monotónní funkce

15.2.1. Definice. Nechť I je soubor nedegenerovaných intervalů v R a A � R.
Řekneme, že I pokrývá ve Vitaliově smyslu, pokud platí:

8" 2 R; " > 0 8x 2 A 9I 2 I W x 2 I ^ jI j < ":

15.2.2. Věta (Vitali). Nechť A � R je množina konečné vnější míry a I je soubor
nedegenerovaných intervalů pokrývající A ve Vitaliově smyslu. Pak pro každé " 2

R, " > 0, existuje disjunktní konečná množina fI1; : : : ; Ing � I taková, že

��

0@A n

n[
jD1

Ij

1A < ":
Důkaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že intervaly v I jsou uzavřené.
(V obecném případě bychom nahradili intervaly jejich uzávěry a použili pozoro-
vání, že koncové body intervalu mají míru 0.) Zvolme otevřenou množinu G � A

konečné míry. Protože je I vitaliovské pokrytí, můžeme předpokládat, že
S

I � G.
Mějme " 2 .0;1/ dáno.

Konstruujme nyní induktivně posloupnost fIng. V prvním kroku vezměme li-
bovolný interval I1 2 I. Mějme nyní disjunktní intervaly fI1; : : : ; Ij g vybrány. Po-
kud A �

Sj
iD1 Ii , konstrukci ukončíme. Jinak položme

sj D supfjI jI I 2 I; I \

j[
iD1

Ii D ;g:

Všimněme si, že sj je dobře definováno, jelikož existuje x 2 A n
Sj
iD1 Ii . Pro-

tože
Sj
iD1 Ii ke kompaktní množina a I je vitaliovské pokrytí, existuje I 2 I

obsahující x neprotínající
Sj
iD1 Ii . Tedy je množina intervalů z I neprotínajícíSj

iD1 Ii neprázdná. Proto sj je kladné číslo. Dále platí pro každé I 2 I odhad

873
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jI j � �.G/ < 1, a tedy sj � �G < 1. Zvolme nyní IjC1 disjunktní s
Sj
iD1 Ii

takové, že jIjC1j >
1
2
sj . Tím je konstrukce ukončena.

Tím jsem zkonstruovali disjunktní posloupnost intervalů fIj g v G, a tedy

1X
jD1

jIj j � �.G/ < 1:

Zvolme n 2 N takové, že
1X

jDnC1

jIj j <
"

5

Nyní již stačí jen dokázat, že ��.A n
Sn
jD1 Ij / < ".

Nechť x je libovolný prvekAn
Sn
jD1 Ij . Protože je

Sn
jD1 Ij kompaktní množina

a I je vitaliovské pokrytí, existuje I 2 I obsahující x a splňující I \
Sn
jD1 Ij D ;.

Je-li k 2 N a I \
Sk
jD1 Ij D ;, z volby intervalu IkC1 plyne, že

jI j � sk < 2jIkC1j:

Protože limk jIkC1j D 0, musí tedy existovat m 2 N takové, že I \ Im ¤ ;.
Nechť k 2 N je první index splňující I \ Ik ¤ ;. Pak

k > n a jI j � sk�1 � 2jIkj:

Zvolme y 2 I \ Ik a označme střed intervalu Ik jako Qy. Pak

jx � Qyj � jx � yj C jy � Qyj � jI j C
1

2
jIkj �

5

2
jIkj: (15.1)

Označíme-li tedy

Jk D Œ Qy �
5

2
jIkj; Qy C

5

2
jIkj�;

máme díky (15.1) x 2 Jk.
Jelikož x 2 A n

Sn
jD1 Ij bylo libovolné, dokázali jsme, že

A n

n[
jD1

Ij �

1[
kDnC1

Jk :

Tedy

��

0@A n

n[
jD1

Ij

1A �

1X
kDnC1

jJkj D 5

1X
kDnC1

jIkj < ":

Tím je důkaz dokončen. �
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15.2.3. Definice. Nechť f je reálná funkce a a 2 R. Položme

DCf .a/ D lim sup
h!0C

1

h
.f .aC h/ � f .a//;

D�f .a/ D lim sup
h!0C

1

h
.f .a/ � f .a � h//;

DCf .a/ D lim inf
h!0C

1

h
.f .aC h/ � f .a//;

D�f .a/ D lim inf
h!0C

1

h
.f .a/ � f .a � h//:

Tato čísla nazýváme horní a dolní derivovaná čísla.

15.2.4. Zřejmě platí

DCf .a/ � DCf .a/ a D�f .a/ � D�f .a/:

Dále DCf .a/ D DCf .a/ právě tehdy, když f 0
C.a/ existuje. Obdobně platí, že

D�f .a/ D D�f .a/ právě tehdy, když f 0
�.a/ existuje. Dále jsou všechna čtyři čísla

rovna právě tehdy, když existuje f 0.a/ (vlastní či nevlastní).

15.2.5. Věta. Nechť f je neklesající reálná funkce na intervalu Œa; b�. Pak

(a) f je měřitelná,
(b) f 0.x/ existuje vlastní pro skoro všechny body x 2 Œa; b�,
(c) f 0 je měřitelná,
(d)

R b
a
f 0.x/dx � f .b/ � f .a/.

Důkaz. (a) Zvolme libovolné c 2 R. Díky monotonii f je pak množina

fx 2 Œa; b�I f .x/ > cg

interval, tedy měřitelná. Proto je f měřitelná.
(b) Ukažme, že množina bodů, kde se nějaká derivovaná čísla liší, má míru

0. Ukažme toto pro případ A D fx 2 Œa; b�I ;DCf .x/ > D�f .x/g, u zbývajících
množin lze postupovat analogicky. Rozložme množinu A jako A D

S
p;q2QAp;q ,

kde

Ap;q D fx 2 Œa; b�I DCf .x/ > p > q > D�f .x/g; p; q 2 Q:

Díky spočetnostimnožinyQ�Q tedy stačí dokázat ��.Ap;q/ D 0pro každou dvojici
racionálních čísel p > q.

Položme s D ��.Ap;q/. Nechť " 2 .0;1/ je libovolné pevné. Zvolme otevřenou
množinu G � Ap;q splňující �.G/ < s C ". Pro každé x 2 Ap;q existuje libovolně
malý interval tvaru Œx � h; x� � G takový, že

f .x/ � f .x � h/ < qh:
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DíkyVětě 15.2.2 vybereme konečněmnoho takovýchto disjunktních intervalů fI1; : : : ; Ing

takových, že

��

 
Ap;q n

n[
iD1

Int.Ii /

!
< ":

Označíme-li tedy

B D Ap;q \

n[
iD1

Int.Ii /;

máme ��.B/ > s � ". Pak platí
nX
iD1

.f .xi / � f .xi � hi // < q

nX
iD1

hi � q�.G/ < q.s C "/: (15.2)

Pro každý bod y množiny B lze najít libovolně malý interval tvaru Œy; y C k�

takový, že je obsažen v nějakém Ij a f .y C k/ � f .y/ > pk. Opět použijeme
Věty 15.2.2 a vybereme konečně mnoho disjunktních intervalů fJ1; : : : ; Jmg výše
uvedeného typu tak, že B\

Sm
jD1 Jj má vnější míru větší než s�2". Pak dostaneme

mX
jD1

.f .yj C kj / � f .yj // > p

mX
jD1

kj > p.s � 2"/: (15.3)

Vezměmenyní pevný interval Ii a uvažujme všechny indexyF D fj 2 f1; : : : ; mgI Jj �

Iig. Protože f je neklesající a intervaly Jj jsou disjunktní, dostávámeX
j2F

.f .yj C kj / � f .yj // � f .xi / � f .xi � hi /:

Proto platí
mX
jD1

.f .yj C kj / � f .yj // �

nX
iD1

.f .xi / � f .xi � hi //:

Z (15.2) a (15.3) pak obdržíme

p.s � 2"/ <

mX
jD1

.f .yj C kj / � f .yj // �

nX
iD1

.f .xi / � f .xi � hi // < q.s C "/:

Tedy
p.s � 2"/ < q.s C "/

pro libovolné " 2 .0;1/. Proto ps � qs. Protože p > q, nutně s D 0. Tím je
ukázáno, že ��.Ap;q/ D �.Ap;q// D 0, tedy i �.A/ D 0. Proto je f diferencovatelná
skoro všude. Z bodu (c) pak vyplyne, že f 0 je vlastní skoro všude.

(c) a (d) Rozšiřme definici funkce f za bod b pomocí f .x/ D f .b/, x � b.
Definujme funkci

g.x/ D lim
h!0

1

h
.f .x C h/ � f .x//
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pro ta x, kde limita existuje. Dle (b) je funkce g definována pro skoro všechna x 2

Œa; b� a zřejmě platí, že f 0.x/ je vlastní v těch bodech, kde g je konečná. Položme

gn.x/ D n.f .x C
1

n
/ � f .x//; x 2 Œa; b�; n 2 N:

Díky bodu (a) jsou gn měřitelné a podle (b) konvergují bodově skoro všude ke g.
Tedy je g skoro všude definovaná měřitelná funkce.

Zjevně je g skoro všude nezáporná. Z Fatouova lemmatu tedy dostávámeZ b

a

g.x/dx D

Z b

a

lim infgn.x/dx � lim inf
Z b

a

gn.x/dx

D lim infn
Z b

a

.f .x C
1

n
/ � f .x//dx

D lim inf

 
n

Z bC 1
n

b

f .x/dx � n

Z aC 1
n

a

f .x/dx

!

D lim inf

 
f .b/ � n

Z aC 1
n

a

f .x/dx

!
� f .b/ � f .a/:

Tedy g je integrovatelná, a proto konečná ve skoro všech bodech. Tedy f 0.x/ exis-
tuje vlastní ve skoro všech bodech a g D f 0 skoro všude. Proto je f 0 měřitelná
a platí

R b
a
f 0.x/dx � f .b/ � f .a/. �

15.3. Funkce s konečnou variací

15.3.1. Definice. Nechť f je reálná funkce na intervalu Œa; b�. Pro každé dělení
D D fxig

n
iD0 intervalu Œa; b� položme

pD D

nX
iD1

Œf .xi / � f .xi�1/�
C;

nD D

nX
iD1

Œf .xi / � f .xi�1/�
�;

vD D nD C pD D

nX
iD1

jf .xi / � f .xi�1/j:

Dále definujme
P.f I a; b/ D supfpDI D dělení Œa; b�g;
N.f I a; b/ D supfnDI D dělení Œa; b�g;
V .f I a; b/ D supfvDI D dělení Œa; b�g:
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Čísla P.f I a; b/; N.f I a; b/; V .f; a; b/ nazveme po řadě pozitivní, negativní a to-
tální variací funkce f na intervalu Œa; b�. Je-li V.f I a; b/ < 1, řekneme, že f je
konečné variace na Œa; b�.

15.3.2. Zřejmě pro dělení D D fxig
n
iD0 platí

pD � nD D

nX
iD1

Œf .xi / � f .xi�1/�
C

�

nX
iD1

Œf .xi / � f .xi�1/�
�

D

nX
iD1

�
Œf .xi / � f .xi�1/�

C
� Œf .xi / � f .xi�1/�

�
�

D

nX
iD1

Œf .xi / � f .xi�1/�

D f .b/ � f .a/:

Dále máme
V.f I a; b/ � P.f I a; b/CN.f I a; b/

a
maxP.f I a; b/; N.f I a; b/ � V.f I a; b/:

15.3.3. Věta. Je-li f konečné variace na Œa; b�, platí

V.f I a; b/ D P.f I a; b/CN.f I a; b/

a
f .b/ � f .a/ D P.f I a; b/ �N.f I a; b/:

Důkaz. Pozitivní i negativní variace f jsou konečné díky předpokladu a 15.3.2. Pro
každé dělení D intervalu Œa; b� máme

pD D nD C f .b/ � f .a/: (15.4)

Tedy pro každé dělení D platí

P.f I a; b/ � pD D nD C f .b/ � f .a/:

Vezmeme-li supremum pravé strany přes všechna dělení D, dostaneme

P.f I a; b/ � N.f I a; b/C f .b/ � f .a/:

Dále máme z (15.4) pro každé dělení odhad

pD D nD C f .b/ � f .a/ � N.f I a; b/C f .b/ � f .a/:

Přechodem k supremu na levé straně obdržíme

P.f I a; b/ � N.f I a; b/C f .b/ � f .a/:

Tedy platí druhý požadovaný vzorec.
Dále máme pro každé dělení D rovnost

vD D pD C nD D pD C pD � .f .b/ � f .a//:
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Obdobně jako výše obdržíme

V.f I a; b/ D 2P.f I a; b/ � .f .b/ � f .a// D P.f I a; b/CN.f I a; b/:

�

15.3.4. Věta. Nechť f je reálná funkce na intervalu Œa; b�. Pak f je konečné variace
na Œa; b� právě tehdy, když je f rozdílem dvou neklesajících funkcí na Œa; b�.

Důkaz. Nechť f je konečné variace. Položme

g.x/ D P.f I a; x/; h.x/ D N.f I a; x/; x 2 Œa; b�:

Protože pro x 2 Œa; b� máme

0 � P.f I a; x/ � V.f I a; x/ � V.f I a; b/ < 1 a
0 � N.f I a; x/ � V.f I a; x/ � V.f I a; b/ < 1;

g; h jsou reálné funkce na Œa; b�. Zjevně jsou neklesající. Dle Věty 15.3.3 platí

f .x/ D g.x/ � h.x/C f .a/ D g.x/ � .h.x/ � f .a//; x 2 Œa; b�:

Tedy f je rozdílem dvou neklesajících funkcí g a h � f .a/.
Obráceně, nechť f D g � h, kde g; h jsou neklesající. Pak pro každé dělení

D D fxig
n
iD0 máme
nX
iD1

jf .xi / � f .xi�1/j �

nX
iD1

jg.xi / � g.xi�1/j C

nX
iD1

jh.xi / � h.xi�1/j

D

nX
iD1

.g.xi / � g.xi�1//C

nX
iD1

.h.xi / � h.xi�1//

D g.b/ � g.a/C h.b/ � h.a/:

Tedy V.f I a; b/ < 1. �

15.3.5. Důsledek. Nechť f je funkce konečné variace na Œa; b�. Pak má vlastní in-
tegrovatelnou derivaci ve skoro všech bodech.

Důkaz. Rozložme f jako f D g�h, kde g; h jsou neklesající funkce. Dle Věty 15.2.5
existují množiny Ng a Nh nulové míry takové, že g0.x/ existuje vlastní pro x mimo
Ng a h0.x/ existuje vlastní pro x mimo Nh. Navíc jsou g0 a h0 integrovatelné. Pak
f 0.x/ D g0.x/� h0.x/ je vlastní pro body mimo nulovou množinu Ng [Nh a navíc
je f 0 integrovatelná. �

15.4. Absolutně spojité funkce

15.4.1.Definice. Reálná funkce f W Œa; b� ! R se nazývá absolutně spojitá, pokud
platí následující podmínka: Pro každé " 2 R, " > 0, existuje ı 2 R, ı > 0 takové,
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že pro každý soubor f.xi ; yi /g
n
iD1 disjunktních intervalů v Œa; b� splňujících

nX
iD1

.yi � xi / < ı

platí
nX
iD1

jf .xi / � f .yi /j < ":

15.4.2. Je snadné si rozmyslet, že absolutně spojité funkce tvoří algebru.

15.4.3. Věta. Absolutně spojitá funkce na Œa; b� je stejnoměrně spojitá a konečné
variace.

Důkaz. Nechť f je absolutně spojitá funkce na Œa; b�. Pak je okamžitě z definice
patrné, že je stejnoměrně spojitá

Pro důkaz její konečné variace zvolme " D 1 a k němu nalezneme odpovídající
ı 2 R, ı > 0, z definice absolutní spojitosti. Vezměme libovolné ı0 2 .0; ı/. Uva-
žujme ekvidistantní dělení D0 D fyj gKjD0 intervalu Œa; a CKı0�, kde K je přirozené
číslo splňující b�a

ı0 � K < 1C
b�a
ı0 a

yj D aC jı0; j 2 f0; : : : ; Kg:

Pak
aC .K � 1/ı0 < b � aCKı0:

Je-li aCKı > b, zaměňme bod yK D aCKı0 bodem b. Získáme tak dělení intervalu
Œa; b�, jehož norma je menší nebo rovna než ı0, a tedy menší než ı.

NechťD D fxig
n
iD0 je dané dělení Œa; b�. Vezmeme děleníD00 sestávající z bodů

D0 a D. Pak D00 D f´lg
m
lD0

je dělení, které lze rozdělit na K souborů intervalů,
z nichž každý je dělením intervalu délky ı0. Dostáváme tedy

vD D

nX
iD1

jf .xi / � f .xi�1/j �

mX
lD1

jf .´l / � f .´l�1/j � K" D K:

Tím je důkaz dokončen. �

15.4.4. Věta. Nechť f je integrovatelná reálná funkce na Œa; b�.
(a) Pak je funkce

F.x/ D

Z x

a

f .t/dt; x 2 Œa; b�;

absolutně spojitá na Œa; b�.
(b) Je-li f v c 2 Œa; b� spojitá zprava, existuje F 0

C.c/ vlastní a platí F 0
C.c/ D

f .c/. Analogicky pro derivaci zleva.

Důkaz. (a) Ukažme nejdříve absolutní spojitost. Dokažme nejprve následující fakt:

8" > 0 9ı > 0 8E � Œa; b� měřitelná; �.E/ < ı W

Z
E

jf .t/jdt < ": (15.5)
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Předpokládáme-li opak, máme " 2 .0;1/ a měřitelné množiny En � Œa; b� takové,
že �.En/ < 2�n a

R
En

jf .t/jdt � ". Položíme-li Fn D
S1

kDnEk a F D
T1

nD1 Fn,
máme

�.F / D lim
n
�.Fn/ � lim sup

n

1X
kDn

�.Ek/ � lim sup
n

2�nC1
D 0:

Na stranu druhou máme z Lebesgueovy věty

0 D

Z
F

jf .t/jdt D

Z b

a

�F .t/jf .t/jdt D

Z b

a

lim�Fn
.t/jf .t/jdt

D lim
Z b

a

�Fn
.t/jf .t/jdt D lim

Z
Fn

jf .t/jdt � ";

což je spor. Tedy (15.5) platí.
Ukažme nyní, že F je absolutně spojitá. Pro dané " 2 .0;1/ najdeme ı 2 R,

ı > 0 dle (15.5).Mějme nyní disjunktní intervaly f.xi ; yi /g
n
iD1 o úhrnné délcemenší

než ı. Pak �.
Sn
iD1.xi ; yi // < ı, a tedy

nX
iD1

jF.yi / � F.xi /j D

nX
iD1

ˇ̌̌̌Z yi

xi

f .t/dt
ˇ̌̌̌

�

nX
iD1

Z yi

xi

jf .t/j dt

D

Z
Sn

iD1.xi ;yi /

jf .t/j dt < ":

(b) Předpokládejme nyní, že f je bodě c 2 Œa; b/ spojitá zprava. Pak pro dané
" 2 .0;1/ existuje ı 2 .0;1/, že pro y 2 .c; cC ı/ platí jf .y/ � f .c/j < ". Pak tedy
máme pro h 2 .0; ı/ odhad

1

h
.F.c C h/ � F.c// � f .c/ D

1

h

 Z cCh

a

f .t/dt �

Z c

a

f .t/dt

!
� f .c/

D
1

h

 Z cCh

c

f .t/dt �

Z cCh

c

f .c/dt

!

D
1

h

Z cCh

c

.f .t/ � f .c//dt:

Tedy ˇ̌̌̌
1

h
.F.c C h/ � F.c// � f .c/

ˇ̌̌̌
�
1

h

Z cCh

c

jf .t/ � f .c/j dt

� "
1

h

Z cCh

c

1dt D ":

Tedy F 0
C.c/ D f .c/. Analogicky bychom postupovali pro derivaci zleva. �

15.4.5. Lemma. Nechť f je integrovatelná reálná funkce na Œa; b� a
R c
a
f .t/dt D 0

pro každé c 2 Œa; b�. Pak f D 0 skoro všude.
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Důkaz. Předpokládejme, že E D fx 2 Œa; b�I f .x/ > 0g je množina kladné míry.
Z regularity Lebesgueovy míry pak existuje uzavřená množina F � .a; b/ \ E

kladnémíry. Podle Věty ?? lze psát množinuG D .a; b/nF jakoG D
S1

nD1.an; bn/,
kde f.an; bn/g jsou navzájem disjunktní. Protože

0 D

Z b

a

f .t/dt D

Z
F

f .t/dt C

Z
G

f .t/dt;

platí Z
G

f .t/dt ¤ 0:

Z Lebesgueovy věty mámeZ
G

f .t/dt D

Z
S
.an;bn/

f .t/dt D

Z b

a

1X
nD1

�.an;bn/f .t/dt

D

1X
nD1

Z b

a

�.an;bn/f .t/dt D

1X
nD1

Z bn

an

f .t/dt:

Tedy alespoň jeden integrál
R bn

an
f .t/dt ¤ 0. Pak ale máme pro toto n 2 N

0 ¤

Z bn

an

f .t/dt D

Z bn

a

f .t/dt �

Z an

a

f .t/dt:

Tedy buď pro c D bn nebo pro c D an platí 0 ¤
R c
a
f .t/dt , což je spor s předpo-

kladem. Tedy �.E/ D 0.
Obdobně bychom postupovali u množiny fx 2 Œa; b�I f .x/ < 0g. �

15.4.6.Lemma. Nechť f je omezenáměřitelná funkce na Œa; b� aF.x/ D
R x
a
f .t/dt

pro x 2 Œa; b�. Pak pro skoro všechna x 2 Œa; b� platí F 0.x/ D f .x/.

Důkaz. Dle Věty 15.4.4 je F absolutně spojitá na Œa; b�. Tudíž je konečné varia-
ce (viz Věta 15.4.3), a proto má skoro všude konečnou derivaci F 0, která je inte-
grovatelná (Důsledek 15.3.5). Rozšiřme definiční obor f za bod b pomocí vzorce
f .x/ D 0, x � b, a nechť F.x/ D

R x
a
f .t/dt i pro x � b. Nechť K 2 R splňuje

jf j � K na Œa; b�. Definujme

fn.x/ D n.F.x C
1

n
/ � F.x//; x 2 .a; b/; n 2 N:

Pak

fn.x/ D n

Z xC 1
n

x

f .t/dt;

a tedy jfnj � K na Œa; b�.
Dále platí

fn ! F 0 skoro všude a limn

Z cC 1
n

c

F.x/dx D F.c/; c 2 Œa; b�;
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(viz Věta 15.4.4(b)). Z Lebesgueovy věty tedy máme pro každé c 2 Œa; b�Z c

a

F 0.x/dx D lim
Z c

a

fn.x/dx D limn

Z c

a

.F.x C
1

n
/ � F.x/dx

D limn

 Z cC 1
n

c

F.x/dx �

Z aC 1
n

a

F.x/dx

!

D F.c/ � F.a/ D F.c/ D

Z c

a

f .x/dx:

Tedy

8c 2 Œa; b� W

Z c

a

�
F 0.x/ � f .x/

�
dx D 0:

Dle Lemmatu 15.4.5 je F 0 D f skoro všude. �

15.4.7. Věta. Nechť f je integrovatelná funkce na Œa; b� a F.x/ D
R x
a
f .t/dt , x 2

Œa; b�. Pak F 0 D f skoro všude.

Důkaz. Předpokládejme nejprve, že f � 0. Pak F je neklesající funkce na Œa; b�.
Pro n 2 N položme

fn.x/ D

(
f .x/; f .x/ � n;

n; f .x/ > n:

Pak f � fn je integrovatelná nezáporná funkce. Tedy

Gn.x/ D

Z x

a

.f .t/ � fn.t//d; x 2 Œa; b�;

je neklesající funkce. Tedy má dle Věty 15.2.5 skoro všude vlastní derivaci, která
musí být nezáporná. Funkce

Hn.x/ D

Z x

a

fn.t/dt; x 2 Œa; b�; n 2 N;

splňují H 0
n D fn skoro všude podle Lemmatu 15.4.6.

Dohromady máme pro skoro všechna x 2 Œa; b�

F 0.x/ D .Gn.x/CHn.x//
0
D G0

n.x/C fn.x/ � fn.x/; n 2 N:

Protože tato nerovnost platí pro všechna n 2 N, dostáváme F 0 � f skoro všude.
Podle Věty 15.2.5 tedy máme

F.b/ � F.a/ �

Z b

a

F 0.x/dx �

Z b

a

f .x/dx D F.b/ � F.a/:

Z tohoto faktu a nezápornosti F 0 � f máme

0 �

Z b

a

�
F 0.x/ � f .x/

�
dx D 0:

Tedy F 0 D f skoro všude.
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Je-li f obecná, pišme f D f C � f � a nechť FC, F � jsou příslušné funkce
získané integrací. Pak máme skoro všude .FC/0 D f C a .F �/0 D f �. Tedy pro
skoro všechna x 2 Œa; b� platí

F 0.x/ D .FC.x/ � F �.x//0 D f C.x/ � f �.x/ D f .x/:

Tím je důkaz dokončen. �

15.4.8.Věta. Je-li f absolutně spojitá funkce na Œa; b� s derivací skoro všude rovnou
0, pak f je konstantní.

Důkaz. Mějme dáno c 2 Œa; b�. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že
c > a. Chceme ukázat, že f .a/ D f .c/. Nechť " 2 R, " > 0, je dáno. Označíme-
-li E D fx 2 .a; c/I f 0.x/ D 0g, pak �.E/ D c � a dle předpokladu. Nechť je
ı 2 .0;1/ vybrané dle definice stejnoměrné spojitosti pro ". Pro každé x 2 E

existuje libovolně malý interval tvaru Œx; x C h� obsažený v .a; c/, pro který platí
jf .x C h/ � f .x/j < "h. Z tohoto vitaliovského pokrytí vybereme díky Větě 15.2.2
konečně mnoho disjunktních intervalů fŒxi ; yi �g

n
iD1, které splňují

�.E n

n[
iD1

Œxi ; yi �/ < ı:

Předpokládejme, že máme intervaly označeny tak, že xi � xiC1 pro i 2 f1; : : : ; n�

1g. Pak platí

y0 D a � x1 < y1 � x2 < y2 � � � � � xn < yn � c D xnC1

a
nX

jD0

ˇ̌
xjC1 � yj

ˇ̌
< ı:

Z konstrukce intervalů fŒxi ; yi �g máme
nX
iD1

jf .yi / � f .xi /j �

nX
iD1

".yi � xi / � ".c � a/;

z absolutní spojitosti f pak dostáváme
nX

jD0

ˇ̌
f .xjC1/ � f .yj /

ˇ̌
< ":

Dohromady obdržíme

jf .c/ � f .a/j D

ˇ̌̌̌
ˇ̌ nX
jD0

�
f .xjC1/ � f .yj /

�
C

nX
iD1

.f .yi / � f .xi //

ˇ̌̌̌
ˇ̌ � "C ".c � a/:

Tedy f .c/ D f .a/. �

15.4.9. Věta. Nechť F je reálná funkce na Œa; b�. Pak jsou následující podmínky
ekvivalentní:

(i) F je absolutně spojitá,
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(ii) F 0 existuje vlastní skoro všude,F 0 je integrovatelná aF.x/ D
R x
a
F 0.t/dtC

F.a/ pro x 2 Œa; b�,
(iii) existuje integrovatelná f na Œa; b� taková, že F.x/ D

R x
a
f .t/dt C F.a/

pro x 2 Œa; b�.

Důkaz. (i) H) (ii) Nechť F je absolutně spojitá na Œa; b�. Pak je konečné variace
(Věta 15.4.3), a tedy má skoro všude vlastní derivaci F 0, která je integrovatelná.
(Důsledek 15.3.5). Položme G.x/ D

R x
a
F 0.t/dt . Pak G je absolutně spojitá na

Œa; b� (Věta 15.4.4), stejně jako funkce H D F � G (viz 15.4.2). Navíc je G0 D F 0

skoro všude dle Věty 15.4.7. tedy je H 0 D 0 skoro všude, což podle Věty 15.4.8
znamená, že H D c pro nějaké c 2 R. Ale

c D H.a/ D F.a/ �G.a/ D F.a/;

což znamená

F.x/ D G.x/C c D

Z x

a

F 0.t/dt C F.a/; x 2 Œa; b�:

(ii) H) (iii) je zřejmé a (iii) H) (i) plyne z Věty 15.4.4. �

15.4.10. Věta (Per partes pro absolutně spojité funkce). Nechť f; g jsou absolutně
spojité funkce na Œa; b�. Pak platíZ b

a

f .x/g0.x/dx D Œf .x/g.x/�ba �

Z b

a

f 0.x/g.x/dx:

Důkaz. Dle 15.4.2 je funkce fg absolutně spojitá.Má tedy integrovatelnou derivaci
skoro všude konečnou (Věta 15.4.9) a platí h D .fg/0 D f 0gC fg0 (Věta ??). Dále
máme dle Věty 15.4.9

f .b/g.b/ D

Z b

a

.fg/0.x/dx C f .a/g.a/: (15.6)

Vzhledemk tomu, že f je omezená spojitá a g0 integrovatelná, existuje
R b
a
f .x/g0.x/dx.

Analogicky pro
R b
a
f 0.x/g.x/dx. Tedy z (15.6) dostávámeZ b

a

f .x/g0.x/dx D .f .b/g.b/ � f .a/g.a// �

Z b

a

f 0.x/g.x/dx:

�

15.4.11. Definice. Nechť f je integrovatelná funkce na Œa; b�. Řekneme, že x 2

Œa; b� je Lebesgueovým bodem f , pokud platí

lim
h!0

1

h

Z xCh

x

jf .t/ � f .x/j dt D 0:

15.4.12. Věta. Nechť f je integrovatelná funkce na Œa; b�. Pak jsou skoro všechny
body intervalu .a; b/ Lebesgueovými body f .
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Důkaz. Nechť r je libovolné racionální číslo. Pak je funkce f � r integrovatelná na
Œa; b�, a tedy existuje dle Věty15.4.7 množina Ar � .a; b/ taková, že �.Ar / D 0 a

lim
h!0

Z xCh

x

jf .t/ � r j dt D jf .x/ � r j < 1; x 2 .a; b/ n Ar : (15.7)

Položme A D
S
r2QAr . Pak �.A/ D 0.

Nechť x 2 .a; b/ n A a ukažme, že x je Lebesgueovým bodem f . Nutně platí
jf .x/j < 1. Nechť " 2 .0;1/ je dáno. Zvolme r 2 Q takové, že jf .x/ � r j < ".
Dále najdeme ı 2 .0;1/ takové, žeˇ̌̌̌

ˇ1h
Z xCh

x

jf .t/ � r j dt

ˇ̌̌̌
ˇ < jf .x/ � r j C "

pro 0 < jhj < ı (viz (15.7)). Pak ale platí pro tato h odhadˇ̌̌̌
ˇ1h
Z xCh

x

jf .t/ � f .x/j dt

ˇ̌̌̌
ˇ �

ˇ̌̌̌
ˇ1h
Z xCh

x

.jf .t/ � r j C jr � f .x/j/ dt

ˇ̌̌̌
ˇ

�

ˇ̌̌̌
ˇ1h
Z xCh

x

jf .t/ � r j dt

ˇ̌̌̌
ˇC jr � f .x/j

� jf .x/ � r j C "C jr � f .x/j

� 3":

Tím je důkaz dokončen. �



KAPITOLA 16

Fourierovy řady

16.1. Luzinova věta a její důsledky

16.1.1. Věta (Luzin). Nechť f W Œa; b� ! C je měřitelná funkce a " 2 .0;1/. Pak
existuje F � Œa; b� uzavřená taková, že �.Œa; b� n F / < " a f jF je spojitá.

Důkaz. Nechť fVnI n 2 Ng je báze otevřených množin v C . Pro každé n 2 N
najdeme z regularity � uzavřenou množinu Fn a otevřenou množinu Un v Œa; b�
takové, že

Fn � f �1.Vn/ � Un a �.Un n Fn/ <
"

2nC1
:

Pak pro
A D Œa; b� n

[
.Un n Fn/

platí
�.Œa; b� n A/ <

"

2
a f jA je spojitá, protože pro každé n 2 N je množina

.f jA/
�1.Vn/ D f �1.Vn/ \ A D Un \ A

otevřená v A. Nyní z regularity najdeme F � A uzavřenou tak, že �.A n F / < "
2
.

Pak �.Œa; b� n F / < " a f jF je spojitá. �

16.1.2. Věta (Tietze). Nechť F � R je uzavřená množina a f W F ! C je spojitá.
Pak existuje g W R ! C spojitá funkce splňující g D f na F , sup

x2F
jf .x/j D

sup
x2R jg.x/j.

Důkaz. Předpokládejme, že F ¤ ;. Díky Větě ?? lze psát R n F D
S1

nD1.an; bn/,
kde f.an; bn/g jsou disjunktní otevřené intervaly. Definujme

g.x/ D

�
bn�x
bn�an

f .an/C
x�an

bn�an
f .bn/; x 2 .an; bn/; .an; bn/ omezený;

f .bn/; x 2 .�1; bn/;

f .an/; x 2 .an;1/;

n 2 N;

tedy g je na intervalu Œan; bn� lineární funkce spojující body Œan; f .an/� a Œbn; f .bn/�.
Zjevně je g dobře definovaná, navíc zřejmě splňuje sup

x2F
jf .x/j D sup

x2R jg.x/j.
Ukažme, že je spojitá. Zřejmě je g spojitá na každém z intervalů .an; bn/. Nechť

x 2 F . Ukážeme například spojitost zprava. Pokud x je izolovaným bodem mno-
žiny F \ .x;1/, je g spojitá v x zprava, jelikož je na nějakém pravém okolí x rovna

887
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lineární funkci. Nechť tedy x 2 .F \.x;1//0. Díky spojitosti f na F v bodě x zpra-
va pro dané " 2 R, " > 0, existuje ı 2 R, ı > 0, takové, že pro y 2 F \ Œx; xCı/ platí
jf .x/� f .y/j < ". Zvolme Qy 2 F \ .x; xC ı/ a Qı 2 .0;1/ takové, že .x; xC Qı/ < Qy.
Nechť y 2 .x; x C Qı/ je libovolné. Pokud y 2 F , máme jf .x/ � f .y/j z volby ı.
Pokud y … F , vezměme jednoznačně určený interval .an; bn/ obsahující y. Pro-
tože x; Qy 2 F , máme .an; bn/ � Œx; Qy�. Tedy krajní body intervalu .an; bn/ splňují
jf .an/ � f .x/j < ", jf .bn/ � f .x/j < ". Z definice g na intervalu .an; bn/ tedymáme
jf .y/ � f .x/j < ". Tím je důkaz dokončen. �

16.1.3. Věta. Nechť f W R ! C je měřitelná.
(a) Pak existuje borelovská funkce g rovnající se f skoro všude.
(b) Je-li p 2 Œ1;1/, jf jP je integrovatelná a " 2 R, " > 0, existuje inter-

val Œa; b� � R a spojitá funkce g W R ! C takové, že g D 0 vně Œa; b�
a kf � gkp < ".

Důkaz. (a) Aplikací Luzinovy věty 16.1.1 na intervaly Œ�n; n� dostaneme uzavře-
né množiny Fn � Œ�n; n�, n 2 N, takové, že pro každé n 2 N je f jFn

je spo-
jitá a �.Œ�n; n� n Fn/ < 2�n. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že
F1 � F2 � � � � . Označme F0 D ;, F D

S1

nD1 Fn a položme

g.x/ D

(
f .x/; x 2 F;

0; x 2 R n F:

Pak pro každé m 2 N platí

R n F D

1[
kD1

Œ�k; k� n F �

1[
kDm

Œ�k; k� n F �

1[
kDm

Œ�k; k� n Fk :

Tedy pro každé m 2 N máme

�.R n F / � �

 
1[
kDm

Œ�k; k� n Fk

!
�

1X
kDm

� .Œ�k; k� n Fk/ �

1X
kDm

2�k
D 2�mC1:

Proto �.R n F / D 0.
Množina F i R n F je borelovská. Nechť U � C je otevřená. Pak

g�1.U / D

(S1

nD1.Fn n Fn�1/ \ f �1.U /; 0 … U;S1

nD1

�
.Fn n Fn�1/ \ f �1.U /

�
[ .R n F /; 0 2 U:

Díky spojitosti f na Fn n Fn�1 máme v obou případech borelovskost množiny
g�1.U /. Tedy g je borelovská a rovná se f skoro všude.

(b) Mějme funkci f na R splňující
R

R jf .x/jp dx < 1 a " 2 .0;1/. Můžeme
předpokládat, že f je reálná.

Krok 1.Uvažujme funkce fn D f�Œ�n;n�, n 2 N. Pak jfn � f j
p

! 0 a jfn � f j
p

�

.2 jf j/p. Z Lebesgueovy věty tedy mámeZ
R

jf .x/ � fn.x/j
p dx ! 0:
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Lze tedy zvolit n 2 N splňující kf � fnk
p
p < ". Označme f1 D fn.

Krok 2. Uvažujme funkce

gk.x/ D

�
k; f1.x/ > k;

f1.x/; jf1.x/j � k;

�k; f1.x/ < �k:

; k 2 N:

Pak jgk � f1j ! 0 skoro všude a jgk � f1j
p

� jf1j
p. Opět z Lebesgueovy věty

dostávámeZ
R

jgk.x/ � f1.x/j
p dx D

Z
Œ�n;n�

jgk.x/ � f1.x/j
p dx !k!1 0:

Zvolme k 2 N takové, že kgk � f1k
p
p < " a označme f2 D gk.

Krok 3. Nechť K je kladná konstanta omezující jf2j na R. Víme, že f2 D 0 vně
intervalu Œ�n; n�. Pomocí Luzinovy věty 16.1.1 najdeme F � Œ�n; n� uzavřenou
takovou, že �.Œ�n; n� n F / < "

.2K/p
a f2jF je spojitá. Díky Větě 16.1.2 najdeme

spojitou funkci f3 naR rozšiřující f2jF a splňující jf3j � K. Konstrukci dokončíme
nalezením spojité funkce f4 na R splňující 0 � f4 � 1, f4 D 1 na Œ�n; n�, f4 D 0 na
R n Œ�n � 1:nC 1� a

R
RnŒ�n;n�

f4.x/
p dx < "

Kp a položením f5 D f3 � f4. PakZ
R

jf2.x/ � f5.x/j
p dx

�

Z
RnŒ�n;n�

jf3.x/f4.x/j
p dx C

Z
Œ�n;n�nF

jf2.x/ � f3.x/j
p dx C

Z
F

jf2.x/ � f3.x/j
p dx

� Kp
Z

RnŒ�n;n�

f4.x/
p dx C �.Œ�n; n� n F /.2K/p C 0

� Kp
"

Kp
C .2K/p

"

.2K/p
D 2":

Krok 4. Našli jsme tedy spojitou funkci f5 na R splňující

kf � f5kp � kf � f1kp C kf1 � f2kp C kf2 � f5kp � 2 p
p
"C

p
p
2":

Navíc je f5 D 0 vně intervalu Œ�n � 1; nC 1�. Tím je důkaz dokončen. �

16.2. Základní pojmy Fourierových řad

16.2.1. Definice. Trigonometrickou řadou rozumíme řadu funkcí
1X

kD�1

cke
ikx ; (16.1)

kde ck 2 C a k 2 Z.
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Trigonometrickým polynomem rozumíme funkci tvaru

x 7!

nX
kD�n

cke
ikx ; (16.2)

kde n 2 N [ f0g, ck 2 C, k D �n; : : : ; n.

16.2.2. Poznámky. (a) Řada (16.1) konverguje, pokud konverguje posloup-
nost f

Pn
kD�n cke

ikxg1
nD0.

(b) Stupněm trigonometrického polynomu (16.2) rozumíme největší k 2

N [ f0g takové, že jckj C jc�kj ¤ 0. Později uvidíme, že definice je korekt-
ní, neboť koeficenty c�n; : : : ; cn jsou pro trigonometrický polynomurčeny
jednoznačně (Lemma 16.2.3).

16.2.3. Lemma. Nechť posloupnost f
Pn
kD�n cke

iktg1
nD0 konverguje stejnoměrně

k funkci f na R. Pak pro každé k 2 Z platí

ck D
1

2�

Z 2�

0

f .t/e�ikt dt:

Důkaz. Vezměme m 2 Z pevné. Pak
nX

kD�n

cke
i.k�m/t � f .t/e�imt na R;

a tedy z Věty ?? mámeZ 2�

0

f .t/e�imt dt D

Z 2�

0

lim
n!1

nX
kD�n

cke
i.k�m/t dt

D lim
n!1

Z 2�

0

nX
kD�n

cke
i.k�m/t dt

D lim
n!1

nX
kD�n

ck

Z 2�

0

ei.k�m/t dt

D 2�cm;

jelikož Z 2�

0

eijt dt D

Z 2�

0

.cos jt C i sin jt/ D

(
0; j ¤ 0;

2�; j D 0:

Tím je důkaz hotov. �

16.2.4. Označení. Množinu všech 2�-periodických funkcí s hodnotami v C, které
jsou integrovatelné na intervalu Œ0; 2�� budeme značit P .Œ0; 2��/.

16.2.5. Definice. Nechť f 2 P .Œ0; 2��/. Definujme

Of .k/ D
1

2�

Z 2�

0

f .t/e�ikt dt; k 2 Z:
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Čísla Of .k/, k 2 Z, nazveme komplexnímiFourierovýmikoeficienty. Řadu
P1

kD�1
Of .k/eikx

nazýváme komplexním tvaremFourierovy řady funkce f a jejím n-týmčástečným
součtem rozumíme

sfn .x/ D

nX
kD�n

Of .k/eikx ; n 2 N [ f0g:

Řekneme, že součetFourierovy řady v bodě x 2 R je roven s 2 C, pokud limn!1 s
f
n .x/ D

s.

16.2.6. Poznámky. (a) Často se místo funkcí feinxgn2Z pracuje s funkcemi
1; cos x; sin x; cos 2x; sin 2x; : : : . Pak (komplexním) trigonometrickýmpo-
lynomem, trigonometrickou řadou aFourierovou řadoupro f 2 P .Œ0; 2��/

rozumíme postupně

1

2
a0 C

nX
kD1

.ak cos kx C bk sin kx/; ak ; bk 2 R.C/;

1

2
a0 C

1X
kD1

.ak cos kx C bk sin kx/; ak ; bk 2 R.C/;

1

2
a0 C

nX
kD1

.ak cos kx C bk sin kx/; ak ; bk 2 R.C/; kde

ak D
1

�

Z 2�

0

f .t/ cos kt dt; k D 0; 1; 2; : : : ;

bk D
1

�

Z 2�

0

f .t/ sin kt dt; k D 1; 2; : : : :

(b) Výše uvedené pojmy lze uvažovat i pro l -periodické funkce. Pak pracuje-
me se systémy fei

2�
l
kxg nebo 1; cos 2�

l
x; sin 2�

l
x; cos 2�

l
2x; : : : .

16.2.7. Lemma. Nechť f 2 P .Œ0; 2��/ a a 2 R. Pak
R 2�
0
f .t/dt D

R aC2�

a
f .t/dt .

Důkaz. Z věty o substituci ?? dostáváme
R ˇ
˛
f .t/dt D

R ˇC2k�

˛C2k�
f .t/dt , ˛ < ˇ, k 2 Z.

Nalezneme k 2 Z takové, že a � 2k� < aC 2�. PotomZ aC2�

a

f .t/dt D

Z 2k�

a

f .t/dt C

Z aC2�

2k�

f .t/dt

D

Z 2�

a�2.k�1/�

f .t/dt C

Z a�2.k�1/�

0

f .t/dt

D

Z 2�

0

f .t/dt:

�
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16.2.8. Definice. (a) Nechť f; g 2 P .Œ0; 2��/. Pak konvoluci funkcí f a g
definujeme jako

f � g.x/ D
1

2�

Z 2�

0

f .x � t /g.t/dt; x 2 R:

VeVětě 16.2.9 ukážeme, že f �g je dobře definovaná skoro všude konečná
měřitelná funkce.

(b) Pro f 2 P .Œ0; 2��/ definujeme pseudonormu k�kP .Œ0;2��/ předpisem

kf kP .Œ0;2��/ D
1

2�

Z 2�

0

jf .t/j dt:

16.2.9. Věta (Vlastnosti konvoluce). Nechť f; g 2 P .Œ0; 2��/. Potom je pro skoro
všechny x 2 Œ0; 2�� integrál

1

2�

Z 2�

0

jf .x � t /g.t/j dt (16.3)

konečný. Definujeme pro tato x funkci

h.x/ D
1

2�

Z 2�

0

f .x � t/g.t/dt: (16.4)

Pak h 2 P .Œ0; 2��/ a khkP .Œ0;2��/ � kf kP .Œ0;2��/ kgkP .Œ0;2��/.
Pokud g je esenciálně omezená, platí khkP .Œ0;2��/ � kf kP .Œ0;2��/ kgk1.

Důkaz. Dle Věty 16.1.3(a) existují borelovské funkce f0, g0 na R takové, že se rov-
nají f , respektive g, skoro všude. Integrály (16.3) a (16.4) se pro žádné x nezmění,
nahradíme-li funkci f funkcí f0 a funkci g funkcí g0. Proto lze bez újmy na obec-
nosti předpokládat, že f i g jsou borelovské.

Vzhledem k tomu, že máme v úmyslu užít Fubiniovy věty, je třeba ukázat, že
funkce

F.x; t/ D f .x � t/g.t/

je měřitelná na Œ0; 2��2. Ale zobrazení Œx; t � 7! x � t , Œx; t � 7! t jsou borelovská na
Œ0; 2��2, tedy i složení Œx; t � 7! f .x � t/ a Œx; t � 7! g.t/ jsou borelovská. Proto je
součin F.x; t/ D f .x � t/g.t/ borelovský. Protože

1

.2�/2

Z
Œ0;2��2

jF.x; t/j dx dt D
1

2�

Z 2�

0

jg.t/j

�
1

2�

Z 2�

0

jf .x � t/jdx
�

dt

D kf kP .Œ0;2��/ kgkP .Œ0;2��/ < 1; (16.5)

je jF j integrovatelná na Œ0; 2��2. Z Fubiniovy věty vyplývá, že integrál (16.4) exis-
tuje pro skoro všechna x 2 Œ0; 2�� a že jhj je integrovatelná na Œ0; 2��. Zjevně je h
2�-periodická, a tedy h 2 P .Œ0; 2��/.

Navíc z (16.5) dostáváme

khkP .Œ0;2��/ D
1

2�

Z 2�

0

jh.x/j dx �
1

.2�/2

Z
Œ0;2��2

jF.x; t/j dx dt

D kf kP .Œ0;2��/ kgkP .Œ0;2��/ :
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Je-li g esenciálně omezená, je požadovaný odhad zřejmý. �

16.2.10. Všimněme si, že operace f � g je komutativní, tj. f � g D g � f . Z věty
o substituci totiž dostáváme

f � g.x/ D
1

2�

Z 2�

0

f .x � t/g.t/dt

D
1

2�

Z x

x�2�

f .s/g.x � s/ds

D
1

2�

Z 2�

0

g.x � s/f .s/ds

D g � f .x/:

16.3. Cesàrovská sčítatelnost Fourierových řad

16.3.1. Definice. Řekneme, že řada komplexních čísel
P1

nD0 an je sčítatelná Ce-
sàrovou1 metodou k číslu � 2 C, pokud platí

lim
n!1

s0 C � � � C sn

nC 1
D �;

kde sk D
Pk
jD0 aj . Píšeme .C /

P1

nD0 an D � .

16.3.2. Poznámky. (a) Pokud
P1

nD0 an D � , pak i .C /
P1

nD0 an D � (viz Pří-
klad ??).

(b) Příkladem cesarovsky sčítatelné řady, která není konvergentní, je řadaP1

nD0.�1/
n. Ta není konvergentní, ale .C /

P1

nD0 an D
1
2
.

16.3.3. Označení. Pro f 2 P .Œ0; 2��/ a n 2 N [ f0g položíme

�fn .x/ D
1

nC 1

nX
jD0

s
f
j .x/; x 2 R:

Pro n 2 N [ f0g označme

Dn.x/ D

nX
kD�n

eikx a

Kn.x/ D
1

nC 1

nX
jD0

Dj .x/:

Funkci Dn nazýváme Dirichletovým jádrem, Kn pak Fejérovým jádrem.

1Ernesto Cesàro (1859–1906)
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16.3.4. Lemma (Vlastnosti Dirichletova jádra). (a) Pro každé x 2 Rnf2k� I k 2

Zg platí

Dn.x/ D
sin.nC

1
2
/x

sin 1
2
x

:

(b) Funkce Dn je spojitá, sudá, 2�-periodická a Dn.0/ D 2nC 1.
(c) Platí

R 2�
0
Dn.x/ D 2�.

(d) Pro každé f 2 P .Œ0; 2��/, n 2 N [ f0g a x 2 R platí sfn .x/ D f �Dn.x/.

Důkaz. (a) Počítejme pro x 2 R n f2k� I k 2 Zg:

Dn.x/ D

nX
jD�n

eijx D e�inx

2nX
jD0

.eix/j

D e�inx e
i.2nC1/x � 1

eix � 1
D
ei.nC 1

2 /x � e�i.nC 1
2 /x

ei
x
2 � e�i x

2

D
sin.nC

1
2
/x

sin 1
2
x

(všimněme si, že ei
x
2 ¤ e�i x

2 ).
Tvrzení (b) a (c) jsou zřejmá.
(d) Máme

sfn .x/ D

nX
kD�n

Of .k/eikx D

nX
kD�n

1

2�

�Z 2�

0

f .t/e�ikt dt
�
eikx

D
1

2�

Z 2�

0

 
f .t/

nX
kD�n

eik.x�t/

!
dt D

1

2�

Z 2�

0

f .t/Dn.x � t/dt

D Dn � f .x/ D f �Dn.x/:

�

16.3.5. Lemma (Vlastnosti Fejérova jádra). (a) Pro každé x 2 R n f2k� I k 2

Zg platí

Kn.x/ D
1

nC 1

 
sin nC1

2
x

sin 1
2
x

!2
:

(b) Funkce Kn je spojitá, nezáporná, sudá, 2�-periodická a Kn.0/ D nC 1.
(c)

R 2�
0
Kn.t/dt D 2�.

(d) Pro každé f 2 P .Œ0; 2��/, n 2 N [ f0g a x 2 R platí �fn .x/ D f �Kn.x/.
(e) Posloupnost fKn.t/g konverguje k 0 lokálně stejnoměrně na .0; 2�/.
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Důkaz. (a) Pro každé x 2 R n fk� I k 2 Zg máme eix ¤ e�ix a lze tak psát�
eix C e3ix C � � � C e.2nC1/ix

�
D eix

1 � e2.nC1/ix

1 � e2ix

D
1

sin x
1

�2i
.1 � cos 2.nC 1/x � i sin 2.nC 1/x/ :

Tedy

.sin x C sin 3x C � � � C sin.2nC 1/x/ D Im
�
eix C e3ix C � � � C e.2nC1/ix

�
D Im

1

sin x
1

�2i
.1 � cos 2.nC 1/x � i sin 2.nC 1/x/

D
1

sin x
1

2
.1 � cos 2.nC 1/x/

D
.sin.nC 1/x/2

sin x
:

Tedy dle Lemmatu 16.3.4(a) máme pro fx … 2k� I k 2 Zg rovnosti

Kn.x/ D
1

nC 1

nX
jD0

Dj .x/

D
1

nC 1

1

sin 1
2
x

�
sin

1

2
x C sin

3

2
x C � � � C sin.nC

1

2
/x

�
D

1

nC 1

.sin.nC 1/x
2
/2

.sin x
2
/2

:

Tvrzení (b) a (c) jsou zřejmá.
(d) Platí

f �Kn.x/ D
1

2�

1

nC 1

Z 2�

0

f .x � t/

nX
jD0

Dj .t/ D
1

nC 1

nX
jD0

s
f
j .x/ D �fn .x/:

(e) Zvolme ı 2 .0; �/ pevně. Potom pro x 2 Œı; 2� � ı� platí

0 � Kn.x/
1

nC 1

1

.sin 1
2
ı/2

:

Odtud máme stejnoměrnou konvergenci jádra Kn k 0 na Œı; 2� � ı�. �

16.3.6. Věta (Fejér). Nechť f 2 P .Œ0; 2��/ a x 2 R.
(a) Má-li f v bodě x konečné jednostranné limity f .xC/ a f .x�/, pak

lim
n!1

�fn .x/ D
1

2
.f .xC/C f .x�//:

(b) Je-li f spojitá na intervalu .a; b/ � R, pak f�
f
n g konverguje lokálně stej-

noměrně k f na .a; b/.
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Důkaz. (a) Označme s D
1
2
.f .xC/C f .x�//. ProtožeZ 0

��

.f .x�t/�s/Kn.t/dt D

Z 0

�

.f .xC´/�s/Kn.�´/.�1/d´ D

Z �

0

.f .xCt /�s/Kn.t/dt;

máme

�fn .x/ � s D
1

2�

Z 2�

0

.f .x � t / � s/Kn.t/dt D
1

2�

Z �

��

.f .x � t/ � s/Kn.t/dt

D
1

2�

�Z 0

��

.f .x � t / � s/Kn.t/dt C

Z �

0

.f .x � t/ � s/Kn.t/dt
�

D
1

2�

Z �

0

.f .x C t /C f .x � t/ � 2s/Kn.t/dt:

Mějme dáno " 2 R, " > 0. Protože limt!0C
.f .xC t /C f .x � t/� 2s/ D 0, existuje

ı 2 .0;1/ takové, že

jf .x C t /C f .x � t / � 2sj < "; t 2 .0; ı/:

K tomuto ı najdeme dle Lemmatu 16.3.5(e) index n0 2 N takový, žeKn.t/ � " pro
n � n0 a t 2 Œı; ��. Pro tato n pak mámeˇ̌̌

�fn .x/ � s
ˇ̌̌

�
1

2�

Z �

0

jf .x C t/C f .x � t / � 2sjKn.t/dt

D
1

2�

Z ı

0

jf .x C t/C f .x � t / � 2sjKn.t/dt

C
1

2�

Z �

ı

jf .x C t /C f .x � t/ � 2sjKn.t/dt

� "
1

2�

Z ı

0

Kn.t/dt C
1

2�

Z �

ı

jf .x C t/C f .x � t / � 2sj "dt

� "C "
1

2�

Z �

0

.jf .x C t/j C jf .x � t /j C 2jsj/dt

� "C "

�Z xC�

x

jf .u/j duC

Z x

x��

jf .u/j duC jsj

�
� "C "

�
2 kf kP .Œ0;2��/ C jsj

�
:

Tedy �fn .x/ ! s pro n ! 1.
(b) Zvolme ŒA; B� � .a; b/ a najděme ! 2 .0; �/ takové, že ŒA � !;B C !� �

.a; b/. Označíme-li M D supfjf .´/j I ´ 2 ŒA; B�g, pak M 2 R dle Věty ??. Mějme
" 2 R, " > 0 dáno. Díky Větě ?? najdeme ı 2 .0; !/ takové, že

8x 2 ŒA; B� 8t 2 .�ı; ı/ W jf .x C t / � f .x/j < ":
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Dále nalezneme n0 2 N takové, že pro každé n 2 N, n � n0 a t 2 Œı; 2� � ı� platí
Kn.t/ � ". Potom pro každé x 2 ŒA; B� a n � n0 platíˇ̌̌

�fn .x/ � f .x/
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌̌
1

2�

Z �

��

.f .x � t / � f .x//Kn.t/dt
ˇ̌̌̌

�
1

2�

Z �ı

��

jf .x � t/ � f .x/jKn.t/dt C
1

2�

Z ı

�ı

jf .x � t / � f .x/jKn.t/dt

C
1

2�

Z �

ı

jf .x � t/ � f .x/jKn.t/dt

�
1

2�

Z �ı

��

jf .x � t/ � f .x/j "dt C
1

2�

Z ı

�ı

"Kn.t/dt

C
1

2�

Z �

ı

jf .x � t/ � f .x/j "dt

�

�
1

2�

Z �

��

jf .´/j d´C jf .x/j C 1

�
"

�

�
1

2�

Z �

��

jf .´/j d´CM C 1

�
":

Tedy �fn � f na ŒA; B�. �

16.3.7. Důsledek. Nechť f W R ! C je spojitá 2�-periodická funkce. Potom exis-
tuje posloupnost trigonometrických polynomů, která stejnoměrně konverguje k f
na R.

Důkaz. Podle Fejérovy věty 16.3.6 platí �fn � f na Œ0; 2��, tedy i na R. Vzhledem
k tomu, že �fn jsou trigonometrické polynomy, je důkaz dokončen. �

16.3.8. Poznámka. Je-li f reálná, jsou i funkce �fn reálné.

16.3.9. Věta. Nechť f 2 P .Œ0; 2��/. Potom limn!1




f � �
f
n





P .Œ0;2��/

D 0.

Důkaz. Nechť " 2 .0;1/ je dáno. Nalezneme spojitou funkci g 2 P .Œ0; 2��/ ta-
kovou, že kf � gkP .Œ0;2��/ < " (viz Věta 16.1.3(b)). Protože �gn � g na R, platí

g � �

g
n




P .Œ0;2��/

! 0. Nechť n0 2 N je zvoleno tak, že


g � �

g
n




P .Œ0;2��/

< " pro
n � n0. Pro n � n0 pak máme


f � �fn





P .Œ0;2��/

� kf � gkP .Œ0;2��/ C kg � �gn kP .Œ0;2��/ C




�gn � �fn





P .Œ0;2��/

� "C "C k.g � f / �KnkP .Œ0;2��/

� 2"C kg � f kP .Œ0;2��/ kKnkP .Œ0;2��/

� 3":

Tím je důkaz dokončen. �

16.3.10.Věta (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Nechť f 2 P .Œ0; 2��/. Pak limk!˙1
Of .k/ D

0.
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Důkaz. Mějme " 2 R, " > 0 dáno. Dle Věty 16.1.3(b) existuje spojitá funkce
g W Œ0; 2�� ! R taková, že kf � gkP .Œ0;2��/ < ". Dále nalezneme díky Větě 16.3.7
trigonometrický polynom P takový, že kg � P k1 < ". Pak máme

kf � P kP .Œ0;2��/ � kf � gkP .Œ0;2��/ C kg � P kP .Œ0;2��/ � 2":

Vezměme n0 2 N takové, že

8n 2 Z; jnj � n0 W OP .n/ D 0:

Pak pro n 2 Z, jnj � n0 platíˇ̌̌
Of .n/

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌
Of .n/ � OP .n/

ˇ̌̌
D

ˇ̌̌̌
1

2�

Z 2�

0

.f .t/ � P.t// e�int

ˇ̌̌̌
� kf � P kP .Œ0;2��/ � 2":

Tedy limk!˙1
Of .k/ D 0. �

16.3.11. Věta (O lokalizaci). Nechť " 2 R, " > 0, x 2 R, f; g 2 P .Œ0; 2��/ a f .t/ D

g.t/ pro t 2 .x � "; x C "/. Potom limn!1 s
f
n .x/ � s

g
n .x/ D 0.

Důkaz. Důkaz plyne z Riemannovo-Lebesgueovo lemmatu 16.3.10, jelikož

h.t/ D
f .x � t/ � g.x � t /

sin t
2

; t 2 R;

je dle předpokladu integrovatelná na Œ��; �� (h.t/ D 0 pro t 2 .�"; "/), a tedy
máme díky rovnostem

sfn .x/ � gfn .x/ D
1

2�

Z �

��

.f .x � t/ � g.x � t //Dn.t/dt

D
1

2�

Z �

��

h.t/ sin.nC
1

2
/t dt

D
1

2�

Z �

��

�
h.t/

1

2i
ei

t
2 eint � h.t/

1

2i
e�i t

2 e�int

�
dt:

požadovaný výsledek limn!1

�
s
f
n .x/ � s

g
n .x/

�
D 0. �

16.3.12. Věta. Nechť f; g 2 P .Œ0; 2��/. Pokud Of .k/ D Og.k/ pro každé k 2 Z,
potom f D g skoro všude.

Důkaz. Pro každé n 2 N máme �fn D �
g
n . PodleVěty 16.3.9 platí




�fn � f





P .Œ0;2��/
!

0,


�gn � g




P .Œ0;2��/

! 0, a tedy kf � gkP .Œ0;2��/ D 0. Proto f D g skoro všude. �
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16.4. Bodová konveregence Fourierových řad

16.4.1. Věta (Hardy). Nechť fan.x/g
1
nD0 je posloupnost komplexních funkcí na

množiněM taková, že existujeK 2 R splňující jkak.x/j � K pro každé k 2 N [f0g

a x 2 M . Pokud .C /
P1

nD0 an.x/ � s.x/ na množině M , potom
P1

nD0 an.x/ �
s.x/ naM .

Důkaz. Označme pro n 2 N a x 2 M

sn.x/ D a0.x/C � � � C an.x/;

�n.x/ D
1

nC 1
.s0.x/C � � � C sn.x// :

Nechť " 2 R, " > 0 je dáno. Nalezneme � 2 .1;1/ takové, že K.�� 1/ < ". PotomX
n<k�Œ�n�

jak.x/j �
K

n
.�n � n/ D K.� � 1/: (16.6)

Elementárními úpravami obdržíme

.Œ�n�C 1/ �Œ�n�.x/ � .nC 1/�n.x/ D snC1.x/C � � � C sŒ�n�.x/

D .Œ�n� � n/ sn.x/C .Œ�n� � n/ anC1.x/C .Œ�n� � n � 1/ anC2.x/C � � � C aŒ�n�.x/:

Potom
.Œ�n� � n/ .sn.x/ � �n.x//

D .Œ�n�C 1/ �Œ�n�.x/ � .nC 1/�n.x/ �
X

n<k�Œ�n�

.Œ�n�C 1 � k/ ak.x/ � .Œ�n� � n/ �n.x/

D .Œ�n�C 1/ �Œ�n�.x/ � .Œ�n�C 1/ �n.x/ �
X

n<k�Œ�n�

.Œ�n�C 1 � k/ ak.x/:

Zvolme n0 2 N takové, že .� � 1/n0 � 1 > 0. Potom pro n � n0 máme

sn.x/��n.x/ D
Œ�n�C 1

Œ�n� � n

�
�Œ�n�.x/ � �n.x/

�
�

1

Œ�n� � n

X
n<k�Œ�n�

.Œ�n�C 1 � k/ ak.x/;

a tedy z (16.6) platí

jsn.x/ � �n.x/j

�
�nC 2

.� � 1/n � 1

�ˇ̌
�Œ�n�.x/ � s.x/

ˇ̌
C j�n.x/ � s.x/j

�
C
�nC 1 � n

Œ�n� � n

X
n<k�Œ�n�

jak.x/j

�
�nC 2

.� � 1/n � 1

�ˇ̌
�Œ�n�.x/ � s.x/

ˇ̌
C j�n.x/ � s.x/j

�
C
.� � 1/nC 1

.� � 1/n � 1
K.� � 1/:

Tedy

lim sup
n!1

ksn.x/ � �n.x/k1 �
�

� � 1
� 0CK.� � 1/ < ":
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Jelikož " bylo libovolné, platí

lim
n!1

ksn.x/ � �n.x/k1 D 0;

a tedy
sn.x/ � s.x/:

�

16.4.2. Věta. Nechť f je 2�-periodická funkce s konečnou variací na Œ0; 2��. Pak
existuje K 2 R takové, že

ˇ̌̌
k Of .k/

ˇ̌̌
� K pro každé k 2 Z.

Důkaz. Jelikož pro n 2 Z platí

Of .n/ D
1

2�

Z 2�

0

f .x/e�inx dx;

substitucí y D x �
�
n
pro n 2 Z n f0g dostaneme

Of .n/ D
1

2�

Z 2�� �
n

� �
n

f .y C
�

n
/e�iny�i� dy D �

1

2�

Z 2�

0

f .y C
�

n
/e�iny dy:

Proto

Of .n/ D
1

2
. Of .n/C Of .n// D

1

4�

Z 2�

0

�
f .x/ � f .x C

�

n
/
�
e�inx dx;

a tedy ˇ̌̌
Of .n/

ˇ̌̌
�

1

4�

Z 2�

0

ˇ̌̌
f .x/ � f .x C

�

n
/
ˇ̌̌
dx:

Po další substituci obdržíme použitím periodicity rovnostZ 2�

0

ˇ̌̌
f .x C k

�

n
/ � f .x C .k � 1/

�

n
/
ˇ̌̌
dx D

Z 2�

0

ˇ̌̌
f .x C

�

n
/ � f .x/

ˇ̌̌
dx; k 2 Z:

Máme tedy pro n 2 Z n f0g odhadˇ̌̌
Of .n/

ˇ̌̌
�

1

8�n

2nX
kD1

Z 2�

0

ˇ̌̌
f .x C

�

n
/ � f .x/

ˇ̌̌
dx

D
1

8�n

2nX
kD1

Z 2�

0

ˇ̌̌
f .x C k

�

n
/ � f .x C .k � 1/

�

n
/
ˇ̌̌
dx

D
1

8�n

Z 2�

0

2nX
kD1

ˇ̌̌
f .x C k

�

n
/ � f .x C .k � 1/

�

n
/
ˇ̌̌
dx

�
1

8�n

Z 2�

0

V.f I 0; 2�/dx

D
V.f I 0; 2�/

4n
:

�
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16.4.3. Věta (Jordanovo-Dirichletovo kritérium). Nechť f 2 P .Œ0; 2��/ je funkce
s konečnou variací na intervalu Œ0; 2��.

(a) Nechť x 2 R. Potom má funkce f v bodě x vlastní limitu zleva i zprava
(označme je po řadě f .x�/ a f .xC/) a platí

lim
n!1

sfn .x/ D
1

2
.f .xC/C f .x�// :

(b) Je-li navíc f spojitá na otevřeném intervalu .a; b/ � R, pak fs
f
n g konver-

guje lokálně stejnoměrně k f na .a; b/.

Důkaz. (a) Nechť f je funkce s konečnou variací. Bez újmy na obecnosti předpo-
kládejme, že f je reálná. Pak f D f1 � f2, kde f1; f2 jsou neklesající (viz Vě-
ta 15.3.4). Protože každá neklesající funkce má vlastní jednostranné limity (Vě-
ta ??), má je i f . Dle Věty 16.3.6 platí �fn .x/ !

1
2
.f .xC/ C f .x�//. Protože dle

Věty 16.4.2 splňují koeficienty odhady nutné pro použitíHardyho věty 16.4.1, kon-
vergují k 1

2
.f .xC/C f .x�// i součty sfn .x/.

(b) Postupujme obdobně jako v (a), jenompoužijeme tvrzení (b) z Věty 16.3.6.
�

16.4.4. Věta (Diniho kritérium). Nechť f 2 P .Œ0; 2��/, x 2 R, s 2 C a nechť
existuje ı 2 .0;1/ takové, že

Z ı

0

f .x C t/C f .x � t / � 2s

t
dt

konverguje. Potom limn!1 s
f
n .x/ D s.
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Důkaz. Předpokládejme, že ı 2 .0; �/. Z Lemmatu 16.3.4(d),(c) máme

sfn .x/ � s D
1

2�

Z 2�

0

f .x � t/Dn.t/dt �
1

2�

Z 2�

0

sDn.t/dt

D
1

2�

Z �

��

.f .x � t / � s/Dn.t/dt

D
1

2�

�Z 0

��

.f .x � t / � s/Dn.t/dt C

Z �

0

.f .x � t / � s/Dn.t/dt
�

D
1

2�

Z �

0

.f .x C t/C f .x � t / � 2s/Dn.t/dt

D
1

2�

Z �

0

f .x C t /C f .x � t/ � 2s

sin t
2

sin.nC
1

2
/t dt

D
1

2�

Z ı

0

f .x C t/C f .x � t / � 2s

t

t

sin t
2

sin.nC
1

2
/t dt

C
1

2�

Z �

ı

f .x C t/C f .x � t/ � 2s

sin t
2

sin.nC
1

2
/t dt

D
1

2�

Z ı

0

f .x C t/C f .x � t / � 2s

t

t

sin t
2

1

2i
.ei

t
2 eint � e�i t

2 e�int /dt

C
1

2�

Z �

ı

f .x C t/C f .x � t/ � 2s

sin t
2

1

2i
.ei

t
2 eint � e�i t

2 e�int /dt:

Protože je funkce

t 7!
f .x C t/C f .x � t / � 2s

t

t

sin t
2

integrovatelná dle předpokladu na na .0; ı/, stejně jako je integrovatelná funkce

t 7!
f .x C t/C f .x � t / � 2s

sin t
2

na .ı; �/, oba integrály konvergují k 0dleRiemannovo-Lebesgueovo lemmatu 16.3.10.
Tedy sfn .x/ � s ! 0. �

16.4.5. Věta. Nechť f 2 P .Œ0; 2��/ a x 2 R.
(a) Existují-li vlastní jednostranné limity f .x�/ a f .xC/ a také konečné limi-

ty

lim
t!x�

f .t/ � f .x�/

t � x
; lim

t!xC

f .t/ � f .xC/

t � x
;

pak sfn .x/ !
1
2
.f .xC/Cf .x�//. Speciálně, pokud f má konečné jedno-

stranné derivace v x, pak sfn .x/ ! f .x/.
(b) Nechť existují čísla ˛; ı;K 2 .0;1/ taková, že

8t 2 .�ı; ı/ W jf .x C t/ � f .x/j � K jt j˛ :
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Pak sfn .x/ ! f .x/.

Důkaz. (a) Díky předpokladům vidíme, že existuje ı 2 .0;1/ takové, že obě funkce

t 7!
1

t
.f .x C t / � f .xC//; t 7!

1

t
.f .x � t / � f .x�//

jsou omezené na .0; ı/. Pro s D
1
2
.f .xC/ C f .x�// pak dostáváme omezenost

funkce

t 7!
f .x C t/C f .x � t/ � 2s

t
D
f .x C t/ � f .xC/

t
C
f .x � t/ � f .x�/

t

na .0; ı/. Z Věty 16.4.4 pak plyne závěr.
(b) Mějme příslušná ˛; ı a K a položme s D f .x/. Pak pro t 2 .0; ı/ platí

jf .x C t/C f .x � t / � 2sj

t
�

jf .x C t / � f .x/j

t
C

jf .x � t / � f .x/j

t
� 2Kt˛�1:

Tedy je funkce

t 7!
jf .x C t/C f .x � t / � 2sj

t
integrovatelná na .0; ı/, takže tvrzení opět plyne z Diniho kritéria 16.4.4. �

16.5. Fourierovy řady v Hilbertových prostorech

Budeme pracovat s vektorovými prostory nad tělesem F reálných nebo kom-
plexních čísel.

16.5.1. Věta (Cauchy-Schwarz). Nechť .X; h�; �i/ je unitární prostor. Pak

jhx; yij �
p

hx; xi
p

hy; yi; x; y 2 X:

Důkaz. K důkazu zvolme x; y 2 X . Pak je funkce

t 7! hx � ty; y � tyi; t 2 R;

reálný kvadratický polynom nezáporný na R, protože

0 � hx � ty; y � tyi D hx; xi C t2hy; yi � thy; xi � thx; yi

D kxk
2

C t2kyk
2

� t .hx; yi C hy; xi/

D t2kyk
2

� 2t Rehx; yi C kxk
2:

Tento polynom tedy musí mít nekladný diskriminant, tj.

4.Rehx; yi/2 � 4kxk
2
kyk

2
� 0:

Dostáváme
jRehx; yij � kxkkyk:

Vezměme nyní ˛ 2 C z jednotkové kružnice splňující jhx; yij D ˛hx; yi. Pak
z právě dokázané nerovnosti máme

kxkkyk D k˛xkkyk � jReh˛x; yij D jRe˛hx; yij D jhx; yij:
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�

16.5.2. Věta. Nechť .X; h�; �i/ je unitární prostor. Pak kxk D
p

hx; xi je norma na
X .

Důkaz. Vlastnosti normy pro zobrazení x 7!
p

hx; xi, x 2 H , snadno plynou z vlast-
ností skalárního součinu. Trojúhelníková nerovnost pak platí díky Větě 16.5.1, pro-
tože

kx C yk
2

D kxk
2

C kyk
2

C hx; yi C hy; xi

� kxk
2

C kyk
2

C 2kxkkyk

D .kxk C kyk/2:

�

16.5.3. Lemma. Nechť X je unitární prostor. Pak je zobrazení h�; �i W X �X ! F je
spojité.

Důkaz. Nechť máme dány posloupnosti fxng, fyng vX konvergující po řadě k x a y.
Pak kxnk ! kxk a tedy posloupnost fkxnkg je omezená. Proto rozdíl

jhxn; yni � hx; yij D jhxn; yni � hxn; yi C hxn; yi � hx; yij

D jhxn; yn � yi C hxn � x; yij

� kxnk kyn � yk C kxn � xk kyk

konverguje k 0. �

16.5.4. Definice. Nechť X je unitární prostor. Pokud X je úplný v metrice indu-
kované normou kxk D

p
hx; xi, pak se nazývá Hilbertovým prostorem.

16.5.5. Definice. Nechť X je unitární prostor, � indexová množina a fx
 I 
 2 � g

je systém prvků prostoru X .
� Řekneme, že systém fx
 I 
 2 � g je ortogonální, pokud platí

8
; 
 0
2 �; 
 ¤ 
 0

W hx
 ; x
 0i D 0:

Je-li navíc kx
k D 1 pro každé 
 2 � , nazýváme systém fx
 I 
 2 � g

ortonormální.
� Ortogonální systém fx
 I 
 2 � g je úplný, pokud jeho lineární obal je
hustý v X .

� Ortogonální systém fx
 I 
 2 � g je maximální, jestliže neexistuje prvek
x 2 X n f0g kolmý na každý vektor x
 , 
 2 � .

16.5.6. Věta. Nechť fxng1
nD1 je ortogonální posloupnost v Hilbertově prostoru X .

(a) Řada
P1

nD1 xn konverguje právě tehdy, když konverguje řada
P1

nD1 kxnk2.
(b) Konverguje-li řada

P1

nD1 xn, potom





1X
nD1

xn







2

D

1X
nD1

kxnk
2:
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Důkaz. (a) Nechť fskg značí posloupnost částečných součtů řady
P1

nD1 xn. Předpo-
kládejme nejprve, že sn ! s pro nějaké s 2 X , tj. řada

P1

nD1 xn konverguje. Pak
ale ze spojitosti skalárního součinu a ortogonality prvků fxng máme

hs; si D lim
k!1

hsk ; ski D lim
k!1

kX
nD1

kX
mD1

hxn; xmi

D lim
k!1

kX
nD1

hxn; xni D lim
k!1

kX
nD1

kxnk
2 :

Tedy
P1

nD1 kxnk
2 je konvergentní a její součet je ksk2.

Předpokládejme na druhou stranu, že
P1

nD1 kxnk
2 konverguje. Ukážeme, že

posloupnost fskg je cauchyovská v X . Pro dané " 2 .0;1/ totiž najdeme n0 2 N
takové, že pro l � k � n0 platí

lX
nDk

kxnk
2 < ":

Pak pro k; l 2 N, l > k � n0 dostáváme

ksl � skk
2

D hxkC1 C � � � C xl ; xkC1 C � � � C xli D

lX
nDkC1

kxnk
2 < ":

Díky úplnosti prostoruX tedy částečné součty řady
P1

nD1 xn tvoří konvergent-
ní posloupnost, tj.

P1

nD1 xn konverguje.
Vzhledem k tomu, že tvrzení (b) jsme dokázali v první části důkazu (a), jsem

s důkazem věty hotovi. �

16.5.7. Věta. Nechť fvng je ortogonální posloupnost nenulových prvků v unitár-
ním prostoru X . Nechť x D

P1

nD1 cnvn, cn 2 F . Potom cn D
hx;vni

kvnk
2 , n 2 N.

Důkaz. Díky spojitosti skalárního součinu máme pro každé n 2 N rovnost

hx; vni D lim
k!1

h

kX
jD1

cj vj ; vni D cnhvn; vni:

�

16.5.8. Definice. Nechť fvng je ortogonální posloupnost nenulových prvků v uni-
tárním prostoru X a x 2 X . Platí-li cn D

hx;vni

kvnk
2 , n 2 N, nazveme fcng Fourierovy

koeficienty x vzhledem k fvng.

16.5.9. Věta. Nechť X je unitární prostor a fvng je ortonormální posloupnost v X .
Nechť x 2 X a fcng jsou Fourierovy koeficienty prvku x vzhledem k fvng. Potom
platí

1X
nD1

jcnj
2

� kxk
2 (Besselova nerovnost):
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Pokud x D
P1

nD1 cnvn, pak
1X
nD1

jcnj
2

D kxk
2 (Parsevalova rovnost)

Důkaz. Vezměme k 2 N pevné a položme sk D
Pk
nD1 cnvn. Pak

8n 2 f1; : : : ; kg W hx � sk ; vni D hx; vni � cn D 0:

Tedy i hx � sk ; ski D 0. Proto

kxk
2

D kx � sk C skk
2

D kx � skk
2

C kskk
2

� kskk
2

D

kX
nD1

jcnj
2:

Jelikož k 2 N bylo libovolné, Besselova nerovnost je ověřena.
Platí-li x D

P1

nD1 cnvn, pak máme z Věty 16.5.6(b) vztah

kxk
2

D







1X
nD1

cnvn






 D

1X
nD1

kcnvnk
2

D

1X
nD1

jcnj
2;

tj. Parsevalovu rovnost. �

16.5.10.Definice. NechťX je normovaný lineární prostor. Posloupnost fvng prvků
zX se nazývá Schauderova báze, jestliže pro každý bod x 2 X existuje právě jedna
posloupnost fcng prvků z F , pro kterou platí x D

P1

nD1 cnvn.

16.5.11. Věta. Nechť X je Hilbertův prostor a fvng je ortogonální systém nenulo-
vých prvků prostoru X . Pak jsou následující tvrzení ekvivalentní:

(i) fvng je Schauderova báze,
(ii) fvng je úplný ortogonální systém,
(iii) fvng je maximální ortogonální systém.

Důkaz. (i) H) (ii) Nechť fvng je Schauderova báze. Vzhledem k tomu, že kaž-
dý prvek x 2 X je pak limitou lineárních kombinací prvků fvng, je lineární obal
fvnI n 2 Ng hustý v X . Tedy fvng je úplný.

(ii) H) (iii) Nechť x je vektor kolmý na všechny vn, n 2 N. Nechť " 2 R, " > 0
je libovolné. Díky (ii) najdeme čísla c1; : : : ; cn taková, že



x �
Pn
iD1 civi



2 < ". Pak
" >






x �

nX
iD1

civi






 D kxk
2

C







nX
iD1

civi







2

� kxk
2 :

Jelikož " bylo libovolné, kxk D 0 a fvng je maximální systém.
(iii) H) (i) Mějme dáno x 2 X . Položme cn D

hx;vni

kvnk
, n 2 N, tj. cn jsou Fou-

rierovy koeficienty x vzhledem k ortonormálnímu systému f
vn

kvnk
g. Díky Besselově

nerovnosti (Věta 16.5.9 platí

kxk
2

�

1X
nD1

jcnj
2

D

1X
nD1





cn vn

kvnk





2 :
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Podle Věty 16.5.6(a) je řada
P1

nD1 cn
vn

kvnk
konvergentní; označme tedy její součet

jako y. Pak pro každé k 2 N platí

hx � y; vki D hx �

1X
nD1

cn
vn

kvnk
; vki D lim

j!1
hx �

jX
nD1

cn
vn

kvnk
; vki

D hx; vki � hx; vki D 0:

Tedy x � y je vektor, jehož skalární součin se všemi vektory vk , k 2 N, je 0. Z ma-
ximality systému fvng plyne x � y D 0, neboli

x D y D

1X
nD1

cn
vn

kvnk
D

1X
nD1

hx; vni

kvnk
2
vn:

Zbývá již jen dokázat, že koeficienty cn D
hx;vni

kvnk
2 , n 2 N, jsou jednoznačně určeny.

To ale plyne z Věty 16.5.7. �

16.5.12. Věta. Je-liX nekonečně-dimenzionální separabilní Hilbertův prostor, má
ortonormální Schauderovu bázi.

Navíc je každý nekonečně-dimenzionální separabilní Hilbertův prostor s X
izometricky izomorfní.

Důkaz. Vezměme spočetnou hustou množinu fxnI n 2 Ng v X a indukcí z ní vybe-
reme množinu fxnk

g nenulových vektorů takovou, že pro každé k 2 N je množina
fxn1

; : : : ; xnk
g lineárně nezávislá a její lineární obal je roven lineárnímu obalu mno-

žiny fx1; : : : ; xnk
g.

Postupujeme takto: Bez újmy na obecnosti předpokládáme, že všechny vekto-
ry xn, n 2 N, jsou nenulové a položíme n1 D 1. Předpokládejme nyní, že máme
vybrány indexy n1; : : : ; nk takové, že vektory fxn1

; : : : ; xnk
g jsou lineárně nezávislé

a jejich lineární obal M je roven lineárnímu obalu množiny fx1; : : : ; xnk
g. Polož-

me nkC1 D minfn > nk I xn … M g. Pak xnkC1; : : : ; xnkC1�1 2 M , a tedy lineární
obal množiny fxn1

; : : : ; xnkC1
g je roven lineárnímu obalu množiny fx1; : : : ; xnkC1

g.
Navíc je xnkC1

… M , a tedy je množina fxn1
; : : : ; xnkC1

g lineárně nezávislá.
Označme nyní vektory fxnk

g jako fykg. Pak fykg je lineárně nezávislá množina
vektorů, jejíž lineární obal je roven lineárnímu obalu fxng, tj. je hustý v X . Gramo-
vým-Schmidtovým ortogonalizačním procesem nyní sestrojíme vektory fukg, kte-
ré budou navzájem kolmé a bude pro ně platit, že pro každé k 2 N je lineární
obal fu1; : : : ; ukg roven lineárnímu obalu fy1; : : : ; ykg. Opět postupujeme induk-
tivně. V prvním kroku položíme u1 D y1. Máme-li nyní navzájem kolmé vektory
fu1; : : : ; ukg, jejichž lineární obal souhlasí s lineárním obalemmnožiny fy1; : : : ; ykg,
položíme

ukC1 D ykC1 �

kX
iD1

hykC1; ui i

kuik
2

ui :

Pak ukC1 je kolmý na všechny u1; : : : ; uk , je nenulový a lineární obal fu1; : : : ; ukC1g

je roven lineárnímu obalu množiny fy1; : : : ; ykg. Tím je konstrukce ukončena.
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Máme tedy ortogonální systém fukg nenulových vektorů, jehož lineární obal
je hustý vX . Uvažujeme-li nyní místo něj systém f

uk

kukk
g, dostáváme úplný ortonor-

mální systém, a tedy bázi (Věta 16.5.11).
K důkazu druhé části tvrzení stačí dokázat, že každý nekonečně-dimenzionál-

ní prostor je izometricky izomorfní s `2. Vezměme tedy ortonormální bázi fvng

prostoru X a definujme zobrazení F W X ! `2 jako

Fx D fhx; vnig
1
nD1; x 2 X:

Dle Parsevalovy rovnosti 16.5.9 je

kFxk
2
`2 D

1X
nD1

jhx; vnij
2

D kxk
2
X < 1; x 2 X;

a tedy je F skutečně zobrazení do `2. Navíc je F izometrické a zjevně lineární. Zbý-
vá ukázat jeho surjektivitu. Máme-li tedy dán prvek c D fcng 2 `2, řada

P1

nD1 cnvn
je konvergentní dle Věty 16.5.6. Položíme-li x D

P1

nD1 cnvn, pak Fx D c dle Vě-
ty 16.5.7, a F je tedy na. Tím je důkaz dokončen. �

16.5.13. Věta. Prostor L2.0; 2�/ se skalárním součinem

hf; gi D
1

2�

Z 2�

0

f .x/g.x/dx; f; g 2 L2.0; 2�/;

tvoří Hilbertův prostor. Systém ei0x ; ei1x ; e�i1x ; ei2x ; e�2x ; : : : tvoří ortonormální
bázi L2.0; 2�/.

Důkaz. Zobrazení h�; �i je zjevně skalární součin, přičemž nulovost funkce f splňu-
jící hf; f i D 0 plyne snadno z vlastností integrálu. Úplnost prostoru L2.0; 2�/ je
pak dokázána v [?, ].

Funkce ei0x ; ei1x ; e�i1x ; ei2x ; e�2x ; : : : zřejmě tvoří ortonormální systém.Ukaž-
me, že jeho lineární obal je hustý v L2.0; 2�/. Mějme tedy danou funkci f 2

L2.0; 2�/ a " 2 .0;1/. Z Věty 16.1.3(b) najdeme spojitou funkci g W Œ�2�; 2�� ! R
takovou, že kf � gk2 < ". Podle Věty 16.3.7 existuje trigonometrický polynom P

splňující kg � P k1 < ". Pak

kf � P k2 � kf � gk2 C kg � P k2 � "C
1

2�

�Z 2�

0

jg.x/ � P.x/j2 dx
� 1

2

� ".1C
1

p
2�
/:

Dle Věty 16.5.11 je tedy systém ei0x ; ei1x ; e�i1x ; ei2x ; e�2x ; : : : ortonormální bází
v L2.0; 2�/. �

16.5.14.Důsledek. Nechť f 2 P .Œ0; 2��/ a jf j
2 je integrovatelná na Œ0; 2��. Potom

(a) f je integrovatelná na Œ0; 2��,
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(b) platí

f D

1X
nD�1

Of .n/einx v L2.0; 2�/

(c) a

1

2�

Z 2�

0

jf .x/j2 dx D

1X
nD�1

ˇ̌̌
Of .n/

ˇ̌̌2
:

Důkaz. (a) Je-li
R 2�
0

jf .x/j2 dx konečný, je z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti ko-
nečný i integrálZ 2�

0

jf .x/jdx �

�Z 2�

0

jf .x/j2 dx
� 1

2
�Z 2�

0

1dx
� 1

2

< 1:

(b) Protože je systém ei0x ; ei1x ; e�i1x ; ei2x ; e�2x ; : : : ortonormální bází vL2.0; 2�/
podle Věty 16.5.13, ve smyslu prostoru L2.0; 2�/ platí

f D

1X
nD�1

hf; einxieinx D

1X
nD�1

�
1

2�

Z 2�

0

f .x/e�inx dx
�
einx

D

1X
nD�1

Of .n/einx :

(c) Parsevalova rovnost 16.5.9 pak dostává tvar

1

2�

Z 2�

0

jf .x/j2 dx D kf kL2.0;2�/ D

1X
nD�1

ˇ̌
hf; einxi

ˇ̌
D

1X
nD�1

ˇ̌̌
Of .n/

ˇ̌̌
:

�

16.5.15. Věta (Riesz-Fischer). Nechť cn, n 2 Z, jsou komplexní čísla splňujícíP1

nD�1 jcnj
2 < 1. Pak existuje f 2 P .Œ0; 2��/ taková, že jf j2 je integrovatelná

na Œ0; 2�� a Of .n/ D cn, n 2 Z.

Důkaz. Opět použijeme fakt, že systém ei0x ; ei1x ; e�i1x ; ei2x ; e�2x ; : : : tvoří ortonor-
mální bázi v L2.0; 2�/. Tedy podle Věty 16.5.6 je funkce

f D

1X
nD�1

cne
inx

prvkem L2.0; 2�/. Věta 16.5.7 pak dává, že

cn D hf; einxi D Of .n/; n 2 Z:

�
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16.6. Teoretické příklady k Fourierovým řadám

16.6.1. Příklad. Dokažte, že reálná funkce f na R je trigonometrický polynom
právě tehdy, když existuje polynom dvou proměnných P.u; v/ takový, že platí
f .x/ D P.cos x; sin x/.

Řešení. Předpokládejm nejprve, že f je trigonometrický polynom, tj.

f .x/ D
1

2
a0 C

nX
kD1

.ak cos kx C bk sin kx/; x 2 R:

Zjevně stačí dokázat, že každý výraz cos kx a sin kx je vyjádřitelný jakoP.cos x; sin x/
pro nějaký polynomP.u; v/ dvou proměnných. Budeme postupovat indukcí podle
k. Je zjevné, že cos x i sin x je vyjádřitelný jako P.cos x; sin x/ pro nějaký polynom
dvou proměnných. Tedy tvrzení platí pro k D 1. Předpokládejme nyní, že tvrzení
platí pro každé j 2 f1; : : : ; kg a dokažme, že cos.k C 1/x a sin.k C 1/x lze takto
vyjádřit. Ze vzorců

cos.k C 1/x D cos kx cos x � sin kx sin x;
sin.k C 1/x D sin kx cos x C cos kx sin x

a indukčního předpokladu však požadované tvrzení plyne.
Nechť nyní f .x/ D P.cos x; sin x/ pro nějaký polynom P dvou proměnných.

Zřejmě stačí dokázat, že cosn x sinm x je trigonometrický polynompro každé n;m 2

N [ f0g. Postupujme indukcí podlem. Nechťm D 0 a indukcí podle n dokazujme,
že cosn x je trigonometrický polynom. To je zřejmé pro n D 0. Předpokládejme, že
tvrzení platí pro každé j 2 f0; : : : ; ng. Pak lze dle indukčního předpokladu psát

cosn x D
a0

2
C

lX
kD1

.ak cos kx C bk sin kx/ :

Tedy

cosnC1 x D cosn x cos x D

 
a0

2
C

lX
kD1

.ak cos kx C bk sin kx/

!
cos x

D
a0

2
cos x C

lX
kD1

�ak
2
.cos.kx � x/C cos.kx C x//

C
bk

2
.sin.kx C x/C sin.kx � x//

�
;

přičemž na pravé straně máme trigonometrický polynom. Tedy cosn x je trigono-
metrický polynom pro každé n 2 N. Tvrzení tak platí pro m D 0.

Předpokládejme nyní, že cosn x sinj x je trigonometrický polynom pro každé
n 2 N [ f0g a j 2 f0; : : : ; mg. Pak lze pro každé n 2 N [ f0g dle indukčního
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předpokladu psát

cosn x sinm x D
a0

2
C

lX
kD1

.ak cos kx C bk sin kx/

pro nějaké l 2 N [ f0g a koeficienty a0; : : : al ; b1; : : : ; bl v R. Z toho pak dostáváme

cosn x sinmC1 x D

 
a0

2
C

lX
kD1

.ak cos kx C bk sin kx/

!
sin x

D
a0

2
sin x C

lX
kD1

.ak cos kx sin x C bk sin kx sin x/

D
a0

2
sin x C

lX
kD1

�ak
2
.sin.kx C x/ � sin.kx � x//

C
bk

2
.cos.kx � x/ � cos.kx C x//

�
;

kde na pravé straně figuruje trigonometrický polynom.Tvrzení je tak dokázáno. |

16.6.2. Příklad. Pro q 2 .�1; 1/ sečtěte řadu
P1

nD1 q
n sinnx a ukažte, že je tato

řada Fourierovou řadou svého součtu.

Řešení. Uvažujme řadu
1X
nD1

qn.cosnx C i sinnx/ D

1X
nD1

.qeix/n:

ZWeierstrassova kritéria 12.3.3 plyne stejnoměrná konvergence této řady, označme
h.x/ jako její součet.

Pak

h.x/ D
qeix

1 � qeix
D

qeix.1 � qe�ix/

.1 � qeix/.1 � qe�ix/

D
qeix � q2

1 � 2q e
ixCe�ix

2
C q2

D
q.cos x � 1/C iq sin x
1 � 2q cos x C q2

:

Tedy
1X
nD1

qn sinnx D Im h.x/ D
q sin x

1 � 2q cos x C q2
:

Závěrečné tvrzení pak plyne z Lemmatu 16.2.3.
|

16.6.3. Příklad. Sečtěte řadu
P1

nD0
cosnx
nŠ

a vypočtěteZ 5
2�

1
2�

ecosx cos.sin x/ cosnx dx; n 2 N [ f0g:
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Řešení. Z definice komplexní exponenciely máme pro x 2 R rovnost

ee
ix

D

1X
nD0

einx

nŠ
D

1X
nD0

cosnx
nŠ

C i

1X
nD0

sinnx
nŠ

:

Tedy
1X
nD0

cosnx
nŠ

D Re ee
ix

D Re .ecosx.cos.sin x/C i sin.sin x//

D ecosx cos.sin x/:

Jelikož je zadaná řada stejnoměrně konvergentní, mámeZ 5
2�

1
2�

ecosx cos.sin x/ cosnx dx D

Z �

��

ecosx cos.sin x/ cosnx dx

D

1X
kD0

1

kŠ

Z �

��

cos kx cosnx dx D

(
2�; n D 0;
�
nŠ
; n 2 N:

|

16.6.4. Příklad. Nalezněte separabilní prostor se skalárním součinem H a orto-
normální systém B � H takový, že B je maximální (tj. žádný nenulový prvek H
není kolmý na všechny prvky B) a není úplný (tj. lineární obal B není hustý vH ).

Řešení. Uvažujme prostor `2 a v něm prvky x D
�
1
2
; 1
4
; 1
8
; : : :

�
a en, n � 2. Nechť H

je lineární obal množiny fxg [ fenI n � 2g se skalárním součinem zděděným z `2.
Pak B D fenI n � 2g je ortonormální systém v H , který je maximální.

Vskutku, nechť y D cx C
Pk
nD2 ckek je prvek H kolmý na všechny prvky B.

Zvolíme m > k, pak máme

0 D hy; emi D c
1

2m
;

z čehož plyne c D 0. Dále

0 D hy; eni D cn; n 2 f2; : : : ; kg;

a tedy y D 0.
Na druhou stranu není systém B úplný, neboť vektor x má od linárního obalu

B vzdálenost alespoň 1
2
. |

16.6.5. Příklad. Nechť f R ! R je 2�-periodická funkce mající spojitou derivaci
a nechť

R �
��
f .x/dx D 0. Pak platíZ �

�

f 2.x/dx �

Z �

��

.f 0.x//2 dx:
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Řešení. Jelikož má funkce f spojitou derivaci, leží f i f 0 v prostoru L2.Œ��; ��/.
Označíme-li koeficienty f a f 0 ve Fourierově rozvoji jako afn ; b

f
n , respektive a

f 0

n ; b
f 0

n ,
máme dle Věty ?? rovnostiZ �

��

.f .x//2 dx D
�

2
.a
f
0 /
2

C

1X
nD1

�..afn /
2

C .bfn /
2/;

Z �

��

�
f 0.x/

�2 dx D
�

2
.a
f 0

0 /
2

C

1X
nD1

�..af
0

n /
2

C .bf
0

n /
2/:

Mezi koeficenty f a f 0 však platí následující vztahy:

a
f 0

0 D
1

�

Z �

��

f 0.x/dx D
1

�
.f .�/ � f .��// D 0;

a
f
0 D

Z �

��

f .x/dx D 0

a dále pro n 2 N

af
0

n D
1

�

Z �

��

f 0.x/ cosnx dx D
1

�
Œf .x/ cosnx���� C

1

�

Z �

��

f .x/n sinnx dx

D nbfn ;

bf
0

n D
1

�

Z �

��

f 0.x/ sinnx dx D
1

�
Œf .x/ sinnx���� �

1

�

Z �

��

f .x/n cosnx dx

D �nafn :

Tedy Z �

��

.f .x//2 dx D
�

2
.a
f
0 /
2

C

1X
nD1

�..afn /
2

C .bfn /
2/

D

1X
nD1

�..afn /
2

C .bfn /
2/

�

1X
nD1

�..nafn /
2

C .nbfn /
2/

D

1X
nD1

�..af
0

n /
2

C .bf
0

n /
2/

D
�

2
.a
f 0

0 /
2

C

1X
nD1

�..af
0

n /
2

C .bf
0

n /
2/

D

Z �

��

�
f 0.x/

�2 dx:

|
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16.6.6. Příklad. Nechť ˛ 2 .0; 1/ a

f .x/ D

(
jxj

˛ cos.1=x/; x 2 Œ��; �� n f0g;

0; x D 0:

(a) Ukažte, že f nemá konečnou variaci na Œ��; ��.
(b) Nechť g je 2�-periodická funkce integrovatelná na Œ��; ��, která je rovna

f na nějakém okolí 0. Dokažte, že sgn .0/ ! 0.

Řešení. (a) Uvažujme libovolné N 2 N a dělení D obsahující body�
1

.2N C 1/�
;
1

2N�
; : : : ;

1

3�
;
1

2�

�
:

Pak

V.f I ��; �/ �

ˇ̌̌̌
f

�
1

2�

�
� f

�
1

3�

�ˇ̌̌̌
C � � � C

ˇ̌̌̌
f

�
1

2N�

�
� f

�
1

.2N C 1/�

�ˇ̌̌̌

�

NX
kD1

ˇ̌̌̌
f

�
1

2k�

�
� f

�
1

.2k C 1/�

�ˇ̌̌̌

D

NX
kD1

1

�˛

�
1

.2k/˛
C

1

.2k C 1/˛

�

�
1

.2�/˛

NX
kD1

1

k˛
:

Jelikož
P1

kD1
1
k˛ D 1 a N bylo libovolné, V.f I ��; �/ D 1.

(b) Nejprve si uvědomíme, že díky Větě 16.3.11 platí limn!1.s
f
n � s

g
n /.0/ ! 0.

Stačí tedy dokázat, že sfn .0/ ! 0. To však plyne z Věty 16.4.5(b), neboť máme

jf .t/ � f .0/j � jt j˛ ; t 2 .��; �/:

|

16.7. Početní příklady k Fourierovým řadám

16.7.1. Příklad. Rozviňte funkci

f .x/ D �2 � x2; x 2 .��; �/;

do Fourierovy řady naR. Rozhodněte, zda řada konverguje stejnoměrně naR a po-
kud ano, určete její součet. Pomocí této řady pak určete součty číselných řad

1X
nD1

1

n2
;

1X
nD1

.�1/nC1

n2
:
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Řešení. Funkce f je po 2�-periodickém dodefinování na R spojitá. Navíc je mono-
tónní na Œ��; 0� a Œ0; ��, a tedy má na těchto intervalech konečnou variaci. Proto
je f konečné variace na libovolném omezeném intervalu v R. Dle Věty 16.4.3 tak
Fourierova řada funkce f konverguje stejnoměrně na R k f . Máme

a0 D
1

�

Z �

��

f .x/dx D
2

�

Z �

0

.�2 � x2/dx D
4

3
�2

a

an D
2

�

Z �

0

.�2 � x2/ cos.nx/dx

D 2�

�
sinnx
n

��
0

�
2

�

 �
x2 sinnx

n

��
0

�

Z �

0

2x sinnx
n

dx

!

D
4

n�

Z �

0

x sinnx dx

D
4

n�

�h
�
x cosnx

n

i�
0

C

Z �

0

cosnx
n

dx
�

D
4

n�

�
�
� cosn�

n

�
D
4.�1/nC1

n2
:

Dále bn D 0 díky sudosti funkce f . Tedy

f .x/ D
2

3
�2 C 4

1X
nD1

.�1/nC1

n2
cosnx; x 2 R:

Dosadíme-li za x postupně 0 a � , obdržíme rovnosti

�2 D
2

3
�2 C 4

1X
nD1

.�1/nC1

n2
; 0 D

2

3
�2 C 4

1X
nD1

�1

n2
:

Z nich plynou vztahy
1X
nD1

.�1/nC1

n2
D
�2

12
;

1X
nD1

1

n2
D
�2

6
:

|

16.7.2. Příklad. Rozviňte funkci

f .x/ D ex ; x 2 .��; �/;

do Fourierovy řady na R. Rozhodněte, zda řada konverguje na R a pokud ano,
určete její součet. Pomocí této řady pak určete součet číselné řady

1X
nD1

.�1/n

n2 C 1
:
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Řešení. Definujme funkci g na R jako

g.x/ D

(
ex�2k� ; x 2 ..2k � 1/�; .2k C 1/�/; k 2 Z;
e� Ce��

2
; x D .2k � 1/�; k 2 Z:

Pak je g funkce s konečnou variací na každém konečném podintervalu R a dle
Věty 16.4.3 konverguje Fourierova řada funkce f ke g na R.

Počítáme-li její koeficenty, dostáváme

a0 D
1

�

Z �

��

ex dx D
e� � e��

�
:

Dále pro Ik D
R �

��
ex cos kx dx, k 2 N, máme

Ik D Œex cos kx���� C k

Z �

��

ex sin kx dx

D cos.k�/ .e� � e��/C k

�
Œex sin kx���� � k

Z �

��

ex cos kx dx
�

D cos.k�/ .e� � e��/ � k2Ik :

Tedy

Ik D .�1/k
e� � e��

k2 C 1

a

an D
1

�
In D .�1/n

e� � e��

�.n2 C 1/
; n 2 N:

Dále máme z již provedeného výpočtu rovnost pro koeficenty bn:

bn D
1

�

Z �

��

ex sinnx dx D
�n

�
In D .�1/nC1 n.e

� � e��/

n2 C 1
:

Tedy

g.x/ D
sinh�
�

C
2 sinh�
�

1X
nD1

.�1/n

n2 C 1
.cosnx � n sinnx/; x 2 R:

Dosadíme-li za x D 0, dostáváme

1 D
sinh�
�

C
2 sinh�
�

1X
nD1

.�1/n

n2 C 1
:

Odtud
1X
nD1

.�1/n

n2 C 1
D
1

2

� �

sinh�
� 1

�
:

|



16.7. POČETNÍ PŘÍKLADY K FOURIEROVÝM ŘADÁM 917

16.7.3. Příklad. Rozviňte funkci

f .x/ D sin 3x C 4x; x 2 .��; ��;

do Fourierovy řady na R. Rozhodněte, zda řada konverguje na R a pokud ano,
určete její součet. Pomocí této řady pak určete součet číselné řady

1X
nD1

.�1/nC1 sinn
n
:

Řešení. Definujme funkci g na R jako

g.x/ D

(
sin 3.x � 2k�/C 4.x � 2k�/; x 2 ..2k � 1/�; .2k C 1/�/; k 2 Z;

0; x D .2k � 1/�; k 2 Z:

Pak je g funkce s konečnou variací na každém konečném podintervalu R a dle
Věty 16.4.3 konverguje Fourierova řada funkce f ke g na R.

Jelikož je f lichá na .��; �/, je an D 0 pro každé n 2 N [ f0g. Dále platí

2

�

Z �

0

sin 3x sinnx dx D

(
1; n D 3;

0; n ¤ 3;

a
2

�

Z �

0

4x sinnx dx D
8

�

�h
�x

cosnx
n

i�
0

C

Z �

0

cosnx
n

dx
�

D
8

�

�
�
� cos.n�/

n

�
D .�1/nC1 8

n
:

Tedy

g.x/ D sin 3x C 8

1X
nD1

.�1/nC1

n
sinnx; x 2 R:

Pro x D 1 dostáváme

sin 3C 4 D sin 3C 8

1X
nD1

.�1/nC1 sinn
n

;

a tedy
1X
nD1

.�1/nC1 sinn
n

D
1

2
:

|

16.7.4. Příklad. Rozviňte funkci

f .x/ D sin x; x 2 Œ0; �/;

do Fourierovy řady na R, která obsahuje pouze členy s cosnx. Rozhodněte, zda
řada konverguje na R a pokud ano, určete její součet. Pomocí této řady pak určete
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součet číselné řady
1X
kD1

.�1/kC1

4k2 � 1
:

Řešení. Položme
g.x/ D jsin xj ; x 2 R:

Pak dle Věty 16.4.3 konverguje Fourierova řada funkce g ke g stejnoměrně na R.
Spočtěme koeficienty této Fourierovy řady. Jelikož je g sudá, jsou členy bn D 0,

n 2 N. Dále máme

a0 D
2

�

Z �

0

sin x dx D
4

�

a

an D
2

�

Z �

0

sin x cosnx dx

D
2

�
Œsin x sinnx��0 �

2

n�

Z �

0

cos x sinnx dx

D �
2

n�

h
� cos x

cosnx
n

i�
0

C
2

n�

Z �

0

sin x
cosnx
n

dx

D �
2

n�

�
.�1/n

n
C
1

n

�
C

1

n2
an:

Odtud plyne

an D

(
0; n liché;
�

4
�.n2�1/

; n sudé:

Tedy

g.x/ D
2

�
�
4

�

1X
kD1

1

4k2 � 1
cos 2kx; x 2 R:

Pro x D
�
2
pak dostáváme

1 D
2

�
C
4

�

1X
kD1

.�1/kC1

4k2 � 1
;

a tedy
1X
kD1

.�1/kC1

4k2 � 1
D
�

4
�
1

2
:

|

16.7.5. Příklad. Pro a > 0 rozviňte funkci

f .x/ D cos ax; x 2 Œ0; ��;
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do Fourierovy řady na R, která obsahuje pouze členy se sinnx. Rozhodněte, zda
řada konverguje na R a pokud ano, určete její součet. Pomocí této řady pak určete
součet číselné řady

1X
kD0

.�1/k.2k C 1/

.2k C 1/2 � 4
:

Řešení. Položme

g.x/ D

�
cos ax; x 2 .0; �/C 2k�;

0; x D k�;

� cos ax; x 2 .��; 0/C 2k�;

k 2 Z:

Pak g je lichá funkce s konečnou variací, a tedy její Fourierova řada konverguje ke
g.

Při výpočtu jejích koeficentů máme an D 0 díky lichosti g a

bn D
2

�

Z �

0

cos ax sinnx dx

D
2

�

�
1

a
sinnx sin ax

��
0

�
2

�

Z �

0

n

a
cosnx sin ax dx

D �
2n

�a

Z �

0

cosnx sin ax

D
�2n

�a

�
�1

a
cosnx cos ax

��
0

C
2n

�a

Z �

0

n

a
sinnx cos ax dx

D
2n

�a2
Œ.�1/n cos.a�/ � 1�C

n2

a2
bn:

Předpokládejme nejprve, že a … N. Pak z předchozího plyne

bn D
2n

�.a2 � n2/
Œ.�1/n cos.a�/ � 1� ; n 2 N:

Pokud a D k pro nějaké k 2 N, pak

bk D
2

�

Z �

0

sin kx cos kx dx D
1

�

Z �

0

sin 2kx D 0:

Tedy Fourierova řada g má tvar

2

�

1X
nD1;n¤a

n

a2 � n2
Œ.�1/n cos.a�/ � 1� sinnx:
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Nyní uvažujme a D 2 a x D
�
2
, pak máme

�1 D cos� D
2

�

1X
nD1;n¤2

Œ.�1/n � 1� sinn
�

2

D
2

�

1X
kD0

.�2/.�1/k.2k C 1/

4 � .2k C 1/2

D
4

�

1X
kD0

.�1/k.2k C 1/

.2k C 1/2 � 4
:

Tedy
1X
kD0

.�1/k.2k C 1/

.2k C 1/2 � 4
D �

�

4
:

|

16.7.6. Příklad. Rozviňte funkci

f .x/ D sign.sin 3x/; x 2 Œ0; ��;

do Fourierovy řady na R, která obsahuje pouze členy s cosnx. Rozhodněte, zda
řada konverguje na R a pokud ano, určete její součet. Pomocí této řady pak určete
součet číselné řady

1X
kD0

1

.3k C 1/.3k C 2/
:

Řešení. Uvažujme sudé 2�-periodické rozšíření f na R, tj. funkci

g.x/ D

�
1; x 2

�
.��;�2

3
�/ [ .��

3
; 0/ [ .0; �

3
/ [ .2

3
�; �/

�
C 2k�; k 2 Z;

0; x D
�
3
k; k 2 Z;

�1; x 2
�
.�2

3
� �

�
3
/ [ .�

3
; 2
3
�/
�

C 2k�; k 2 Z:

Dle Věty 16.4.3 konverguje Fourierova řada g k funkci

h.x/ D

(
1; x D k�; k 2 Z;

g.x/; jinak.

Spočtěme koeficienty této řady. Jelikož je g sudá, platí bn D 0 pro každé n 2 N.
Jinak máme

a0 D
2

�

Z �

0

g.x/dx D
2

3
a

an D
2

�

Z �

0

g.x/ cosnx dx D
2

�

 Z �
3

0

cosnx dx �

Z 2
3�

�
3

cosnx dx C

Z �

2
3�

cosnx dx

!

D
4

�n

�
sin.

n�

3
/ � sin.

2n�

3
/

�
:
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Tedy

an D

�
0; n 2 f6k; 6k C 1; 6k C 3; 6k C 5g; k 2 N [ f0g;
4

p
3

�n
; n D 6k C 2; k 2 N [ f0g;

�
4

p
3

�n
; n D 6k C 4; k 2 N [ f0g:

Proto má Fourierova řada funkce g tvar

1

3
C

1X
nD1

an cosnx D
1

3
C
4
p
3

�

1X
kD0

�
1

6k C 2
cos.6k C 2/x �

1

6k C 4
cos.6k C 4/x

�
:

Pro x D 0 máme

1 D h.x/ D
1

3
C
4
p
3

�

1X
kD0

�
1

6k C 2
�

1

6k C 4

�

D
1

3
C
2
p
3

�

1X
kD0

1

.3k C 1/.3k C 2/
:

Odtud plyne
1X
kD0

1

.3k C 1/.3k C 2/
D

�

3
p
3
:

|

16.7.7. Příklad. Pro ˛ 2 Œ0; �� sečtěte řady
P1

nD1
sin2 n˛
n2 a

P1

nD1
cos2 n˛
n2 .

Řešení. Uvažujme funkci f .x/ D �Œ�˛;˛� 2 P .Œ0; 2��/.Œ��; ��/ a rozviňme ji do Fou-
rierovy řady. Máme

a0 D
1

�

Z �

��

f .x/dx D
2˛

�
a

an D
1

�

Z �

��

f .x/ cosnx dx D
1

�

�
sinnx
n

�˛
�˛

D
2 sinn˛
n�

; n 2 N:

Díky sudosti funkce f jsou pak všechny koeficienty bn nulové.
Podle Věty ?? platíZ �

��

jf .x/j2 dx D
�

2
a20 C

1X
nD1

�.a2n C b2n/:

Tedy dostáváme

2˛ D
�

2
�
4˛2

�2
C

1X
nD1

�
4 sin2 n˛
n2�2

;

z čehož plyne
1X
nD1

sin2 n˛
n2

D
˛.� � ˛/

2
:
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Dále platí dle Příkladu ?? vztah

�2

6
D

1X
nD1

1

n2
D

1X
nD1

sin2 n˛
n2

C

1X
nD1

cos2 n˛
n2

;

z kterého plyne rovnost
1X
nD1

cos2 n˛
n2

D
�2 � 3�˛ C 3˛2

6
:

|



DODATEK A

Axiomy teorie množin

Množiny jsou základními objekty teorie množin a základními vztahy mezi tě-
mito objekty jsou rovnost a náležení. Základními výpověďmi jsou tedy tvrzení:
množina x je rovna (nebo není) množině y. Množina x je (nebo není) prvkem
množiny y.

Jazyk teorie množin obsahuje jednak symboly pro množiny (malá i velká pís-
mena podle potřeby s indexy), binární predikátový symbol D pro rovnost, binár-
ní predikátový symbol pro náležení 2, symboly pro logické spojky, kvantifikáto-
ry a pomocné symboly (např. závorky). Jsou-li x, y proměnné pro množiny, pak
jsou výrazy pro vztah rovnosti x D y a náležení x 2 y formulemi jazyka teorie
množin. Říkáme jim atomické formule. Další formule jazyka teorie množin vzni-
kají z atomických formulí pomocí logických spojek a kvantifikátorů. Při budování
teorie postupně zavádíme další symboly, které jsou vlastně zkratkami označující
komplikovanější formule.

Nejrozšířenějším axiomatickým systémem teorie množin je Zermelův-Fraen-
kelův systém, jehož axiomy nyní uvedeme a doplníme stručným komentářem. Po-
drobnější výklad lze nalézt v knize [3], z níž čerpáme i v tomto oddílu.

A.0.1. Axiom (axiom existence).

9x W x D x:

Tento axiom zaručuje, že univerzum množin je neprázdné, tj. existuje alespoň
jedna množina.

A.0.2. Axiom (axiom extensionality).

8x8y W
�
8u W .u 2 x , u 2 y/

�
, x D y:

Axiom extensionality říká, že libovolné množiny x a y jsou si rovny právě teh-
dy, kdyžmají stejné prvky, tj. kdykoliv je prvek u v jedné z těchtomnožin, je i v dru-
hé. Tento axiom tak popisuje souvislost mezi predikáty rovnosti a náležení.

A.0.3. Axiom (schéma axiomu vydělení). Je-li '.x/ formule, která neobsahuje vol-
ně proměnnou ´, potom formule

8a 9´ 8x W
�
x 2 ´ , .x 2 a & '.x//

�
(A.1)

je axiom.

923
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Pro každoupřípustnou volbu formule ' dostáváme axiom teoriemnožin, a pro-
to zde hovoříme o schématu axiomů. Podle axiomu extensionality je množina ´ ve
formuli (A.1) určena jednoznačně. Budeme ji označovat výrazem

fx 2 aI '.x/g:

Tento axiom nám umožňuje definovat průnik množin opět jako množinu. Schéma
vydělení je použito pro formuli x 2 b, kde x je volná proměnná a a, b jsou dané
množiny.

A.0.4. Definice. Nechť a a b jsou množiny. Pak množinu

a \ b D fx 2 aI x 2 bg

nazýváme průnikem množin a a b.

Spíše z jazykových důvodu budememísto spojení „množinamnožin“ používat
termín „systém množin“.

A.0.5. Definice. Řekneme, že množiny A a B jsou disjunktní, jestliže mají prázd-
ný průnik. Řekneme, že systém množin M je disjunktní, jestliže každé dvě různé
množiny z M jsou disjunktní.

Uveďme ještě několik definic, které využívají axiom vydělení.

A.0.6. Definice. Nechť a a b jsou množiny. Pak množinu

a n b D fx 2 aI x … bg

nazýváme rozdílem množin a a b.

A.0.7.Poznámka. Podle axiomu existence existuje alespoň jednamnožina.Označ-
me ji a. Potom fx 2 aI x ¤ xg je také množina. Tato množina neobsahuje žádný
prvek. Nazýváme ji prázdnoumnožinou a značíme ji ;.

A.0.8. Axiom (axiom dvojice).

8a 8b 9´8x W .x 2 ´ , .x D a _ x D b//:

Axiom dvojice zaručuje, že pro dvě dané množiny existuje množina, která je
obě obsahuje jako své prvky a neobsahuje žádné jiné prvky. Díky tomuto axiomu
můžeme definovat pojem uspořádané dvojice.

A.0.9. Definice. Nechť a a b jsou množiny. Pak množinu

Œa; b� D fa; fa; bgg

nazýváme uspořádanou dvojicí prvků a; b. Třídy a a b nazýváme po řadě první
složkou a druhou složkou uspořádané dvojice Œa; b�.

A.0.10. Věta. Jestliže a; b; c; d jsou množiny a platí Œa; b� D Œc; d �, pak a D c a b D

d .

A.0.11. Axiom (axiom sumy).

8a 9´ 8x W .x 2 ´ , 9y W x 2 y & y 2 a/:
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K libovolnémnožině a existuje množina ´, která obsahuje právě ty prvky, které
jsou prvkem nějakého prvku množiny a. Podle axiomu extensionality je množina
´ jednoznačně určena množinou a.

A.0.12. Definice. Nechť a a b jsou množiny. Pak množinu

a [ b D fxI x 2 a _ x 2 bg

nazýváme sjednocením množin a a b.

A.0.13. Definice. Nechť a; b jsou množiny. Množinu

a div b D .a n b/ [ .b n a/

nazýváme symetrickým rozdílem množin a a b.

A.0.14. Definice. Nechť a a b jsou množiny. Řekneme, že a je podmnožinou b,
případně že b obsahuje a, značíme a � b, jestliže

8x W .x 2 a ) x 2 b/:

Je-li a � b a a ¤ b, pak říkáme, že a je vlastní podmnožinou b a tento fakt značíme
a ¨ b.

A.0.15. Axiom (axiom potence).

8a 9´ 8x W .x 2 ´ , x � a/:

Je-li a množina, pak podle axiomu potence existuje množina ´, jejímiž prvky
jsou právě všechny podmnožiny množiny a.

A.0.16. Definice. Nechť X a Y jsou množiny. Relací mezi prvky množin X a Y
nazveme každou množinu R � X � Y . Definičním oborem relace R nazýváme
množinu

D.R/ D fxI 9y W Œx; y� 2 Rg:

Oborem hodnot relace R nazýváme množinu

H.R/ D fyI 9x W Œx; y� 2 Rg:

Jedním z nejdůležitějších matematických objektů je zobrazení (funkce).

A.0.17. Definice. Nechť F � X � Y je relace. Řekneme, že F je zobrazení neboli
funkce, jestliže

8x 8y 8´ W .Œx; y� 2 F & Œx; ´� 2 F ) y D ´/:

A.0.18. Axiom (axiom nahrazení). Je-li F zobrazení aD.F / je množina, pakH.F /
je množina.

A.0.19. Axiom (axiom nekonečna).

9´ W ; 2 ´ & .8x W x 2 ´ ) x [ fxg 2 ´/

A.0.20. Axiom (axiom fundovanosti).

8a W .a ¤ ; ) 9x W .x 2 a/ & .x \ a D ;//:
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Axiom A.0.20 zaručuje, že vztah 2 nemá jisté nežádoucí vlastnosti. Vylučuje
například každou množinu y splňující y 2 y.

Zvláštní postavení mezi axiomy má takzvaný axiom výběru, protože některé
oblasti matematiky jsou budovány bez něj. Matematická analýza však tento axiom
používá, a proto jej zde uvádíme.

A.0.21. Axiom (axiom výběru). Je-li R relace, pak existuje funkce F taková, že
F � R a D.F / D D.R/.

A.0.22. Poznámky. Nechť A, B a C jsou množiny. Potom platí:
(i) ; � A,
(ii) je-li A � ;, pak A D ;,
(iii) A � A,
(iv) je-li A � B a B � A, pak A D B,
(v) je-li A � B a B � C , pak A � C .

Obecná metoda důkazu rovnosti mezi množinami plyne z axiomu extensiona-
lity. Poznámka (iv) skýtá novou možnost, jak rovnost mezi množinami dokázat.

A.0.23. Poznámky. Nechť A, B, C a D jsou množiny. Potom platí:
(i) ; \ A D A,
(ii) A \ A D A,
(iii) A \ B D B \ A,
(iv) A \ .B \ C/ D .A \ B/ \ C ,
(v) A \ B � A,
(vi) je-li C � A a C � B, pak C � .A \ B/,
(vii) A D .A \ B/ právě tehdy, když A � B,
(viii) je-li A � B a C � D, pak .A \ B/ � .C \D/.

A.0.24. Poznámky. Nechť A, B, C a D jsou množiny. Potom platí:
(i) ; [ A D A,
(ii) A [ A D A,
(iii) A [ B D B [ A,
(iv) A [ .B [ C/ D .A [ B/ [ C ,
(v) A � A [ B,
(vi) je-li A � C a B � C , pak .A [ B/ � C ,
(vii) A D .A [ B/ právě tehdy, když B � A,
(viii) je-li A � B a C � D, pak .A [ B/ � .C [D/.

A.0.25. Definice. Nechť A je množina. Potom množinu SA D A [ fAg nazýváme
následníkem třídy A.

A.0.26.Definice. Nechť I ¤ ; je množina a pro každé i 2 I jsou Ai jsou množiny.
Pak množinu \

i2I

Ai D fxI 8 i 2 I W x 2 Aig
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nazýváme průnikem všech množin ze systému fAi I i 2 I g a podobně množinu[
i2I

Ai D fxI 9 i 2 I W x 2 Aig

sjednocením všech množin ze systému fAi I i 2 I g. V obou případech nazýváme
množinu I indexovou množinou nebo množinou indexů.

A.0.27. Věta (de Morganova pravidla). Nechť X a I jsou množiny, I ¤ ;, a nechť
Ai , i 2 I , jsou množiny. Pak

X n
[
i2I

Ai D
\
i2I

�
X n Ai

�
a X n

\
i2I

Ai D
[
i2I

�
X n Ai

�
:

A.0.28. Poznámka. Pojem následníka můžeme chápat jako unární operaci nad
množinami. Je-li dána množina A, pak SA je množina, která se nerovná množině
A.

A.0.29. Příklad. Nechť X je konečná množina. Pak nelze množinu X zobrazit
prostě na svoji vlastní podmnožinu.

Řešení. Důkaz provedeme sporem. Nechť f W X ! X je prosté zobrazení splňující
f .X/ ¤ X . Z Příkladu A.0.35(c) plyne, že existuje n 2 N takové, že f n�1.X/ D

f n.X/. Dle tvrzení (b) Příkladu A.0.35 pak platí f .X/ D X , což je spor. |

A.0.30.Příklad. Ukažte, žemnožinaX je nekonečná právě tehdy, kdyžmá stejnou
mohutnost jako nějaká její vlastní podmnožina.

Řešení. Má-li X stejnou mohutnost jako nějaká její vlastní podmnožina, je X neko-
nečná dle Příkladu A.0.29.

Je-li X nekonečná, obsahuje nekonečnou spočetnou množinu A (Věta ??).
Nechť ' W A ! N je bijekce a  W N ! N je definováno jako  .n/ D nC 1, n 2 N.
Pak je zobrazení

!.x/ D

(
.'�1 B  B '/.x/; x 2 A;

x; x 2 X n A;

prosté a '�1.1/ … !.X/. Tedy ! W X ! !.X/ je bijekce množiny X na její vlastní
podmnožinu. |

A.0.31. Příklad. Ukažte, že množiny N, L D fn 2 NI n je lichég a S D fn 2

NI n je sudég mají stejnou mohutnost.

Důkaz. Zobrazení n 7! n�1; n 2 S , je bijekce množiny S namnožinuL a zobrazení
n 7! 2n � 1 je bijekce množiny N na L. Odtud plyne, že množiny L, S a N mají
stejnou mohutnost. �

A.0.32. Příklad. NechťX je nekonečná množina a Y je spočetná množina. Potom
X � X [ Y .



928 A. ÚVOD

Řešení. Nejprve si uvědomme, že zřejmě X � X [ Y . Ve zbytku důkazu tedy stačí
dle Věty 1.6.5 ověřit, že X [ Y � X . Protože X je nekonečná, obsahuje podle
Věty ?? množinu A � X splňující A � N. Existuje tedy bijekce ' množiny N
na A. Podle Příkladu A.0.31 platí N � L, kde L je množina lichých čísel. Potom
také platí '.L/ � A. Odtud plyne .X n A/ [ '.L/ � .X n A/ [ A, a tedy podle
Příkladu A.0.31 X n '.S/ � X , kde S je množina všech sudých přirozených čísel.
Podle předpokladu platí Y � N, a tedy Y n X � Y � '.S/. Potom X [ .Y n X/ �

.X n '.S// [ '.S/, neboli X [ Y � X . Tím je důkaz proveden. |

A.0.33. Příklad. Označme Z množinu všech posloupností, jejichž členy jsou prv-
ky f0; 1g. Dokažte, že platí Z � P .N/, a tedy Z je nespočetná.

Řešení. Nechť A � N je množina. Definujme zobrazení �A W N ! f0; 1g takto:

�A.n/ D

(
1; n 2 A;

0; n 2 N n A:

Pak je zobrazení A 2 P .N/ 7! 'A 2 Z bijekce. Dle Cantorovy věty (Věta 1.6.7) je
tedy množina Z všech zobrazení z N do f0; 1g nespočetná. |

A.0.34. Příklad. Ukažte, že množiny Œ0; 1�, R n Q a R mají stejnou mohutnost.

Řešení. Protože Œ0; 1� � R, platí Œ0; 1� � R. Funkce x 7!
1
�
arctg x C

1
2
, x 2 R, je

rostoucí, a tedy prostá. Jedná se tedy o prosté zobrazeníR do Œ0; 1�. ProtoR � Œ0; 1�.
Z Věty 1.6.5 plyne Œ0; 1� � R.

Dále platí dle Příkladů A.0.32 a 1.6.23 R n Q � .R n Q/ [ Q D R. |

A.0.35. Příklad. Nechť X je množina a f W X ! X je zobrazení. Dokažte násle-
dující tvrzení.

(a) Pro každé n 2 N platí f n�1.X/ � f n.X/, přičemž symbol f 0 značí iden-
tické zobrazení IdX a f n je n-krát složené zobrazení f samo se sebou, tj.
f 0 D IdX a f n D f B f n�1 pro n 2 N.

(b) Je-li f prosté a existuje n 2 N takové, že f n�1.X/ D f n.X/, pak X D

f .X/.
(c) Pokud pro každé n 2 N platí f n�1.X/ ¤ f n.X/, pak je množina X ne-

konečná.

Řešení. (a) Tvrzení dokážeme matematickou indukcí. Pro n D 1 zjevně platí X D

f 0.X/ � f 1.X/ D f .X/. Předpokládejme nyní, že platí f n�1.X/ � f n.X/ pro
nějaké n 2 N. Pak z Příkladu 1.8.19(a) plyne

f n.X/ D f
�
f n�1.X/

�
� f

�
f n.X/

�
D f nC1.X/:

Tím je tvrzení dokázáno.
(b) Definujme množinu A � N jako množinu všech n 2 N, která splňu-

jí f n�1.X/ D f n.X/. Podle předpokladu je množina A neprázdná. Podle Vě-
ty 1.5.24 existuje minimum množiny A, které označíme k. Pokud k D 1 je tvr-
zení dokázáno. Předpokládejme tedy, že k > 1. Vezměme y 2 f k�2.X/, po-
tom f .y/ 2 f k�1.X/. Poněvadž f k�1.X/ D f k.X/, existuje x0 2 X takové, že
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f .y/ D f k.x0/ D f
�
f k�1.x0/

�
: Protože f je prosté, platí y D f k�1.x0/, tedy

y 2 f k�1.X/. Podle části (a) již víme, že platí f k�2.X/ � f k�1.X/. Dostáváme
tak f k�2.X/ D f k�1.X/, takže k� 1 je prvkem množiny A. Pak ovšem číslo k není
minimem A, což je spor. Platí tedy k D 1 a tvrzení je dokázáno.

(c) Pokud f n.X/ ¤ f nC1.X/ pro každé n 2 N, vybereme pro každé n 2 N
prvek xn 2 f n.X/nf nC1.X/. Zobrazení n 7! xn z N doX je tedy prosté, takže platí
N � X . Množina X je tudíž nekonečná podle Věty 1.6.18. Tedy i sama množina
X je nekonečná. |

Relace uspořádání a ekvivalence, zobrazení.

A.0.36. V Oddíle 1.4 jsme se zabývali dvěma důležitými typy relací, totiž relací
uspořádání a relací zobrazení. Uveďme ještě další důležitý typ relace. Nechť A je
množina a nechťR je relace na A. Řekneme, žeR je ekvivalence, jestliže je reflexiv-
ní, symetrická a tranzitivní. V tomto textu sice pojem relace ekvivalence nebudeme
používat, přesto je však velmi důležitý. V Příkladech A.0.38–A.0.40 ukážeme zá-
kladní vlastnosti tohoto pojmu a několik konkrétních příkladů.

A.0.37. Příklad. Nechť X je množina. Relace R je na X definovaná takto: pro
x; y 2 X platí x R y, právě když x D y. Dokažte, že R je relace ekvivalence.

Řešení. |

A.0.38. Příklady. Pro níže definované relace dokažte, že jde o ekvivalence.
(a) Nechť X; Y jsou množiny a f W X ! Y je zobrazení. Definujme relaci �

na X takto: pro x; y 2 X platí x � y, právě když f .x/ D f .y/.
(b) Nechť n 2 N. Relace � .mod n/ (kongruencemodulo n) je na množině

celých čísel definována takto: pro a; b 2 Z platí a � b .mod n/, právě
když n dělí a � b.

(c) Nechť Z je množina všech zobrazení množiny N do množiny f0; 1g. Re-
laci � definujeme takto: pro f; g 2 Z platí f � g, právě když existuje
n 2 N takové, že pro každé k 2 N, k � n, platí f .k/ D g.k/.

(d) Definujme relaciR na R takto: pro x; y 2 R platí xRy, právě když x�y 2

Q.
(e) Nechť X je množina. Definujme relaci R na potenční množině množiny

X takto: pro A;B 2 P .X/ platí AR B, právě když A � B.

Řešení. Pro zadané relace vždy ověříme reflexivitu, symetrii a tranzitivitu.

(a) Reflexivita. Pro libovolné x 2 X platí f .x/ D f .x/, a tedy x � x.
Symetrie. Pokud x � y, tj. f .x/ D f .y/, pak i f .y/ D f .x/, a tedy y � x.
Tranzitivita. Nechť x; y; ´ 2 N, x � y a y � ´. Pak f .x/ D f .y/ a f .y/ D f .´/,
a tedy i f .x/ D f .´/. Platí tedy také x � ´.

(b) Reflexivita. Pro každé m 2 Z platí m �m D 0 D 0 � n, a tedy m � m .mod n/.
Symetrie. Nechť m; q 2 Z a m � q .mod n/. Pak tedy existuje l 2 Z takové, že
m � q D l � n. Potom q �m D .�l/ � n, a platí tedy q � m .mod n/.
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Tranzitivita. Nechť m; q; p 2 Z, m � q .mod n/ a q � p .mod n/. Pak tedy existují
l1; l2 2 Z taková, že m � q D l1 � n a q � p D l2 � n. Potom m � p D .l1 C l2/ � n,
a platí tedy m � p .mod n/.

(c) Reflexivita. Pro libovolné f 2 Z a n 2 N platí f .n/ D f .n/, a tedy f � f .
Symetrie. Pokud f; g 2 Z, f � g, pak existuje n 2 N takové, že f .k/ D g.k/ pro
každé k 2 N, k � n. Tedy platí g.k/ D f .k/ pro každé k 2 N, k � n, tj. g � f .
Tranzitivita. Nechť f; g; h 2 Z. Pak existují n1; n2 2 N taková, že pro každé k 2 N,
k � n1, platí f .k/ D g.k/ a pro každé k 2 N, k � n2, platí g.k/ D h.k/. Položme
n D maxfn1; n2g. Potom pro každé k 2 N; k � n, máme f .k/ D g.k/ D h.k/. Platí
tedy f � h.

(d) Reflexivita. Pro libovolné x 2 R platí x�x D 0. Číslo 0 je racionální, a tedy platí
x � x.
Symetrie.Nechť x; y 2 R a x � y, pak x�y je racionální číslo. Proto i y�x D �.x�y/

je racionální a platí y � x.
Tranzitivita. Nechť x; y; ´ 2 R, x � y a y � ´. Potom jsou čísla x � y a y � ´

racionální. Pak máme x�´ D .x�y/C .y �´/ a protože součet dvou racionálních
čísel je číslo racionální, dostáváme x � ´. |

A.0.39. Příklad. Nechť X je množina � je relace ekvivalence. Pro každé x 2 X

položme Œx� D fy 2 X I y � xg. Množina X=� D fŒx�I x 2 Xg se nazývá faktor-
množina vzhledem k ekvivalenci �. Ukažte, že

(a) pro každé x 2 X platí x 2 Œx�,
(b) pro každé x; y 2 X platí Œx� D Œy� právě tehdy, když x � y,
(c) pro každé Qx 2 X=� a y 2 Qx platí Qx D Œy�.

Řešení. (a) Tvrzení je zřejmé, neboť platí x � x.
(b) Nechť x; y 2 X splňují Œx� D Œy�. Pak x 2 Œx� dle (a), a tedy x 2 Œy�. To ale

znamená, že x � y.
Nechť x; y 2 X splňují x � y. Vezměme libovolné ´ 2 Œx�. Potom platí ´ � x

a z tranzitivity � dostáváme ´ � y. Odtud pak plyne ´ 2 Œy�. Platí tedy inkluze
Œx� � Œy�. Vezměme nyní libovolné ´ 2 Œy�. Potom platí ´ � y. Díky symetrii platí
y � x a pomocí tranzitivity � dostáváme ´ � x. Odtud pak plyne ´ 2 Œx�. Platí
tedy i inkluze Œy� � Œx� a tvrzení je dokázáno.

(c) Podle definice faktormnožiny existuje x 2 X takové, že Qx D Œx�. Potom
platí y � x. Podle (b) pak dostáváme Qx D Œx� D Œy�. |

A.0.40.Příklad. NechťZ a� jsoumnožina a relace ekvivalence z PříkladuA.0.38(c).
Uvažujme faktormnožinu QZ D Z=� a relaci �, která je na na QZ definována takto:
pro Qf ; Qg 2 QZ platí Qf � Qg, pokud pro každé f 2 Qf a každé g 2 Qg existuje n 2 N
takové, že pro každé k 2 N, k � n, platí f .k/ � g.k/. Ukažte, že � je částečné
uspořádání na QZ.

Řešení. Ověříme, že relace � je na QZ reflexivní, slabě antisymetrická a tranzitivní.
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Reflexivita. Nechť Qf 2 Z a f1; f2 2 Qf . Potom f1 � f2, a tedy existuje n 2 N takové,
že pro každé k 2 N; k � n platí f1.k/ D f2.k/. Odtud plyne Qf � Qf .
Slabá antisymetrie. Předpokládejme, že Qf ; Qg 2 QZ splňují Qf � Qg a Qg � Qf . Vezměme
libovolné f 2 Qf a g 2 Qg. Potom existuje n1 2 N takové, že pro každé k 2 N; k � n1,
platí f .k/ � g.k/. Dále existuje n2 2 N takové, že pro každé k 2 N; k � n2,
platí g.k/ � f .k/. Pro každé k 2 N; k � maxfn1; n2g, tedy platí f .k/ D g.k/. To
znamená, že f � g, a tedy podle Příkladu A.0.39 Qf D Œf � D Œg� D Qg.
Tranzitivita. Předpokládejme, že Qf ; Qg; Qh 2 QZ splňují Qf � Qg a Qg � Qh. Nechť f 2 Qf

a h 2 Qh. Vezměme libovolné g 2 Qg. Potom existuje n1 2 N takové, že pro každé
k 2 N; k � n1, platí f .k/ � g.k/. Dále existuje n2 2 N takové, že pro každé
k 2 N; k � n2, platí g.k/ � h.k/. Pro každé n 2 N; n � maxfn1; n2g, tedy platí
f .k/ � h.k/. To znamená, že Qf � Qh. |

A.0.41. Příklad. Nechť A;B;C jsou množiny a f W A ! B, h W A ! C jsou zobra-
zení taková, že f je surjektivní. Ukažte, že následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Existuje zobrazení g W B ! C splňující h D g B f .
(ii) Platí

8y 2 B 8x1; x2 2 f �1.fyg/ W h.x1/ D h.x2/:

Řešení. (i) ) (ii) Provedeme přímý důkaz. Nechť g W B ! C splňuje h D g B f .
Nechť y 2 B a x1; x2 2 A jsou takové, že f .x1/ D f .x2/ D y. Pak

h.x1/ D .g B f /.x1/ D g
�
f .x1/

�
D g.y/

D g
�
f .x2/

�
D .g B f /.x2/ D h.x2/;

a tedy podmínka (ii) je splněna.
(ii) ) (i) Opět použijeme přímý důkaz. Nechť f W A ! B a h W A ! C splňují

(ii). Pro každé y 2 B definujme

g.y/ D h.x/; x 2 f �1
�
fyg

�
:

Podmínka (ii) nám zaručuje, že je g korektně definována, neboť pro každé y 2 B

nezáleží na výběru x 2 f �1
�
fyg

�
. Dále vezmeme x 2 A. Pak x 2 f �1

�
ff .x/g

�
,

a proto g
�
f .x/

�
D h.x/ z definice g. Tedy g B f D h. |





DODATEK B

Konstrukce množiny přirozených a reálných
čísel

V tomto oddíle budeme předpokládat, že uvedené množiny již máme zkon-
struovány, a uvedeme jejich vlastnosti, které budeme v dalším výkladu používat.
VDodatkuB pak ukážeme, že tyto vlastnosti v jistém smyslu již jednoznačně určují
uvažované číselné obory.

Naše číselné obory popíšeme jako množiny, na nichž jsou definovány operace
sčítání a násobení a relace uspořádání, které budeme značit obvyklým způsobem
C, � a �, přičemž jsou splněny následující skupiny vlastností:

� vlastnosti sčítání a násobení a jejich vzájemný vztah (vizte B.0.1 a B.0.2),
� vztah uspořádání a operací sčítání a násobení (vizte B.0.8),
� vlastnost existence suprema (vizte ??).

Základní vlastnosti množin N, Z a Q jsou uvedeny v B.0.12–B.0.14.
Nyní popíšeme, jaké vlastnosti požadujeme po čtveřici .R;C; �;�/, kde R je

množina, CW R � R ! R, � W R � R ! R jsou zobrazení a � je relace, která je
podmnožinou R � R. Dále též uvedeme vlastnosti množin N, Z a Q.

B.0.1 (vlastnosti sčítání). ZobrazeníC, respektive �, přiřazuje dvojici Œx; y� 2 R�R
hodnotu v R, kterou značíme x C y, respektive x � y. Místo o zobrazeních C a �

budeme hovořit o operacích C a �.
(a) Sčítání reálných čísel je asociativní, neboli

8x; y; ´ 2 R W x C .y C ´/ D .x C y/C ´: (B.1)

(b) Sčítání reálných čísel je komutativní, neboli

8x; y 2 R W x C y D y C x: (B.2)

(c) V množině reálných čísel existuje nulový prvek, neboli

9w 2 R 8x 2 R W x C w D x: (B.3)

Prvekw je určen jednoznačně. Pokud totiž prvkyw1 aw2mají uvedenou vlastnost,
pak platí w1 Cw2 D w1 a také díky komutativitě sčítání w1 Cw2 D w2 Cw1 D w2.
Odtud plyne w1 D w2. Prvek w značíme symbolem 0.
(d) Pro každé x 2 R existuje opačný prvek, neboli

8x 2 R 9´ 2 R W x C ´ D 0:

933



934 B. KONSTRUKCE MNOŽINY PŘIROZENÝCH A REÁLNÝCH ČÍSEL

Pro dané x 2 R je prvek ´ určen jednoznačně. Pokud totiž prvky ´1 a ´2 mají
uvedenou vlastnost, pak díky komutativitě a asociativitě sčítání platí

´1 D ´1 C 0 D ´1 C .x C ´2/ D .´1 C x/C ´2

D ´2 C .´1 C x/ D ´2 C .x C ´1/ D ´2 C 0 D ´2:

Prvek ´ značíme symbolem �x.

B.0.2 (vlastnosti násobení). (a) Násobení reálných čísel je asociativní, neboli

8x; y; ´ 2 R W x � .y � ´/ D .x � y/ � ´: (B.4)

(b) Násobení reálných čísel je komutativní, neboli

8x; y 2 R W x � y D y � x: (B.5)

(c) V množině reálných čísel existuje jednotkový prvek, neboli

9v 2 R n f0g 8x 2 R W v � x D x: (B.6)

Prvek v je určen jednoznačně. Pokud totiž prvky v1; v2 2 R n f0g splňují právě
uvedenou podmínku, potom platí v1 D v2 � v1 D v1 � v2 D v2. Prvek v značíme
symbolem 1.
(d) Pro každé x 2 R n f0g existuje inverzní prvek, neboli

8x 2 R n f0g 9y 2 R W x � y D 1: (B.7)

Pro dané x 2 R je prvek y určen jednoznačně. Pokud totiž prvky y1 a y2 mají
uvedenou vlastnost, pak díky komutativitě a asociativitě násobení platí y1 D y1 �

.x � y2/ D .y1 � x/ � y2 D y2. Prvek y značíme symbolem x�1 nebo 1
x
.

B.0.3 (vzájemný vztah sčítání a násobení). Sčítání a násobení splňují pravidlo
distributivity, neboli

8x; y; ´ 2 R W .x C y/ � ´ D x � ´C y � ´: (B.8)

B.0.4 (operace odčítání a dělení). Nechť x; y 2 R. Rozdíl čísel x a y je definován
jako číslo xC .�y/ a značíme ho symbolem x�y. Pokud navíc y ¤ 0, pak je podíl
čísel x a y definován jako číslo x �y�1. Místo x �y�1 používáme také symbol x

y
nebo

(méně často) x W y či x=y.

B.0.5. Z vlastností uvedených v B.0.1, B.0.2 a B.0.3 vyplývají všechna obvyklá
pravidla pro počítání s reálnými čísly. Několik základních příkladů uvedeme v ná-
sledující větě. Důkazy dalších početních pravidel jsou obsaženy v Dodatku B.

B.0.6. Věta. Platí:
(a) 8x 2 R W � .�x/ D x,
(b) 8x 2 R n f0g W .x�1/�1 D x,
(c) 8x 2 R W 0 � x D 0.
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Důkaz. (a) Nechť x 2 R. Potom podle B.0.1(d),(b) platí xC .�x/ D 0 a .�x/Cx D

0. Tedy x je opačný prvek k prvku �x, a proto platí �.�x/ D x.
(b) Nechť x 2 R n f0g. Potom podle B.0.2(d),(b) platí x � x�1 D 1 a x�1 � x D 1.
Tudíž x je inverzní prvek k prvku x�1, jinými slovy .x�1/�1 D x.
(c) Nechť x 2 R. Postupným použitím B.0.2(c), B.0.1(c), B.0.3 a znovu B.0.2(c)
dostaneme

x D 1 � x D .1C 0/ � x D 1 � x C 0 � x D x C 0 � x:

Přičteme-li v rovnosti x D x C 0 � x k oběma stranám číslo �x, dostaneme

x C .�x/ D .x C 0 � x/C .�x/:

Odtud pomocí vlastnosti B.0.1(d) použité na levou stranu rovnosti a vlastností
B.0.1(b),(a) použitých na pravou stranu obdržíme

0 D 0 � x C
�
x C .�x/

�
:

Konečně díky vlastnostem B.0.1(d),(c) odtud dostaneme 0 � x D 0. �

B.0.7. Poznámka. Někdy hovoříme o prvcích množiny R jako o bodech a o prvku
0 jako o počátku.

B.0.8 (vztah uspořádání a operací sčítání a násobení). (a) Relace � je lineárním
uspořádáním na množině R.
(b) Pro každé x; y; ´ 2 R splňující x � y platí

x C ´ � y C ´:

(c) Pro každé x; y 2 R splňující 0 � x a 0 � y platí

0 � x � y:

B.0.9. Označení. Nechť x; y 2 R.
(a) Symbol x � y má stejný význam jako symbol y � x. Pokud x � y a x ¤ y,

pak píšeme x < y nebo y > x. Symboly < a > značí tzv. ostrou nerovnost.
(b) Pokud x > 0, respektive x < 0, pak nazýváme x kladným, respektive zá-

porným, reálným číslem. Pokud x � 0, respektive x � 0, pak nazýváme x nezá-
porným, respektive nekladným, reálným číslem.

B.0.10. Věta. Platí

8x; y; ´ 2 R W .x � y ^ ´ � 0/ ) x´ � y´:

Důkaz. Předpokládejme, že reálná čísla x; y; ´ splňují x � y a ´ � 0. Přičtením
prvku �x k levé a pravé straně nerovnosti x � y dostaneme 0 � y � x. Potom
podle vlastnosti (c) v B.0.8 obdržíme 0 � .y � x/´ D y´� x´. Přičtením prvku x´
k levé a pravé straně poslední nerovnosti dostaneme požadovanou nerovnost. �

———————————

B.0.11. Věta. Nechť k 2 N.
(a) Pro každé x; y 2 R; 0 � x < y, platí xk < yk.
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(b) Pro každé x 2 R; x � 1, platí x � xk.
(c) Pro každé x 2 R; 0 � x � 1, platí xk � x.

Důkaz. (a) Nechť x; y 2 R; 0 � x < y. Podle Příkladu 1.5.6 platí

yk � xk D .y � x/ �

nX
kD1

yn�kxk�1:

Výraz y�x je zřejmě kladný. Také výraz
Pn
kD1 y

n�kxk�1 je kladný, neboť všechny
sčítance v této sumě jsou nezáporné a sčítanec pro k D 1 je kladný. Kladný je tedy
i součin obou výrazů. Dostáváme yk � xk > 0, neboli xk < yk.

(b) Pokud k D 1 nebo x D 1, pak tvrzení zřejmě platí. Předpokládejme, že
platí k > 1 a x > 1. Potom je k � 1 2 N, a tedy podle již dokázaného tvrzení (a)
máme xk�1 > 1k�1 D 1. Odtud s pomocí Věty B.0.10 obdržíme

xk D x � xk�1
� x � 1 D x:

(c) Pokud k D 1 nebo x D 1, pak tvrzení zřejmě platí. Předpokládejme, že
platí k > 1 a x < 1. Potom je k � 1 2 N, a tedy podle již dokázaného tvrzení (a)
máme xk�1 < 1k�1 D 1. Odtud s pomocí Věty B.0.10 obdržíme

xk D x � xk�1
� x � 1 D x: �

———————————

B.0.12 (základní vlastnosti množiny přirozených čísel). Množina N � R přiro-
zených čísel splňuje tyto podmínky:

(a) 1 2 N,
(b) 8x 2 N W x C 1 2 N,
(c) jestliže A � N splňuje

� 1 2 A,
� 8x 2 A W x C 1 2 A,

potom N D A.
Podmínky (a)–(c) lze neformálně popsat následujícím způsobem. Množina

přirozených čísel obsahuje číslo 1 (podmínka (a)) a pokud je nějaké reálné číslo
x číslem přirozeným, pak také číslo x C 1 je číslem přirozeným (podmínka (b)).
Podmínka (c) říká, že množina přirozených čísel je nejmenší množina splňující
podmínky (a) a (b). Tato vlastnost také zaručuje platnost principu matematické
indukce (vizte 1.2.7). Množina přirozených čísel, opět neformálně řečeno, tedy
vznikla tak, že jsme do ní zařadili prvek 1 a pak všechny prvky, které vznikly po-
stupným přičítáním 1, a žádné jiné. Místo 1C1; 1C1C1; 1C1C1C1; : : : budeme
samozřejmě psát 2; 3; 4; : : :

B.0.13. Množina celých čísel je definována jako

Z D N [ f0g [ fm 2 RI �m 2 Ng:

B.0.14. Množina racionálních čísel je definována jako

Q D fpq�1
I p 2 Z; q 2 Ng:
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——————————————————–

B.0.15. Definice. Množina přirozených čísel N je vymezena následujícími Pea-
novými axiomy:

(i) 1 2 N,
(ii) každý prvek n 2 N má svého bezprostředního následníka n0,
(iii) jestliže platí n0 D m0, potom n D m,
(iv) pro každé n 2 N platí n0 ¤ 1,
(v) jestližeM � N je množina splňující 1 2 M a podmínku

8n 2 N; n 2 M W n0
2 M;

pakM D N.

B.0.16. Poznámka. Pro n 2 N obvykle píšeme n0 D nC 1.

Z Definice B.0.15 není automaticky zřejmé, zda nějaká množina vymezená Pe-
anovými axiomy existuje. K její konstrukci nám pomůže axiomatická teorie mno-
žin uvedená v předchozím oddílu a pojem následníka, který jsme zavedli v Defini-
ci A.0.25.

Z PoznámkyA.0.7 víme, že ; je množina stejně jako všichni její následníci. Zto-
tožníme prázdnou množinu ; s číslem 0 (nula). Jejího následníka, tedy množinu
S;, ztotožníme s číslem 1. Ke každému již definovanému číslu n pak ztotožníme
číslo nC 1 s následníkem množiny, která byla ztotožněna s číslem n. Množinu při-
rozených čísel pak definujeme jako průnik všech množin, které obsahují množinu
S; D f;g jako svůj prvek a jsou uzavřené na operaci následníka.

Na množině přirozených čísel definujeme operaci sčítání následujícím předpi-
sem. Číslo 2 D 1 C 1 ztotožníme s množinou SS;. Potom pro každé n 2 N platí
(ve smyslu ztotožnění s příslušnými množinami)

n D 1C 1C � � � C 1; n 2 N;

kde sčítáme n-krát prvek 1 podle výše uvedeného principu. Operaci násobení de-
finujeme předpisem

m � n D mCmC � � � Cm; m; n 2 N;

kde sčítáme n-krát prvek m.
Pro každé n 2 N definujeme číslo �n jako objekt splňující nC .�n/ D 0.
Množinu

Z D N [ f0g [ f�nI n 2 Ng

nazýváme množinou celých čísel.
Ke každému číslu k 2 Z, k ¤ 0, definujeme číslo 1

k
jako objekt splňující k �

1
k

D

1.
Množinu

Q D fp �
1

q
I p 2 Z; q 2 Ng;

nazýváme množinou racionálních čísel.

B.0.17.Věta. Každá neprázdná podmnožina přirozených čísel má nejmenší prvek.
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Konstrukce reálných čísel

B.1. Dedekindovy řezy

V tomto dodatku uvedeme úplný podrobný důkaz Věty ??. Předpokládáme
existenci množiny racionálních čísel Q, kterou jsme zavedli v Oddílu ??, spolu s je-
jími základními operacemi. Tímmáme namysli operace sčítání, odčítání, násobení
a dělení nenulovým číslem, přičemž jsou tyto operace svázány

� 8p; q 2 Q W p C q D q C p; pq D qp (komutativita sčítání a násobení),
� 8p; q; r 2 Q W .p C q/ C r D p C .q C r/; .pq/r D p.qr/ (asociativita

sčítání a násobení),
� 8p; q; r 2 Q W .p C q/r D pr C qr (distributivní zákon).

Dále je na Q definováno uspořádání � s těmito vlastnostmi:
� 8p; q 2 Q W p � q _ q � p,
� 8p; q; r 2 Q; p � q W p C r � q C r ,
� 8p; q 2 Q W .0 � p ^ 0 � q/ ) 0 � pq.

Jsou-li p; q 2 Q, píšeme q � p, pokud p � q a p < q, pokud p � q a p ¤ q.

B.1.1. Definice. Je-li A � Q, řekneme, že p 2 Q je maximum množiny A, pokud
p 2 A a pro každé q 2 A platí q � p. Obdobně, p 2 Q je minimum A, pokud
p 2 A a pro každé q 2 A platí p � q.

Ukážeme jakmnožinu racionálních čísel doplnit pomocí takzvanýchDedekin-
dových řezů na čísla reálná.

B.1.2. Definice. Nechť ˛ � Q. Pak ˛ se nazývá řez, pokud
(I) ˛ je neprázdná a různá od Q,
(II) 8p 2 ˛ 8q 2 Q; q � p W q 2 ˛,
(III) ˛ nemá maximum.

B.1.3. Věta. Je-li ˛ řez, p 2 ˛ a q 2 Q n ˛, pak p < q.

Důkaz. Tvrzení plyne přímo z vlastnosti (II) a předpokladu q … ˛. �

B.1.4. Příklad. Pro každ+ę p 2 Q platí p2 ¤ 2.

Důkaz. Dokážeme tvrzení sporem, tj. předpokládáme existenci racionálního čísla
p splňujícího p2 D 2. Zjevně můžeme předpokládat, že p � 0. Pišme p D

m
n
,

kde m; n 2 N a čísla m; n jsou navzájem nesoudělná. Pak platí m2 D 2n2, tj. m2
je sud+ę číslo. Pak i m je sudé, takže můžeme psát m D 2k pro nějaké k 2 N.
Platí tedy 4k2 D 2n2, čili n2 je sudé číslo. Jako výše obdržíme, že n samo je sudé.
Tedy obě čísla m i n jsou sudá, což je ve sporu s jejich nesoudělností. Tím je důkaz
dokončen. �

B.1.5. Příklad. Množina ˛ D fp 2 QIp � 0 _ p2 < 2g je řez, že množina Q n ˛

nemá minimum.
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Důkaz. Rozmysleme si nejdřív, že ˛ je řez. Evidentně, každé nezáporné číslo je v ˛,
a tedy ˛ ¤ ;. Protože 22 > 2, je Q n ˛ ¤ ;. Je-li p 2 ˛ a q 2 Q menší nebo rovno
než p, pak buď je q � 0, a tedy v ˛, nebo q2 � p2 < 2. I v tomto případě je q 2 ˛

a podmínka (II) je splněna.
Ukážeme, že pro každé p 2 ˛ existuje q 2 A splňující p < q. Mějme tedy dáno

p 2 A. Pak p2 < 2 a existuje tedy racionální číslo h splňující 0 < h < 1 a

h <
2 � p2

2p C 1
:

Pak q D p C h je racionální číslo větší než p a platí

q2 D p2 C .2p C h/h < p2 C .2p C 1/h < p2 C .2 � p2/ D 2:

Tedy q je požadované číslo v ˛. Tím je ověřena podmínka (III) a ˛ je řez.
Podobně ověříme, že dané číslo p 2 Q n˛ lze zmenšit na číslo q stále obsažené

v Q n ˛. Pak totiž p2 > 2 a

q D p �
p2 � 2

2p
D
p

2
C
1

p

je racionální. Navíc, 0 < q < p a

q2 D p2 � .p2 � 2/C

�
p2 � 2

2p

�2
> p2 � .p2 � 2/ D 2:

Tím je důkaz proveden. �

Je-li ˛ � Q řez, jeho prvky jsou nazývány dolními čísly ˛, zatímco prvky Q n˛

jsou horními čísly ˛. PříkladB.1.4 ukazuje, že ne pro každý řez existuje nejmenší
horní číslo. Pro některé speciální řezy to však pravda je, jak ukazuje následující
věta.

B.1.6. Věta. Nechť r 2 Q. Pak ˛ D fp 2 QIp < rg je řez a r je jeho nejmenší horní
číslo.

Důkaz. Zjevně ˛ splňuje první dvě vlastnosti Definice B.1.2. K důkazu (III) si uvě-
domme, že pro p 2 ˛ platí

p <
p C r

2
< r;

a tedy pCr
2

2 ˛.
Zřejmě platí r … ˛. Protože p < r implikuje p 2 ˛, je r nejmenší horní číslo

˛. �

B.1.7. Definice. Je-li r 2 Q, pak řez ˛ D fp 2 QIp < rg se nazývá racionální řez.
Fakt, že je ˛ konstruováno z r jako výše, budeme značit ˛ D r�.

B.1.8. Definice. Jsou-li ˛; ˇ řezy, řekneme, že jsou si rovny (˛ D ˇ/, pokud jsou
si rovny jako množiny, tj. ˛ � ˇ a ˇ � ˛.

Zavedeme na množině řezů uspořádání takto: ˛ � ˇ právě tehdy, když ˛ � ˇ.
Dále ˛ � ˇ, pokud ˇ � ˛ a ˛ < ˇ, pokud ˛ � ˇ a ˛ ¤ ˇ.
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Nyní máme značení � jak pro množinu Q, tak pro množinu řezů. V dalším
textu by mělo být z kontextu jasné, na jaké množině příslušnou relaci uvažujeme.
Všimněme si následujícího pozorování.

B.1.9. Věta. Jsou-li ˛; ˇ řezy, pak ˛ < ˇ právě tehdy, když existuje p 2 Q splňující
p 2 ˇ n ˛.

Důkaz. Tvrzení plyne okamžitě z definic. �

Dále si uvědomíme, že každé dva řezy jsou porovnatelné.

B.1.10. Věta. Nechť ˛; ˇ jsou řezy. Pak buď ˛ D ˇ nebo ˛ < ˇ nebo ˇ < ˛. Tedy
pro každé dva řezy ˛; ˇ platí ˛ � ˇ _ ˇ � ˛.

Důkaz. Nejdříve dokážeme, že uvažované tři možnosti se navzájem vylučují. Před-
pokládáme-li ˛ D ˇ, pak zjevně žádná ze dvou zbývajících možností nepřipadá do
úvahy. Dále není množné, any zároveň platilo ˛ < ˇ a ˇ < ˛. Kdyby tomu tak
bylo, pak z Věty B.1.9 nalezneme p 2 ˇ n ˛ a q 2 ˛ n ˇ. Protože p 2 ˇ a q … ˇ,
máme z Věty B.1.3 p < q. Podobně dostaneme z q 2 ˛ a p … ˛ platnost q < p.
Tedy je zároveň p < q a q < p, což je nemožné.

Ukažme nyní, že alespoň jedna z možností nastane. Není-li ˛ D ˇ, pak buď
existuje p 2 ˇ n ˛, a tedy ˛ < ˇ z Věty B.1.9 nebo existuje q 2 ˛ n ˇ, a tedy ˇ < ˛
(opět z Věty B.1.9). Tím je důkaz dokončen. �

B.1.11. Věta. Jsou-li ˛; ˇ; 
 řezy splňující ˛ � ˇ a ˇ � 
 , pak ˛ � 
 (tedy je
uspořádání � tranzitivní).

Důkaz. Je-li ˛ � ˇ a ˇ � 
 , pak zjevně ˛ � 
 . Tedy ˛ � 
 . �

Dalším krokem bude zkonstruování sčítání a násobení na množině řezů. Za-
čneme s násobením.

B.1.12. Věta. Nechť ˛; ˇ jsou řezy. Je-li 
 D fp C qIp 2 ˛; q 2 ˇg, pak 
 je řez.

Důkaz. Zjevně je 
 neprázdná, nebo+ą existují p 2 ˛, q 2 ˇ, a tedy pC q 2 
 . Není
však rovna Q, jelikož lze vzít r 2 Q n ˛ a s 2 R n ˇ a pak p C q < r C s pro každé
p 2 ˛, q 2 ˇ. Tedy r C s … 
 .

Vezměme r 2 
 a s 2 Q, s < r . Pak r D pCq pro nějaká p 2 ˛, q 2 ˇ. Položme
t D s � q. Pak

t D s � q < r � q D p C q � q D p;

a tedy t 2 ˛. Proto s D t C q 2 
 .
K ověření podmínky (III) vezměme r 2 
 . Pak r D p C q pro nějaké p 2 ˛,

q 2 ˇ. Najdeme s 2 ˛, které je větší než p. Pak r < sCq 2 
 , a tedy 
 nemá největší
prvek. Tím je důkaz dokončen. �

B.1.13. Definice. Jsou-li ˛; ˇ řezy, nazýváme řez fp C qIp 2 ˛; q 2 ˇg součtem
řezů ˛ a ˇ a značíme ho ˛ C ˇ. Jako u symbolu � bude použití sčítání C jasné
z kontextu.

B.1.14. Věta. Nechť ˛; ˇ; 
 jsou řezy. Pak
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(a) ˛ C ˇ D ˇ C ˛ (komutativita),
(b) .˛ C ˇ/C 
 D ˛ C .ˇ C 
/ (asociativita),
(c) ˛ C 0� D ˛ (0� je neutrální prvek).

Důkaz. Díky komutativitě sčítání na Q máme

˛ C ˇ D fp C qIp 2 ˛; q 2 ˇg D fq C pI q 2 ˇ; p 2 ˛g D ˇ C ˛:

Tím je dokázáno (a).
Pomocí asociativity sčítání na Q obdržíme (b), nebo+ą

.˛ C ˇ/C 
 D fp C qIp 2 ˛; q 2 ˇg C 
 D

D f.p C q/C r Ip 2 ˛; q 2 ˇ; r 2 
g

D fp C .q C r/Ip 2 ˛; q 2 ˇ; r 2 
g

D ˛ C fq C r I q 2 ˇ; r 2 
g

D ˛ C .ˇ C 
/:

(c) Ukážeme, že množiny ˛C 0� a ˛ jsou totožné. Nechť nejprve r 2 ˛C 0� je
dáno, pak r D p C q pro nějaké p 2 ˛ a q 2 0�. Pak q < 0, a tedy p C q < p, což
znamená, že r D p C q 2 ˛. Obráceně, je-li p 2 ˛, nalezneme q 2 ˛ větší než p.
Pak p � q 2 0�, a tedy p D q C .p � q/ 2 ˛ C 0�. Tedy ˛ D ˛ C 0�. �

B.1.15. Věta. Nechť ˛ je řez a r 2 Q je kladné. Pak existují p 2 ˛, q 2 Qn˛ takové,
že q není nejmenší horní číslo ˛ a q � p D r .

Důkaz. Zvolme s 2 ˛ a pro n D 0; 1; 2; 3; : : : položme sn D s C nr . Pak existuje
n 2 N splňující sn … ˛. Kdyby tomu tak nebylo, vezmeme q … ˛ a uvědomíme si,
že

8n 2 N W s C nr � q:

Tedy

8n 2 N W n �
q � s

r
:

To je však ve sporu s Archimédovým principem.
Vezměme tedy nejmenším 2 N takové, že smC 1 … ˛. Pak sm 2 ˛. Pokud smC1

je nejmenší horní číslo ˛, položme p D smC
r
2
a q D smC1C

r
2
, v opačném případě

stačí volit p D sm a q D smC1. �

Dále ukážeme, že ke každému řezu existuje řez opačný.

B.1.16. Věta. Je-li ˛ řez, existuje právě jeden řez ˇ splňující ˛ C ˇ D 0�.

Důkaz. Ukážeme nejdříve jednoznačnost. Jsou-li totiž ˇ1 a ˇ2 dva takové řezy, platí
dle Věty B.1.14(a) a (b)

ˇ2 D 0�
C ˇ2 D .˛ C ˇ1/C ˇ2 D .ˇ1 C ˛/C ˇ2

D ˇ1 C .˛ C ˇ2/ D ˇ1 C 0�
D ˇ1:

Přistupme nyní k důkazu existence. K tomuto účelu definujme

ˇ D fp 2 QI �p je horní číslo ˛; ale ne nejmenšíg:



942 B. KONSTRUKCE MNOŽINY PŘIROZENÝCH A REÁLNÝCH ČÍSEL

Pak ˇ je řez. První vlastnost (I) je vidět z faktů, že �q 2 ˇ pro jakékoliv horní číslo
q ˛ q > r a že ne každé číslo p 2 Q splňuje je horní číslo ˛.

Je-li p 2 ˇ a q < p je racionální, pak �q > �p, tedy q je horní číslo ˛. Navíc
�p nebylo nejmenší horní číslo, a tedy ani �q není. Proto ˇ splňuje (II).

Konečně, je-li p 2 ˇ, je �p horní číslo ˛, ale ne nejmenší. Existuje tedy q 2 Q
takové, že �q < �p a �q … ˛. Pak

r D
p C q

2

splňuje �q < �r < �p, takže �r je horní číslo ˛, i když ne nejmenší. Tedy r > p

je v ˇ a ˇ nemá nemá maximum.
Dále platí ˇ C ˛ D 0�. Je-li totiž p 2 ˇ a q 2 ˛, platí

p C q < p C r < 0:

Tedy p C q 2 0�.
Obráceně, je-li p 2 0�, pak p < 0 a dle Věty B.1.15 existuje q 2 ˛ a s 2 Q,

s > r , tak, že p D s � q. Pak �s 2 ˇ, a tedy

p D q � s D q C .�s/ 2 ˛ C ˇ:

Tím je důkaz dokončen. �

B.1.17. Definice. Je-li ˛ řez, jednoznačně určený řez ˇ splňující ˛ C ˇ D 0� zna-
číme jako �˛.

B.1.18. Věta. Nechť ˛; ˇ; 
 jsou řezy splňující ˇ < 
 . Pak ˛Cˇ < ˛C
 . Speciálně,
je-li ˛ > 0� a 
 > 0�, pak ˛ C 
 > 0�.

Důkaz. Z Definice B.1.13 plyne, že ˛ C ˇ � ˛ C 
 . Kdyby platila rovnost ˛ C ˇ D

˛ C 
 , máme

ˇ D 0�
C ˇ D .�˛/C .˛ C ˇ/ D .�˛/C .˛ C 
/ D 0�

C 
 D 
;

což je spor.
Jsou-li ˛; 
 > 0�, pak existují p 2 ˛n0� a q 2 
 n0�. Je tedy pCq 2 .˛C
/n0�.

Tedy ˛ C 
 > 0�. �

B.1.19. Věta. Nechť ˛; ˇ jsou řezy. Pak existuje právě jeden řez 
 splňující ˛C
 D

ˇ.

Důkaz. Existovali-li by dva takové různé řezy 
1; 
2, pak ˛ C 
1 ¤ ˛ C 
2 díky
Větě B.1.10 a B.1.18. Požadovaný řez 
 obdržíme jako


 D ˇ C .�˛/:

Pak máme z Věty B.1.14
˛ C 
 D ˛ C .ˇ C .�˛// D ˛ C ..�˛/C ˇ/

D .˛ C .�˛//C ˇ D 0�
C ˇ D ˇ:

�

B.1.20. Definice. Jsou-li ˛; ˇ řezy, řez ˇ C .�˛/ značíme jako ˇ � ˛.
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B.1.21. Věta. Nechť ˛; ˇ jsou řezy splňující ˛ � 0�, ˇ � 0�. Pak


 D fr 2 QI r � 0g [ fpqIp 2 ˛ nezápornč; q 2 ˇ nezápornčg

je řez.

Důkaz. Ukažme nejprve vlastnost (I). Evidentně, každé záporné racionální číslo je
v 
 , tedy je 
 neprázdný. Jsou-li a 2 Q n ˛, b 2 Q n ˇ, pak a; b � 0 a pro každou
nezápornou dvojici p 2 ˛, q 2 ˇ máme pq < ab. Tedy 
 ¤ Q.

K ověření (II) zvolme p 2 
 a q < p. Je-li p � 0 nebo q < 0, je zjevně q 2 
 .
Jinak existují nezáporná čísla a 2 ˛ a b 2 ˇ splňující p D ab. Pak

q

ab
a < a;

a tedy q
ab
a 2 ˛. Proto

q D
qa

ab
b 2 
:

Pro důkaz (III) zvolme libovolné číslo r 2 
 . Je-li r < 0, zjevně existuje prvek
v 
 větší než r . Jinak existují p 2 ˛, q 2 ˇ takové, že r D pq. Z vlastnosti (III) pro
řezy ˛ a ˇ existují p0 > p v ˛ a q0 > q ve ˇ. Pak

pq < p0q0
2 


a 
 nemá největší prvek. Tedy 
 je řez. �

B.1.22. Definice. Řez zkonstruovaný ve Větě B.1.21 se nazývá součinem nezápor-
ných řezů ˛ a ˇ a značí se ˛ˇ.

B.1.23. Definice. Je-li ˛ řez, definujeme řez j˛j (absolutní hodnotu ˛) jako

j˛j D

(
˛ pokud ˛ � 0�;

�˛ pokud ˛ < 0�:

Zjevně vždy platí j˛j � 0� a j˛j D 0� právě tehdy, když ˛ D 0�.

Nyní rozšíříme definici součinu na všechny řezy.

B.1.24. Definice. Jsou-li ˛; ˇ řezy, máme vždy definován součin j˛jjˇj. Můžeme
tedy položit

˛ˇ D

�
D �.j˛jjˇj/ pokud ˛ < 0�; ˇ � 0�;

�.j˛jjˇj/ pokud ˛ � 0�; ˇ < 0�;

j˛jjˇj pokud ˛ < 0�; ˇ < 0�:

Stejně jako pro sčítání platí pro násobení očekávané vlastnosti.

B.1.25. Věta. Pro libovolné řezy ˛; ˇ; 
 platí
(a) ˛ˇ D ˇ˛ (komutativita),
(b) .˛ˇ/
 D ˛.ˇ
/ (asociativita),
(c) ˛.ˇ C 
/ D ˛ˇ C ˛
 (distributivita),
(d) ˛0� D 0�,
(e) ˛ˇ D 0� právě tehdy, když ˛ D 0� nebo ˇ D 0�,
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(f) ˛1� D ˛.
(g) Pokud 0� < ˛ < ˇ a 
 > 0�, pak ˛
 < ˇ
 .

Důkaz. (a) Je-li ˛; ˇ � 0�, pak

˛ˇ D 0�
[ fpqIp 2 ˛; p � 0; q 2 ˇ; q � 0g

D 0�
[ fqpI q 2 ˇ; q � 0; p 2 ˛; p � 0g

D ˇ˛:

Ostatní případy plynou analogicky, ukažme například důkaz v situaci ˛ < 0� a ˇ �

0�. Pak
˛ˇ D �.j˛jjˇj/ D �.jˇjj˛j/ D ˇ˛:

(b) Uvažujme nejprve případ nezáporných řezů ˛; ˇ; 
 . Pak

.˛ˇ/
 D 0�
[ f.pq/r Ip 2 ˛; p � 0; q 2 ˇ; q � 0; r 2 
; r � 0g

D 0�
[ fp.qr/Ip 2 ˛; p � 0; q 2 ˇ; q � 0; r 2 
; r � 0g

D ˛.ˇ
/:

V případě ˛ < 0� a ˇ; 
 � 0�, pak

.˛ˇ/
 D .�.j˛jjˇj/
/ D �.j˛jjˇjj
 j/

D �.j˛j.jˇjj
 j// D ˛.jˇjj
 j/

D ˛.ˇ
/:

Ostatní případy jsou analogické.
(c) Tento důkaz se provede zcela obdobně jako výše.
(d) Je-li ˛ � 0�, pak ˛0� D 0� z definice. Pro ˛ < 0� máme

˛0�
D �.j˛j0�/ D �0�

D 0�:

(e) Je-li ˛; ˇ > 0�, pak vezmeme p 2 ˛ kladné a q 2 ˇ kladné. Pak pq 2 ˛ˇ …

0�, a tedy ˛ˇ > 0�. Jelikož ˛ D 0� právě tehdy, když j˛j D 0�, dostáváme zbývající
případy.

(f) Předpokládáme-li ˛ � 0�, pak zřejmě platí

˛1�
D 0�

[ fpqIp 2 ˛p � 0; q 2 1�; q � 0g � ˛:

Obráceně, máme-li dáno p 2 ˛, vezmeme q 2 ˛ větší než p. Pak existuje r 2 1�

splňující r > p
q
. Pak tedy qr 2 ˛1�, přičemž qr > p. Tedy i p 2 ˛1�. Proto ˛1� � ˛.

Je-li ˛ < 0�, máme

˛1�
D �.j˛j1�/ D �.j˛j/ D ˛:

(g) Nalezneme r 2 
 , r > 0 a q 2 ˇn˛. Pak q > 0 a qr 2 ˇ
 . Na stranu druhou,
pro každé p 2 ˛ kladné platí p < q, a proto pr < qr . Tedy qr 2 ˇ
 n ˛
 , tudíž
˛
 < ˇ
 . �

B.1.26. Věta. Je-li řez ˛ různý od 0�, pro každý řez ˇ existuje právě jeden řez 

splňující ˛
 D ˇ.
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Důkaz. Důkaz předvedeme pro případ ˛; ˇ > 0�. Položme v tomto případě


 D 0�
[ f

p

q
Ip 2 ˇ; p � 0; q … ˛g:

Nejprve ověříme, že 
 je řez.
Předně, 
 je neprázdná množina. Vezmeme-li p … ˇ a q 2 ˛ kladné, pak p

q
… 
 ,

protože pro každou dvojici p0 2 ˇ, q0 … ˛ platí

p0

q0
<
p

q
:

Tedy 
 splňuje (I).
Je-li p 2 ˇ, q … ˛ kladná a 0 < r < p

q
, pak q0 D

p
r
> q. Tedy q0 … ˛ a

r D
p

q0
2 
:

Ukažme nyní vlastnost (III) řezu 
 . Jsou-li p 2 ˇ, q 2 ˛ kladná, nalezneme
p0 2 ˇ větší než p. Pak p0

q
2 
 je větší než dané p

q
. Tedy 
 nemá maximum.

Dále platí ˛
 D ˇ. Nejprve, je-li p 2 ˇ nezáporné, q … ˛ a q0 2 ˛, pak
p

q
q0 < p:

Z vlastnosti (II) řezu ˇ tedy máme p
q
q0 2 ˇ.

Obráceně, nech+ą p 2 ˇ nezáporné je dáno. Nalezneme p0 2 ˇ větší než p
a nějaké q0 2 ˛ kladné. Nechť r 2 Q je kladné číslo splňující 1 �

r
q0
> p

p0 .
Použijeme nyní Věty B.1.15 k nalezení q 2 ˛ takového, že q C r … ˛. Pak

p0

q C r
2 
; q 2 ˛ a q C r > q0:

Tedy
p0

q C r
q D p0.1 �

r

q C r
/ > p0.1 �

r

q0
/ > p0 p

p0
D p:

Číslo p je tedy shora odhadnuto číslem p0

qCr
q, které je v ˛
 . Tedy i p 2 
˛. Dohro-

mady máme ˇ D ˛
 .
Ukažme nyní jednoznačnost řezu 
 . Předně si uvědomíme, že pouze kladný

řez 
 může splňovat ˛
 D ˇ. Kdybychom měli dva takovéto různé řezy 
1 a 
2,
řekněme 
1 < 
2, pak díky Větě B.1.25(g) platí ˛
1 < ˛
2, což je spor.

Případy obecných řezů ˛, ˇ se dokazují analogicky. �

Důležité vlastnosti racionálních řezů jsou shrnuty v následujících větách.

B.1.27. Věta. Pro každá p; q 2 Q platí
(a) p� C q� D .p C q/�,
(b) p�q� D .pq/�,
(c) p� < q� právě tehdy, když p < q.
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Důkaz. (a) Je-li r 2 p� C q�, pak r D s C t pro nějaká racionální s < p, t < q. Tedy
r < p C q, a proto r 2 .p C q/�.

Obráceně, je-li r 2 .p C q/�, pak r < p C q. Položme

h D p C q � r; s D p �
h

2
a t D q �

h

2
:

Pak s 2 p�, t 2 q� a r D s C t . Tedy r 2 p� C q�.
(b) Ukažme důkaz pro p; q > 0. Je-li r 2 p� a s 2 q� nezáporná, pak zjevně

rs 2 .pq/�.
Je-li t 2 .pq/� nezáporné, najdeme h > 0 racionální takové, že

pq � t > h.p C q � h/:

Po eventuálním zmenšení h můžeme též předpokládat, že p � h i q � h jsou nezá-
porná čísla. Pak p � h 2 p�, q � h 2 q� a

t < pq C h.h � p � q/ D .p � h/.q � h/ 2 p�q�:

Tedy i t samotné je v p�q�.
(c) Jsou-li p; q racionální čísla a p < q, pak p 2 q� a p … p�. Tedy p� < q�. Na

druhou stranu, je-li p� < q�, pak existuje racionální r 2 q� … p�. Tedy p � r < q,
a proto p < q. �

B.1.28. Věta. Jsou-li ˛; ˇ řezy, ˛ < ˇ, pak existuje racionální řez r� splňující ˛ <
r� < ˇ.

Důkaz. Jelikož ˛ < ˇ, existuje p 2 Q takové, že p 2 ˇ n ˛. Nalezneme r 2 ˇ

splňující p < r . Protože je r 2 ˇ a r … r�, máme r� < ˇ. Jelikož p 2 r� a p … ˛,
platí ˛ < r�. �

B.1.29. Věta. Je-li ˛ řez a p 2 Q, pak p 2 ˛ právě tehdy, když p� < ˛.

Důkaz. Je-li p 2 ˛, pak díky p … p� máme p� < ˛. Je-li p� < ˛, existuje q 2 ˛ … p�.
Pak q � p, a tedy p 2 ˛. �

B.1.30.Definice. Řezy budou nyní nazývány reálná čísla, přičemž racionální řezy
jsou racionální čísla. Ostatní řezy jsou iracionální čísla. Množinu reálných čísel
značíme jako R.

B.1.31. Věta. Nechť A;B jsou disjunktní neprázdné podmnožiny R splňující A[

B D R a
8a 2 A; 8b 2 B W a < b:

Pak existuje právě jedno c 2 R takové, že a � c pro každé a 2 A a c � b pro každé
b 2 B.

Důkaz. Položme
c D fp 2 QI 9a 2 A W p 2 ag:

Ukážeme, že c je řez, tedy reálné číslo. Neprázdnost c plyne z neprázdnosti A.
Navíc c ¤ Q, protože je-li b 2�a q … b, pak q … a pro každé a 2 A díky nerovnosti
a < b. Tedy q … c.
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K ověření vlastnosti (II) vezměme p 2 c a q < p. Pak p 2 a pro nějaké a 2 A,
tedy i q 2 a. Proto q 2 c.

Konečně, c nemá maximum. Je-li totiž p 2 c, pak p 2 a pro nějaké a 2 A.
Jelikož a nemá maximum, existuje q 2 a větší než p. Pak tedy q 2 c je větší než p.

Platí, že a � c pro každé a 2 A, jelikož každé takové a splňuje a � c. Pokud
by existovalo b 2 B splňující b < c, nalezli bychom racionální p 2 c n b. Pak by
existovalo a 2 A splňující p 2 a, tedy by bylo b < a, což není možné. Proto c � b

pro každé b 2 B.
Nakonec ukažme jednoznačnost nalezeného c. Měli-li bychom dvě čísla c1 <

c2 splňující závěry věty, nalezli bychom c3 mezi nim díky Větě B.1.28. Z vlastnos-
tí A;B je pak c3 2 A díky c3 < c2, ale i c3 2 B díky c1 < c3. To je však spor
s předpokladem A \ B D ;. �

B.1.32. Definice. Množina A � R má horní závoru, pokud existuje x 2 R splňu-
jící a � x pro každé a 2 A. Množina s horní závorou se nazývá shora omezená.
Je-li horní závora A obsažena v A, nazýváme ji maximem A.

Obdobně definujeme dolní závoru, zdola omezenou množinu a minimum.

B.1.33.Definice. NechťA � R je omezená shora a x 2 Rmánásledující vlastnosti:
� x je horní závora A,
� je-li y 2 R, y < x, pak y není horní závora A.

Pak x nazýváme nejmenší horní závorou neboli supremem. Podobně definujeme
největší dolní závoru, tj. infimum.

B.1.34. Příklad. Nechť E D f
1
n

In 2 Ng. Supremum množiny E je pak číslo 1,
zatímco jejím infimem je 0. Povšimněme si, žeEmámaximum, ale nemáminimum.

B.1.35. Věta. Nechť A;B jsou disjunktní neprázdné podmnožiny R splňující A[

B D R a
8a 2 A; 8b 2 B W a < b:

Pak má buď A maximum nebo B minimum.

Důkaz. Nechť c je číslo, jehož existence je zaručena Větou B.1.31. Je-li c 2 A, má A
maximum, je-li c 2 B, má B minimum. �

B.1.36. Věta. Je-li E � R neprázdná shora omezená, pak má supremum.

Důkaz. Položme

A D fa 2 RI 9x 2 E W a < xg; B D R n A:

Zjevně pak každé a 2 A není horní závorou E, zatímco každé b 2�je horní závorou
E. Ukážeme, že množiny A;B splňují předpoklady Věty B.1.35, přičemž množina
B má minimum. To bude zřejmě ono hledané supremum množiny E.

Díky předpokladům na množinu E jsou A i B neprázdné. Je-li totiž x 2 E,
pak každé a 2 R menší než x je v A. Dále, je-li y 2 R horní závora E, pak zřejmě
y 2 B. Očividně platí A \ B D ; a A [ B D R.

Nechť nyní a 2 A a b 2 B. Pak existuje x 2 E splňující a < x. Tedy b � x, což
implikuje a < b.
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Tím jsou ověřeny předpoklady Věty B.1.35. Zbývá ukázat, že A nemůže mít
maximum. Máme-li totiž a 2 A, nalezneme x 2 E splňující a < x. Pak libovolné
číslo a0, a < a0 < x, leží v A a je větší než a. Tedy a není maximem A.

Množina B má tedy minimum, což je požadované supremum množiny E. �

B.1.37. Věta. (a) Nechť a 2 R. Potom
ˇ̌
jaj
ˇ̌

D jaj.
(b) Nechť a; b 2 R jsou čísla splňující a � b a �a � b. Potom jaj � b.

B.1.38. Věta (trojúhelníková nerovnost). Nechť a; b; c 2 R. Potom platí
(a) jaC bj � jaj C jbj,
(b)

ˇ̌
jaj � jbj

ˇ̌
� ja � bj,

(c) ja � bj � ja � cj C jc � bj.

Důkaz. (a) Pro a; b 2 R platí podle definice následující nerovnosti: �jaj � a � jaj

a�jbj � b � jbj. Jejich sečtenímdostaneme nerovnost�.jajCjbj/ � aCb � jajCjbj,
ze které podle Věty B.1.37(b) plyne dokazovaná nerovnost.

(b) Jednoduchou úpravou výrazu a pomocí tvrzení (a) dostaneme jaj D j.a �

b/ C bj � ja � bj C jbj, tedy jaj � jbj � ja � bj. Záměnou rolí a a b dostáváme
jbj � jaj � ja � bj. Pomocí Věty B.1.37(b) pak obdržíme

ˇ̌
jaj � jbj

ˇ̌
� ja � bj.

(c) Opět úpravou výrazu a pomocí tvrzení (a) dostaneme ja � bj D j.a � c/C

.c � b/j � ja � cj C jc � bj. �

B.1.39. Lemma. Nechť a 2 R. Jestliže pro každé " 2 R, " > 0, platí 0 � a � ",
potom a D 0.

Speciálně, je-li a; b 2 R a pro každé " 2 R, " > 0, platí ja�bj < ", potom a D b.

B.1.40. Úmluva. Nechť a 2 R, a ¤ 0. Potom

a0 D 1:

Následující věta, která je nejdůležitějším tvrzením tohoto oddílu, říká, že reál-
ná čísla existují a jsou v jistém smyslu určena jednoznačně. Věta má dlouhý důkaz,
který navíc sám o sobě nemá pro další výklad zvláštní význam. Proto jej uvádíme
až v Dodatku B.

B.1.41. Věta (existence a jednoznačnost R). Existuje čtveřice .R;C; �;�/ splňující
podmínky I–III, přičemž je těmito podmínkami určena jednoznačně v následují-
cím smyslu. Pokud čtveřice .R˘;C˘; �˘;�˘/ splňuje mutatis mutandis podmínky
I–III, pak existuje bijekce ' W R ! R˘ taková, že pro každé x; y 2 R platí

� '.x C y/ D '.x/C˘ '.y/,
� '.x � y/ D '.x/ �˘ '.y/,
� x � y ) '.x/ �˘ '.y/.

B.1.42. Poznámka. Formulace předchozí věty je poněkud komplikovaná. Vyjád-
řeme tedy ještě její smysl neformálně. V Dodatku B přesně popíšeme, které prv-
ky patří do množiny R a jak jsou definovány příslušné operace sčítání a násobení
spolu s uspořádáním. Pokud bychom zvolili nějaký alternativní přístup a sestro-
jili množinu R˘ spolu s operacemi C˘; �˘ a uspořádáním �˘, které by splňovaly
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vlastnosti I–III, přičemž místo .R;C; �;�/ bychom uvažovali .R˘;C˘; �˘;�˘/, pak
podle předchozí věty existuje zobrazení ', které je nejenom bijekcí množiny R
na množinu R˘, ale také operace a uspořádání v R převádí na příslušné operace
a uspořádání v R˘.

B.1.43. Věta.
(a) 8x 2 R W x � 0 D 0 � x D 0,
(b) 8x 2 R W � x D .�1/ � x,
(c) 8x; y 2 R W xy D 0 ) .x D 0 _ y D 0/,
(d) 8x 2 R 8n 2 N W .xn/�1 D .x�1/n,
(e) 8x; y 2 R W .x > 0 ^ y > 0/ ) xy > 0,
(f) 8x 2 R; x � 0 8y 2 R; y � 0 8n 2 N W x < y , xn < yn.

Důkaz. (a) Platí

x D 1 � x D .1C 0/ � x D 1 � x C 0 � x D x C 0 � x:

Přičteme-li v rovnosti x D x C 0 � x k oběma stranám číslo �x, dostaneme dokazo-
vané tvrzení.

(b) Platí

0 D 0 � x D .1 � 1/ � x D 1 � x C .�1/ � x D x C .�1/ � x:

Přičteme-li v rovnosti 0 D x C .�1/ � x k oběma stranám číslo �x, dostaneme do-
kazované tvrzení.

(c) Pokud x D 0, jsme hotovi. Pokud x ¤ 0, pak existuje x�1 2 R a platí

0 D x�1
� 0 D x�1.xy/ D .x�1x/y D 1 � y D y:

(d) Použitím komutativity a asociativity násobení dostaneme

xn � .x�1/n D xn � .x�1
� � � x�1„ ƒ‚ …
n-krát

/ D .x � x�1/ � � � .x � x�1/„ ƒ‚ …
n-krát

D 1 � � � 1 D 1:

(e) Z poslední vlastnosti ve druhé skupině dostáváme, že xy � 0. Podle (c)
ovšem vidíme, že xy ¤ 0, jinak by totiž bylo x nebo y rovno 0. Dohromady pak
máme xy > 0.

(f) Pokud n D 1, je tvrzení zřejmé. V případě n > 1 můžeme psát

yn � xn D .y � x/ � .yn�1
C yn�2x C � � � C yxn�2

C xn�1/:

Pokud y > x, pak oba uzávorkované výrazy jsou kladná čísla, a proto platí 0 <
yn � xn, neboli xn < yn.

Nechť nyní yn > xn. Pokud by platilo y D x, pak také yn D xn, což je spor.
V případě, že y < x, dostaneme z již dokázaného yn < xn, což je opět spor. �

B.1.44. Věta (rekurentně zadaná posloupnost). Nechť A je neprázdná množina
a S je množina všech konečných posloupností prvků množiny A včetně prázdné
posloupnosti. Nechť f W S ! A je zobrazení. Potom existuje právě jedna posloup-
nost fxng1

nD1 prvků množiny A splňující
(a) x1 D f .;/,
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(b) xn D f .x1; : : : ; xn�1/ pro každé n 2 N; n > 1.

Důkaz. Nejprve pomocí matematické indukce ukážeme, že pro každé k 2 N exis-
tuje právě jedna posloupnost fxkngknD1 taková, že

(a’) xk1 D f .;/,
(b’) xkn D f .xk1 ; : : : ; x

k
n�1/ pro každé n 2 f2; : : : ; kg.

Pokud k D 1, pak je posloupnost fx1ng1nD1 jednoznačně určena podmínkou
(a’).

Předpokládejme, že pro k 2 N podmínky (a’) a (b’) jednoznačně určují po-
sloupnost fxkngknD1. Posloupnost fxkC1

n g
kC1
nD1 musí podle indukčního předpokladu

splňovat fxkC1
n gknD1 D fxkngknD1. Prvek x

kC1
kC1

musí splňovat xkC1
kC1

D f .xkC1
1 ; : : : ; xkC1

k
/ D

f .xk1 ; : : : ; x
k
k
/, a je tedy jednoznačně určen.

Hledanou posloupnost fxng1
nD1 definujeme předpisem xn D xnn ; n 2 N. Tato

posloupnost zřejmě splňuje podmínku (a). Vzhledem k jednoznačnosti posloup-
ností fxkngknD1 platí fx

j
ngknD1 D fxkngknD1 pro každé k; j 2 N; j � k. Pro každé

k; j 2 N; j � k, tedy platí xk D x
j

k
. Potom pro n 2 N; n > 1, platí

xn D xnn D f .xn1 ; : : : ; x
n
n�1/ D f .x1; : : : ; xn�1/;

čímž je ověřena podmínka (b). Odtud plyne, že fxng1
nD1mápožadované vlastnosti.

�
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