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11. METRICKE PROSTORY II
11.9. Arzelova—Ascoliova véta.

Definice 11.58. Rekneme, Ze mnozina A v metrickém prostoru (P, o) je relativné kompaktni, jestlize A
je kompaktni.

Priklady 11.59. (i) V kazdém metrickém prostoru (P, g) plati, Ze kazd4 koneénd mnozina je relativné
kompaktni a kazd4 relativné kompaktni mnozina je totdlné omezend (cviceni).

(ii) V diskrétnim prostoru jsou relativné kompaktni mnoziny prévé vSechny koneéné mnoziny.

(iii) V R™ jsou kompaktni mnoziny pravé vsechny omezené mnoziny.

(iv) Jak je to v C[0,1]? Vime, ze naptiklad uzaviend jednotkové koule v C[0, 1] je uzavfend, omezen4,
ale neni relativné kompaktni.
Definice 11.60. Mnozina A C C[0, 1] se nazyva stejné stejnomérné spojitd, jestlize

YVe>03>0VfeAVr,y: |lz—yl<d = |f(z)- fly)|<e.

Véta 11.61 (Arzela—Ascoli). PodmnoZina prostoru (C[0,1],sup) je relativné kompaktni prdvé tehdy, kdyz
je stejné stejnomeérné spojitd a omezend.

Poznédmka 11.62. Analogické tvrzeni plati i pro prostor C(K), kde K je kompaktni metricky prostor.

12. OBYCEJNE DIFERENCIALN{f ROVNICE.
12.1. Zakladni pojmy a véty.
Definice 12.1. Necht n € N, Q ¢ R"*2, F': Q — R. Pfedpis
(1) F(z,y,y,y",...,y"™) =0

nazyvame obycejnou diferencidlni rovnici rddu n.

Resenim diferencialni rovnice (1) nazgvame dvojici (y, I), kde I je otevieny interval v R a y je funkce
definovana alespon na I, kterd ma v kazdém bodé€ intervalu I vlastni derivaci n-tého fadu a jejiz hodnoty
spolu s hodnotami jejich derivaci vyhovuji rovnici (1), tj.

F(z,y(x),y (x),y" (2),...,y™(x)) =0, zel.

Rekneme, ze feSeni (7, 1) je rozdifenim feSeni (y, I), jestlize ¥ je feSenim (1) na I, I G T ay =7y na I.
Reseni se nazyva mazimdlni, jestlize jiz neexistuje zadné jeho netrividlni rozsiteni.
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Definice 12.2. Nechf n € N, Q ¢ R**!, f:Q — R. Pak diferencilni rovnici
y ™ = f@ gy yY)

nazyvame rozresenou vzhledem k nejvyssi derivaci.

Véta 12.3 (Peanova). Necht 2 C R"! je oteviend mnozina, [0, yo, Y1, - Yn_1] € Q anecht f : Q@ — R
je spojitd funkce. Potom ezistuje oteviené okoli U(xg) bodu xg a funkce y definovand alespori na U(xg)
tak, Ze
y™M (@) = fla,y(@),y'(@),...,y" V() pro kazdé x € U(xo),
y(xo) = yo,
Y (x0) = y1,

"D (20) = yn-1.

Specidlné pro rovnice 1. vddu plati: je-li @ C R?, [zo,y0] € R? a f : Q — R je spojitd funkce, potom
existuji v,0 > 0 a funkce y definovand alespori na intervalu I = (xg — 0,z + ) takovd, Ze

y'(z) = f(z,y(x)) pro kazdé z € I,
y(@o) = yo.



Poznadmky 12.4. (i) Peanova véta je lokalniho charakteru, tj. jako FeSeni dostaneme dvojici (y, U(zg)),
pricemz U(zo) mize byt ,velmi malé“;

(ii) kazdé feseni je moZno rozsifit do maximalniho FeSeni, obecné vsak ne jen jedinym zpisobem;

(iii) Peanova véta nefiké nic o jednozna¢nosti feseni, garantuje pouze jejich existenci;

(iv) po¢ateéni podminky neovliviiuji existenci feSeni.

Lemma 12.5 (o ekvivalenci obycejné diferencidlni rovnice a integralni rovnice). Necht Q C R? je oteviend
mnozina a necht f : Q — R je spojitd funkce. Necht ddle I C R je neprdzdny otevieny interval, xo € I,
Yo € R, [zo,y0] € Q a nechl y je spojitd funkce na I. Potom y je na I teSenim obycejné diferencidlni
rovnice

y' = f(z,y)
splriugict podminku y(xo) = yo prdvé tehdy, kdyZ plati

x
y(x) = yo —|—/ f(t,y(t))dt prokazdé z € I.
xo

Definice 12.6. Necht  C R? je oteviend mnozina. Rekneme, Ze bod [z, yo] € Q je bodem vétveni FeSeni
rovnice ¢y = f(x,y), jestlize jim prochézeji dvé feSeni y;, y2 této rovnice, kterd nesplyvaji na zadném
neprazdném otevieném intervalu obsahujicim x.

Definice 12.7. Necht  C R2. Rekneme, 7e funkce f : Q — R je lokdiné lipschitzovskd vzhledem ke druhé
proménné, jestlize pro kazdou omezenou mnozinu U C Q existuje K > 0 (K muze zaviset na U) takové,
ze pro kazdé [xo, yol, [x0,Yo] € U plati

|f (@0, 90) — f(zo, Y0)| < Klyo — Yol-

Véta 12.8 (Picardova pro 1. fad). Necht Q C R?, [xq,y0] € R? a necht f :  — R je spojitd funkce, kterd
je navic lokdlIné lipschitzovskd vzhledem ke druhé proménné. Potom existuje 6 > 0 a funkce y definovand
alespoti na intervalu I = (xg — §,z9 + 0) takovd, Ze

y'(z) = f(z,y(x)) pro kazdé z € I,
y(z0) = yo-

Funkce y je navic jednoznacné uréena, tedy kazdd dvé takovd resent splyvaji na pruniku svych definicnich
obortd. Jingmi slovy, v Q nejsou Zddné body vétveni tesend rovnice y' = f(x,y).

KONEC 2. PREDNASKY (28.2.2011)

Poznamka. Lokélni lipschitzovskost funkce f vzhledem k proménné y se nékdy definuje odlisné, napii-
klad

VK C Q kompakt 3C > 0 V[z,y],[z,5] € K : |f(z,y) — f(z, )] < Cly — 7|,
pripadné
v[1'072/0] €ENIr>03C>0V [xvy]v [xvy] € U([ﬁfoayo}ﬂ") : ‘f(xay) - f(mvy” < C|y _g|
Picardova véta plati beze zmény pro vSechny tyto definice.

Véta 12.9 (lemma o lepeni feseni ODR). Nechf a € R, §,v > 0, 2 C R? a f € C(Q). Necht y, je
resenim obycejné diferencidlni rovnice

y' = flz,y)
na intervalu (a — 8,a) a y, je fedenim téZe rovnice na intervalu (a,a + ) a navic plati

lim y,(z) = lim+ yr(x) = A€R.

Potom funkce
ye(x), z € (a—0d,a),
y(@) =44 z = a,
yr(x), x € (a,a+7)

je feSenim téze rovnice na intervalu (a — 6,a + 7).



12.2. Obyc¢ejné diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi.

Véta 12.10 (o existenci a jednoznacnosti feSeni ODR 1. fadu se separovanymi proménnymi). Necht
a,bye,d € R*, a <bac<d, necht h: (a,b) — R je spojitd funkce a g : (¢,d) — R je spojita a nenulovd
funkce. Necht [xo,yo] € (a,b) x (c,d). Potom existuje pravé jedno teseni y obycejné diferencidlni rovnice
y = g(y)h(x), spliujici podminku y(xo) = yo. Definicnim intervalem I tohoto Teseni je mazimdlni
interval ze vsech intervali tvaru (xg — 6,20 + ), spliujici

(xo — 0,20 +7) C (a,b),

H(z):= / h(t)dt € G((¢,d)) pro vSechna x € I,
o

kde

Poznamka 12.11. Pro feSeni rovnice

(2) y = g(y)h(z),

kde g a h jsou spojité funkce, pouzivame nasledujici algoritmus.
1. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly obsazené v defini¢nim oboru funkce h.

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li totiz g(c) = 0, pak na kazdém intervalu z 1. kroku je
funkce y(z) = ¢ feSenim rovnice (2). Témto FeSenim Fikdme singularni nebo také staciondrni.

3. Ur¢ime maximalni oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

4. Vezmeme interval I z 1. kroku a interval J z 3. kroku. Tedy h je na I spojita a g je spojita a nenulova
na J. Budeme hledat feseni, ktera jsou definovana nékde v intervalu I a maji hodnoty v intervalu J. Je-li
y(z) takové Ffeseni, pak pro néj plati

Necht H je primitivni funkce k h na intervalu I a G je primitivni funkce k funkci 1/g na J. Existuje
konstanta ¢ € R takova, ze plati

G(y(x)) = H(z) +¢

na definiénim oboru reSeni y, ktery nalezneme v nasledujicim kroku.

5. Nyni zafixujeme ¢ a nalezneme maximalni neprazdné oteviené intervaly obsazené v mnoziné
{r eI, Hz)+ce G(J)}.
Na kazdém z téchto intervalii musi mit FeSeni tvar
y(z) = G~ (H(z) +c),
kde G~! znaéi funkci inverzni k funkci G. Ta existuje, nebot G je na intervalu J bud rostouci nebo
klesajici.
6. Z TesSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feseni z 2. kroku ,slepime“ vSechna maximéalni feseni

podle Véty 12.9.

Priklad 12.12. ¢/ = /42,



12.3. Linearni obyéejné diferencialni rovnice 1. fadu.

Definice 12.13. Necht (a,b) C R a necht p, ¢ : (a,b) — R jsou spojité funkce. Pak ptredpis
y'(z) +p(2)y(z) = q(z), z € (a,b),

nazveme linedrni obycejnou diferencidlni rovnici 1. Tdadu.

Véta 12.14 (o existenci a jednoznacnosti feSeni linedrni ODR 1. ¥ddu). Necht (a,b) C R a necht p,q :
(a,b) — R jsou spojité funkce. Necht xo € (a,b) a yo € R. Potom existuje prdvé jedno teseni y obycejné
diferencidlni rovnice y'(x) + p(z)y(z) = q(x), spliujici podminku y(x¢) = yo. Toto Teseni md tvar

y(z) = ( / q(t)e””dt) eF@ Lo P, g€ (ah),

0
kde P je primitivni funkce k p na (a,b) spliujici P(xzg) = 0. Defini¢nim intervalem I tohoto teSend je

(a,b).

KONEC 3. PREDNASKY (7.3.2011)

12.4. Linearni rovnice vys$$iho Ffadu a systémy linearnich rovnic.

Definice 12.15. Necht I je neprazdny otevieny interval, n € N a necht ag,a1,...,a,_1,b jsou spojité
realné fuknce na I. Rovnici tvaru
(3) y(n) (SC) + an—1<x)y(n71) (I’) + o+ ao(m)y(x) = b(Z), T € Ia

nazyvame linedrni obycejnou diferencidlni rovnici vddu n. Jestlize b = 0 na I, pak rovnici nazyvame
homogenni.

Poznamka 12.16. Pro kazdé zg € I a pro kazdé y° := [yo,v1,...,Yn_1] € R" existuje pravé jedno feseni
y rovnice (3) splitujici podminky
y(xO) = Yo, y/(xO) =Y1,..- ay(nil)(xO) = Yn—1-

Diikaz tohoto tvrzeni se provede stejné jako u rovnice prvniho fadu, je pouze tfeba pouzit obecnéjsi verzi
Picardovy véty, ktera pozaduje lokalni lipschitzovskost virazu a,_1(z)y™ 1 (z) + - - - 4 ao(z)y(x) — b(x)
ve vSech proménnych y, v/, ..., y™ ), ta se viak snadno ovéii.

Znaceni. Symbolem M (n x n) budeme oznacovat mnozinu vSech matic typu n x n, jejichz slozky jsou
realnd éisla. Dale oznac¢ime pro maticovou funkci A : I — M (n x n), kde I C R je néjaky interval,

|Alloo :=supmax {|a; ;(x)|, 1,7 =1,2,...,n}.
zel

Definice 12.17. Necht I je neprazdny otevieny interval, n € Nanecht A: 7 — M(nxn)ab: I —R"
jsou spojita zobrazeni (A je maticova funkce, tedy matice, jejiz prvky jsou spojité funkce a; ; : R — R,

i,7 =1,...,n, a b je vektorova funkce, jejiz slozky jsou spojité funkce b; : R — R, i =1,...,n). Potom
soustavu rovnic

(4) y'(z) = Al@)y(z) +b(x), z€l,

pro neznamou vektorovou funkci y : I — R™ nazyvame systémem linedrnich obycejnych diferencidlnich
rovnic 1. Tddu. Jestlize b = (0, ...,0) na I, pak rovnici nazyvame homogenni.

Poznamky 12.18. (i) Necht I je neprazdny otevieny interval, a;;,b; : I — R, 4,5 = 1,2,...,n. Pak
soustavu (4) mtZeme také zapsat v nezkraceném tvaru:

yll =a11Yy1 + ay2 + -+ a1pyn + b1
Yy = ag1y1 + axys + - - + Ganyn + bo

Yp = Gn1¥1 + Gn2y2 + - 4 GnnYn + bn.
Budeme dale pouzivat také zkraceny (maticovy) zapis

y = Ay +b.
5



(ii) Reseni jedné rovnice fadu n lze vzdy prevést na feseni systému n rovnic fadu 1 (i pro nelinearni
rovnice) nasledujicim zptisobem. Je-li zadédna rovnice
y™ 4k an(@)y (2) + ao(x)y(z) = b(x), z e,
s podminkami
y(wo) = o

Y (zo) = 1

y(nil) (CCO) = Yn—1,
pak muzeme definovat

— [ R n—1
upy =Y, UQ.—y,...,Un.—y( )
Reseni zadané rovnice pak mutzeme ziskat z feseni systému
Uy = us
!/
U2 = Us

u, =b— (an_1un + -+ aguy).
(iii) Ne kazdy systém n rovnic lze ovSem pfevést zpét na jednu rovnici n-tého fadu. To je mozné pouze
za predpokladu, Ze je splnéna jistd podminka Fesitelnosti. Napriklad systém
y' =y
2=y
neni mozné prevést na jednu rovnici druhého radu.

Véta 12.19 (o globdlni existenci a jednoznac¢nosti feseni systému linedrnich ODR 1. ¥ddu). Necht I je
neprazdny otevieny interval, n € N, a necht A: I — M(nxn) ab: I — R" jsou spojitd zobrazeni. Necht
ddle xo € I, y° € R™. Potom eistuje prdvé jedno veseni systému (4), spliujici podminky

y(wo) = y°.
Toto Tesent je definované na celém I.
Véta 12.20 (o tvaru prostoru feSeni systému linedrnich ODR 1. f4du). Necht I je neprizdng otevieny
interval, n € N, a necht A: I — M(nxn) ab: I — R" jsou spojitd zobrazeni. Oznacme

Ly =y — Ay, H :=KerlL,

M :={yeC'(I,R"), Ly =0b}.
Pak H je vektorovy podprostor prostoru C*(I,R™) dimenze n a existuje yo € M tak, e
M =yo+ H.

Definice 12.21. Libovolnou bazi {yl, .. .,y”} prostoru H (tj. libovolnou n-tici linedrné nezévislych
feSeni homogenni rovnice Ly = 0) nazyvame fundamentdlnim systémem teseni homogenni rovnice y' =
Ay.

Poznamka. Dle Véty 12.20 existuje fundamentalni systém FeSeni pro kazdou rovnici ¢y = Ay za pied-
pokladu, ze A je spojita matice. Jednotliva feseni y', ..., 4" rovnice 3y’ = Ay jsou vektorové funkce, které
chapeme jako sloupce

yi y; i
Y2 Y2 Yz
vi= ==
Un Yn Yn
MiuZeme je usporadat do takzvané fundamentdlni matice
yiovio- p
y: Y3 o W8
Yn Yn - Un

6



Definice 12.22. Necht I je neprazdny otevieny interval, n € N, a nechff!,...,f"* : I — R"™ jsou
vektorové funkce. Pak jejich wronskidnem (Wronského determinantem) nazgyvame funkci W : I — R,
definovanou predpisem

fi(@) fi(z) ... (@)
fa(x) f2(x) ... fi(2)

W(x) =W, gny(x) := det :
fal@) fix) ... fi(z)

Poznamka 12.23. Ziejmé plati nasledujici tvrzeni: jsou-li f1,..., f* : I — R™ linedrné zavislé vektorové
funkce v prostoru C(1,R"), pak W1 gny(2) = 0 v kazdém bodé x € I. Obracené toto tvrzeni neplati,
nebot napriklad pro funkce

0 , z €10,1) 0 , x €[0,1)
1 0
ey =4 ) SRR
0 ) MRS (7170)a 1 ’ HAES (7170)3

ziejmé plati Wy ¢n)(z) = 0 v kazdém bodé x € (—1,1), pfestoze jsou funkce f'a f? evidentné linearné
nezavislé v prostoru C(I, R?). Nasledujici véta ukazuje, ze takova situace ale nemtize nastat pro ptipad,
kdy jsou funkce fI,..., f" FeSeni stejného systému linedrnich diferencialnich rovnic.
Véta 12.24 (o wronskidnu a linedrni zavislosti feSeni systému linedrnich ODR 1. faddu). Necht I je
neprdzdnyj otevieny interval, n € N, a necht A : I — M (n x n) je spojité zobrazeni. Necht f*, ..., f" jsou
na I vesent systému linedrnich diferencidlnich rovnic y' = Ay. Potom plati:

(i) Je-li Wipr,.. gny(x0) = 0 v néjakém bodé xg € I, pak Wipi . gny(x) = 0 v kaZdém bodé¢ x € I a
funkce f1,..., f™ jsou na I linedrné zdvislé.

(ii) Je-li Wgr, . pny(w0) # 0 v néjakém bode xg € I, pak Wipr . gny(z) # 0 v kaZdém bodé x € I a
funkce f1,..., f* jsou na I linedrné nezdvislé.

KONEC 4. PREDNASKY (14.3.2011)

Véta 12.25 (variace konstant pro systém linedrnich ODR 1. ¥ddu). Necht I je neprdzdng otevieny
interval, n € N a nechf A : 1 — M(nxn) ab: I — R" jsou spojitd zobrazeni. Necht y*,...,y" je
fundamentdlni systém teSeni homogenniho systému linedrnich diferencidlnich rovnic y' = Ay. Potom
existuji funkce cy,...,c, € CH(I,R) tak, Ze y, definované predpisem

n

@)= a@)y'(e), el

i=1
je TeSeni nehomogenniho systému y' = Ay +b na I.

Dusledek 12.26 (variace konstant pro jednu rovnici vysstho fadu). Necht [y(1y, ..., Ym)] je fundamen-
talni systém teseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice

n—1
=0

na I. Potom existuji funkce c1,...,c, € CY(I,R) tak, Ze
- /
Z cye) =0,
Z <Yy =

Zc’yé? 2 _
ch(n V=



n 3 v v 3 .
na I a funkce y = ", ciy(;) je TeSenim rovnice

n—1

"+ Y ay® =
=0

na I.

12.5. Systémy linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty. Nasim cilem je Fesit linedrni diferen-
cidlni rovnice vyssiho fadu ve tvaru

Y aj(@yV (@) =b(z), wel,
=0

kde a; a b jsou spojité funkce na intervalu I s hodnotami v R, a systémy linearnich diferencialnich rovnic
1. fadu ve tvaru

y'(z) = A(x)y(z) + (),
kde A = (a;;);';—; je maticova funkce na I s hodnotami v R a b je vektorova funkce s hodnotami v R",
tedy a; ; a b; jsou spojité funkce na 1.

V predchézejicim odstavci jsme si vysvétlili, Ze rovnici tvaru (1) lze pfevést na systém rovnic tvaru (2) a
ze Feseni hledame ve dvou krocich: nejprve musime najit fundamentélni systém feseni pfislusné homogenni
tlohy (tj. v obou p¥ipadech b = 0) a pak nalézt jedno partikulérni feSeni nehomogenni tlohy. Druhy z
téchto krokd (nalezeni partikuldrniho feSeni) provddime bud pomoci metody variace konstant (Véta 12.25)
a nebo, je-li prava strana rovnice (tedy funkce b) specidlniho tvaru

b(x) = e*® (Py(x) cos(Bz) + Pa(x) sin(fz))

(tzv. kvazipolynom), hleddme feSeni v podobném tvaru pomoci metody neurcitych koeficientu (tato
metoda bude probrana na cviceni).

V tomto odstavci se zaméfime na prvni z obou zminénych krokd, tj. na hledani fundamentalniho
systému Teseni. Tento krok je v plné obecnosti velice tézky a metody feSeni jsou znadmy jen pro jisté
speciélni tiidy rovnic, dané specidlnim tvarem funkci a;(x) v (1) a funkei a; j(z) v (2).

Zde popiSeme metody hledani FSR v pfipadé, kdy jsou tyto funkce konstantni. Budeme tedy hledat
fundamentalni systém feSeni jednak homogenni linearni rovnice

(5) D ajy(x)=0, zel,
=0

kde a; € R, a jednak homogenniho systému linearnich diferencidlnich rovnic
(6) y'(z) = Ay(x), xel,
kde A € M(n x n) je ¢iselnd matice.

Definice 12.27. Charakteristickym polynomem rovnice (5) nazyvame polynom

P(A) =) a;N, AeC.
j=0

Véta 12.28 (FSR linearni ODR vys§iho fadu s konstantnimi koeficienty). Necht A1, ..., Ay jsou vsechny
rizné redlné kofeny charakteristického polynomu P()\) s ndsobnostmi r1,...,7s. Necht ay + Bii, ...,
oy + Byt jsou vsechny navzdjem rizné koteny polynomu P()\) s kladnou imagindrné édsti a ndsobnostmi
qi,---,q- Pak funkce

€>\1t, te)\lt, t"’l*]-e)\lt’

erst, terst, ... trs—lerst
e“tcos Bit, te“tcosfit, ... tTle*tcosfBit,
etsin Bit, tetsinfit, ... t9le*tsin Bt
e“tcos Bit, te“tcosfit, ... t@le™tcosfyt,
e“tsin Bit,  teMtsinfyt, ... ¢ leMtsin fit

tvort fundamentdlni systém feseni rovnice (5).



Definice 12.29. Charakteristickym polynomem soustavy (6) nazyvadme polynom
P(\) = det(4A — \E), A eC,
kde E € M(n x n) je identickd matice.

Poznamka. Funkce y = e’¥q, kde A € C a ¢ € C", je feSenim (6) pravé tehdy, kdyz A je vlastnim
¢islem matice A (tedy kofenem charakteristického polynomu soustavy (6)) a ¢ je vlastni vektor matice A
prislusejici k vlastnimu ¢islu A, tedy plati-li

Aqg = \q.
KONEC 5. PREDNASKY (21.3.2011)

Véta 12.30 (FSR systému linearnich ODR 1. fadu s konstantnimi koeficienty v p¥ipadé, Ze existuje baze
R™ z vlastnich vektort). Necht A je podobnd diagonalni matici a necht

4(1):9(2)> - -+ 49(n)
jsou linedrné nezavislé vlastni vektory matice A, odpovidagjici vlastnim cislum A1, ..., A, matice A. Potom
funkce
eklwq(1)7 e)\gmq(Q)7 . eknmq(n)
tvori (obecné komplexni) fundamentdlni systém Teseni systému (6).

Poznamka. Matice A je redlnd, takze je-li A = a + fi € C vlastni ¢éislo A, pak je také komplexné
sdruzené &islo A = o — 3i vlastnim ¢islem matice A. Komplexné sdruzenym vlastnim é&sliim odpovidaji
komplexné sdruzené vlastni vektory. Z toho plyne, 7e je-li komplexni funkce f ve FSR systému (6), pak
je v tomto FSR také komplexné sdruzend funkce f. Protoze dvojice realnych funkci Re f a Im f jsou

_ I-T
21

dvojici komplexnich funkci f a f dvojici realngch funkei Re f a Im f.

linedrnimi kombinacemi f a f (nebot Re f = f‘g—? almf ), ziskdme realny FSR tak, Ze nahradime

Poznamka. Ptipomenime si nékolik fakti z algebry. Je-li A redlna ¢tvercova matice typu n x n, pak A
mé v C nejméné jedno a nejvyse n vlastnich ¢isel, soucet jejichz nasobnosti je roven n. Oznacime-li Ny
vlastni podprostor prislusejici k vlastnimu ¢islu A, pak Ny je vektorovy prostor, jehoz dimenze spliiuje
1 < dim N, <k,

kde k je nasobnost vlastniho ¢isla A. Je-li dim Ny ostie mensi nez nasobnost ), pak pro tucely FSR
nemame k dispozici dostatek linearné nezavislych vlastnich vektort. Vétu 12.30 nelze pouzit, protoze baze
z vlastnich vektorti neexistuje. Nedostatek vlastnich vektori je v takovém piipadé potfeba kompenzovat
pomoci tzv. fetézci pridruzenych vektort.

L2, ..., %, spliujicich vztahy

Definice 12.31. Systém nenulovych vektorta v
(A= \E)!' =0,
(A= \E)? =0,

(A= AE)v® =02,

(A= \E)k =P

kde F je jednotkova matice, nazveme tetézcem pridruzenych vektori (délky k), pFislusejicich k vlastnimu
¢islu A matice A. Vektor v’/ nezveme pridruZenym vektorem tadu j — 1.

Poznamky. (i) Je-li v1,02, ..., v¥ fetézec pridruzenych vektorti néjaké étvercové matice typu n x n, pak
jsou vektory v!,v?, ..., v* linedrné nezavislé. Prvni vektor v fetézci, tedy v', je vlastnim vektorem matice
A, zbyvajici vektory v fetézci nejsou vlastni.

(ii) Kazdému Jordanovu bloku matice A velikosti k& odpovid4 jeden Fetézec pridruzenych vektort
délky k.

(iii) Pro kazdé vlastni ¢islo A matice A nasobnosti k existuje pravé jeden index i < k tak, ze

Ker(A — AE) S Ker((A— AE)?) G -+ S Ker((A — AE)") = -+ = Ker((A — AE)").

N4vod na sestaveni FSR systému (6) v ptipadé, kdy neexistuje baze z vlastnich vektorti, davéa nasledujici
véta.



Véta 12.32 (o Fesenich pfislusnych nadsobnému vlastnimu ¢islu s fetézci). Necht A je étvercovd matice
typu n X n, necht X je jeji vlastnd ¢islo a necht v',v?, ..., vF je Fetézec pridrufengch vektord odpovidajict
vlastnimu ¢islu \. Pak funkce

k-1 E—2

2
e, (le + v2) e, (vla; + 0%z + vs) e <v1 (:, ol 4 92 (;7 i N vk> e

jsou linedrné nezdvisld Teseni systému y' = Ay.

Poznamka. Je ziejmé, ze s pomoci piedchazejici véty Ize jiz snadno sestavit FSR systému (6). Tento FSR
bude pochopitelné obecné komplexni. Realny FSR opét obdrzime metodou popsanou ve vyse uvedené
poznamce.

Véta 12.33 (o FSR systému linearnich ODR 1. ¥adu s konstantnimi koeficienty). Necht A je ¢tvercovd
matice typu (n x n). Potom ezistuje FSR [y',...y,"] homogenniho systému y' = Ay ve tvaru

Py
| P
yl(e)y=e] |,
P,
kde X je vlastni ¢islo matice A ndsobnosti k a Pj, i,j €[1,...,n] jsou polynomy stupné nejvyse k.

Poznamka 12.34 (algoritmus pro hleddni pro FSR systému (6) metodou fetézcti pridruzenych vektort).
1. krok: najdeme vSechna vlastni ¢isla matice A;

2. krok: ke kazdému vlastnimu ¢islu najdeme odpovidajici vlastni vektory;

8. krok: ke kazdému vlastnimu ¢islu zjistime dimenzi vlastniho podprostoru podle vzorecku

dimKer(A — AE) 4+ hodnost (A — AE) = n;
4. krok: je-li pro nékteré vlastni ¢islo dimenze vlastniho podprostoru ostfe mensi nez jeho nasobnost,
pak najdeme Fetézec (nebo vice fetézcti - zélezi na po¢tu odpovidajicich Jordanovych bunék) pfidruZzengch

vektor;
5. krok: sestavime FSR jako kombinaci funkei z Vét 12.30 a 12.33.

Definice 12.35. Matici, jejiz prvky jsou polynomy v proménné ), nazyvame \-matici. Ridkovymi ipra-
vami A-matice rozumime:

e zédménu dvou Fadki,
e vynasobeni fadku nenulovou konstantou,
e piicteni P(A)-nasobku jednoho fadku k jinému fadku, kde P(\) je polynom v proménné .

Poznamka. Necht A € M(n x n). Pak lze A-matici \E' — A pFevést konecnou posloupnosti fadkovych
uprav na horni trojithelnikovou A-matici. Vysledna A-matice mé na diagonale nenulové polynomy, soucet
jejichz stupni je n.

Znadeni. e Necht P(A\) = ap\™ + a1 A"t + -+ + a1\ + ap je polynom a y: R — R je funkce

majici vlastni derivaci n-tého fadu na R. Potom symbol P(-L)y znaéi funkei

any™ + an_1y™ Y 4+ ary + agy.

e Necht P = (P;;) je A-matice typu n x n. Soustavou diferencidlnich rovnic odpovidajici P budeme
rozumét soustavu

d d
Piyi(—)y1 +-+ Prp(—)y, =0,

dzx dx
d d
P21(%)y1 + -+ P2n<@)yn =0,

d d
Pnl(%)yl + -+ Pnn(%)yn = 0.

Poznamka. Nechf A-matice P vznikla kone¢nou posloupnosti fadkovych tprav z A-matice P. Potom
vektorova funkce y: R — R™ t¥idy C* je feSenim soustavy odpovidajici matici P, pravé kdyz je reSenim
soustavy odpovidajici P.
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Poznamka 12.36 (algoritmus pro hledani pro FSR systému (6) metodou A-matic). 1. krok: matici
AE — A pievedeme konec¢nou posloupnosti fadkovych Gprav na horni trojuhelnikovou matici;
2. krok: vzniklou soustavu diferencidlnich rovnic fesime zespoda.

Piiklad.
Yy = 4y1 + 5y
Y2 = —2y1 — 212

Reseni. Nejprve uréime pifslusnou A\-matici a upravime ji na horni trojihelnikovou:

A—4 =5 1 ix+1
A= ~ 2
AE = A ( 2 /\+2> (o )\2—2)\4—2)'
Sestavime odpovidajici soustavu diferencidlnich rovnic:
1
2
Yy — 2y + 2ys = 0.

Y1+ -yh+y2=0

Z druhé rovnice vypocitame ys, zderivujeme, dosadime do prvni rovnice a dopocitame y:

Yo = a1e”sinx + age” cosx

3 n 1 v . n 1 3 z
=|—=«a —ag | e¥sinx ——a1 — -y | ef cosx.
Y1 9 1 B 2 B 1 5 2

Poznamka. Nehomogenni soustavu 3’ = Ay + b a nehomogenni rovnici Ly = b feSime ve dvou krocich:
nejprve najdeme FSR homogenni soustavy y' = Ay nebo homogenni rovnice Ly = 0 a potom hleddme
jedno partikuldrni feSeni nehomogenni soustavy (rovnice). K druhému kroku mizeme vyuzit napiiklad
metodu variace konstant nebo, je-li prava strana ve specidlnim tvaru, nasledujici vétu.

Véta 12.37 (o specidlnim tvaru pravé strany). Necht
b(x) = e!* - (P(x) cosva + Q(z) sinvz),
kde p,v € R a P, Q jsou polynomy. Pak existuje Teseni rovnice Ly = b ve tvaru
yo(t) = 2™ et - (R(z) cosvx + S(z)sinvz),

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétsiho neZ max{stupen P, stupenn Q} a m € NU {0} uddvd,
jakou ndsobnost ma cislo p + iv jakozto koten charakteristického polynomu.

KONEC 6. PREDNASKY (28.3.2011)

13. BANACHOVY PROSTORY

Shrnuti zndmych pojmu a tvrzeni. (i) Nechf X je normovany linedrni prostor. Pak X je vektorovy
(linerni) prostor nad té&lesem T, zde budeme téméF vyhradné uvazovat piipad T = R. Na X je tedy
definovano vnitini séitani (Vo,y € X : x4y € X) a vnéjsi nasobeni (ndsobeni skaldrem) (Vx € X VA €
T: Mz € X). Na X je dale definovdna norma || - || x a (normova) metrika o(x,y) := ||z — y||

(ii) Je-li X navic Uplny (v metrice dané normou), pak jej nazyvame Banachovym prostorem.

(iii) Kazdy linearni prostor X ma bézi, kterd ovSem neni jednozna¢né uréena. Kazdy prvek € X ma
vzhledem ke kazdé bazi B jednoznacény zapis, tj. existuji jednoznacné urcené skalary Ai,..., A\, € T a
bazové prvky z1,...,2m € B takové, ze x = 31" | \;x;. Vechny baze maji stejnou mohutnost. Mohutnost
baze nazjvame dimenzi prostoru X . Banachiv prostor mtize mit dimenzi bud koneénou nebo nespocetnou.

(iv) Zobrazeni z X do Y, kde X a Y jsou normované linedrni prostory, obvykle nazyvame operdtorem,
zobrazeni z X do R obvykle nazyvame funkciondlem.

(v) Jsou-li X,Y dva normované linedrni prostory a je-li L linedrni zobrazeni z X do Y, pak fikdme,
ze L je omezené, jestlize

Lx Y
||L||)3(X,y) := sup | Lz|ly =sup L] < 00.
lallx <1 wro [7llx
Symbolem £(X,Y’) oznac¢ujeme prostor viech omezenych linearnich zobrazeni z X do Y. Prostor (£(X,Y), ||-
lle(x,v)) je opét normovany linedrni prostor. Vyraz |L| ¢ x,y) nazyvame normou zobrazeni L. Prostor
(S(X, V).l - le(x.v) je taplng, pokud je tiplng prostor Y.
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(vi) Pro kazdé dva normované linedrni prostory X, Y a pro kazdé linedrni zobrazeni L : X — Y plati
nerovnost
[Lzlly < | Lllecxv)llzlx-
(vii) Bézi prostoru R nad télesem Q nazyvame Hamelovou bdzi. Dimenze prostoru R nad Q je nespo-
cetna.
Definice 13.1. Necht X je normovany linedrni prostor. Potom dudlnim (adjungovangm) prostorem
k prostoru X nazyvdme prostor X* vSech omezenych linedrnich funkcionélii na X, tedy X* = £(X,R).

Poznamka 13.2. Prostor X* je vidy uplny (pro jakykoli normovany linedrni prostor X).

Véta 13.3 (charakterizace omezenych linedrnich zobrazeni). Jsou-li X,Y dva normované linedrni pro-
story a je-li L linedrni zobrazeni z X do 'Y, pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:

(i) L € £(X,Y);

(ii) L je lipschitzovské;

(i) L je spojité;

(iv) L je spojité v bodé 0.
Véta 13.4 (o spojitosti normy). Necht X je normovany linearni prostor. Pak norma na tomto prostoru,
chapdna jako zobrazeni || - ||x : X — [0,00), je spojitd.

Véta 13.5 (o koneénédimenzionalnich normovanych linedrnich prostorech). Necht X je normovany line-
arni prostor konecné dimenze n € N. Pak ezistuje homeomorfni isomorfismus prostoru X na prostor R™.

Poznamka 13.6. Diusledkem Heineovy véty a Véty 13.5 je, Zze v kazdém normovaném linedrnim pro-
storu X kone¢né dimenze je konvergence xj, — z ekvivalentni konvergenci ®~!(z;) — ®~1(x) v R", ke
® : R" — X je homeomorfni isomorfismus definovany predpisem ®(\) := " | Nz, kde [z1,...,2,] je
néjaka baze prostoru X.

Definice 13.7. Metricky prostor (P, ¢) nazveme lokdlné kompaktnim, jestlize pro kazdé x € P existuje
r > 0 takové, ze U(x,r) je kompakt.

Definice 13.8. Necht X je normovany linedrni prostor a necht || - ||; a || - ||2 jsou dvé normy na X.
Rekneme, Ze tyto dvé normy jsou ekvivalentni, jestlize existuji dvé kladné konstanty C, Cy takové, Ze
pro kazdé = € X plati

Cillzlly < llzll2 < Collzls.

Véta 13.9 (dtsledky véty o koneénédimenzionédlnich normovanych linearnich prostorech). Necht X je
normovany linedrni prostor konecné dimenze n € N. Potom plati:

(i) X je uplny;

(ii) podmnozina X je kompakini prdvé tehdy, kdyz je uzaviend a omezend;

(iii) X je lokdlné kompakini;

(iv) kazdé dvé normy na X jsou ekvivalentni;

(v) je-li X podprostorem néjakého normovaného linedrniho prostoruY (libovolné dimenze), pak X je
uzaviengm podprostorem Y .
Piiklady 13.10. (i) Prostory R, R", /7 (1 < p < 0), ¢, L? (1 < p < 00), (C([0,1]), || - |lsup) jsou
Banachovy.

(ii)Prostor (C([0,1]), ]| - |lint) neni Banachiv (neni aplny).

(iil) Normy ||+ ||sup @ || - |lint na prostoru C([0, 1]) nejsou ekvivalentni. Tento prostor tedy nemé kone¢nou
dimenzi.

(iv) Prostor (R™)* je isomorfni s prostorem R™.

KONEC 7. PREDNASKY (4.4.2011)

14. VZTAH DERIVACE A LEBESGUEOVA INTEGALU
Umluva. Vsechny integraly v této kapitole jsou Lebesgueovy.

Definice 14.1. Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht f : [a,b] — R. Totdlni variact funkce f na
intervalu [a, b] definujeme pfedpisem

V(f;a,b) := sup {Z [F@s) = F@ima)l; {2:}ig je délent [a,], a =0 < - < 2, = b} .
=1
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Rekneme, 7e funkce f m4d na intervalu I C R konecnou (omezenou) variaci, jestlize V(f;a,b) < oo.
Mnozinu vSech funkci s omezenou variaci na intervalu [a, b] zna¢ime BV (a, b).

Poznamky 14.2. Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht f : [a,b] — R. Potom
(i) je-li f monoténni na [a,b], pak f € BV(a,b);
(i) V(f:a.b) > |f(a) - FO)]
(iii) pro kazdé x,y € [a,b] plati V(f;a,y) — V(f;a,2) = V(f;x,y), ma-li leva strana smysl.

Cviéeni 14.3. Nechf R je Riemannova funkce na R.
(i) Rozhodnéte, zda R € BV(0,1);
(ii) rozhodnéte, zda R? € BV(0,1).

Véta 14.4 (vztah omezené variace a monotonie). Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht f :
[a,b] — R. Potom f € BV(a,b) prdvé tehdy, kdyZ existuji neklesajici funkce Fy, Fy : [0,1] — R takové,
Ze f = F1 — F na [a,b].

Definice 14.5. Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht f : [a,b] — R. Rekneme, ze f je absolutné
spojitd na [a, b], jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje d > 0, takové, Ze pro kazdy disjunktni systém intervala
{(aj,b5)}5_y, aj,bj € [a,0], j = 1,...,n, sphiyjici
n
> (b —ay) <6,
j=1
plati

n

D 1Fby) = flag)| <e.

j=1

Mnozinu v8ech absolutné spojitych funkei na intervalu [a, b] zna¢ime AC(a,b).

Véta 14.6 (vlastnosti funkci s omezenou variaci a funkci absolutné spojitych). Necht [a,b] C R je
uzavreny interval a necht f : [a,b] — R. Potom plati:

(i) mezi tridami C([a,b]) a BV(a,b) neplati ani jedna inkluze;

(ii) Lip(a,b) € AC(a,b) € C([a,b]) NBV(a,b);

(iii) je-li f € L*(a,b) a je-li funkce F na [a,b] definovina predpisem F(x) := [ f(t)dt, x € [a,b], pak
F € AC(a,b);

(iv) je-li g € AC(a,b) a je-li funkce G na [a,b] definovdna predpisem G(x) := V(g;a,x), x € |a,b], pak
G € AC(a,b);

(v) je-li f € BV(a,b), pak v kazdém bodé x € [a,b) existuje lim,_.., f(y), v kaZdém bodé x € (a,b]
existuje lim,_., _ f(y) a navic mnoZina bodi x € (a,b), v nichZ je limy ., f(y) # limy,_.., f(y), je
nejuyse spocetnd.

Definice 14.7. Lebesgueovou-Stieltjesovou mirou na R nazyvame tplnou borelovskou miru v na R
spliwujici v([a, b]) < oo pro kazdy uzavieny interval [a,b] C R.

Véta 14.8 (charakterizace funkci s omezenou variaci). Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht
f :la,b] — R je zprava spojitd funkce. Potom jsou ndsledujici vgroky ekvivalentni:
(i) f € BV(a,b);
(ii) existuje znaménkovd Lebesgueova—Stieltjesova mira v na [a,b] takovd, Ze pro kaZdé a <c < d <b
plati
f(d) = f(e) = v([e, d]);

(iii) existuje Lebesgueova—Stieltjesova mira p na [a,b] takovd, Ze pro kazdé a < ¢ < d < b plati
|f(d) = f(e)| < u([e,d]).

Véta 14.9 (charakterizace absolutné spojitych funkci). Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht
f:a,b] = R je zprava spojitd funkce. Potom jsou ndsledujici vjroky ekvivalentni:
(i) f € AC{a,b);
(ii) existuji neklesajict funkce Fy, Fy : [0,1] — R takové, Ze Fy, F5 € AC(a,b) a f = Fy — F3 na [a,b];
(iii) ezistuje p € L'(a,b) takovd, Ze

ﬂ@=/qﬂﬂﬁ,x6M&k
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(iv) emistuje v € L(a,b) takovd, Ze pro kazdé a < ¢ < d < b plati

£(d) - £()] < / () dt.

KONEC 8. PREDNASKY (11.4.2011)

Definice 14.10. Necht [a,b] C R je uzavieny interval, f : [a,b] — R a = € (a,b). Rekneme, 7ze z je
Lebesgueovym bodem funkce f, jestlize
1 x+h

lim — — =0.
e on | |f(y) — f(2)|dz =0
Priklady. Necht [a,b] C R je uzavfeny interval a f : [a,b] — R.
(i) Necht = € (a,b). Je-li f spojitd v x, pak x je Lebesguetv bod funkce f.
(ii) Necht f = xqna,p) je Dirichletova funkce na [a,b] a necht x € (a,b). Potom x je Lebesguetv bod
funkce f pravé tehdy, kdyz = € R\ Q.

Véta 14.11 (o Lebesgueovych bodech). Necht [a,b] C R je uzavieny interval a f : [a,b] — R. Je-li
f € L*(a,b), pak jsou skoro vechny body z [a,b] Lebesgueovymi body funkce f.

Véta 14.12 (vztah Lebesgueova integrilu a derivace). Necht [a,b] C R je uzavreny interval, ¢ € L'(a,b)
a necht f : [a,b] — R je ddna predpisem f(x) := faz p(t)dt. Potom f € AC(a,b) a pro skoro vSechna
x € (a,b) plati f'(x) = ¢(x).

Véta 14.13 (vztah absolutni spojitosti a derivace). Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht f €
AC(a,b). Potom pro skoro vSechna x € (a,b) existuje f'(x) a plati Newtonova—Leibnizova formule

o) = @)+ [ “pd, we b

Véta 14.14 (vztah monotonie a derivace). Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht f : [a,b] — R je
monotdnni. Potom pro skoro viechna x € (a,b) existuje f'(x).

Véta 14.15 (vztah omezené variace a derivace). Necht [a,b] C R je uzavieny interval a necht f €
BV (a,b). Potom pro skoro viechna x € (a,b) existuje f'(x).

15. FOURIEROVY RADY
15.1. Zakladni pojmy.
Znaceni. Symbolem P, zna¢ime mnozinu vSech lokalné integrovatelnych 2m-periodickych funkei na R.

Definice 15.1. Necht ay, £k € NU {0} a bg, k¥ € N, jsou posloupnosti redlnych ¢isel. Pak fadu funkci

oo
% + Z (ay cos(kx) + by sin(kx)), =z €R,
k=1
nazyvame trigonometrickou tadou. Je-li navic n € N, pak funkci
ao

5 + Z (a cos(kx) + by sin(kx)), =z €R,

k=1
nazyvame trigonometrickym polynomem stupné n.

Definice 15.2. Mnozinu funkei 7 := {1, cosz,sin z, cos(2z),sin(2z), ... } nazyvame trigonometrickym
systémem.

Poznamka 15.3. Trigonometricky systém je ortogondlni v nasledujicim smyslu: pro kazdé dvé rtzné

funkce f,g € T plati
2

f(x)g(z)dz = 0.
0

Dale plati

2m 2m 2m
/ 1-1dx =2m, / (cos(kx))? dx = / (sin(kx))? dz = 7, ke N.
0 0 0
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Véta 15.4 (Fourierovy vzorce). Necht f € Payr a necht

flx) = % + Z (ag cos(kz) + by sin(kx)), z €R,
k=1

pric¢emz Tada na pravé strané konverguje stejnomérné k f na R. Potom
1 2
ap = — f(z)cos(kx)dz, ke NU{0},
T Jo
1 27
— f(x)sin(kz)dzx, ke N.
T Jo

bi

KONEC 9. PREDNASKY (18.4.2011)

Definice 15.5. Necht f € Pa,. Pak posloupnosti redlnych éisel {a,, }52 4 a {b,}22 ;, definované predpisem

1 27
ar = — f(x) cos(kz)dz, ke NUJ{0},
T Jo
1 27
b = — f(z)sin(kzr)dz, keN,
T Jo

nazyvame Fourierovymi koeficienty funkce f. Trigonometrickou fadu

Sf(x):= % + Z (ar cos(kzx) + by sin(kx)), =z €R,
k=1
nazyvame Fourierovou Tadou funkce f. Vztah mezi funkci f a jeji Fourierovou fadou Sf znac¢ime sym-
bolem f ~ Sf. Pron € NU{0} dale definujeme édsteény soucet Fourierovy fady funkce f pfedpisem

n
Spf(x) := ?0 + Z ay cos(kx) + b sin(kz)), x €R.
k=1
Poznamky 15.6. (i) Konvence ,%“ je zavedena proto, abychom méli stejny vzorec pro ay v piipadé
k =01 v ptripadech k € N.
(ii) V definici {ay} a {bx} lze integrovat pie libovolny interval délky 2w, tedy

1 a+21
o= L / (@) cos(ka)dz, ke NU{0},
™ «@
1 a+-2m
by, = f/ f(z)sin(kz)dx, keN,
™ «
pro libovolné o € R. Nejcastéji se pouziva a = 0 nebo av = —.

(iii) Symbol f ~ Sf oznacuje pouze fakt, ze fada stojici vpravo je Fourierovou fadou funkce stojici
vlevo. Nevypovidd nic o pfipadné konvergenci fady Sf (stejnomérné ani bodové). Zejména jej nelze
zaménovat za symbol f = Sf, ktery by znamenal, Ze fada vpravo bodové konverguje a jejim bodovym
souctem je funkce f.

Definice 15.7. Trigonometrickou fadu
o0
% + Zak cos(kzr), z€R,
k=1
nazyvame cosinovou Tadou a trigonometrickou fadu
o0
Zbk sin(kx), =z €R,

nazyvame sinovou fadou.

Poznamka 15.8. Nechf f € Po, a necht f ~ Sf. Je-li f sudd, potom Sf je cosinova fada, tedy by = 0,
k € N, a navic plati

= 2/7r f(z)cos(kz)dx, ke NU{0}.
T Jo



Je-li f liché, potom Sf je sinova fada, tedy ar = 0, k € NU {0}, a navic plati
2 T
= 7/ f(x)sin(kz)dz, keN.
T Jo
P¥iklad 15.9. Necht f(z) = 22 pro z € [—77 7) a necht f € Par. Potom

(k
fz +4Z * cos( (D coslk) g

Kdybychom védéli, ze fada Sf konverguje k funkc1 f (alespoit bodové), ziskali bychom po dosazeni
postupné x = 0 a x = 7 vzorce

s 2.1 72
=5 * XE—§

k=1

> 6
k=1
Definice 15.10. Necht n € NU {0}. Potom funkci
1
D, (z):= 3 + cos(x) + cos(2x) + - - - + cos(nz), =z €R,

nazyvame Dirichletovym jadrem.

Poznadmky 15.11 (vlastnosti D,,). Necht n € NU {0}. Potom
(i) Dy, je suda spojité 2m-periodicka funkee, splitujici D, (0) =n + 1;
(ii) plati

sin((n + 3)z)

— R 2k, k € Z;
QSIH(%) ’ T e ,SC?A T, € ’

Dy (x) =
(iii) plati
D, (z)dx = 7.
Véta 15.12 (o ¢asteénych souctech Fourierovy fady). Necht f € Pan, f ~ Sf, z € R a necht n € N.
Potom L L
Snfl@)=— [ flz+y)Duly)dy = — /O (f(x+y) + f(z —y))Dnly) dy.

- us

Definice 15.13. Jednoduchou funkci nazyvame kazdou realnou funkci tvaru

) :ZanA]‘(x)7 z € R,

kde K € N, ay,...,ax € Ra A;y,..., Ag jsou méfitelné podmnoziny R koneéné jednorozmérné Lebes-
gueovy miry.

Poznamka 15.14. MnoZina S vSech jednoduchych funkei je hustd v prostoru L'(0,1).
Vé&ta 15.15 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Necht (a,b) C R je interval a necht f € L'(a,b). Potom

lim/ f(z)cos(tz)de =0 a hm/ f(z)sin(tz) dz = 0.

t—o0 a t—o0

Poznadmky 15.16. (i) Jsou-li posloupnosti {a,}°2, a {b,}°2,; Fourierovymi koeficienty néjaké funkce
f € Por, pak podle Véty 15.15 nutné plati

lim a, = lim b, = 0.

n—oo n—oo
Ne kazdé takové posloupnosti jsou vSak Fourierovymi koeficienty néjaké funkce f € Po,. Pozdéji ale
uvidime, Ze pokud ale je konvergence k nule dostatecné rychld, napiiklad pokud fada > - 1(a +b2)
konverguje, pak jiz ano.

(ii) Obecné plati, Ze éim ,hladsi“ je funkce f € Pa,, tim ,rychlejsi“ je konvergence jejich Fourierovych

koeficientt k nule. Je-li naptiklad f € P2, N C*(R) pro néjaké k € N, potom a,, = o(n=*) a b, = o(n=F),
n — oo (toto tvrzeni nebudeme dokazovat).

Véta 15.17 (Riemannova véta o lokalizaci). Necht f € Par, x € R a s € R. Potom Sf(x) = s prdvé
tehdy, jestlize existuje 0 € (0,7) takové, Ze
0
lim [ (f(z+y) + f(z —y) = 25)Dn(y) dy = 0.

n—oo 0

16



KONEC 10. PREDNASKY (2.5.2011)

Véta 15.18 (Diniovo kritérium). Necht f € Par, x € R a s € R. Necht existuje 6 > 0 takove, Ze
Lebesgueuv integrdal

/‘Sf(w+y)+f(w—y)—28
0 Yy

dy konverguje.
Potom Sf(x) =s.

Znaceni. Necht z € R a f je redlnd funkce definovand na néjakém okoli bodu x. Symbolem f(z+)
budeme oznacovat limitu lim,_.,. f(y) a symbolem f(z—) limitu lim, ., f(y).

Véta 15.19 (Dusledky Diniova kritéria). Necht f € Par a necht x € R.
(i) Necht existuji viastni limity f(x+) a f(z—) a necht ddle existuji vlastni limity
i L@ +y) — flzt) i L@ —y) = fla—)

y—0 y y—04 y

Potom tada Sf konverguje v bod€ x a plati
fla+) + f@—)

Sf(a) = S

Specidlné, ma-li funkce f konecné jednostranné derivace v bodé z, potom Sf(x) = f(x).
(ii) Jestlize existuji 6 >0, a > 0 a K > 0 takové, Ze pro kaZdé y € (x — 0,z + 0) plati

|f(z+y) — fla)] < Kly|°,
pak Sf(z) = f(x).

Poznamky 15.20. Shrneme bez dikazt nékolik poznatk o bodové konvergenci Fourierovych fad.

(i) Existuje funkce f € Pa,, jejiz Fourierova fada S f diverguje v kazdém bodé = € R.

(i) Je-li f € Par N L?(—m, ), potom Sf konverguje skoro viude na R. Specialné to plati pro f € Pa,
spojitou na R.

(iii) Je-li f monotdénni na intervalu (—m, ), pak Sf konverguje v kazdém bodé a jejim souc¢tem v bodé
z € R je hodnota %

(iv) Existuje spojita funkce f € Pay, jejiz Fourierova fada Sf diverguje v kazdém bodé nespocetné
husté podmnoziny R.

(v) Je-li f € Par N L*(—m,7), potom limy, oo ||Sn f — fllL2(—rm) = 0.

15.2. Fejérova véta.
Definice 15.21. Necht n € NU {0}. Potom funkci
1 n

ZDk(x)7 mER,
n+1 Py

Ky (z):=

nazyvame Fejérovym jadrem.

Poznadmky 15.22 (vlastnosti K,,). Necht n € NU {0}. Potom
(i) K, je suda spojitd 2m-periodicka funkce, spliiujici K, (0) =
(ii) plati

n+1.
2

B 1 sin((n + 1
]Q@0_2m+1)( sin(Z)

z\N 2
)2)>, x €R, x #2km, k€ Z,

(iii) plati

K,(x)dx = .

—T
Poznamka. Fejérovo jadro mé nékteré ,lepsi“ vlastnosti nez Dirichletovo jadro. Napiiklad je nezdporné

a navic spliiuje K,, = 0 na mnoziné (—m, ) \ (=6, 4) pro libovolné § € (0, 7). To neplati pro Dirichletovo
_ (="

jadro, nebot naptiklad D, (7) = “—5~.

Definice 15.23. Necht f € Py, # € R a nechf n € NU {0}. Pak vyraz

! ﬁéﬁj@% z€R,

onf(z) = RSP

nazyvame cdastecnym Fejérovgm souctem Fourierovy fady S f funkce f stupné n.
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Poznamka 15.24. Necht f € Por, f ~ Sf, z € R anecht n € N. Potom

0uf@ = [t Kt dy =~ [ (Fat )+ 1)K

™

Véta 15.25 (Fejérova). Necht f € Par a necht x € R.

(i) Necht existugi vlastni limity f(x+) a f(xz—). Potom

lim o, f(x) = —f(x—F) ;— f(x—)
(ii) Je-li funkce f spojitd na néjakém intervalu (a,b) C R, potom
loc
onf 2 f na (a,b).

Poznamka 15.26. Necht f € Pa,, 2 € R a necht existuji vlastni limity f(z+) a f(z—). Potom Fourierova
fada S f funkce f nemusi konvergovat ve vSech bodech x € R, a to ani tehdy, je-li f spojita na R. Fejérova
véta ukazuje, Ze jedinym kandidatem na soucet Sf(z) je hodnota W (tedy f(x), je-li f spojité
vV ).
Véta 15.27 (Weierstrassova - trigonometrickd verze). Necht f € Pon je spojitd na R. Necht ¢ > 0.
Potom existuje trigonometricky polynom T € T spliugici

1f = Tllsup < 00
KONEC 11. PREDNASKY (9.5.2011)

Véta 15.28 (Dirichletovo—Jordanovo kritérium konvergence Fourierovych fad). Necht f € Par, [a,b] C R
a necht f € BV([a,b]).
(i) pro kazdé x € (a,b) konverguje Fourierova tada Sf(x) a plati

2 )
(ii) je-li funkce f navic spojitd na [a,b] C R, potom
loc
Sf=f na (a,b).

15.3. Fourierovy rady v Hilbertové prostoru.

Definice 15.29. Necht X je linedrni prostor. Potom skaldrnim soucinem na X nazyvame zobrazeni
() X xX =R,
spliujici nasledujici tfi podminky:
(i) Ve,y € X VA ER: (a1 4+ A\x2,y) = (x1,y) + Mz2,y);
(i) Vo,y € X : (z,y) = (y,2);
(iii) Vo € X : (z,z) > 0, navic (z,z) =0 < z=0.
Linearni prostor se skaldrnim souc¢inem nazyvame unitdrnim prostorem.

Priiklady 15.30. Nésledujici prostory jsou unitarni vzhledem k naznacenym skalarnim souéintim:
(1) X =R", <£U,y> = Z?:l TiYis
(il) X =6, (2,y) = 22001 TnYns
(i) X = L*([-m,7]), {f,9) = |7, f(2)g() dx;
X =

(iv) X = C([=m,7]),(f,9) = |7, f(x)g(x) dx.

Véta 15.31 (Cauchyova—Schwarzova nerovnost). Necht X je unitdrni prostor. Potom pro kaZdé x,y € X
plati

(z,y)* < (z,2){y,y).

Definice 15.32. Necht X je unitarni prostor. Potom definujeme na X normu | - || x pfedpisem

lz|lx =/ (z,z), x€X.

Poznamka. Predchazejici definice je korektni, nebot z axiomt skaldrnfho soucinu plyne, Ze funkcional
Il x skute¢né je na prostoru X normou. Nékdy budeme normu v X znaéit pouze ||-||. VSechny konvergence
v této kapitole, nebude-li stanoveno jinak, jsou minény vzhledem k metrice ||z — y|| x.
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Definice 15.33. Necht X je unitdrni prostor. Je-li X navic tplny vzhledem k metrice ||z — y||x, pak jej
nazyvame Hilbertovym prostorem.

P¥iklady 15.34. Prostory R", ¢2 a L?([—m,7]) jsou Hilbertovy vzhledem k odpovidajicim skalarnim
sou¢iniim. Prostor C([—m, ]) neni Hilbertv vzhledem ke skalarnimu soucinu (f,g) = [ f(z)g(x) da,

protoze vzhledem k odpovidajici normé || f]| = (/7 f(z)?dx)? neni tplny.

Poznamky 15.35. Nechf X je unitdrni prostor. Potom
(i) skalarni soudin je spojity z X x X do R;
(ii) plati tzv. rovnobéznikové pravidlo:

lz +yl* + llz =yl = 2(=l* + yl*), =,y € X.

Definice 15.36. Necht X je unitarni prostor a nechf z,y € X. Rekneme, Ze prvek x je ortogondini
(kolmy) k prvku y, zna¢ime z Ly, jestlize (x,y) = 0. Systém {4 }aecr, kde I je indexova mnozina libovolné
mohutnosti, nazveme ortogondlni systémem v X, jestlize o Lxg pro kazdé o, 8 € I, a # (3. Jestlize navic
plati ||z]| = 1 pro kazdé « € I, pak nazyvame {x,}acr ortonormdini systémem v X. Je-li ortogondlni
(resp. ortonormadlni) systém spocetny, pak jej nazyvdme ortogondlni (resp. ortonormdlni) posloupnosti.
Pro M C X nazyvame mnozinu M=, definovanou predpisem M=t := {y € X; Vo € M : ylz},
ortogondlnim doplrikem mnoziny M v prostoru X.

Priklad 15.37. V Hilbertové prostoru L?([—m, ]) tvoii trigonometricky systém 7 ortogondlni mnoZinu.

Systém

{ 1 cosz sinz cos(2z) sin(2x)
/27'[', ﬁ ) ﬁ ) ﬁ ) ﬁ y

tvoif v L?([—m,7]) ortonormalni mnozinu.

}

Poznamky 15.38. Necht X je unitérni prostor, z,y € X, {z,}52; C X a {y,}52; C X. Potom plati:
VezeX: xL0;
(i)VeeX: zle & =0
(iii) jestlize x,, Ly, pro kazdé n € N a navic z,, — x a y,, — v, pak x_Ly;
(iv)Va,ye X: zly = |z +y|®=]=z[?+ |ly]|* (,Pythagorova véta®).

Definice 15.39. Necht X je normovany linedrni prostor, z € X a {z,}5°; C X. Rekneme, Ze prvek x
. v v o0 v/ o0 . v . n
je souctem Tady Y, x, v prostoru X, znacime x = )~ |y, jestlize lim, . ||z — > ,_; zx|[x = 0.

Véta 15.40 (o tvaru koeficienti nekone¢né fady v unitdrnim prostoru). Necht X je unitdrni prostor a
necht {x, }°2; C X je ortogondlni posloupnost nenulovych prvki v X. Necht x € X a necht {c,}neny C R.
Jestlize x =Y | ¢y, potom plati

_(m,xp)

R

n

Definice 15.41. Necht X je unitarni prostor, {z,}5°; C X je ortogonalni posloupnost nenulovych prvki
v X, x € X an € N. Potom realné ¢islo

_ (z,2n)
n
[ I
nazyvame n-tym Fourierovym koeficientem proku x vzhledem k systému {x,}52 ;. Radu fo:l CpTy Na-

zyvéme Fourierovou fadou prvku x vzhledem k systému {x,}52 ;.

Poznamka 15.42. O konvergenci ¢i souc¢tu Fourierovy fady néjakého prvku v unitdrnim prostoru za-
tim nevime nic. Souc¢tem Fourierovy fady néjakého prvku nemusi obecné byt tento prvek. Napfiklad v
Hilbertové prostoru L?(—m,7) tvoif mnozina {cos(z), cos(2x),cos(3x) ...} ortogondlni posloupnost. Ko-
eficienty funkce f(x) := sinx vzhledem k tomuto systému jsou ale vSechny nulové, nulova funkce je tedy
také souctem prislusné Fourierovy rady.

Véta 15.43 (o souctu ortogondlni fady). Necht X je unitdrni prostor a necht {x,}2; C X je ortogondlni
posloupnost nenulovych prvku v X. Potom plati:
(i) jestlize > ° | xn konverguje v X, potom Y -,

00 2 00
> | =D llzall
n=1 n=1

ii j(;‘-li X Hilbertuv tj. je-li navic dplngj a platz’—h Tp 2 < 00, potom In kom;erguje
n=1 n=1
v X.

> L llznl? < 0o a navic
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Véta 15.44 (Besselova nerovnost a Parsevalova rovnost). Necht X je unitdarni prostor, {x,}52,; C X je
ortonormdini posloupnost v X, v € X a {c,}52, je posloupnost Fourierovych koeficienti x vzhledem k
{zn}2 . Potom plati:

(1) D07, 2 < ||=z|? (Besselova nerovnost);
(ii) z = >0° | ¢ny prdve tehdy, kdyz Y - | 2 = [jz|? (Parsevalova rovnost);

(iii) je-li X Hilbertiv (tj. je-li navic iplny), pak Y ., cay konverguje v X a plati

oo
(x — Z cnxn> la,, pro vsechna m € N.

n=1
KONEC 12. PREDNASKY (16.5.2011)

Poznamka 15.45. Necht X je separabilni unitarni linedrni prostor a necht {x,}.cr je ortogonélni
systém nenulovych prvk v X. Potom I je spofetnd mnozina.

Definice 15.46. Necht X je normovany linearni prostor. Rekneme, Ze posloupnost {x,, },en je Schaude-
rovou bdzi prostoru X, jestlize pro kazdé x € X existuje pravé jedna posloupnost realnych ¢isel {c,, }nen

takova, ze
oo
T = E CnTp.
n=1

Poznamky 15.47. (i) Schauderova béze se od algebraické baze lii tim, Ze pfipousti i nekone¢ny soucet.
(ii) Je-li navic X unitarni prostor a {z,} je ortogonalni posloupnost, potom se ¢isla ¢, musi rovnat
odpovidajicim Fourierovym koeficientiim prvku x vzhledem k systému {z,}, tedy

(z,2n)
Cp = .
" lwall?

Definice 15.48. Necht X je unitarni prostor a necht {z,, },en je ortogonalni posloupnost v X . Rekneme,
ze systém {x, }nen je
e dplny, jestlize Lin{z,} = X;
e mazimadlni, jestlize neexistuje nenulovy prvek y € X takovy, ze pro kazdé n € N plati ylx,
(jinymi slovy, plati implikace Vn € N: ylx, =y =0).

Véta 15.49 (o ortogonalni bazi). Necht X je Hilbertiv prostor, {x,}52 1 C X je ortogondini posloupnost.
Potom jsou ndsledugici tri vyroky ekvivalentni:

(i) {zn} je Schauderova bdze prostoru X;

(i) {xn} je udplny ortogondlni systém v prostoru X;

(iii) {xn} je mazimdlni ortogondini systém v prostoru X .

Véta 15.50 (o bazi separabilniho Hilbertova prostoru). Kazdy separabilni Hilbertiv prostor md (spocet-
nou) ortonormdini Schauderovu bdzi.

Véta 15.51 (o bijekci na ¢2). Necht X je separabilni Hilbertiv prostor a necht {r,}5°, C X je jeho
ortonormalni Schauderova bdze. Potom zobrazeni F, definované predpisem

F:ze X {c,}o2,, kdec,= (z,z,),

je unitdrni (tj. zachovdvagici skaldrni soucin) linedrni bijekce prostoru X na prostor ¢?. Navic inverzni
zobrazeni F~1 : 02 — X spliuje

F'({c,}) = Z Cnn.

Dusledek 15.52. KazZdé dva separabilni Hilbertovy prostory jsou isometricky isomorfni.

Véta 15.53 (Rieszova—Fischerova). Necht X je separabilni Hilbertiv prostor a necht {x,}>2, C X je
néjaky ortogondlni systém. Necht posloupnost redlngch &isel {c, 2, splriuje

(oo}
Z cpllenl? < oo
n=1

Potom fada Y7~ chy, konverguje v prostoru X a je Fourierovou fadou svého souctu.

Poznamka. Systém {z,}>°,; C X v Rieszové-Fischerové vété nemusi byt tplny.
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Véta 15.54 (o konvergenci Fourierovy fady v separabilnim Hilbertové prostoru). Necht X je separabilni
Hilbertiv prostor, {x,}52, C X je ortogondini posloupnost nenulovijch prvki. Potom jsou ndsledugici i
vyroky ekvivalentni:
(i) {zn} je uplngy systém;
(i) pro kazdy prvek x € X plati Parsevalova rovnost
= 2 (z,2,)2
> =Y ehllzal®> = W;
n=1 n=1 n

(iii) Fourierova fada kaZdého proku x € X konverguje v X a jejim souctem je tento prvek, jingmi slovy

(z,7n)
(e

oo
T = E CnTn, kdec, =

n=1
15.4. Fourierovy fady v L?([—m,7]).
Vé&ta 15.55 (o bazi L?). Trigonometricky systém T tvori ortogondlni Schauderovu bdzi prostoru L2 ([—m, 7]).

Véta 15.56 (Parsevalova rovnost v L?). Nechtf f € L*([—m,7]) a necht {a,}% o a {bn}3, jsou jeji
Fourierovy koeficienty. Potom plati

1/77 |f ()| dx = a—g—i-i(az +b2)

TJ 2 =

Véta 15.57 (o konvergenci Fourierovy fady v L?). Nechf f € Pap N L%([—m,7]) a necht {an}5%, a
{bn}22, jsou jeji Fourierovy koeficienty. Potom plati

f(z) = % + Z(an cos(nx) + by, sin(nz)) ve smyslu konvergence v L2([—, 7]).

n=1
Véta 15.58 (Rieszova-Fischerova pro L?). Necht {a,}5°, a {b,}5°, jsou posloupnosti redlnych cisel

splriugici
oo

Z(ai +b2) < 0.

n=1
Potom ezistuje f € Pap N L2([—m,7]) takovd, Ze {a,} o a {bn}%, jsou jeji Fourierovy koeficienty.
Navic je tato funkce souctem své Fourierovy fady v prostoru L?([—m,7]).
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