12.

12.1.
12.2.
12.3.
12.4.
12.5.
12.6.
12.7.
12.8.

13.

13.1.

MATEMATICKA ANALYZA 2B - CVICENI

LUBOS PICK

OBSAH

Obycejné diferencialni rovnice

ODR - zakladni rovnice, separace proménnych

Homogenni rovnice

Exaktni rovnice

ODR - rovnice 1. fadu - priklady pisemkové obtiznosti

Obycejné rovnice vyssiho fadu

Obycejné diferencidlni rovnice vyssiho faddu - prklady pisemkové obtiznosti

Systémy linearnich rovnic 1. fadu

Systémy linearnich rovnic 1. fadu - priklady pisemkové obtiznosti
Fourierovy rady

Fourierovy fady - priklady pisemkové obtiznosti

0O O UL WWwNIN



12. OBYCEJNE DIFERENCIALN{ ROVNICE
12.1. ODR - zakladni rovnice, separace proménnych.

Priklad 12.1. Uhodnéte néjaké feseni nésledujicich diferencidlnich rovnic. Najdete vSechna feSeni?
/

y=0; ¢ =5 1y =-3xr y =sin2r); v =-4y.

Priklad 12.2. Uhodnéte partikuldrni feseni diferencidlnich rovnic, kterd spliuji pfislusnou okrajovou
podminku:

y' =3z, y(2) =4 y =-4y, y(0)="7.
Priklad 12.3. Zkuste najit nékteré obecné feseni diferencidlni rovnice
Y+ Ny =0.
Nyni najdéte partikularni feSeni, které spliiuje okrajové podminky
y(0) =4, y'(0)=3.
Priklad 12.4. Najdéte vSechna maximaélni feSeni diferencidlnich rovnic

ylog®(y), vy >0,

'=1+y% y =sinz(y®+2y+1); y =
y vy (V" +2y+1); y 0 =0,

Nacrtnéte integralni kiivky feSeni vSech uvedenych rovnic!
Priiklad 12.5. Jestlize se potkaji dvé FeSeni rovnice
y' = f(z.y),

kde f je spojita funkce dvou proménnych, pak na sebe tato dvé FeSeni navazuji hladce. Dokazte!
Rovnici

y'z =ylogy
fesi napfiklad funkce y =1 a y = e*, € R. Tato dvé feSeni se potkdvaji v bodé [0, 1], ale nenavazuji na
sebe hladce. Pro¢ to neni ve sporu se shora uvedenym tvrzenim?

Priklad 12.6. Najdéte maximélni partikularni feseni diferencidlni rovnice
y'sinx = ylogy,
prochézejici bodem [7,e] a nacrtnéte jeho graf. Jaky je maximélni interval, na ktery lze toto feSeni
rozsirit?
Priklad 12.7. Najdéte vSechna maximélni feSeni diferencidlnich rovnic
Y =10""Y; o —ay =b(1+2%), y(1)=1
Nacrtnéte integralni k¥ivky feSeni!

Priiklad 12.8. Primitivni populaéni model popisuje vyvoj urc¢ité populace tak, Ze rist poc¢tu jedinct P
v Case t je pfimo umérny P, takze podle tohoto modelu je vyvoj populace fizen diferencidlni rovnici

dP
— = kP,
dt ’
kde k£ > 0 je konstanta imérnosti, zavisla na typu populace, kterou studujeme. Dokazte, ze pak
P(t) = AeM,

kde A je néjaka kladné konstanta dand pocatecnim stavem populace. Promyslete si sestaveni a vyfeseni
obecné rovnice a pak spocitejte nasledujici priklad.

Bakterialni kultura roste v ¢ase t imérné poctu jednotlivych bakterii P = P(t). Na zacatku je 500
bakterii, po jednom dni mame 800 bakterii. Bude jich po dalsich 12 hodinach vice nez 1000? Vedla by
linearni aproximace ke stejnému zavéru?

Priiklad 12.9. Podstatné lepsi popula¢ni model nez ten, ktery byl popsan v predchéazejicim piikladu,
bere v potaz tzv. mazimdlni kapacitu Zivotniho prostredi. Ta je dana cislem N, coz je nejvyssi mozny
pocet ¢lentt dané populace, ktery se jesté v daném zivotnim prostfedi uzivi. Ovérte si, ze podle tohoto
modelu je vyvoj populace fizen diferencialni rovnici
dP
— =kP(N — P).
o ( )

2



Dokazte, ze vyvoj stavu populace je pak dan funkci

_ kNeMNt
14 keNY
kde k je konstanta timérnosti. Vyfeste si obecnou rovnici a nacrtnéte jeji integralni kfivky. Porovnejte s
prikladem 12.8! Pak spocitejte nasledujici ptiklad.

Na ostrov, ktery skytd pastvu pro nejvyse 120 kralikt, dorazilo 30 kralik. Po prvnim roce jich zde
zije jiz 80. Bude jich za dalsi rok vice nez 1007

P(t)

Priklad 12.10. Krélik roste podle tzv. allometrického zakona
d j—
dv v’
kde , v oznacuji 8itku a vysku kralika a k je konstanta tmérnosti. Na zacatku ma kralik sitku 5 cm a
visku 5 cm. Po néjaké dobé ma krélik 10 cm vysky a 5v/2 cm sifky. Kralik ma k dispozici noru o &fice
12 cm a vysce 24 cm. Urcete, zda mu bude dfiv tzka nebo nizka.

Priklad 12.11. Brouk Pytlik nemé rad teplotu nizsi nez 60 mravenc¢ich stupni. V 8 hodin rdno mravenci
zatopi v peci, na niz Pytlik lezi, na 110 stupnu, a odejdou do prace. Ve 13 hodin je teplota v mistnosti
80 stupnt. Mistnost vychlada rychlosti imérnou rozdilu okamzité teploty v mistnosti a venkovni teploty,
ktera je stabilné rovna 20 stupniim. Vydrzi Pytlik do 18 hodin, kdy se mravenci vréti z prace a zatopi?

Priklad 12.12. Popiste kiivku v roviné, kterd prochazi bodem [2,3] s nésledujici vlastnosti: tsecka
libovolné jeji tecny, vymezena priseciky této teCny se soufadnymi osami, se pili v bodé dotyku.
12.2. Homogenni rovnice.

Priklad 12.13. Ma-li diferencidlni rovnice tvar y' = f(£), lze ji pfevést substituci z = £ na tvar

!
Z(w)x + 2(x) = f(2),
€Oz je rovnice se separovanymi proménnymi.
Reste diferencialni rovnice

;v Hry oy
- )

xy =y + xsin’ (g>7 Ty Yy ==-1, xy’:ylogg, z,y > 0.
T T x Y

Priklad 12.14. Reste diferencidlni rovnice
zy = ze?” +y, (1‘2 + y2) y = 2zy.

Piiklad 12.15. Reste diferencidlni rovnice
2

Yy x
/:72_27 Yy = 5 y =—-

Y

12.3. Exaktni rovnice. M4-li diferencialni rovnice tvar

(1) hz,y)y' + f(z,y) =0
a existuje-li funkce dvou proménnych u(z,y) takova, Ze
ou Ju
2 e h e
o) S = h@w). G = fa)

pak se takova rovnice nazyva exaktni.

Dosud jsme chépali u jako funkci dvou proménnych. Protoze ale y = y(z), miZzeme chapat u =
u(z, y(x)) jako funkeci jedné proménné (z). Pak ji derivujeme neparciilné,tj. %. Povsimnéme si, Ze exaktni
rovnici (1) lze pfepsat ve tvaru j—; = 0 a Ze vSechna FeSeni této rovnice jsou implicitné popsana pomoci
kiivek tvaru u(z,y) = C, C € R.

Jak rozpoznat, zda je dand rovnice exaktni? Jsou-li funkce h a f spojité, pak k tomu, aby rovnice (1)

byla exaktni, musi platit

oh  of

or oy
Tento vztah lze povazovat za test exaktnosti rovnice. Navic jej 1ze snadno ovérit.
JestliZe je rovnice exaktni, jak najit funkci u? Muzeme se napiiklad pokusit tuto funkci uhodnout.
Pokud to nejde, mizeme funkei u ziskat integraci vztahd (2).
3



P#iklad 12.16. Reste diferencidlni rovnice

1
(3) y (log(sinz) — 3y?) + ycotgz +4x =0, y + % = ;;
(4) y (3279 +€¥) + 22y +2=0;
(5) y' (2 sin(zy) — 2y) + cos(zy) — zysin(zy) = 0.

Jestlize rovnice neni exaktni, muzeme ji nékdy prevést na exaktni tvar pomoci integracniho faktoru.
Rovnici (1) vynasobime zatim nezndmou funkci p. Aby byla tato nova rovnice exaktni, musi splnit test,
tj. musi platit

I(he) _ 0(f¢)

Ox oy

tedy
oh Op L, 0p aof
(6) Yor h@x oy eray’

v

coz je ale parcialni diferencialni rovnice pro ¢. To je tloha téz8i nez puvodni rovnice. Z tohoto divodu
vétsinou hleddme funkci ¢ zavislou jen na jedné ze dvou proménnych. Pokud nap¥. ¢ = ¢(x), pak je

92 — () a (6) ziska tvar
¢ _L(of oh
o h\oy o0z)’

dy
a to je jiz snadno feSitelnd rovnice pro ¢ se separovanymi proménnymi.
Priiklad 12.17. Uvazujte diferencilni rovnici

y' (3zy = 2*) + y* — 6zy = 0.
Pfesvédcte se, Ze rovnice neni exaktni. Hledejte integraéni faktor ve tvaru ¢ = ¢(y) a rovnici vyfeste.
12.4. ODR - rovnice 1. fadu - priklady pisemkové obtiZnosti.
Priiklad 12.18. Najdéte vSechna maximélni feSeni obyéejné diferencidlni rovnice

zy' +y =y’ logu,

prochézejici bodem [1, 1], a urcete jejich defini¢ni obory.

Piiklad 12.19. Naleznéte vSechna maximalni feSeni obycejné diferencidlni rovnice
, Y 2z

Y+ = = VY

sin () te(§)

prochazejici bodem [r, 7] a urcete jejich definiéni obory. Lze nékteré z téchto FeSeni navizat v nékterém
bodé defini¢niho oboru na feseni singuldrni? Je nékteré z téchto feSeni na svém maximélnim definiénim
oboru omezené?

]

Piiklad 12.20. Najdéte vSechna maximalni feSeni obyéejné diferencidlni rovnice

my’+ Y :yS
log x

a urlete jejich defini¢ni obory. Pak neleznéte véechna maximalni feSeni prochazejici bodem [e, 1], urcete
jejich defini¢ni obory a rozhodnéte, zda je nékteré z téchto feSeni na svém definicnim oboru omezené.

Piiklad 12.21. Najdéte vSechna maximalni feSeni obyéejné diferencidlni rovnice

Y+ 3uy = yse (=

a urcete jejich defini¢éni obory. Je nékteré obecné maximalni feSeni této rovnice omezené na svém definic-
1

3
nim oboru? Pak naleznéte vsechna feSeni této rovnice, prochéazejici bodem [O, — (%) 2 ]

Piiklad 12.22. Najdéte vSechna maximélni feSeni obyéejné diferencidlni rovnice

1
y - 5 (cotga)y = (cosa)’yt,  x € (0,m)
a urcete jejich defini¢ni obory. Potom urcete viechna feseni této rovnice, prochéazejici bodem [7, 2] a jejich
defini¢ni obory. Nabyva nékteré z nich nékde na svém defini¢nim oboru zaporné hodnoty?
4



Piiklad 12.23. Najdéte vSechna maximalni feSeni obyéejné diferencidlni rovnice

yy'r+y° = z € (1,00),

1—a3’

a urcete jejich defini¢ni obory. Potom urcete vSechna feSeni této rovnice, prochézejici bodem [\3/5, 0] a
jejich defini¢ni obory. Je nékteré z téchto reseni na svém defini¢nim oboru omezené?

Priiklad 12.24. Najdéte vSechna maximélni feSeni obyéejné diferencidlni rovnice
y' (1 + 2?) arctg & 4 6zy arctgx = V/y(1 + 22)
a urcete jejich defini¢ni obory.
Priklad 12.25. Najdéte vSechna maximaélni feSeni obycejné diferencialni rovnice
zy’ + 4y = x>

a uréete jejich definiéni obory. Potom urcete vSechna FeSeni této rovnice, prochézejici bodem [2, — =
jejich definiéni obory. Je nékteré z téchto feSeni na svém definiénim oboru omezené?

Priklad 12.26. Najdéte vSechna maximalni feSeni diferencidlni rovnice

/ _
VY= 9 i )y

a piesné popiste jejich definiéni obory. Spoc¢téte maximalni feSeni, prochazejici bodem [z, yol, kde 29 = 1,
1 .y . ev_ s
Yo = 5v/10g2 a popiste jeho defini¢ni obory.

12.5. Obyc¢ejné rovnice vyssiho fadu.

Priklad 12.27. U nésledujicich diferencialnich rovnic naleznéte fundamentélni systém feseni a uhodnéte
alespon jedno partikularni feseni.

y”f5y’+4y:e‘%;
y" o 4y —y=sinz;
y'—y=e"(z*+1).

Ndvod: Partikularni feSeni hledejte po fadé ve tvaru y = ae3®, y = asin(z) + bcos(x) a y = ae®x? +
be®x + ce®, dosadte do rovnice a dopoditejte realné koeficienty a, b, c.

Priiklad 12.28. U nésledujicich diferencidlnich rovnic naleznéte reilny fundamentélni systém feSeni a
uhodnéte partikularni feseni.

y' +4y = cos(nz); Yy —y=a>—1.

Ndvod: Partikularni feseni hledejte ve tvaru y = asin(nx) + bcos(nx), respektive ve tvaru y = ax® +
bx? 4 cx + d, dosadte do rovnice a dopoéitejte redlné koeficienty a, b, c, d.

Priklad 12.29. Zrekonstruujte nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty,
jestlize vite, Ze jeji fundamentalni systém FeSeni je
[7, xe®]; [$,$2] )

Piiklad 12.30. Metodou snizovani fadu vyfeste rovnici

Ndvod: Polozte z = y/'.

Priklad 12.31. Naleznéte redlny fundamentalni systém feseni nasledujicich linearnich homogennich di-
ferencialnich rovnic:
y W +y" = 3y" — 5y —2y = 0;
y(4) + 2y/// + y// =0,
y" +4y + 13y = 0;
y' +y —2y=0.
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12.6. Obyc¢ejné diferencialni rovnice vyssiho radu - prklady pisemkové obtiZnosti.

Priklad 12.32.

Priklad 12.33.

Priklad 12.34.

Priklad 12.35.

Priklad 12.36.

Priklad 12.37.

Naleznéte vSechna maximaéalni FeSeni diferencialni rovnice
yW — 3y" 4 2y = 2° + sinx.

Naleznéte vSechna maximélni feSeni diferencidlni rovnice
y" +3y" + 3y +y==xsinx.

Naleznéte vSechna maximélni feSeni diferencidlni rovnice

y" + 4y’ + 4y = 2% + 5sinz.
Naleznéte vSechna maximélni FeSeni diferencidlni rovnice
y" — 5y’ + 6y = sin(e”").

Naleznéte vSechna maximalni feSeni diferencialni rovnice
xT

V4 — 22
Naleznéte vSechna maximalni feSeni diferencialni rovnice

y@ +2y

y' =2y +y=

"

+2y"” =sinzx.

12.7. Systémy linearnich rovnic 1. Ffadu.

Priklad 12.38

rovnic

Priklad 12.39.

rovnic

Priklad 12.40.

rovnic

Priklad 12.41.

rovnic

Priklad 12.42.

rovnic

Priklad 12.43.

rovnic

Necht z, vy, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencidlnich
¥ =2r—y—=2
y =2r—y—2z
Z=2z—x+y.
Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné t € R. Reste systém diferencidlnich
¥ =3x—2y—=z
y =3z —4y — 32
7 =2z — 4y.
Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencidlnich
¥ =2r+22z—vy
y =x+ 22
d=y—z— 2
Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢t € R. Reste systém diferencidlnich
¥=x—-2y—z
y=y—x+z
2=z —y.
Nechf z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencialnich
' =4x + 5y — 2z
Yy =-2x—-2y+=z
Z=—r—y+tz

Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencidlnich

¥=x—-y+z
y=x+y-—=
2 =2z—y.

6



Piiklad 12.44. Necht z,v, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Reste systém diferencialnich
rovnic

¥ =2z +y
y =2y +4z
=z

12.8. Systémy linearnich rovnic 1. fadu - pfiklady pisemkové obtiZnosti.

Priklad 12.45. Necht z,y, z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte maximalni feseni
soustavy diferencialnich rovnic
¥ =20 —2y+ 2+ €

Yy =—x+2y—=z
2 =-2x+3y—=z,
splitujici poéateéni podminku (0) =1, y(0) = 0, z(0) = 0.

Priiklad 12.46. Nechf z,y, 2z jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte maximalni FeSeni
soustavy diferencialnich rovnic

splitujici poéateéni podminku z(0) =1, y(0) = 1, 2(0) = 0.
Priiklad 12.47. Nechf z a y jsou diferencovatelné funkce proménné ¢ € R. Naleznéte vSechna maximé&lni
feSeni soustavy diferencidlnich rovnic
¥ =x+2+e
y =2 +y+e,
spliiujici pocateéni podminku z(0) = 0, y(0) = 0.
Priiklad 12.48. Necht x a y jsou diferencovatelné funkce proménné t € R. Uvazujte soustavu diferenci-

alnich rovnic
¥ =x—z

y =2r+y—2z
2 =2x+y— 22

(i) Naleznéte vSechna maximalni fesSeni uvedené soustavy, spliiujici po¢ateéni podminku z(0) = 1, y(0) =
1, 2(0) = 1.

(ii) Uréete mnozinu vsech [z¢,yo, 20] € R?, pro kterd je maximaln{ feseni uvedené soustavy (z,y, 2)
vyhovujici podmince y(0) = [0, Yo, 20] konstantni.

13. FOURIEROVY RADY
Priklad 13.1. Rozvinte funkci
f(z) := arcsincos z, z € (—m, 7],

do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Pomoci této fady sectéte Ciselné rady

> 1 = 1
YT 2
~ (2n+1) oy (2n+1)
Priklad 13.2. Rozvinte funkci

. (T
f(z) := |sin (§>‘ , z €R,
do Fourierovy rady. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Pomoci této fady sectéte Ciselné rady

o0 oo

1
Z4n2—1’ 24712—1

n=0 n_O



Priklad 13.3. Rozvinte funkci
x, x € (—m,0]
f(x) = { 5 :

x?, xz € 10,m)
do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Priklad 13.4. Necht a, 3 € R. Rozviiite funkci
azx, z € (—m,0|,
fla) = Lm0
O, x € [0,m)

do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Pomoci této fady sectéte Ciselné rady

(-1 & 1 > 1
DT @i @ -
k=1 k=1 k=1
Priklad 13.5. Necht a € R. Rozvitite funkci
f(z) :==1—sin(azx), x € (—m,m),

do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.
Priklad 13.6. Rozviiite funkci
f(z) := sin(3z) + 4z, x € (—m,m),

do Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji soucet.

Pomoci této fady sectéte radu
oo

sin 2n
Z(il)n+1 )

n
n=1
Priklad 13.7. Necht a € Z. Rozvitite funkci
f(z) := cos(ax), z € (0,m),

do sinové Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete jeji
soucet. Pomoci této fady seCtéte Ciselné rady

(1) 2k — 1) = (2k—1)?

2 4—(2k—1)2 Z (2k — 1)2)2’
k=1 k:l

Priklad 13.8. Rozviite funkci

f(z) := sin(z), z € (0,m),

do cosinové Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R, a pokud ano, urcete
jeji soucet. Pomoci této fady seCtéte ¢iselnou fadu

= (-1

P

— an 1
13.1. Fourierovy rady - priklady pisemkové obtiZnosti.
Priklad 13.9. Necht funkce f je definovdna na intervalu [—m, 7) pfedpisem

f(x) z 4 sin® z, x € (—m,0],
x) =
7 —z+sin®z, ze(0,7),

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoctéte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této fady
pro kazdé z € R.
Priklad 13.10. Necht funkce f je definovdna na intervalu [—m, 7) pfedpisem

2

() = {sinxcos z, x € (—m,0],

| 2%+sinz +cos?z, xz€ (0,7),

a je dodefinovana 27-periodicky na celém R. Spoctéte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této rady
pro kazdé x € R.



Priklad 13.11. Necht funkce f je definovdna na intervalu [—m, 7) pfedpisem
x

f(@) = sin(3)

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoctéte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této rady
pro kazdé z € R.

Priiklad 13.12. Necht funkce f je definovdna na R pfedpisem
f(z) := sgn(sin(2z)) + cos® z + sin® 2.
Spoctéte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet jeji Fejérovy fady pro kazdé x € R.

Priklad 13.13. Necht funkce f je definovdna na intervalu [—m, ) pfedpisem

0, re[-m—-F),

r+Z, re[-Z,0),
fw)= T E J20

—l‘+§, T € [075),

0, z € [3,m),

a je dodefinovana 2m-periodicky na celém R. Spoctéte Fourierovu fadu funkce f a urcete soucet této rady
pro kazdé x € R.



