POZADAVKY KE ZKOUSCE “MATEMATICKA ANALYZA 2B”,
LETNI SEMESTR 2010-2011

LUBOS PICK

PISEMNA CAsT

Pro pisemnou ¢ast zkousky bylo vypsano sest termint, a to ve dnech 7.6., 15.6.,
20.6., 23.6., 30.6. a 7.9. 2011, vzdy od 8:45 hodin v poslucharné K1. Pisemnou
cast zkousky nelze vykonat mimo vypsané terminy. Toto pravidlo se tyka i kom-
binovanych studentt. Zadné dalsi terminy nebudou vypsany.

Studenti budou mit moznost se ptrihlasovat nebo odhlasovat do data pfedchéze-
jiciho datu zkousky o jeden den, 00:00 hodin. Pokud se student z vazného dtivodu
nemuze dostavit na pisemnou cast zkousky, na kterou byl prihlasen a omluvi se
examinatorim elektronickou postou nejpozdéji v den konani zkousky, neztrati
termin.

V poslucharné K1 bude v dobé€ konani pisemné ¢asti zkousky vyvésen zasedaci
poradek. Prosime studenty, aby se dostavili s dostatecnym predstihem a zaujali
sva mista podle zasedaciho poradku. Na zacatku pisemné casti zkousky bude
provedena kontrola totoznosti studentti. Kazdy student se musi prokazat néjakym
platnym dokladem s fotografii (index, ob¢ansky prikaz, fidi¢sky priikaz, cestovni
pas, karta ISIC a podobné).

Pisemna c¢ast zkousky obsahuje ¢tyti priklady z néasledujicich oblasti matema-
tické analyzy:

e obycejna diferencialni rovnice (15 bodu)

e linedrni diferencialni rovnice (10 bodi)

e soustava linedrnich diferencidlnich rovnic (15 bod)
e Fourierova fada (10 bodit)

Cas k vypracovani pisemné ¢asti je 150 minut. BéZné psaci potieby a veskeré
pisemné materidly jsou povoleny. Jakakoli technika (zejména kalkulacky, mobilni
telefony apod.) je vSak zakdzana.

K tspésnému slozeni pisemné ¢asti a k postupu k tstni c¢asti je treba ziskat
minimalné 28 bodi.

Odevzdané pisemky budou opraveny béhem odpoledne v den konani pisemné
¢asti zkousky. Poté bude na tabuli pfedvedeno vzorové feseni (¢as a poslucharna
budou upfesnény po skonceni pisemné ¢asti v zavislosti na poctu pritomnych stu-
dentil). Ucast miize byt uzitetnd i student@im, ktefi se na pisemnou ¢ast zkousky
teprve pripravuji. Po predvedeni vzorového feseni bude studenttim, ktefi ispésné
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slozili pisemnou ¢ast zkousky, pridélen cas, kdy se maji dostavit ke slozeni tstni
¢asti zkousky. Ta se bude zpravidla konat v néasledujici den, ve vyjimec¢nych pii-
padech jesté pozdéji. Pridéleny cas bude pro studenta zavazny, pocitejte tedy s
tim pfi planovani konani zkousek.
Bude-li vykon studenta v tstni ¢asti zkousky hodnocen jako nevyhovujici, je
student povinen znovu slozit obé ¢asti zkousky:.
Ustni &ast zkousky obsahuje Sest otézek uspofadanych a hodnocenych nésle-
dujicim zptisobem:
e definice kli¢ového pojmu z 1.-3. semestru (0 bodu)
e klicova otazka (0 bodi)
e definice klicového pojmu (0 bodu)
e formulace jedné véty a jedné definice (444 body)
e formulace a dikaz dvou ,lehéich® vét (2x12 bodu)

YNV

e formulace a dikaz ,té73{“ véty (18 bodi).

K tspésnému slozeni tstni Casti je tfeba napsat spravné definici obou klico-
vych pojmt, spravné odpovédét na klicovou otazku a ze zbyvajicich otazek ziskat
celkem minimalné 30 bodt.

Uvedené body jsou ovSem pouze orientacni a slouzi jako pomtcka pro zkouse-
jiciho, nelze na jejich zakladé vznaset zadné namitky proti vysledku zkousky.

Po celou dobu tustni zkousky plati, ze student musi bezpecné ovladat veskeré
klicové pojmy, nejen ten, ktery si vylosuje. Prokaze-li se kdykoli béhem zkousky,
ze student bezpefné neovlada kterykoli z klicovych pojmi (véetné téch z 1.-
3. semestru), bude zkouska hodnocena jako nevyhovujici.

K celkovému hodnoceni znamkou vyborné je tieba, aby student ovladal vsechny
klicové pojmy, dale aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal dikazy leh-
kych i tézkych vét a byl schopen aplikovat dosazené védomosti ve vice ¢i méné
jednoduchych teoretickych prikladech. Orientacné znamka “vyborné” odpovida
priblizné 85 bodtm.

K celkovému hodnoceni znadmkou velmi dobfte je tieba, aby student ovladal
vsechny klicové pojmy, dale aby s porozuménim ovladal definice a véty, znal di-
kazy lehkych vét a byl schopen aplikovat dosazené védomosti v jednoduchych
teoretickych pfikladech. Mtize mit mensi mezery v obtiznéjsich partiich. Orien-
tacné znamka “velmi dobfe” odpovida ptiblizné 75 bodtm.

K celkovému hodnoceni zndmkou dobfe je tfeba, aby student ovladal vsechny
klicové pojmy, dale aby s porozuménim ovladal definice a jednoduché véty a znal
dikazy lehkych vét. Orientacné zndmka “dobie” odpovida pifiblizné 60 bodim.

Hodnoceni zndmkou neprospél/a bude uplatnéno, jestlize se béhem zkousky
prokaze, ze student nezna néktery z klicovych pojmt, neovlada véty nebo defi-
nice nebo neni schopen dokazat ani nejjednodussi tvrzeni. Orientac¢né hodnoceni
“neprospél/a” odpovidé ptiblizné 55 a méné bodim.



SEZNAMY POZADOVANYCH VET, DEFINIC A KLICOVYCH POJMU

Vybrané klicové pojmy z 1.-3. semestru.

prosté zobrazeni, zobrazeni na, bijektivni zobrazeni, restrikce, slozené zob-
razeni, obraz mnoziny, vzor mnoziny

supremum, infimum (i v rozsifeném smyslu)

limita posloupnosti (vlastni i nevlastni)

konvergentni (divergentni) fada

limita funkce v bodé véetné nevlastnich bodt i nevlastnich limit
derivace realné funkce v bodé

primitivni funkce

metricky prostor, metrika

oteviena a uzaviend mnozina, vnitfek a uzavér mnoziny

konvergence a limita v metrickém prostoru

kompaktni, sekvencialné kompaktni a totalné omezena mnozina v metric-
kém prostoru

spojité, stejnomérné spojité a lipschitzovské zobrazeni na metrickém pro-
storu

derivace podle vektoru, parcialni derivace, gradient, totalni diferencial
omezené linearni zobrazeni, norma zobrazeni

e bodova, stejnomérnad a lokalné stejnomérné konvergence posloupnosti a

fady funkci

e cauchyovska posloupnost v metrickém prostoru, uplny metricky prostor

husta a fidkd mnozina, mnozina 1. a 2. kategorie, residualni mnozina
Bairetiv prostor, Banachtiv prostor, separabilni metricky prostor

Klicové otazky.

Je mnozina racionalnich ¢isel konec¢na, spocCetna, kompaktni, oteviena,
uzaviend, husta, Fidka, residuélni, 1. kategorie v (R, eukl)?

Je mnozina iracionalnich ¢isel konecnéa, spocetnéa, kompaktni, oteviena,
uzaviend, hustd, Fidka, residuélni, 1. kategorie v (R, eukl)?

Plati implikace lima,, = 0 = > a, < oo? Plati implikace ) a, < co =
lima, = 07?7

Je kazda omezend posloupnost realnych ¢isel konvergentni? Je kazda kon-
vergentni posloupnost realnych ¢isel omezena? Je kazdéa konvergentni fada
absolutné konvergentni? Je kazdd monoténni posloupnost realnych cisel
konvergentni? Je kazda konvergentni posloupnost realnych ¢isel mono-
ténni?

Je kazda spojita funkce na intervalu omezena? Je kazda omezena funkce
na intervalu spojita? Je kazda spojitda funkce na intervalu stejnomérné
spojita?

Ma kazda spojitda funkce na intervalu v kazdém bodé derivaci? Ma -li
funkce na intervalu v néjakém bodé vlastni derivaci, je potom v tomto



bodé spojita? Ma -li funkce na intervalu v néjakém bodé nevlastni de-
rivaci, je potom v tomto bodé spojita? Ma -li funkce v néjakém bodé
nulovou derivaci, ma potom v tomto bodé nutné extrém? Ma -li funkce v
néjakém bodé extrém, ma potom v tomto bodé nutné nulovou derivaci?

e Je kazda spojita funkce na intervalu darbouxovska? Je kazda darbouxov-
ska funkce na intervalu spojita? Ma kazda spojita funkce na otevieném
intervalu primitivni funkci? Méa-li funkce na otevieném intervalu primi-
tivni funkci, je potom nutné spojita? Ma-li funkce na otevieném intervalu
primitivni funkci, je potom nutné darbouxovska?

e Je kazda koneénad mnozina v metrickém prostoru kompaktni? Je kazda
kompatni mnozina v metrickém prostoru kone¢na? Je interval (0, 1] kom-
paktni v (R,eukl)? Je interval [0,1] kompaktni v (R,eukl)? Je interval
[0, 1] kompaktni v (R, diskr)?

e Je uzaviend jednotkova koule v (R™, eukl) kompaktni? Je uzaviena jed-
notkova koule v C([0, 1], 0sup) kompaktni? Je kazdd uzaviend a omezena
mnozina v metrickém prostoru kompaktni? Je kazda kompaktni mnozina
v metrickém prostoru uzaviena a omezena?

e Necht [a,b] C R. Které inkluze plati mezi tfidami spojitych funkci, stejno-
mérné spojitych funkei, absolutné spojitych funkei, lipschitzovskych funkei
a funkci s konec¢nou variaci?

e Tvoii mnozina vSech trigonometrickych polynomu uzavienou, otevienou,
kompaktni, hustou mnozinu v C([0, 1], 0sup)?

e Miuze byt v metrickém prostoru oteviend mnozina spocetna? Mize byt
fidka mnozina nespocetna? Mize byt kompaktni mnozina nesouvisla?
Miize byt kompaktni prostor netplny? Jakou dimenzi mtze mit Bana-
chtuv prostor?

e Kterd z nasledujicich mnozin je hustd v C([a, b]): mnozina vSech po ¢as-
tech linearnich funkci, mnozina vsech lipschitzovskych funkci, mnozina
vSech konstantnich funkci, mnozina vSech polynomt, mnozina vSech tri-
gonometrickych polynomt?

e Kterd z nasledujicich mnozin je 1 kategorie: (0, 1), [0, 1], Q, R\ Q (vSechny
v R), jednotkova koule v C'la, b], mnoZina vSech diferencovatelnych funkci
v C([a, b])

e Ktery z nésledujicich prostort je separabilni (vzhledem k obvyklym met-
rikdm, neni-li uvedeno jinak): R, R", C([a,b]), L*([a,b]), (R", diskr), £>°,
?*([a, b)), co? Ktery z uvedenych prostorti je Hilberttiv?

e Co muzeme Tici o bodové nebo stejnomérné konvergenci Fourierovy rady
2m-periodické funkce f na R majici koneény Lebesguetv integrél na [0, 27]7
A je-li f navic spojitd, monoténni, s kone¢nou variaci, t¥idy C* na [0, 27]?

Seznam kli¢ovych pojmau.
e obycejna diferencialni rovnice, feseni, rozsireni, maximalni feseni
e linearni obyc¢ejna diferencialni rovnice fadu n € N, homogenni rovnice



systém linearnich obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu , homo-
genni systém

fundamentalni systém feseni homogenniho systému linearnich obycejnych
diferencialnich rovnic 1. fadu

charakteristicky polynom homogenni obycejné diferencialni rovnice vys-
sitho tadu a charakteristicky polynom homogenniho systému linedrnich
obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu

dualni prostor

lokélné kompaktni metricky prostor

totalni variace, funkce s omezenou variaci, absolutné spojita funkce
Lebesguetiv bod funkce

trigonometricka rada, trigonometricky polynom, trigonometricky systém
Fourierovy koeficienty a Fourierova fada funkce (v R i v Hilbertové pro-
storu), sinova fada, cosinova fada

e skalarni soucin, unitarni prostor, Hilbertiv prostor

ortogonalni prvek, ortogonalni a ortonormaéalni systém, ortogonalni dopl-
nek

e soucet fady v normovaném linearnim prostoru

Schauderova baze v normovaném linedrnim prostoru, iplny a maximalni
systém v unitarnim prostoru

Seznam pozadovanych definic.

relativné kompaktni mnozina v metrickém prostoru

stejné stejnomérné spojitd mnozina v prostoru C([0, 1])

obycejna diferencialni rovnice roziesena vzhledem k nejvyssi derivaci
Wronského determinant

fetézec pridruzenych vektori

radkova tprava A-matice

ekvivalentni normy na normovaném linearnim prostoru
Lebesgueova—Stieltjesova mira

Dirichletovo jadro, Fejérovo jadro

jednoduché funkce

Seznam pozadovanych vét.

Metrickée prostory I1.

Arzélova—Ascoliova véta

Obycejné diferencidlni rovnice.

Peanova véta (bez dikazu)

Picardova véta pro 1. rad

lemma o ekvivalenci obycejné diferencialni rovnice a integralni rovnice
lemma o lepeni feseni obycejné diferencialni rovnice



o existenci a jednoznacnosti feseni obycejné diferencialni rovnice prvniho
radu se separovanymi proménnymi

o existenci a jednoznacCnosti feSeni linearni obycejné diferencialni rovnice
prvniho fadu

o globalni existenci a jednoznac¢nosti feseni systému linearnich obycejnych
diferencialnich rovnic prvniho fadu

o tvaru prostoru feseni systému linearnich obycejnych diferencialnich rov-
nic prvniho radu

o wronskidnu a linearni zavislosti feseni systému linearnich obycejnych
diferencialnich rovnic prvniho fadu

variace konstant pro systém lineadrnich obycejnych diferencialnich rovnic
prvniho fadu

fundamentalni systém feSeni linearni obycejné diferencialni rovnice vys-
stho fadu s konstantnimi koeficienty

fundamentalni systém feseni systému linearnich obycejnych diferencial-
nich rovnic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty v pripadé, kdy exis-
tuje baze R™ z vlastnich vektori (bez ditkazu)

e o feSenich piislusnych nasobnému vlastnimu ¢islu s fetézci (bez diikazu)

fundamentalni systém feSeni systému linearnich obycejnych diferencidl-
nich rovnic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty (bez dikazu)
o specialnim tvaru pravé strany (bez dikazu)

Banachovy prostory.

charakterizace omezenych linearnich zobrazeni

o spojitosti normy

o konecnédimenzionalnich normovanych linedrnich prostorech

disledky véty o konec¢nédimenzionalnich normovanych linearnich prosto-
rech

Vztah derivace a Lebesgueova integralu.

vztah omezené variace a monotonie

vlastnosti funkci s omezenou variaci a funkei absolutné spojitych
charakterizace funkci s omezenou variaci

charakterizace absolutné spojitych funkci

o Lebesgueovych bodech (bez dikazu)

vztah Lebesgueova integralu a derivace

vztah absolutni spojitosti a derivace

vztah monotonie a derivace

vztah omezené variace a derivace

Fourierovy rady.

Fourierovy vzorce
o Castecnych souctech Fourierovy fady



e Riemannovo-Lebesgueovo lemma

e Riemannova véta o lokalizaci

e Diniovo kritérium

e dusledky Diniova kritéria

e Fejérova véta

o Weierstrassova véta - trigonometricka verze

e Dirichletovo—Jordanovo kritérium konvergence Fourierovych fad (bez du-
kazu)

Cauchyova-Schwarzova nerovnost

o tvaru koeficientii nekonecné fady v unitarnim prostoru
o souctu ortogonalni fady

Besselova nerovnost a Parsevalova rovnost

o ortogonalni bazi

o béazi separabilniho Hilbertova prostoru (bez dikazu)

o bijekci na 2 a jeji dtisledek

Rieszova—Fischerova véta

o konvergenci Fourierovy fady separabilnim Hilbertoveé prostoru
o bézi prostoru L? (bez ditkazu)

Parsevalova rovnost v L? (bez diikazu)

o konvergenci Fourierovy fady v L? (bez diikazu)

e Rieszova—Fischerova véta pro L? (bez diikazu)

VZOR ZADANI ZKUSEBNICH OTAZEK — USTNI CGAST

1. Napiste definici klicoveého pojmu z pronich tii semestri: limita posloupnosti
(vlastni i nevlastni)

2. odpovézte na nasledujici klicove otazky: Kterd z nasledujicich mnozin je
hustd v C([a,b]): mnozina vSech po ¢astech linearnich funkci, mnozina vSech
lipschitzovskych funkci, mnozina vSech konstantnich funkci, mnozina vsech poly-
nomd, mnozina vsech trigonometrickych polynomu?

3. Napiste definici klicoveho pojmu: absolutné spojita funkce
4. Napiste definici pojmu: Fejérovo jadro a znéni véty: dusledky véty o konec-
nédimenziondlnich normovanych linedrnich prostorech.

5. Zformulujte a dokazte véty: lemma o lepeni reseni obycejné diferencidlni
rovnice, Diniovo kritérium.
6. Zformulujte a dokazte vétu: Arzelova—Ascoliova véta.



VZOR ZADANI ZKUSEBNICH OTAZEK — PISEMNA CAST

Priklad 1 Naleznéte vSechna maximalni feSeni diferencidlni rovnice
4
, 14y

ycosx’

splilujici poc¢éateéni podminku y(0) = 1, a jejich defini¢ni obory. (15 bodu)

Priklad 2 Naleznéte vSechna maximalni feseni diferencidlni rovnice
X

//_3/ 2 —
A R

a jejich defini¢ni obory. (10 bodn)
Priklad 3 Naleznéte maximélni feSeni soustavy diferencidlnich rovnic
=20 —-2y+z+e
Yy =—-x+2y—2
2= —2x+ 3y — 2,
spliiujici poc¢ateéni podminku z(0) = 1, y(0) = 0, 2(0) = 0. (15 bodu)

Priklad 4 Rozvinte funkci
flz)y=e2 xc (0, 7],

do sinové Fourierovy fady na R. Rozhodnéte, zda fada konverguje bodové na R,
a pokud ano, urcete jeji soucet. Pomoci této rady sectéte ¢iselnou radu

o0

2k + 1
S Y. S 1 %
;;( S irorrne (10 bodd)



