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Na zacatek jeden motivacni citat

Odposlechnuto na matfyzu:
Mily Boze, kdyby mi zbyvala uz jen jedina hodina Zivota, dej, at ji
mohu stravit na prednasce z matematické analyzy. Pak mi bude

tato hodina pripadat jako vécnost.

(student, jenz si nepral byt jmenovan)
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A jesté jeden citat (tentokrat varovny)

Dvadsat mindt, a ni¢ som sa nedozvedel . ..

(komentar k videozaznamu prednasky)
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Predstaveni prednasejiciho

Lubos Pick

Zakladni adaje:
@ narozen 15.10.1961 v Praze

@ dvé dcery (nestuduji matematiku)

@ vystudoval GVP a MFF UK

@ pracoval na:

MU CSAV (Praha)

University of Wales (Cardiff)

Brock University (St. Catharines, ON)
MFF UK
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Cim se prednasejici zabyva?

@ vyuka v prvnim dvouleti
@ vyuka ve vyssich stupnich:

e seminare z prostoril funkci
e Gvod do teorie interpolaci
e vedeni praci

@ védecka prace:

o funkcionalni analyza
e prostory funkci
e nerovnosti pro integralni operatory

o president (CMS)

e preklady

@ hudba (Humbuk (country), Asonance (folkrock), The Dirty
Raccoons (garazovy bluesrock)).
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Jak nalézt prednasejiciho?

Nékdy to neni snadné ...
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Jak nalézt prednasejiciho?

... ale vétsinou ano:

o KMA MFF UK, Sokolovska 83, Praha 8
druhé patro, ¢. dvefi K 256

221 913 264

pick@karlin.mff.cuni.cz

http://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/

konsultaéni hodiny kdykoli po domluvé
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Predstaveni teamu cvicicich

Miroslav Zeleny (doc. RNDr. Ph.D.)
Michal Johanis (doc. RNDr. Ph.D.)
Vaclav Vlasak (RNDr. Ph.D.)
Kristyna Kuncova (RNFr. Ph.D.)
Hana Turéinova (RNDr. Mgr.)
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Dalsi moznosti

proseminar

tutor

VUS

o
o
@ studentsti priivodci
o
@ specialni sluzby
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CKD (FAQ)

® 6 6 6 6 o o o

Jak oslovovat vyucujici?

Jak ziskat zapocet a zkousku?

Mam chodit na prednasky?

Mam chodit na cviceni?

Jaky je dress code na prednaskach, cvicenich, proseminafi a
zkouskach z matematické analyzy?

Jsou na to skripta?

Co kdyz nedostanu zapocer / neudélam zkousku?
Co kdyz neudélam zkousku podruhé?

Co kdyz neudélam zkousku potreti, posesté, ...?
K éemu mi bude matematické vzdélani?

K €emu mi bude znalost matematické analyzy?
Jak volit obor dalsiho studia?

Jak kadrovat védce? (MathSciNet)
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Matematiku studovali naptiklad:

1) Lewis Carroll, spisovatel
2) Art Garfunkel, zpévak
3) Marek Benda, politik
4) Michael Jordan, sportovec
5) Philip Glass, skladatel
6) Emanuel Lasker, sachista
7) Krystof Eben, hudebnik a bratr
8) Leon Trockij, revolucionar
9) Sir Christopher Wren, architekt
10) Igor Nemec, primator
11) lvo Svoboda, ministr
12) Eamon de Valera, prezident
13) Bram Stoker, spisovatel
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Cim se zabyvame v matematické analyze?

@ popisujeme procesy obsahujici pohyb nebo zménu

o krotime nekonecno
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Jak nekoho presvedcit, ze je to k necemu dobré?
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Analyza umi dat odpovéd napriklad na nasledujici otazky:

@ Proc obihaji planety po elipsach?

@ Proc se hurikan pohybuje po spirale proti sméru hodinovych
rucicek?

o Lze predpovédét zmény aroki a pohyby na burze?

@ Po jaké dobé miizeme bezpecné sdhnout na radioaktivni latku?

@ Jak ovliviuji teplé morské proudy v Tichomofi pocasi v
Evropé?

@ Jak dlouho bude koncentrace léku v pacientové krvi na G€inné
arovni?

o Jak se radiové viny pohybuji prostorem?

@ Proc se epidemie sifi nejprve rychle a pak pomalu?

@ Jak se ujistit, ze v boufi nespadne most?

Algebra a geometrie se hodi k popisu vztahti mezi statickymi

objekty. My potfebujeme nové matematické operace, ktere umi
zmérit miru zmény.
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Zénoén z Eleje (490-430)

Jakykoli pohyb je pouhou ilusi.
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Jak z toho ven? Navrhy moudrych:

Diogenés ze Sinépé: nefekl nic a vydal se na vychazku;
Aristotelés: Cas neni sledem nedélitelnych okamzik;

Archimédés: metoda vyCerpavani a geometricka rada;

Tomas Akvinsky: véc je v pohybu v Case, ale nikoli v kazdém
okamziku;

Henri Bergson: draha je délitelna, ale pohyb nikoli;
o Hermann Weyl. prostor neni diskrétni (dlazdickovy argument);

@ Bertrand Russell: pohyb je jen zména polohy v ¢ase, pohyb v
okamziku neexistuje;

o Nick Huggett: chyba je v tom, ze Zenon predpoklada uzavér;

@ Peter Lynds: polohu pohybujiciho se télesa nelze presné urcit.
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Achilles a zelva

Zavod na 100m, zelva ma 10m naskok, Achilles bézi desetkrat
rychleji. Naskok zelvy:

1 1 1

10’ 1’ E’ ﬁ’ W, DR

Posud'me vypocet

1 1 1
5—10+1+E+m+ﬁ...
1 1 1
1 =1 1 1+ —4+—+—...
0S 00 + 10 + +10+100+1000

Tedy 105 — S = 100, takze S = 11§ metru.

Je-li vypocet legalni, pak Achilles dozene zelvu (a vime, kde).

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Prvni prednaska z analyzy



llegalni kroceni nekonecna

A ted posudme nasledujici vypocet:

S=1-1+1-1+1-1...

Potom
-$=-141-141-1+41...,

tedy

$=1-§ = 5:1.

2
A nebo taky
S=1-1)4+(1-1)+(1-1)---=0,

pfipadné

S=1-(1-1)-(@1-1)—(1-1)--- =1

Co z toho je spravné? A proc jsme na podobné potize nenarazili u
Achilla?

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Prvni prednaska z analyzy



Otazka didakticka: jak ucit analyzu?

realna cisla,

limita posloupnosti,
limita funkce,
spojitost,

derivace,

integral,

fady Cisel,
mocninné Fady,

metrické prostory,

Fourierovy rady.

David Bressoud: Toto je spravny zpiisob, jak vnimat analyzu, ale
nikoli jak ji udit.
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Bressaudovy hlavni namitky

@ nedostatek motivace

@ rigorézni definice nedavaji smys| pred seznamenim se s
nedostatky geometrické intuitivni predstavy

@ neni poznat, co privedlo matematiky k jejich prevratnym
myslenkam

o vylesténé moderni ditkazy zakryvaji omyly starych mistri

@ vznikd mylny dojem, Ze cesta objevovani v matematice je
rovna a bezpeéna, experimentovani neni zapotrebi, nejasnosti
nevznikaji

@ ucitel si neuvédomuje, ze student potfebuje ¢as na pochopeni
latky
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No tak dobre

Mnohé z toho, co studujeme v matematické analyze, je disledkem
parizské krize z roku 1807.
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Parizska krize v matematice

Krize udefila 21. prosince 1807.

Do Francouzského Institutu prinesl 39-lety Joseph Fourier
(1768-1830) svou praci Teorie vedeni tepla v pevnych télesech.
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Vedeni tepla

Fourier studoval sifeni tepla na tenkém dlouhém plochém pasku.

Predpokladal, ze

@ ke ztratam tepla nedochazi,
@ okraje jsou drzeny na konstantni teploté 0°,
@ teplo je dodavano na jedné z kratkych stran,

@ druha strana je daleko (v nekonecnu).
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Fouriertv tenky pasek

w-axis

/{
w-axis

y S

x=

Xx-axis

X-axis
x=-1 x=1

FIGURE 1.1. Two views of Fourier’s thin plate.
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Matematicky popis

z(x,y) ...teplota (funkce dvou proménnych),
podminka: z(—1,y) = z(1,y) = 0 pro kazdé y > 0,

z(x,0) = f(x) ...znama teplota dolniho okraje (funkce jedné
proménné).

Prvni a nejdilezitéjsi pripad: z(x,0) = f(x) = 1.

Ukol: nalézt stabilni reseni spliujici podminky.
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Prvni potiz: co se déje v bodé [—1,0] (bod nespojitosti)?
Fourier nicméné nasel feseni.

Studoval funkce, které klesnou k nule na okoli bodu [—1, 0].
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Fourierovo prvni pozorovani

Tvrzeni: Necht

3 2n—1
f(x) = a1 cos(g—x) + a cos(%) + -+ ap, COS((n2)7rx)‘
Potom
z(x,w) = ale*ww/2 cos(%x) Al oo oL ane’(z”*l)ﬂwﬂ cos(%x)

(exponenciala, kosinus, fada funkci, Cislo 7).
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FIGURE 1.2. The functions f(x) and z(x, w).
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Druha potiz: feSeni dostaneme pouze za predpokladu, ze f je
uvedeného tvaru.

To vylucuje f = 1.

Idea: co kdyz téch funkci vezmeme nekonecné mnoho?
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Fouriertiv odvazny krok

5
4 X 1\n—-1 _
_ 4 (-1) cos ((2n 1)7rx> ‘
s 2n—1
n=1

Je-li toto pravda, potom

4 1 3
z(x,w) = — [e"“"’/2 cos (%) - ge_37rw/2 cos (;TX> S ]
T

4 & (71)’7_1 —(2n—1)7w/2 (2n—1)7rx
mlson-1° €08 2

(nekonecna fada funkci).
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Fourierova drza funkce

—0 (e} O o—
A d T * T g
—3 =9 o] 1 2 3
O- O — Oo— O

FIGURE 1.3. f(x) = £ [cos Z¥ — Lcos 3= + ... ].
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Slavna komis

Fourierdiv rukopis méla posoudit komise:

Pierre Simon Laplace (58)
Joseph Louis Lagrange (73)
Sylvestre Francois Lacroix (42)
Gaspard Monge (61)

Siméon Denis Poisson (26)
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Lagrangeiiv Gtok

Lagrange byl presvédéen, ze Fourierova interpretace je chybna.
Na co to svést?

Nabizela se konvergence.

Chyba bude v konvergenci.

Nebude to konvergovat.

Lagrangeova argumentace: vyraz definujici £ neni definovan pro

véechna x, nebot rada absolutnich hodnot koeficienti
144z gy
3 5 7 7

diverguje. (absolutni konvergence)
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Sance pro batole

Fourier tvrdil, Ze jeho fada konverguje viude.

V roce 1829 se ukazalo, ze mél pravdu (Peter Gustav Lejeune
Dirichlet 1805-1859).
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Nic nového

Na jafe 1808 sepsal Siméon Denis Poisson zpravu komise.

Zavér: prace neobsahuje nic nového ani zajimavého.
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Kontroversi zapocal Jean Le Rond (1717-1783).
Pozdéji pripojil "d'Alembert et de la Chapelle™.

Srovnej James Joseph Sylvester.
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Poprask kolem struny

d'Alembert publikoval 1747 rovnici vibrujici struny
0y 1 9%y

ox2 2ot
kde
@ y je vychylka vibrujici struny nad posici x,
@ c je konstanta zavisejici na délce, napéti a hmotnosti struny,
@ t je Cas.

K Feseni potfebujeme okrajové podminky, napriklad
y(0,t) = y(¢,t) = 0 a potfebujeme znat pocateéni stav y(x,0).

Vysledek: jestlize Ize y(x,0) popsat linearni kombinaci funkci tvaru
sin(%), pak feseni bude tvaru

y(x,t) = 3sin <%) cos (%) — 2sin (37;x) cos (37;Ct> N
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Nekone¢né mnoho harmonik?

Na d'Alemberta navazal Daniel Bernoulli (1753), ktery navrhl, ze
by vibrujici struna mohla mit nekoneéné mnoho harmonik.

Tuto moznost zavrhl Leonhard Euler s odiivodnénim, ze feSeni by
nutné muselo byt periodické.
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Kam az saha kontroverse?

1734 George Berkeley: The Analyst (abuse of infinity, compensating
errors, ... )

1754 d'Alembert: différentiel (lanek pro Diderotovu Encyclopédie)
- poprvé se objevuje pojem limita

1784 Berlinska Akademie vypisuje cenu za jasnou a precisni teorii
nekonecna v matematice

Simon Antoine Jean L'Huillier (1750-1840)
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Scitani nekone¢né mnoha vyrazi

"Infinite summation" je oxymoron.
"Infinite" znamena "bez konce".

"Summation" znamena "dosadhnout uzavéru, dosdhnout nejvyssiho
bodu", ... ("summit" apod.)
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Archimédovské chapani

Kvadratura paraboly, kterou provedl Archimédés ze Syrakus
(287-212) metodou Eudoxa z Knidu (408-355).

Metoda vycerpavani (method of exhaustion).

E.J. Dijksterhuis (1892-1965): nejhorsi nazev na svété.
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Archimédovy trojuhelniky

Prvni trojahelnik ma plochu 1. Kazda dalsi generace trojahelniki
ma Ctvrtinovou plochu predchazejici generace. Postupné

aproximace celkové plochy:
1 1

- 1+1+ + =
16 ' 64

1
1, 14—, 14+ -
IR UL T
Tedy v n-té generaci mame
1 1 1 4 1
— — o - = — — 1
* 4 + 16 * + 4n 3  3.4n (1)

Dnesni pristup:

an 1
n=04n 1_1

Presné to Archimédés neudélal.
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Archimédav pfistup

Oznagme K "plochu".

Predpokladejme, ze K > %. Nalezneme n takové, ze po n-té
generaci dosdhneme plochy > %. Spor s (1).

Nyni predpokladejme, ze K < %. Nalezneme n takové, ze
% - ﬁ > K. Spor s tim, ze celkova plocha nemiize byt vétsi, nez

plocha vepsanych trojahelniki.
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Zvlastnosti nekonecnych soucti

Konecné soucty jsou slusné vychované.

Napriklad jsou asociativni.

(2+3) -

8=2+(3-8)=2+3-8.

O nekoneénych souctech to nelze fici.

1-14+1—14+1-14..-=

nebo

1 P [ R

(1-1)+(1=1)+- - = 0+0+0+--

14+(=14+1)+(=1+1)+ - - = 14040+ - - =
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Dalsi podivuhodné vlastnosti

Konecné soucty jsou komutativni.

2+3-8=2-8+3=-8+2+3.

Porovnejme vsak nekonecné soucty

1 1+1 1+
2 3 4

1+1 1+1—|—1 1+
3 2 5 7 4 7
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Ivor Grattan-Guiness (1941-2014):

Moderni pohled na kavalirsky pfistup matematikii 18. stoleti k
nekonecnym sumam vzbuzuje dojem, Ze tito nebozi muzové
odkladali své mozky jsouce s nimi konfrontovani.

Eli Maor (*1937):
Takové lehkomysiné a drzé iivahy se nam dnes jevi jako zcela
neuvéritelné.

Morris Kline (1908-1992):

Leibniz uznaval, Ze jeho argumentace je spise metafyzické nez
matematické povahy, zaroven vsak tvrdil, Ze v matematické analyze
existuje vice metafyzické pravdy nez by se zdalo.
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Georg Cantor (1845-19
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Cantor a nekoneé&no

Cantorav objev: kardinalita mnoziny
U konecnych mnozin je to pocet prvkaii.
U nekonecnych mnozin .. .7

Dvé mnoziny jsou ekvivalentni, jestlize mezi nimi existuje bijekce.
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Uskali prace s nekone¢nem

Mame vice kosticek nez kolecek.

Mame vice kosticek nez kolecek?

S

Nemame!
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Prvni Cantor@iv sok

Mnozina miize byt ekvivalentni své vlastni podmnoziné!

Priklad: prirozena Cisla a suda cisla.
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Co je to nekone¢na mnozina?

DEFINICE (G. Cantor): Mnozina je nekonecna, pokud existuje
prosté zobrazeni této mnoziny na nékterou jeji vliastni podmnozinu.

DEFINICE (alternativni): Mnozina je nekonecnd, pokud existuje
prosté zobrazeni z N do této mnoziny.
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Spocetné mnoziny

Mnoziny, majici nejvyse tolik prvki jako N, nazyvame spocetné.
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Druhy Cantortv Sok

Racionalnich cisel neni vice, nez prirozenych!

Racionalni €isla jsou spocetna.

1 =» 2 > 4
FARE

2 2n 3/2 4/2

|

13 23 3/3 4/3
e

/4  2/4 34 4/4
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Cantorova véta o potencni mnoZziné

Pro libovolnou mnozinu x ma jeji potencéni mnozina P(x), tedy
mnozina obsahujici vsechny podmnoziny mnoziny x, vétsi
mohutnost nez x.
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Treti Cantoriiv $ok

Realnych cisel je podstatné vice nez prirozenych!
Realna Cisla jsou nespocetna.

To vyplyva z diagonalizacni metody, kterou Cantor vyvinul.

#1) ooy
#2) bbb,...

#3) .ces6;..

l
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... existuje vice druhii nekonecen!

Cantor dokazal existenci hierarchie nekonecen.

N0<N1<N2<...

Hypotéza kontinua:

(c :)2N° =N;? (zfejmé plati Xy < ¢).

Cantor véFil, Ze ano, ale nedokazal to.
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Hypotéza kontinua

Formulace: dopis G. Cantora R. Dedekindovi z 5.11.1882.

Z dopisu G. Cantora G. Mittagu-Lefflerovi (1884): ... “diikaz
platnosti hypotézy kontinua Vam pravdépodobné zaslu do 14 dni
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Hilberttiv seznam

David Hilbert (Pariz 1900): 23 nejdulezitéjsich nefesenych
matematickych problémi.

Prvni misto na seznamu: hypotéza kontinua.
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Semenisté paradoxi

Burali-Fortitiv paradox (1897): Mnozina vsech ordinalnich Eisel
definuje ordinalni cislo vétsi, nez libovolny jeji prvek. Takze
mnozina vsech ordinalnich cisel neni mnozina.

Cantoriiv paradox (1899): Necht S je mnozina vsech mnozin.
Potom P(S) je jeji podmnozina, takze ma nejvyse stejnou
mohutnost, jako S.

Russelliv paradox (1901): Definujeme mnozinu vsech mnozin, které
nejsou samy sobé& svym prvkem. Je tato mnozina svym vlastnim
prvkem?

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Prvni prednaska z analyzy



Axiomatisace teorie mnozin - reakce na paradoxy

Cantor, Zermelo, Frankel (1908) (dle Eukleidova vzoru)

) axiom existence mnoziny
) axiom extenzionality
) axiom vydéleni
) axiom dvojice
5) axiom sumy
) axiom potence
) axiom nahrazeni
) axiom nekonecna
) axiom vybéru
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Kongruence

Dva objekty se nazyvaji kongruentni, jestlize Ize jeden prevést na
druhy pomoci isometrie.

Isometrie je rigidni pohyb télesa zachovavajici vzdalenosti mezi
bodly.

Priklady isometrii:
@ posun,

@ rotace,

o zrcadleni.
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ruence — ilustrace

Isometric transformations - isometries

Non-isometric transformations
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Kongruence po castech

Dva objekty jsou kongruentni po castech, Ize-li jeden rozlozit na
sjednoceni koneéné mnoha ¢asti a z mnozin jim kongruentnich
sestavit druhy.

Lubos Pick (KMA MFF UK Praha) Prvni prednaska z analyzy



Kongruence po castech — priklady

e {1,23,...} a{4,5,6,...} jsou kongruentni
e {1,2,3,...} a{2,4,6,...} nejsou kongruentni

e {1,2,3,...} a{1,2,3}U{5,6,7...}

nejsou kongruentni, ale jsou kongruentni po ¢astech,

protoze mnozina {5,6,7...} je kongruentni mnoziné
(4,5,6,7...}.
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Posun z/do nekone¢na

Kruznice je po castech kongruentni kruznici bez bodu.

Myslenka:
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Hotel Infinity

Hotel Infinity

Copyright Lawrence M. Lesser
All righs reserved
Reprinted with permission

On a dark desert highway — not much scenery
Except this long hotel stretchin’ far as I could sce.
Neon sign in front read “No Vacancy,”

But it was late and I was tired, so I went inside to plea.

The clerk said, “No problem. Here’s what can be done—
We'll move those in a room to the next higher one.
That will free up the first room and that’s where you can stay.”
1 tried understanding that as I heard him say:
CHORUS: “Welcome to the HOTEL INFINITY—
Where every room is full (every room s full)

Yet there’s room for more.
Yeah, plenty of room at the HOTEL INFINITY—
Move ‘em down the floor (move ‘em down the floor)
To make room for more.”

I'd just gotten setled, I'd finally unpacked
When I saw 8 more cars pull into the back.
T had to move to room 9; others moved up 8 rooms as well.
Never more will I confuse a Hilton with a Hilbert Hotel!
My mind got more twisted when I saw a bus without end
With an infinite number of riders coming up to check in.
“Relax,” said the nightman. “Here's what we'll do:
Move to the double of your room number: that frees the
odd-numbered rooms.”
(Repeat Chorus)
Last thing I remember at the end of my stay—
It was time to pay the bill but I had no means to pay.
The man in 19 smiled, “Your bill is on me.
20 pays mine, and 5o on, 5o you get yours for fr
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Superslovnik Hyperwebster

Vsechny vyrazy, které |ze formulovat z 26 pismen anglické abecedy.
Zacina: A, AA, AAA, AAAA, ...
Po nekonecné mnoha vyrazech: AB, ABA, ABAA, ...

Neni to sice vykladovy slovnik, ale definice a poucky v ném budou
(platné i neplatné):

LICHOBEZNIK-JE-KONVEXNI-CTYRUHELNIK

LICHOBEZNIK-JE-HLODAVEC
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Vydani Hyperwebsteru

Vydavatel se rozhodne vydat slovnik ve 26 dilech:

Dil A: A, AA, AAA, ..., AB, ABA, ..., ABB,

Dil B: B, BA, BAA, ..., BB, BBA, ..., BBB,
Dil C: C, CA, CAA, ..., CB, CBA, ..., CBB,
Dil Z: Z, ZA, ZAA, ..., ZB, ZBA, ..., ZBB,

Pak skrtne zbytecné prvni pismenko.
Pak zjisti, ze jsou vsechny dily stejné, takze vyda jen dil A.

A zmeéni jeho nazev na Hyperwebster.
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Sierpinského—Mazurkiewicziiv paradox

Wactaw Sierpinski: Lze rozlozit néjakou mnozinu E na disjunktni
sjednoceni dvou mnozin E; a E, tak, aby kazda z nich byla
kongruentni piivodni mnoziné?

S. Mazurkiewicz: ANO
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Sierpinského—Mazurkiewicziv paradox - obrazek
Mnozina E:

v
Translate 1| — Translate 1 — Rotate 1
‘\
‘\
Translate 1 — Rotate 1 — Translate 1
Translate 1 — Rotate 1 5
e
@ .
\‘ \‘
N \
\ \
\ i}
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Translate 1 Translate 1 — Translate 1 Translate 1 — Translate 1 — Translate 1
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i 2 3
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Véta Stefana Banacha a Alfreda Tarského (1924)

Jednotkovou kouli v 3D lze rozlozit na sjednoceni konecne
mnoha podmnozin a z nich potom slozit dveé koule, obé
identické s ptvodni kouli.

P
~.
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Disledek. Hrasek a slunicko jsou po castech kongruentni.
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Test, jestli jste davali pozor

Otazka: Ktery nazev filmu je na svété nejblbgjsi?

Odpoved': Nekonecny pribéh Il.
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Co se déje v nekonecnu?

“Lines that are parallel
meet at Infinity!”
FEuclid repeatedly
heatedly urged.

Until he died,

and so reached that vicinity;

in it he found

that the damned things diverged.

(Piet Hein (1905-1996): Grooks VI)
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A na aplny zavér jeden limerick

A conjecture both deep and profound
Is whether a circle is round.

In a paper by Erdds,

Written in Kurdish,

A counterexample is found.

(Anonymous)
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The last slide
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