NSTP 097 STATISTIKA ZIMA 2009!

PREHLED POJMU A VYSLEDKU Z TEORIE MIRY A INTEGRALU

MERITELNY PROSTOR

Definice (c-algebra) Necht X # (). Systém A podmnozin X se nazyva o-algebra
praveé kdyz
(i) 0 e A,
(i) Ac A= A°c A,
(111) A, Ay .. e A= Ujil A; € A

Definice (Generovani o-algebry) Nechf Q jest mnozina podmnozin X'. Nejmensi o-
algebra podmnozin X, kterd obsahuje O, se nazyva o-algebra generovana systémem Q
a znadi se 0(Q).

Definice (MéFitelny prostor) Dvojice (X, .A), kde X' je neprazdnd mnozina a A je
o-algebra jejich podmnozin, se nazyva métitelny prostor.

Priklad Necht X = R. Uvazujme o-algebru By generovanou otevienymi intervaly
{(a,b) : a < b € R}. Tato o-algebra se nazyva borelovskd o-algebra. Stejnou o-
algebru generuji i uzaviené intervaly, polouzaviené intervaly, a intervaly typu (—oo, a),
a € R.

Definice (Mé&Fitelné zobrazeni) Necht (X, .A) a (), B) jsou méfitelné prostory. Zob-
razeni f : X — ) se nazyva méfitelné praveé kdyz VB € Bplati {x € X : f(z) € B} € A,
tj. vzory méritelnych mnozin jsou métitelné. Méritelné zobrazeni znac¢ime

f: (XA — (), B).

MIiRrA

Definice (Indikator) Indikator mnoziny B C X je funkce I : X — {0,1} definovana
takto:

1 =z e B,

Ip(x) =

0 z¢B.
Misto Ig(x) mizeme také psat I(x € B).
Definice (Mira) Nechf (X, .A) je méFitelny prostor. Funkce i : A — R se nazyva mira
prave kdyz

(i) u(A) >0VA € A, u®) =0.
(ii) VA, As, ... € Atakové, ze A;NA; =0, plati p (o, Ai) =D ooy 11(As).
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(i) p se nazyva konefna mira pravé kdyz pu(X') < oo.
(ii) p se nazyva o-konena mira pravé kdyz existuji mnoziny A;, As, ... € A takové,
ze U2, Ai = X a pu(4;) < oo Vi.

9 Priklady (Miry na (R, B)))

(i) Lebesgueova mira jest definovana skrze \((a,b)) = b —a Va < b € R. (Stadi
definovat na generatoru borelovské o-algebry.)

(ii) Lebesgue-Stieltjesova mira. Nechf F' je dana neklesajici zprava spojita re-
alna funkce takova, ze lim, , . F(z) = 0 a lim,_ . F(x) = 1. Pak definujeme
pr((a, b)) = F(b) — F(a) Va <beR.

(iii) Citaci mira. Necht S = {21, 25,...} C R jest nejvyse spocetnd mnozina redlnych
¢isel. Definujeme

ps(B) = #{i: 2, € B} = ZHB(;@)

pro B € By.

INTEGRAL DLE MIRY

10 Definice (Jednoducha funkce) Necht (X, .A) je méfitelny prostor. Jednoduché funkce
je méritelna funkce X — R, kterou lze vyjadrit ve tvaru

90(1.) = Z a’jI[Aj (.T),

kde n > 1, ay,...,a, € R jsou vesmés ruzna cisla a Ay,..., A, € A jsou po dvou
disjunktni méfitelné mnoziny takové, ze U;L:1 A =X.

11 Definice (Integral dle miry) Necht (X, A, 1) je méfitelny prostor s mirou.
e Je-li p(z) jednoduché funkce, definujeme

[ e@dn@ Y aua).

e Je-li f(x) libovolna nezapornd méfitelna funkce, definujeme

/ f(x) dp(x) = Zlég{ / () du(w)},

kde = = {¢ jednoduché : 0 < p(z) < f(z) Vz € R}.
e Je-li h(z) libovolnd méfitelnd funkce, definujeme

[ @ dua) £ [ 1) duta) = [0 (@) duto)

(je-li alesponi jeden integral na pravé strané konecny), kde h™(x) = max(h(x),0)

a h™(z) = —min(h(z),0).
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12 Poznamka Integral [, h(x)du(x), kde A € A, je definovan jako [ h(x)La(x)du(z).
13 Priklady
(i) Lebesgueuv integral je definovan jako [, f(x)d\(x) a znadi se téz [, f(x) d.
Tento integral je ekvivalentni Riemannovu a Newtonovu integralu, pokud tyto
existuji.

(ii) Lebesgue- Stieltjesﬁv integral pro danou funkci F' (predpoklady o F' viz bod 9)
definujeme jako [, f(x)dAp(z). Tento integrél téi znaéime [y f(x)dF(z). Jeli F

diferencovatelna, poc1tame Jf(@) f A x)dz. Je-li F' po ¢astech
konstantni se skoky v bodech z; < x5 < , mame
/ f(z)dF(x Z f(z) AF (z;).
T, EA

(iii) Integrél dle ¢itaci miry pro danou posloupnost S = {1, xs,...} je definovan
jako fA ) dus(x). Plati: fA ) dus(r) = ZmiESﬁA f(@i).
RADON-NIKODYMOVA DERIVACE

14 Definice (Absolutni spojitost mér) Necht p a v jsou o-koneéné miry na (X, .A).
Mira p jest absolutné spojité vzhledem k v pravé kdyz VA € A v(A) =0= pu(A) =0.

15 Poznamka (Radon-Nikodymova véta) Necht ;1 a v jsou o-koneéné miry na (X, A)
a necht p jest absolutné spojita vzhledem k v. Pak existuje nezaporna méfitelnd funkce

f: (XA — (R, By) takovd, ze

= / f(z)dv(z) VA€ A
A
Funkce f je urcena jednoznacné az na mnozinu miry 0.

16 Poznamka (Radon-Nikodymova derivace) Funkce f, jejiz existenci a jednoznac-
nost garantuje Radon-Nikodymova véta, se nazyva Radon-Nikodjymova derivace a muize

d
se znacit d—'u Pro kazdou méfitelnou funkei ¢ : (X, A) — (R, By) pak plati
v

/ () dyu() = / () f(2) du(e) VA€ A
A A



