Priklady na procviceni z NSTP097
Nahodné veliciny a vektory II

IV.

1 Hustota ndhodného vektoru (X,Y)7T je

2, jelil <z <y<2,
fla,y) = y

0 jinak.
Najdéte sdruzenou distribuéni funkci a marginalni hustoty. Rozhodnéte, zda X a Y jsou
nezavislé.

2 Necht (X, Y)T je ndhodny vektor s rovhomérnym rozdélenim na jednotkovém kruhu, tj.
f(z,y) = cprox®4+y? < 1a f(x,y) = 0 jinak. Urcete konstantu ¢, marginalni hustoty fx,fx
a sttedni hodnoty E X, EY. Spocitejte kovarianci cov (X, Y') a rozhodnéte, zda jsou X a 'V
nezavislé.

3 Uvazme funkci F(z, y) = max{z, y} pro 0 <z < 1,0 <y < 1. Dopliime F na R? tak, aby
spliovala zékladni vlastnost distribuéni funkce (0 < F(z, y) < 1). To lze udélat napt. takto:

F(x, y) = min [max{max(ac, y), 0}, 1}, reR, yeR.

Nyni tedy mame funkci F : R? — (0, 1). Zjistéte, zda je F distribuéni funkei néjakého
nahodného vektoru.

4 Necht Z = (X, Y)T je ndhodny vektor s rovhomérnym rozdélenfm na mnoziné M = {(1‘, y):
x2>0,0<y<1, y§x§y+1}.UréetevarZ.

5 Haézime tiikrat minci. Oznaéme X pocet lici v prvnich dvou hodech a Y pocet rubu v po-
slednich dvou hodech.
(i) Uréete sdruzené rozdéleni vektoru (X,Y)T.
(ii) Urcete marginalni rozdéleni veli¢in X a Y. Jsou ndhodné veli¢iny X a Y nezdvislé?
(iii) Spoctéte EX, EY, var X a varY.
(iv) Spoctéte kovarianci cov (X,Y") a korela¢ni koeficient pxy. Jaky je vztah mezi nezavislos-
ti dvou veli¢in a jejich kovarianci/korelaci?

6 Hizeme dvéma hracimi kostkami. Necht X je pocet bodi na prvni kostce a Y je minimum
z bodii na obou kostkéch. Najdéte rozdéleni ndhodného vektoru (X,Y)T, dédle EX, EY a
korelaéni matici vektoru (X,Y)T.



7 Chystéte oslavu narozenin ve své oblibené restauraci a zvete viechny své piibuzné (budete
za né platit). Mnozstvi penéz, které vsichni Vasi hosté dohromady proji a propiji (v tisici
K¢), jsou ndhodné veliciny X a Y. Ze zkusenosti vite, ze vektor (X,Y)T mé4 spojité rozdéleni
charakterizované sdruzenou hustotu

Fla.y) = { clx +y) ?r00<x<1, 0<y<1,
0 jinak.
(i) Urcete konstantu ¢ > 0.
(ii) Jaké je rozdéleni ¢astky, kterou zaplatite jen za napoje? Jaké je rozdéleni obnosu, ktery
padne jen na jidlo? Jsou tyto dvé veli¢iny nezavislé?
(iii) Spoctete kovarianci cov (X,Y") a korelaéni koeficient pxy. Interpretujte.

(iv) Jaka je pravdépodobnost, ze za piti zaplatite vice nez dvojnasobek toho co za jidlo?
(v) Urcete distribuéni funkei F(x,y).

8 Dvojice soucastek mé dobu zZivotnosti popsanou sdruzenou hustotou

1 —z—y/2
5€ proxz >0, y >0,
x, frd
fy) { 0 jinak.

(i) Jaké je rozdéleni dob zivotnosti jednotlivych souc¢astek? Jsou tyto doby nezdvislé?
(ii) S jakou pravdépodobnosti prvni soucdstka prezije druhou?

9 Necht ndhodny vektor (X,Y)T mé rovnomérné rozdéleni v rovnobézniku s vrcholy (0,0),
(1,0), (1,1), (2, 1).
(i) Urcete sdruzenou hustotu ndhodnych veli¢in X, Y.
(ii) Najdéte marginalni hustotu ndhodnych veli¢cin X, Y. Jsou tyto veli¢iny nezdvislé?
(iii) Najdéte margindlni distribu¢ni funkci ndhodnych veli¢in X, Y.
(iv) Spocitejte, EX, EY a cov (X,Y)
(v) Spocitejte, P [X > 2Y].

10 Necht m4 nadhodny vektor Z = (X, Y)T diskrétni rozdéleni zadané tabulkou pravdépodob-
nosti

Y=-7 Y=—7/2 Y=0 Y=n/2 Y=n

X=-7| 01 0,05 0,1 0,05 0,1
X=n 0,2 0,05 0,05 0,1 0,2

Spocitejte E (cos X sin Y).

11 Necht m4 nadhodny vektor Z = (X, Y)T diskrétni rozdéleni zadané tabulkou pravdépodob-
nosti

Y=-9¢e6 Y=-1 Y=1 Y=e¢

X=-n/2| 01 0,05 01 0,15
X =n/2 0,2 005 005 0,3

Spocitejte E (sinX log |Y|)
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13

14
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16

Necht X m4d rovnomérné rozdéleni na (—1,1). Spocitejte korelaéni koeficient ndhodnych
veli¢in X a X2. Jsou tyto ndhodné veli¢iny nezavislé?

Hustota ndhodného vektoru (X,Y)T je

clx—y) pro0<z<1, 0<y<l, y<u,
flz,y) = .
0 jinak.

Urcete konstantu ¢, marginalni hustoty, stfedni hodnoty EX a EY a kovarianci cov (X,Y).
Rozhodnéte, zda jsou X a Y nezavislé.

Necht méa nahodny vektor (X, Y)T rozdéleni s hustotou

1

—exp(—g), 1<z<2, y>0,
flz,y) == x

0, jinak.

Urcete E (Y | X ).

V ndhodném vektoru (X,Y)T mé veli¢ina Y margindlni rozdéleni I'(a,p). Podminéné roz-
déleni veliciny X za podminky Y = y je exponencialni s parametrem y. Spocitejte
(i) sdruzenou hustotu f(z,y);
(ii) margindlni hustotu X.
(iii) podminénou hustotu Y pii zndmém X [pojmenujte toto rozdéleni;
)

(iv) E(Y | X).

Néhodn4 veli¢ina N ma Poissonovo rozdéleni Po()A), A > 0. Podminéné rozdéleni veli¢iny X
za podminky N = n je Binomické Bi(n, p), kde p € (0, 1) je dand konstanta. Najdéte rozdéleni
veli¢iny X.



