Prostorové modelovani (NMTP438)

verze 26. 5. 2015

Obsah

Obsah .

1. Prostorové modely na mfizi
1.1 Markovska ndhodné pole
1.2 Gaussovské modely
1.3 Mira prostorové autokorelace

2. Nahodna pole
2.1 Zakladni definice
2.2 Variogram a autokovarlancm funkce

3. Nahodné miry .o
3.1 Lokaln€ konecné miry
3.2 Nahodné miry
3.3 Jednoduché bodové procesy a nahodne mnoziny
3.4 Poissontiv bodovy proces
3.5 Momentové miry
3.6 Palmovo rozdéleni

4. Bodové procesy v euklidovském prostoru
4.1 Stacionarni bodové procesy na R?
4.2 Charakteristiky bodovych procest
4.3 Modely bodovych procest
4.4 Konecné bodové procesy s hustotou
4.5 Nehomogenni bodové procesy

5. Kotované bodové procesy
5.1 Zéakladni definice
5.2 Modely kétovani .
5.3 Vicerozmérné bodové procesy
5.4 Procesy s kvantitativnimi kétami

6. Dodatky
6.1 Normalni rozdelem
6.2 Besselovy funkce
6.3 Teorie miry

Literatura

— oo NN

13
13
15

24
24
27
28
31
34
36

39
39
41
45
50
56

58
58
60
62
65

67
67
68
68

68



d

1. Prostorové modely na mrizi

1.1 Markovska nahodna pole

vy

Necht L C R? je kone¢na mnozina, kterou budeme oznacovat jako mii# (lattice). Nemusi nutné jit
o regularni m¥iz bodt jako je napt. L = {1,2,...,N}? (pro N = 10 a d = 2 je znazornéna na obrazku
1 vlevo). Vrcholy miize ¢asto reprezentuji néjakou oblast (pfiklad je na obrazku 1 vpravo). Podet bodi
miize budeme znaéit n = |L|.

Obrazek 1. Dva piiklady m¥izi v roviné. Vlevo je pravidelnd Gtvercovd miiz o velikosti n = 100.
Vpravo je znazornéno 13 krajskych mést CR, dvé krajska jsou spojend hranou, pokud p¥isluiné kraje
maji spole¢nou hranici.

Definice 1. Ndhodné pole (random field) na m¥iizi L je rodina ndhodnych veli¢in {Z; : i € L} defino-
vanych na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P). Mnozinu hodnot, které mohou ndhodné veli¢iny Z;
nabyvat, oznac¢ime S C R.

Obcas bude vyhodné vyuzit toho, ze mfiz L mizeme ocislovat indexy 1,...,n. Na ndhodné pole
Z = {Z; : i € L} pak pohlizime jako na nahodny vektor Z = (Zi,...,Z,)T. Jeho rozdéleni je dané
hustotou p(z) vzhledem k o-koneéné mife v™ na S™, kde v™ znaéi n-tou mocninu miry v na S ve smyslu
obvyklého soufinu mér. Za miru v obvykle uvazujeme ¢itaci miru (diskrétni stavy) nebo Lebesgueovu
miru (spojité stavy). S védomim izomorfie mezi L a {1,...,n} budeme stejnym symbolem znacit hustotu
p(z) na SL, v tomto piipadé z = (z;,i € L) € S¥. Pro A C L budeme psat zkrdcens Z, = {Z; : j € A}
aza=(zj,j €A). Pro A, B C L disjunktni bude z wp znacit (y;,j € AU B), pfitom

7 kdyz j € A,
Y=\ w,, kdyzje B.

Necht ~ je symetricka relace na L x L. Rekneme, Ze dva body miiZe jsou sousedé (neighbours), pokud
jsou v této relaci. Pro jednoduchost budeme pouzivat nasledujici znaceni: 0i = {j € L : j ~ i,j # i},
—i=L\{i} proie La—A=L\AproAC L. Mnozina L spolu s relaci ~ generuje neorientovany
graf, jehoz mnozina vrcholt je L a dva vrcholy ¢,5 € L jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz i ~ j.
Obracené kazdy neorientovany graf urcuje systém sousedti. Obrazek 1 ukazuje dva piiklady takovychto
neorientovanych grafa.

Definice 2. Mnozina A C L je klika (clique) vzhledem k ~, jestlize i ~ j pro kazdé i,j € A, i # j.
Poznamka 1. Prézdnd mnoZina a vSechny jednoprvkové podmnoziny L jsou kliky.

V ramci tspory znaceni budeme symbol p pouzivat nejen pro sdruzenou hustotu, ale i pro marginalni
hustoty a hustoty podminénych rozdéleni. Ze zapisu argumentt funkce p bude vzdy jasné, o kterou
hustotu se jedna.

Definice 3. Nahodné pole {Z; : i € L} se nazyva markovské vzhledem k relaci ~, jestlize pro kazdé
i € L je podminéné rozdéleni Z; | Z_; stejné jako podminéné rozdéleni Z; | Zy;. V fefi podminénych
hustot to znamend, ze p(z;|z_;) = p(z;|za:) pro v"-s.v. z = (z;,i € L) € ST spliujici p(z) > 0. Tato
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podminka se oznacuje jako lokdlni markovskd vlastnost (local Markov property). Hustoty p(zi|zsi) se
nazyvajl lokdlni charakteristiky (local characteristics).

Poznamka 2. V pfipadé 9i = () lokdlni markovskd podminka znamen4, %e podminéné rozdéleni Z; | Z _;
je stejné jako rozdéleni Z; neboli Z; a Z _; jsou nezavislé.

Priklad: Markovsky fetézec {Z1,...,Z,} je jednorozmérné markovské ndhodné pole (d = 1 a L =
{1,...,n}) vzhledem k relaci i ~ j < |i — j| < 1 (viz cvideni).

Definice 4. Necht A, B, C jsou po dvou disjunktni podmnoziny L. Rekneme, ze Z4 a Zp jsou
podminéné nezdvislé (conditionally independent) pii daném Z ¢, jestlize

p(zazplzc) = p(zalzc) p(zs|20)

pro v™-s.v. z spliujici p(z¢) > 0,

Lemma 1. Necht {Z;:i € L} je ndhodné pole a A, B, C jsou po dvou disjunktni podmnoziny L. Pak
Z 4 a Zp jsou podminéné nezavislé pfi daném Z o pravé tehdy, kdyz

p(zalzpzc) = p(zalzc)
pro v"-s.v. z spliiujici p(zpz¢) > 0, coz je pravé tehdy, kdyz
p(zBlzazc) = p(zslzc)

pro v™-s.v. z spliwjici p(Z az¢) > 0.

Diikaz: Plyne jednoduchou tpravou z definice podminéné hustoty

p(zazpzc) _ p(zazBlzc)
p(zpz0) p(zp|zc)

p(zalzpze) =

Druh4 rovnost se dostane zdménou A a B.

O

Lokélni markovska vlastnost z definice 3 je tedy ekvivalentni tomu, ze Z; a Z _ ({;1ua:) jsou podminéné
nezavislé pti daném Zy;.

Poznamka 3. Pokud bychom uvaZovali acyklicky orientovany graf, jehoZ vrcholy jsou L, pak muZeme
mluvit o rodic¢ich vrcholu 4, coz jsou ty vrcholy, ze kterych vede orientovana hrana do 4, a o potomcich
vrcholu 4, coz jsou ty vrcholy, do kterych vede orientovani hrana z i. Rekneme, ze {Z; : i € L} je
bayesovskd sit (Bayesian network), jestlize Z; a Z _({i}Ude(i)Upa(i)) JSOu podminéné nezavislé pii Z ()
pro kazdé i € L, kde de(%) je mnozina potomku vrcholu ¢ a pa(é) je mnozina rodi¢d vrcholu i. Vzhledem
k tomu, Ze graf je acyklicky, plati pa(i) C —({i} U de(4)). SdruZena hustota je potom déna vztahem

p(z) = Hp(zl | Zpa(i))-

icL
Bayesovské sité se hodné pouzivaji v oboru umélé inteligence.

Pocet sousedu je vétsinou daleko mensi nez pocet vSech vrcholid mfize. Zatimco plné podminéna
rozdéleni Z; | Z_; mohou byt komplikovana, tak lokdlni charakteristiky zavisi jenom na sousedech
daného vrcholu. Diky lokdlni markovské vlastnosti je tak struktura nahodného pole jednodussi. Napriklad
u metod MCMC jsou kroky v Gibbsové vybérovém planu typicky daleko snadnéjsi.

U markovskych Fetézcti pravdépodobnosti pfechodu (nebo pfechodové hustoty) spolu s pocateénim
rozd€lenim urcuji sdruzené rozdéleni fetézce. Nabizi se otazka, kdy systém lokalnich charakteristik ko-
rektné urcuje sdruzenou hustotu ndhodného pole. Na rozdil od markovskych fetézcti nemtizeme cekat,
ze bychom mohli lokalni charakteristiky volit libovolné tak, aby sdruzena hustota existovala a byla jed-
noznaéné (viz cviceni). Nasledujici véta Fika, Ze podminénd rozdéleni dobfe definuji sdruzené rozdélen,
pokud jsou odvozena ze sdruzené hustoty urcitého tvaru.
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Véta 2. (Hammersleyho-Cliffordova véta) Nahodné pole s hustotou sphiujici p(z) > 0 pro kazdé z € S
je markovské pravé tehdy, kdyz existuji funkce gc : S¢ — Rt takové, ze

z) =[] 9e(z0), zeS",
cec

kde C={C C L : C je klika}.

Diikaz: Jednodussi implikace je zprava doleva. Pokud mé hustota pozadovany tvar, potom

)= B oo « II setzo)

p(zilz i) = =
T (=) [sTleccico 9o(wiz—ine) [oecage 9o(20) V(dwz CeciieC
a uvédomime-li si, ze ¢ € C' implikuje C' C {i} U 94, tak také
p(21ipu0
p(zilzai) = {z}u)z I 9c(zo).
p(zoi ceciieC

Pfedpokladejme nyni, Ze ndhodné pole je markovské. Zvolme pevné konfiguraci w € S¥. Zavedme

Ua(za) = —logp(zaw_a) a ®a(za)= Y (-1)H1FWg(zp), ACL.
BCA

Z lemmatu 3 plyne, ze ¥ 4(z4) =) gc4 Pr(2B). Pro hustotu p(z) dostavame

p(2) = exp{—W,(21)} = expl = 3 Ou(z5) p = [ 98(z5).
BCL BCL

kde gp(zp) = exp{—Pr(zp)}. Zbyva tak ukdzat, Zze pokud B neni klika, tak gg(zp) = 1, neboli
®p(zp) = 0. Pokud B neni klika, tak existuji dva rtizné vrcholy i,j € B takové, ze i # j. Pro A C
B\ {i,j} oznaéme Ay = AU {i}, Ay = AU {j}, A3 = AU {i,j}. Potom

®p(zp) = ) (~1)PIT0L(2)

ACB

= Y (D)AWL (za) = WA, (24,) = Ta,(24,) + Va,y(24,)]
ACB\{i,j}

= Z (f]_)‘B|*|A|10g p(zAlw*Al)p(zA2w*A2)

ACB\(i.j} P(Zasw_a,)p(zaw_a)

zilzaw_ 4, )p(wi|za,w_a,)

=Y (1)l
ACE it P(zilza,w—a)p(wilzaw-a,)

p(

(
_ Z (71)\B|—|A| log p(zilzaw_a,)p(wi|zaw_a,) —0

ACE it p(zilzaw—a;)p(wilzaw—a,)
Vyuzili jsme vztahu p(z;|zaw_4,) = p(zi|zaw_a,) = p(zi|za,w_4,), ktery plyne z lokalni markovské
vlastnosti a toho, ze i o4 j.
Poznamenejme, ze ®3 = ¥y = —logp(w) a gy = e~ % = p(w) je normujici konstanta, kterad byva

obecné obtizné urcitelna.

O

Lemma 3. (Mobiova inverzni formule) Necht ®, ¥ jsou redlné funkce definované na potencéni mnoziné
konec¢né mnoziny L. Pak plati

o(A) = > (-D)AIPlg(B) vACL = W)= &B) VACL.

BCA BCA



Diikaz: Nejprve ukazeme implikaci zleva doprava:

Yoo =) > (nFPlemy=3" Y (-1 (D) =v(4),

BCA BCADCB DCACCA\D

protoze soucet ZCCA\D(*I)‘C‘ je rtizny od nuly pouze, kdyz A\ D = (. To si lze uvédomit z identity
Sio (1) (=1)¥ =0 pro n € N, ktera plyne z binomické véty.
Opacnéa implikace se ukaze analogicky:

Z(fl)M'*'B‘\P Z Z \AHBI(I, Z Z \AHD\ ‘C‘Q(D) B(A).

BCA BCADCB DCACCA\D

Definice 5. Rozdéleni ndhodného pole {Z; : i € L} s hustotou

p(2) —eXp{ Z(I)CZC}’ ze St (1)

ceC

se nazyva Gibbsovo rozdéleni. Nahodné pole {Z; : i € L} se pak oznacuje jako gibbsouské. Ve statistické
mechanice, kde hraje dilezitou roli, se jeho hustota vétsinou zapisuje jako p(z) = exp{—E/T}, kde E
znadi celkovou energii a T teplotu. Pfitom T®¢(z¢) predstavuje potencidl konfigurace z¢ a TP (z¢)
energii zc.

Hammersleyho-Cliffordova véta fika, ze kazdé markovské nahodné pole s vSude kladnou hustotu je
gibbsovské, pfi¢em? go(z¢) = exp{—Pc(z¢)}. Misto abychom specifikovali podminéné rozdéleni ptimo,
Ize je zkonstruovat pomoci volby potencidlovych funkci ®-. Protoze vyjadreni

= I 9c(z0)
cec

neni jednoznacné, nejsou ani potencialy jednoznacné. Lokalni charakteristiky 1ze pomoci potenciald za-

psat nasledovné:
p(2i]z—:) o exp { > @C(zc)} . (2)

cec:iel

Uvedme nékolik piikladti markovskych ndhodnych poli.

Priklad: Nejjednodussi netrividlni situaci tvofi dvouprvkovy stavovy prostor S = {0,1}. V obrazové
analyze predstavuji vrcholy miize L pixely, z; = 1 obvykle oznacuje cernou barvu a z; = 0 bilou barvu
pixelu i. Definujeme-li (pro C # ()

—B, pokud C ={i,j},i~jaz =z,
@C(ZC):{O jpinak {i,7}, i~ z

kde 8 > 0 je parametr (fyzikdlné oznacovany jako inverzni teplota), dostaneme sdruzenou hustotu

1
T eXp /8 Z [Zi :Zj] Y

{i,5}ri~g

p(z) =

kde

C(ﬂ) = Z €xp ﬂ Z 1[zi:z]~] = e<I>0

ze{o,1}- {5} vinvg

je normujici konstanta, ve statistické fyzice se nazyva particni suma nebo particni funkce (partition
function). Lokélni charakteristiky spliuji

exp {ﬂ Zjeai 1[Zj:Zi]}
exp {6 > jeoi 1[zj:1]} + exp {5 2 jeoi Liz=0l } |

p(zilzai) =P(Z; = z; | Zoi = zpi) =
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Pro g = 0 ma kazda konfigurace stejnou pravdépodobnost, jedna se o ndhodné ptifazeni 0 a 1 vrcholim
mfize. Pro § > 0 ma vétsi pravdépodobnost konfigurace, kde se sousedi pfitahuji. Pravdépodobnost,
7e dany pixel je Gerny za predpokladu, Ze méa k &ernych sousedii je imérna hodnoté e’*. Pro g — oo
prevlada v celé konfiguraci jeden stav. Na obrazku 2 jsou nasimulované realizace ndhodného pole na
pravidelné miizi 25 x 25 pro rizné volby parametru .

Takto definované ndhodné pole se nazyva Isingiv model [6]. Ve statistické fyzice se vyuziva jako
zakladni model pro feromagnetismus. Hodnoty ve vrcholech mriZe reprezentuji spiny, vétsinou se pouziva
+1 pro orientaci nahoru a —1 pro orientaci dolt.

Isingtiv model (i obecn&jsi markovskd ndhodné pole) lze rozsitit na nekoneénou m¥iz. Problém je, Ze
mnozina vSech konfiguraci je potom nespocetna a vyjadieni (1) tak nem4 smysl. Lze vSak stale uvazovat
lokalni charakteristiky (pokud kazdy vrchol mé koneéné sousedir) tvaru (2). Gibbsovo rozdéleni se da
definovat tak, ze jeho podminéna rozdéleni jsou urcené danymi lokdlnimi charakteristikami. Otazkou
zistava, jak je to s existenci a jednoznacnosti takto definovaného rozdéleni. Ukazuje se, ze Gibbsovo
rozdéleni na nekone¢né miizi existuje (pokud mnozina stavii je kompaktni), ale neni obecné jednoznacné.
V tom ptipadé se mluvi o fdzovém prechodu (phase transition). Pro konkrétnost uvazujme pravidelnou
rovinnou m¥iz Ly = {—N,..., N}2. Zajim4 nas chovani Isingova modelu pro N — oo, tj. Ly ' Z2.
Existuje kritickd hodnota 3. = log(14++1/2) = 0,881 (analyticky spoétena Onsagerem [9]), p¥i které dochazi
k fazovému prechodu. Pro g < . je Gibbsovo rozdéleni jednoznacné, pro S > [. neni jednoznacné.
V ptipadé 8 > B. hodnoty na hranici miize Ly ovliviiuji marginalni rozdéleni Z oy, kdyz N — oo.
V konfiguraci jsou interakce dalekého dosahu a fyzikalné to znamenad, Ze Castice je magnetizovana.
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Obrazek 2. Simulace Isingova modelu na pravidelné m¥izi 25 x 25 pro 8 € {0;0,3;0,6;1}.
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Pokud bychom v definici ¢ pfipustili nenulové hodnoty pro jednobodové kliky (®y;(2;) = —Bh;),

tak celkova energie je
bE= _Zhi - Z L=z
icL {3,5}rinj

a sdruZend hustota p(z) = exp{—FE/T} = exp{—pE}. Fyzikilné lze hodnoty h; interpretovat jako vliv
vnéjsiho magnetického pole. Dalsi mozné zobecnéni je pfipustit, ze sila interakce zavisi na poloze nebo
hodnoté pole v daném misté. Znamend to, Ze 3 je pak funkci ¢, j, z; a z;. Také se daji uvazovat i interakce
vyssich fadd nez jen parové.

Pies jednoduchou lokalni strukturu je Isingtiv model celkem komplikovany. Sdruzena hustota ob-
sahuje vypocetné slozitou normujici konstantu, takze napiiklad simulovat realizace modelu pfimo je
prakticky nemozné a je tieba vyuzit metod MCMC.

Priklad: Vicebarevnym zobecnénim Isingova modelu je Pottsuv model. Necht
S={0,1,...,n.— 1},

kde n. > 2 urcuje pocet barev. Potencidlové funkce ®¢ jsou definovany stejné jako v Isingové modelu.
Lokalni charakteristiky jsou

o {11}
P(zilzoi) = P(Zs = 2i | Zoi = zpi) = . z€40,...,n.—1}.

ZZ;Bl exp {ﬂ > jeoi 1[Zj:k]}

Priklad: V Pottsové modelu nezdlezi na usporddani barev (prvki mnoziny S). Pokud by ale stavy pfedsta-
vovaly rtzné odstiny Sedé, kde hraje usporadani roli, nabizi se napriklad model s nasledujicimi lokalnimi
charakteristikami

Ne — 1

p(eilz00) = P(Zs = 2 | Zow = z01) = ( i >w(zaz->2i(1 ()

— (nCZi 1> (1- w(zai))nul exp {zz log lﬂ(iz)} ;

—m(z9:)

kde 7(zs;) jsou predepsané pravdépodobnosti. Znamena to, 7e Z; | Zy; = zp; ma binomické rozdéleni
s parametry n. — 1 a 7(zg;). Pfedpokladame-li, Ze m(zy;) spliuji

log F(Li)) =—Bi— Z Bijzi, (3)

1—7m(zy;
(zoi jeai

dostavame markovské nahodné pole s potencialy ®y;3(z;) = Biz; — log ("21), Oy (zizs) = Bijziz;
a ®c(z¢) = 0 pro [C] > 2. Vztah (3) je analogicky k modelu logistické regrese, a proto se o tomto
modelu pro ndhodné pole {Z; : i € L} mluvi jako o autologistickém modelu.
Priklad: Prejdéme nyni ke spocetné mnoziné hodnot: S = Ny. V praxi se tato situace vyskytuje, pokud
data urcuji pocty néjakych udalosti, napf. pocty pripadi jisté nemoci v daném misté. Uvazujme model,
kdy tyto pocty maji Poissonovo rozdéleni s intenzitou A(zs;) zavislou na poctech v okolnich mistech:
_ _ _ _ AMzai)™ |
p(Z”Zai) = ]P)(Z1 = Z; | Zai = Zai) = eXp{f)\(Zai)}T = exp{f)\(zai) + z; IOg )\(Zai) — IOg Zz}

i
Tyto lokalni charakteristiky se nazyvaji auto-Poissonovy. Abychom dostali Gibbsovo rozdéleni nahod-
ného pole, pozadujme

IOg )\(Zai) = 751 — Z ﬂiij.
jedi

Musime vsak jesté zajistit koneénost normujici konstanty

Z exp *Z(logzz‘!ﬂLﬂizi)* Z Bijziz;

zeSL i€L {i,5}eC

D4 se ukézat, ze suma je kone¢nd pravé tehdy, kdyz 3;; > 0 pro vSechna 4,7 € L takova, ze i ~ j,
i # j (viz cviCeni). Podminka 3;; > 0 znamen4, Ze velké hodnoty sousedi mista ¢ znamenaji vétsi
pravdépodobnost maljch hodnot v i. Proto je praktické pouziti auto-Poissonova modelu omezené.
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1.2 Gaussovské modely

Nejpouzivanéjsi priklad ndhodnych poli se spojitymi hodnotami jsou gaussovska pole. Necht {Z; : i € L}
mé n-rozmérné normalni rozdéleni se stfedni hodnotou p a regularni varianéni matici X, tj. sdruzena
hustota méa tvar

1 1 Ts—1 L
P(Z)ZWMGXP{—§(Z—H) b (Z—u)}, z € R".

. . v s . .. v . . . . v —1 . s
Inverzi variancéni matice (tzv. matici presnosti (precision matriz)) ozna¢me Q = X~ a jeji prvky Qij
i,j € L. Pak podminénd rozdéleni Z; | Z_; = z_; jsou normélni se stfedni{ hodnotou

1
i —— > aij(z — 1)

Qii 7

a rozptylem 1/g;; (srovnej s vétou 75). Odtud se nabizi vhodna volba relace sousedstvi, kterd zaruci
lokalni markovskou vlastnost. Polozime-li i ~ j < ¢;; # 0, pak dostdvame markovské ndhodné pole,
nebot podminéné rozdéleni Z; | Z_, nezavisi na Z; pro j, ktera nejsou sousedem i.

Definice 6. Nahodné pole Z = {Z; : i € L}, které mé n-rozmérné normalni rozdéleni s regularni vari-
anéni matici ¥, nazveme gaussovské markovské nahodné pole. Jedna se o pripad markovského ndhodného
pole vzhledem k relaci definované pfedpisem i ~ j & ¢;; # 0, kde g;; jsou prvky matice Q = >
Nasledujici tvrzeni fika, ze ndhodné veli¢iny odpovidajici nesousednim vrcholim jsou podminéné
nezavislé.
Véta 4. Necht Z = {Z; : i € L} je gaussovské markovské nahodné pole. Potom pro i # j jsou Z; a Z;
podminéné nezavislé pti Z _y; ;3 praveé tehdy, kdyz i ¢ j (neboli q;; = 0).
Diikaz: Mohli bychom jednoduSe pouzit lemma 1 a znalosti rozdéleni Z; | Z_;. Zkusme ale postupo-
vat pfimo z definice. Pfipomenime, Ze podminénd nezavislost Z; a Z; pii daném Z_y; ;) znamena, Ze
p(zi, 2j|z— i, 51) = p(2ilz—5,51)p(25|2 -5 51 ). Piitom sdruzené rozdéleni Z je normélni, a proto i podmi-
néné hustoty jsou hustoty norméalniho rozdéleni. Ze vztahu pro sdruzenou hustotu

p(z) = m exp *% > ek — ) aw (21 — )

Kl
zjistime, Ze
]‘ 2
P(ziy 25 | 25 gy) o expq — (2 — i) (25 — 115)qi5 — 5(21' — i) i — Z (2 — ) (26 — pk)Gike
ki, j

- %(Zj — ) a5 — > (25— 1)z — Hl)qy'l}-

14,5

Pokud ¢;; = 0, potom

1
p(% Zj|z—{i,j}) X exp *i(zi - Mi)zqu' - (Zz - Mz’) Z (Zk - Hk)‘]ik

ki, j
1
xexp§ —5 (2 — i)’ a55 — (25— 13) Y (2= )z ¢
14,5

kde az na normujici konstantu je prvni ¢len p(z; | z_g; ;3) a druhy p(z;|z_g ;1)
Obrécené, pokud p(z;, zj|z_¢; 53) = p(2ilz—1ij1)p(2j|2-{4 51 ), nevystupuje na pravé strané vyjadieni
p(zi,zj|z_{i7j}) clen s (z; — pi)(z; — py), tudiz ¢;; = 0.
O



Jednoduchym ptikladem gaussovského markovského nahodného pole je gaussovska autoregresni po-
sloupnost fadu 1 (viz cviceni). Vice informaci o teorii i aplikacich gaussovskych markovskych ndhodnych
poli 1ze nalézt v monografii [12].

Gaussovské markovské nahodné pole jsme definovali pomoci sdruzeného rozdéleni, které je urceno
stfedni hodnotou p a matici presnosti Q. Alternativné bychom mohli predepsat plnd podminénd rozdéleni
Z; | Z_;. Samoziejmé nemiizeme volit podminéna rozdéleni zcela libovolné (viz cvideni).

Lemma 5. (Brookovo lemma) Necht p je hustota n-rozmérného ndhodného vektoru. Pro x,y € R"
spliujici p(x), p(y) > 0 plati

n
p(m) :Hp(z’i|z17"'7$i*1;yi+17"'7yn)
p(y) i=1 p(yi|$15‘"5$i—17yi+1a"'ayn)

n
:Hp(xikyla"'ayi—hxi-‘rl""axn)
i—1 p(yi|y17---7yi717$i+17---7$n)

Dikaz: Z rovnosti
p(rplry, .. e 1) p(@, . Te1)  P(T1, ., T 1, X))

P(yn|$17 o 'awn—l)p(wla e 7'1;71—1) p(wla DR awn—layn)

plyne
p(znlm,---, )
x) = (T, Tp—1,Yn)-
Nyni podobné vyjadiime posledni ¢len na pravé strané:

p(Tn_1|T1, - s Tn—2,Yn)
p(yn71|$1, cee 7$n727yn)

p(‘r17"'7xn—17yn): p(xla"'axn—Qayn—layN)'

Takto postupné dostaneme prvni dokazovanou rovnost. Druhé se obdrzi analogicky tak, ze postupné
upravujeme vzorec

p(zi|zs, ..., zn)

, L.y Ty).
p(y1|x2,...,xn)p(y1 2 n)

p(z) =

O

Brookovo lemma dava navod, jak z plnych podminénych hustot ziskat sdruzenou hustotu. Zvolime
pevné y a dopocitdme hustotu p(x), kterou tak mame vyjadfenu aZz na normujici konstantu p(y). Tu
mizeme urcit tak, aby integral sdruzené hustoty byl roven jedné. Pokud by se stalo, Zze vysledkem neni
integrovatelna funkce, nevede nas systém podminénych hustot na vlastni sdruzenou hustotu. Systém
plnych podminénych hustot, ktery dava vlastni sdruzenou hustotu, nazveme konzistentni.

Definice 7. Systém podminénych hustot {p(z;|z_;) : i € L} se nazyva konzistentni (consistent), pokud
existuje sdruzend hustota p(z) ndhodného pole {Z, : i € L} takova, Ze p(z;|z_;) jsou ptislusné podminéné
hustoty. Ndhodné pole {Z; : i € L} se nazyva podminény autoregresni model (conditional autoregressive
model) a oznacuje se zkratkou CAR.

Budeme-li volit podminéna rozdéleni normalni, dostaneme gaussovsky CAR model. Méjme matici
B = (b;j)i,jer, s nulovymi diagonalnimi prvky (b;; = 0 pro kazdé i € L) a kladné parametry 72, i € L.
Ozna¢me D diagondlni matici s prvky d;; = 77 na diagonale. Uvazujme systém podmlnenych rozdéleni
takovy, %e Z; | Z_; mé normélni rozdéleni se stfedni hodnotou Y ._; b;;Z; a rozptylem 72. Ocislujme

jEL
vrcholy mtize L indexy 1,...,n a zvolme pevné y = o jako nulovy vektor v R™. Pak podle lemmatu 5 je
p(@) AR 2}
SEIED IS B ICT ERE S 9F A P o v
p(O) 27, 12]1Z 27- i=1 j= z+1i

Porovnanim vyrazi obdrzime nutné podminky

b b
% = % pro vSechna i, j (4)
i J



Za jejich platnosti je

p(z) = p(o) exp Z

kde g;; jsou prvky matice Q = (I — B)D_1 a I je jednotkova matice. Odtud vidime, Ze za predpokladu
pozitivni definitnosti @ (coz je ekvivalentni pozitivni definitnosti matice I — B) je p(x) hustota cent-
rovaného n-rozmérného normalniho rozdéleni s matici pfesnosti Q. Normujici konstanta p(o) je rovna
(2m)~"/2,/det Q. Matice Q je symetricka diky (4). Viimnéme si, Ze matice B neni symetrickd, pokud
vSechna 72 nejsou stejna. Uvedend volba n podminénych normalnich rozdéleni je tedy konzistentni za
predpokladu (4) a pozitivni definitnosti I — B. V tom pfipadé ziskdvime gaussovsky podminény auto-
regresni model, na ktery se muZzeme také divat jako na gaussovské markovské nahodné pole vzhledem
k relaci i ~ j & ¢;; # 0. Cely systém se da strucné zapsat jako Z = BZ + €, coz je ekvivalentni
vyjadieni (I — B)Z = e. Jelikoz Z m4 centrované n-rozmérné normalni rozdéleni s varianéni matici
Q' = D(I - B)™', mé e centrované n-rozmérné norméln{ rozdéleni s varianéni matici D(I — B)T,
tedy slozky e nejsou nezavislé. Pro jednoduchost jsme uvazovali centrovany ptipad, ale stejné tak bychom
mohli do modelu pfidat stfedni hodnotu p:

Z=p+B(Z—p)+e. (5)

Kromé piistupu pres podminénd rozdéleni je mozné uvazovat prostorové gaussovské modely, pii
kterych je ndhodné pole definovano simultanné. Motivaci je zobecnéni modelu autoregresni posloupnosti
z Casovych ndhodnych procesti. Vztah (5) lze do slozek pfepsat jako

wa +51; i€ L.

JEL

.. n n
Zz%zﬂg = p(o) exp *%ZZqijxizj ,

i=1j=1 """ i=1 j=1

Zatimco u podminénych autoregresnich modeld Z indukuje rozdéleni e, nechame nyni € indukovat roz-
déleni Z.

Definice 8. Necht € = {g; : i € L} je kolekce nezavislych ndhodngch veli¢in s normalnim rozdélenim
N(0,0?). Opét predpokladame, Ze matice B méa nulové diagonalni prvky a ze (I — B)~! existuje. Matice
B nemusi byt nutné symetrickd. Definujeme ndhodné pole Z = {Z, : i € L} pfedpisem

(I-B)(Z-p)=e. (6)
Mluvime o simultdnnim (simultaneous) autoregresivnim modelu, pro ktery se pouzivé zkratka SAR.

Ziejmé EZ = p a varian¢ni matice Z je

E(Z - u)(Z - w)" = o*(I - B)™(I - B")"!
Protoze Z je linedrni kombinaci €, je rozdéleni Z gaussovské. Vztah (6) splyvéa s (5). Rozdil je v tom,
ze tentokrat jsme v analogii s autoregresnim modelem casovych fad uvazovali € jako bily Sum. Prvky
matice B urcuji prostorové zavislosti. Pokud b;; = 0, tak Z; a Z; jsou podminéné nezavislé za Z_g; ;.
Sdruzena hustota ma tvar
det(I — B) 1 T T
z)=—————exps ——(z — I-B" )(I-B)(z- , z€R"
) = e o {5 W) - BT - B)(= - )

Vsimnéme si, ze cov(e, Z) = 0*(I — BT)™!, a tedy na rozdil kauzalni ¢asové autoregresni posloupnosti
nemusi byt e; nezavislé s autoregresory.

Podobné se da uvazovat zobecnéni modelu klouzavych souctit nebo ARMA modelt na prostorové
modely.

Definice 9. Necht € = {¢; : i € L} je kolekce nezavislych ndhodnych veli¢in s normalnim rozdélenim
N(0,02), p je vektor stfednich hodnot a E je matice takovéd, ze I — E je regularni. Ndhodné pole
Z ={Z; :i € L} dané vztahem Z = p+ (I — E)e se nazyva model prostorovych klouzavych soucti
(spatial moving average) a oznacuje se zkratkou SMA. Pokud navic uvazujeme matici B takovou, Ze
I — B je regularni, tak definujeme model SARMA ptedpisem

(I-B)(Z - p)=(I- B,
V pripadé SMA modelu ma Z n-rozmérné normalni rozdéleni se stfedni hodnotou p a varianéni
matici 02(I— E)(I — E"). U SARMA modelu je varianéni matice tvaru o2 (I — B)~' (I — E)(I — E*)(I -
B™)1
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1.3 Mira prostorové autokorelace

Jak uz sdm nézev napovida, oznacuji prostorové autokorelace v ndhodném poli {Z; : i € L} korelace
mezi dvojicemi veli¢in Z; a Z; pro i,j € L. Zavedeme nékteré statistické miry, které slouzi k posouzeni,
do jaké miry jsou prostorova data korelovana.

Typicky se prostorové autokorelace projevuji predevsim u veli¢in odpovidajicim mistim, které jsou
v prostoru ,blizko“ sobé. U markovskych nadhodnych poli je ,blizkost“ v prostoru vyjadfena pomoci
relace ~. Kazdé dvojici (¢, j) bodt mfize L prifadime nezapornou vahu w;;. Pozadujeme pfitom, aby
w;; = 0, pokud i = j nebo i o j. Vahy w;; se oznacuji jako prostorové vdhy blizkosti (spatial prozimity
weights, spatial connectivity weights). Nejjednodussim piikladem jsou bindrni vahy

we = 4 b pokud i ~ j, i # j,
7710, jinak.

Dalsim pouzivanym ptikladem jsou normalizované bindrni vahy

1 . .
wij{ﬁ7 j.eaz.’
0, j¢&oai,

kde |0i| znaé¢i pocet prvki mnoziny di. VSimnéme si, Ze nevyzadujeme symetrii, nemusi tedy platit
wi; = wj;. Oznacme W matici, jejiz prvky jsou w;j;, 4,7 € L. V piipadé normalizovanych bindrnich vah
je tato matice stochastickd (sou¢ty v fadku ma rovny 1), pokud pfedpokladédme, Ze kazdy vrchol miize
mé aspon jednoho souseda.

UvaZujme nejprve bindrni ndhodné pole, tj. mnozina stavii S = {0, 1} je dvouprvkovéa. Stavy vétsinou
predstavuji to, zda v daném misté ¢ sledovany jev nastal (Z; = 1) nebo ne (Z; = 0). V analyze obrazu
typicky hodnota 1 odpovida ¢erné barveé pixelu ¢ a hodnota 0 bilé barve.

Definice 10. Necht Z = {Z;,7 € L} je ndhodné pole s mnozinou stavi S = {0, 1}. Definujeme éernd-
dernd séitaci statistiku (black-black join count statistic) jako

1
BB = 5 Z ZwijZiZj

ieL jeL

a éernd-bild (black-white) séitact statistiku jako

1
BW = 5 Z sz](zz - Zj)2.

i€l jeL

Poznamka 4. Zkratky BB a BW pochazeji z anglickych vyrazi. Vyznam je ten, Ze s¢itdme véahy pres
dvojice sousedtl, které jsou bud oba ¢erné (Z; = Z; = 1), nebo jeden &erny a druhy bily (Z;, =1a Z; =0
nebo naopak). Pro bindrni vahy je BB pfimo roven po¢tu dvojic sousedi, které maji oba ¢ernou barvu.
Obdobné BW je pak pocet dvojic sousedl s riznymi barvami.

Piedpokladejme, Ze z n bod miiZe je jich m ¢ernych (ndhodné pole nabyva hodnoty 1) a n—m bilych
(ndhodné pole nabyva hodnoty 0). Situaci, kdy neexistuji prostorové autokorelace v datech, si mizeme
predstavit tak, Ze ¢erné a bilé hodnoty jsou bodim mfize pfifazeny zcela ndhodné. Samoziejmé existuje
mnoho zpusobi, jak toto ndhodné prifazeni provést. Nejprirozenéjsi jsou binomicky a hypergeometricky
vybérovy model. P¥i binomickém piedpokladdme, Ze kazdy vrchol je obarven nezavisle na ostatnich bud
¢ernou barvou s pravdépodobnosti 7 (tuto pravdépodobnost bychom z dat odhadli jako m/n), nebo bilou
s pravdépodobnosti 1 — . Potom P(Z; = 1) = 7 pro kazdé ¢ € L a pocet ¢ernych vrcholi mé binomické

1

rozdéleni s parametry n a w. Zfejmé plati EBB = §7T2’LU a EBW = (1 — m)w, kde w = 1TW1 =

Dier 2 jer Wi al=(1,..., 1)T. Pokud chceme zarucit, Ze pocdet Gernych vrcholtt bude prévé m, je
vhodny hypergeometricky vybérovy plan. Pfi ném z n vrchold ndhodné (bez vraceni) vybereme m, které
m(m—1)

obarvime ¢erné, a zbylych n — m bile. V tom ptipadé P(Z; = 1) =m/naP(Z;=1,Z; =1) =
a proto

n(n—1)

m(m — 1)

EBB = <. .
2 n(n-1)
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Vzorecky pro rozptyl v obou modelech jsou o néco komplikovanéjsi (viz [3]). Pokud statistika BB spoctend
z dat je vyrazné vétsi nez EB B svédci to pro pozitivni autokorelace, sousedni vrcholy mfize maji tendenci
mit stejnou barvu. Naopak velké hodnoty BW odpovidaji negativnim autokorelacim, nebot sousedni
vrcholy mfizZe jsou spiSe odlisné barvy. Pro realizace Isingova modelu z obrazku 2 jsou hodnoty BW
postupné (s rostoucim ) 588, 489, 352 a 133. Pfitom teoretickd stfedni hodnota pro p¥ipad § = 0
(nulové prostorové autokorelace — nezévislé rovnomérné ndhodné p¥ifazeni 0 a 1 vrcholtum miize) je 600.
S rostoucim [ se vyraznéji projevuji pozitivni prostorové autokorelace.

Pro spojita data se jako mira podobnosti veli¢in v mistech i a j nejéast&ji pouziva (Z; — Z) (Z; - Z)
nebo (Z; — Z;)?. Spojenim pifspévki téchto veli¢in pies viechny dvojice sousedii a normovanim odhadem
rozptylu dostaneme nasledujici indexy.

Definice 11. Necht {Z; : i € L} je ndhodné pole s konstantni stiedni hodnotou EZ; = u a konstantnim
rozptylem var Z; = 02. Moraniv indez je definovan pfedpisem

n YicL EjeL wij(Zi — Z)(Z; = Z)

w YierlZi = 2)? ’

kde Z = %ZieL Z;. Gearyho index je dan vztahem

I=

n—1 L Z_jeL wij(Zi — Zj)?
2w >ien(Zi— Z)? -

Pro normalizované bindrni véhy (za pfedpokladu, Ze kazdy vrchol miiZze ma aspon jednoho souseda)
je w = n a normujici koeficient u Moranova indexu je roven jedné.
Budeme uvazovat dva rtzné piedpoklady, které oba vedou na situaci, ve které jsou prostorové
autokorelace nulové:
1. predpoklad normality: ndhodné pole Z je tvofeno nekorelovanymi ndhodnymi veli¢inami s normal-
nim rozdélenim N (i, 0?);
2. predpoklad zndhodnéni: kazda z n! permutaci pfifazeni pozorovanych hodnot vrcholim mifiZe je
stejné pravdépodobna.
Stfedni hodnotu za pfedpokladu normality budeme znacit E, a za pfedpokladu zndhodnéni E,.. Oznac¢me
Yi=Z;—Z, My = ZieLYf,
R= ZZ’LUUY;Y} a V= Z Z’wij(Zi — Zj)2.
ieL jeL i€L jEL
Ziejmé plati E,Y; = 0, E,Y2 =E,(Z; — 2)? = (1 - 1/n)o?, B, Y;Y; =B, (Zi — Z)(Z; — Z) = —o?*/n
aE,(Z; — Z;)* = 202 pro i # j. Pfipomeneme-li si, 7e w;; = 0, pak mame

B, My = B,V = (n— 1),

i€L
o2
EgR=Y > w;EV;Y; = ——w,
i€L jeL
IEgV = Z ZwZ]Eg(Zz - Zj)2 = 20’211).
i€L jeL

Protoze index I se nezméni, vynasobime-li Z; nenulovou konstantou, tak podle véty 76 jsou Ms a [
nezavislé. Proto

n
—EyR=EyIMy =EyI-EgMs = (n — 1)0°E I,
w
z ¢ehoz dostavame, ze E 1 = fﬁ. Podobné véta 76 zarucuje nezavislost Ms a ¢, z ¢ehoz odvodime

n—1
5 BV = EgcM; = Egc- By M, = (n - 1)o?Eyc,

a proto Egc = 1.

12



Za predpokladu znahodnéni jsou Z =z a My = >, (2; — 2)® = mq konstantni (kazda permutace
vede na stejnou hodnotu). Pro ¢ # j je

EYY; =Y Y 2D zk—z)(zl—z):—ﬁi(%_z)z:_%

keLleL: l;ék keL

E.(Z; E: 2: Zk—afz E:E:yk—w = %ﬁ

keLleL: l;«ék k:eL leL

kde y; = z; — z a vyuzili jsme toho, Ze ) .., y; = 0. Odtud

EJ:—ZZ%E Y,Y; = L

i€l jeL

n—1 9
ETC = 2wm2 ZZMWET(ZZ — Z]) =1.

i€L jeL

Ukézali jsme, ze Eg1 =E,. I = —ﬁ aEyc = E,c = 1. Vyjadfeni rozptylu za pfedpokladu normality
a zndhodnéni se uz oviem lisi (viz [3]). Moranovu a Gearyho statistiku lze interpretovat nasledovné:
pokud I > EI nebo ¢ < Ec, tak vrchol mfize ma tendenci byt spojen s vrcholem mfize, ktery ma
podobnou hodnotu pole, prostorova autokorelace je kladna. Naopak, pokud I < EI nebo ¢ > Ec, maji
hodnoty ve dvou sousednich vrcholech mfiZe tendenci byt odlisné.

Predpoklad konstantni stfedni hodnoty a konstantniho rozptylu ndhodného pole je dilezity. Jinak by
totiz hodnoty v blizkych mistech mohly byt podobné ne kvuli kladné prostorové autokorelaci, ale proto,
7e se jedné o nezavislé realizace z rozdéleni s podobnou stfedni hodnotou. Podobné hodnoty v bodech,
které jsou v prostoru vzdalené, by se mohly jevit odlisné proto, Ze se méni stfedni hodnota ndhodného
pole.

2. Nahodna pole

Néahodné pole chapeme jako ndhodny proces s d-rozmérnou indexovou mnozinou D. V této kapitole se
budeme zabyvat pfipadem, kdy D je souvisld a mé kladnou d-rozmérnou Lebesgueovu miru. Zakladni
definice a tvrzeni jsou analogické jednorozmérnému ptipadu a lze je pro d = 1 nalézt v [10].

2.1 Zakladni definice

Definice 12. Necht D je pevna podmnozina R?. Ndhodné pole je kolekce realnych nadhodngch velic¢in
{Z(z) : € D} definovanych na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P).

Konecné rozmérna rozdéleni ndhodného pole jsou popsana distribu¢nimi funkcemi
FfEl,--qIn(tla"'vtn):]P)(Z(:rl)gtlv"'vz(zn)Stn)v tlv"';tne]Ra (7)

kdeneNaxy,...,z, € D.

Definice 13. Rekneme, Ze systém distribu¢nich funkci {le,___@n :n € Nyxy,...,z, € D} je konzis-
tentni, kdyz pro libovolné n € N, x1,...,2, € D, t1,...,t, € R a permutaci ¢1,...,%, Cisel 1,...,n
plati

Foy,. oz (tla s 7tn) = in17”'1zin (tin s 7tin)

FZla---@n(tl?"'?tn) = hm FIh a$n,$n+1(t15'"atnatn-i-l)'

tn+1 — 00
Distribuc¢ni funkce kone¢né rozmérnych rozdéleni ndhodného pole ziejmé tvori konzistentni systém.
Opacné plati nasledujici véta.

Véta 6. (Daniellova-Kolmogorovova existencni véta) Necht {Fy, .. :n € Nyxy,...,z, € D} je
konzistentni systém distribuc¢nich funkci. Pak existuje ndhodné pole {Z(x) : x € D} na néjakém pravdé-
podobnostnim prostoru (2, A, P) takové, zZe plati (7) pro libovolné n € N, x1,...,x, € D.
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Dikaz: [16], véta 1.10.3 nebo [7], Theorem 6.16.
O

Nejvice studovana jsou gaussovskd ndhodnd pole, kterd maji vsechna konecné rozmérna rozdéleni
normalni.

Definice 14. Nahodné pole {Z(z) : x € D} je gaussovské, jestlize pro kazdé n € N a x1,...,2, € D
mé nahodny vektor (Z(x1),...,Z(x,))T n-rozmérné normalni rozdélen.

Poznamka 5. Gaussovské ndhodné pole je uréeno stfedni hodnotou p(x) = EZ(x) a autokovarianéni
funkei C(x,y) = cov(Z(x), Z(y)), x,y € D.

Tii realizace gaussovskych nahodnych poli s konstantni stfedni hodnotou a rizné volenymi autoko-
varianénimi funkcemi C'(z,y) jsou vykresleny na obrazku 3.

Obrazek 3. Vygenerované realizace gaussovskych nahodngch poli ve étverci D = [0, 10]%. Byla volena
konstantni stfedni hodnota i rozptyl (u(z) = 0 a varZ(z) = 1 pro kazdé x € D) a t¥i rizné auto-
kovarian¢ni funkce. Vlevo se neprojevuji zadné zavislosti (C(z,y) = 1[,—)), uprostied jsou vyraznéjsi
(C(z,y) = e~2l==vll) a ypravo jsou nejsilngjsi (C(z,y) = e~ O Hz—vll),

V praxi vétSinou pozorujeme pouze jednu realizaci z ndhodného pole Z v kone¢né mnoha bodech
Z1,...,Ty. K tomu, abychom mohli délat néjaké statistické zavery, tak potfebujeme prijmout dalsi pred-
poklady na nahodné pole Z.

Definice 15. Néhodné pole {Z(z) : = € D} je strikiné staciondrni (strict(ly) stationary), pokud
kone¢né rozmérna rozdéleni vektort (Z(x1),...,Z(xn))T a (Z(x1 +h), ..., Z(x, + h))T jsou stejna pro
kazdé n € N, z1,...,2, € D a h € R? takové, ze 1 + h,...,x, + h € D. Rekneme, Ze nahodné
pole s koneénymi druhymi momenty je slabé staciondrni (weak(ly) stationary), pokud stiedni hodnota
je konstantni (EZ(x) = p pro vSechna x € D) a autokovarian¢ni funkce C(z,y) = cov(Z(z), Z(y))
je invariantni vii¢i posunutim, tj. C(z + h,y + h) = C(z,y) pro kazdé =,y € D a h € R? splitujici
x+ h,y+ h € D. V tom pfipadé je C(z,y) = C(x — y) pro vSechna z,y € D, kde se dopoustime
zjednoduseni ve znaceni a pouzivdme pismeno C' i pro funkci jedné proménné na RY. Je-li splnéna
pouze podminka na autokovarianéni funkci (stfedni hodnota nemusi byt konstantni), tak ndhodné pole
je kovariancné staciondrni.

Poznamka 6. Striktné stacionarni ndhodné pole s koneénymi druhymi momenty je slabé stacionérni.
U gaussovského ndhodného pole plyne ze slabé stacionarity striktni stacionarita. Realizace na obrazku 3
pochézeji ze stacionarnich gaussovskych ndhodnych poli.

Dale budeme potiebovat jesté jeden druh stacionarity.

Definice 16. Rekneme, 7e ndhodné pole {Z(x) : x € D} je vnityné staciondrni (intrinsic(ally) statio-
nary), pokud pro kazdé z,y € D je E(Z(z) — Z(y)) = 0 a var(Z(z) — Z(y)) je funkei rozdilu z — y.

Poznédmka 7. Pro slabé staciondrni ndhodné pole plati: E(Z(x) — Z(y)) =p—p=0a
var(Z(z) — Z(y)) = var Z(z) + var Z(y) — 2cov(Z(z), Z(y)) = 2(C(0) — C(z — y)). (8)
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Znamené to, ze kazdé slabé staciondrni ndhodné pole je také vnitiné stacionarni. Obracend implikace
neplati, napt. pro d = 1 je Wieneriv proces vnitiné stacionarni (var(Z(x + h) — Z(x)) = |h|), ale neni
slabé stacionarni (var Z(x) = |x|).

Stacionarita vyjadiuje invarianci rozdéleni nebo momentt vici posunutim. V nasem prostorovém
pripadé mizeme také uvazovat invarianci vici otoceni.

Definice 17. Néhodné pole {Z(z) : © € D} se nazyva striktné izotropni (strict(ly) isotropic), pokud
koneéné rozmérna rozdéleni vektort (Z (1), ..., Z(zn))T a (Z(Oz1),. .., Z(0x,))T jsou stejné pro kazdé
n €N, z1,...,z, € D arotaci O kolem pocatku takovou, ze Ox1,...,Ox, € D. Nahodné pole s ko-
neénymi druhymi momenty je slabé izotropni (weak(ly) isotropic), pokud pro kazdé x,y € D a rotaci O
kolem pocétku spliiujici Oz, Oy € D plati EZ(z) = EZ(Ox) a cov(Z(x), Z(y)) = cov(Z(Ozx), Z(Oy)).

Poznamka 8. Striktné izotropni ndhodné pole s koneénymi druhymi momenty je slabé izotropni. U gaus-
sovského ndhodného pole plyne ze slabé izotropie striktni izotropie. Realizace na obrazku 3 pochazeji ze
stacionarnich a izotropnich gaussovskych nahodnych poli.

Pro slabé staciondrni a slabé izotropni ndhodné pole je C(z,y) = C(||x — y||) pro vSechna z,y € D.
Opét si zjednodusejeme znaceni a pismenem C' oznacujeme jak funkci dvou proménnych x a y, tak funkci
na RT jedné proménné ||z — y||.

Definice 18. Rekneme, Ze ndhodné pole {Z(x) : x € D} je La-spojité nebo také spojité podle kvadra-
tického stiedu (mean square continuous) v bodé x € D, jestlize E(Z(z+ h) — Z(z))? — 0 pro ||h|| — 0+.
Pole je Lo-spojité, pokud je Ls-spojité v kazdém bodé x € D.

Poznamka 9. Je dobré si uvédomit, ze Lo-spojitost neznamend spojitost realizaci ndhodného pole.
O hladkosti nahodného pole vypovida jeho diferencovatelnost.

Definice 19. Néhodné pole {Z(z) : « € D} je Lo-diferencovatelné nebo také diferencovatelné podle
kvadratického stiedu (mean square differentiable) v bodé x € D ve sméru h € R?, jestlize existuje limita
pro t — 0 podilu (Z(x + th) — Z(x))/t v prostoru Ls. Pokud tuto limitu oznacime Z’(x,h), tak musi
tedy platit

Z(x+th)—Z 2
1im]E< (x+th) = 2(@) Z’(:c,h)) —0.
t—0 t
Necht {e1,...,eq} je kanonickd baze prostoru R, pak Z'(x,e;), j = 1,...,d, jsou parcidlni derivace

(partial derivatives) ndhodného pole v bodé x.
2.2 Variogram a autokovarianéni funkce

Definice a vlastnosti

Néhodné pole se pouzivaji jako modely pro geostatistickd data (napf. teplota, kvalita vzduchu nebo
koncentrace minerali v ptdé). V geostatistice je oblibenym néstrojem pro popis prostorové korelaéni
struktury tzv. variogram.

Definice 20. Pro vnitiné stacionarni ndhodné pole {Z(x) : € D} definujeme variogram jako
2v(h) =var(Z(x + h) — Z(x)), heD-D,

kde D—D={he€RY: h=ux—y,x € D,y D}. Proy(h) se pouzivd oznaceni semivariogram. Pokud
navic je v(h) pouze funkci ||h||, mluvime o izotropnim semivariogramu ¢i variogramu a pii znaceni
pouzivame rovnéz pismeno y pro funkci, kterad je v tomto pfipadé definovana na nezapornych ¢islech.

Néhodné pole, které je zaroveri slabé staciondrni a slabé izotropni, mé izotropni (semi)variogram.
Pro slabé stacionarni ndhodna pole je (semi)variogram omezena funkce a z (8) dostavame vztah mezi
semivariogramem a autokovarianéni funkci: v(h) = C(0) — C(h).

Z definice je vidét, ze zfejmé plati y(h) = v(—h), v(o) = 0 a v(h) > 0. Dale v(h) — 0 pro ||h|| — 0+
pravé tehdy, kdyz ndhodné pole je La-spojité. To plyne piimo z definice, nebot pro vnitiné stacionarni
néhodné pole je 2y(h) = var(Z(z+h)—Z(x)) = E(Z(x+h) — Z(z))?. Pokud y(h) neni spojita v po¢atku,
tak se hovoii o tzv. efektu zbytkového rozptylu (nugget effect). Funkce v nemusi byt omezena.
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Definice 21. Pokud existuje limita limy, o4 27(h) = 272 > 0, nazyva se zbytkovy rozptyl (nugget).
Pokud existuje koneéna limita limy,| e 27(h) = 2(72 + 02), nazyva se prdh (sill). V tom pripadé
definujeme rozsah (range) jako

r=inf{s > 0:2y(h) = 2(7% 4+ ¢*) pro viechna h € R? : ||h|| > s}.
Hodnoté 202 se iika cdstecny prdh (partial sill).

Ptiklad izotropniho variogramu se zbytkovym rozptylem, prahem a koneénym rozsahem je znédzornén
na obrazku 4.
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Obrazek 4. Tlustrace definice zbytkového rozptylu, prahu a rozsahu.

Zbytkovy rozptyl znamena, ze opakovand méfeni ve stejném misté davaji rozdilné hodnoty. Vysky-
tuje se naptiklad v situaci, kdy nepozorujeme piimo realizaci ndhodného pole, ale pozorované hodnoty
jsou zatiZeny néjakou chybou. Mé&me vnitiné staciondrni ndhodné pole {S(z) : = € D} (tzv. signal)
s variogramem 2vyg(h), ktery je spojity v po¢atku, a vnitiné staciondrni ndhodné pole {e(z) : = € D}
(tzv. Sum), které je nezavislé na {S(z) : x € D}. Pozorujeme realizaci ndhodného pole {Z(z) : x € D},
kde Z(x) = S(z) + e(x). Pokud e(x) jsou nekorelované ndhodné veli¢iny s nulovou stiedni hodnotou
a rozptylem 72 (tzv. bilyj Sum (white noise)), potom variogram {Z(z) : € D} je

2v(h) = 2vs(h) + 271 )

a zbytkovy rozptyl je tudiz roven 272.

Autokovarianéni funkce slabé staciondrniho ndhodného pole mé tyto vlastnosti: C'(h) = C(—h);

C(o) = var Z(x) > 0; |C(h)] < C(0), tudiz C je omezend funkce. Nésledujici véta dava spojitost mezi
Lo-spojitosti ndhodného pole a spojitosti jeho autokovarianéni funkce.
Véta 7. Necht {Z(x) : x € D} je ndhodné pole s koneénymi druhymi momenty (tj. EZ(z)? < oo pro
kazdé x € D) a takové, Ze stfedni hodnota p(x) = EZ(x) je spojitda na D. Nahodné pole je spojité podle
kvadratického stiedu pravé tehdy, kdyz autokovarianéni funkce C(x,y) je spojita ve vSech bodech, které
spliuji x = y.

Dikaz: Vyuzijeme rozpisu

E(Z(z +h) = Z(2))* = var(Z(z + h) — Z(2)) + (u(z + h) — p(2))?
=C(z+h,z+h)—20(x + h,z) + Oz, z) + (u(z + h) — p(z))?.
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Pokud je funkce C(xz,y) spojitd v bodech x = y, pak prava strana jde pro ||k|| — 0+ k nule, a proto je
nahodné pole Ly-spojité.
Naopak Le-spojitost ndhodného pole implikuje

lim [C(z+ h,z+h)—2C(x+ h,z) + C(z,z)] =0, (9)
||h]|—0+

coz po umocnéni dava

2
4 lim C’(x+h,:c)2< lim C(z+h,z+h)+0(:c,:c)) .
[|h||—0+ [|h||—0+

7 Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti mame
C(z 4 h,z)> < C(x + h,z + h)C(z,z),

a tak

2
lim C(z+h,z+h)0(z,z)2< lim C’(x+h,x+h)+0(z,z)> .
[|h||—0+ [|h||—0+

Jelikoz nerovnost 4ab > (a + b)? plati pouze pro a = b, musi byt lim w0y C(x + h,z + h) = C(x, z).
Vzhledem k (9) pak je také im0 C(z + h,z) = C(z, ).
O

Dusledek 8. Slabé stacionarni nahodné pole je spojité podle kvadratického stiedu pravé tehdy, kdyz
jeho autokovarianc¢ni funkce je spojita v pocatku.

Diikaz: Tvrzeni plyne ihned z véty 7, lze v8ak také jednoduse dokdzat pfimo. Staci si uvédomit vztah (8)
mezi variogramem a autokovarian¢ni funkci a to, Ze jsme si jiz povsimli, Ze vnitiné stacionarni ndhodné
pole je Lo-spojité prave tehdy, kdyz variogram je spojity v pocatku.

O

Podobné se da ukéazat, ze Lo-diferencovatelnost slabé staciondrniho (pfipadné vniting stacionarniho)
ndhodného pole souvisi s diferencovatelnosti autokovarianéni funkce (pfipadné variogramu) v pocatku.

Nyni vyslovime pomocné tvrzeni, které se bude hodit pri vypoctech charakteristik druhého fadu
nahodného pole.

Lemma 9. Pro kovariancéné staciondrni ndhodné pole {Z(x) : x € D} plati:
cov | D a;Z(w;), Y BiZ(xs) | =Y > aiBeClax — )
Jj=1 Jj=1 j=1k=1

pro kazdén e N, x1,...,xp, € D aay,...,an,B1,...,0n € R.
Pro vnitiné staciondrni ndhodné pole {Z(x) : x € D} plati:

n n n n
cov | D ey Z(x;), Y BiZ(xs) | ==Y D a;Bey(ak — ;)
=1 =1 =1 k=1
pro kazdén € N, zq1,...,z, € D aay,...,an,B1,.-.,0n ERSpIﬁuijfZ?zlaj = Z?Zlﬂj =0.

Diikaz: Prvni vztah je obvykly vzorecek pro vypocet kovariance linearnich kombinaci ndhodnych veli¢in.
K dtikazu druhého vztahu pouzijeme

Z%‘Z(%‘) = Z%‘(Z(%‘) - Z(x1)), Zﬁjz(%‘) = Zﬁj(z(%‘) — Z(x1))

a identitu
29(xj — xp) = 2y(x; — x1) + 2y(z — x1) — 2cov(Z(x;) — Z(x1), Z (k) — Z(21)),
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ktera plyne z Z(z;) — Z(zx) = (Z(x;) — Z(x1)) — (Z(zx) — Z (1)) spoltenim rozptylu na obou stranach.
Celkem tak mame

cov | D a;Z(w;), y Bi2(x5) | =D Y aiBrcov(Z(xs) — Z(xr), Z(xx) — Z(w1))
j=1 Jj=1 Jj=1k=1
=D > @ib(y(ay — x1) +y(an — 21) = (@ - zr))
j=1k=1
=22 aib(e; —a)
j=1k=1
t
Definice 22. Necht f : R? — R je symetrické funkce, tj. f(z) = f(—x) pro kazdé x € R%. Rekneme, Ze f
je pozitivné semidefinitni (positive semidefinite), jestlize pro kazdén € N, z1,...,2, € R%aay,...,a, €
R plati
ZZQ apf(z; —xK) > 0.

j=1

<.

o
Il

—_

Funkce f se nazyva podminéné negativné definitni (conditional negative definite), pokud pro kazdén € N,
Z1,...,2n € R a B1,...,Bn € R splijici > i1 B = 0 plati

SN BiBrf(a; —xx) 0.

Dusledek 10. Autokovariancni funkce kovariancné stacionarniho nahodného pole je pozitivné semide-
finitni. Variogram vnitiné stacionarniho nahodného pole je podminéné negativné definitni.

Diikaz: 7 lemmatu 9 plyne

0< varz a;Z(x;) = cov ZajZ(acj), ZajZ(acJ ZZajakC(a:j — Xk)
Jj=1 j=1 j=1

j=1k=1

pro libovolné aq,...,a, € R a

M:

BiBry(xj — xk)

OgvarZBjZ(xj) = cov Zﬁjz(ﬂﬁj),ZBjZ(% Z
j=1 j=1 J=1

Jj=1

=~
Il

1

pro libovolné 31, ..., 3, € R splitujici 2?21 B; =0.
O
Plati dokonce, ze tfida vSech autokovarianc¢nich funkci kovarianéné staciondrnich ndhodnych poli
splyva s tfidou pozitivné semidefinitnich funkci. Podobné tfida vSech variogrami vnitiné stacionarnich
nahodnych poli splyva s tfidou podminéné negativné definitnich funkci, které jsou nulové v pocatku.

Véta 11. Ke kazdé pozitivné semidefinitni funkci C' : R? — R existuje kovariancéné stacionarni ndhodné
pole takové, ze C je jeho autokovariancni funkce. Ke kazdé podminéné negativné definitni funkci =y :
R? — R spliujici v(0) = 0 existuje vnitiné stacionarni nahodné pole takové, Ze 27 je jeho variogram.

Diikaz: Pro kazdé n € N a libovolna x1,...,z, € R? je matice ¥ = (C(z; — xj))ij=1,..n Pozitivné
semidefinitni (plyne z pozitivni semidefinitnosti funkce C) a mizeme tak uvazovat n-rozmérné centrované
normalni rozdéleni s varian¢ni matici ¥. Dostavame konzistentni systém kone¢né rozmérnych rozdéleni,
a proto podle Daniellovy-Kolmogorovovy véty (véta 6) existuje gaussovské ndhodné pole {Z(z) : x € R?},
které spliiuje cov(Z(z),Z(y)) = C(x — y). Stejnym zplisobem se ukédze, Ze pro libovolnou pozitivné
semidefinitni funkci C' na R? x R? existuje gaussovské nahodné pole s autokovarianéni funkci C(x, y).
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Méjme o, B1, - - ., Bn € R takové, ze Y7 B; = 0. Pak pro kazdé o, 21, ..., 2, € R? je

=YD BBy — ) = Y BiBr(v(ay) + v(ww) — y(x; — ). (10)

=0 k=0 J=0k=0

Uvazujme funkci C(z,y) = v(z) + v(y) — v(z — y), pro kterou zfejmé plati C(o,z) = C(x,0) = 0 pro

libovolné = € R%. Polozime-li 2y = o, pak pro libovolné ay, ..., a, € R je
n n n n
Zz%akc T, Tp) ZZajosz’ Tj, %),
j=1k=1 §=0 k=0
coz je nezaporné diky (10), staci totiz vzit ag = — 2?21 a;. Zjistili jsme, ze C(z,y) je pozitivné semi-

definitni funkce na R% x R?, a proto podle prvni ¢asti ditkazu existuje centrované gaussovské nahodné
pole {Z(z) : x € R4} takové, Ze cov(Z(x), Z(y)) = C(x,y). Zbyva ovéfit, 7e je vnitiné stacionarni a jeho
variogram je 2v:

var(Z(z) — Z(y)) = C(z,z) + C(y,y) — 2C(z,y)
=2y(z) + 2v(y) — 2v(x) — 27v(y) + 27(z — y) = 2v(z — y).

Spektralni rozklad

Podobné jako u ndhodnych procesi lze uvazovat spektralni rozklad autokovarianéni funkce ndhodného
pole. Ten je zaloZen na Bochnerové vété, kterd rika, ze kazda spojita pozitivné definitni funkce ma
jednoznacnou spektralni reprezentaci ve tvaru Fourierovy transformace néjaké kone¢né miry.

Véta 12. Komplexni funkce C' na R je autokovarianéni funkce slabé stacionarniho La-spojitého néa-
hodného pole praveé tehdy, kdyz lIze vyjadrit jako

C(h) = /}R e " dS(w), heRY (11)

kde S ma nasledujici vlastnosti:

..... 4 w;—»00 S(wlv s 7wd) = C(O)’

2. limg,, oo S(w1,...,wq) =0 pro kazdéi=1,...,d,

3. S je zprava spojita v kazdé slozce,

4. S je neklesajici v w neboli pro kazdé w,9 € R takové, ze w; < 94, i =1,...,d, plati

1 1
=> - Z 2 %S (wy 4 019 — w1), - wa + 6a(Wa — wa)) > 0,
61=0 a=0

kde (w,¥] = (w1, 1] X -+ X (wa, Ya].

Diikaz: [13], Theorem 1.9.6.
O

Funkce S se nazyva spektrdlni distribuéni funkce (spectral distribution function). Generuje koneénou
Lebesgueovu-Stieltjesovu miru pg. Integral v (11) je tieba chéapat jako integral podle této miry (misto
dS(w) bychom mohli psit pg(dw)), jednd se tedy o Lebesguetv-Stieltjesiv integral. Pokud existuje
hustota s(w) funkce S(w), nazyva se spektralni hustota (spectral density). Inverzni formule pro spektralni
hustotu mé tvar (pokud [p, C(h)|dh < oc)

1 o
s(w) = ) /Rde—‘w hC(h)dh, weR%

(2m)d

Pro nahodné pole s redlnymi hodnotami je
C(h) = / cos(whh) dS(w) = / cos(wTh)s(w)dw, heR?
R4 R4
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1

s(w) = @i /Rd cos(wTh)C(h)dh, w e R%
pokud existuje spektralni hustota.

Pfidejme nyni pfedpoklad slabé izotropie ndhodného pole. Potom je autokovarianéni funkce izot-
ropni, tj. splﬁuje C(h ) = C(||h||) Proto pro 7 > 0 a v € S%! prvek jednotkové sféry v R? je
C(r) = C(ru) de ) U(du), kde U(:) = HY1(-)/HI1(S?!) je pravdépodobnostni sféricka
mira. Symbol Hd znaci (d - 1) -rozmérnou Hausdorffovu miru. Dosadime-li za C(ru) integral ze spek-
tralniho rozkladu, dostaneme

/ / cos(rwTu) dS(w) U(du) / / cos(rwTu) U(du) dS(w).
gd-1 JRd Rd Jgd—1

Vnitfni integral se da vyjadrit jako
/ cos(rw uw) U(du) = Qq(r||w|]),
Sd 1

kde

2.0 = (2) T2,

v =d/2—1 a J, je Besselova funkce prvniho druhu ¥ddu v (viz podkapitola 6.2). Vysledek zavisi na
w jen skrz normu |lw||, a tak miZeme d-rozmérnou Fourierovu transformaci nahradit jednorozmérnym
integralem (tzv. Hankelova nebo Besselova transformace):

C(lInll) = /OOO Qa(|[p]lw) dH (w)- (12)

Funkce H(u) je neklesajici na R s kone¢nou limitou pro w — oo a souvisi se spektralni distribuéni
funkci vztahem

mw=mwmm=A s,

kde b(x, r) znaéi uzavienou kouli se stfedem v x a polomérem r. Specidlni ptipady funkce € jsou Q4 (t) =

cost, Qa(t) = Jo(t), Q3(t) = 2L a limg_,e Qa(t) = e, Tyto funkce jsou znzornény na obrézku 5.

o
—
d=1
- d=2
© ---- d=3
o 7 \ —— d=o
= o I i
S o] L
n
O' —
]
o
o : - ,
! T T T T T
0 10 20 30 40

t
Obrazek 5. Funkce Q4(t) prod=1,d=2,d=3ad — .
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Variogram vnitiné staciondrniho ndhodného pole mé rovnéz spektralni reprezentaci:

1— T
2y(h) = /]R Lzcos@ h) o), nerd,

[lw]®
kde F' generuje miru na R?, ktera nema atom v pocatku a spliuje [p. (1 + [[w||?) ™! dF(w) < oc. V izot-

ropnim pfipadé plati
(i) = [ g,
kde F neméa atom v 0 a [;~(1 4+ w?)"t dF(w) < oo.
Lemma 13. Kazdy variogram vnitiné stacionarniho nahodného pole spliuje

27y(h)
[|A1%

—0 pro |h| — occ.

Drikaz: Ze spektralniho rozkladu plyne, ze

2v(h) / 1 — cos(w™h)
= dF(w).
P12 Jra (ol

Protoze pro ||h| > 2 je

][R |~ 2 T 1wl

dostaneme tvrzeni z Lebesgueovy véty o integrovatelné majoranté.

1 — cos(w™h) 1 1 1
e | <2 )
w

Parametrické modely

Uvedme si nékolik zdkladnich parametrickych modelt pro izotropni semivariogramy. Ve vSech modelech
je jednim z parametrt zbytkovy rozptyl 272 > 0.
1. mocninng (power):

0 pro h = o,
“m:{ﬂ+#MW;mh#m
kde 0 < v < 2 a o > 0. Pokud v > 0, tak tento model neméa prah a prislusné nahodné pole neni
slabé staciondrni. P¥ipad v = 0 se oznacuje jako model zbytkového rozptylu (nugget model), ptiklad
nahodného pole s timto variogramem je bily Sum, ktery je tvofen nekorelovanymi nahodnymi veli¢inami
s konstantni stiedni hodnotou a koneénym rozptylem 72 4 o2. Jedna realizace bilého Sumu je na obrazku
3 vlevo. Pro v = 1 se mocninny model nazyva linedrni, protoZe se jedné o linedrni funkci ||A||. Pribéh
semivariogramu pro rizné hodnoty v je znazornén na obrazku 6. Piipad d = 1 a 7 = 0 odpovida
frakcionalnimu Brownovu pohybu s Hurstovym parametrem H = v/2, 0 < H < 1. Prod>1a7=0
méme tzv. frakciondlni izotropni Browniiv pohyb (fractional isotropic Brownian motion) v R? nebo také
Lévyho frakciondlni Brownovo ndhodné pole (Lévy’s fractional Brownian random field) [2], viz cviceni.

2. sféricky (spherical):
~v(h) = T21[h7&o] +0? (1 -

kde o > 0, o > 0. Prah tohoto modelu je 2(72 + 02) a rozsah r = 2p, viz obrazek 7. Nejéastéji pouzivany
je sféricky model pro d = 3:

0 pro h = o,
3
y(h) =S T +0? (3!};" — ”;THS ) pro 0 < ||h]| < r,
72+ 02 pro ||h|| > r.



Tento model je platny také pro nizsi dimenze d = 1 a d = 2. Obecné vSak model platny v nizsi dimenzi
neni platny ve vyssi dimenzi (viz cviceni). Explicitni vyjadfeni sférického modelu pro d = 2 obsahuje
goniometrické funkce a je prenechano na cviceni.

v(ihin
00 05 1.0 15 20

0.0 0.5 1.0 1.5

|1l

Obrazek 6. Mocninny model izotropniho semivariogramu pro 72 = 0,5, 02 = 1 a rfizné volby parametru
v.

iy

00 02 04 06 08 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

Il

Obrazek 7. Graf sférického semivariogramu v dimenzich d = 1, d = 2 a d = 3 pro volbu parametrii
2 =0,02=1lar=1.
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3. zobecnény exponencidlni (generalized exponential):

Y(h) = T2z + 0% (1 = exp{~([|h]|/a)"}),

kde 0 > 0,a > 0 a 0 < v < 2. Prdh tohoto modelu je 2(72 + 02), rozsah je nekone¢ny. Piislusny graf
funkce v je zakreslen na obrazku 8. Nejcastéji jsou uzivané dva specidlni pfipady: pro v = 1 mame
exponencidlni model a pro v = 2 dostavame gaussovsky model.

N
N
0
—~ o. N
= _|
\; <t
3 -
o _|
© I I I I I
0.0 05 1.0 1.5 2.0
[Ih]|

Obrazek 8. Zobecnény exponencialni model izotropniho semivariogramu pro volbu parametri 72 = 0,2,
o?=1,a=1ave{05;1;2}.

Stéricky a zobecnény exponencialni model maji prah, a proto vedou na slabé stacionarni ndhodné
pole s autokovarianéni funkei C'(h) = o2 + 72 — y(h). Celkem $irokou flexibilni t¥idu parametrickych
modeld pro izotropni autokovarianéni funkci tvori Whittletv-Matérniv model:

C(h) = 1= + 0 (el[al))” Ky (al|Rl]), (13)

2v=1T(v)

kde 72 > 0, v > 0, o > 0, 02 > 0 jsou parametry a K, zna¢i modifikovanou Besselovu funkci druhého
druhu fadu v (viz podkapitola 6.2). Parametr 72 je zbytkovy rozptyl, 72 + 02 udavé rozptyl ndhodného
pole, a je parametr méfitka a parametr v souvisi s diferencovatelnosti autokovarianc¢ni funkce a tedy také
prislusného ndhodného pole (pro gaussovskd ndhodnd pole plati, Ze jeho realizace jsou k-krat diferenco-
vatelné pravé tehdy, kdyz v > k). Graf autokovarian¢ni funkce pro rizné volby v lze nalézt na obrazku
9. Pro v = 1/2 jde o exponencilni autokovarianéni funkci: C(h) = o2 exp{—a/||h||}. Piipad v = 1 byl
navrzen v ptvodnim Whittleové ¢lanku [17]. Spektralni hustota kovarianéni funkce (13) mé nasledujici
tvar:

T (v+9) . a®”
L)rd/? (a2 + w2)r+s

s(w)y=0
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00 0.2 04 06 08 1.0

1l

Obrazek 9. Whittleova-Matérnova autokovarianéni funkce pro a = 5, 0 = 1 a t¥i rtizné volby v.

3. Nahodné miry

Necht (E, o) je separabilni lokédlné kompaktni metricky prostor. P¥ipomeiime, Ze separabilni znamena,
Ze obsahuje spocetnou hustou podmnozinu, a lokalné kompaktni znamena, ze pro kazdé x € E existuje
d; > 0 takové, ze b(x,d,) je kompaktni.

Poznamka 10. Lze najit ekvivalentni metriku (tzn. metriku generujici stejny systém otevienych mno-
7in), vzhledem k niz je kazd4 omezena uzaviend mnozina kompaktni. Takova metrika je i iplnd. Budeme
uvazovat, ze 0 ma tyto vlastnosti.

vvvvvv

metrikou o(x,y) = ||z — y||4- Pro geometrické modely se ¢asto uvazuje £ = K'(R?) prostor neprazdnych
kompaktnich podmnozin R? s Hausdorffovou metrikou

K, L) = max< sup inf ||z — ,sup inf ||z — .
o0, ) = mase { sup inf [l =yl sup ik e vl }

Budeme pouzivat nasledujici znaceni pro systémy podmnozin prostoru E:

B(E) ... borelovské mnoziny,

Bo(E) ... omezené borelovské mnoziny,
F(E) ... uzaviené mnoziny,

G(E) ... otevfené mnoziny,

K(E) ... kompaktn{ mnoziny,

K'(E) ... neprdzdné kompaktni mnoziny.

Pokud nemiize dojit k nedorozuméni, budeme symbol FE vynechavat a psat zkracens B, By, F, G, K, K'.

3.1 Lokalné konec¢né miry

Definice 23. Mira p na (E, B) je lokdlné konecnd (locally finite), jestliZe je kone¢nd na K, tj. u(K) < oo
pro kazdé K € K. Symbolem M = M(E) ozna¢ime mnozinu v8ech lokalné koneénych mér na (E,B)
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a symbolem M; = My(E) = {u € M : u(E) < oo} mnozinu vSech koneénych mér na (E, B). Déle
oznacme

N=NE)={peM: puB)eNU{0,0} VB e B}
mnozinu vech celo¢iselnych lokalné koneénych mér na (E, B).

Definice 24. Pro B € B(E) nazveme jednorozmérnou projekci zobrazeni mp : M — [0, c0] definované
predpisem 7 (p) = pu(B). Na prostoru M (FE) zavedeme o-algebru 9t jako nejmensi o-algebru, vici které
jsou projekce mp méritelné, zkracené piseme

M = o{p +— p(B) metitelné, B € B}.
Na prostoru N/ C M definujeme o-algebru N jako stopu o-algebry 9t na N:

N={UNN :U € M}.

Pozndmka 11. Oznac¢ime-li Mp, = {u € M : u(B) <r} pro B € Bar € [0,00], pak 75" ([0,7)) =
Mp.r, aproto je M=oc{Mp,:BecB,rel0,oc]}
Lemma 14. Kazda lokalné konec¢na mira na FE je o-konecna.

Diikaz: 7 pozadavkl na E plyne existence mnozin K, € K takovych, ze K,, / E, pficemz p(K,) < oo
pro kazdé n € N. Muzeme naptiklad uvazovat koule se stejnym stfedem a zvétSujicim se polomérem.

O

Lemma 15.
1. Necht S C By je systém mnoZin uzavieny na konecné priiniky takovy, Ze cS = B a existuji A, € S
takové, ze A, /N E. Pak
M = o{p+— u(A) méfitelné, A € S}.

2. Plati, ze N € M.
Dikaz: 1. Ozna¢me

M = o{p — pu(A) méfitelné, A € S} = o{r ;' ([0,7)) : A € S,r € [0,00]}.
Pak zfejmé plati n C M. Definujeme-li
D, = {B € B : mpna, je M-méfitelné},

pak lehce ovéfime, Ze se jedna o Dynkiniv systém, ktery obsahuje S. Podle Dynkinovy véty proto plati
D, = 0§ = B. Pro kazdé B € B je u(B N A,) / u(B), tedy zobrazeni np je M-méFitelné (limita
méfitelnych). Protoze M je nejmensi o-algebra, pro kterou jsou 7p méfitelné, musi byt M C M.

2. Mé&jme systém S jako v 1. ¢asti a navic spocetny. Potom

No={peM:u(A) e NU{0} VA € S} € I,
protoZe jde o spocetny prinik méfitelnych mnozin. Ziejmé je N° C Np. Definujme D,, = {B € B :
uw(BNA,) e NU{0} Vu € Np}. Jednd se o Dynkintv systém obsahujici S, a proto D,, = B. Pro kazdé

uweNyaBeRBjeuB)=lim, o pu(BNA,) € NU{0,00}, a tudiz p € N.
O

Pro B, ..., B, € By ozna¢me o-algebru generovanou zobrazenimi 7g,,...,7p,:

Mp, ...B, = o{mp, je méfitelné pro kazdé i € {1,...,n}}.

Lemma 16. Bud S C By okruh takovy, Zze cS = B. Pak
Mo = U{DJ?A““,An :n €N, Ay,..., A, € S po dvou disjunktni}
je algebra a o9y = M.
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Dikaz: Protoze M4, ... a, je o-algebra, je systém 9y uzavieny na doplitky a obsahuje () i E. Uzavienost
na konefna sjednoceni (priiniky) se da lehce nahlédnout pro mnoziny U = {u : u(4) € D1} € My
aV={u:u(B) € Dy} € Mp. Pak totiz plati

UNV ={u:p(A) € D1,u(B) € Do} = {p: p(A\ B) + un(AN B) € Dy,
u(B\A)+pu(ANB) € Da} € Ma\,ans,B\a € Mo

a podobné YUV € M\ anp,B\4 € Mo. Analogicky se ukéze, ze proUd € Ma,, . 4, aV €Mp, . B,

jeUNV,UUY € My.
Ozna¢me D = {B € B : wp je cMp-méritelné}. Ziejmé jde o monotdnni systém, ktery obsahuje S,
tedy podle véty 78 je oS = B C D, a tak D = B. Podle definice 9t musi byt 9 C oMy, tudiz M = oM.
O

Definice 25. Rekneme, Z%e posloupnost kone¢nych mér p, € M konverguje slabé (weakly) k u € My

(piseme p1,, — p), jestlize
n—oo

/f Vim(de) — [ f(2) p(de)

n—oo E

pro kazdou spojitou omezenou funkei f na E. Posloupnost ., € M konverguje vdgné (vaguely) k u € M
(piseme p,, — p), jestlize
n—oo

/ f@adn) = [ 1) utaa)

pro kazdou spojitou omezenou funkci f na E s kompaktnim nosi¢em.

Priklad: Pro F = R uvazujme u, = J, jako Diracovu miru v bodé n € N. Potom p,, konverguje vagné
k nulové mire, ale nekonverguje slabé.

Definice 26. Prochorovova vzddlenost koneénych mér p, v € My je definovana vztahem
op(p,v) =inf{e > 0: u(F) <v(F°) +e,v(F) < u(F°) 4 € pro kazdé F € F},

kde F* ={x € E: 3y € F,d(z,y) < €} je oteviené e-okoli uzaviené mnoziny F. Pro pu,v € M polozme

N _ >~ QP(,LL(T),V(T))
QP(/’La V)i/() e ]-+QP(M(T)7V(T))

kde (") je restrikce miry u na kouli b(xg,r) pro libovolny pevné zvoleny bod z € E.

Poznamka 12. Neni t&zké se presvédcit, ze gp definuje metriku na My (viz cvideni) a pp definuje
metriku na M.

Tvrzeni 17.
a) Prostor (M, op) je separabilni uiplny metricky prostor a metrika gp generuje slabou konvergenci
mer:
0P, 1) — 0 4= pin — 1.
n—o0
b) Prostor (M, pp) je separabilni tplny metricky prostor, jeho borelovska o-algebra splyva s 9 a kon-
vergence v prostoru (M, op) se shoduje s vagni konvergenci mér:

(:una:u) —> 0= pin —

n—oo

Diikaz: [11], véta 2.2.
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3.2 Nahodné miry

Definice 27. Necht (Q2,.4,P) je pravdépodobnostni prostor. Ndhodnd mira (random measure) U je
méfitelné zobrazeni ¥ : (Q, A, P) — (M, M), bodovy proces (point process) ® je méfitelné zobrazeni
D :(Q,AP) = (N,MN). Rozdélent (distribution) ndhodné miry je pravdépodobnostni mira @ na (M, M)
definovana vztahem Q) = P({w € Q : ¥(w) e U}), U € M.

Poznamka 13. Bodovy proces je specidlni pfipad ndhodné miry. V piipadé E = R? nemé oznaceni
,proces“ nic spoleéného s dynamickym vyvojem v ¢ase, a tak by vhodnéjsi ndzev mozné byl ,bodové
pole“.

Poznamka 14. Nahodna mira ¥ je zobrazeni z (Q2, A,P) do (M, M), tedy pro w € N je ¥(w) lokalné
koneéna mira. Hodnotu této miry na mnoziné B € B bychom oznacovali symbolem ¥(w)(B), ¢asto
proménnou w vynechdvame a piSeme pouze ¥(B). Na cvifeni bude ukdzano, ze ¥ je ndhodné mira prévé
tehdy, kdyZz ¥(B) je ndhodné veli¢ina pro kazdé B € B.

Definice 28. Pro ndhodnou miru ¥ definujeme miru intenzity (intensity measure) predpisem A(B) =
E¥(B), B € B.

Poznamka 15. Mira intenzity je borelovskd mira, o-aditivita plyne z Leviho véty o monoténni konver-
genci ([8], véta 8.5). Mira intenzity nemusi byt lokalné koneénd, muze existovat B € By takova, Ze sice
¥ (B) < 00, ale A(B) = E¥(B) = occ.

Rozdéleni ndhodné miry je jednozna¢né urceno konecné rozmérnymi projekcemi.

Véta 18. Necht S C By je okruh takovy, Ze S = B. Necht ¥; a ¥y jsou dvé ndhodné miry de-
finované na stejném pravdépodobnostnim prostoru. Pokud ndhodné vektory (¥i(Ap),...,¥1(A,))"
a (Uy(Ay),...,Uy(A,))T maji stejnd rozdéleni pro libovolnén € N a Ay, ..., A, € S po dvou disjunktni,
pak ¥y a ¥y jsou stejné rozdélené.

Diikaz: Podle predpokladu se rozdéleni ¥y a Ws shoduji na algebie 9, coz je systém uzavieny na konecné
pruniky, a tak véta o jednozna¢ném rozsifeni miry (véta 79) fikd, Ze rozdéleni ¥; a ¥y se rovnaji na
oMy, a to je podle lemmatu 16 rovno 9.

O
Tvrzeni 19. Méjme {4, A € By} soubor nezdpornych ndhodnych veli¢in na (0, A, P), ktery spliuje:
1. AAB€ By, ANB =0 = €aun = &4 +Ep s,
2. A, € By, Ap \(0 = €4, 25 0.
n—oo
Pak existuje ndhodnd mira U takovad, ze W(A) = €4 pro vSechna A € By s.j.
Dikaz: Jde o mirné zobecnéni véty o existenci reguldrni verze podminéné pravdépodobnosti ([16], véta
VI.1.21). Kompletni dikaz 1ze nalézt v [5], Theorem 9.1.XV.
O
Poznamka 16. Predpoklddame, 7e P({w : {aup(w) # £a(w)+E€p(w)}) = 0 pro kazdé A a B disjunktni,
ale potifebujeme, aby P({w : aun(w) # a(w) + {p(w) pro kazdé A a B disjunktni}) = 0.
Véta 20. (o existenci ndhodné miry s danymi koneéné rozmérnymi projekcemi) Necht pro kazdé n € N
aBi,...,B, € By po dvou disjunktni je ddna pravdépodobnostni mira Qpg, ,.... g, na ([0,00)™, B([0,00)™))
tak, ze plati:
1. (projektivnost) Qp,,...5,() = QB,...B,.B,.. (A7) 7)), kde I+ [0,00)"*1 — [0,00)" je

kanonické projekce (u1, ..., Un, Uni1)T = (u1,...,u,)7T,
2. (symetrie) Qp, ..., (U1 x - xUp,) = QBﬂu),---,Bﬂ(n)(Uw(l) X+« X Upny) pro kazdou permutaci
mnoziny {1,...,n},

3. (aditivita) Qaup(U) = Qa.p({(u,v) € [0,00)* : w+v € U}) pro AN B =0,
4. (spojitost v () A, € By, Ay \\ 0 = Qa, — Jo.
n—oo
Pak existuje pravé jedna pravdépodobnostni mira Q na (M,IM) takova, ze Qp,
mérna rozdéleni Q.

B, Jjsou konecné roz-

yeeey

Diikaz: Pro A1, ..., A, € By (ne nutné po dvou disjunktni) definujeme rozdéleni Q 4, ... 4, nésledovné:
budte By, ..., By € By po dvou disjunktni takové, Ze pro kazdé i = 1,...,n lze psat A; = Ujer, B;, kde
I; C{1,...,k}. Soubor mnozin By, ..., B, nazveme disjunktnim rozkladem mnozin Ay, ..., A,. Polozime

QAl,---7An (U) = Qma,Bk (¢_1U), Ue B([Oa oo)n),
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¢ (z1,...,25) — (in,...,z,ri>.

i€l i€l

Korektnost této definice plyne z nasledujiciho faktu: jsou-li mnoziny A;, Bj, I; a zobrazeni ¢ jako vyse
a jsou-li navic Ay, ..., A, € By po dvou disjunktni, pak

QA1 ..... An (U) = QBI »»»»» By ((bilu)a Ue B([Oa oo)n)

To lze dokéazat indukci podle n za vyuziti vlastnosti projektivnosti, aditivity a symetrie.
Ovéfime nyni, ze rozdéleni {Qa,... 4, : A1,..., A, € By,n € N} tvoii projektivni systém. Bud

C4,...,C disjunktni rozklad Aq,..., A,y takovy, 7e C; C Ay U---UA, proi=1,...,01—1(tj. C; =
A1 \UL Ai) a Ay = Ujer,Cj, i =1,...,n+1 (tedy | € I,41). Definujeme-li zobrazeni

¢ (x1,...,21-1) — <Zz“,zu’cz>

i€l i€ln

Ui (T,...,2) — in,...,in, Z z; |,

iel i€l, i€l

pak plati ¢ o H%_l = 11" 0 4. Z komutativity diagramu

tak plyne pozadovana projektivita

QAl,...,An(') = QAI ...,An+1((Hz+1)71('))'

Podle Daniellovy-Kolmogorovovy véty existuje pravdépodobnostni mira Qo na ([0,00)5°, B([0,00)B)
takova, ze Qa,,... A, pro Ai,..., A, € By jsou konetné rozmérna rozdéleni Q. Necht {4 : A € By} je

soubor ndhodnych veli¢in, ktery ma rozdéleni Qg. Podminky 3. a 4. zarucuji splnéni predpokladii tvrzeni

19, nebot Qa, 5 8y znamena éa, EN 0, coz je ekvivalentni &4, £, 0, protoze ale 4, konverguji
n— 0o n—00 n—00

monoténné s.j., je konvergence k nule také ve smyslu s.j. Existuje tedy ndhodné mira ¥, jejiz rozdéleni

Q na (M, ) je hledanou pravdépodobnostni mirou.
O

3.3 Jednoduché bodové procesy a nahodné mnozZiny

Definice 29. Bodovy proces @ je jednoduchy (simple), jestlize P(® € N*) = 1, kde N* = {v € N :
v({z}) < 1pro kazdé z € E}.

K tomu, abychom ukdzali méFitelnost N*, budeme pottebovat zavést posloupnost zjemiiujicich se

spocetnych rozkladt prostoru E.

Definice 30. Rekneme, 7e S = U | S,, C By(E) je DC-systém (dissecting-covering system), jestlize
1. S, = {A}, A3,...} je disjunktni spocetny rozklad F pro kazdé n, tj. E = U; A7,
2. prokazdé n € Na A € S, existuji Aq,..., A € Sp11 takové, 7e A= A; U--- U Ay,
3. limy, oo SUp 4¢ 5, diam A = 0, kde diam A = sup{o(z,y) : =,y € A}.

Lemma 21. Existuje DC-systém v E. Je-li A libovolna lokalné kone¢n4 difizni (tzn. A({z}) = 0 pro
kazdé x € E) borelovskd mira na E, existuje DC-systém na E spliiujici navic

lim sup A(A4) =0. (14)

N0 AcS,
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Diikaz: Nejprve sestrojime disjunktni rozklad S; prostoru E na borelovské mnoziny s diametry mensimi
nebo rovnymi jedné. K tomu staci vyjit z pokryti E = U,ecgb(x,1/2) = i’iy‘li, kde S je néjaka spocetna
husta podmnozina E, a provést ,zdisjunktnéni“ tohoto rozkladu, tj. polozime Al = A;, A} = Ay \ Ay,
AL = A3\ (A; U Ay), ... Postupné pak sestrojime rozklady Sa, Ss, . .. indukci nasledovné. Mame-li S,,_;

sestrojeno a je-li A € S,,_1, z pokryti kompaktni mnoziny A otevienymi koulemi

_ 1
ACU,czintd —
= Uzeal (wa 2n)

lze vybrat konecné pokryti, jehoz zdisjunktnénim dostaneme rozklad A = A; U...U Ay na borelovské
mnoziny s diametry nejvyse rovnymi 1/n. Rozklad S,, vznikne spojenim vSech rozkladi mnozin z S,,—1.
Je-li ddna neatomickd mira A € M, pak vzhledem k o-aditivité a lokalni kone¢nosti A pro libovolné
x € E plati
lim A(b(z,e)) = 0.
e—0

Vyse uvedenou konstrukci DC-systému mizeme modifikovat tak, ze rozklad S,, budeme vytvaret z kou-
licek int b(x, e(x,n)) takovych, aby A(intb(x,e(z,n))) < 1/n pro kazdé x € E. Tim zaruéime platnost
podminky (14).
O

Definice 31. Rekneme, 7e bod = € E je atom miry v € N, jestlize v({z}) > 0. Dvojice (z,m) € E x N
se nazyva atomickd dvojice (atomic pair), pokud x je atom a m = v({x}).

7Z lokélni koneénosti plyne, e kaZd4 mira v € A mé nejvyse spodetné mnoho atomii. Nasledujici
lemma Fiké, Ze atomy muZzeme ocislovat méritelnym zptisobem.

Lemma 22. Prov € N existuji méfitelnd zobrazeni ¢; : N' — E takova, ze

v(E)

vV = Z 5<i(y).
i=1

Diikaz: Uvazujme DC-systém S = U2 1S, kde S, = {A}, A, ...}. Mé&jme mnoZinu B € B takovou,
7e v(B) > 0. Definujeme-li induktivné posloupnost i1, iz, ... splitujici v(B N A}l N---NAj) €N pro
r € N, pak v(BN ﬂkeNAfk) € N. Protoze z vlastnosti DC-systému plyne, Ze ﬂkeNAfk ma nulovy diametr,
obsahuje B atom. Proto v lze zapsat jako

v= Z mdy,

(z,m)

kde soucet je pies vSechny atomické dvojice (z,m) miry v.
Pro x € E vztahy = € A?k(z) jednoznacéné definuji posloupnost pfirozenych &isel (j1(x), j2(x),. . .).

To ndm umoznuje definovat linedrni usporadani < na prostoru E:

T =Y < (jl(l'),j2($), . ) Slex (jl(y)va(y)5 e ')a

kde <jex 0znacuje lexikografické usporadéani. Pro kazdé p € N sestrojime méfitelné zobrazeni ¢, : N — E,
které mife v pfifadi jeji p-ty atom (pocitany vzhledem k uspofadéni < véetné nasobnosti). Necht (x, m)
je atomicka dvojice miry v, pak vSechny atomy y miry v takové, ze y < x a y # x, leZzl v omezené
mnozing Ug;(f )A}, proto téchto atomt je koneéné mnoho a pfedpoklddejme, Ze spolu s ndsobnostmi daji
n. Definujeme (n4;(v) = « pro j = 1,...,m. Toto provedeme pro kazdou atomickou dvojici (z,m).
Dostaneme (,(v) pro libovolné p € N, pokud v(E) = o0, a (,(v) prop =1,...,q, pokud v(E) = ¢ < cc.
V druhém piipadé polozime (,(r) = a pro p > ¢, kde a € E je libovolné zvoleny bod. Prop e Na B € B
je mnozina {v € N : v(E) < p,(,(v) € B} bud prazdna (kdyz a ¢ B), nebo rovna {v € N : v(E) < p},
v obou pripadech tedy méfitelna. Dale mame

{reN:vE)2p G eB =) | {ueN:u(BmA;m---mA{j):u(A}1m---mA{j)eN,

G=1i1,.ij=1

v (U(Tl,...,rj)<lex(i1,...,ij)A71-1 n---N AZ;) S pP— ]-7
v (U(rl,...,rj)glex(il,...,ij)A}q m e ﬂ A"Z‘]) Z p} E m,
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coz ukazuje meéfitelnost (.

O
Definice 32. Rekneme, 7e lokalné kone¢na celodiselna mira v € N je jednoduchd, pokud v € N*.

Pro jednoduchou miru v € N* je (;(v) # (;j(v) pro kazdé i # j. Jednoduchy bodovy proces je
pak ndhodné mira tvofend lokalné konecnym souctem Diracovych mér: & = Z;I;(f)

korektnost definice 29 jednoduchého bodového procesu.

0x,. Nyni ovéfime

Lemma 23. MnoZina vsech jednoduchych lokalné koneénych celo&iselnych mér je méfitelnd, tj. N* € M.
Dikaz: Uvazujme S = U2, S,, DC-systém v E. Pak je

N ={veN:VAecSTIneNVBeS,:BCA=v(B) <1}

:mU ﬂ {veN:v(B) <1},

AeSneNBES,:BCA

tedy N* € M.
O

Poznamka 17. Jednoduchy bodovy proces miZzeme chapat jako méfitelné zobrazeni @ : (2, A,P) —
(N*,91%), kde M* = {U NN : U € N} je stopa o-algebry N v prostoru N'*.

Definice 33. Mnozina A C FE se nazyva lokdiné konecnd, jestlize A N B je konefnad mnozina pro
kazdé B € By(E). Kazda lokalné koneénad mnozina je zfejmé uzaviend. Oznacme F;y = {A € F :
A lokalné koneéna} systém vSech lokalné koneénych mnozin.

Definice 34. Jako nosi¢ (support) miry v na E se oznacuje nejmensi uzaviend mnozina A v E takova,
ze v(E'\ A) = 0. Znadi se supp v a plati

Suppl/:ﬂ{FEJ::l/(E\F):O}.

Poznamka 18. Pro v € N je supp v lokélné koneéna mnozina:

supprv = {x € E:v({z}) > 1} € Fiy.

Pro A, Ay, ..., A C E definujeme nasledujici podmnoziny systému F uzavienych mnozin:

FA={FeF:FNA=0}, Fa={FecF:FnA#0}

Fha, =F 0Fa, N NFa, ={FeF:FNA=0,FNA #0,...,FNA, #0}.
Pro k = 0 pokladame Ff{ _, = FA.

Definice 35. Definujme o-algebru § na F jako § = o{FX : K € K}. Ndhodnd uzaviend mnozina
(random closed set) v E je méfitelné zobrazeni E : (Q, A, P) — (F,F).

Poznamka 19. Na prostoru F se zavadi topologie T, jejiz bazi otevienych mnozin tvoii systém

{‘7:51 Gk:KEKaGla"'7erg,k€N0}.

Tento systém je uzavieny na konecné priniky, nebot

K K’ _ KUK’
TG VG 6y = GGGl Gl

a obsahuje F = F?. Topologie T se nazyvé Fellova nebo také hit-or-miss topologie.

Lemma 24. Systém lokalné konecnych mnozZin je méfitelny: Fir € §.
Diikaz: Necht S = U2 1S, je DC-systém v E. Potom

Fif={Fe€F:VAcSIkeNVneN:card{B€ S,,: BC A FNB #0} <k}
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O

Definice 36. Ndhodnd lokdiné koneénd mnoZina v E je méfitelné zobrazeni = : (2, A,P) — (Fir,Sis),
kde §iy = {U N Fiy : U € F} je stopa o-algebry § v Fiy.

Lemma 25. Necht N, ={v € N :v(B) =1} proB € Bar € NU{0,00}. PlatiN = 0{ Nk : K € K}.
Diikaz: V lemmatu 15 mtzeme vzit S = K C By a dostat tak, ze

N=oc{{reN:v(K)<r}:KeK,rel0,0]} =c{Nk,: Kek,re Ny}

Pomoci DC-systému U2, { AT, A%, ...} miiZeme psit

Nee= U N U ¢ iendr 0 WNinin 0N NNian o NNy, u-0az, ).0):

noeENn>ng t1,...,0m

coz je prvek o{Nk, : K € K}. Protoze 91 je nejmensi o-algebra obsahujici Nk ., musi tak byt 9 C
o{Nk, : K € K}. Opa¢na inkluze je ziejma.

O
Lemma 26. Zobrazeni i : v + suppv je oboustranné méritelnd bijekce mezi prostory (N*,91%)
a (Fig, Bif)-
Diikaz: Sta¢i si uvédomit, ze i W(FENFp) ={v e N* :supprNK =0} = {v e N* : v(K) = 0} € M*.
Dusledek 27. Je-li ® jednoduchy bodovy proces na E, pak supp ® je nahodna lokalné kone¢na mnozina

v E. Naopak, je-li = nahodna lokalné kone¢nd mnozina v E, je )y = 6x jednoduchy bodovy proces na
E.

Véta 28. (Choquetova-Matheronova) Rozdéleni ndhodné uzaviené mnoziny = je jednoznacné urdeno
pravdépodobnostmi P(EN K = (), K € K.

Diikaz: Systém Fo = {FX : K € K} je uzavien na kone¢né priiniky a generuje o-algebru g, proto
shoduji-li se dvé rozdéleni na §Fy, shoduji se i na §. Rozdéleni ) ndhodné uzaviené mnoziny = je tedy
jednoznaéné uréeno hodnotami Q(FX) =P(EN K =0), K € K.

O

Definice 37. Necht ® je bodovy proces. Prizdngmi pravdépodobnostmi (void probabilities) rozumime
pravdépodobnosti P(®(K) = 0), K € K.

Rozdéleni jednoduchého bodového procesu je jednoznacné urceno prazdnymi pravdépodobnostmi.

Dusledek 29. Jsou-li ®; a 5 dva jednoduché bodové procesy na E takové, ze P(®1(K) = 0) =
P(®,(K) = 0) pro kazdé K € K, pak & 2 ®s.

Poznamka 20. V E = R Ize sestrojit dva jednoduché bodové procesy s riznymi rozdélenimi takové, ze
P(®,(I) =0) =P(P3() = 0) pro kazdy interval I C R (viz cvideni).

3.4 Poissonuv bodovy proces

Jesté nez se dostaneme k Poissonovu bodovému procesu, definujeme piibuzny proces.

Definice 38. Méjme miru v na E a mnozinu B € B(E) takovou, ze 0 < v(B) < oco. Necht n € N

a Xi,...,X, jsou nezdvislé stejné rozdélené (v-rovnomérné) ndhodné elementy v B, tj.
A
P(X; € A) = “A) 4 cp Ach
v(B)

Potom &™) = Yoy 0x, Je binomicky bodovy proces (binomial point process) o n bodech v B podle miry
v.

Poznamka 21. Lehce se ovéii, ze dx, je bodovy proces, &) je pak dan souctem méiitelnych. Miizeme
si povsimnout, %e pro A € B m4 ®™(A) binomické rozdéleni s parametry n a v(A N B)/v(B). Mira
intenzity je
AN B)
AA) = E(M (A) = L
(4) () =n"C

31



Pokud v je difiizni (neatomicka) mira, tak ®™ je jednoduchy bodovy proces.

Priklady tii realizaci binomického procesu s 10 rovnomérné rozdélenymi body jsou znazornény na
obrazku 10.

Obrazek 10. Tr¥i riuzné realizace binomického bodového procesu s 10 rovnomérné rozdélenymi body
v rovinném okné jednotkového obsahu.

Obecnéji mizeme uvazovat binomicky bodovy proces s nahodnym poc¢tem bodu v mnoziné B.

Definice 39. M¢jme (difizni) miru v a mnozinu B € B takovou, ze 0 < v(B) < oo. Necht N je
nezaporna celoc¢iselnd nahodna velicina a X1, Xo,... jsou nezavislé v-rovnomérné rozdélené nahodné
elementy v B, které jsou nezavislé na N. Pak ® = Zfil dx, je smiseny binomicky bodovy proces (mized
binomial point process). V pripadé N = 0 pokldaddme ® = 0.

Poissontiv proces predstavuje zakladni model bodovych procesu. Slouzi jako referenéni proces pri
tplné prostorové nahodnosti, ve kterém neexistuji zadné interakce mezi body.

V pripadé E = R byva Poissoniiv proces definovan pomoci nezavislych prirtistki. V obecnéjsich
prostorech budeme misto ¢asovych piirustku uvazovat pocty udalosti (bodt) v disjunktnich oblastech.

Definice 40. Necht A je lokdlné kone¢nd mira na E. Bodovy proces ® takovy, ze

(i) ®(B) m4 Poissonovo rozdéleni s parametrem A(B) pro kazdé B € By,

(ii) ®(By),...,P(B,) jsou nezavislé pro kazdé n € N a By,..., B, € By po dvou disjunktni,
nazveme Poissoniv bodovy proces (Poisson point process) s mirou intenzity A.

Priklady tfi realizaci Poissonova procesu v jednotkovém okné jsou znazornény na obrazku 11.

L_® (] [ ] »

Obrazek 11. T¥i riizné realizace Poissonova bodového procesu v rovinném okné jednotkového obsahu.
Mira intenzity je nasobkem Lebesgueovy miry a ocekavany pocet bodii v oblasti jednotkového obsahu je
10. Pocty bodii v okné jsou postupné 10, 7 a 13.

Pokud je mira intenzity difiizni, mame zajiSténu existenci a jednoznacnost Poissonova bodového
procesu.
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Dusledek 30. Necht A je lokédlné konecné diftizni mira na E. Potom existuje Poissontiv bodovy proces
s mirou intenzity A a jeho rozdéleni je jednoznac¢né urceno.

Diikaz: Jednoznacnost plyne z véty 18 a existence z véty 20. Pro B1,..., B, € By po dvou disjunktni
jsou podle definice kone¢né rozmérné projekce tvaru Qp, ..., = Pp, X --- X Pp,, kde Pp, je Poissonovo
rozdéleni s parametrem A(B;).

.....

O

Lemma 31. Poissoniiv bodovy proces ® s mirou intenzity A € M je jednoduchy pravé tehdy, kdyz A
je diftzni.
Diikaz: Pokud A neni diftzni, tak existuje z € E tak, ze A({z}) > 0. Pak

P(@({z}) = k) = e*“{”)%‘f})k >0, keN,

a tudiz proces ® neni jednoduchy.

Pro dikaz opac¢né implikace predpokladejme sporem, ze A je diftzni a ® neni jednoduchy, tedy
P(® € N*) < 1. Pak existuje K € K tak, ze « = P(®|x € N*) > 0, kde ®|x znali restrikci @
na mnozinu K. Ozna¢me ¢ = A(K) > 0. Pro libovolné k € N existuji po dvou disjunktni borelovské
mnoziny B, ... . B® ¢ B takové, ze K = U B® a AB®) = e/k i = 1,..., k. Musi existovat
1€ {1,...,n} tak, Ze

Proto

coz po prenasobeni k dava
k—e sk (k+e)>a>0.

Levéa strana ovsem konverguje k nule pro k£ — 0o, a to je pozadovany spor.

O

Z lemmatu 31 a dusledku 29 plyne, Ze bodovy proces ® je Poissoniiv proces s difiizni mirou intenzity
A préavé tehdy, kdyz je jednoduchy a P(®(K) = 0) = e 2¥) K € K.

Véta 32. Necht ® je Poissoniiv bodovy proces s difiizni mirou intenzity A € M. Zvolme pevné B € B
takovou, ze 0 < A(B) < oo. Potom podminéné pii ®(B) = n m4 restrikce ® na B stejné rozdéleni jako
binomicky bodovy proces na B s mirou A a n body.
Dikaz: Pro libovolnou kompaktni K C B je
P(®(K)=0,2(B\K)=n) P@®K)=0)P@B\K)=n)

P(®|g(K)=0|®(B)=n) = —
e—A(K) A(BQ’K)H e—A(B\K) (A(B \ K)>n

A(TLL!)"G—A(B) ~\ A(B) ’

coz jsou presné prazdné pravdépodobnosti binomického procesu. Diky tomu, Ze A je diftzni, mame
jednoduché bodové procesy a staci tak vyuzit disledek 29.

O

Véta 32 fika, ze z jedné realizace nepozname rozdil mezi binomickym a Poissonovym procesem.
Zatimco u binomického procesu je pocet bodi v okné pevny, tak u Poissonova procesu ma Poissonovo
rozdé€leni, viz obrazek 10 a obrazek 11. Smiseny binomicky bodovy proces, pro ktery je rozdéleni poctu
bodi@t N Poissonovo, je Poissontv bodovy proces (viz cviceni).

Definice 41. Je-li A € M, ozna¢me P, rozdéleni Poissonova procesu 4 na E s mirou intenzity A.
Necht ¥ je nahodna difazni mira na E s rozdélenim Qy. Smés Q(-) = [, Pa(-) Qu(dA) je rozdélenim
Cozova bodového procesu (Cox point process) ¢ na E s 7idici mirou (driving measure) U.

Poznamka 22. Znamena to, ze podminéné pii ¥ = A je @y Poissontiv bodovy proces s mirou intenzity
A. Proto se také nékdy pouzivé oznaceni dvojné stochasticky Poissoniiv proces (doubly stochastic Poisson
process).
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Lemma 33. Mira intenzity Coxova procesu s Fidici mirou ¥ je rovna mife intenzity nahodné miry .
Drikaz: Pro libovolné B € B je

Bou(B) = [ u(B) Q) = [ [ u(B) P Qulad)
- [ B®)Quan) = | A Qs(an) = pe(o)
M M
Rozepsano s vyuzitim podminéni je to totéz jako
E®g(B) = E[E(®Py(B) | )] = E¥(B).

O

Cox1iv proces je prirozenym zobecnénim Poissonova procesu, kdy mira intenzity neni deterministicka,
ale je ndhodn4. Poissoniiv proces je specidlnim pfipadem Coxova procesu (U = A je deterministickd mira).
Nejjednodussi netrividlni ptiklad Coxova procesu obdrzime, kdyz ¥ bude (ndhodnym) nasobkem néjaké
deterministické miry A.

Definice 42. Necht A € M, P;y je rozdéleni Poissonova bodového procesu s mirou intenzity tA a Y je
nezaporna ndhodné veli¢ina s rozdélenim R. Bodovy proces s rozdélenim @ = fooo Pip R(dt) se nazyva
smiseny Poissoniv bodovy proces.

Podle lemmatu 33 je mira intenzity smiseného Poissonova bodového procesu rovna A(-)EY.

3.5 Momentové miry
Pfipomenime, Ze jsme jiz definovali miru intenzity A(-) = E¥(-) ndhodné miry V.

Definice 43. Pro ndhodnou miru ¥ je momentovd mira n-tého fidu (n-th order moment measure) dana
vztahem

M™(A) =EW"(A), AeB(E"),

kde ¥™ znaci n-tou mocninu miry ¥ ve smyslu obvyklého sou¢inu mér. Specialné tedy plati

MM (A x - x Ap) =EU(A))---U(A,), A,...,A, €B.

Poznamka 23. Mira M (™ je vlastné mira intenzity ndhodné miry ¥" na E™. Pro bodovy proces ® na
FE je " bodovy proces na E", pfitom jeho atomy jsou usporadané n-tice bodt procesu ®.

Ozna¢me E" = {(x1,...,2,) € E" : x; # x; pro i # j} mnozinu viech n-tic navzajem riznjch
bodit z E. Jedné se o otevienou podmnozinu E™. Stopu B" v El" ozna¢me Bl". Pro y € M bud
[n]
P = pn o

Definice 44. Faktoridlni momentovou miru n-tého fadu (n-th order factorial moment measure) ndhodné
miry ¥ definujeme jako
oM (4) =E¥M(4), AeB

Poznamka 24. Momentové miry prvniho fadu splyvaji s mirou intenzity: M) = o) = A. Vztah mezi
momentovou mirou n-tého fadu a momenty pocti boda je nasledujici:

M™(B; x --- x B,) =E[®(B;)---®B,)], Bi,...Bn€B,

specialng M (B x --- x B) = E®(B)" pro B € B. Podobné faktoridlni momentova mira souvisi s fak-
torialnim momentem poctu bodu v dané oblasti:

o™ (B x - x B)=E[®B)(®B) —1)--- (®(B) —n+1)].
Ovéreni téchto vztahu je prenechano na cviceni.
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Jestlize ® je jednoduchy bodovy proces, potom pro A € B™ je

M™(A) =E Z 1ix,,...x.)eA]

X1,...,Xn€supp &

a
#
a™(A)=E > 1i(x,,..,X0)EA]
X1, X, €supp ®
kde Z;é znamena, ze se sCitd pouze pres n-tice navzajem ruznych bodt Xi,..., X,.

X1,..0y X, €supp ®
Pro Poissontv bodovy proces méa faktoriadlni momentova mira jednoduchy tvar.

Véta 34. Necht ® je Poissontiv bodovy proces s diftizni mirou intenzity A. Jeho faktoridlni momentova
mira je o) = A™.

Diikaz: Pro By, ..., B, € B po dvou disjunktni je
o™ (By x - x B,) = E®(By) --- ®(B,).
Z vlastnosti (ii) Poissonova procesu (definice 40) pak plyne
a™(By x -+ x B,) =E®(By)---E®(B,,) = A(By) - -- A(By,).

Systém mnozin { By x---x By, : B; € Ba B;NB; = () pro i # j} je uzavieny na konecné priniky a generuje
borelovskou g-algebru B na prostoru E[™. Protoze miry o™ a A™ splyvaji na tomto systému mnozin,
jsou si podle véty 79 o jednozna¢nosti miry rovny na B, Jelikoz a(™ ma nulovou miru na E" \ Eln,
jsme s diukazem rovnosti mér hotovi.

Poznamka 25. Faktoridlni momentova mira Coxova procesu s dici mirou ¥ je o™ = E¥”,
Nasledujici véta se nam bude ¢asto hodit.

Véta 35. (Campbellova véta)
(i) Necht ¥ je ndhodnd mira a h libovolna nezdporna méfitelns funkce na E™, potom

E/nh(wl,...,xn)\I/"(d(xl,...,xn)):/nh(wl,...,xn)M(")(d(xl,...,xn))

E/ h(ml,...,xn)\I/["](d(xl,...,xn)):/ Wz, ... zn) ™ (d(@, ... x,)).
Eln] Eln]

(ii) Pro jednoduchy bodovy proces ® a libovolnou nezapornou méfitelnou funkci h na E™ plati:

E Z h(Xl,...,Xn):/E---/Eh(xl,...,xn)M(")(dxl,...,dxn)

X1, X, €supp ®

E Y7 h(Xl,...,Xn):/E~~~/Eh(z1,...,xn)a(")(d:cl,...,dzn).

X1i,...,.Xp,Esupp ®

Diikaz: Pro indikatory plynou oba vztahy z definice 43. Zbytek dikazu probihd pomoci standardnich
argumentt teorie miry.

O

Definice 45. Laplaceova transformace (Laplace transform) ndhodné miry ¥ je funkcional Ly definovany
vztahem

Ly(f) = Eexp{— /E f(2) B(da)),

kde f je nezdporna méfitelna funkce na F.
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Poznamka 26. Volime-li specidlné f = Z?:l t;1p, jednoduchou funkci, je

Ly (f) = Eexp{— Zti\I/(B )}

Laplaceova transformace ndhodného vektoru (¥(By),..., U (B,)) v bodé (t1,...,t,).

Dusledek 36. Laplaceova transformace urcuje jednoznacné rozdéleni nahodné miry.

Diikaz: Protoze Laplaceova transformace nezaporného ndhodného vektoru uréuje jednoznac¢né jeho roz-
déleni, plyne tvrzeni z véty 18.

O

Lemma 37.
(i) Laplaceova transformace Poissonova bodového procesu ® s mirou intenzity A je

Lq>(f)exp{/E<lef(z)) A(d:c)}.

(ii) Laplaceova transformace smiSeného Poissonova procesu s Fidici mirouY - A je

Latf) = L ( [ 0= e @) Agan) )

kde Ly (t) = Ee=*Y, t > 0, je Laplaceova transformace nezaporné nadhodné veli¢iny Y .

Dikaz:
(i) Pokud je f jednoduché funkce tvaru f =Y. | t;1p,, kde B; € B jsou po dvou disjunktni, pak

Ls(f) Eexp{ Zmp }ﬁEeti¢(Bi)
ﬁ —A(By) _ti):exp{ ZA (1 —e” 1)}

Vyuzili jsme znalosti Laplaceovy transformace ndhodné veli¢iny ®(B;) s Poissonovym rozdélenim.
Standardnimi argumenty teorie miry dostavame tvrzeni pro libovolnou nezapornou méfitelnou funkci

f.

(ii) Postupné muzeme psét

_ [ o [ @ utde) I R I (OCE Py

/N Q(dp) /O /N Qu(du) R(d1)

:/ exp{ft/(lfe‘f(””)A(dw)}R(dt):Ly(/ (1 - /@) A(dx)),
0 E E

kde @; je rozdéleni Poissonova bodového procesu s mirou intenzity tA a R je rozdéleni ndhodné
veli¢iny Y.

O

3.6 Palmovo rozdéleni

Definice 46. Méjme dva méftitelné prostory (S,S) a (T, T). Zobrazeni K : S x T — [0, 00] se nazyva
jadro (kernel) z (S,8) do (T,T), jestlize
(i) pro kazdé B € T je s — K (s, B) nezdpornd méfitelnd funkce na S,
(ii) pro kazdé s € S je K(s,-) mira na (T, 7).
Rekneme, ze K je markovské jddro nebo také pravdépodobnostni jddro, pokud K(s,-) je pravdépo-
dobnostni mira pro kazdé s € S.

Piikladem jadra je reguldrni verze podminéné stiedni hodnoty. Nahodné mira na E je jadro z (€, .A)
o (E,B).
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Véta 38. (o desintegraci) Necht (S, S) je méfitelny prostor a (T, T) je Uplny separabilni metricky prostor
s borelovskou o-algebrou. Méjme miru p na (S x T,S ® T) a necht projekce v(-) = u(- x T) je o-kone¢na
mira na (S, S). Pak existuje jddro K z (S,S) do (T, T) tak, Ze pro kazdou nezdpornou méfitelnou funkci

f na S xT plati
5fo(St d(s,t)) //fst (s,dt) v(ds).

Je-li K’ jiné jadro z (S,S) do (T, T) s touto vlastnosti, pak pro kazdé B € T plati v({s € S : K(s, B) #
K'(s,B)}) =0.
Diikaz: Pro kazdou B € T je mira u(- x B) na (S, S) absolutné spojita viéi v, protoze u(A x B) < v(A).

Existuje tedy jeji Radonova-Nikodymova derivace {5 = d‘g( (X;B) kterou diky nerovnosti (A x B) < v(A)

muizeme volit tak, ze {5(s) € [0,1] pro kazdé s € S.

Piedpokladejme nejprve, ze v je pravdépodobnosti mira (tj. v(S) = 1). Pak ({5, B € T) je soubor
nezdpornych ndhodnych veli¢in na pravdépodobnostnim prostoru (S,S,v), ktery spliiuje pfedpoklady
tvrzeni 19: Egup = € + Epr s.j. pro disjunktni B, B’ € T plyne z toho, ze u(- x (BUB’)) = u(- x B) +
1(-x B'); pro posloupnost mnozin B,, € T splijici B, N\ 0 je u(SxB,) = [¢&p, (s) v(ds) = E¢p, = 0,
z ¢ehoz dostaneme &g, n::o 0 s.j. diky tomu, ze £g, > -+ > &g, > -+ s.j. Proto existuje ndhodna mira

¥ na T takové, Ze pro kazdé B € T je U(B) = &g s.j. ProtoZe & = 1 s.j., je ¥ pravdépodobnostni mira
s.j. a muzeme polozit K (s, B) = ¥(s)(B). Pro A € S a B € T pak z definice Radonovy-Nikodymovy
derivace plati

w(Ax B) = /SK(S,B) v(ds),

coz je specidlni pripad dokazované rovnosti pro funkci f = 14xp. Standardnim postupem se platnost
rovnosti rozsiri pro libovolnou méritelnou funkci f na S x T
Uvedeny postup se snadno zobecni na pfipad kone¢né miry v (v(S) < oo) tim, Ze pracujeme s mirou

Ai()
V(Sh

(S). Pro o-kone¢nou v vyuzijeme prostory (Sy,Sp,Vn), kde S, 7S,

) < oo avy,=1vlg,.
Pozadovana jednoznacnost plyne z jednoznacnosti Radonovy-Nikodymovy derivace v-s.j.

O

Definice 47. Definujeme Campbellovu miru (Campbell measure) ptislusnou ndhodné mife ¥ jako
C(A) = E/ 1a(z,U)¥(dz), AeBxM.
E

Specialné plati
C(B xU)=E1y4(V)¥(B), BeB,UEeM.

Poznamka 27. Protoze plati

C(B xU) / /1B Y1) pu(de) Q(dp),

standardnim postupem teorie miry dostaneme, Ze pro libovolnou nezdpornou meéfitelnou funkci f na

E x M je
/Efo(LM) d(z, 1)) //fxu (dz) Q(dp) = /fx\If (dz),

kde @ je rozdéleni ndhodné miry .

Véta 39. Necht ¥ je ndhodnd mira na E s rozdélenim () a mirou intenzity A € M. Pak existuje
markovské jadro P z (E,B) do (M,9M) takové, Ze

/M/Ef(z,u)u(dz)Q(du) = /E/M f(x, 1) P(x,dp) A(dz) (15)

pro libovolnou nezdpornou méfitelnou funkci f na E'x M. Je-li P’ jiné markovské jadro s touto vlastnosti,
pak A({z € E : P(z,U) # P'(z,U)}) =0 pro kazdé U € M.
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Dikaz: Jelikoz M tvofi Gplny separabilni metricky prostor (tvrzeni 17), miZeme vyuzit vétu 38 pro
S=E,T=M,v=Aapu=C.
O

Definice 48. Je-li P markovské jadro z véty 39, tak rozdéleni P,(-) = P(z,-) se nazyva Palmovo
rozdéleni (Palm distribution) ndhodné miry ¥ v bodé z € E.

Poznamka 28. Ve skutecnosti nema smysl mluvit o Palmové rozdéleni v jednom konkrétnim bodé,
protoze to muze byt definovano libovolné. Nicméné véta 39 zarucuje, ze systém Palmovyjch rozdéleni
{P, : x € E} je jednoznatné uren pro A-s.v. z: jsou-li (P,) a (P,) dvé Palmova rozdéleni ndhodné miry
W, pak pro kazdé U € I je P, (U) = P.(U) pro A-s.v. = € E.

Lemma 40. Je-li ® bodovy proces s mirou intenzity A € M, pak P,({u € M : u({z}) > 1}) =1 pro
A-sv.xz e E.

Diikaz: Pro libovolnou A € By dostaneme volbou f(z, i) = 14(2)1[,(12})>1] V definici Palmova rozdéleni
a vyuzitim toho, Zze ® je bodovy proces, vztah

[ Peltie M uta)) 2 1) A = [ [ Upiganyzn (o) Q)
A MJA
= /M 1(4) Q(dp) = E®(A) = A(A).

Odtud plyne, ze
[ 1= Pt € M () = 1) Ado) =0,
musi tedy byt P,({ux € M : p({z}) > 1}) =1 pro A-s.v. z € A.
U

Poznamka 29. Je-li () rozdéleni bodového procesu, pak P, jsou rozdéleni bodovych procesti pro A-s.v.
2 € E. Véta o desintegraci se pouZije na A misto M.

Definice 49. Pro bodovy procesu ® definujeme redukované Palmovo rozdéleni (reduced Palm distribu-
tion) v bodé z jako pravdépodobnostni miru P; danou predpisem

/N o) L) = [ gl 8.) Pa(a)

N

pro libovolnou nezapornou méfitelnou funkei g.

Véta 41. Pokud @ je jednoduchy bodovy proces (tj. Q(N*) = 1), pak P,(N*) =1 pro A-s.v. x.
Diikaz: Pro libovolnou mnozinu A € By je podle definice Palmova rozdéleni

/A Po(M\ ) A(dz) = /M /E Lo (1) La(2) () Q(dp) = / 1(A) Q(du) = 0.

MW

Posledni rovnost plyne z toho, ze Q(M \ N*) = 0. Nyni vidime, %e P,(M \ N*) =0 pro A-s.v. x € A.
O

Poznamka 30. Palmovo rozdéleni P, jednoduchého bodového procesu ® lze interpretovat jako podmi-
néné rozdéleni bodového procesu za podminky, ze = je bod procesu. Pro £ > 0 malé totiz mame:

P(® €U, ®(b(x,2)) >0)  Eljge®(b(z,e))
P(®(b(z,e)) >0) E®(b(z,e))  Alb(z,e))

C(b(z,e) xU) ~ P,(U)

P(® € U | B(b(z,¢)) > 0) =

kde b(x,€) znadi kouli o stfedu z a poloméru e. Lemma 7.2 v [11] nabizi matematicky pfesné odvozeni.
Podobné P! lze interpretovat jako podminéné rozdéleni bodového procesu za podminky, Ze = je bod
procesu a ten nezapocitavame.

Poznamka 31. V teorii bodovych procesti se ¢asto pouziva oznaceni typicky bod (typical point). Jeho
vyznam se interpretuje pomoci Palmova rozdéleni. Pokud za Palmova rozdéleni P, ma bod x néjakou
danou vlastnost, fekneme, Ze typicky bod méa tuto vlastnost.
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Véta 42. (Campbellova-Meckeho véta) Pro jednoduchy bodovy proces ® a libovolnou nezéapornou
méritelnou funkci h plati:

E ) h(X,(I)):/

X Esupp & ExN

h(z,v)C(d(z,v)) = /E /N h(z,v) Py(dv) A(dz)

E Y h(X,cp(sX)/E/Nh(x,y)P;(dy)A(dx).

Xéesupp @

Dikaz: Prvni rovnost v prvnim vztahu se ukdze standardnim postupem teorie miry. Pro h(z,v) =
1a(x)1y(v) je
E Y h(X,®) =E®(A)jgey) = C(A X U).
X éesupp @

Druhé rovnost pak plyne z véty 39. Druhy vztah pak plyne z prvniho a definice 49.
O

Véta 43. (Slivnyakova véta) Pro Poissontiv proces ® s rozdélenim II a mirou intenzity A € M plati
P, =1I%ds,), neboli P, =TI, pro A-s.v. x € E. Symbol * zde znaci konvoluci mér. Jinak fe¢eno, ® + 4,
ma rozdéleni P, pro A-s.v. x € E.

Diikaz: Obecny dikaz lze nalézt v [5], Proposition 13.1.VII nebo v [11], véta 7.3. UkaZzme si dtkaz
pro diftzni A, pak podle lemmatu 31 je ® + 8, jednoduchy bodovy proces. Oznaéme @, jednoduchy
bodovy proces s rozdélenim P,. Podle disledku 29 staci ovéfit, ze ® + 0, a P, maji stejné prazdné
pravdépodobnosti. Vezméme libovolnou A € By a K € K. Pfipomernime, ze Nk o = {v : v(K) = 0}.
Ovérime, ze

/ Po(Ni0) Adar) = / P((® + 6,)(K) = 0) A(dz).
A A

Leva strana je rovna C(A x Nk o) = E®(A)1jg(x)=0). Pravou stranu mizeme upravit na

/ ]P((D(K) = 0,.1‘ Q/ K) A(dx) = / / 1[V(K):O] H(dV) A(dx)
A A\K JN
— A(A\ K)P(®(K) = 0) = EO(A\ K)Lp(c)g).
kde jsme v poslednim kroku vyuzili nezévislost ®(A \ K) a ®(K). Ziejmé plati E®(A)ligk)=q =

ECI’(A \ K)l[@(K):O], ¢imz je dtikaz hotov.
0

4. Bodové procesy v euklidovském prostoru

V této kapitole uvazujeme prostor F = R¢ s euklidovskou metrikou. P¥islusnou borelovskou o-algebru
B(E) budeme znacit B

4.1 Stacionarni bodové procesy na R?

Definice 50. Pro z € R? ozna¢me ¢, operator posunuti na M vztahem
(t:p)(A) = (A —z2), peM,AeB’

Rekneme, 7e ndhodna mira ¥ na R? je staciondrni (stationary), jestlize t,¥ a ¥ maji stejné rozdéleni
pro kazdé z € R?, tj. rozdéleni ndhodné miry je invariantni vii¢i posunutim.

Poznamka 32. Pokud p=>"7_, 6., pak topu=>1_; 0z, 12

Definice 51. Pro rotaci O kolem pocatku oznac¢me Ry operator rotace na M vztahem
(Rop)(A) = W(O~1A), peM,Ae B
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Nahodn4 mira ¥ na R? je izotropni (isotropic), jestlize RoW a ¥ maji stejné rozdéleni pro kazdou rotaci
O, tj. rozdéleni nahodné miry je invariantni vici otocenim kolem pocatku.

Lemma 44. Je-li ¥ stacionarni ndhodna mira s lokalné kone¢nou mirou intenzity A, pak A je nezapor-
nym néasobkem Lebesgueovy miry, tj. A(B) = \|B|, B € B¢, pro né&jaké X > 0.
Diikaz: Ze stacionarity mame A(B + z) = A(B) pro kazdé z € R?. Tvrzeni plyne z toho, Ze Lebesgueova
mira je a7 na nasobek jedina lokalné koneéna translacné invariantni mira na (R¢, BY), viz cvideni 26.6
v [8].

O

Definice 52. Nésobek A > 0 z lemmatu 44 se nazyva intenzita (intensity) stacionarni ndhodné miry.

Intenzita udéva stiedni hodnotu miry mnoziny s jednotkovym objemem. V pfipadé bodovych procest
jde o stfedni pocet bodi procesu v mnoziné s jednotkovym objemem.

Definice 53. Necht ¥ je ndhodnd mira s mirou intenzity A. Existuje-li hustota A miry A vzhledem
k Lebesgueové mife (tj. A(B) = [, A(z)dz, B € B?), potom X se nazyva funkce intenzity (intensity
function).

Z lemmatu 44 vime, Ze pro stacionadrni ndhodnou miru je mira intenzity nasobkem Lebesgueovy
miry, proto funkce intenzity je konstantni a je rovna tomuto nasobku, tedy intenzité.

Definice 54. Poissontiv bodovy proces ® na R?, pro ktery existuje funkce intenzity A a je konstantni, se
nazyva homogenni (homogeneous) Poissoniv bodovy proces s intenzitou A. Pokud je navic tato intenzita
rovna 1, mluvime o standardnim (standard) Poissonové bodovém procesu.

Poznamka 33. Homogenni Poissontiv bodovy proces je stacionarni a izotropni (viz cvi¢eni).

Definice 55. Necht ¥ je ndhodna mira na R? s faktoridlni momentovou mirou n-tého fadu a(™. Pokud
existuje hustota A\(") faktoridlni momentové miry o™ vzhledem k (nd)-rozmérné Lebesgueové mife, pak
se nazyva soudinovd hustota n-tého vddu (n-th order product density).

Poznamka 34. Soucinova hustota prvniho ¥adu splyva s funkei intenzity. Budeme psat A1) = \.

Poznamka 35. Podobné jako u funkce intenzity mtizeme souc¢inovou hustotu n-tého fadu zavést heuris-
ticky. Uvazujme n infinitezimalné malych disjunktnich kouli se sttedy v 1, ..., z, a objemy dz1, ..., dz,.
Potom A\ (z1,...,2,)dz; - - dz, je pravdépodobnost, ze v kazdé z téchto kouli je bod procesu.

Dusledek 45. Pokud existuje funkce intenzity A Poissonova bodového procesu ®, tak pro souc¢inovou
hustotu n-tého fadu plati A" (x1,...,2,) = [T, M), 21, ..., 2, € RY
Diikaz: Plyne z véty 34.

O

Z definice stacionarity (definice 50) plyne, Ze momentové miry staciondrniho bodového procesu jsou
invariantni viici diagonalnim posunutim, tj.

M(")(Bl X -+ X By) :M(n)((31+y) NI (Bn+y))

o™ (By x --- x By) = a(")((Bl +y) X+ x (By+7y))
pro libovolné n € N, By,..., B, € B? a y € R, Pokud existuje souc¢inova hustota, tak splituje
A @y a) =AY (e oy, +y) (16)

pro skoro vechna z1,...,z, € R a y € R%

Véta 46. Necht ¥ je stacionarni ndhodna mira na R? s intenzitou 0 < \ < oo. Zvolme libovolnou
omezenou borelovskou mnozinu A € B¢ s kladnou Lebesgueovou mirou (|A| > 0). Prold € 9 a x € R¢
ozna¢me t;'U = {p : t,pu € U}. Potom

1

Py(Ud) = —IE/ Lu(t_, ) U(dz), UM,
AAI 4

P,(U) = P,(t;'U), UM,
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jsou Palmova rozdéleni nahodné miry W.

Dikaz: Je tfeba ovéfit, ze takto definovany systém rozdéleni spliiuje (15), a tudiz vyhovuje definici
Palmovych rozdéleni. P¥itom v (15) staci uvazovat f(z, u) = 1p(x)1y(@). Ze stacionarity vime, Ze mira
intenzity A je ndsobkem Lebesgueovy miry (lemma 44), proto

/BPI(U)A(d:E) )\/BPO(tzlu)dz)\/BﬁE/Altwlu(ty\P) T (dy) dz
1 1
- m/BE/Alu(tIy\IJ)\If(dy) dz = WE/W /Rd 1a(y)1p(y + 2)1y (£ 7) T(dy) d,

kde jsme v poslednim kroku pouzili Fubiniho vétu a substituci z = x — y. Nyni provedeme substituci
U(dy) = (¢, ¥)(dx) a vyuZijeme stacionarity ¥. Dostaneme postupné

/BPz(L{) A(dx) = ﬁE/}Rd /Rd 1a(z — 2)1p(2)1y(t,7) (t,¥)(dz) dz

= ﬁE/}Rd /Rd 1a(z — 2)1p(2)1y (V) ¥(dz) dz

= ]E/ 1,(0) (dz) = C(B x U).
B

O

Pokud budeme mluvit o Palmové rozdéleni staciondrniho ndhodné miry, mame na mysli soubor
rozdéleni (P, z € R?) z véty 46, ktery je uréen Palmovym rozdélenim P, v po¢atku a vztahem P,(-) =
P,(t; ). Podobné redukované Palmovo rozdéleni stacionarniho jednoduchého bodového procesu budeme
uvazovat tvaru

Pi)=—F Yyt x(@®—dy), UeN
o A ull-x X)), )
X Esupp PNA
U) = P\t 'U), UeN

P!

x

Campbellova-Meckeho véta ma pak nasledujici tvar.

Véta 47. Pro stacionarni jednoduchy bodovy proces ® s intenzitou A a libovolnou nezapornou méritelnou
funkci h plati:

E Y h(X,(I)):)\/Rd/j\/h(x,u)Pz(du)dx:)\/Rd/jvh(x,twu)Po(du)dx

X Esupp &

E ) h(X,(I)cSX)A/Rd/Nh(z,y)Pz!(du)dzA/Rd/Nh(x,tmy)PO’(du)dz.

X Esupp &

Poznamka 36. Symbolem E, (resp. E|) budeme znacit stfedni hodnotu vzhledem k P, (resp. P!), tj.

th({)):/h(u)Po(du), E!Oh({)):/h(u)Po!(dz/).

4.2 Charakteristiky bodovych procest

V této podkapitole se budeme vénovat popisnym charakteristikdim bodovyjch procesti na R%. Rozlisujeme
Ciselné a funkcionalni charakteristiky. Ciselné charakteristiky popisuji vlastnosti bodového procesu jednou
¢iselnou hodnotou. U stacionarnich bodovych procest je nejjednodussi a nejdilezitéjsi ¢iselnou charakte-
ristikou intenzita (definice 52). Moderni prostorové statistika pouziva spise funkciondlni charakteristiky.
Piikladem funkciondlni charakteristiky je funkce intenzity (definice 53). Intenzita a funkce intenzity jsou
charakteristiky prvniho fadu (jsou odvozeny od momentové miry prvniho ¥ddu). Funkce intenzity je de-
finovana i pro nestacionarni bodové procesy. My se v této podkapitole zaméfime na stacionarni bodové
procesy.
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Nejprve si uvedme piiklady dvou éiselnych charakteristik, které jsou zalozeny na vzdjemnych vzda-
lenostech mezi body procesu.

Definice 56. Uvazujme stacionarni bodovy proces ® s intenzitou A a jako D, ozna¢me vzdalenost od
pocatku o k nejbliz§imu bodu procesu ®, tj. D, = inf{r > 0: ®(b(o,r)) > 0}. Definujeme Pielouvé index
ndhodnosti (Pielou’s index of randomness) jako

PI = \wyE(D,)*
a index agregace (aggregation index) nebo také Clarkiv-Evansiv index (Clark-Evans index) pfedpisem

%ﬁﬁﬁfEDm

OF="Taja "

kde wq = |b(0,1)| = 1"(%/;/2) je objem d-rozmérné jednotkové koule.
Tyto indexy tzce souvisi s nasledujicimi funkcionalnimi charakteristikami.

Definice 57. Necht ® je stacionarni bodovy proces a D, je vzdélenost od poc¢atku k nejbliz§imu bodu
procesu. Kontaktni distribucni funkce (spherical contact distribution function) je ddna pfedpisem

F(r) =P(®(b(o,7)) >0)=P(D, <r), r>0.

Oproti tomu distribucni funkci vzddlenosti nejblizstho souseda (nearest-neighbour distance distribution
function) definujeme jako

G(r) = P({v € N : v(b(o,7)) > 0}), r>0.
Déle jesté zavedeme J-funkci (J-function):

_1-G)

J(T)il—iF(r)’

r>0:F(r) <l

Poznamka 37. Zobecnéni funkci F' a G lze obdrzZet tak, Ze se v jejich definici misto kouli b(o, r) uvazuje
rB, kde B je néjaka konvexni a kompaktni mnozina obsahujici o.

U funkce G podobné jako u indexu agregace nas zajiméa vzdalenost od typického bodu procesu
k nejbliz§imu bodu procesu (tzv. sousedu), zatimco u funkce F' i Pielouvé indexu nadhodnosti se divame
na vzdalenost od daného bodu v prostoru k nejbliz§imu bodu procesu.

Véta 48. V pripadé homogenniho Poissonova procesu s intenzitou A plati PI1=CE =1, F(r) = G(r) =
1 — e dwar” 4 J(r)=1.
Diikaz: Pfenechan na cviceni.

O

Poznamka 38. Odchylky charakteristik od teoretickych hodnot pro Poissontiv proces indikuji bud
shlukovani bodd nebo tendence k regularité. Pro shlukovani svéd¢i hodnoty Pielouvé indexu ndhodnosti
vétsi nez 1, hodnoty indexu agregace mensi nez 1 a hodnoty funkce J mensi nez 1, zatimco pro regularitu
je tomu naopak.

Doposud zavedené charakteristiky byly definovany pomoci vzdalenosti k nejblizsimu bodu procesu,
a tudiz jsou ponékud ,kratkozraké“, nebot vzdalenosti mezi vice vzdalenymi body se jiz neberou v tvahu.
Na druhou stranu casto se podstatné prostorové korelace v datech objevuji pfedevsim mezi body, které
jsou blizko u sebe. Jina tfida charakteristik je zalozena na momentové mife druhého fadu. Tu mizeme
definovat obecnéji pro ndhodné miry.

Definice 58. Necht V¥ je stacionarni ndhodnd mira s intenzitou 0 < A\ < oo. Redukovand momentovd
mira druhého Tddu (reduced second-order moment measure) K je definovdna pomoci vztahu

NC(B) = /M B\ {0}) P(dy), B e B
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Déle definujeme redukovanou momentovou funkci druhého vddu (reduced second-order moment function)
nebo zkracené K-funkci (K -function) jako

K(r) = K(b(o,7)), r>0.

Poznamka 39. Specialné, je-li ® stacionarni bodovy proces, pak \K(B) = EL®(B), B € B%. Mizeme
tedy AK (r) interpretovat jako stfedni pocet bodd procesu riznych od pocatku v kruhu o poloméru r se
stfedem v pocatku za podminky, Ze v pocatku je bod procesu.

Lemma 49. Pro stacionarni nahodnou miru ¥ s intenzitou 0 < A < oo plati
aP(Ax B)= )\2/ K(B —z)dz, A, BeB.
A

Diikaz: Pravou stranu dokazované rovnosti upravime postupné podle definice 58, lemmatu 44, vztahu
mezi P, a P, z véty 46, véty 39 a definice 44:

2 [ K- ajas= [ [ -\ (o) P M)
= [ [ (@ =) o) Prtn Aqate) = [ [ 1) i) Qe
—& [ W\ () v(an) = 0P (4 x ).

O

Diisledek 50. Pro stacionarni Poissoniiv bodovy proces je K(B) = |B| pro kazdé B € B a K(r) = wgr?

pror > 0.
Diikaz: 7 definice redukované momentové miry druhého Fadu a véty 43 dostaneme MC(B) = E®(B) =
A|B|. Odtud jiz plyne, ze K(B) = | B| a specialné K (r) = wyr?.

U

Definice 59. Nékdy se misto K-funkce pouzivéa jeji transformace

L(r) = (M)”d, r>0,

wd

kterou nazyvame L-funkce (L-funkce). Jednim z diivodu oblibenosti L-funkce je, Ze pro Poissontiv proces
je (podle disledku 50) rovna identité (L(r) = r), coz umoziuje snazsi grafické srovnani.

Definice 60. Uvazujme bodovy proces ®, ktery nemusi byt nutné stacionarni. Za predpokladu, ze
existuje funkce intenzity A a existuje sou¢inova hustota druhého fadu A2, definujeme pdrovou korelacni
funkci (pair correlation function) pfedpisem

@) (4
g(z,y) = ﬁ, z,y € RY: A(x) > 0, \(y) > 0.

@ (p_
Je-li ® stacionarni, vime podle (16), ze A\ (z,9) = \®(z —y,0) = \P(z —y) a g(z,y) = w =
g(x — y) jsou funkcemi rozdilu x — y. Je-li ® navic izotropni, jsou A (z,y) = X@(||z — y|) a g(z,y) =
g(|lx — y||) funkcemi vzdalenosti 2 a y. Poznamenejme, %e na tomto misté i jinde ponékud zneuzivime

znaceni a pouzivdme pro funkce rozdilu x — y nebo velikosti rozdilu ||« — y|| stejné oznaceni jako pro
funkei dvojice (z,y).

Poznamka 40. Parova korela¢ni funkce mize nabyvat hodnot v intervalu [0, 00). Oznadeni ,korela¢ni
funkce“ je proto ponékud zavadéjici.

Dusledek 51. Necht @ je Poissontiv bodovy proces, pro ktery existuje funkce intenzity. Potom g(x,y) =
1.

Diikaz: 7 diisledku 45 vime, ze A(?) (2,3) = A\(z)A(y), a proto plati g(x,y) = 1.
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Poznamka 41. Péarovéa korelacni funkce predstavuje uzite¢ny nastroj pro grafické znazornéni odchylek
od Poissonova procesu. Pokud g(z,y) > 1, tak soucasny vyskyt bodd x a y je pravdépodobnéjsi nez
u Poissonova procesu se stejnou funkci intenzity. Pro stacionarni a izotropni procesy hodnoty parové
korela¢ni funkce g(r) vétsi nez 1 odpovidaji tomu, Ze vzdélenosti r mezi body jsou typi¢téjsi nez u modelu
uplné prostorové ndhodnosti. Tedy g(r) > 1 indikuje shlukovani ve vzdélenostech r, zatimco g(r) < 1
znamena regularitu v prislusnych vzdalenostech r.

Dusledek 52. Necht ¥ je staciondrni ndhodnd mira a A € B3 je libovolna omezend mnoZina s kladnou
Lebesgueovou mirou |A| > 0. Pak

1

MO e

IE/ U((B+2)\ {z})¥(dz), B e B
A

Dikaz: Podobné jako v diikazu lemmatu 49 dostaneme

2 [ myas = [ / u(B\ {o}) P,(du) A(de)

-/ / ((B+2)\ {z}) Po(dn) A(da)

/Aw«mw)\{x}) (da).
|

Véta 53. Je-li ® stacionarni jednoduchy bodovy proces s parovou korelacni funkci g, potom K je
absolutné spojita vzhledem k Lebesgueové mire a plati

K(B) = /Bg(u) du, Be B

Diikaz: Podle disledku 52 je
1

K(B) = S5E (B +X)\ (X)) = 57 A|E > D lealyemixnx
X Esupp PNA X €esupp ® Y Esupp ¢
1 # 1
- W]E Z lixcay-xenp = N[A] /d /d Lipeny—sen o (dz,dy)
X,Y esupp @ R4 JR

1 1
22| Al /]Rd /Rd [z€A,y—z€B] (z,y)drdy 1A Jaa Jra [zeA,y zeB]g(y z)da dy

1
m/ / 1[xeA,ueB]g(U)diEdU:/Q(U)d% Be B
Rd JRe B

Vyuzili jsme Campbellovu vétu (véta 35), definici 55 a definici 60.
O

Dusledek 54. Necht @ je staciondrni jednoduchy bodovy proces s parovou korelacni funkci, kterd je
invariantni viiéi rotacim, tj. g(x,y) = g(y — ) = g(|ly — z||). Potom

K'(r)

oqrd=1’

kde K'(r) je derivace K-funkce a o4 = dwq = lg(”d—d//;) je povrch jednotkové sféry S4—1 v R<.
Diikaz: Podle véty 53 mame

K(r) = /b(m«) g(u) du.

Pomoci polarni dekompozice Lebesgueovy miry (sférické souradnice) tak ziskdme

= u u = Ta sd_1 s)ds.
K‘”‘/,,@,T)g(” d /Od g(s)d
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4.3 Modely bodovych procest

Shlukové procesy

Definice 61. Méjme dany (na jednom pravdépodobnostnim prostoru) jednoduchy bodovy proces &,
(tzv. rodicovsky proces (parent process)) a kolekci koneénych bodovych procesti {¢, : © € R?}. Definujme

®(B) = » ¢(B)®,(dz), Be B

Pokud je ®(B) < oo s.j. pro viechna B € B¢, potom se ® nazyva shlukovy bodovy proces (cluster
point process). Pro X € supp @, se (x oznacuje jako dcefinny proces (daughter process) piislusny
rodicovskému bodu X.

Definice 62. Shlukovy bodovy proces ® takovy, ze {(, : * € R?} jsou navzajem nezavislé a nezavislé
na ®,, se oznacuje jako proces s nezdvislymi shluky. Je-1i navic ®, Poissoniv bodovy proces, mluvime
o Poissonové shlukovém bodovém procesu.

Nasledujici véta ukazuje, ze nékteré Poissonovy shlukové bodové procesy jsou zaroven Coxovymi
bodovymi procesy.

Véta 55. Necht @ je Poissoniiv shlukovy bodovy proces takovy, ze (, jsou konecné Poissonovy bodové
procesy s difiizni mirou intenzity A,. Predpoklidejme, Ze nahodné mira A(B) = [, Ay(B) ®,(dz) < oo
s.j. pro kazdé B € Bg. Potom ® m4 stejné rozdéleni jako Coxiiv bodovy proces s fidici mirou A.

Diikaz: Pro K € K(R?) je

P(®(K) = 0) = E[P(B(K) = 0] &,)] =E[F( (7] [Cx(K)=0]]|®,)]

X esupp @,
=E[ ] Px)=0[2,)]=E ] e
X é&supp ®, X é&supp ®,
= Eexp{— Z Ax(K)} = R AK),

X é&supp ®,

coz jsou prazdné pravdépodobnosti Coxova procesu a tvrzeni tak plyne z disledku 29.

O

V nasledujici definici zavedeme dilezitou tfidu Poissonovych shlukovych bodovych procesi.

Definice 63. Mé&jme pevné danu pravdépodobnostni hustotu p na R%. Nechf & je Poissoniv shlukovy
bodovy proces takovy, ze
e (-(R?), 2 € RY jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny,
e (. je smiSeny binomicky bodovy proces tvoreny nezavislymi stejné rozdélenymi nahodnymi vektory
s hustotou p(- — z), tj. body centrovanych procesii t_,(, jsou nezavislé stejné rozdélené s hustotou
.
Pak ® se nazyva Neymaniiv-Scottové proces (Neyman-Scott process). Pokud navic (,(R?) maji Pois-
sonovo rozdéleni s intenzitou ., jde o Neymaniv-Scottové Poissoniv proces (Neyman-Scott Poisson
process). V tom piipadé je (, Poissoniv proces s funkci intenzity A.p(- — ). Dikaz tohoto faktu se ovéfi
na cviceni.

Na obrazku 12 je vlevo vysvétlen vznik Neymanova-Scottové bodového procesu. Rodi¢ovsky proces
®,, je stacionarni Poissoniv bodovy proces (body jsou znazornény kiizky), poéty bodt dcefinnjch procest
jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny s binomickym rozdélenim se stiedni hodnotou E¢, (RY) =
5 a body kazdého dcefinného procesu jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné vektory s rovnomérnym
rozdélenim ve C¢tverci se stfedem v bodé rodi¢ovského procesu a délkou strany 0,2, tj. hustota p ma
tvar p(z) = 1/0,2% pro € [-0,1;0,1]2. Vzhledem k tomu, Ze se nosi¢e hustot pro jednotlivé shluky
(dcefinné procesy) protinaji, nelze z vysledné realizace shlukového procesu rozlisit, ktery bod nalezi
kterému dcefinnému procesu. Rovnéz si mizeme povsimnout, ze dcefinné body v okné pozorovani mohou
pochézet od rodicovskych bodd, které lezi mimo okno. Vysledna realizace Neymanova-Scottové procesu
je vykreslena na obrazku 12 vpravo. V té uz nevystupuji body rodi¢ovského procesu.
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Obrazek 12. Realizace Neymanova-Scottové bodového procesu ve ¢tvercovém okné jednotkového ob-
sahu. Intenzita rodi¢ovského bodového procesu je 10 (body znézornény na levém obréazku kiizky), poéty
bodt dcefinnych procesti maji binomické rozdéleni s parametry 10 a 1/2 a body dcefinnych procesi (zné-
zornény puntiky) jsou rovnomérné rozdéleny ve ¢tverci o strané délky 0,2 (vyznacen na levém obrazku).
Na pravém obrazku je samotné realizace procesu (pouze body dcefinnych procesti).

Véta 56. Méjme Neymaniiv-Scottové Poissoniiv proces ® takovy, ze ®, je stacionarni Poissoniiv bodovy
proces s intenzitou \,, pak ® je stacionarni proces s intenzitou A = A, . a parovou korelacni funkci

kde h(z) = [ p(y)p(y—=) dy je hustota X1 — X», kde X1 a X5 jsou dva dcefinné body. Pokud je rozdéleni
dcer radidlné symetrické (tj. p(z) = p(||z||) = p(r)), tak ® je izotropni a g(x) = g(||z||) = g(r).

Diikaz: Stacionarita plyne ze stacionarity ®, a toho, Ze centrované dcefinné procesy t_,(, jsou nezavislé
a stejné rozdélené. Podle véty 55 je @ Coxtiv proces s Fidici mirou A(B) = > v cqupp o, Ax (B), kde mira
A, mé hustotu A.p(- — z) vzhledem k Lebesgueové mife. Mira intenzity bodového procesu @ je podle
veéty 35 rovna

EAB)=E > AX(B):AP/

X esupp @, R

A (B)dz = /\p/ / Aep(y — ) dy dz = A\pAe|B| = A|B|.
d R J B

Podobné uzitim Campbellovy véty druhého fadu (véta 35) a véty 34 dostaneme pro faktoridlni
momentovou miru druhého fadu bodového procesu ®:

#
EA(B1)A(B2) =E Ax(B1)Ay(B2) =E Ax(B1)Ay(B2) +E Z Ax(B1)Ax(Bs)
X,Y esupp &, X,Y esupp &, X é&supp ®,
= AIZ) /Rd /]Rd AI(Bl)Ay(BQ) dy dx + Ap /Rd AI(Bl)AI(Bz) dz

= /\12))\3/ / / / p(u—2)p(v —y)dvdudydz
Rd JRE J By J B

+ ApA2 /d / / p(u—x)p(v — z) dvdude
R J B, J B,

:)‘2'|Bl|'|B2|+)\)\c/ / /p(u—:c)p(v—x)dxdvdu.
By J By Jrd
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Odtud vidime, ze sou¢inova hustota druhého radu je

A (u,v) = X2 + )\)\c/ p(u — z)p(v — z) dx,
Rd

a proto parova korela¢ni funkce mé tvar

1
gu,v) =1+ — [ p(u—z)p(v —z)dz.
Ap Jra

Provedeme-li substituci y = u — x, zjistime, ze

1
g(u,v) =1+ o™ p(y)p(v —u+y)dy
p JR4

je funkei u — v: g(u,v) = g(u —v,0) = g(u — v).
U

Vsimnéme si, Ze pro Neymanovy-Scottové Poissonovy procesy je parova korela¢ni funkce vzdy ale-
spon 1. Nejznaméjsimi priklady téchto procest s radidlné symetrickym rozdélenim boda shlukt jsou:
a) Thomasové proces (Thomas process): p je hustota d-rozmérného normélniho rozdéleni Ny (0, 021)
s nulovou stfedni hodnotou a varian¢ni matici, ktera je ndsobkem jednotkové matice,
b) Matérniv shlukovy proces (Matérn cluster process): p je hustota rovnomérného rozdéleni na kouli
b(o, R).
Priklady konkrétnich realizaci téchto model naleznete na obrazku 13.
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Obrazek 13. Realizace Thomasové procesu (vlevo) a Matérnova shlukového procesu (vpravo) ve étver-
covém okné jednotkového obsahu. Rodicovsky bodovy proces je v obou pfipadech stejny a jeho intenzita
je 10. Pocty bodti ve shluku maji Poissonovo rozdéleni se stfedni hodnotou 5 a jsou v obou ptripadech
pro kazdy bod rodic¢ovského procesu stejné. Lisi se pouze rozdéleni bodu v jednotlivych dcefinnych pro-
cesech. U Thomasové procesu jde o norméalni rozdéleni se smérodatnou odchylkou o = 0,05, zatimco
u Matérnova shlukového procesu jsou body shluku rovnomeérné rozdéleny na kouli o poloméru R = 0,1.

Ztedéné procesy

Jednou z nejjednodussich operaci s bodovymi procesy je zfedéni (thinning), kdy z daného bodového
procesu vypustime nékteré jeho body. UvaZzujme pfipad tzv. nezdvislého ziedéni (independent thinning),
kdy odebréani urc¢itého bodu procesu nezavisi na ostatnich bodech procesu.
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Definice 64. Necht p : R? — [0, 1] je méfitelna funkce. Shlukovy bodovy proces s nezavislymi shluky
takovymi, ze
[ 6, s pravdépodobnosti p(x),
G = 0 s pravdépodobnosti 1 — p(x),

nazyvame nezavisle zredény bodovy proces.

Poznamka 42. Kdyz {U(z) : € R%} jsou nezéavislé ndhodné veli¢iny s rovhomérnym rozdélenim na
(0,1) a nezévislé na jednoduchém bodovém procesu ®,. Pak ® =3 v o, LU (x)<p(x))0x je bodovy
proces vznikly nezavislym ziedénim procesu ®,,.

Véta 57. Nezavislym zfedénim bodového proces ®, s mirou intenzity A, obdrzime bodovy proces ®
s mirou intenzity

A(B) = / p(x)A,(dz), B e B
Drikaz: Plati
BS(B) = EB(®(B) | %,]] ~E[EL[ C.(B)3,(d0)| 3]

:E/]Rd E¢:(B) @ (dz) :]E/Bp(x) ®,(dz) = / p(z) A, (d).

B

Vyuzili jsme nezéavislost {(;} a ®, a Campbellovu vétu (véta 35).

7 Poissonova bodového procesu vznikne nezavislym ziedénim opét Poissoniv bodovy proces.

Véta 58. Pro Poissontiv bodovy proces ®, s diftizni mirou intenzity A, € M je piislusny nezavisle
ziedény bodovy proces ® Poissontiv bodovy proces s mirou intenzity

A(B):/Bp(x)Ap(dx), B e B

Drikaz: Spocteme prazdné pravdépodobnosti ziedéného procesu @ a ukdzeme, Ze se rovnaji prazdnym
pravdépodobnostem Poissonova bodového procesu s mirou intenzity A. Dukaz tim bude hotov diky
déisledku 29. Pro K € K(RY) je

P(R(K)=0) =) P(&,(K)=n)P(®(K) =0 &,(K) =n)

o0

— Z AP(I'{)neiAp(K) H ]P)(CX(Rd) =0 | @p(K) _ TL)

n=0 w Xesupp ¢,NK
e ME) o [ Apy(dz) [ 1" e M) - n
*nz::o e [/0 /Kl[uzm)] 7AZ(K) du —;—n! /K(l p(x)) Ay (dz)

e (K exp { /K (1-p(x)) Ap(dx)} — o Jir@) Aptan)

K vyjadreni podminéné pravdépodobnosti v prvnim fadku jsme pouzili vétu 32, ktera fika, ze podminéné
pii ®,(B) = n jsou body procesu nezavislé a rozdélené podle pravdépodobnostni miry A,|g/A,(B).

O

Procesy s pevnym jadrem

Celd fada modelu vznikd zfedénim daného bodového procesu. V definici 64 bylo uvazovano nezavislé
zfedéni.

U procest s pevnym jadrem nejsou zadné dva body procesu od sebe blize nez o danou vzdalenost
r > 0. Jedna z moznosti, jak takovy proces zkonstruovat, je pomoci tzv. zdvislého zredéni. To vyuzijeme
v definici nasledujicich dvou procest s pevnym jadrem.
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Definice 65. Mé&jme déno r > 0 a bud ® stacionarni Poissontiv bodovy proces s intenzitou A. Bodovy
proces

2:() = | %)t =0 2(d2)
se nazyva Matérniv proces s pevngm jddrem typu I (Matérn hard-core process I). Necht @, je staciondrni
Poissontiv bodovy proces na R? x [0, 1] s mirou intenzity A(B x I) = X-|B|-|I|, B € B4, I € B([0,1]).
Bodovy proces

() = / 02 () (@ (b(2,r)\{2}) x [0,u]) =0] P (d(z, 1))
R4x[0,1]

se nazyva Matérniv proces s pevngm jadrem typu II (Matérn hard-core process II).

U modelu prvniho typu vymazeme kazdy bod procesu ®, pro ktery existuje jiny bod procesu ve
vzdalenosti nanejvys r. Oproti tomu u druhého typu je kazdému bodu X € supp ® pfifazena vaha
U(X) € ]0,1] a vymaZeme ty body, pro které existuje ve vzdalenosti nanejvys r jiny bod procesu s mensi
véhou. Ekvivalentné si muzeme ptedstavit, ze pro kazdou dvojici riiznych bodu X,Y € supp ®, které
spliuji 0 < | X — Y]] <7, vymaZeme oba body (u procesu typu I) nebo jen bod s vétsi vdhou (u procesu
typu II).

Na obrazku 14 je zobrazen stacionarni Poissontiv bodovy proces, jehoZz ziedénim se dostanou Ma-
térnovy procesy s pevnym jadrem typu I a II. V pripadé procesu typu I se diky pfisnéjsi podmince na
ziedovéani ziskd mensi pocet bodid nez u typu II.
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Obrazek 14. Vlevo je znidzornéna realizace stacionarniho Poissonova bodového procesu s intenzitou 50
v rovinném okné jednotkového obsahu. Z této konfigurace bodu je odvozena realizace Matérnova procesu
s pevnym jadrem typu II (uprostied) a typu I (vpravo), pevné jadro je zvoleno jako r = 0,1.

Véta 59. Bodové procesy ®; a ®;; z definice 65 jsou stacionarni a jejich intenzity jsou

1— e—kwdrd

_ d
)\] = )\e Awar a )\[[ = a
wqr

Diikaz: Stacionarita plyne z konstrukce procesi. Intenzitu uréime tak, ze spocteme stiedni pocet bodu

procesu v mnoziné B € Bg.
Nejprve uvazujme typ I. Z Campbellovy-Meckeho véty a Slivnyakovy véty dostaneme

E®;(B) = E/ (s (b(x,r)\{z})=0] d(dz) = )\/ / 11 (b(z,r)=0] Pg!c(dl/) dzx
B BJN
= )\/ P(®(b(z, 7)) = 0)dz = Xe <" | B|.
B
Pro typ II opét pouzitim Campbellovy-Meckeho véty a Slivnyakovy véty ziskame

1
o 1[<I>m((b(m,r)\{z})X[O,u]):O] @m(d(x,u)) = )\/B /0 P(@m(b(x, T) X [0, u]) = 0) dudx

e—kwdrd

E®;;(B) =E /

Bx|

1
1
= )\|B|/ e~ Muwar” gy = \|B| -
0 Awgr
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co% vede k pozadovanému vztahu E®;;(B) = A\;/|B.

O

Jind moznost, jak konstruovat procesy s pevnym jadrem, je zalozena na sekvenénim postupu.

Definice 66. Je danor >0a B € Bg. Model ndhodné sekvenéni adsorpce (random sequential adsorp-
tion) v mnoziné B se konstruuje nasledovné:
(i) zvolme X7 € B rovnomérné ndhodné,
(ii) je-li k — 1 bodt zvoleno, zvolme X} rovnomérné ndhodné v B\ UF-'b(X;,r),
(iii) konstrukce konéi v n krocich, jestlize B C U, b(X;,r).
Vysledny bodovy proces je ® = >"" | dx,.

Poznamka 43. MnoZiny B\ Ui:llb(Xi, r) mohou mit komplikovany geometricky tvar, proto se v praxi
Casto pouziva zamitaci metoda. Bod X} se generuje rovnomérné ndhodné v mnoziné B a pokud je bliz
nez néktery z jiz zvolenych bodd, zamitne se a generuje se nové X. Tato procedura se opakuje, dokud
X} nepadne do B\ Uf;llb(Xi,r). Algoritmus se zastavi, pokud doslo k pfedem stanovenému poctu
zamitnutych iteraci po sobé. Také se da algoritmus zastavit, pokud je jiz v okné umistén pfedem dany
pocet bodi. TFi nasimulované realizace procesu ndhodné sekvenéni adsorpce pro rtzné volby r jsou na
obrazku 15.
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Obrazek 15. Trii realizace modelu ndhodné sekvenéni adsorpce v jednotkovém étverci pro » = 0,05
(vlevo), r = 0,1 (uprostted) a r = 0,15 (vpravo).

Definice 66 dava priklad kone¢ného bodového procesu. V dalsi podkapitole se budeme zabyvat
kone¢nymi bodovymi procesy s hustotou vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu.

4.4 Konec¢né bodové procesy s hustotou

V této podkapitole budeme pracovat s koneénymi bodovymi procesy na R?. Systém koneénych bodovych
meér oznacme

Ni ={v e N :v(R?) < o0},

Pokud navic uvazujeme jednoduché miry, pfiddme hvézdicku: N = Ny N N*.
Méjme Poissontiv bodovy proces ®p s konecnou diftzni mirou intenzity A. Rozdéleni konecného
Poissonova bodového procesu lze vyjidfit nasledovné (U € N):

OU) =P(®p €U) = i P(®p(RY) =n)P(®p c U | Dp(RY) = n)

n=0

= ARH? A(dzy)  A(dz,)
loeu *; n! /Rd"'/RdllZL Sn €Ul A(RD) T A(RY)

_AR? =1
— llwem 2 / a / Ly e Ad) - Aldan)
n=1 N

— o~ ARY)

: (17)

kde @ znac¢i nulovou miru, tj. @(B) = 0 pro kazdé B € B?. Budeme vySetiovat bodové procesy, jejichz
rozdéleni je absolutné spojité vzhledem k II.
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Definice 67. Necht II je rozdéleni konecného jednoduchého Poissonova bodového procesu. Pokud p :
Ni — Rt je méFitelna funkce takova, ze fo p(v)II(dv) = 1, fekneme, ze @ je bodovy proces s hustotou
p vzhledem k rozdéleni II, jestlize plati

P l) = [ p()TH) = Blpcupp(®r). U €N

Diky (17) lze rozdéleni bodového procesu ® také piepsat jako

ARl =1
P(® € U) = e MED [ygemp(@nzﬁ/w /R " s P Za A(dzy) - A(dzy)
el . 1 i

1

Bodovy proces ® s hustotou p je koneény (diky podmince A(RY) < oo) a jednoduchy (diky tomu,
7e A je neatomicka). Casto se uvazuje pripad, kdy A je restrikce Lebesgueovy miry na omezené mnozing
B € B¢, hustota p je potom vzhledem k rozdéleni standardniho Poissonova procesu na B. Povsimnéme
si, ze pro libovolnou Il-integrovatelnou funkei i na N plati Eh(®) = Eh(®p)p(Pp).

Priklad: Uvazujme hustotu p tvaru

p(300:) = o ][ fla).

=1

kde a > 0 a 8 : R? — R* je méfitelnd funkce takova, ze Jga B(z) A(dz) < oo. Prézdnym soucinem
(n = 0) rozumime jednicku, tj. p(&) = «. Definujme koneénou miru

/ﬂ A(dz), B e B

Piesvédéime se, ze pro vhodné « je [ N p(v)II(dv) = 1. Mizeme spocitat rozdéleni bodového procesu @
s hustotou p:

i

1 1

P(® € U) = ae~ME |1 l e zni / d / s qgBl@n) - Blan >A<dx1>~--A<dscn>]

Srovnanim s (17) vidime, Ze se opét jedna o rozdéleni Poissonova procesu. Mira intenzity je tentokrét

A a normujici konstanta o musi byt tvaru a = AR —Ag(RY)

Pro definici bodového procesu s hustotou miZzeme pouzit libovolnou nezapornou méfitelnou funkci h,
ktera ma kladny konec¢ny integral vzhledem k pravdépodobnostni mife II, znormovanim pak dostaneme
hustotu p, rovnost az na normujici konstantu zapisujeme p(v) o h(v). Budou se ndm hodit postacujici
podminky pro Il-integrovatelnost funkce h.

Definice 68. Nechf A je kone¢né diftizni mira na R?. Rekneme, ze méfitelnd funkce h : Nt = R
je lokdlné stabilng (locally stable), jestlize existuje nezdporna métitelnd funkce k : R? — RY takova, Ze
Jga k() A(dz) < oo a plati

h(v +96,) < k(z)h(v) Vv e Nf,z e R\ suppur.

Funkce h je stabilni ve smyslu Ruelleho (Ruelle stable), jestlize existuje konstanta ¢ > 0 a nezdpornd
funkce k spliwjici [, k(z) A(dz) < oo tak, Ze

H k(x) Vv e Nf.

TrESupp v

Pokud mtzeme miru v € N obdrzet z miry p € NV vynechdnim nékterych atomi, piseme v < p.
Je to ekvivalentni tomu, ze supp v C supp pu.
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Definice 69. Nezdporna méfitelnd funkce h na N se nazyva dédicnd (hereditary), kdyz pro kazdé
w € N plati
h(p) >0=h(v) >0 Vv =<pu.

Véta 60. Necht h : Nff — R" je méFitelnd funkce a Il je rozdéleni konec¢ného Poissonova bodového
procesu s mirou intenzity A.

a) Je-li h lokdlné stabilni, potom je stabilni ve smyslu Ruelleho.

b) Je-li h stabilni ve smyslu Ruelleho, potom je II-integrovatelna.

¢) Je-li h lokalné stabilni, potom je dédicna.
Diikaz: a) Polozme ¢ = h(2). Tvrzeni se lehce dokaze indukei podle n = v(R9). Pro n = 0 je ziejmé
h(v) = ¢ < ¢. Pokud tvrzeni plati pro n, pak

h(v +0) < k(z)h(v) < k(x)c H k(y) = ¢ H k(y).

yEsupp v YEV+y

b) Oznacime-li K = [, k(x) A(dz), pak

/ h(v)II(dv) = e AEY
Ne

ho) +Z%/R/R h(Zézi)A(dxl)---A(dxn)]

i=1

< e—A(]Rd)

= 1
c+;m/ﬂw...Adck(zl)...k(xn)A(dzl)...A(dzn)l

oo

AR N L en L CARY) K

= ce gon!K = ce e < 0.
n=

Prvni rovnost plyne z (17) standardnim postupem teorie miry.
¢) Z definice lokalni stability plyne, ze h(v + 6,) > 0 = h(v) > 0.
Ul

Definice 70. Pro bodovy proces ® s hustotou p je Papangelouova podminénd intenzita (Papangelou
conditional intensity) definovana jako

_ pv )

M (z,v) = o) r€RY v e Ng:p(v) > 0.

Poznamka 44. Pro dédiéné hustoty p lze lokélni stabilitu ekvivalentné definovat jako A*(z,v) < k(x)
pro kazdé z € R? a v € Ni s p(v) > 0, kde [g, k(z) A(dz) < oco.

Definice 71. V mnoha aplikacich se vyskytuji bodové procesy s pdrovymi interakcemi (pairwise inter-
action point processes), které maji hustotu vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu tvaru

p(v) H 9(0z) H 900z +3dy), v EN, (18)

TESupp v {z,y}Csuppv

kde g je tzv. interakénd funkce (interaction function), tedy nezdpornd funkce takovd, Zze pravé strana
v (18) je Il-integrovatelna. Bodovy proces nazveme repulzivni (repulsive), jestlize g(d, + dy) < 1 pro
v8echna x # y. Definujeme rozsah interakci (range of interaction) jako

R =inf{r > 0: g(6; + J,) = 1 pro vSechna ||z — y|| > r}.

Pokud g(d;) = 8 > 0 je konstanta a g(d, + d,) = 0(||x — y||) je invariantni viéi posunutim a rota-
cim, mluvime o homogennim bodovém procesu s parovymi interakcemi. Motivovani statistickou fyzikou
pouZivame pro funkci 6 : (0,00) — R oznadeni pdrovd potencidlovd funkce (pair potential function).
Urcuje silu interakci mezi body. Hodnoty mensi nez 1 znamenaji odpudivé interakce mezi body v dané
vzdalenosti, zatimco hodnoty vétsi nez 1 odpovidaji pritazlivim interakcim.
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Papangelouva podminéné intenzita bodovych procesti s parovymi interakcemi mé tvar

)\*(.T,l/) :g(éz) H g(6z+6y)

YyEsupp v

Funkce (18) je zfejmé dédiéna a pokud

/ 9(6,) A(dz) < oo (19)
Rd

a g(d; + d,) <1, tak je i lokalné stabilni, nebot A*(x,v) < ¢(6;) a v poznamce 44 lze vzit k(x) = g(dz).
Znamend to, Ze za predpokladu (19) je hustota repulzivnich procest II-integrovatelna. Pro homogenni
proces s parovymi interakcemi (19) zfejmé plati.

Jiz dfive jsme odvodili, Ze ve specidlnim p¥ipadé g(d, +J,) = 1 dostaneme Poissontiv proces. Rozsah
interakci je v tomto pfipadé R = 0.

Riazné volby 6 vedou na rizné modely homogennich procesi s parovymi interakcemi. Trivialni volba
6(r) = 1 pro kazdé r > 0 odpovidd homogennimu Poissonovu procesu s intenzitou . Nejjednodussim
a nejznaméjsim netrividlnim pfikladem kone¢ného homogenniho bodového procesu s parovymi interak-
cemi je Straussuv proces:

O(r) =y'r=r, 0<~<1, R>0,

pfitom pokldddme 00 = 1.

Definice 72. Méjme realné parametry 8> 0,0 <y <1 a R > 0. Straussuv proces je bodovy proces ®

s hustotou .
p(v) = aﬁu(R )VSR(V)a ve N,

kde « je normujici konstanta a Sg(v) = Z{z,y}gsuppy 1(jz—y|<R) Je pocet dvojic riznych atomt miry v,
jejichz vzdélenost je nejvyse R.
-1
je vétsinou neznama. Lze ji spocitat napiiklad
pro limitni pfipad v = 1, ktery odpovida Poissonovu procesu s mirou intenzity SA, vyjde a = e(1=AARY
Piipad v = 0 znamen4, %e pokud ma byt p(v) > 0, musi byt Sg(v) = 0 (pokldddme 0° = 1) a vysledkem
je bodovy proces s pevnym jadrem, tj. zadné dva body procesu nemtiizou byt bliz nez R. Parametr R
je roven rozsahu interakci. Na obrazku 16 jsou nasimulované realizace Straussova procesu pro limitni
hodnoty v = 1 (vlevo) a v = 0 (vpravo) a také pro v = 0,5 (uprostted), kde existuji dvojice bodu ve
vzdélenosti mensi nez R, ale je tomu tak méné ¢asto nez u Poissonova procesu (ptipad v = 1).

Normujici konstanta a = (fo ﬁ”(Rd)vsR(”) H(du))
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Obrazek 16. Tii realizace Straussova procesu ve ¢tvercovém okné jednotkového obsahu. Volba para-
metrt je 8 =50, R = 0,1 ay =1 (vlevo), v = 0,5 (uprostied) a v = 0 (vpravo). Rozdéleni procesu je
uvazovéno vzhledem k standardnimu Poissonovu procesu na [0, 1]%.

Strauss nazval tento proces modelem shlukovani [15], to by odpovidalo pfipadu vy > 1, pro ktery
vSak p(v) neni II-integrovatelna (viz cviceni). Pro 0 < v < 1 plyne II-integrovatelnost z lokalni stability.
Strausstv proces je tak modelem pro odpudivé interakce mezi body, jedna se o pfiklad repulzivniho
procesu.
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Definice 73. Necht II je rozdéleni standardniho Poissonova bodového procesu na omezené mnoziné
B € Bg. Mé&jme parametry 8 > 0, v > 0, R > h > 0. Strausstiv bodovyj proces s pevnym jddrem (Strauss
hard-core point process) je dan hustotou

_Jo, jestlize existuji x,y takové, ze v({z,y}) =2a 0 < ||z — y| < h,
p(l/) - aﬂV(B),.ySR(V), jinak,

vzhledem k II. Jde tedy o pfipad homogenniho bodového procesu s parovymi interakcemi a péarovou
potencialovou funkci

0 pror<h,
9(7“):{7 proh <r <R,
1 pror > R.
Poznamka 45. Diky podmince na pevné jadro h > 0 a omezenosti mnoZiny B existuje horni mez pro
pocet bodu procesu. To zajistuje integrovatelnost hustoty i pro v > 1.

Uvedme jesté priklad bodového procesu, ve kterém se vyskytuji i interakce vysSich fad@ neZ jen
parové.

Definice 74. Bodovy proces s hustotou
p(v) = ap" P10l e N,

vzhledem k rozdéleni standardniho Poissonova procesu na omezené mmnozing B € B, kde U, r =
Uzesuppyb(x,R) apf >0, R >0,v > 0, se nazyva bodovy proces objemovych interakci nebo také
Widomiv- Rowlinsoniv proces. V. d = 2 se mluvi o bodovém procesu plosngch interakei (area-interaction
point process).

Papangelouova podminénd intenzita bodového procesu objemovych interakci je tvaru

N (z,v) = By~ 1@ N\ Uy esupp v b(y,m)]
Lehce se presvéd¢ime, Ze jde o omezenou funkci:

> 1
M (@) < B o, por =zl
By~®d" proy <1,

coz znamena, ze hustota p je lokalné stabilni, a proto integrovatelna.

Bodové procesy s parovymi interakcemi i Widomuv-Rowlinsontv proces jsou specialnim piipadem
obecnéjsi tiidy bodovych procesti, tzv. markovskych bodovych procest.

Markovské bodové procesy

Definice 75. Bud ~ reflexivni a symetricka relace na R? x R?. Pokud z ~ 3, fikdme, Ze z,y € R¢ jsou
sousedé (neighbours). Pro B € BE definujeme sousedstvi (neighbourhood) B jako OB = {x € R%\ B :
Jy € B,x ~ y}.

Nejpouzivanéjsim piikladem relace sousedstvi je © ~ y < |z — y|| < R pro dané R > 0 (tzv. R-
sousedstur).

Definice 76. Méfitelnd funkce h : N; — R spliiuje lokdlni markovskou vlastnost (local Markov pro-
perty) vzhledem k ~, pokud pro kazdé v € Nt splitujici h(r) > 0 a pro kazdé x spliujici v({z}) = 0
plati

hv+6.)  h(v+d,—r,d,)

h(v) h(v — Zfﬂ dy.)

pro libovolné 1, ..., yx € suppv \ {z}, tedy y; jsou atomy miry v takové, ze y;  x. Rekneme, Ze h je
markouvskd funkce (Markov function) vzhledem k relaci ~, jestlize je dédi¢nd a splituje lokalni markovskou
vlastnost.
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Definice 77. Necht ® je kone¢ny bodovy proces s hustotou p vzhledem k rozdéleni Poissonova procesu
s konec¢nou diftzni mirou intenzity A. Bodovy proces ® je markovskyj, jestlize p je markovska.

Poznamka 46. Papangelouova podminénd intenzita A*(z,r) markovského procesu zavisi pouze na z
a V|6{z}-

Definice 78. Mnozina A C R? je klika (cliqgue) vzhledem k ~, jestlize x ~ y pro kazdé z,y € A.
Rekneme, 7e nezaporna méfitelna funkce g je interakcéni funkce (interaction function) vzhledem k ~,
jestlize g(v) = 1, pokud supp v neni klika.

Véta 61. (Hammersleyho-Cliffordova-Ripleyho-Kellyho véta) Méfitelnd funkce h : N — RT je mar-
kovské pravé tehdy, kdy# existuje interakéni funkce g : N — R takova, e

hp) =] 9w), neM. (20)

vp

Diikaz: Jedna implikace je zfejmé. Funkce h dédna vztahem (20) je dédi¢n4 a splituje lokdlni markovskou
vlastnost.
Piedpokladejme, Ze h je markovska a definujme g indukci: g(@) = h(2); g(1) = 1, kdyZ supp p neni

klika; a
Hl/—<;,t g(l/)

kdyz suppu # 0 je klika, kde v < p znamend v =< p a zarovel v # u. Je-li HV<M g(v) = 0, potom
existuje v < u tak, ze g(v) = 0, a proto h(v) = 0, coz z dédi¢nosti implikuje h(u) = 0. V tom piipadé
definujeme g(u) = 1 (neboli pokldddme 0/0 = 1). Funkce g je korektné definovéna a je to interakéni
funkce. Abychom ukézali, Ze plati (20) rozlisime tii ptipady.

1. supp p je klika: h(@) = g(2) a h(p) =[I,<, 9(v) pro p # @.

2. h(u) = 0 a supp p neni klika: existuji =,y € supp p tak, ze z # y. Je-li Hu_w g(v) = 0, pak
[[,<,9(v) = 0 = h(n). Sporem ukazeme, ze nemtize byt [],., g(v) > 0. Piedpokladejme proto, ze
1<, 9(v) > 0. Pokud h(u — &) > 0, pak z lokalni markovské vlastnosti vime, Ze

) B I Rk 1)
h(p—062)  h(p— 62— dy)’

neboli h(p— d,) = 0. To znamena, Ze pro aspoil jednu z mér y —J, a p—J,, oznacéme ji v, plati h(v) = 0.
Pokud by supp v byla klika, pak by z h(r) = 0 plynulo g(v) = 0, coZ vede ke sporu. Proto supp v neni
klika a ma o jeden bod méné nez supp p. Celou tvahu mizeme nyni zopakovat a dostat ¥ < v, pfitom
supp I neni klika a ma o jeden bod méné nez supp v. Takto ale nemizZeme postupovat porad, protoze
dfive nebo pozdéji odebirdnim bodd dojdeme ke klice (vSechny jednobodové mnoZiny jsou kliky). Tim
dostavame pozadovany spor.

3. h(p) > 0 a supp p neni klika: existuji x,y € supp p tak, ze x £ y. Oznaéme v = pu — §; — 0y.
Z dé&di¢nosti plyne, ze h(v) > 0. Uz vime, Ze vztah (20) plati pro kliky. Nyni ho ukdZeme obecné indukei
podle n = u(R?). Pro n = 0 je h(@) = g() z definice, pro n = 1 je h(5,) = g(@)g(.) z definice (pro
tyto dva piipady je p klika). Pfedpokladejme, Ze vztah plati pro n — 1 a ukdZeme ho pro n. Z lokéalni
markovské vlastnosti dostaneme

) = S 4 0,) = M)

Nyni vyuzijeme indukéniho pfedpokladu a toho, ze g(¢) = 1, pokud ¢({z,y}) = 2 (nebot x % y):

h(v + 6z).

Hp<vvs, 96 ozt 909) IT 9.

hlu) = [T<, 9(¥)

Podle véty 61 ma kazdy markovsky bodovy proces hustotu

p(p) = H 9(v) = g(2) exp Z logg(v) p = M'

v2p v, v#ED
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Ve statistické fyzice se pouziva oznaceni Gibbsiv bodovy proces (Gibbs point process) s energii (energy)

Up)=— > logg(v)

TN 2 %)

a particni funkci (partition function) Z = 1/g(<). Papangelouova podminéné intenzita je potom rovna
N (2, 1) = e F@r) kde E(x, ) = U(u+9,)—U(p) je energie potiebna k doplnéni bodu z ke konfiguraci
-

Prikladem markovského bodového procesu vzhledem k R-sousedstvi je Straussiv proces z definice
72. Papangelouova podminénd intenzita A*(z,p) = Byl zavisi pouze na x a lo{zy- Interakéni
funkce z véty 61 je

a, v(R%) =0,
_ Ba V(Rd) 7
g(v) = d _
v, v(R%) =2, kde 0 < [z —y|| < R pro x,y € suppv,
1, jinak.

Strausstv proces tak obsahuje pouze parové interakce.

Jako pfiklad markovského bodového procesu, u kterého se objevuji interakce vyssich fadu (interakéni
funkce g(v) je riiznd od 1 i pro viceprvkové konfigurace v), uvedme bodovy proces objemovych interakci
(74). Papangelouova podminénd intenzita A*(z,v) = By~ 1b@ N\ Uyesupp vb(1:1)| Z4visi jen na téch y, pro
které plati ||[x—yl|| < 2r. Jedné se o markovsky bodovy proces vzhledem k relaci (2r)-sousedstvi. Z principu
inkluze a exkluze vidime, ze interakéni funkce z véty 61 je

o, v(R?) =0,
g(w) = { By, v(RY) =1,
A (=D [b(@a,m)ne b)) = Zfﬂ Ouyy k> 2

4.5 Nehomogenni bodové procesy

Uvazujme specialni t¥idu bodovych procestt na R?, kterd p¥ipousti nekonstantni funkci intenzity, ale
vyzaduje, aby charakteristiky druhého fadu byly invariantni viic¢i posunutim.

Definice 79. Necht ® je bodovy proces s funkci intenzity A. Pfedpokladejme, Ze

mhom / / )P;(du), B e Bd,
B+z

nezavisi na x pro s.v. r € R%. Potom se ® nazyva po prevdzeni funkci intenzity slabé staciondrni (second-
order intensity reweighted stationary) bodovy proces. Pro takovyto proces mizeme zavést nehomogenni
K-funkci

Kinhom(r) = ’Cinhom(b(oa T)); r > 0.

Lemma 62. Necht & je po prevazeni funkci intenzity slabé stacionarni, pak pro libovolné A € B¢
s kladnou a konec¢nou Lebesgueovou mirou (0 < |A| < oo) plati

1

[XeA)Y-XeB] d

ICin om E VRSN B e B“. 21
hom(B) Xy; AX)AY) © 2D

Diikaz: Aplikujme Campbellovu-Meckeho vétu (véta 42) na funkei

Lzea ly—aen]
Mx)[A] Jra  Ay)

h(x, 1) = p(dy),

pak

1 1

[XeA] [Y-XeB]
E X, P — E _
2 M ox) = 2 () 2 A(Y)

X esupp @ X esupp @ Y esupp &, Y#X
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/]R ) /N h(zx,v) P(dv) A(dz) = ﬁ /A /N /B +$mu(dy) P (dv) M(z) dz

1
= m /A Kinhom(B) dr = ’Cinhom(B)-

O

Poznamka 47. VsSimnéme si, Ze prava strana v (21) je dobfe definovéna, protoze A(X) > 0 s.j. pro
vSechna X € supp ®.

Lemma 63. Kazdy stacionarni bodovy proces ® je po prevazeni funkci intenzity slabé stacionarni a plati
Kinhom(B) = K(B) pro kazdé B € B, kde K je redukovana momentova mira druhého fadu procesu ®.

Diikaz: Pro stacionarni bodové procesy je P.(-) = Pi(t; 1), a tak

It /Bﬂ () Pi) = [ /Bﬂ_ toit)(dy) Py (dn)
/ [ 5t ) Pian

dy) P,
_ B Z %Y)—XEO@(B) %)JC(B):IC(B).

Y esupp NB

O

Lemma 64. Kazdy Poissontiv bodovy proces s funkci intenzity \ je po prevazeni funkci intenzity slabé
stacionarni a plati Kinhom(B) = |B|, B € B.

Diikaz: S vyuzitim Slivnyakovy véty (véta 43) dostaneme

Kinom (B / /B 3 PL(dp)

1
:E/ — ®(dy) =E —
B+x )‘(y) Z Y

YeB—i—m

1
= 1 —Ay)dy = |B].
/]Rd [yEB—‘,—Z])\(y) (y) Y | |

O

Véta 65. Necht ® je bodovy proces na R? takovy, Ze existuje parova korelacni funkce a je invariantni
vici posunutim, tj. g(z,y) = g(y — x). Potom ® je po prevéazeni funkci intenzity slabé stacionarni a

Kinhom (B) :/ g(u)du, B e B
B

mhom / / (d:u’) B e Bda
B+x

potom pro libovolné A € BY je

1 |
B)dxz = dy) P, (du) A(d
/ 1nhom €= // /B-i—z .Z‘))\ ( y) x( M) ( $)
lyenyx #  lixealiven+x]
2 2 AX)A(Y) 2 AX)AY)
Xesupp PNAY €supp @,Y #X X,Y esupp @

Toed o
://Ma@(dx,dy)://1[I€A1y,z€B]g(x,y)dxdy
//1[x€Au€B dl‘d’u,—|A|/
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Odtud nyni vidime, ze K, (B) = [ g(u) du nezévisi na .

inhom

O

Poznamka 48. Za piedpokladia véty 65 je redukovand momentova mira druhého fadu Kinhom abso-
lutné spojita vzhledem k Lebesgueoveé mife a jeji hustota je rovna parové korelacni funkci g. Prikladem
bodového procesu, kdy redukovana momentova mira druhého fadu neni absolutné spojita, je ndhodné
posunutd pravidelnd miiz (viz cviceni).

Dalsi tfidou nehomogennich bodovych procest jsou kone¢né bodové procesy s nehomogennimi in-
terakcemi.

Jiné moznosti, jak obdrzet modely pro nehomogenni bodové vzorky, jsou zaloZeny na operacich,
které z homogenniho procesu vyrobi nehomogenni bodovy proces: nezavislé ziedéni (definice 64), lokalni
skalovani a transformace. Podle véty 57 vznikne nezavislym ztenc¢ovanim bodového procesu s konstantni
funkeci intenzity A na mnoziné B bodovy proces s funkei intenzity danou souc¢inem A a funkce udéavajici
pravdépodobnosti zachovani bodi, ktera nemusi byt konstantni.

5. Kotované bodové procesy

5.1 Zakladni definice

Koétovany bodovy proces dostaneme z bodového procesu, pokud kazdému bodu ptifadime urcitou veli¢inu
(tzv. kétu).

Definice 80. Uvazujme Uplny separabilni lokalné kompaktni metricky prostor M, kterému budeme
fikat prostor kot (mark space), jeho ptislunou borelovskou o-algebru oznaéime jako B(M). Kdtovany
bodovy proces (marked point process) je jednoduchy bodovy proces ®,, na prostoru R? x M takovy, 7e
jeho mira intenzity Ay, splituje Ay, (B x M) < oo pro kazdé B € BY. Pro kazdy kétovany bodovy proces
miZeme uvazovat prislusny nekdtovany bodovy proces (unmarked point process) nebo také podkladovy
proces (ground process) ® dany projekci na prvni slozku prostoru R? x M: ®(B) = ®,,(B x M), B € B.

Poznamka 49. V ¢esting se nékdy pouziva misto slova kdta oznaceni znacka a mluvi se o znackovangch
bodovych procesech.

Poznamka 50. Kazdj bodovy proces na R¢ lze reprezentovat jako kétovany bodovy proces s prostorem
két N. Koty predstavuji nadsobnosti bod.

Je dobré si uvédomit, ze ne kazdy bodovy proces na R? x M je kétovany bodovy proces. Napiiklad
kdy?# za prostor két vezmeme M = R a budeme uvaZovat stacionarni Poissontiv bodovy proces na R%+!
(posledni slozka odpovidé kété) s kladnou intenzitou, tak pro ten je pocet bodi procesu v mnoziné B x M
(B € B¢, |B| > 0) skoro jisté nekoneény, tedy Ay, (B x M) = co.

Nekotovany bodovy proces & dostaneme z procesu ®,,, pokud zapomeneme na kéty a bereme do
tivahy pouze polohy bodtl. Mohlo by se stét, Ze mezi atomy ®,, budou (X, M;) a (X, Ms), kde X € R?
a My # My jsou dvé rizné kéty z prostoru M. Pak by proces ® nebyl jednoduchy (bod X by byl poéitan
dvakrat). Nékdy proto budeme navic pfedpoklddat, ze ® je jednoduchy bodovy proces. Budeme-li chtit
pak mluvit o kété pfislusné bodu X € supp ®, budeme ji znacéit M (X), tedy (X, M (X)) € supp @,.

Z lemmatu 22 plyne, ze kétovany bodovy proces mtizeme vyjadrit kone¢nym nebo spocetnym souc-
tem Diracovych mér a jednotlivé atomy mohou byt ocislovany méfitelnym zptsobem:

o (R?)
@y, = Z d(x, M) (22)
i1

Prostor két mitize byt celkem komplikovany. My se pozdéji podrobnéji zaméfime na diskrétni nebo
kategorické kéty (podkapitola 5.3) a redlné kéty (podkapitola 5.4). P¥ipad, kdy M je prostor neprazdnych
kompaktnich mnozin, hraje dileZitou roli ve stochastické geometrii (viz [14]). Funkcionélni kéty jsou
studovéany ve ¢élanku [4]. Nejjednodussi prostor két je koneéna mnozina, pak mtzeme jeji prvky bez Gjmy
na obecnosti ocislovat 1,..., k.

Definice 81. Kétovany bodovy proces @, s prostorem két M = {1,...,k} oznadujeme jako viceroz-
mérny bodovy proces (multivariate point process). Lze na néj pohlizet jako na k-tici bodovych procest
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na R%: @, = (®y,...,®;), kde ®;(-) = ®,,(- x {i}), i = 1,..., k. Pokud chceme zdiiraznit pocet slozek,
mluvime o k-rozmérném bodovém procesu (specidlné dvourozmérném, trojrozmérném atd.).

Stacionarni kétované bodové procesy jsou takové, jejichz rozdéleni je invariantni viaci transformacim,
které posunou body procesu, ale zanechaji kéty nezménény. Podobné rozdéleni izotropnich kétovanych
bodovych procesti se nezméni po rotaci bodtt kolem po&atku v R? a zachovani két.

Definice 82. Rekneme, Ze kétovany bodovy proces ®., je staciondrni, jestlize rozdéleni t,®,, je stejné
jako rozdéleni ®,, pro libovolné z € R? kde (t.u)(B x L) = u((B — 2) x L), B € B, L € B(M),
u € N(R? x M). Kétovany bodovy proces ®,, je izotropni, jestlize Ro®,, a ®,,, maji stejné rozdéleni pro
libovolnou rotaci O kolem poéatku, kde (Rou)(B x L) = u(O~1B x L).

Poznamka 51. Pokud je ®,, staciondrni (pfip. izotropni) kétovany bodovy proces, potom i pfislusny ne-
kétovany bodovy proces @ je stacionarni (pfip. izotropni). Intenzitou stacionarniho kétovaného bodového
procesu pak rozumime intenzitu bodového procesu ®.

Véta 66. Je-li &y, stacionarni kétovany bodovy proces s konec¢nou a kladnou intenzitou A, pak existuje
(jednoznacné uréend) pravdépodobnostni mira Q na M tak, Ze mira intenzity procesu ®,, mé tvar

An(B x L) = A\|B|Q(L), Be B LecBM). (23)

Driikaz: Pro kazdou L € B(M) uvazujme lokalné koneénou miru jur,(B) = Ay (B x L), B € B?. Z pfedpo-
kladu stacionarity plyne, Ze je to transla¢né invariantni mira na R?, a proto je nasobkem Lebesgueovy
miry: yu7,(B) = A1|B|. Polozime-li Q(L) = AL, tak snadno nahlédneme, ze Q je pravdépodobnostni mira,
ktera spliiuje (23).

O

Definice 83. Pravdépodobnostni mira Q z véty 66 se nazyva staciondrni rozdéleni kdt (stationary
mark distribution). Nahodny element My v prostoru M (méfitelné zobrazeni z (9, 4,P) do (M, B(M))
s rozdélenim Q budeme nazyvat typickd kota (typical mark).

Dusledek 67. (Campbellova véta prvniho fadu pro stacionarni kétované bodové procesy) Necht ®,, je
stacionarni kétovany bodovy proces a h je nezdpornéd méiitelna funkce na R? x M. Pak plati

E > h(X, M) = )\/Rd/Mh(:c,m)@(dm) dz.

(X,M)€esupp ®m

Drikaz: Tvrzeni plyne z véty 35 a véty 66.
Ul

co , e ws A . . o 2
Faktoridlni momentovou miru druhého fadu kétovaného bodového procesu ®,, znacime aﬁn). Pro

pevné Ly, Ly € B(M) je zfejmé mira ag)(- x Ly x - x Ly) absolutné spojita vzhledem k mife a(? (- x -) =

ag)(- x M x - x M), tj. k faktoridlni momentové mife druhého fadu nekétovaného bodového procesu ®.
Pokud predpoklddame, ze o(?) je o-koneénd mira, pak (pro pevné Li, Ly € B(M)) existuje Radonova-
Nikodymova derivace Py, ,,(L1 X L3). Podobné jako u zavedeni Palmova rozdéleni miZeme uvazovat
regularni verzi, tj. takovou, ze pro pevné z1, x5 € R? je P, ., (- x ) pravdépodobnostni mira.

Véta 68. Necht ®,, je kdtovany bodovy proces takovy, Ze nekdtovany bodovy ® mé o-konecnou
faktorialni momentovou miru druhého fadu a'?). Potom existuje markovské jadro (z1,z2) + Py,
z (R? x R4, B x B) do (M x M, B(M) x B(M)) takové, ze

Oég)(Bl X L1 X Bz X Lz) = / lezg(Ll X L2) 04(2)(d(1'1,$2)),
BIXBQ

Bi,Bs € B, Ly, Ly € B(M).

Drikaz: Tvrzeni plyne z véty 38 o desintegraci.

O

Definice 84. Rozdéleni P,,,, z véty 68 oznacujeme jako dvoubodové rozdéleni kdt (two-point mark
distribution) v bodech 1,22 € Rd, T1 F To.
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Poznamka 52. Dvoubodové rozdéleni k6t mtizeme interpretovat jako rozdéleni két v bodech z7 a 2
za podminky, Ze x1 a x2 jsou body procesu. Pokud je ®,, stacionarni a izotropni, zavisi rozdéleni Py, .,
jen na vzdalenosti r = ||z1 — x2| bodidl 21 a x2. V tom piipadé budeme misto Py, psat P,.. Stiedni
hodnotu vzhledem k P,,. budeme znacit E,,.

Palmovo rozdéleni (resp. redukované Palmovo rozdéleni) kétovaného bodového procesu ®,, v bodé
(x,m) oznacime P (resp. P\™). Pro stacionarni ®,, je P(-) = P (t; '), resp. P,*(-) = P™(t;1.).

5.2 Modely koétovani

Definice 85. Poissontiv bodovy proces ®,, na R? x M s diftizni mirou intenzity A, takovou, ze A, (B x
M) < oo pro kazdou B € BE, nazyvame Poissontiv kétovany bodovij proces s mirou intenzity Ay,.

Poznamka 53. Nekétovany bodovy proces ® je Poissontiv bodovy proces na R¢ s mirou intenzity
A(G) = An(- x M).

Poznamka 54. Je-li M koneénd mnozina, feknéme {1,...,k}, mluvime o Poissonové vicerozmérném
bodovém procesu @y, = (P1,...,Px). V tom pfipadé pfimo z definice plyne, ze vSechny podprocesy ®;,
i=1,...,k, tvofi nezavislé Poissonovy bodové procesy na R?.

Jiny zpusob, kterak lze obdrzet Poissonuv kétovany bodovy proces, vychazi z tzv. nezavislého ké-
tovani. V tuto chvili se bude hodit reprezentovat kétovany bodovy proces pomoci (22).

Definice 86. Koétovany bodovy proces ®n, = >, d(x, ;) Se nazyva nezdvisle kotovany (independently
marked), pokud nadhodné kéty {M;} jsou nezavislé stejné rozdélené a nezavislé s nekétovanym bodovym
procesem ® = " dx,. Rozdéleni Q két {M;} se nazyvé rozdélent kot (mark distribution) kétovaného
bodového procesu ®@,,.

Véta 69. Necht @, je nezdvisle kétovany bodovy proces s rozdélenim két Q. Potom jeho mira intenzity
je
An(B x L) = A(B)Q(L), B e B? LcBM), (24)

kde A je mira intenzity nekétovaného bodového procesu ®. Pokud je ®,, stacionarni, tak rozdéleni kot
splyva se stacionarnim rozdélenim kot z definice 83.

Diikaz: Oznacme 7 = &, (R? x M) = ®(R?). Pro B € B% a L € B(M) je

T k
Am(B X L) = EZ(S(X“MZ)(B X L) = Z E 1[T:k] Zé(Xiaj\/Ii)(B X L)
i=1 kENoU{oc} i=1
k k
= Z ZEl[T:k]l[XiEBJWiEL] = Z ZEl[‘r:k]l[XieB]El[MieL]
keNou{oo} i=1 keNoU{oo} i=1

> E

keNgU{oo}

Q(L) =E®(B) - Q(L) = A(B)Q(L).

k
1k Y 0x,(B)
=1

Pro stacionarni kétovany bodovy proces je A(B) = A|B|. Z (23) tak plyne, ze stacionarni rozdéleni két
splyva s rozdélenim kot.

O

Princip nezavislého kétovani jsme jiz nékolikrat pouzili. Objevuje se v definici nezavislého zfedéni
(definice 64) nebo Matérnova bodového procesu s pevnym jadrem typu IT (definice 65). Pti dikazu véty 59
jsme vlastné vyuzili toho, Ze nezavislym kétovanim Poissonova bodového procesu dostaneme Poissontiv
kétovany bodovy proces.

Véta 70. Uvazujme nezavisle kétovany bodovy proces @, takovy, ze prislusny nekdtovany bodovy
proces ® je Poissontiv bodovy proces na R%. Potom ®,, je Poissontiv kétovany bodovy proces.

Diikaz: Prazdné pravdépodobnosti Poissonova kétovaného bodového procesu jsou exp{—An,(4)}, A €
K(R? x M). Opét oznaéime 7 = ®,,(R? x M) = ®(R?) a spoéteme prazdné pravdépodobnosti procesu
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P(®m(A) =0)= Y P(r=Fkni_[(Xi, M) ¢ A

keNoU{oo}
k k
= Y Eley[[lompga= D> Elp—y]] / Lj(x,,m)ga) Q(dm)
keNgU{oo} i=1 keNoU{oo} i=1“M

- EH/M Li(x,,myga) Q(dm) = EH (1 - /M 1i(x, m)eaq] @(dm)) .
=1 i=1

Nyni staci vyuzit toho, e pro Poissontiv bodovy proces na R? s mirou intenzity A plati (viz lemma 37)

e I seo=ew{- [ a-s@)aa)

X éesupp @

pro libovolnou méfitelnou funkei f : RY — [0, 1]. Dostaneme

P(n(4) =0 =exp{~ [ [ 1men @am) A},

coz je podle véty 69 presné exp{—An(A)}. Z disledku 29 pak plyne, Ze ®,,, mé stejné rozdéleni jako
Poissontv kétovany bodovy proces.

O

Predchozi véta 1ika, Ze aplikovanim nezavislého kétovani na Poissontiv bodovy proces obdrzime
Poissonuv kétovany bodovy proces. Ne kazdy Poissontv kétovany bodovy proces lze vSak ziskat timto
postupem. Podle véty 69 mé vysledny proces miru intenzity soucinového tvaru. Poissonovy kétované
bodové procesy s obecnou mirou intenzity nedostaneme nezavislym kétovanim. Pfislusny nekétovany
bodovy proces je sice stale Poissoniiv, ale kdty mohou obecné zaviset na polohach. OvSem ve staciondrnim
pripadé tomu tak neni.

Véta 71. Stacionarni Poissoniiv kétovany bodovy proces je nezavisle kétovany.
Dikaz: Mizeme predpokladat, Ze mira intenzity je nenulova (jinak neni, co dokazovat). Pak reprezentace
(22) je O = > o0 d(x,,m,), nebot ze stacionarity plyne 7 = @, (RY x M) = oo s.j. Podle véty 66 mame
An(BxL) = A\B|Q(L). Uvazujme posloupnost { M;} nezévislych stejné rozdélenych ndhodnych elementi
s hodnotami v M a rozdélenim Q, ktera je nezavisla na nekétovaném bodovém procesu ® = >, dx,.
Potom ®,, = Zfil 5( X, 0T3) je nezavisle kétovany bodovy proces, jehoz mira intenzity je podle véty 69
rovna Ay, (B x L) = A|B|Q(L). Proto maji ®,, a ®,, stejnd rozdéleni.

O
Poznamka 55. Predpoklad stacionarity jsme vyuzili jenom k tvaru miry intenzity. Stejnym zptisobem

dostaneme, Ze kazdy Poissontv kétovany bodovy proces s mirou intenzity sou¢inového tvaru A,,(Bx L) =
A(B)Q(L) je nezavisle kétovany.

Nezavislé kétovani dava nejjednodussi model pro kétované bodové procesy: kéty jsou nezavislé na
polohéach a nezévislé navzajem mezi sebou. U vicerozmérnych bodovych procestt mizeme uvazovat jiny
model, ktery vyznamné vyuziva nezavislost.

Definice 87. Vicerozmérny bodovy proces &, = (P1,...,Px) splituje model ndhodné superpozice
(random superposition), jestlize podprocesy @1, ..., Py jsou nezavislé.

Nezavislé kétovani a ndhodna superpozice jsou obecné odlisné, ale splyvaji pro stacionarni Poissontv
vicerozmérny bodovy proces (véta 71).

Jeden z moznych pfistupd, ktery pfipousti zavislé koty, je tzv. geostatistické kétovani.

Definice 88. Necht ® je jednoduchy bodovy proces na R? a {M(x) : * € R?} je nadhodné pole
s hodnotami v prostoru két M, které je nezavislé s ®. Potom &, = ersuplmb d(x,Mm(x)) je geostatisticky
kotovany bodovy proces.
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Prostorové korelace v ndhodném poli {M(z) : = € R¢} zptisobuji korelovanost két procesu ®,,.
I kdyz je geostatistické kdtovani vhodné v fadé aplikaci, tak pfedpoklad nezavislosti két na polohéch je
celkem omezujici pro redlné pouziti.

Jako ptiklad situace, kdy jsou kéty zdvislé na polohéch, uvedme tzv. zkonstruované koty (construc-
ted marks). Ty jsou vytvofeny urc¢itym mechanismem z danych nekétovanych bodt. Konstrukce obvykle
odrazi geometrické rozmisténi bodl. Nejjednodussim piikladem miize byt vzdalenost bodu procesu k nej-
bliz§imu sousedu: M(X) = d(X,® \ {X}), nebo pocet dalsich bodl procesu ve vzdilenosti mensi nez
dané r > 0: M(X) = ®(b(X,r)) — 1.

5.3 Vicerozmérné bodové procesy

V této podkapitole se budeme vénovat procestim s kvalitativnimi kétami. Pro urcitost budeme pred-
pokladat, ze prostor két je M = {1,...,k}. Vicerozmérny bodovy proces byl zaveden v definici 81.
Omezime se na stacionarni pripad a definujeme zakladni ¢iselné a funkcionalni popisné charakteristiky,
které zachycuji prostorové aspekty kot.

UvaZujme tedy staciondrni vicerozmérny proces @, = (®1, ..., Px). Bodové procesy ®; jsou rovnéz
stacionarni a oznac¢me jejich intenzity A;, ¢ = 1,...,k. Nekétovany bodovy proces ® = Zle ®;, ma
intenzitu A = Zle Ai. Staciondrni rozdéleni két Q je atomickd mira na M, ozna¢me p; = Q({i})

pravdépodobnost kéty i. Podle (23) je
E®;(B) = Am(B x {i}) = Ap;|B|,

a tudiz intenzita podprocesu ®; spliiuje \; = Ap;. Pravdépodobnost kéty ¢ je ddna podilem intenzity \;
a celkové intenzity A.
Nejprve zavedeme dvé Ciselné charakteristiky.

Definice 89. Nechf D; je vzdalenost od pocatku k nejblizsimu bodu procesu ®;. Dvourozmérny index
agregace nebo také dvourozmeérny Clarkuv-Evansuv index je definovan jako

d(\jwa)t/?

i = T (1/a)

EYD;, 4,j=1,....k

Poznamka 56. Index udava podil stfedni vzdalenosti typického bodu s kétou ¢ k nejbliz§imu bodu
procesu s kétou j u zadaného procesu ku stejné veli¢iné pro Poissontv vicerozmérny bodovy proces se
stejnymi intenzitami. To znamen4d, Ze pro Poissontv vicerozmérny bodovy proces je CE;; = 1. Hodnoty
CE;; > 1 indikuji odpuzovéani mezi body s kétami 7 a j, zatimco hodnoty CE;; < 1 ukazuji na jejich
pfitahovani. V pfipadé ¢ = j dostavdme index agregace bodového procesu ®; (viz definice 56).

Definice 90. Oznac¢me -ty nejblizsi bod nekdétovaného procesu ® od pocatku jako Z;. Index miseni
bere do tvahy p nejblizsich sousedu typického bodu a udava stfedni podil téch, které jsou odlisného typu.
Je definovan jako

—_ 1

p
!
My = ;Eo D Ls(oyeazo)s
=1

kde vyuzivime Gmluvu, ze M (o) oznacuje kétu pocétku a M (Z;) oznacuje kétu bodu Z;.

Poznamka 57. Jestlize kolem typického bodu jsou spise body s odlisnou kétou, pak index miSeni nabyva
velkych hodnot. Naopak v pfipadé, Ze body s ruznymi kétami maji tendenci se od sebe distancovat,
nabyva index malych hodnot.

Nyni definujeme zakladni funkcionalni charakteristiky pro stacionarni vicerozmérné bodové procesy.
Necht D;(z) = d(z,supp ®;) znadi vzdalenost bodu z k nejblizsimu bodu procesu s kétou i. Necht
D(z) = d(z,supp ®) znadi vzdalenost bodu x k nejblizsimu bodu procesu s libovolnou kétou.

vy

Definice 91. KriZovd distribucni funkce vzddlenosti nejblizstho souseda nebo také krizovd G-funkce je
déna vztahem 4
Gij(r) = P(Dj(0) <71), 720,

o

Kondenzovanou G-funkci definujeme predpisem
Gi(r) = P¥(D(o) <r), r>0.

o
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Poznamka 58. Kiizova G-funkce je distribu¢ni funkce vzdalenosti bodu s kétou i k nejblizsimu sousedu
s kétou j. Kondenzovana G-funkce predstavuje distribu¢ni funkci vzdalenosti bodu s kétou ¢ k nejblizsimu
bodu procesu s jakoukoli kétou.

Definice 92. Definujeme kiiZovou J-funkci predpisem

1 — Gij (7’)

Tulr) = 1-F(n T

kde F};(r) je kontaktni distribu¢ni funkce bodového procesu ®; (viz definice 57). Déle zavedeme konden-
zovanou J-funkci vztahem

1-— Gi‘(T)
Ji(r) = ———-, >0:F 1,

(T) 1 _ F(T) r (T) <
kde F(r) je kontaktni distribuéni funkce nekétovaného bodového procesu ®.

Pro staciondrni Poissoniv vicerozmérny bodovy proces je G;i(r) = 1 — e~ Nwar’ Qi) = 1 -
e~ 4 proto Jij(r) =1 a J;.(r) = 1. To, ze kiizova J-funkce je konstantné rovna 1, plati obecnéji za
pfedpokladu modelu ndhodné superpozice. Pokud jsou totiz podprocesy ®; a ®; nezavislé, pak G;;(r) =
Fj(T) a Jij(T) =1.

Definice 93. Necht J(r) je J-funkce bodového procesu ®. Definujeme I-funkci vztahem
k
I(r) = Zpijii(T) —J(r), r>0:F(r)<1.
i=1

Poznamka 59. Za piredpokladu modelu ndhodné superpozice je I-funkce identicky rovna nule. Odchylky
od nulové funkce ukazuji na pritazlivé nebo odpudivé vazby mezi body rtzného typu.

Definice 94. KviZovou redukovanou momentovou miru druhého tddu K;; definujeme pomoci vztahu
\Ki;j(B) =El®;(B), BecB
kde A; je intenzita podprocesu ®;. Déle definujeme kriZovou K -funkci jako
K;;(r) = Kij(b(o,7)), 7>0.
Podobné zadefinujeme kondenzovanou redukovanou momentovou miru druhého Tddu predpisem

MCi.(B) =E'®(B), BeB?

o

a kondenzovanou K -funkci jako
K;.(r) =K. (b(o,r)), r>0.

Poznamka 60. Znamend to, Ze A\;K;;(r) pfedstavuje stiedni poéet bodl s kétou j umisténgch v kouli
o poloméru r a stredu v typickém bodé s kétou i. Pro ¢ = j dostaneme K-funkci podprocesu ®;. Podobné
AK;.(r) oznacduje stfedni pocet bodi (s libovolnou kétou) v kouli o poloméru r a stfedu v typickém bodé
s kétou 4, pritom stfed nezapocitavame. Kondenzovanou K-funkci muzeme dostat z kiizovych K-funkci
pomoci vztahu

k
)\KZ(T) = Z )\]KZJ (T)

Je-li g parova korelaéni funkce vicerozmérného bodového procesu ®,,, piSeme zkracené g;;(z,y) =

9((x,4), (y,5))-

Véta 72. Necht existuje soucinova hustota druhého Fddu ,\S,?)
procesu ®,,. Kiizova redukovana momentova mira druhého Fadu je absolutné spojita vzhledem k Lebe-
sgueové mife a plati

stacionarniho vicerozmérného bodového

Kji(B):/Bgij(U)dU, B e B
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Daéle je symetricka ve smyslu
Ki;(B) = Kji(-B), Be€B™.

Pro kiizovou K -funkci pak specialné plati

Drikaz: Analogicky k dikazu véty 53 dostaneme

]. (2)
i B)= — 11 —x Q. d.’l',d 5
IC ]( ) )\i)\j| 4| /d /d [ €Ay EB] 17 ( y)

kde a( )(Bl X Bg) = al? )(Bl x {i} x By x {j}). Pro sou¢inovou hustotu /\g)((z,i), (y,7)), pouZijme
(2 )(

zkracené oznaCeni \;.’(z,y). Ze stacionarity mame, zZe )\( )( y) = )\(-2-)(y — x) je funkeci rozdilu y — «.
7 definice faktorialni momentové miry druhého fadu ziejmé plyne, Ze a( )(Bl X Bg) = a( )(Bg x Bi),

a proto /\gj)(:c, y) = )é?(y, x), neboli /\g)( )= A§?)(f ). S vyuzitim tohoto zjisténi ziskdvame

1 )
K ]( ) )\1)\J|A| /Rd /]Rd [zeA,y €B] ij (y 1') T ay

1 2
= — 1 A dxd
A 14] /R /R reane Ay (u) dodu

! )\(2) (u) du.

)\)\

Podobnou tpravou dojdeme k tomu, ze

! @)
i(—B) = 1 _ze—BA;; (y —x)dxd
’C] ( ) )\)\|A| /Rd /]Rd [teA,y—xe—B]\j; (y 1') xray

)\ )\ |A| 7{@ j@AT‘MR@J@}éﬁu@ Gkg(ﬁ(m dzdu = i )\ fB )‘(2

O

Dusledek 73. Pro stacionarni a izotropni vicerozmérny bodovy proces je kfizova parova korelacni
funkce symetricka: g;;(r) = g (r). Dale plati nésledujici vztah mezi kfizovou parovou korela¢ni funkci
a kfizovou K -funkci:
/
Ki;(r)

9ij (T) = o_d;d_la r>0.

Diikaz: Je analogicky dikazu vztahu mezi parovou korelacni funkci a K-funkci pro bodové procesy
(dtsledek 54). Véta 72 Fika, ze ki{zova parova korela¢ni funkce je hustotou kiiZové redukované momentové
miry druhého fadu:

/Cji(B):/Bgij(u)du.

To s vyuzitim izotropie a polarni dekompozice Lebesgueovy miry vede na

Koy (r) = /b( ol an = / cas®g(s) ds.
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5.4 Procesy s kvantitativnimi kotami

Nyni piejdeme od kvalitativnich két ke kvantitativnim. Budeme pfedpokladat, Ze prostor két je Ml = R™T.
V celé podkapitole bude ®,, stacionarni kétovany bodovy proces s intenzitou A a se stacionarnim roz-
délenim k6t Q. Prislusny nekétovany bodovy proces jako obvykle zna¢ime ®. Opét definujeme zdkladni
¢iselné a funkcionalni popisné charakteristiky. Samozifejmé mizeme pouzit bézné pouzivané charakte-
ristiky k tomu, abychom popsali stacionarni rozdéleni két. Pokud je My typickd kéta procesu @, pak
napi. F(t) = Q([0,t]) je jeji distribuéni funkce, EMo = [~ m Q(dm) je stiedni typicka kéta a var Mo je
rozptyl typické kéty.

Definice 95. Mira souctu kot je definovana jako

S(B):/B Mmfbm(d(x,m)), B e B

Poznamka 61. Jedna se o stacionarni ndhodnou miru na R?. Jeji intenzita je
As = ES([0,1]%) = XEM,,

jak plyne z véty 67 s h(x,m) = m1lpcp,1)4-

Definice 96. Definujeme indez disperze souctu kot jako

IMD = Y2t S(B) ,
A B|EM,

kde B je néjaka testovaci mnozina, napf. koule o poloméru r. Tento index udava podil rozptylu souctu
két v mnoziné B a odpovidajici stfedni hodnoty.

Definice 97. Necht Z; je bod procesu ®, ktery je nejblize po¢atku. Pro méfitelnou funkci f : RT xRT —
RY je nenormalizovany korelaéni index nejblizsich sousedi dan jako

vp = E,f(M(0), M(Z1)).

PoloZime-li

e = /0 N /0 " F(ma, m2) Q(dmy) Q(dima)

a pokud cy > 0, dostaneme korelacni index nejblizsich sousedi

_ vy

Poznamka 62. Hodnoty ny > 1 indikuji, Ze stfedni hodnota funkce kéty typického bodu a kéty jeho
nejbliz§itho souseda je vétsi nez funkce typické koty a jeji nezavislé kopie. Jestlize jsou kéty typického
bodu a nejbliz§iho souseda nezavislé, pak iy = 1. Nejéastéjsi volba f je f(m1,ma) = mima, pro kterou
mluvime o indexu soucinu kot nejblizsich sousedii. Hodnoty tohoto indexu vétsi nez 1 nastavaji, pokud
stfedni hodnota soucinu két typického bodu a jeho nejblizsiho souseda je vétsi nez soucin stfednich
két, coz znamend, Ze mezi sousedy pusobi vzajemna stimulace. Mezi dalsi ¢asté volby funkce f patii
f(ml, m2) =My a f(ml,mz) = %(ml — m2)2.

V nésledujicim budeme navic uvazovat, ze @, je izotropni kétovany bodovy proces.

Definice 98. Pro méfitelnou funkei f : RT x R™ — RT zavedme faktoridlni momentovou miru druhého
radu prislusnou funkci f vztahem

#
a§2>(31 X By) =E Z F(My, Ma)1ix, e B, XoeBo-
(X1,M1),(X2,M3)€supp
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Predpokladejme, Ze existuje hustota )\502)(:@ y) této miry vzhledem k Lebesgueové mife. Ze stacionarity

a izotropie plyne, Ze )\;2) (x,y) = AS?(HJC —yl|) je funkei ||z — y||. Za pFedpokladu, ze existuje i sou¢inova
hustota druhého fadu A procesu ® definujme nenormalizovanou f-korelacni funkei kdt jako

(2)
Ay (r
kp(r) =L (r) r>0:220) > 0.

Polozime-li

s = [ [ #ma,ma) Q(dms) Q(ams)

a pokud cy > 0, dostaneme f-korelacni funkci kot

Poznamka 63. Nenormalizovand f-korela¢ni funkce két mtize nabyvat libovolnych nezdpornych hodnot,
oznaceni ,korelacni funkce“ je proto ponékud zavadéjici.

Interpretace nenormalizované f-korela¢ni funkce két bude jasnéjsi z nasledujiciho lemmatu.

Lemma 74. Necht ®,, je staciondrni a izotropni kétovany bodovy proces. Oznac¢me M (o) kétu pocatku
a M (r) kétu libovolného bodu ve vzdélenosti r od pocatku. Nenormalizovand f-korelacni funkci kot
spliiuje

k(r) = Eor f(M(0), M(r)), 7>0.

(2)

Dikaz: Rozepiseme « 7 podle Campbellovy véty druhého fadu (véta 35) a vyuzit vétu 68:

agg)(Bl X Bg) = / / F(ma,ma) a@® (d(z1,m1), d(za, ms))
BQ xR+ Bl xR+
= / / / f(m1,ma) Py, o, (dmaq, dms) a@)(dxl, das)
Bo J B, JR+ JR+

Odtud vidime, ze
A2 (2,5) = A2 (2, ) / Fma,ms) Poy (dmy, dma),
R+ JR+

a tudiz

() = /R [ s Py i),

O

Funkce k¢(r) tak vlastné predstavuje stfedni hodnotu funkce f két dvojice bodit procesu, které jsou
ve vzdjemné vzdélenosti r. Rovnéz je vidét, Ze normalizace ¢y je volena tak, aby ks(r) byla rovna 1,
kdykoli jsou kéty ve vzdalenosti r nezavislé. Specialni volbou funkce f se ziskaji rtizné charakteristiky
druhého rfadu kétovaného bodového procesu. Uvedeme prehled nejcastéji pouzivanych.

Definice 99. Pokud je stfedni typicka kéta nenulova, tak definujeme korelacni funkci kot predpisem

Eor M (0)M (1)
kmm(r) = ————+——=, > 0,
tj. jde o ky(r) s f(m1,ma2) = myma. V piipadé nenulové stiedni typické kéty zavedeme r-funkci kdt jako

— EO’I‘M(O)

Fom- (7) EM,

r >0,
neboli ky,. (1) = k() s f(m1,ma) = ma.
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Variogram kot definujeme predpisem
) = 3Ear(M(0) = MOY2, >0,
neboli v, (r) = k¢(r) s f(mi,ma) = 2(m1 —m2)?. Volbou f(mi1,ma) = my dostavdme E-funkci
E(r) =E,M(o), r>0.
Dale definujeme V -funkci jako

V(r) =Eor(M(0) — E(r))?, 7 >0.

Poznamka 64. Funkce F(r) udava stfedni kétu bodu, pro ktery existuje jing bod procesu ve vzdalenosti
r. Pokud jsou polohy a kéty zavislé, tak existence jiného bodu ve vzdalenosti » muze ovlivnit velikost
kéty daného bodu. Znormovanim stfedni typickou kétou dostaneme funkei kyy,. (7).

6. Dodatky

6.1 Normalni rozdéleni

Véta 75. Necht ndhodny vektor X = (Xi,...,X,)T méd n-rozmérné normalni rozdéleni s vektorem
strednich hodnot p = (pi1, . . ., itn) T a varianéni matici 3. Mé&jme k € {1, ... ,n—1}, rozdélme vektor X na

X1 = (Xla' e an)T a X2 = (Xk+17" '7X’n)T7 VektOI'[.L na py = (Mla' o hu’k)T a My = (/’Lk+17" '7MH)T
a matici 3 na 4 podmatice 311, X192, Yo7 a oo o Faddech kx k, kx (n—k), (n—k)xk a (n—k)x (n—k):

b)) b))
> _ ( 11 12) .
o1 Yoo
Potom podminéné rozdéleni X1 pii Xo je k-rozmérné normalni rozdéleni se stiedni hodnotou p, +

-1 . v s .z —1
31935, (X2 — py) a varianéni matici 311 — 319355 2og.

Dikaz: Lze najit napt. v [1].

O
Véta 76. Necht Xi,...,X, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny s normélnim rozdélenim
N(0,1) a necht h : R® — R je libovolnd méfitelnd funkce nezavisld na zméné méritka, tedy spliujici

h(azy,...,ax,) = h(x1,...,z,) pro kazdé a > 0 a x1,...,x, € R. Potom nghodné veli¢ciny H =
h(X1,...,X,) aQ=X?+---+ X2 jsou nezavislé.

Diikaz: Predpokladejme, Ze existuje momentova vytvorujici funkce ndhodné veli¢iny H na néjakém okoli
U nuly. Potom momentové vytvoiujici funkce nahodného vektoru (H, Q)T je

EettH+62Q — e 1 7 / etrh(@ryan) o= (1-2t2) Do w2 d(z1,...,z,)
)" n
1 "
CORE / ety g™ 200, y?/2(1 —2t5) "2 d(y1, . . Yn)
m)" n

= (1—2ty) "?EeMH, 4 € Uty <1/2,

coz je tvaru soucinu dvou momentovych vytvorujicich funkci. Odtud vidime, ze H a @ jsou nezavislé a @
mé y2-rozdéleni o n stupnich volnosti. V piipadé, Ze neexistuje momentova vytvorujici funkce nahodné
veli¢iny H, museli bychom prejit k charakteristickym funkcim.

O
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6.2 Besselovy funkce

Besselova funkce prvniho druhu fadu v je definovana jako

L& (LD e
MO =Y e ()

Jedna se o feseni Besselovy diferencialni rovnice
1 v?
y//+_y/+<1_2>y(),
z z

Existuji dva druhy modifikovangch Besselovych funkci. Jedna se o feseni modifikované Besselovy
rovnice

1 2
w"+—w'<1+y—2)w0.
z z

Modifikovana Besselova funkce prvniho druhu fadu v je

=V N —Lumi ) — S 1 AR
IL(z)=1"J,(z1) =e 2 Jy(21)§m<§)

a modifikovana Besselova funkce druhého druhu fadu v mé tvar

I_,(2) —L,(z)-

T
K, = —.
(Z) 2 sin v

Speciélné pro v =1/2 je

2
I o(2) = \/Esinhz, Ki)(2) = ng_zz_lﬂ.

6.3 Teorie miry

Definice 100. Systém podmnozin prostoru E se nazyva okruh (ring), jestlize je uzavieny na konecnd
sjednocenti, rozdily a obsahuje prazdnou mnozinu. Pokud navic obsahuje cely prostor, nazyva se algebra.

Definice 101. Systém D podmnozin prostoru E se nazyva Dynkintv, pokud
(i) 0D, E €D,

(il) Ae D= A° €D,

(iii) A1, As,... € D po dvou disjunktni = U; A; € D.

Poznamka 65. Kazda o-algebra je Dynkiniiv systém.

Véta 77. (Dynkinova) Jestlize P je systém uzavieny na konecné priiniky a D je Dynkiniv systém
obsahujici P, potom P C D.

Definice 102. Rekneme, ze M je monotdnni systém podmnozin prostoru E, jestlize
(i)AlgAgg"'EMiuiAieM,
(l'i)AlgAg;)"'EMiﬂiAieM.

Poznamka 66. Kazdy Dynkintv systém je monoténni systém.
Véta 78. Je-li R okruh a M monotdénni systém obsahujici R, potom o R C M.

Véta 79. (o jednoznacném rozsiteni miry) Necht (E, E) je méFitelny prostor a S C € je systém mnozin
uzavieny na konec¢né pruniky takovy, ze oS = £. Pokud se dvé o-konecné miry pu a v shoduji na S,
potom p = v.

Diikaz: Viz 5.5 v [8] nebo Lemma 2.2 v [11].
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