Ulohy ke cvi¢eni NSTP154 — kétované bodové procesy

1. Uvazujme kétovany bodovy proces ¥ v R2, ve kterém body reprezentuji polohy uréitych rostlin a kéty
predstavuji intenzitu ifeni semene z dané rostliny do okoli. Predpoklddejme, Ze rostliny produkuji semena
nezéavisle na sobé a ze semeno je rozptyleno ndhodné kolem matefské rostliny X podle hustoty m(X)d(r),
kde m(X) je kéta pfislusnd bodu X a r je vzdalenost cilového stanovisté semene od bodu X. Dejme
tomu, Ze nas zajima celkova hustota semena v dané lokalité i € R?, ta je pak déna jako

Sy= Y Md(ly-X|).
(X,M)ev

Predpokladejte, ze ¥ je stacionarni a urcete stiedni hustotu semene v bodé y.

2. Méjme stacionarni kétovany bodovy proces v R?, kde body piredstavuji polohy ptéki v lese a kéty jsou
hlasitosti jejich zpévu. Ptk zpivajici na misté x € R? o hlasitosti m(x) je slysitelny ve vzdélenosti r od
x s pravdépodobnosti p(r) = 1 —ar/m(z) pro r < m(z)/a. Urdete stfedni podet ptéki, které pozorovatel
slysi ze svého mista (z pocéatku).

3. Necht @ je stacionarni Poissontiv bodovy proces na R? s intenzitou A > 0. Mé&me pevné r > 0. Kazdému
bodu X € ® pfitadime kétu, kterd predstavuje pocet jeho r-sousedd, tj. M(X) = >y co Lo<|x—v|<r]-
Urcete miru intenzity takto definovaného kétovaného bodového procesu.

4. Pomoci Campbellovy-Meckeho véty pro staciondrni kétované bodové procesy ovéite, ze Palmovo rozdéleni
vzhledem k mnoziné két L € 9 lze alternativné definovat pomoci vztahu

PHU) = )\|B|A E(x%@y (x.MeBxi)lw—xeu;, U € N,

kde B je libovolna omezena borelovska mnozina s kladnou Lebesgueovou mirou.

5. Ukazte, ze Laplacetv funkcional Poissonova bodového procesu ® ma tvar

La(f) —Eexp{— > f(X)} —exp{—/Rd(l_ej’(z))A(dx)}.

Xed

Ndvod: Vztah staci ovéfit pro jednoduché funkce.

6. Necht Y = {Y(z) : * € R?} je stacionarni gaussovské nahodné pole se s.j. spojitymi trajektoriemi
x — Y(x). Definujme ndhodnou miru A(B) = [, e¥ (@) dz, B € B?. Stacionarni Coxtiv proces ® s Fidici
mirou A se nazyvé logaritmicko-gaussovsky Coxtiv proces (LGCP). Ridici funkce intenzity procesu @ je
Z(x) = ¥ ®), Podminéné pii {Z(X) : X € ®} nezavisle na sobé okétujeme body procesu ® tak, ze kéta
v bodé X je funkci Z(X). Ptikladem je nésledujici kétovani:

M(X)=a+bZ(X)+e(X), Xe®,

kde M (X) je kéta v bodé X, a a b jsou redlné parametry a {e(x) : z € R?} jsou nez4vislé nahodné veli¢iny
s norméalnim rozdélenim s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem 72, piitom {e(z) : # € R?} a A jsou
nezavislé. Pfipad b = 0 znamena nezavislé normalné rozdélené kéty. Pripad b > 0 modeluje situaci, kdy
kéty jsou velké v mistech s velkou intenzitou boda. Oproti tomu b < 0 dava malé kéty v mistech s velkou
intenzitou. Tento zptisob kétovani se nazyva kdtovdns zdvislé na intenzité (intensity-dependent marking).
Vysledny kétovany bodovy proces ¥ = {(X, M (X)) : X € ®} se nazyva kdtovany Coxiv proces s kdtams
zavislgmi na intenzité (intensity-marked Cox process). Urcete stiedni typickou kétu a korela¢ni funkci
két tohoto procesu.



Ulohy ke cvi¢eni NSTP154 — procesy s kvalitativnimi a kvantitativnimi kétami

. Uvazujme dvourozmeérny nezavisle kétovany bodovy proces. Ukazte, Ze index miSeni je roven 2pips.

. Ukazte, ze index segregace dvourozmérného bodového procesu nabyva hodnot z intervalu [—1,1] a je
roven nule pro nezavisle kétovany proces. Rozhodnéte, jaké nejvyssi a nejnizsi hodnoty muze nabyvat
v zavislosti na p;.

. Ukazte, ze kiizovou G-funkci vicerozmérného bodového procesu lze v pripadé nezévislého kétovani vyja-
drit jako |
Gij(r) =1 —EF(1 — p;)2tln),

. Pomoci Campbellovy-Meckeho véty ukazte, ze plati

MK —E Y BOEDV XD

Xed;NB il Bl

kde B € B¢ je libovolnd mnozina s kladnou Lebesgueovou mirou (| B| > 0).

. Necht ¥ je vicerozmérny bodovy proces a necht K (r) je K-funkce pfislusného nekétovaného bodového
procesu ®. Ukazte, ze
a) za predpokladu nezavislého kétovani plati K;(r) = K (r) pro kazdé i a j,
b) za pfedpokladu modelu ndhodné superpozice plati K;;(r) = wqr® pro i # j.

. Pro stacionarni a izotropni vicerozmérny bodovy proces dokazte vztah

Kz(j (r)

UdT‘d_l ’

Gij (T) = r > 0.

. Dokazte vztah kf(r) = E,, f(M(0), M(r)), r > 0.

. Necht ¥ je staciondrni a izotropni kétovany bodovy proces s geostatistickym kétovanim. Vyjadrete
Emm (1), km. (1), vm(7), E(r) a V(r) jako funkce stfedni hodnoty a kovarian¢ni funkce (pfip. variogramu)
prislusného ndhodného pole generujiciho kéty. Specialné ukazte, Ze pro nezavisle kétovany bodovy proces
plati k¢(r) =1, ym(r) = var M,, E(r) = EM, a V(r) = var M,, kde M, je typicka kdta.



Ulohy ke cvi¢eni NSTP154 — nehomogenni bodové procesy

. Necht ® je bodovy proces takovy, ze existuje funkce intenzity A\(x) a soudinova hustota druhého Fadu.
Uvazujme ndhodnou miru
1
E= Z 5X7
e M)

tj. se jedna o miru, které ma atomy ve stejnych bodech jako ®, ale misto hmoty 1 jim prifazuje hmotu
danou prevracenou hodnotou funkce intenzity v daném bodé.

a) Mira intenzity ndhodné miry = je Az(B) = E=(B). Ukazte, ze Az(B) = |B].

b) Faktoridlni momentovou miru druhého fddu ndhodné miry = mtzeme definovat jako

1
@B «B)—E # lixeB;,veB,]
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Predpokladejme, Ze je transla¢né invariantni, tj. 04(32) (B1x By) = 04(32) ((B14x) x (B2 +x)) pro kazdé
x € R?. Dokazte, ze potom ® je po pfevazeni funkci intenzity slabé stacionarni bodovy proces.

. Necht @ je po prevéazeni funkci intenzity slabé stacionarni bodovy proces s funkei intenzity A. Pomoci
Campbellovy-Meckeho véty dokazte, ze K-funkci lze pro skoro viechna y € R? vyjadiit jako

1 X—yl||<r
Kinhom('f') = E;; Z 7[”)\()’?)‘_ ]
Xed

. Ukazte, ze kazdy Poissoniv bodovy proces s funkci intenzity A\ je po prevazeni funkci intenzity slabé

stacionarni a plati Kinnom(A4) = |A|, A € B%, specialné tedy Kinhom(r) = war?.

. Necht @ je stacionarni bodovy proces s intenzitou A a parovou korela¢ni funkci g, p : R? — [0,1] je
méfitelnd funkce a {U(z) : 2 € R?} jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na (0,1)
a nezavislé na ®. Dokazte, Ze ztenceny bodovy proces @i, = {X € & : U(X) < p(X)} je po prevazeni
funkci intenzity slabé stacionarni.

. Mé&jme funkei 7 : (0,1)¢ — R, danou piedpisem
d d
n(y) = [ exp D> 05y, ¢,

i=1 j=1

kde

d
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041(91) = eei—l pro 01 f 0’ 7, = 1
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a0, € R, i=1,....,d jsou realné konstanty. Definujme funkci h : (0,1) — (0,1)¢ vztahem h(z) =
(hi(z1), ..., ha(zq)), kde

1 0; _ .
ha(v) = { z log(1 + (e — 1)v) gig z% # 8’ ve(01),i=1,...

Ovéite, Ze h je regularni a prosté zobrazeni a jakobidn inverzniho zobrazeni h=1 je J,-1(y) = n(y).

. Ukazte, ze stfedni hodnoty h-vazenych rezidualnich mér s neupravenymi, inverznimi a Pearsonovymi
inovacemi jsou nulové pro stacionarni Poissontiv bodovy proces.



