Ulohy ke cvi¢eni STP139 — 6. ergodicita MCMC algoritmii

1. Pro cilovou hustotu f(x) = e~ uvazujme Metropolistiv algoritmus se symetrickou ndhonou prochazkou

-
a navrhovou hustotou ¢(z,y) = % pro |z —y| < 1. Ukazte, Ze algoritmus je geometricky ergodicky (miiZzete
pouzit driftovou funkci V(z) = e pro vhodné s). Ukazte, Ze algoritmus neni stejnomérné ergodicky.

2. Uvazujme jako cilové rozdéleni centrované dvourozmérné normalni rozdéleni s jednotkovymi rozptyly
a korelaci p (p # 0, |p| < 1). Oznac¢me X®) = (Xl(t), XQ(t)) markovsky Fetézec generovany odpovidajicim
Gibbsovym vybérovym planem. Potom plati Xl(t) | X{til) ~ N(pQXl(tfl), 0?) pro néjakou konstantu o2.
Urcete tuto konstantu a ukazte, ze Markoviv fetézec {X 1(t)} tvofeny jen prvni soufadnici generovanych
vektorid neni stejnomérné ergodicky, ale je geometricky ergodicky (mtizete pouzit driftovou funkei V (z) =
z?).

Ulohy ke cvi¢eni STP139 — 7. perfektni simulace

3. Pro algoritmus perfektni simulace definujeme celo¢iselnou nahodnou veli¢inu N* predpisem
N* = min{n : fetézec startujici v ¢ase — n splyne v ¢ase 0}.

Pokud budeme volit startovaci casy jako N, = k, k € N, pak bude celkovy cas potfebny ke generovani
pouzitého Markovova fetézce roven 1424 - -+ N* = N*(N*+1)/2, neboli roste se ¢tvercem N*. Ukazte,
7e pokud pouzijeme N = 21 k € N, bude celkovy pouzity ¢as omezeny shora 4N*, &ili poroste pouze
linearné a bude tedy tento postup mnohem efektivnéjsi.

4. Pfipomenme si, ze pro dany markovsky fetézec muze existovat nékolik rtiznych prechodovych funkci. Pro
obyc¢ejnou MCMC simulaci je vybér prechodové funkce nepodstatny, ale pro perfektni simulaci je casto
velmi zavazny.

Uvazujme napiiklad markovsky fetézec se stavovym prostorem S = {s1, s2} a matici pfechodu
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Dvé mozné volby prechodové funkce jsou
pro:=1,2,
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_ [s1 proxz€e]0,1/2), [ s2 proxze0,1/2),
(I)Q(Sl’x){sQ pro z € [1/2,1], 8 Ba(s,7) = s1 proz € [1/2,1].

Pro algoritmus perfektni simulace volme N, = 25~1, k € N. Ukazte, Ze pii pouziti pfechodové funkce ®;
algoritmus skonéi (s pravdépodobnosti 1) hned v prvnim kroku p¥i béhu fetézce z ¢asu —N; = —1 do
casu 0, zatimco pfi pouziti prechodové funkce ®, algoritmus nikdy neskonci.



