Posledni aktualizace: 29. kvétna 2010

STP022 PRAVDEPODOBNOST A MATEMATICKA STATISTIKA
PRIKLADY

Pro zdéarné absolvovani predmétu doporucuji vénovat pozornost zejména prikla-
dfim oznacenymi hvézdickou*. P¥iklady oznacené kiizkem ' jsou o néco naroénéjsi.

1. PRIMY VYPOCET PRAVDEPODOBNOSTI

1. Hodime 6 kostkami. Urcete pravdépodobnost, ze

(i) padnou vesmés rizna disla,
(ii) padnou pouze licha éisla.

2. Héazeme tfemi kostkami. Ktery ze souctu je pravdépodobnéjsi 11 nebo 127

3. Skupina 10 studentt, z nichz 3 jsou z MFF, se ndhodné sefadi do fronty. Urcete
pravdépodobnost, ze 3 studenti z MFF budou vedle sebe.
Vysledek: %5

4. Skupina n x a lidi, z nichZ dva jsou nasi znami, se rozdéli ndhodné do n skupin
po a osobach. Jaka je pravdépodobnost, ze se nasi dva znami dostanou do stejné
skupiny?

Vijsledek: 2=

an—1

5.* Na vanocni vecirek piinese kazdy z n hostti jeden darek. Prinesené darky se ocis-
luji a potom si kazdy vylosuje jeden darek. Jaka je pravdépodobnost, Ze si alespon
jeden clovék odnese svij darek zase domii? Urcete limitu této pravdépodobnosti
pro n — oo.

Ndvod. PouZijte princip inkluze a exkluze.

6. Klobouk obsahuje k cernych kouli a jednu cervenou. Petr a Pavla se sttidaji
ve vytahovani kouli, které nevraceji zpét do klobouku. Vyhrava ten, kdo vytadhne
cervenou kouli. Peter je gentleman a nabizi Pavle, zda chce zacinat nebo ne. Co
byste ji doporucili?

7.* Na néstupisti stoji vlak s desiti vagény, do kterého nahodné nastoupilo 20 lidi.
Predpokladejme, ze kazdy cestujici si ndhodné vybere jeden vagdén bez ohledu na
to, kam nastupuji ostatni cestujici. Spocitejte, jaka je pravdépodobnost:

a) ze do posledniho vagénu nikdo nenastoupil

b) Ze do posledniho vagénu nikdo nenastoupil a zaroveri do prvniho vagénu nastou-
pili pravé dva lidé.

¢) existuje alesponi jeden vagén, do kterého nikdo nenastoupil.

8. Mgjme skupinu n osob (n > 5) o kterych mtizeme pfedpokladat, ze se narodili
nezéavisle na sobé. Spocitejte pravdépodobnost, ze

a) zadny z nich se nenarodil ve stfedu

b) pravé dva se narodili v pondéli a pravé tii v sobotu
¢) existuje den v tydnu, ve kterém se nikdo z nich nenarodil.

Reseni
Jedna se o Maxwelliv-Boltzmanntv model. Celkovy pocet moznosti — | = 7.
a) Kazda osoba mé tedy 6 dnti, ve kterych se miZe narodit, tedy — |A| = 6™ a tudiz



b) Nejdiive vyberu dva, ktefi se narodili v pondéli — (;‘) zpusoby, dale ty, ktefi se
narodili v sobotu — (”52) zpusobu. Zbyvajicich n — 5 lidi mé pét dnii, kdy se mohlo
narodit. Tedy celkem — [A| = (3)("57)5"~°. Tudiz,
() ("57)5"°
P(a)=2ls )
b) Ozna¢me A; jev, Ze se v i-ty den v tydnu nikdo nenarodil. Potom A = A; U...U
A7. Dale

P(A)=(§)",i=1,...,n

P(A;NA;) = (3)" i #
PANANA) = (3)",i#j+#k

atd ...
Princip inkluze a exkluze ndm dava

7

P(A)=P<L7JA2»>= 7 P(A)-> > P(ANA)+..-) P ﬁ A;

i= 1<i<j<7 i=1 Jj=1,j#i

OGO O -3

9. Dobie zamichany balicek 32 karet (piket) polozime na sttil obrazky smérem dold.
Otacime jednu kartu po druhé.
a) Jaké je pravdépodobnost, Zze pied prvni kirovou kartou otoc¢ime k = 0,1,2,...
karet jinych barev? Pro které k je tato pravdépodobnost nejvyssi?
b) Jaka je pravdépodobnost, Ze zadné dvé karové karty nebudou nésledovat ihned
po sobé&?
Pikety obsahugi étyii barvy (srdce, kdry, kiiZe, piky) po osmi kartdch.

25

32—k—1

7 ) (&)
a) BCIR b)@

10. Opakované hazime soucCasné dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost, ze
soucet 5 padne dfiv nez soucet 77
Vysledek: %

11.* Hrac¢i A a B st¥idavé hazeji kostkou (za¢ind hra¢ A). Hra kondi, jestlize
a) hraci A padne 1 (vyhraje hrac¢ A)

b) hra¢i B padne 2 nebo 3 (vyhraje hra¢ B) .

Spocitejte pravdépodobnost, Ze vyhraje hra¢ A, resp. B.

12. * Urcity clovék vybird ndhodné obraz ze skupiny obsahujici 8 originali a 2 ko-
pie. Konzultuje s expertem, ktery rozlisi original od kopie s pravdépodobnosti 5/6.
Jestlize expert soudi, Ze obraz je origindl, stanovte pravdépodobnost, ze tomu tak
skutecné je.

13.* V séacku se seminky je pfimichdno N seminek jiné rostliny, pficemz vime, ze
P[N =i =0.1 pro ¢ =1,2,...,10. Pravdépodobnost, Ze pfimichané seminko vy-
kli¢i je p. Urcete

a) rozdéleni N, jestlize vykli¢ilo 8 z pfimichanych seminek

b) pravdépodobnost, ze N = 10, jestlize vykli¢ilo 8 z pfimichanych seminek a prav-
dépodobnost vyklic¢eni je p = 0.5.

14. Méjme dva disjunktni jevy A a B. VySetfete, jak je to s nezavislosti téchto
jevu. Vysledek se pokuste slovné interpretovat.
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15. Na nésledujicim zndmém vtipu si uvédomte rozdil mezi pravdépodobnosti pri-
niku a podminénou pravdépodobnosti:

Na konferenci se bavi dva statistici o tom, jakd byla cesta. Jeden
z nich tika, ze ptijel vlakem, protoze letadlem necestuje od té doby,
co si precetl, ze pravdépodobnost bomby v letadle je 1/1000, coz je
pro néj prili§ riskantni. Druhy mu na to odpovi: , Tak to délej jako
ja. Pravdépodobnost, Ze by v letadle byly dvé bomby, je 1/1000000,
coz uz je prijatelné. Takze ja si vzdycky beru jednu bombu svou.“

2. DISKRETNI NAHODNE VELICINY

16. Pro pé") = (Z)p?n)(l —pw)" ", k=0,...,n ukaite, ze

n >\k
Jm i =g

k=0,1,...,

jestlize p(ny — 0 tak, ze npg,) — A € (0,00).

17. V kolejni siti je 923 pocitaci, jeden z nich je vas a provozujete na ném FTP
server. Kazdy pocita¢ d4 béhem hodiny na vas server pozadavek s pravdépodobnosti
0.01. Spoététe pravdépodobnost, ze k vdm b&hem hodiny ptijde pozadavek (a) prave
z 6, (b) nejvyse z 6 pocitacti. Jednak pocitejte tyto pravdépodobnosti piesné, tzn.
v binomickém rozdéleni, a jednak s pouzitim aproximace Poissonovym rozdélenim.

18. Vzhledem k nezvykle vysokému jackpotu bylo 14. 1. 1995 v UK National Lot-
tery vsazeno pfiblizné 69 800 000 tiketti. V této loterie se tipuje 6 cisel ze 49.
Predpokladejme, ze kazdy vyplnény tiket predstavuje ndhodné vybranou Sestici
z 49 Cisel a Ze Sestice vybrané na jednotlivych tiketech jsou nezavislé. Spocitejte
pravdépodobnost, Ze jackpot vyhraje (tj. uhodne vSech 6 ¢isel) vice nez 10 tikett.
D4 se soudit néco o nasich pfedpokladech (nezéavislost a ndhodné vybrand Sestice),
jestlize vime, ze jackpot ve skuteCnosti vyhréalo 133 tiketd? Pro numericky vypocet
se zde velmi hodi Poissonova aprorimace.

19.* Dva hradi stfidavé hézeji na koS, prvni se trefi s pravdépodobnosti p;, druhy
s po. Hra konéi, kdyz se nékdo trefi. Ozna¢me X; pocet hodt prvniho hrace béhem
celé hry, X5 totéz pro druhého. Uréete Pr[X; = k|, Pr[X2 = k]. Spoctéme stfedni
hodnotu poc¢tu hodt prvniho a druhého hrace, tj. E X; a E Xo.

3. SPOJITE NAHODNE VELICINY

20.* Nechf ndhodné veli¢ina X m4 rozdéleni s hustotou

[ cx?, x€(0,1)
fz) = { 0, jinak

Spocitejte konstantu ¢, distribuéni funkci, stfedni hodnotu, rozptyl a P [X € (0.1,0.5)].

21." Veli¢ina X mé Cauchyho rozdéleni s hustotou

fla) = ——

=— R.
(1 + 22)’ ve

Povsimnéte si, ze veli¢ina nemd stfedni hodnotu. Ukazte, ze Y = 1/X mé opét
Cauchyho rozdéleni.

22. Najdéte hustotu obsahu a obvodu ¢tverce, jehoz hrana mé nahodnou délku
s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 5).

3



4. NAHODNE VEKTORY

23.* Necht nahodny vektor (X,Y)T ma rovnomérné rozdéleni v rovnobézniku s vr-
choly (070)7 (1v 0)7 (17 1)a (27 1)

a) Urcete sdruzenou hustotu ndhodnych veli¢in X, Y. b) Najdéte marginalni hus-
totu ndhodnych veli¢in X, Y. Jsou tyto veli¢iny nezavislé?

¢) Najdéte margindlni distribuéni funkci ndhodnych veli¢in X, Y.

d) Spocitejte, E X, EY a cov(X,Y)

e) Spocitejte, P(X > 2Y)

Nezapomerite nejdrive dopocitat konstantu c.

24.* Nahodny vektor (X,Y)T m4 hustotu

_Ji@+2y),  (z,y) €[0,1]%
f@y) = {8 jinak.

Najdéte marginalni hustoty X a Y, stfedni hodnoty, kovarianéni a korelac¢ni matici,
sdruzenou distribu¢ni funkci, marginalni distribu¢ni funkce. Rozhodnéte, zda X a Y
jsou nezavislé.

25.* Pro nezavislé veli¢iny X ~ Exp(A1) a Y ~ Exp(A2)

(i) uréete rozdéleni Z = min(X,Y),
(ii) spoctéte Pr[X < Y.

26. Nezavisle hodime dvéma symetrickymi mincemi. Pro kazdou minci zazname-
name vysledek 1, kdyz padne panna, 0, kdyz padne orel. Ozna¢me S soucet vysledku
na obou mincich, R jejich rozdil. Jaké je rozdéleni vektoru (S, R)"? (Zapiste tabulku
pravdépodobnosti.) Jsou S a R nezévislé? Urcete korelaci.

27. Urcete rozdéleni S = X + Y, jestlize X ~ Geom(p), a Y ~ Geom(p), a X,Y

jsou nezavislé.

28. Najdéte rozdéleni X +Y, jestlize X a Y jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny s hustotou f(z) = ze *I{x > 0}.

5. BOREL-CANTELLIHO LEMMA, ZAKONY VELKYCH CISEL

29.* Necht {X,,,n > 1} je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych veli¢in s ko-
neénym rozptylem. Uvazujme posloupnost {Y,,n > 1} s Y, = n'/3X,,. Plati pro ni
SZVC?

30." Veli¢iny X1, X5,... necht jsou nezavislé s rozdélenim danjm pravdépodob-
nostmi
1 1 1

B _on] o ny _
_§_W’ PI“[Xn—z }_Pr[X"__2 ]_ on+1"

Pr[X,, =1] = Pr[X, = —1]

Dokazte, ze pro posloupnost {X,,} plati silny zdkon velkych éisel.

Ndvod: Definujte si'Y,, = X, I{|X,| = 1}. Dokazte silny zdkon velkych cisel pro
posloupnost {Y,}. Oznacte si jev A, = [Y,, # X,] a dokaZte, Ze tento jev nastane
nekonecné-krat s pravdépodobnosti 0.

31. Necht X, Xs,... je posloupnost stejné rozdélenych nadhodnych veli¢in tako-

vych, ze var{ X} < oo a pro korela¢ni koeficient libovolné dvojice plati corr{ X;, X} =

ﬁ . Dokazte, ze posloupnost {X;}5°; spliiuje slaby zékon velkych ¢isel.
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6. CENTRALNI LIMITNI VETA

32. Necht X7, Xo, ... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny takové, Ze
1 1
= P(X,=0)=1-——.
VA )

P(X, =n)=P(X, = —n) NG
Dokazte, ze posloupnost {X,,} splituje centralni limitni vétu.

33.* Zivotnost souc¢astky ma exponencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 10 hodin.

Pomoci centralni limitni véty feste nasledujici.

(a) Mame 100 soucastek. Jakmile se jedna porouchd, nahradime ji dalsi. Jaka je
pravdépodobnost, ze celkova zivotnost bude mezi 900 a 1050 hodinami?

(b) Kolik mame koupit souéastek, aby ndm celkové vydrzely aspoii 600 hodin
s pravdépodobnosti aspon 95 %7

34." Na server ma pristup 100 uzivateld. Z dfivéjsich zkuSenosti vime, ze uzivatel
ma na serveru pramérné u = 120 MB dat, smérodatnd odchylka mnozstvi dat je
o = 40 MB. Jak velky diskovy prostor potiebujeme, aby s pravdépodobnosti 99 %
nedoslo k jeho zaplnéni? (Uzijte CLV.)

35. Odhad 7 pomoci generovani ndhodnych éisel. Necht (Xi1,Y7),...,(X,,Y,)
jsou nezavislé vektory s nezavislymi slozkami s rovnomérnym rozdélenim na [0, 1].
Ozna¢me U; = I{ X2 +Y;> < 1}, tedy U; je rovno 1 pravé tehdy, kdyz (X;,Y;) lezi ve
¢tvrtkruhu se stfedem 0 a polomérem 1, jinak je U; rovno 0. Podle silného zakona
velkych éisel U, = L S0 | U; —2— E Uy = Pr[U; = 1] = /4. Tudiz &islo 7 odhad-
n—oo

neme hodnotou #,, = 4U,,. Uréete pfiblizné (pouzitim CLV) Pr[3.1 < #1990 < 3.2].
Urcete n tak, aby |7, — 7| < 0.01 s pravdépodobnosti alespon 0.9. Pouzijte jednak
Cebysevovu nerovnost a jednak CLV.

7. BODOVE ODHADY PARAMETRU

36. Pro Xi,...,X,, vybér z Poiss()\) ukazte, Ze (X,,)? neni nestrannym odhadem
A2,

37.* Najdéte maximalné vérohodny odhad p parametru p pro vybér Xi,..., X,
z Geom(p). UkaZte, Ze tento odhad je konzistetni.

38.* Uvazujte vybér Xy, ..., X, z Weibullova rozdéleni s parametry a > 0 a p > 0,
pficemz hodnota p je zndmaé. Rozdéleni je ddno hustotou

f(z;a) = axP™! exp{—%x”}l(om)(w).

Najdéte maximéalné vérohodny odhad & neznamého parametru a a vysetfete jeho
konzistenci.

39.* Budte X1, ..., X,, nezavislé ndhodné veli¢iny s logaritmicko-norméalnim rozdé-
lenim s hustotou

1 _ (logz—p)?
I ot e
0 jinak.
Najdéte maximalné vérohodny odhad parametru p a vysetfete jeho nestrannost
a konsistenci.
Resent: (i, = 2 37 log(X;), odhad je nestranny a konzistent)

40.* Mé&jme vybér o rozsahu n z normélniho rozdéleni N(ug,0?), kde o € R
je znama hodnota a ¢? > 0 nezndmy parametr. Naleznéte metodou maximalni
vérohodnosti odhad parametru o2. Vysetiete nestrannost a konsistenci.
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41.* Méjme vybér o rozsahu n z rozdéleni s hustotou

ce ™ x>0,
@) = {0 jinak,

kde 6 > 0 je neznamy parametr. Spocitejté konstantu ¢ a najdéte maximalné véro-
hodny odhad parametru . Vysetiete nestrannost a konzistenci tohoto odhadu.

42." Nechtf nédhodné veli¢iny X;, Xo, ... jsou stejné rozdélené nezéavislé se st¥edni
hodnotou x a nenulovym koneénym rozptylem o2. Dokazte, Ze ndhodna veli¢ina T,

_ 1 - 2
Tn - m;()(z Xzfl)

je nestrannym a silné konzistentnim odhadem o?2.

8. TESTOVANI HYPOTES

43.* Mame podezieni, ze nas v hospodé okradaji. Proto koupime 8 piv a zméfime
jejich objem: 0.51,0.462,0.491, 0.466, 0.461, 0.503, 0.495, 0.488 (v litrech). Prokazuji
nase data, ze hostinsky je nepoctivy? Zformulujte hypotesu a alternativu, doplnte
piedpoklady a testujte na hladiné o = 5 %.

44." Pozadovana pfesnost vyroby stogramovych c¢okoladovych tabulek je charakte-
rizovana rozptylem 4 (g2). Vybereme nahodné 20 tabulek a zjistime, Ze vybérovy
rozptyl jejich hmotnosti je 6 (g2). Opraviiuji nés tato data na hladiné 0, 1 tvrdit, ze
vyrobni proces neni v poradku? A na hladiné 0,057

45.* Ve dvou méstech byla méfena tvrdost vody. V misté A bylo analysovino
40 vzorkt, primérnd tvrdost vysla 4.0 s vybérovym rozptylem 0.25. Ve mésté B
bylo zkouméno 50 vzorki, pramér naméfenych hodnot zde byl 3.8, vybérovy rozptyl
0.24. Lisi se tvrdost v téchto dvou méstech? Zformulujte hypotesu a alternativu,
doplite predpoklady a testujte na hladiné 0.05.

46.* Firma provedla test znalosti anglictiny u svych sedmi zaméstnanci. Poté jim
zaplatila jazykovy kurs a po ném opét otestovala jejich znalosti. Poc¢ty bodt ziskané
jednotlivymi zaméstnanci pred a po kursu zachycuje tabulka:

Zameéstnanec 1 2 3 4 5 6 7
Pred kursem 175 133 143 133 132 105 101
Po kursu 172 133 147 135 133 113 109

Doslo k vyznamnému zlepseni? Zformulujte hypotesu a alternativu, doplite pred-
poklady a testujte na hladiné 0.05 a 0.1.

47. U vybranych dobrovolniki byla sledovana hladina bifenylti v krvi pfed ocistnou
dietou (1.sloupec) a po oéistné dieté druhy sloupec. Ukolem je na hladiné 0.01
otestovat nulovou hypotézu, Ze prumérna hladina bifenyld v krvi se nelisi pred
dietou a po dieté. Zkonstruujte piislusny 99%-ni interval spolehlivosti pro primérny
rozdil. Uvedte vSechny predpoklady, které pouZivate.
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Data:

C. | Pfed dietou Po dieté
1 0.8 1.1
2 1.1 1.8
3 1.7 1.2
4 2.5 1.4
5 2.0 0.3
6 3.7 1.6
7 3.1 14
8 2.2 1.8
9 2.9 0.8
10 2.0 1.5
11 0.9 0.9
12 3.4 2.3
13 2.2 0.5
14 3.5 1.3
15 1.5 1.0
16 2.8 2.2
17 2.2 1.6
18 2.4 1.7
19 1.3 1.4
20 1.2 0.9
21 3.8 2.6
22 2.6 0.9
23 2.1 2.0
24 2.6 0.1
25 0.6 1.1

48.* Pfed francouzskym referendem o eurotstavé (29.5.2006) nechal list Le Fi-
garo 20. a 21. kvétna provést prizkum vefejného minéni. Z 950 dotazanych se 511
vyslovilo proti eurotstavé. Prokazuji vysledky, Ze vétSina je proti? Zformulujte hy-
potesu a alternativu, doplnte predpoklady a testujte na asymptotické hladiné 0.05
(s vyuzitim CLV).
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