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Motivace

Situace: pozorujeme data s určitou frekvencı́ (z oblasti
ekonomie, financı́, geofyziky apod.)

Cı́l: od nějakého okamžiku m začneme při sběru testovat, zda-li
data stále odpovı́dajı́ modelu před časem m

Kompromis mezi zpožděnı́m detekce a falešným poplachem

Yi = X T
i βi + εi , i ∈ N

Xi = (1,Xi2, . . . ,Xip)
T , i ∈ N

εi
iid∼ (0, σ2), i ∈ N
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Hypotéza

Žádná změna v β v historických datech: βi = β0, i = 1, . . . ,m

Testujeme

H0 : βi = β0, i = m + 1,m + 2, . . .

proti

H1 : ∃k∗ ∈ N ∃β∗ ̸= β0 : βi =

{
β0, m < i < m + k∗,

β∗, i ≥ m + k∗.
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Způsob testovánı́

Idea: najı́t vhodnou statistiku (detektor) Γ(m, k) a vhodnou
hraničnı́ (rozhodovacı́) funkci g(m, k)

Zamı́táme H0 v čase stop(m) = inf{k ∈ N
∣∣ Γ(m, k) ≥ g(m, k)}

Je třeba najı́t Γ a g tak, aby pro předepsané α platilo

lim
m→∞

P[stop(m) < ∞ | H0] = α, lim
m→∞

P[stop(m) < ∞| H1] = 1.

Co vůbec zde znamená m → ∞?
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Testové statistiky

β̂n :=
(∑n

i=1 XiX T
i

)−1 ∑n
i=1 XiYi =

(
XT

n Xn
)−1 XT

n Yn

σ2
m := (m − p)−1||Ym − Xmβ̂m||2

ε̂i := Yi − X T
i β̂m, i = 1,2, . . . ,m,m + 1, . . .

ε̃i := Yi − X T
i β̂i−1, i = 2, . . . ,m,m + 1, . . .

Q̂(m, k) :=
m+k∑

i=m+1

(Yi − X T
i β̂m), Q̃(m, k) :=

m+k∑
i=m+1

(Yi − X T
i β̂i−1)
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Dalšı́ předpoklady pro asymptotiku

Dodatečné předpoklady:

E[|ε1|2+ν ] < ∞ pro nějaké ν > 0

{εi | i ∈ N} ⊥ {Xi | i ∈ N}

Existuje τ > 0 a C � 0 takové, že∣∣∣∣∣∣∣∣1nXT
n Xn − C

∣∣∣∣∣∣∣∣ = O(1/nτ ) s.j.
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Asymptotika pro
∑

ε̂i za H0

Věta 1.1
Za zmı́něných předpokladů a platnosti nulové hypotézy máme pro pa-
rametr 0 ≤ γ < min(τ,1/2)

P

 1
σ̂m

sup
k∈N

∣∣∑m+k
i=m+1 ε̂i

∣∣
√

m
(

1 +
k
m

)(
k

k + m

)γ ≤ c

 m→∞−→ P

[
sup
[0,1]

|W (t)|
tγ

≤ c

]
.
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Simulace - kritické hodnoty
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Asymptotika pro
∑

ε̂i za H1

Věta 1.2
Za zmı́něných předpokladů, 0 ≤ γ < min(τ,1/2) a navı́c

cT
1 (β0 − β∗) ̸= 0,

máme za platnosti alternativnı́ hypotézy

1
σ̂m

sup
k∈N

∣∣∑m+k
i=m+1 ε̂i

∣∣
√

m
(

1 +
k
m

)(
k

k + m

)γ
P−→

m→∞
∞.
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Asymptotika pro
∑

ε̃i za H0

Věta 2.1
Za zmı́něných předpokladů, 0 ≤ γ < min(τ,1/2), máme za platnosti
nulové hypotézy

P

[
1
σ̂m

sup
k∈N

∣∣∑m+k
i=m+1 ε̃i

∣∣
√

mh
( k

m

) ≤ 1

]
m→∞−→ P

[
sup
(0,∞)

|W (t)|
h(t)

≤ 1

]
,

kde h je dostatečně ”regulárnı́“ kladná funkce.
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Asymptotika pro
∑

ε̃i za H1

Věta 2.2
Předpokladájme, že platı́ všechny přı́slušné předpoklady a navı́c exi-
tuje k̃ ∈ N takové, že

m + k∗
√

mh(k̃/m)

∣∣∣∣∣∣
m+k̃∑

i=m+k∗

X T
i (β0 − β∗)

i

∣∣∣∣∣∣ → ∞.

Potom za alternativy máme

1
σ̂m

sup
k∈N

∣∣∑m+k
i=m+1 ε̂i

∣∣
√

mh(k/m)

P−→
m→∞

∞.
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Simulace - chyba prvnı́ho druhu
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Simulace - distribuce času změny µ : 0 → 0.8
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Simulace - distribuce času změny µ : 0 → 0.8
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Simulace - distribuce času změny µ : 0 → 0.8
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Aplikace na vývoj teploty v Praze (1775 – 1989)
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Aplikace na vývoj teploty v Praze (1775 – 1989)
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Aplikace na vývoj teploty v Praze (1775 – 1989)
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