GEORG PICK: PRAZSKY MATEMATICKY KOLEGA
ALBERTA EINSTEINA

IvAN NETUKA, PRAHA

Slavnostni seminaf, ktery se u prilezitosti 120. vyro¢i narozeni Alberta Einsteina
konal dne 14. brezna 1999 v Karolinu, mél pochopitelné zaméteni prevazné fyzikalni.
Nicméné organizatofi na matematiku nezapomnéli. Kratka prednaska, k niz jsem byl
pozvan, byla vénovana Georgu Pickovi. Tento profesor matematiky na Némecké uni-
verzité v Praze byl velmi blizkym kolegou A. Einsteina v priibéhu jeho Sestnictimé-
sicniho prazského pobytu v letech 1911 - 1912.

Georg Pick se narodil 10. srpna 1859 ve Vidni, kde na univerzité studoval v letech
18751879 matematiku a fyziku. V roce 1880 ziskal doktorat pod vedenim L. Konigs-
bergera, ktery je povazovan za zaka K. Weierstrasse. V témze roce Pick pfijal na
Karlo-Ferdinandové univerzité v Praze misto pomocného asistenta E. Macha, v r. 1881
se habilitoval a v r. 1888 byl jmenovan mimotradnym profesorem Némecké univerzity
v Praze. Ve §kolnim roce 1884/1885 pobyval v Lipsku, kde byl ovlivnén F. Kleinem.
R4dnym profesorem byl jmenovan v r. 1892 a ve $kolnim roce 1900/1901 byl dékanem
Filozofické fakulty. Aktivni ptisobeni na univerzité ukoncil v r. 1929 a vratil se do
Vidné. Po anslusu Rakouska se v r. 1938 prestéhoval zpét do Prahy. O ¢tyfi roky
pozdéji byl dne 13. cervence 1942 deportovan pod cislem 824 transportem AAq do
Terezina. Tam zemiel ve véku 83 let 26. Cervence 1942. (Dalsi informace o Zzivoté
G. Picka lze nalézt v [12].)

Celych 46 let ptsobil G. Pick v Praze jako vysokoskolsky ucitel. Ptehled jeho pred-
metrii. V souvislosti s dalsi diskusi o odbornych kontaktech Picka a Einsteina neni bez
zajimavosti uvést, Ze ve Skolnim roce 1905/1906 Pick konal prednasku Anwendungen
der Infinitesimalrechnung auf die Geometrie (3/0) a ve Skolnim roce 1911/1912, tedy
presné v dobé Einsteinova prazského pobytu, pfednasel Infinitesimalgeometrie (5/0).
Profesor Pick vedl 20 diserta¢nich praci. Napf. v roce 1910/1911 dokonéil pod jeho
vedenim E. Stransky svou praci Infinitesimalgeometrie der Raumkurven auf Grund-
lage einer nicht-Euklidischen Massbestimmung. Patrné nejznaméjsi z Pickovych dok-
torandu je K. Lowner, pozdéjsi profesor Némecké univerzity v Praze, a po nucené
emigraci profesor na vyznamnych americkych univerzitach; viz [13].

V letech 1876-1939 publikoval G. Pick 67 praci. Jejich zatazeni do riznych oblasti
matematiky miize byt pouze priblizné, nicméné naznacuje Pickovy odborné zajmy:
Linedrni algebra (2), Teorie invarianti (4), Integrdlni pocet (8), Komplexni analyza
(18), Teorie potencidlu (2), Funkciondlni analyza (4), Geometrie (5), Diferencidlni
geometrie (10), 2 prace nejsou zafazeny. Dalsi idaje o publika¢éni ¢innosti G. Picka
i aplny seznam praci lze nalézt v [12]. Je$té pro zajimavost: V letech 1911 a 1912
uveiejnil G. Pick v Comptes Rendus Acad. Sci. Paris dvé sdéleni s nazvem Sur les
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notions: droites paralléles et translation et sur la géometrie différentielle dans l’espace
non-euclidien.

Picktuv vzorec a Schwarz-Pickovo lemma

V [9], s. 318, je G. Pick charakterizovan jako obé&tavy ucitel s Sirokym rozhledem, ale
nevelkym badatelskym ptfinosem. Kazdé takové hodnoceni je tfeba chapat relativné a
nemam v amyslu se pokouset o kriticky rozbor Pickova védeckého dila. Jakykoli zavér
by nic nezménil na skutecnosti, ze jméno G. Picka neni v matematice do dnesnich dnt
zapomenuto.

Osobné za velmi elegantni povazuji Pickiv vzorec o vypoctu obsahu mnohothel-
niku s vrcholy v mrizovych bodech. Pripomenme, ze mriZové body v roviné jsou body
s obéma celo¢iselnymi soufadnicemi, tedy prvky Z2. Piedpokladejme, 7e P je (uza-
vieny) mnohotihelnik (ne nutné konvexni) s vrcholy v mnozing Z2, P° je jeho vnit¥ek,
OP jeho hranice a A(P) jeho obsah. Pofet prvkii mnoZiny Z2 N P° (resp. Z2 N OP)
ozna¢ime n(P°) (resp. n(0P)). Zde je Pickiv vzorec:

A(P) =n(P°) + n(0P) — 1.

Staci tedy spocitat mrizové body na obvodu mnohothelniku a mftizové body uvnitf¥
mnohotihelniku a hned méame jeho obsah. Ponékud obecnéjsi situaci, kdy mtizové body
jsou urceny systémy primek, které na sebe nemusi byt kolmé, uvazoval G. Pick v praci
[15] vydané pied 100 lety.

Za specialni mnohothelnik budeme povazovat nyni tzv. elementarni trojuhelnik,
tedy takovy trojthelnik s vrcholy v Z2, na jehoZ stranach ani v jeho vnitiku zadné
dalsi mtizové body nelezi. Uvazujme elementarni trojihelnik 7" s jednim vrcholem
v pocatku. Potom dvé jeho strany obsahujici pocatek tvori bazi vektorového prostoru
nad oborem integrity Z. Matice pfechodu od této baze k bézi slozené z vektori (0, 1)
a (1,0) ma celoCiselny determinant a totéz plati o matici k ni inverzni. Proto tento
determinant je v absolutni hodnoté roven jedné. Geometricky to znamena, Ze rovno-
béznik tvoreny stranami trojihelniku 7" s vrcholy v pocatku méa obsah roven jedné.
Zaver: kazdy elementarni trojuhelnik mé obsah %

Nedédvno se mi dostal do ruky krasny dikaz Pickova vzorce; viz [1], s. 61. V mnoho-
thelniku P 1ze provést triangulaci na elementarni trojihelniky. (To je t¥eba zdivodnit,
nebot obzvlasté u nekonvexniho mnohothelniku to neni hned zcela zfejmé.) Po trian-
gulaci vznikne rovinny graf, jehoz vrcholy jsou mfizové body obsazené v P a hrany
jsou strany elementarnich trojihelniki triangulace. Pocet vrcholi oznacme n a pocet
hran ozna¢me e. Graf rozdéluje rovinu na f stén, z nichZ jedna je neomezena (dopl-
nék mnohotuhelniku) a kazda z dalsich f — 1 stén je elementarni trojihelnik. Kazdy
z nich, jak vime, mé obsah %, takze A\(P) = %(f —1). Pocet hran grafu, které lezi na
OP, oznatme e(OP), pocet ostatnich hran (ty maji s P° neprazdny prinik) oznac¢me
e(P°). Ztejmé je tedy 3(f — 1) = 2e(P°) + e(0P) a oviem e = e(Py) + e¢(0P). Odtud
dostavame f = 2(e — f) — e(0P) + 3.

Nyni vstupuje do hry Fuleriv vzorec, pochazejici z poloviny 18. stoleti:

n—e+f=2.

= n(P°) +n(0P) a e — f = n — 2 dosazenim vyjde

n
2n(P°) + n(0P) — 1. Protoze A\(P) = 1(f — 1), dokézali

Z rovnosti e(OP) = n(0P),
+3= 1

f=2(n—-2)—n(0P)+3
jsme Picktiv vzorec

A(P) =n(P°) + n(0P) - 1.



Pickovo jméno se zapsalo prostfednictvim nazvu Schwarz—Pickovo lemma do ana-
lyzy v komplexnim oboru. Nejprve pripomeneme tradi¢ni znéni Schwarzova lemmatu
o odhadu modulu holomorfniho zobrazeni jednotkového kruhu U do sebe:

Schwarzovo lemma. Necht f : U — U je holomorfni funkce, f(0) = 0. Potom
f(2)| < Izl, z€ U, alf'(0)] < 1.

Vétsinou se formuluje tento dodatek: pokud v jedné z nerovnosti plati znameni
rovnosti (pro z # 0), potom f je otoceni okolo pocatku. H.A. Schwarz publikoval po-
dobnou vétu v r. 1869, na vyznam tvrzeni pro teorii funkci upozornil C. Carathéodory
v r. 1912; srv. [17], s. 214. Standardni uziti tvrzeni lze nalézt v ucebnicich komplexni
analyzy, napf. [5].

Dtive nez prejdeme k Pickové zobecnéni Schwarzova lemmatu, poukazi na jednu
jeho malo znamou aplikaci. Diikaz nasledujici véty, jejimz autorem je némecky mate-
matik E. Study, pochazi od T. Radé z r. 1929 (viz komenta¥ v [17], s. 216). Domluvme
se, ze pro 0 < r < 1 oznac¢ime U, otevieny kruh o stiedu v pocatku a poloméru r.

Véta. Necht G je konverni mnozina v komplexni roviné a f je prosté holomorfni
zobrazeni U na G. Potom je pro kazdé r € (0,1) mnozina f(U,) konverni.

Naznacime dikaz této véty. Lze predpokladat, ze f(0) = 0. Zvolme 0 < r < 1 a p,q
dva rtizné body mnoziny f(U,.). Mame dokazat, Ze kazdy bod na tisecce spojujici body
p a q patif do f(U,). Zvolme tedy t € [0,1] a ozna¢me v := (1 —t)p+tq, a := f~(p),
b:= f~1(q). Miizeme predpokladat, 7e |a| < |b| a tudiz b # 0. Potom pro kazdé z € U
plati zab=! € U. Definujeme

g(2) = (1 —=t)f(zab™ ") +tf(2), z€U.

Protoze G je konvexni, je g(U) C G a tedy m4 smysl definovat zobrazeni h:= f~log
na U. Potom h je holomorfni zobrazeni U do U spliujici h(0) = 0, nebot g(0) = 0
a f(0) = 0. Podle Schwarzova lemmatu je |h(z)| < |z|, kdykoli z € U, specidlné
[f=H(g(b))] < [b]. Oviem g(b) = (1 —¢t)f(a) +tf(b) = v a [b| <r. Tudiz f~*(v) € Uy,
neboli v € f(U,).

Schwarzovo lemma samoziejmé tika, ze holomorfni zobrazeni jednotkového kruhu
do sebe zachovavajici pocatek nezvétsuje vzdalenosti od pocatku. G. Pick si uvédomil,
ze role pocatku neni vyznamné, pokud v jednotkovém kruhu uvazujeme hyperbolickou
vzdélenost A(w, z) := |z — w|/|wz — 1|, w, z € U, a dokézal v [16] toto tvrzeni:

Schwarz-Pickovo lemma. Necht f : U — U je holomorfni funkce. Potom plati
nerovnost A(f(w), f(2)) < A(w, z), w,z € U.

V analogii se Schwarzovym lemmatem plati, Ze pokud nastava v nerovnosti znameni
rovnosti pro dvojici rtiznych bodi, pak f je linedrni lomené transformace zobrazujici
U na U (a rovnost pak nastava pro vSechny dvojice bodu).

G. Pick a A. Einstein

Studium dostupnych materiali nis nenechava na pochybéach, ze Georg Pick byl
v pribéhu Einsteinova pobytu v Praze v letech 1911-1912 jeho velmi blizkym kolegou.
Shoduji se na tom autofi knih o A. Einsteinovi i dalsi prameny. V dopise z 12.6. 1912
(viz dokument 408 z Collected papers of Albert Einstein) A. Einstein napt. piSe L. Ho-
pfovi: (... ) Vede se nam velmi dobie a vsichni se tésime na Curych. Mrzi mé pouze



rozlouceni s kolegou Pickem, s nimz jsem se velice spratelil. Ital by Tekl: Sangue non
e aque!

O vztahu Picka a Einsteina piSe také M. Brdicka v [3]: Einsteiniv duchovni Zivot se
v té dobé skladal hlavné z vedy a hudby. Spratelil se s G. Pickem, ktery byl nejen vybor-
nym geometrem ochotnym pomoci pri nejasnostech absolutniho diferencialniho poctu
a pri jeho aplikacich na geometrizact fyziky, resp. v poloZeni zdkladi obecné relativity,
ale © nevsednim komornim hudebnikem, jenz zprostredkoval Einsteinovi misto ve smyc-
covém kvartetu. Pratelské kontakty mezi Pickem a o 20 let mladsim FEinsteinem nebyly
preruseny ani po Einsteinoveé odchodu z Prahy, posledni Pickuv dopis Einsteinovi do
Princetonu je z r. 1939, z doby po okupaci Cech a nedlouho pied Pickovym trans-
portem do koncentracniho tabora v Tereziné, z nehoZ se jizZ nevrdatil. V témze ¢lanku
lze nalézt dokonce tvahu, ze odborné zameéteni G. Picka mohlo hrat roli pii Einstei-
noveé rozhodovani o prijeti mista: Moznd vsak, Ze hlavnim divodem Einsteinova pobytu
v Praze byly zagmy odborné. Jiz od r. 1907 Einstein ,videl“ cestu k obecné relativité, t.
zpusob, jak se oprostit od inercialnich systémau, a jako osamély poutnik nastoupil tuto
gigantickou pout. Brzy mu bylo jasné, Ze jednim z nezbytnich cestovnich prostredki je
Riemannova geometrie. Aby mohl tesit sloZité fyzikdlne geometrické stranky budované
teorie, potreboval mit zregme jistotu o Tadé modernich aspekti ctyr- a vicerozmérnych
geometrii. V Evrop€ prichdzeli v dvahu dva geometii, T. Levi-Civita v Itdlii a G. Pick
v Praze. Jak z jazykoviych duvodu, tak v celkovym Zivotnim prostredim se Einsteinouvi
zreymé vice zamlouvala Praha, a proto mu Lampova nabidka mohla prijit vhod.

Neni zadnych pochyb o tom, ze Pick a Einstein vedli odborné diskuse. Svédéi o tom
napr. zavérecna poznamka v rozsiteném textu Einsteinovy prednasky z 28. 2. 1914; viz
dokument 30 v [10], s. 607: Na zdvér vyslovuji podékovani mému diivéjsimu kolegovi
G. Pickovi za jeho pozndmky, které vyklad véci zasadné zjednodusily.

Casto se v literatufe setkavame s nazorem, ze G. Pick p¥ivedl Einsteina k matema-
tickému aparatu potiebnému k dotvoreni obecné teorie relativity. Bez komentare zde
uvedeme nékolik aryvka z riznych prament: Béhem dlouhiych prochdzek se Einstein
Pickovi sveril s matematickymi potiZemi, s nimizZ se setkdval pri pokusech zobecnit
teorii relativity. JiZ tehdy navrhl Pick jako vhodny matematicky ndstroj k dalsimu
rozvijeni Einsteinovy myslenky ,absolutni diferencidlni pocet® italskych matematiki
Ricciho a Levi-Civity; viz [8], preklad [2], s. 49.

(...) A v Praze byl Einstein piiveden k matematickému apardtu, ktery mu pomohl
vyresit problémy obecné relativity. K tomuto rozsireni jeho znalosti doslo zdsluhou
o dvacet let starsiho Georga Picka, kdysi asistenta Ernsta Macha. Picka a Finsteina
spojoval zajem o hudbu. Vytvorilo se mezi nimi silné pratelstvi, a kdyz Finstein hovoril
o svych tézkostech, Pick mu navrhl uzit Ricciho a Levi-Civitiv absolutni diferencidlni
pocet; viz [4], s. 143. Stejné konstatovani je uvedeno v [11], s. 113, 114.

Sam Einstein vSak v predmluvé k [6] piSe toto: Rozhodugici myslenku o obdobé mezi
Gaussovou theorii ploch a matematickym problémem svoji theorie pojal jsem ovsem
teprve r. 1912 po svém ndvratu do Curychu, aniZ jsem zprvu znal badani, jeZ v tom
smeéru vykonali Riemann, Ricci a Levi-Civita. Na né byl jsem upozornén teprve svym
pritelem Grossmannem v Curychu.

Podrobné se k otazce matematického aparatu potiebného k obecné teorii relativity
vyjadiuje A. Pais v [14], s. 211. (... ) Ve své predndsce proslovené v Kyotu v pro-
sinci 1922 A. FEinstein tekl: ,JestliZe vSechny [zrychlené] systémy jsou ekvivalentni,
pak ve vsech z nich nemize euklidovskd geometrie platit. Vzdat se geometrie a pone-



chat | fyzikdlni] zakony je totéz, jako popisovat myslenky beze slov. Co tedy je potieba
hledat? Reseni tohoto problému jsem neznal do roku 1912, kdy jsem si uwvédomil, Ze
Gaussova teorie ploch poskytuje klic k rozlusténi této zahady. Uvédomil jsem si, Ze
Gaussovy souradnice na plose maji hluboky vyznam. Avsak v té dobé jsem nevédél, Ze
Riemann studoval zdklady geometrie dokonce mnohem zevrubnéji. Najednou jsem si
vzpomneél, Ze Gaussova teorie byla soucasti prednasek z geometrie, které jsme jako stu-
denti méli s Geiserem. Uveédomil jsem si, Ze zaklady geometrie maji fyzikalni podstatu.
Mg maly matematicky pritel Grossmann byl na misté, kdyzZ jsem se vratil z Prahy do
Curychu. Od ného jsem se poprvé dozvédél o Riccim a pozdéji o Riemannovi. Tak
jsem se sveho pritele zeptal, zda by se moje problémy daly Tesit pomoci Riemannovy
teorie, totiZ zda by invarianty elementu krivek mohly dpiné urcovat veliciny, které jsem
hledal“. Déle A. Pais tika: Verim, Ze toto pruni setkdni s diferencidlni geometrii se-
hralo druhotnou roli v Einsteinovych uvahach z r. 1912. Béhem dlouhych rozhovori
s Finsteinem vyjddril v Praze matematik Georg Pick domnénku, Ze potrebniy mate-
maticky nastroj pro dalsi rozvoj Einsteinovych myslenek by se mohl najit v clancich
Ricciho a Levi-Civity [8]. Pochybuji, Ze by tato poznamka v oné dobé ucinila na Ein-
steina jakykoli dojem. Urcité se v priubéhu svého prazského pobytu neobtéZoval studiem
téchto duleZitych praci. V [2], s. 11, je vyjad¥en tento nadzor: Neni podstatné, Ze Phi-
lipp Frank (a po ném mnoho biografii) vyzdvihuje, jak jiZ v Praze matematik Georg
Pick FEinsteinovi navrhl, aby v teorii gravitace pouZival apardatu Riemannovy geome-
trie (,Ricciho a Levi-Civitiv absolutni pocet®), zatimco FEinstein v pfedmluve uvadi,
zZe na tuto myslenku prisel v roce 1912, aZ po odjezdu z Prahy do Curychu. Hésiodos
napsal, Ze ,cenou velkého dila je lopota, a bohové stanowvili, Ze musis platit predem*.
Einstein platil mnoho v Praze. Alespon myslenkové, v hledani pojmu a ve formulovani
princip.

Pro vyvoj fyziky je skute¢né nevyznamné, ze tlohu Georga Picka v matematické
inspiraci Alberta Einsteina obklopuje pfece jen urcité tajemno. Skonc¢ime tim, co o
pocitu tajemna A. Einstein ¥ika ve své knize [7]: Nejkrdasnéjsi, co miZeme proZivat, je
tajemno. To je zdakladni pocit, ktery stoji u kolébky pravého umeni a védy. Komu to
neni znamo, kdo se uzZ neumi divit, neumi Zasnout, ten je takrikajic mrtev a jeho oko
vyhaslé.

Podékovani. Pfi pripravé prednasky mi byly uZite¢né materidly, které mi poskytli tito kolegové:
doc. RNDr. J. Be¢var, CSc., Mgr. M. Be¢varova, Dr., prof. RNDr. J. Bi¢dk, DrSc., RNDr. J. Folta, CSc.,
Mgr. J.Ludvikovd a RNDr. A. Solcova. Za pomoc pii vyhleddvani pramenti dékuji také Archivu
Univerzity Karlovy a knihovné Matematicko-fyzikalni fakulty UK.
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