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Slavnostní semináø, který se u pøíle¾itosti 120. výroèí narození Alberta Einsteina
konal dne 14. bøezna 1999 v Karolinu, mìl pochopitelnì zamìøení pøevá¾nì fyzikální.
Nicménì organizátoøi na matematiku nezapomnìli. Krátká pøedná¹ka, k ní¾ jsem byl
pozván, byla vìnována Georgu Pickovi. Tento profesor matematiky na Nìmecké uni-
verzitì v Praze byl velmi blízkým kolegou A. Einsteina v prùbìhu jeho ¹estnáctimì-
síèního pra¾ského pobytu v letech 1911 - 1912.

Georg Pick se narodil 10. srpna 1859 ve Vídni, kde na univerzitì studoval v letech
1875 { 1879 matematiku a fyziku. V roce 1880 získal doktorát pod vedením L. Königs-
bergera, který je pova¾ován za ¾áka K. Weierstrasse. V tém¾e roce Pick pøijal na
Karlo-Ferdinandovì univerzitì v Praze místo pomocného asistenta E. Macha, v r. 1881
se habilitoval a v r. 1888 byl jmenován mimoøádným profesorem Nìmecké univerzity
v Praze. Ve ¹kolním roce 1884/1885 pobýval v Lipsku, kde byl ovlivnìn F. Kleinem.
Øádným profesorem byl jmenován v r. 1892 a ve ¹kolním roce 1900/1901 byl dìkanem
Filozo�cké fakulty. Aktivní pùsobení na univerzitì ukonèil v r. 1929 a vrátil se do
Vídnì. Po an¹lusu Rakouska se v r. 1938 pøestìhoval zpìt do Prahy. O ètyøi roky
pozdìji byl dne 13. èervence 1942 deportován pod èíslem 824 transportem AAq do
Terezína. Tam zemøel ve vìku 83 let 26. èervence 1942. (Dal¹í informace o ¾ivotì
G. Picka lze nalézt v [12].)

Celých 46 let pùsobil G. Pick v Praze jako vysoko¹kolský uèitel. Pøehled jeho pøed-
ná¹ek je uveden v [12]. Tì¾i¹tì Pickovy pedagogické práce spoèívalo v analýze a geo-
metrii. V souvislosti s dal¹í diskusí o odborných kontaktech Picka a Einsteina není bez
zajímavosti uvést, ¾e ve ¹kolním roce 1905/1906 Pick konal pøedná¹ku Anwendungen
der In�nitesimalrechnung auf die Geometrie (3/0) a ve ¹kolním roce 1911/1912, tedy
pøesnì v dobì Einsteinova pra¾ského pobytu, pøedná¹el In�nitesimalgeometrie (5/0).
Profesor Pick vedl 20 disertaèních prací. Napø. v roce 1910/1911 dokonèil pod jeho
vedením E. Stransky svou práci In�nitesimalgeometrie der Raumkurven auf Grund-
lage einer nicht-Euklidischen Massbestimmung. Patrnì nejznámìj¹í z Pickových dok-
torandù je K. Löwner, pozdìj¹í profesor Nìmecké univerzity v Praze, a po nucené
emigraci profesor na významných amerických univerzitách; viz [13].

V letech 1876-1939 publikoval G. Pick 67 prací. Jejich zaøazení do rùzných oblastí
matematiky mù¾e být pouze pøibli¾né, nicménì naznaèuje Pickovy odborné zájmy:
Lineární algebra (2), Teorie invariantù (4), Integrální poèet (8), Komplexní analýza
(18), Teorie potenciálu (2), Funkcionální analýza (4), Geometrie (5), Diferenciální
geometrie (10), 2 práce nejsou zaøazeny. Dal¹í údaje o publikaèní èinnosti G. Picka
i úplný seznam prací lze nalézt v [12]. Je¹tì pro zajímavost: V letech 1911 a 1912
uveøejnil G. Pick v Comptes Rendus Acad. Sci. Paris dvì sdìlení s názvem Sur les

Typeset by AMS-TEX

1



2

notions: droites paralléles et translation et sur la géometrie di�érentielle dans l'espace
non-euclidien.

Pickùv vzorec a Schwarz-Pickovo lemma

V [9], s. 318, je G. Pick charakterizován jako obìtavý uèitel s ¹irokým rozhledem, ale
nevelkým badatelským pøínosem. Ka¾dé takové hodnocení je tøeba chápat relativnì a
nemám v úmyslu se pokou¹et o kritický rozbor Pickova vìdeckého díla. Jakýkoli závìr
by nic nezmìnil na skuteènosti, ¾e jméno G. Picka není v matematice do dne¹ních dnù
zapomenuto.

Osobnì za velmi elegantní pova¾uji Pickùv vzorec o výpoètu obsahu mnohoúhel-
níku s vrcholy v møí¾ových bodech. Pøipomeòme, ¾e møí¾ové body v rovinì jsou body
s obìma celoèíselnými souøadnicemi, tedy prvky Z2. Pøedpokládejme, ¾e P je (uza-
vøený) mnohoúhelník (ne nutnì konvexní) s vrcholy v mno¾inì Z2, P � je jeho vnitøek,
@P jeho hranice a �(P ) jeho obsah. Poèet prvkù mno¾iny Z2 \ P � (resp. Z2 \ @P )
oznaèíme n(P �) (resp. n(@P )). Zde je Pickùv vzorec:

�(P ) = n(P �) + 1

2
n(@P )� 1 :

Staèí tedy spoèítat møí¾ové body na obvodu mnohoúhelníku a møí¾ové body uvnitø
mnohoúhelníku a hned máme jeho obsah. Ponìkud obecnìj¹í situaci, kdy møí¾ové body
jsou urèeny systémy pøímek, které na sebe nemusí být kolmé, uva¾oval G. Pick v práci
[15] vydané pøed 100 lety.

Za speciální mnohoúhelník budeme pova¾ovat nyní tzv. elementární trojúhelník,
tedy takový trojúhelník s vrcholy v Z2, na jeho¾ stranách ani v jeho vnitøku ¾ádné
dal¹í møí¾ové body nele¾í. Uva¾ujme elementární trojúhelník T s jedním vrcholem
v poèátku. Potom dvì jeho strany obsahující poèátek tvoøí bázi vektorového prostoru
nad oborem integrity Z. Matice pøechodu od této báze k bázi slo¾ené z vektorù (0; 1)
a (1; 0) má celoèíselný determinant a toté¾ platí o matici k ní inverzní. Proto tento
determinant je v absolutní hodnotì roven jedné. Geometricky to znamená, ¾e rovno-
bì¾ník tvoøený stranami trojúhelníku T s vrcholy v poèátku má obsah roven jedné.
Závìr: ka¾dý elementární trojúhelník má obsah 1

2
.

Nedávno se mi dostal do ruky krásný dùkaz Pickova vzorce; viz [1], s. 61. V mnoho-
úhelníku P lze provést triangulaci na elementární trojúhelníky. (To je tøeba zdùvodnit,
nebo» obzvlá¹tì u nekonvexního mnohoúhelníku to není hned zcela zøejmé.) Po trian-
gulaci vznikne rovinný graf, jeho¾ vrcholy jsou møí¾ové body obsa¾ené v P a hrany
jsou strany elementárních trojúhelníkù triangulace. Poèet vrcholù oznaème n a poèet
hran oznaème e. Graf rozdìluje rovinu na f stìn, z nich¾ jedna je neomezená (dopl-
nìk mnohoúhelníku) a ka¾dá z dal¹ích f � 1 stìn je elementární trojúhelník. Ka¾dý
z nich, jak víme, má obsah 1

2
, tak¾e �(P ) = 1

2
(f � 1). Poèet hran grafu, které le¾í na

@P , oznaème e(@P ), poèet ostatních hran (ty mají s P � neprázdný prùnik) oznaème
e(P �). Zøejmì je tedy 3(f � 1) = 2e(P �) + e(@P ) a ov¹em e = e(P0) + e(@P ). Odtud
dostáváme f = 2(e� f)� e(@P ) + 3.

Nyní vstupuje do hry Eulerùv vzorec, pocházející z poloviny 18. století:

n� e+ f = 2 :

Z rovností e(@P ) = n(@P ), n = n(P �) + n(@P ) a e � f = n � 2 dosazením vyjde
f = 2(n� 2)� n(@P ) + 3 = 2n(P �) + n(@P )� 1. Proto¾e �(P ) = 1

2
(f � 1), dokázali

jsme Pickùv vzorec
�(P ) = n(P �) + 1

2
n(@P )� 1 :
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Pickovo jméno se zapsalo prostøednictvím názvu Schwarz{Pickovo lemma do ana-
lýzy v komplexním oboru. Nejprve pøipomeneme tradièní znìní Schwarzova lemmatu
o odhadu modulu holomorfního zobrazení jednotkového kruhu U do sebe:

Schwarzovo lemma. Nech» f : U ! U je holomorfní funkce, f(0) = 0. Potom
jf(z)j � jzj, z 2 U , a jf 0(0)j � 1.

Vìt¹inou se formuluje tento dodatek: pokud v jedné z nerovností platí znamení
rovnosti (pro z 6= 0), potom f je otoèení okolo poèátku. H.A. Schwarz publikoval po-
dobnou vìtu v r. 1869, na význam tvrzení pro teorii funkcí upozornil C. Carathéodory
v r. 1912; srv. [17], s. 214. Standardní u¾ití tvrzení lze nalézt v uèebnicích komplexní
analýzy, napø. [5].

Døíve ne¾ pøejdeme k Pickovì zobecnìní Schwarzova lemmatu, pouká¾i na jednu
jeho málo známou aplikaci. Dùkaz následující vìty, jejím¾ autorem je nìmecký mate-
matik E. Study, pochází od T. Radó z r. 1929 (viz komentáø v [17], s. 216). Domluvme
se, ¾e pro 0 < r < 1 oznaèíme Ur otevøený kruh o støedu v poèátku a polomìru r.

Vìta. Nech» G je konvexní mno¾ina v komplexní rovinì a f je prosté holomorfní
zobrazení U na G. Potom je pro ka¾dé r 2 (0; 1) mno¾ina f(Ur) konvexní.

Naznaèíme dùkaz této vìty. Lze pøedpokládat, ¾e f(0) = 0. Zvolme 0 < r < 1 a p; q
dva rùzné body mno¾iny f(Ur). Máme dokázat, ¾e ka¾dý bod na úseèce spojující body
p a q patøí do f(Ur). Zvolme tedy t 2 [0; 1] a oznaème v := (1� t)p+ tq, a := f�1(p),
b := f�1(q). Mù¾eme pøedpokládat, ¾e jaj � jbj a tudí¾ b 6= 0. Potom pro ka¾dé z 2 U
platí zab�1 2 U . De�nujeme

g(z) := (1� t)f(zab�1) + tf(z) ; z 2 U :

Proto¾e G je konvexní, je g(U) � G a tedy má smysl de�novat zobrazení h := f�1 � g
na U . Potom h je holomorfní zobrazení U do U splòující h(0) = 0, nebo» g(0) = 0
a f(0) = 0. Podle Schwarzova lemmatu je jh(z)j � jzj, kdykoli z 2 U , speciálnì
jf�1(g(b))j � jbj. Ov¹em g(b) = (1� t)f(a) + tf(b) = v a jbj < r. Tudí¾ f�1(v) 2 Ur,
neboli v 2 f(Ur).

Schwarzovo lemma samozøejmì øíká, ¾e holomorfní zobrazení jednotkového kruhu
do sebe zachovávající poèátek nezvìt¹uje vzdálenosti od poèátku. G. Pick si uvìdomil,
¾e role poèátku není významná, pokud v jednotkovém kruhu uva¾ujeme hyperbolickou
vzdálenost �(w; z) := jz � wj=jwz � 1j, w; z 2 U , a dokázal v [16] toto tvrzení:

Schwarz-Pickovo lemma. Nech» f : U ! U je holomorfní funkce. Potom platí
nerovnost �(f(w); f(z)) � �(w; z), w; z 2 U .

V analogii se Schwarzovým lemmatem platí, ¾e pokud nastává v nerovnosti znamení
rovnosti pro dvojici rùzných bodù, pak f je lineární lomená transformace zobrazující
U na U (a rovnost pak nastává pro v¹echny dvojice bodù).

G. Pick a A. Einstein

Studium dostupných materiálù nás nenechává na pochybách, ¾e Georg Pick byl
v prùbìhu Einsteinova pobytu v Praze v letech 1911{1912 jeho velmi blízkým kolegou.
Shodují se na tom autoøi knih o A. Einsteinovi i dal¹í prameny. V dopise z 12. 6. 1912
(viz dokument 408 z Collected papers of Albert Einstein) A. Einstein napø. pí¹e L. Ho-
pfovi: ( : : : ) Vede se nám velmi dobøe a v¹ichni se tì¹íme na Curych. Mrzí mì pouze
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rozlouèení s kolegou Pickem, s nim¾ jsem se velice spøátelil. Ital by øekl: Sangue non
�e aque!

O vztahu Picka a Einsteina pí¹e také M. Brdièka v [3]: Einsteinùv duchovní ¾ivot se
v té dobì skládal hlavnì z vìdy a hudby. Spøátelil se s G. Pickem, který byl nejen výbor-
ným geometrem ochotným pomoci pøi nejasnostech absolutního diferenciálního poètu
a pøi jeho aplikacích na geometrizaci fyziky, resp. v polo¾ení základù obecné relativity,
ale i nev¹edním komorním hudebníkem, jen¾ zprostøedkoval Einsteinovi místo ve smyè-
covém kvartetu. Pøátelské kontakty mezi Pickem a o 20 let mlad¹ím Einsteinem nebyly
pøeru¹eny ani po Einsteinovì odchodu z Prahy, poslední Pickùv dopis Einsteinovi do
Princetonu je z r. 1939, z doby po okupaci Èech a nedlouho pøed Pickovým trans-
portem do koncentraèního tábora v Terezínì, z nìho¾ se ji¾ nevrátil. V tém¾e èlánku
lze nalézt dokonce úvahu, ¾e odborné zamìøení G. Picka mohlo hrát roli pøi Einstei-
novì rozhodování o pøijetí místa:Mo¾ná v¹ak, ¾e hlavním dùvodem Einsteinova pobytu
v Praze byly zájmy odborné. Ji¾ od r. 1907 Einstein þvidìlÿ cestu k obecné relativitì, tj.
zpùsob, jak se oprostit od inerciálních systémù, a jako osamìlý poutník nastoupil tuto
gigantickou pou». Brzy mu bylo jasné, ¾e jedním z nezbytných cestovních prostøedkù je
Riemannova geometrie. Aby mohl øe¹it slo¾ité fyzikálnì geometrické stránky budované
teorie, potøeboval mít zøejmì jistotu o øadì moderních aspektù ètyø- a vícerozmìrných
geometrií. V Evropì pøicházeli v úvahu dva geometøi, T. Levi-Civita v Itálii a G. Pick
v Praze. Jak z jazykových dùvodù, tak i celkovým ¾ivotním prostøedím se Einsteinovi
zøejmì více zamlouvala Praha, a proto mu Lampova nabídka mohla pøijít vhod.

Není ¾ádných pochyb o tom, ¾e Pick a Einstein vedli odborné diskuse. Svìdèí o tom
napø. závìreèná poznámka v roz¹íøeném textu Einsteinovy pøedná¹ky z 28. 2. 1914; viz
dokument 30 v [10], s. 607: Na závìr vyslovuji podìkování mému døívìj¹ímu kolegovi
G. Pickovi za jeho poznámky, které výklad vìci zásadnì zjednodu¹ily.

Èasto se v literatuøe setkáváme s názorem, ¾e G. Pick pøivedl Einsteina k matema-
tickému aparátu potøebnému k dotvoøení obecné teorie relativity. Bez komentáøe zde
uvedeme nìkolik úryvkù z rùzných pramenù: Bìhem dlouhých procházek se Einstein
Pickovi svìøil s matematickými potí¾emi, s nimi¾ se setkával pøi pokusech zobecnit
teorii relativity. Ji¾ tehdy navrhl Pick jako vhodný matematický nástroj k dal¹ímu
rozvíjení Einsteinovy my¹lenky þabsolutní diferenciální poèetÿ italských matematikù
Ricciho a Levi-Civity ; viz [8], pøeklad [2], s. 49.

( : : : ) A v Praze byl Einstein pøiveden k matematickému aparátu, který mu pomohl
vyøe¹it problémy obecné relativity. K tomuto roz¹íøení jeho znalostí do¹lo zásluhou
o dvacet let star¹ího Georga Picka, kdysi asistenta Ernsta Macha. Picka a Einsteina
spojoval zájem o hudbu. Vytvoøilo se mezi nimi silné pøátelství, a kdy¾ Einstein hovoøil
o svých tì¾kostech, Pick mu navrhl u¾ít Ricciho a Levi-Civitùv absolutní diferenciální
poèet ; viz [4], s. 143. Stejné konstatování je uvedeno v [11], s. 113, 114.

Sám Einstein v¹ak v pøedmluvì k [6] pí¹e toto: Rozhodující my¹lenku o obdobì mezi
Gaussovou theorií ploch a matematickým problémem svojí theorie pojal jsem ov¹em
teprve r. 1912 po svém návratu do Curychu, ani¾ jsem zprvu znal bádání, je¾ v tom
smìru vykonali Riemann, Ricci a Levi-Civita. Na nì byl jsem upozornìn teprve svým
pøítelem Grossmannem v Curychu.

Podrobnì se k otázce matematického aparátu potøebného k obecné teorii relativity
vyjadøuje A. País v [14], s. 211. ( : : : ) Ve své pøedná¹ce proslovené v Kyotu v pro-
sinci 1922 A. Einstein øekl: þJestli¾e v¹echny [zrychlené ] systémy jsou ekvivalentní,
pak ve v¹ech z nich nemù¾e euklidovská geometrie platit. Vzdát se geometrie a pone-
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chat [ fyzikální ] zákony je toté¾, jako popisovat my¹lenky beze slov. Co tedy je potøeba
hledat? Øe¹ení tohoto problému jsem neznal do roku 1912, kdy jsem si uvìdomil, ¾e
Gaussova teorie ploch poskytuje klíè k rozlu¹tìní této záhady. Uvìdomil jsem si, ¾e
Gaussovy souøadnice na plo¹e mají hluboký význam. Av¹ak v té dobì jsem nevìdìl, ¾e
Riemann studoval základy geometrie dokonce mnohem zevrubnìji. Najednou jsem si
vzpomnìl, ¾e Gaussova teorie byla souèástí pøedná¹ek z geometrie, které jsme jako stu-
denti mìli s Geiserem. Uvìdomil jsem si, ¾e základy geometrie mají fyzikální podstatu.
Mùj milý matematický pøítel Grossmann byl na místì, kdy¾ jsem se vrátil z Prahy do
Curychu. Od nìho jsem se poprvé dozvìdìl o Riccim a pozdìji o Riemannovi. Tak
jsem se svého pøítele zeptal, zda by se moje problémy daly øe¹it pomocí Riemannovy
teorie, toti¾ zda by invarianty elementù køivek mohly úplnì urèovat velièiny, které jsem
hledalÿ. Dále A. País øíká: Vìøím, ¾e toto první setkání s diferenciální geometrií se-
hrálo druhotnou roli v Einsteinových úvahách z r. 1912. Bìhem dlouhých rozhovorù
s Einsteinem vyjádøil v Praze matematik Georg Pick domnìnku, ¾e potøebný mate-
matický nástroj pro dal¹í rozvoj Einsteinových my¹lenek by se mohl najít v èláncích
Ricciho a Levi-Civity [8]. Pochybuji, ¾e by tato poznámka v oné dobì uèinila na Ein-
steina jakýkoli dojem. Urèitì se v prùbìhu svého pra¾ského pobytu neobtì¾oval studiem
tìchto dùle¾itých prací. V [2], s. 11, je vyjádøen tento názor: Není podstatné, ¾e Phi-
lipp Frank (a po nìm mnoho biogra�í) vyzdvihuje, jak ji¾ v Praze matematik Georg
Pick Einsteinovi navrhl, aby v teorii gravitace pou¾íval aparátu Riemannovy geome-
trie (þRicciho a Levi-Civitùv absolutní poèetÿ), zatímco Einstein v pøedmluvì uvádí,
¾e na tuto my¹lenku pøi¹el v roce 1912, a¾ po odjezdu z Prahy do Curychu. Hésiodos
napsal, ¾e þcenou velkého díla je lopota, a bohové stanovili, ¾e musí¹ platit pøedemÿ.
Einstein platil mnoho v Praze. Alespoò my¹lenkovì, v hledání pojmù a ve formulování
principù.

Pro vývoj fyziky je skuteènì nevýznamné, ¾e úlohu Georga Picka v matematické
inspiraci Alberta Einsteina obklopuje pøece jen urèité tajemno. Skonèíme tím, co o
pocitu tajemna A. Einstein øíká ve své knize [7]: Nejkrásnìj¹í, co mù¾eme pro¾ívat, je
tajemno. To je základní pocit, který stojí u kolébky pravého umìní a vìdy. Komu to
není známo, kdo se u¾ neumí divit, neumí ¾asnout, ten je takøíkajíc mrtev a jeho oko
vyhaslé.

Podìkování. Pøi pøípravì pøedná¹ky mi byly u¾iteèné materiály, které mi poskytli tito kolegové:
doc.RNDr. J. Beèváø,CSc., Mgr.M.Beèváøová,Dr., prof. RNDr. J. Bièák,DrSc., RNDr. J. Folta, CSc.,
Mgr. J. Ludvíková a RNDr. A. ©olcová. Za pomoc pøi vyhledávání pramenù dìkuji také Archivu
Univerzity Karlovy a knihovnì Matematicko-fyzikální fakulty UK.
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