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Statistický seminář
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Úvod do sekvenčnı́ch odhadů

Mějme {Xi}∞i=1 i.i.d. s hustotou f (x , θ), kde θ ∈ (θ, θ̄) a θ je
neznámý parametr.

Vycházı́me z dvojné posloupnosti {θn, φn}∞n=1, kde
θn = θn(X1, . . . ,Xn) . . . bodový odhad

φn = φn(X1, . . . ,Xn) . . . statistika pro ukončenı́ výběru
φn = 0 . . . pokračujeme ve výběru

φn = 1 . . . ukončı́me výběr

Sekvenčnı́m bodovým odhadem pro θ rozumı́me

θN = θN(X1, . . . ,XN),

kde
N = min{n;φn(X1, . . . ,Xn) = 1}.
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Sekvenčnı́ intervalový odhad

Budeme vycházet z trojné posloupnosti {Ln,Un, φn}∞n=1, kde

Ln = Ln(X1, . . . ,Xn) a Un = Un(X1, . . . ,Xn)

jsou statistiky pro intervalové odhady.

Sekvenčnı́m intervalovým odhadem pro θ rozumı́me(
LN(X1, . . . ,XN),UN(X1, . . . ,XN)

)
.

Sekvenčnı́ intervalový odhad (LN ,UN) pro θ má hladinu
spolehlivosti 1 − α, pokud

P
(
θ ∈ (LN ,UN); θ

)
= 1 − α.
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Využitı́

intervalový odhad dané délky a hladiny

bodový odhad s rozptylem menšı́m nebo rovným danému čı́slu

při částečné znalosti o rozdělenı́
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Sekvenčnı́ intervalové odhady dané délky

Uvažujme předpoklady zmı́něné na začátku.

Cı́l: zkonstruovat sekvenčnı́ intervalový odhad pro θ dané délky
2d , kde d > 0, s hladinou spolehlivosti 1 − α.

Předpokládejme

(A1) Ln = Ln(X1, . . . ,Xn) < Un = Un(X1, . . . ,Xn) sk.j.,

(A2)
√

n(Un − Ln) −→ 2u1−α
2
A sk.j. pro n −→ ∞ a A > 0,

(A3)
√

n(Ln − θ)− ZnA + u1−α
2
A −→ 0, sk.j. pron −→ ∞,

kde Zn . . . standardizovaný součet i.i.d. náhodných veličin s
konečným druhým momentem.
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Sekvenčnı́ intervalové odhady

Pravidlo pro ukončenı́ výběru

N(d) = min{n;Un − Ln ≤ 2d}, d > 0.

Za hledaný sekvenčnı́ interval budeme uvažovat(
LN(d),UN(d)

)
.

Dále budeme uvažovat předpoklad

(A4) Náhodné veličiny {N(d)d2;d > 0} jsou stejnoměrně
integrovatelné.
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Sekvenčnı́ intervaly dané délky
Věta

Věta. Vlastnosti

Za výše uvedených předpokladů platı́:

a) N(d) < +∞ sk.j., EN(d) < +∞ pro. vš. d > 0,
N(d) je nerostoucı́ funkce d , lim

d→0
N(d) = +∞ sk.j.,

lim
d→0

EN(d) = +∞,

b) lim
d→0

N(d)d2 = u2
1−α

2
A2, sk.j.,

lim
d→0

EN(d)d2 = u2
1−α

2
A2,

c) lim
d→0

P
(

LN(d) ≤ θ ≤ UN(d)

)
= 1 − α.
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Přı́klad

Necht’ {Xi}∞i=1 je posloupnost i.i.d. náhodných veličin s
rozdělenı́m N(µ, σ2), kde jsou µ, σ2 neznámé.

Cı́l: zkonstruovat interval spolehlivosti pro µ s délkou ≤ 2d a
hladinou spolehlivosti 1 − α.

Položme

Ln = Xn −
Snu1−α

2√
n

, Un = Xn +
Snu1−α

2√
n

,

kde

Xn =
1
n

n∑
i=1

Xi a S2
n =

1
n − 1

n∑
i=1

(Xi − Xn)
2 +

1
n
.
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Sekvenčnı́ interval pro lokačnı́ parametr

Uvažujme posloupnost X1,X2, . . . i.i.d. náhodných veličin se
symetrickým rozdělenı́m s d.f. F (x − θ).

Označme In = In(X1, . . . ,Xn) interval spolehlivosti pro θ a Dn jeho
délku.

Cı́l: zkonstruovat interval spolehlivosti pro θ s hladinou
spolehlivosti 1 − α (pro n → ∞), takový že

Dn ≤ 2d , pro d > 0 dané.

Mějme odhad Tn parametru θ, který je konzistentnı́ a translačně
ekvivariantnı́.

Obvykle má
√

n(Tn − θ) asymptotické normálnı́ rozdělenı́ (pro
n → ∞), značme N(0, σ2(T ,F )).
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Sekvenčnı́ interval pro lokačnı́ parametr
Dostáváme

lim
n→∞

Pθ(Tn −
1√
n
σu1−α

2
≤ θ ≤ Tn +

1√
n
σu1−α

2
) = 1 − α.

Uvažujme interval

In = (Tn − d ,Tn + d).

Pokud vı́me σ2 = σ2(T ,F )), můžeme položit

n = nd =
u2

1−α
2
σ2(T ,F )

d2 .

Tedy dostáváme

lim
d→0

Pθ(θ ∈ Ind ) = 1 − α.
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Sekvenčnı́ interval pro lokačnı́ parametr
Avšak F ani σ2(T ,F ) neznáme

Využijeme odhad S2
n = S2

n(X1, . . . ,Xn) a nd nahradı́me

N(d) = min{n ≥ n0 : n ≥
u2

1−α
2
S2

n

d2 },

kde n0 je počátečnı́ velikost výběru.

Budeme uvažovat interval

IN(d) = (TN(d) − d ,TN(d) + d).

Platı́ navı́c vlastnosti
N(d)

nd

d→0−−−→ 1 v pravd. nebo sk.j.,

E
(

N(d)
nd

)
d→0−−−→ 1.
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Sekvenčnı́ interval pro lokačnı́ parametr
Jiný přı́stup

Máme-li odhad Tn zadefinovaný implicitně jako řešenı́ rovnice.

Napřı́klad M-odhad zı́skaný jako řešenı́

Vn(t) =
1√
n

n∑
i=1

ψ(Xi − t) = 0, pro t ∈ R.

Vn(θ) má as. normálnı́ rozdělenı́ s rozptylem ρ2.

Uvažujme interval In = (θ−n , θ
+
n ), kde

θ−n = sup{t : Vn(t) > rnu1−α
2
}, θ+n = inf{t : Vn(t) < rnu1−α

2
} a

r2
n je odhad ρ2.

Pravidlo pro ukončenı́

N(d) = min{n ≥ n0 : Dn = θ+n − θ−n ≤ 2d}.
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Chow- Robbins sekvenčnı́ konfidenčnı́ interval
Mějme posloupnost X1,X2, . . . i.i.d. náhodných veličin s d.f.
F (x − θ) t.ž.

0 <
∫ ∞

−∞
x2 dF (x) = σ2 <∞ a

∫ ∞

−∞
x dF (x) = 0.

Mějme Xn a Sn. Poté máme konfidenčnı́ interval

IN(d) = (XN(d) − d ,XN(d) + d),

kde N(d) je pravidlo pro ukončenı́

N(d) = min{n ≥ n0 : n ≥
u2

1−α
2
S2

n

d2 }.

Platı́ všechny zmı́něné vlastnosti.
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Chow- Robbins sekvenčnı́ konfidenčnı́ interval

Pokud navı́c platı́

µ4 =

∫ ∞

−∞
x4 dF (x) < +∞,

pak

lim
d→0

Pθ(
√

N(d)−
√

nd ≤ x) = Φ

(
x
ρ

)
,

kde

ρ2 =
1
4

(
µ4

σ2 − 1
)
.
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Sekvenčnı́ konfidenčnı́ interval založen na M-odhadu

M-odhadem Mn značı́me řešenı́ rovnice

Vn(t) =
1√
n

n∑
i=1

ψ(Xi − t) = 0,

kde ψ je neklesajı́cı́ funkce a platı́ ψ(−x) = −ψ(x).

Zároveň předpokládáme, že ψ = ψ1 + ψ2, kde ψ1 je absolutně
spojitá neklesajı́cı́ funkce a ψ2 je skoková neklesajı́cı́ funkce.

Předpokládejme, že

0 < γ =

∫
R
ψ,

1(x)dF (x) +
∫
R

f (x)dψ2(x),

kde f (x) = dF
x .
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Sekvenčnı́ konfidenčnı́ interval založen na M-odhadu
Navı́c předpokládejme, že

σ2
0 =

∫
ψ2(x)dF (x) < +∞.

Vn(θ) má as. normálnı́ rozdělenı́ N(0, σ2
0)

Označme

θ−n = sup{t : Vn(t) > Snu1−α
2
} a θ+n = inf{t : Vn(t) < Snu1−α

2
},

kde

S2
n =

1
n

n∑
i=1

ψ2(Xi − Mn), n = 1,2, . . . .

Konfidenčnı́ interval má tvar IN(d) = (θ+N(d), θ
−
N(d)), kde N(d) je

pravidlo pro ukončenı́

N(d) = min{n ≥ n0 : Dn = θ−n − θ+n ≤ 2d}.
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Sekvenčnı́ konfidenčnı́ interval založen na M-odhadu

Poté nd =
d−2u2

1−α
2
σ2

0

γ2 .

Pravidlo ukončenı́ splňuje všechny vlastnosti, kromě

E
(

N(d)
nd

)
d→0−−−→ 1.

Pokud navı́c ψ = ψ1 a
∫
R
ψ4(x)dF (x) < +∞, pak

L(
√

N(d)−
√

nd )
d→0−−−→ N(0, σ∗2).
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Sekvenčnı́ konfidenčnı́ interval založen na M-odhadu

Pokud ovšem skoková funkce ψ2 nezmizı́, pak se as. rozdělenı́
změnı́ následovně:

L
(√

d(
√

N(d)−
√

nd )

)
d→0−−−→ N(0,

2ρ2

γ2 ).

Skoková funkce má tvar

ψ2(x) =


α0 pro -∞ < x < a1,
αj pro aj < x < aj+1, j = 1, . . . ,p − 1,
αp pro ap < x < +∞.

.

Potom ρ2 =
∑p

j=1(αj − αj−1)
2f (aj).
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Děkujeme za pozornost!
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