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Funková, Garaj Sekvenčné testy



Nesekvenčńı vs. sekvenčńı p̌ŕıstup

Nesekvenčńı test:

Zvoĺıme velikost chyby 1. druhu a rozsah výběru

Použijeme nejsilneǰśı test (N-P lemma)

Sekvenčńı test:

Zvoĺıme velikost chyby 1. a 2. druhu

N - rozsah výběru je náhodná veličina
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Př́ıklad

Náhodný výběr: X1,X2, ...,Xn

H0: X ∼ N (µ0, 1)
H1: X ∼ N (µ1, 1)
µ0 < µ1

n∏
i=1

f1(Xi )

f0(Xi )
= exp{

n∑
i=1

Xi (µ1 − µ0) + n
µ2
0 − µ2

1

2
}

Nesekvenčńı p̌ŕıstup:

Zvoĺıme velikost chyby 1. a 2. druhu (α, β) a z N-P lemma
dopoč́ıtame n.

Přij́ımáme H1:
1√
n

∑n
i=1(Xi − µ0) ≥ u1−α

Přij́ımáme H0:
1√
n

∑n
i=1(Xi − µ0) ≤ u1−α
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Př́ıklad

Sekvenčńı p̌ŕıstup:

Přij́ımáme H0:
∏n

i=1
f1(Xi )
f0(Xi )

≤ B

Přij́ımáme H1:
∏n

i=1
f1(Xi )
f0(Xi )

≥ A

Jestliže
∏n

i=1
f1(Xi )
f0(Xi )

∈ (B,A), tak n → n + 1

A,B voĺıme v závislosti na zvolené chybě 1. a 2. druhu (α, β).
V praxi je obvykle aproximujeme:

A∗ =
1− β

α
B∗ =

β

1− α

Funková, Garaj Sekvenčné testy



y oblast pfijeti H
1 

p 
0 

n 
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Obecný sekvenčńı test

Uvažujme parametrický prostor Θ a posloupnost X1,X2, ... iid
náhodných veličin s rozděleńım Pθ (hustotou f (x , θ)) pro θ ∈ Θ.

Bud’te {Bi}∞i=1, {B0
i }∞i=1, {B1

i }∞i=1 posloupnosti borelovských
množin takové, že:

Bi ,B
0
i ,B

1
i jsou navzájem disjunktńı pro každé i ∈ N,

B1 ∪ B0
1 ∪ B1

1 = R,
Bi−1 × R = Bi ∪ B0

i ∪ B1
i ⊂ Ri pro každé i ∈ N.
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Obecný sekvenčńı test

Def.

Mějme (X1, ...,Xn) náhodný výběr z rozděleńı Pθ. Testem S
hypotézy H0 proti alternativě H1 rozuḿıme následuj́ıćı pravidlo:

Jestliže (X1, ...,Xn) ∈ B1
n , zaḿıtáme H0 ve prospěch H1,

náhodný výběr konč́ı,

jestliže (X1, ...,Xn) ∈ B0
n , hypotézu H0 p̌rij́ımáme, náhodný

výběr konč́ı,

jestliže (X1, ...,Xn) ∈ Bn, pokračujeme v náhodném výběru.
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Def.

Jestliže pro posloupnosti množin {Bi}∞i=1, {B0
i }∞i=1, {B1

i }∞i=1

existuje p̌rirozené č́ıslo n takové, že

Bi = R1, i = 1, ..., n − 1, B0
i ∪ B1

i = Rn,

mluv́ıme o testu s pevným rozsahem výběru. Ostatńı testy
nazýváme sekvenčńı.
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Operačńı charakteristika, rozsah výběru

Def.

Řekneme, že výše popsaný test skonč́ı s pravděpodobnost́ı 1,
jestliže

lim
n→∞

P((X1, ...,Xn) ∈ Bn; θ) = 0

pro každé θ ∈ Θ.

Def.

Rozsahem výběru nazveme náhodnou veličinu N definovanou jako

N = min{n ∈ N; (X1, ...,Xn) ∈ B0
n ∪ B1

n}.

Jej́ı sťredńı hodnotu nazveme sťredńım rozsahem výběru a
označ́ıme ES(N; θ).
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Operačńı charakteristika a silofunkce

Def.

Operačńı charakteristikou testu S hypotézy H0 proti H1 rozuḿıme

LS(θ) = P(
∞⋃
n=1

{(X1, ...,Xn) ∈ B0
n}; θ)

=
∞∑
n=1

P((X1, ...,Xn) ∈ B0
n ; θ).

Silofunkci testu S definujeme jako

PS(θ) = P(
∞⋃
n=1

{(X1, ...,Xn) ∈ B1
n}; θ)

=
∞∑
n=1

P((X1, ...,Xn) ∈ B1
n ; θ).
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Vlastnosti obecných sekvenčńıch test̊u

Lemma

Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

test skonč́ı s pravděpodobnost́ı 1 pro každé θ ∈ Θ,

lim
n→∞

P(N > n; θ) = 0 pro každé θ ∈ Θ,

PS(θ) + LS(θ) = 1 pro každé θ ∈ Θ.
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Vlastnosti obecných sekvenčńıch test̊u

Pro θ1, θ2 ∈ Θ, i ∈ N definujeme

Zi (θ1, θ2) = log
f (Xi , θ2)

f (Xi , θ1)
, f (Xi , θ1) ̸= 0, f (Xi , θ2) ̸= 0,

= 1, f (Xi , θ1) = 0, f (Xi , θ2) = 0,

= −∞, f (Xi , θ1) ̸= 0, f (Xi , θ2) = 0,

= +∞, f (Xi , θ1) = 0, f (Xi , θ2) ̸= 0.

Dále definujeme Qn(θ1, θ2) =
n∑

i=1

Zi (θ1, θ2).
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Vlastnosti obecných sekvenčńıch test̊u

Lemma

Pro test S a libovolné θ1, θ2 ∈ Θ plat́ı

E (exp{QN(θ1, θ2)}| p̌rij́ımáme H0; θ1) =
LS(θ2)

LS(θ1)
, LS(θ1) ̸= 0,

E (exp{QN(θ1, θ2)}| zaḿıtáme H0; θ1) =
PS(θ2)

PS(θ1)
, PS(θ1) ̸= 0.
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Vlastnosti obecných sekvenčńıch test̊u

Lemma

X1,X2, ... iid s rozděleńım Pθ a t mě̌ritelná funkce.

Jestliže E (|t(X1)|; θ) < ∞,E (N; θ) < ∞ a {Bi}∞i=1 jsou
omezené, potom

E (N; θ)E (t(X1); θ) = E (
N∑

n=1

t(Xn); θ).

Jestliže nav́ıc var(t(X1); θ) < ∞ a E (t(X1); θ) = 0, potom

E (N; θ)E (t2(X1); θ) = E ((
N∑

n=1

t(Xn))
2; θ).
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Vlastnosti obecných sekvenčńıch test̊u

Věta

Mějme test S , který skonč́ı s pravděpodobnost́ı 1,
θ1, θ2 ∈ Θ,E (|Zi (θ1, θ2)|; θ1) < ∞,E (N; θ1) < ∞.
Potom plat́ı

−E (N; θ1)E (Zi (θ1, θ2); θ1) ≥ LS(θ1) log
LS(θ1)

LS(θ2)
+

+ (1− LS(θ1)) log
1− LS(θ1)

1− LS(θ2)
.

Funková, Garaj Sekvenčné testy



Vlastnosti obecných sekvenčńıch test̊u

Důsledek

Mějme θ0, θ1 ∈ Θ a necht’ plat́ı 0 < |E (Z1(θ0, θ1); θi )| < ∞ pro
i = 0, 1. Potom pro test S hypotézy H0 : θ = θ0 proti alternativě
H1 : θ = θ1 s pravděpodobnostmi chyb nejvýše α resp. β, který
splňuje E (N; θi ) < ∞ pro i = 0, 1, plat́ı

E (N; θ0) ≥
(1− α) log β

1−α + α log 1−β
α

E (Z1(θ0, θ1); θ0)

E (N; θ1) ≥
β log β

1−α + (1− β) log 1−β
α

E (Z1(θ0, θ1); θ1)
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Kritérium optimality

Def.

Označme C(α, β) ťŕıdu test̊u pro úlohu H0 : θ ∈ Θ0 proti
H1 : θ ∈ Θ1 splňuj́ıcich:

test skonč́ı s pravděpodobnost́ı 1,

1− LS(θ) ≤ α pro všechna θ ∈ Θ0,

LS(θ) ≤ β pro všechna θ ∈ Θ1.
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Kritérium optimality

Def.

Test S∗ ∈ C(α, β) nazveme eficientneǰśı než test S ∈ C(α, β) na
množině Θ1 ⊂ Θ, jestliže

ES∗(N; θ) < ES(N; θ)

pro všechna θ ∈ Θ1. Test S
∗ ∈ C(α, β) nazveme stejnoměrně

eficientńım testem na množině Θ1 ⊂ Θ, jestliže

ES∗(N; θ) ≤ ES(N; θ)

pro všechna θ ∈ Θ1, kde alespoň pro jedno θ ∈ Θ1 plat́ı nerovnost
ostrá.
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Kritérium optimality

Věta

Necht’ {Xi}∞i=1 je posloupnost iid náhodných veličin s hustotou
f (x ; θ), θ ∈ Θ (obsahuj́ıćı alespoň 2 body). Pak mezi všemi testy S
(sekvenčńımi i nesekvenčńımi) H0 : θ = θ0 proti H1 : θ = θ1,
θ0, θ1 ∈ Θ, θ0 ̸= θ1, které nálež́ı do C(α, β) a pro které
ES(N; θi ) < +∞, i = 0, 1 je Wald̊uv sekvenčńı test S(b, a)
stejnoměrně eficientńı v bodech θ0 a θ1, tedy

ES(b,a)(N; θi ) = min
S∈C(α,β)

ES(N; θi )

i = 0, 1. Konstanty b,a jsou určeny tak, aby pravděpodobnosti
chyb byly α, β.
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