NEKOLIK PRIKLADU DIFERENCIALNICH ROVNIC

1. Separované proménné. Hleddme vSechna maximélni feseni y = y(z)
rovnice

(1) y =

Ze zadani je ziejmé, ze funkce y nebude definovdna v bodé z = 0, tj. grafy feseni
neprotnou osu y.
Protoze y? + 1 # 0, miizeme délit:

odkud

a po integraci (vzhledem k proménné x)

arctg(y(z)) =In|z| + C, kde C € R.

Chceme vyjadrit funkci y. Inverzni funkce k arctg « je tgz pro x € (—n/2, 7/2).
Tedy

y(z) =tg(In|z| + C), pficemz ln|z| + C € (—7/2, 7/2).

Odtud pro z z defini¢nfho oboru feseni: |z| € (e7™/27C, e™/2-C).

Tedy maximdlnim feSenim rovnice (1) je kazda funkce tvaru
y(@) = tg(n|z| +C), z € (e77/27C,e/27C),
kde C € R, a rovnéz kazda z funkci
y(z) =tg(nlz| + D), v € (- e™/2=D, —e_”/2_D),

kde D € R.
Vidime, ze ackoli grafy vsech fesenf vyplnf mnozinu R? \ {(x,y); = = 0}, nejsou
to funkce definované na celych polooséach.
1



W

2. Separované proménné — navazovani. Hleddme vSechna maximalni feSeni
rovnice

(2) v =yl

Protoze 3’ = \/m > 0, bude kazdé feSeni neklesajici funkci na svém defini¢nim
oboru. Trividlnim FeSenim je konstantni funkce y(x) = 0.

Piedpoklddejme nyni, ze y(z) # 0 a vydélme obé strany vyrazem +/|y(z)|.
Hleddme tedy feSeni, kterd maji graf cely bud nad osou x, nebo pod osou z a spliuji

/
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V prvnim piipadé (y > 0) odtud plyne

[

2Vylz) =z —-C

T — 2
) = £,

tedy

kde C € R a defini¢éni obor funkce y je takovy, aby zustala neklesajici (dokonce
rostouci) kladnou funkei. Tedy z € (C, +00).
Podobné zaporna feseni

dzx

)
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jsou rostouci casti parabol
~—— x€(-00,D), DeR.

Reseni za predpokladu y # 0 ovSem nejsou maximélni: muzeme je — jednou nebo
dvakrdt — navézat na trividlni feseni. Kazdé maximélni feSeni rovnice (2) je pak
jednoho z nésledujicich typu.

ey(z) =0, zeR;

(z) 0, x € (—o0,CY,
o y(x) = 2
@O 2 € (C,+), kde C € R;

_ (z=D)? _
.y(@—{ L. ze(-o0,D),

0, z € (D, +00), kde D € R;
~e=Dl s e (~o0,D),
o y(x) =1 0, z e (D, C),
@ 4 e(C,+o0), kde C,DER, D < C.

3. Linearni diferencialni rovnice 1.fadu — nulova prava strana. Resme
rovnici

Y'(z) + p(x)y(z) = 0,

kde p(z) je funkce spojitd na intervalu (a,b).
Je to vlastné diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi



kterd ma trividlni feseni y = 0 na (a,b), a pro y # 0 ji lze pfevést na

odkud po integraci obou stran
In [y(x)| = —P(z) + Co,
kde P(z) je primitivni funkce k p(z) na (a,b) a Cy € R. Odtud
ly(z)| = e . e P@) = . e P Kkde C >0,

tedy obecné
y(x)=D-eP@ kde D eR, z € (a,b).

Pomoci volby D = 0 jsme sem zahrnuli i trividlni feseni.

4. Linearni diferencialni rovnice 1.fdadu — variace konstant. Hleddme
vSechna TeSeni rovnice

(4) y'(z) +y(x)tgx = o

Rovnice méa smysl, pokud = € (k7 — %, k7 + ) pro nékteré k € Z. Budeme tedy
hledat feSeni na téchto intervalech.
Obecné feseni rovnice (4) bude tvaru

y(z) = y1(x) + C - yo(z),

kde yo je néjaké nenulové feseni odpovidajici homogenni rovnice

4) Y (z) +y(z)tgz =0,

y1 je néjaké (pevné zvolené) feseni rovnice (4) a C' € R.

Problém nalezeni viech feseni rovnice (4) se tedy redukuje na vyfesen{ homogenn{
rovnice (4’) a na nalezeni jednoho FeSeni puvodni rovnice (4). Podle piikladu 3
muzeme polozit

yo(z) = cosx = sgn(cosz) - eln|cosz|

(sgn(cos x) je konstantni na kazdém z intervali (kw — 5, km + %)).
Hledejme nyni jedno fesen{ rovnice (4) a hledejme ho ve tvaru

y1(x) = c(@)yo(x) = c(x) cosz,

kde c(z) je funkce diferencovatend na intervalu (km — 5, k7 + %) pro zvolené k € Z.
Staci tedy najit jednu takovou funkci ¢(z). Po derivovan{ a dosazeni:

d(z)cosz — c(z)sinx + c(x) cosx tgr =

cosz’
1

cosx’
1

cos?2z’

d(z)cosz =

d(z) =




Muzeme tedy polozit c(x) = tgz, y1(z) = sinz. Dostdvadme obecné fesent
y(x) =sinz + Ccosz, kde C € R,
rovnice (4) na intervalu (km — 5, km + 7).

5. Linearni diferencialni rovnice vyssich fddt — homogenni pi#ipad.
Podobné jako u rovnic 1.tadu bude obecné feseni rovnice

(5) Y™ +ar(@)y" Y+t a1 ()Y + an(@)y = f(2),
kde a1(x),...,an(x), f(x) jsou spojité funkce na intervalu (a,b), tvaru
y(@) = y1(x) + c1p1 () + -+ + cnipn (),

kde y; je jedno feseni rovnice (5), ¢1(z), ..., @n(x) tvori tzv. fundamentdlni systém,
tj. béazi prostoru vsech feseni homogenni rovnice

(57) y(n) + al(x)y("_l) +--tan(z)y =0,

acy,...,cn €R.

Soustiedime se tedy nejprve na hleddni fundamentalnich systému, a to v nej-
jednodussim piipadé rovnic (5) s konstantnimi koeficienty. Tedy hleddme bézi
prostoru feseni rovnice

(51) y(n) + aly(”*l) 4+ tayy = 0’

kde aq,...,a, € R. Prvky fundamentalniho systému lze volit tak, ze koresponduji
s kofeny charakteristického polynomu rovnice (5.1), tj. polynomu

x(A) = A"+ A" a1 A+ an,
a to tak, ze k-nasobnému kofenu A polynomu x odpovidaji funkce
Az Az xk’—le)\x.

e’ xe™ ..,

Protoze polynom stupné n méd — az na nasobnost — n kofenu nad C, dostaneme
takto n linedrné nezdvislych fesenf rovnice (5.1).
Naptiklad rovnice

(5.2) Yy’ =3y —2y=0
ma charakteristicky polynom
XA =N -3 -2=A+1)>-(A-2)

s kofeny —1 a 2, pficemz —1 je kofenem dvojndsobnym. Baéze prostoru feSeni
rovnice (5.2) je tedy (napf.)

{e_‘”, re ", 629”}.
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Predpoklddejme nyni, ze A = a4+ 8 € C_\ R je kofenem charakteristického
polynomu x(A) néjaké rovnice. Pak je také A = a — i kofenem polynomu x
a uvedeny postup ddva komplexni prvky fundamentalniho systému:
M = e (cos(fBx) + i sin(Bx)),
M = e (cos(fBx) — isin(Bz)),

*)

piipadné ze®*(cos(fz) + isin(fz)) atp.
Zpravidla ovsem hleddme redlna feseni rovnice s realnymi koeficienty. V takovém
pifpadé je mozné vyjit z dvojic funkei (*) a nahradit je dvojici

e** cos(fr),

e sin(fx),

(**)
ktera (nad C) generuje stejny podprostor Feseni jako (*).
Podobné pro koteny vyssi nasobnosti prejdeme k

xe*® cos(fz),

xe*® sin(fx),

atd.

Priklad. Rovnice
y® +8y” +16y =0

ma charakteristicky polynom
M4 8A2 +16 = (\? +4)?

s dvojnasobnymi komplexnimi kofeny A = 2i, A = —2i. Ty davaji feSeni cos2x +
isin 2z, x(cos 2z £ isin 2z), a tedy redlny fundamentélni systém

{COS23’J, sin 2z, x cos2x, msian}.

6. Linearni diferencialni rovnice vyssich fadt — variace konstant.
Predpoklddejme, ze fesime rovnici

(6) y™ +ar(@)y T 4t an(@)y = f(2)
a ze jsme nasli fundamentéln{ systém {p;(x),..., v, (z)} FeSeni homogenni rovnice

Hleddme jedno feseni (nehomogenni) rovnice (6). Podobné jako v ¢asti 4 je budeme
hledat ve tvaru

yi(z) = cr(@)pr () + - - + enl@)on (@),



kde ¢1(z),...,cn(x) jsou néjaké diferencovatelné funkce na zkoumaném intervalu.
Tedy namisto funkce y; hledame funkce ci,...,c,. Dosazenim takto vyjadifené
funkce y; do rovnice (6) dostaneme ovSem jednu rovnici pro n > 2 nezndmych
(funkci). V dalsim postupu pfiddvame podminky pro funkce ¢; tak, abychom eli-
minovali derivace vysSich rada.

Postup ukdzeme na rovnici

(6.1) Y +y = dxe”.

Charakterististicky polynom rovnice A% 4+ 1 m4 kofeny =i, redlny fundamentalni
systém je tedy napf.

¢1(z) = sinz,

pa(x) = cosx.
Nyni hleddme partikuldrn{ fesen{ rovnice (6.1) ve tvaru
y1(z) = c1(z) sinx + co(x) cos z,

odkud
y1(z) = ¢j(z)sinx + c1(z) cosz + c5(x) cos & — co(z) sinz.

Po dalsim derivovani a dosazeni do (6.1) bychom dostali jednu rovnici o dvou
neznamych funkcich ¢, co. Muzeme tedy pro né stanovit dalsi podminku:

ci(x)sinz + dy(z) cosz = 0,

kterd eliminuje v y; druhé derivace funkei ¢; a c3. Nynf (pro zjednoduseni zépisu
oznacéime c; = ¢1(x), ca = ca(x))

Yy =cjcosz —cysing — chsinx — cycosw
a puvodni rovnice pfejde na
cjcosx — chsiny = dxe”.

Resime tedy soustavu rovnic

o /
cysinx + cycosx = 0,

¢y cosz — chsinx = 4xe”,
sinz cosz A _( 0
cosx —sinx ch 4xe® |’

¢ (x) = 4ze” cosz,

maticove

odkud

cy(x) = —4ze” sinx,



po integraci

c1(z) = 2e”(xsinx 4+ x cosz — sinx),
co(x) = —2e"(xsinx — x cosx + cos x).
Tedy y1(z) = c1(x) sinz + ca(x) cosz = 2e*(x — 1) fesi rovnici (6.1) a obecné feseni

ma tvar
y(x) =2e"(x — 1) + ey sinz + cocosx, kde ¢1,c0 € R,

a definiéni obor R.

7. Specidlni prava strana.
V nékterych piipadech muzeme Fesit rovnici tvaru (5) mnohem rychleji pomoci
nasledujiciho

Tvrzeni. Md-li pravd strana rovnice (5) s konstantnimi koeficienty tvar
f(z) = Py(x)e*” cos(Bzx)

nebo
f(x) = P,(x)e*” sin(fBx),

kde P, je polynom stupnén a a+1i0 je k-ndsobny koren (k > 0) charakteristického
polynomu rovnice (5), pak existuje partikuldrni vesent ve tvaru

y1(z) = 28Q,, (2)e® (a cos(Bx) 4 bsin(fz)),

kde Q,, je néjaky polynom stupné n a koeficienty a, b € R.

Napf. rovnice (6.1) mé pravou stranu P (x)e” cos 0z, kde P;(z) = 4z, pfitemz
1 =1+ 07 je 0-ndsobny kofen charakteristického polynomu. Ihned tedy vidime, ze
muzeme najit partikuldrni feSeni ve tvaru y;(z) = (ax 4 b)e”, a staci po dosazeni
do puvodni rovnice dopoéitat koeficienty a, b.

Rovnice (6.1) pfejde na

2ae” + 2(ax + b)e” = 4xe”,

odkud porovndnim koeficientu u e*, resp. ze®, dostdvdme a = 2, b = —2.



