
Několik př́ıklad̊u diferenciálńıch rovnic

1. Separované proměnné. Hledáme všechna maximálńı řešeńı y = y(x)
rovnice

(1) y′ =
y2 + 1

x
.

Ze zadáńı je zřejmé, že funkce y nebude definována v bodě x = 0, tj. grafy řešeńı
neprotnou osu y.

Protože y2 + 1 6= 0, můžeme dělit:

y′

y2 + 1
=
1

x
,

odkud
∫

y′(x) dx

y2(x) + 1
=

∫

dx

x

a po integraci (vzhledem k proměnné x)

arctg(y(x)) = ln |x|+ C, kde C ∈ R.

Chceme vyjádřit funkci y. Inverzńı funkce k arctg x je tg x pro x ∈ (−π/2, π/2).
Tedy

y(x) = tg (ln |x|+ C), přičemž ln |x|+ C ∈ (−π/2, π/2).

Odtud pro x z definičńıho oboru řešeńı: |x| ∈
(

e−π/2−C , eπ/2−C
)

.

Tedy maximálńım řešeńım rovnice (1) je každá funkce tvaru

y(x) = tg (ln |x|+ C), x ∈
(

e−π/2−C , eπ/2−C
)

,

kde C ∈ R, a rovněž každá z funkćı

y(x) = tg (ln |x|+D), x ∈
(

− eπ/2−D,−e−π/2−D
)

,

kde D ∈ R.

Vid́ıme, že ačkoli grafy všech řešeńı vyplńı množinu R
2 \ {(x, y); x = 0}, nejsou

to funkce definované na celých poloosách.
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2. Separované proměnné – navazováńı. Hledáme všechna maximálńı řešeńı
rovnice

(2) y′ =
√

|y|.

Protože y′ =
√

|y| ≥ 0, bude každé řešeńı neklesaj́ıćı funkćı na svém definičńım
oboru. Triviálńım řešeńım je konstantńı funkce y(x) ≡ 0.

Předpokládejme nyńı, že y(x) 6= 0 a vydělme obě strany výrazem
√

|y(x)|.
Hledáme tedy řešeńı, která maj́ı graf celý bud’ nad osou x, nebo pod osou x a splňuj́ı

y′

√

|y|
= 1.

V prvńım př́ıpadě (y > 0) odtud plyne

∫

y′(x) dx
√

y(x)
=

∫

dx,

tedy

2
√

y(x) = x − C,

y(x) =
(x − C)2

4
,

kde C ∈ R a definičńı obor funkce y je takový, aby z̊ustala neklesaj́ıćı (dokonce
rostoućı) kladnou funkćı. Tedy x ∈ (C,+∞).
Podobně záporná řešeńı

∫

y′(x) dx
√

−y(x)
=

∫

dx,
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jsou rostoućı části parabol

y(x) = −
(x − D)2

4
, x ∈ (−∞,D), D ∈ R.

Řešeńı za předpokladu y 6= 0 ovšem nejsou maximálńı: můžeme je – jednou nebo
dvakrát – navázat na triviálńı řešeńı. Každé maximálńı řešeńı rovnice (2) je pak
jednoho z následuj́ıćıch typ̊u.

• y(x) = 0, x ∈ R;

• y(x) =

{

0, x ∈ (−∞, C〉,

(x−C)2

4 , x ∈ (C,+∞), kde C ∈ R;

• y(x) =

{

− (x−D)2

4 , x ∈ (−∞,D),

0, x ∈ 〈D,+∞), kde D ∈ R;

• y(x) =











− (x−D)2

4 , x ∈ (−∞,D),

0, x ∈ 〈D, C〉,

(x−C)2

4 , x ∈ (C,+∞), kde C,D ∈ R, D ≤ C.

3. Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu – nulová pravá strana. Řešme
rovnici

y′(x) + p(x)y(x) = 0,

kde p(x) je funkce spojitá na intervalu (a, b).
Je to vlastně diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými

y′(x) = −p(x)y(x),
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která má triviálńı řešeńı y ≡ 0 na (a, b), a pro y 6= 0 ji lze převést na

y′(x)

y(x)
= −p(x),

odkud po integraci obou stran

ln |y(x)| = −P (x) + C0,

kde P (x) je primitivńı funkce k p(x) na (a, b) a C0 ∈ R. Odtud

|y(x)| = eC0 · e−P (x) = C · e−P (x), kde C > 0,

tedy obecně
y(x) = D · e−P (x), kde D ∈ R, x ∈ (a, b).

Pomoćı volby D = 0 jsme sem zahrnuli i triviálńı řešeńı.

4. Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu – variace konstant. Hledáme
všechna řešeńı rovnice

(4) y′(x) + y(x) tg x =
1

cosx
.

Rovnice má smysl, pokud x ∈ (kπ− π
2 , kπ+ π

2 ) pro některé k ∈ Z. Budeme tedy
hledat řešeńı na těchto intervalech.
Obecné řešeńı rovnice (4) bude tvaru

y(x) = y1(x) + C · y0(x),

kde y0 je nějaké nenulové řešeńı odpov́ıdaj́ıćı homogenńı rovnice

(4’) y′(x) + y(x) tg x = 0,

y1 je nějaké (pevně zvolené) řešeńı rovnice (4) a C ∈ R.
Problém nalezeńı všech řešeńı rovnice (4) se tedy redukuje na vyřešeńı homogenńı

rovnice (4’) a na nalezeńı jednoho řešeńı p̊uvodńı rovnice (4). Podle př́ıkladu 3
můžeme položit

y0(x) = cosx = sgn(cosx) · e
ln | cosx|

(

sgn(cosx) je konstantńı na každém z interval̊u (kπ − π
2 , kπ + π

2 )
)

.
Hledejme nyńı jedno řešeńı rovnice (4) a hledejme ho ve tvaru

y1(x) = c(x)y0(x) = c(x) cosx,

kde c(x) je funkce diferencovatená na intervalu (kπ− π
2 , kπ+ π

2 ) pro zvolené k ∈ Z.
Stač́ı tedy naj́ıt jednu takovou funkci c(x). Po derivováńı a dosazeńı:

c′(x) cosx − c(x) sinx+ c(x) cosx tg x =
1

cosx
,

c′(x) cosx =
1

cosx
,

c′(x) =
1

cos2 x
.
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Můžeme tedy položit c(x) = tg x, y1(x) = sinx. Dostáváme obecné řešeńı

y(x) = sinx+ C cosx, kde C ∈ R,

rovnice (4) na intervalu (kπ − π
2 , kπ + π

2 ).

5. Lineárńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u – homogenńı př́ıpad.

Podobně jako u rovnic 1. řádu bude obecné řešeńı rovnice

(5) y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = f(x),

kde a1(x), . . . , an(x), f(x) jsou spojité funkce na intervalu (a, b), tvaru

y(x) = y1(x) + c1ϕ1(x) + · · ·+ cnϕn(x),

kde y1 je jedno řešeńı rovnice (5), ϕ1(x), . . . , ϕn(x) tvoř́ı tzv. fundamentálńı systém,
tj. bázi prostoru všech řešeńı homogenńı rovnice

(5 ’) y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0,

a c1, . . . , cn ∈ R.
Soustřed́ıme se tedy nejprve na hledáńı fundamentálńıch systémů, a to v nej-

jednodušš́ım př́ıpadě rovnic (5) s konstantńımi koeficienty. Tedy hledáme bázi
prostoru řešeńı rovnice

(5.1) y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = 0,

kde a1, . . . , an ∈ R. Prvky fundamentálńıho systému lze volit tak, že koresponduj́ı
s kořeny charakteristického polynomu rovnice (5.1), tj. polynomu

χ(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an,

a to tak, že k-násobnému kořenu λ polynomu χ odpov́ıdaj́ı funkce

eλx, xeλx, . . . , xk−1eλx.

Protože polynom stupně n má – až na násobnost – n kořen̊u nad C, dostaneme
takto n lineárně nezávislých řešeńı rovnice (5.1).
Např́ıklad rovnice

(5.2) y′′′ − 3y′ − 2y = 0

má charakteristický polynom

χ(λ) = λ3 − 3λ − 2 = (λ+ 1)2 · (λ − 2)

s kořeny −1 a 2, přičemž −1 je kořenem dvojnásobným. Báze prostoru řešeńı
rovnice (5.2) je tedy (např.)

{

e−x, xe−x, e2x
}

.
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Předpokládejme nyńı, že λ = α + iβ ∈ C \ R je kořenem charakteristického
polynomu χ(λ) nějaké rovnice. Pak je také λ̄ = α − iβ kořenem polynomu χ
a uvedený postup dává komplexńı prvky fundamentálńıho systému:

eλx = eαx(cos(βx) + i sin(βx)),
(*)

eλx = eαx(cos(βx)− i sin(βx)),

př́ıpadně xeαx(cos(βx) + i sin(βx)) atp.
Zpravidla ovšem hledáme reálná řešeńı rovnice s reálnými koeficienty. V takovém

př́ıpadě je možné vyj́ıt z dvojic funkćı (*) a nahradit je dvojićı

eαx cos(βx),
(**)

eαx sin(βx),

která (nad C) generuje stejný podprostor řešeńı jako (*).
Podobně pro kořeny vyšš́ı násobnosti přejdeme k

xeαx cos(βx),

xeαx sin(βx),

atd.

Př́ıklad. Rovnice
y(4) + 8y′′ + 16y = 0

má charakteristický polynom

λ4 + 8λ2 + 16 = (λ2 + 4)2

s dvojnásobnými komplexńımi kořeny λ = 2i, λ = −2i. Ty dávaj́ı řešeńı cos 2x ±
i sin 2x, x(cos 2x ± i sin 2x), a tedy reálný fundamentálńı systém

{

cos 2x, sin 2x, x cos 2x, x sin 2x
}

.

6. Lineárńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u – variace konstant.

Předpokládejme, že řeš́ıme rovnici

(6) y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an(x)y = f(x)

a že jsme našli fundamentálńı systém {ϕ1(x), . . . , ϕn(x)} řešeńı homogenńı rovnice

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0.

Hledáme jedno řešeńı (nehomogenńı) rovnice (6). Podobně jako v části 4 je budeme
hledat ve tvaru

y1(x) = c1(x)ϕ1(x) + · · ·+ cn(x)ϕn(x),
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kde c1(x), . . . , cn(x) jsou nějaké diferencovatelné funkce na zkoumaném intervalu.
Tedy namı́sto funkce y1 hledáme funkce c1, . . . , cn. Dosazeńım takto vyjádřené
funkce y1 do rovnice (6) dostaneme ovšem jednu rovnici pro n ≥ 2 neznámých
(funkćı). V daľśım postupu přidáváme podmı́nky pro funkce ci tak, abychom eli-
minovali derivace vyšš́ıch řád̊u.
Postup ukážeme na rovnici

(6.1) y′′ + y = 4xex.

Charakterististický polynom rovnice λ2 + 1 má kořeny ±i, reálný fundamentálńı
systém je tedy např.

ϕ1(x) = sinx,

ϕ2(x) = cosx.

Nyńı hledáme partikulárńı řešeńı rovnice (6.1) ve tvaru

y1(x) = c1(x) sinx+ c2(x) cosx,

odkud
y′
1(x) = c′1(x) sinx+ c1(x) cosx+ c′2(x) cosx − c2(x) sinx.

Po daľśım derivováńı a dosazeńı do (6.1) bychom dostali jednu rovnici o dvou
neznámých funkćıch c1, c2. Můžeme tedy pro ně stanovit daľśı podmı́nku:

c′1(x) sinx+ c′2(x) cosx = 0,

která eliminuje v y′′
1 druhé derivace funkćı c1 a c2. Nyńı (pro zjednodušeńı zápisu

označ́ıme c1 = c1(x), c2 = c2(x))

y′′
1 = c′1 cosx − c1 sinx − c′2 sinx − c2 cosx

a p̊uvodńı rovnice přejde na

c′1 cosx − c′2 sinx = 4xex.

Řeš́ıme tedy soustavu rovnic

c′1 sinx+ c′2 cosx = 0,

c′1 cosx − c′2 sinx = 4xex,

maticově
(

sinx cosx
cosx − sinx

)

·

(

c′1
c′2

)

=

(

0
4xex

)

,

odkud

c′1(x) = 4xex cosx,

c′2(x) = −4xex sinx,
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po integraci

c1(x) = 2e
x(x sinx+ x cosx − sinx),

c2(x) = −2ex(x sinx − x cosx+ cosx).

Tedy y1(x) = c1(x) sinx+ c2(x) cosx = 2e
x(x−1) řeš́ı rovnici (6.1) a obecné řešeńı

má tvar
y(x) = 2ex(x − 1) + c1 sinx+ c2 cosx, kde c1, c2 ∈ R,

a definičńı obor R.

7. Speciálńı pravá strana.

V některých př́ıpadech můžeme řešit rovnici tvaru (5)mnohem rychleji pomoćı
následuj́ıćıho

Tvrzeńı. Má-li pravá strana rovnice (5) s konstantńımi koeficienty tvar

f(x) = Pn(x)e
αx cos(βx)

nebo
f(x) = Pn(x)e

αx sin(βx),

kde Pn je polynom stupně n a α+ iβ je k-násobný kořen (k ≥ 0) charakteristického
polynomu rovnice (5), pak existuje partikulárńı řešeńı ve tvaru

y1(x) = xkQn(x)e
αx(a cos(βx) + b sin(βx)),

kde Qn je nějaký polynom stupně n a koeficienty a, b ∈ R.

Např. rovnice (6.1) má pravou stranu P1(x)e
x cos 0x, kde P1(x) = 4x, přičemž

1 = 1 + 0i je 0-násobný kořen charakteristického polynomu. Ihned tedy vid́ıme, že
můžeme naj́ıt partikulárńı řešeńı ve tvaru y1(x) = (ax + b)ex, a stač́ı po dosazeńı
do p̊uvodńı rovnice dopoč́ıtat koeficienty a, b.
Rovnice (6.1) přejde na

2aex + 2(ax+ b)ex = 4xex,

odkud porovnáńım koeficient̊u u ex, resp. xex, dostáváme a = 2, b = −2.


