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2.3.2 V́ıcenásobné funkčńı jednotky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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4.2.1 CSR a CSC formáty pro ř́ıdké matice a jejich varianty . . . . . . . 35
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7.1 Gaussova eliminace a LU rozklad husté matice. . . . . . . . . . . . . . . . 59
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7.2.3 Řádkový Choleského rozklad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70



Obsah 5
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9.1.3 Numerická faktorizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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8 Obsah
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pr̊unićıch řádkových struktur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
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1

Úvod

1.1 Úvod

Tento text je úvodem do pro řešeńı rozsáhlých a ř́ıdkých soustav lineárńıch algebraických
rovnic. Předpokládá se jeho souběžné použit́ı s přednáškami a i z tohoto d̊uvodu jsou jeho
některé části shrnuty sṕı̌se jako seznam záchytných bod̊u než jako podrobný popis. Prvńı
verze textu vznikla pro zimńı semestr 2015/2016, kdy začalo přednášeńı bez použ́ıváńı
projektoru, tedy opuštěńım konceptu z předchoźıch let.

Tématicky text vznikl základ textu jako popis klasické teorie př́ımých metod, jej́ıž
základ se formoval přibližně v šedesátých až devadesátých letech minulého stolet́ı. Souběžně
se ale vyv́ıjela jak teorie i praxe přibližných rozklad̊u ř́ıdkých matic použ́ıvaných jako
předpodmiňováńı iteračńıch metod. Později na tuto klasickou teorii navázala řada výsledk̊u
intenźıvněji provázaná s technikami aproximace ř́ıdkých i hustých matic maticemi ńızkých
hodnost́ı (technikami datové ř́ıdkosti). Zahrnováńı výsledk̊u těchto dvou daľśıch oblast́ı je
plánovaný směr rozvoje tohoto textu.

1.2 Téma těchto poznámek

1.2.1 Př́ımé metody

Pojem př́ımé metody má obecně r̊uzný obsah v r̊uzných kontextech. Zde jej použ́ıváme
v kontextu řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic. Tyto soustavy vznikaj́ı v mnoha
praktických aplikaćıch a zp̊usob řešeńı př́ımými metodami je vyjádřeńım faktu, že postup
řešeńı vycháźı z princip̊u odvozených z Gaussovy eliminace nebo př́ıbuzného eliminačńım
procesu. Soudobá prezentace Gaussovy eliminace je obvykle založena na rozkladu (fak-
torizaci) matice soustavy. Pro něj existuje v́ıce variant a existuj́ı i daľśı možnosti roz-
kladu, které nejsou odvozeny z Gaussovy eliminace. Výběr varianty rozkladu by měl od-
pov́ıdat vlastnostem/typu konkrétńı matice řešené soustavy, ale souvislosti jsou i směrem
k výpočetńımu prostřed́ı. Pro speciálńı tř́ıdy matic jako jsou matice symetrické a pozi-
tivně definitńı matice či matice symetrické a indefinitńı pak rozklady obvykle využ́ıvaj́ı
specifických vlastnost́ı těchto tř́ıd.

11
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1.2.2 Ř́ıdké matice

Druhý pojem použitý v názvu předmětu, ř́ıdké matice, uvozuje, že pro efektivńı řešeńı
soustav je třeba opustit klasickou představu o matici jako objektu, kde jsou všechny jej́ı
prvky rovnocenné. Pro efektivitu algoritmů rozkladu, ale i v mnoha daľśıch př́ıpadech
práce s maticemi, je podstatná struktura nulových a nenulových prvk̊u matice.
Tato struktura se dá zachytit pomoćı graf̊u a hypergraf̊u a ty se pak daj́ı využ́ıt v procesu
řešeńı.

Termı́n ř́ıdké matice pak souviśı s malým množstv́ım nenulových prvk̊u v matici,
jak o tom budeme hovořit později. Z hlediska aplikaćı nepředstavuje využ́ıváńı struktury
ř́ıdkosti matice okrajový problém, ale je součást́ı hlavńıho proudu výpočetńı mate-
matiky a má silný přesah za samotný rámec rozklad̊u i do obecných výpočetńıch postup̊u
př́ırodovědných a technických aplikaćı. Analogicky budeme hovořit i o strukturách ř́ıdkosti
vektor̊u.

1.3 Návaznost

Předmět vyžaduje k absolvováńı pouze standardńı matematické základy. Přirozeným
předpokladem je znalost základńıch pojmů lineárńı algebry jako jsou matice, vektory,
eliminace. Vhodným předpokladem je znalost základńıch pojmů a motivaćı numerické
matematiky. Souvislost, kterou budeme zd̊urazňovat, se týká poč́ıtačových architek-
tur. Př́ımé metody, ale i metody numerické lineárńı algebry obecně, se rozv́ıjej́ı ruku v
ruce s technologickým rozvojem v oblasti výpočetńıch prostředk̊u. Smysluplnost teorie i
praxe vyv́ıjených metod, které by měly být použ́ıvány na soudobé výpočetńı technice, je
touto výpočetńı technikou ověřována. I proto zde připomeneme základńı prvky použ́ıváńı
poč́ıtačových architektur. Součást́ı cvičeńı je programováńı některých postup̊u za účelem
ověřeńı zavedených teoretických koncept̊u.

1.4 Témata po kapitolách

Soupis témat nezahrnuje ćılový stav. Předpokládáme daľśı změny v textu předevš́ım za-
hrnut́ım datové ř́ıdkosti.

1. Základńı použitá terminologie, která se týká předevš́ım teorie graf̊u a matic, poč́ıtačových
architektur a teorie algoritmů. Řı́dkost matic.

2. Datové struktury pro ř́ıdké matice a vektory.

3. Grafy a jejich matice. Od matic ke graf̊um. Speciálńı d̊uraz na stromy a kořenové
stromy.

4. Řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic Gaussovou eliminačńı metodou a
jej́ımi variantami.

5. Komponenty ř́ıdké Choleského faktorizace: maticová a strukturálńı interpretace,
zaplněńı při rozkladu.
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6. Grafové struktury eliminace: teorie. Eliminačńı algoritmy.

7. Algoritmická syntéza řešič̊u. Bloková sloupcová metoda a multifrontálńı metoda.

8. Nalezeńı počátečńıho uspořádáńı matice pro rozklad. Grafy, přeč́ıslováńı vrchol̊u,
přeuspořádáńı matic.

9. Př́ımé metody řešeńı soustav lineárńıch rovnic s ř́ıdkou a obecně nesymetrickou
matićı.

10. Stabilita ř́ıdkých rozklad̊u. Řešeńı soustav se symetrickou a indefinitńı matićı.

11. Řı́dká QR faktorizace. Software pro př́ımé ř́ıdké metody.

12. Přibližné maticové rozklady, štěpeńı a předpodmiňováńı.
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2

Základńı použitá terminologie.

V této kapitole připomeneme základńı použ́ıvanou terminologii a značeńı.

2.1 Terminologie pro množiny, skaláry a matice.

Vektory i skaláry znač́ıme obvykle malými ṕısmeny. Jejich rozlǐseńı by mělo být zřejmé z
kontextu. Složky (komponenty) vektoru budeme značit dolńımi indexy. Např́ıklad xi je
i-tá složka vektoru x. Samostatně označované matice nebo množiny budeme obvykle značit
velkými ṕısmeny jako jsou A, L nebo U . Jejich složky budou popisovat odpov́ıdaj́ıćımi
malými ṕısmeny s př́ıslušnými dolńımi indexy jako aij , lij nebo ukl. Např́ıklad, tedy pro
matici A ∈ Rn×n předpokládáme A = (aij)1≤i,j≤n. Jeden nebo i oba indexy u značeńı
složek vektor̊u nebo matic jsou někdy nahrazeny intervalem s horńım a dolńım indexem
oddělenými dvojtečkou. Např́ıklad, podvektor vektoru x se složkami od i do j budeme
označovat xi:j. Podmatici matice A s řádky o indexech od i1 do i2 a sloupci s indexy od
j1 do j2 zaṕı̌seme Ai1:i2,j1:j2. Samotnou dvojtečku použijeme v př́ıpadě, že uvažujeme celý
řádek nebo sloupec. Např́ıklad, A:i označuje i-tý sloupec matice A a Aj: znamená jej́ı
j-tý řádek. Toto značeńı je podobné použ́ıváńı těchto objekt̊u v programovém prostřed́ı
MatlabTM . V tomto textu bude pro nás praktické použ́ıvat také druhou konvenci, označeńı
řádk̊u nebo sloupc̊u pomoćı “hvězdičkového zápisu”. Např́ıklad, i-tý řádek matice A a j-
tý sloupec matice B označ́ıme Ai∗ a B∗j . Abychom se vyhnuli nejasnostem, indexy matice
budeme někdy oddělovat čárkou. Pozićı prvku v matici rozumı́me uspořádanou dvojici
jeho řádkového a sloupcového indexu, zapsanou třeba (i, j).

Obecně budeme pracovat s reálnými vektory z Rn a reálnými maticemi z Rn×n. Tento
fakt někdy nebudeme připomı́nat, ačkoli s některými aplikacemi jsou přirozeně spjaty ma-
tice a vektory z komplexńıho oboru a mnoho zde uváděných pojmů, vlastnost́ı a algoritmů
se dá bez obt́ıž́ı zobecnit i do komplexńıho oboru. Hovoř́ıme-li o č́ıslech nebo skalárech,
které reprezentuj́ı např́ıklad prvky matice, mysĺıme t́ım vždy prvky R, neuvedeme-li jinak.

Speciálńı jednotkovou matici (dimenze n) budeme označovat In a nulovou matici (se
všemi prvky nulovými) označujeme On, ale k označeńı nulového bloku nebo matice budeme
použ́ıvat pro jednoduchost někdy i symbol 0. Následuj́ıćı definice vymezuje některé zde
použ́ıvané tř́ıdy matic.
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Definice 2.1.1 Symetrickou matici A ∈ Rn×n nazveme pozitivně definitńı právě tehdy,
plat́ı-li xTAx > 0 pro všechny nenulové vektory x ∈ Rn. Dále tuto matici nazveme pozi-
tivně semidefinitńı právě tehdy, plat́ı-li xTAx ≥ 0 pro všechny vektory x ∈ Rn.

Definice 2.1.2 Velikost množiny X, neboli počet jej́ıch prvk̊u, budeme označovat výrazem
|X|.
Rozkladem množiny X nazveme množinu PX = {P1, . . . , Pp} jej́ıch neprázdných a
vzájemně disjunktńıch podmnožin, které ji sjednoceńım vytvář́ı. Jinými slovy, rozkladem
se nazývá taková množina PX podmnožin množiny X, která splňuje následuj́ıćı podmı́nky

• ∅ 6∈ PX ,

• X =
⋃

Pi∈PX
Pi,

• (P1 ∈ PX ∧ P2 ∈ PX) ∧ P1 6= P2 ⇒ P1 ∩ P2 = ∅.

Prvky P ∈ PX sa nazývaj́ı tř́ıdy rozkladu PX .

Definice 2.1.3 Výrazem

(

X
2

)

pro obecně n-prvkovou množinuX (tedy |X| = n) označujeme

množinu všech jej́ıch dvojprvkových podmnožin. Formálně tedy ṕı̌seme

(

X
2

)

= {Y ⊆ X | |Y | = 2}.

2.2 Algoritmus a implementace

Důležitou součást́ı našeho textu jsou výpočetńı algoritmy. Ty jsou obvykle definovány
jako výpočetńı procedury transformuj́ıćı množinu zadaných vstupńıch parametr̊u na pa-
rametry výstupńı [35]. Algoritmus lze také chápat jako sekvenci výpočetńıch krok̊u ve-
doućıch k řešeńı problému. Viz např́ıklad detailńı a extenźıvńı popis algoritmů z obecného
pohledu v klasických monografíıch [97], [98], [99]. Užitečnými daľśımi texty jsou např́ıklad
[35], [100] nebo [115].

Algoritmus s podrobněǰśım rozpisem jednotlivých krok̊u budeme nazývat implemen-
taci. Zde se obvykle specifikuj́ı také d̊uležité datové struktury a jednotlivé kroky se
vysvětluj́ı tak, aby byl zřejmý jejich přepis do poč́ıtačového programu. Hranice mezi
algoritmem a implementaćı neńı často př́ılǐs zřetelná, což je ještě zvýrazněno nutnost́ı
uvažovat v oboj́ım i základńı rysy poč́ıtačových architektur plánovaných pro implemen-
taci, o kterých bude řeč ńıže. Děĺıćı čára mezi algoritmem a implementaćı je tedy obvykle
subjektivńı.

Pro popis algoritmů použ́ıváme jednoduchý formalismus, který zachycuje některé
společné rysy syntaxe řady programovaćıch jazyk̊u od Algolu přes Fortran, varianty ja-
zyka C až po moderńı skriptovaćı jazyky jako je Matlab a budeme předpokládat intui-
tivńı srozumitelnost takového formalismu. Obecný cyklus je uvozen kĺıčovým slovem for a
ukončen slovem end následovanými názvem proměnné tohoto cyklu. Cyklus s podmı́nkou
na ukončeńı je analogicky vymezen kĺıčovými slovy while a end while. Logická podmı́nka
je ohraničena slovy if a end if s př́ıpadným uvedeńım varianty kĺıčovými slovy else nebo
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else if. Volané procedury jsou včleněny svými názvy. Některé kroky procedur jsou de-
tailněji popsány slovně. Názvy procedur a operaćı, kde chceme zd̊uraznit vstupy a výstupy,
obsahuj́ı seznam svých parametr̊u. Nebudeme ale vždy uvádět značeńı a parametry, které
jsou zřejmé z kontextu, jako jsou např́ıklad daná matice, graf, označeńı dimenze ob-
jekt̊u a podobně. Návratovou hodnotu nebo popis d̊uvodu či zp̊usobu zastaveńı
/ návratu někdy v algoritmech zd̊urazńıme v př́ıkazu return nebo stop konkrétńım ob-
sahem v závorkách. V algoritmech a definićıch budeme občas použ́ıvat speciálńı hodnotu
null pro dodefinováńı některých zobrazeńı, funkćı nebo operaćı. Ve vlastńı implementaci
či poč́ıtačovém programu může být tato hodnota zaznamenána nebo interpretována r̊uzně:
hodnotou r̊uznou od ostatńıch hodnot nějakého zobrazeńı (např́ıklad 0, č́ıslo větš́ı než di-
menze matice nebo záporné č́ıslo pro zobrazeńı do množiny přirozených č́ısel), chybovým
hlášeńım atd.

2.3 Základńı pojmy z poč́ıtačových architektur

Zaved’me zde velmi jednoduchou představu o výpočetńım prostřed́ı, které bude za
řadou našich algoritmických úvah. Tradičńı (von Neumannovský) model jednoduchého
sekvenčńıho poč́ıtače uvažujeme jako propojeńı tř́ı základńıch komponent. Prvńı z nich je
procesorová jednotka (CPU), druhou je pamět’ poč́ıtače a posledńı je komunikačńı
systém, který zabezpečuje jak komunikaci poč́ıtače s vněǰskem, tak i propojeńı CPU a
paměti. Přestože je tento model velmi zjednodušený, je základem pro popis soudobého
poč́ıtáńı na sekvenčńıch poč́ıtač́ıch s rozumně velkou vyrovnávaćı pamět́ı, kde je stejně
ale řada činnost́ı často vykonávána souběžně. Je také východiskem pro výpočty, kde je
souběžné zpracováńı v centru pozornosti. Existuje dále velké množstv́ı složitěǰśıch mo-
del̊u poč́ıtač̊u a poč́ıtáńı, které tento model doplňuj́ı a přizp̊usobuj́ı existuj́ıćım paralelńım
poč́ıtačovým architekturám, ale to je směr, který v tomto textu nebudeme explicitně sle-
dovat. V následuj́ıćım stručně poṕı̌seme komponenty tohoto modelu poč́ıtače a naznač́ıme
jejich postupný vývoj od sekvenčńıho poč́ıtáńı směrem k moderněǰśım poč́ıtačovým ar-
chitekturám, přičemž ale nejmoderněǰśı vývoj neńı naš́ım ćılem.

2.3.1 Procesor

Procesorová jednotka obsahuje kromě blok̊u potřebných pro jej́ı vlastńı chod a diagnos-
tiku, jako jsou např́ıklad č́ıtač instrukćı a taktovaćı jednotka (časovač), také jednotku
k prováděńı vlastńıch výpočetńıch operaćı. Jej́ı vývoj od jednoduché aritmeticko-logické
jednotky si nyńı stručně připomeneme. Uvedeme zde také několik princip̊u, které se po-
stupně a r̊uznou měrou integrovaly do dnešńıch poč́ıtač̊u, kde si přitom nebudeme vš́ımat
chronologie vývoje procesor̊u.

Rychlost prováděńı operaćı poč́ıtači lze udávat v jejich počtech za časovou jednotku. V
celém tomto textu nás hlavně zaj́ımaj́ı operace s obecnými numerickými hodnotami a pro
ně je běžným modelem výpočtu poč́ıtáńı v pohyblivé řádové čárce. Pro popis jeho rych-
losti se použ́ıvaj́ı jednotky jako jsou Mflops (milióny operaćı (M) v pohyblivé řádové čárce
(flop) za vteřinu (s)) či Gflops. Bezrozměrová veličina zrychleńı vyplývaj́ıćı z algoritmické
či poč́ıtačové inovace, je koeficient, který je poměrem nové rychlosti prováděńı operaćı a
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p̊uvodńı rychlosti jejich prováděńı. Poznamenejme, že na moderńıch poč́ıtačových ar-
chitekturách je měřeńı rychlosti podle počtu operaćı obvykle značně upozaděno a do hry
vstupuj́ı veličiny týkaj́ıćı se počtu procesor̊u, jejich komunikace, latence procesor̊u i paměti
i samotná rychlost ukládáńı dat.

2.3.2 Vı́cenásobné funkčńı jednotky

Jeden ze základńıch zp̊usob̊u urychleńı výpočt̊u je použit́ı paralelně pracuj́ıćıch výpočetńıch
jednotek. Odedávna měly některé, a postupně prakticky všechny, poč́ıtačové procesory
možnost souběžného prováděńı v́ıce rozd́ılných druh̊u operaćı, jako jsou sč́ıtáńı, násobeńı
i logické operace. Jiné poč́ıtače již velmi dávno znásobovaly jednotky pro totožné ope-
race, což bylo technologicky dobře proveditelné. Např́ıklad, prvńı modely japonských su-
perpoč́ıtač̊u ze sedmdesátých a osmdesátých let dvacátého stolet́ı se vyznačovaly právě
velkým počtem funkčńıch jednotek pro totožné operace. Problém, který ale vzniká při te-
oretickém zvýšeńı efektivnosti výpočtu t́ımto zp̊usobem, je nutnost využ́ıt paralelně pra-
cuj́ıćı výpočetńı jednotky v maximálńı mı́̌re souběžně. To kladlo a klade nemalé nároky na
algoritmy, jejich implementace i na systémový software. Teprve soulad všech těchto jed-
notlivých složek poskytuje vysoké využit́ı celého poč́ıtače v poč́ıtaných úlohách a tedy i vy-
soký reálný výkon poč́ıtače. Koncept v́ıcenásobných funkčńıch jednotek se periodicky vra-
cel v pr̊uběhu doby v závislosti na technologickém pokroku. Možnost jejich zpracováńı na
systolických poĺıch nebo superskalárńımi procesory, které jsou založeny na plánováńı
operaćı při běhu programu, využit́ı výpočetńımi vlákny at’ již za běhu nebo popisem
dlouhými poč́ıtačovými instrukcemi nebo využ́ıváńım maśıvńıho paralelismu grafických
výpočetńıch jednotek jsou moderńı postupy, jejichž detailněǰśı popis jde již za hranice
tohoto textu.

2.3.3 Pipelining a překrýváńı operaćı

Jednoduchý př́ıpad překryt́ı instrukćı nazývaný instrukčńı pipelining je motivován
bližš́ım pohledem na práci modelu poč́ıtače. Výpočetńı instrukce se totiž obvykle ne-
prováděj́ı jako jeden celek najednou v jednom nebo v́ıce taktech procesorových hodin, ale
vykonávaj́ı se v několika fáźıch. Př́ıkladem může být následuj́ıćı schéma

1. Načteńı instrukce,

2. dekódováńı instrukce,

3. čteńı př́ıslušných dat,

4. prováděńı instrukce (např́ıklad násobeńı),

5. a zápis výsledku.

V tomto př́ıkladě je instrukce násobeńı rozdělena na pět jednodušš́ıch operaćı (seg-
ment̊u), které mohou být prováděny nezávisle, at’ už jsou realizovány softwarově nebo
technickým vybaveńım poč́ıtače, a mohou pracovat souběžně nad r̊uznými daty. V ta-
kovém (obvyklém) př́ıpadě hovoř́ıme o segmentované instrukci. Analogicky lze seg-
mentovat i zpracováńı dat konkrétńı instrukćı a v tomto př́ıpadě hovoř́ıme o datovém
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Výsledek

Operand 2

Operand 1

Obrázek 2.3.1: Př́ıklad principu segmentace operaćı jejich rozděleńım na pět jednodušš́ıch
část́ı.

pipeliningu. Př́ıkladem může být zjednodušená aritmetická operaci násobeńı, při které
źıskáme ze dvou č́ıselných operand̊u zapsaných na vstupu v exponenciálńım tvaru (tvar
použ́ıvaný při poč́ıtáńı v pohyblivé řádové čárce) č́ıselný výsledek např́ıklad takto:

1. Porovnáńı exponent̊u č́ısel na vstupu,

2. zarovnáńı mantis vstup̊u,

3. sečteńı exponent̊u a vynásobeńı mantis,

4. určeńı normalizačńıho faktoru,

5. normalizace výsledku a jeho zapsáńı v exponenciálńım tvaru.

Situaci můžeme znázornit Obrázkem 2.3.1. Zat́ımco na instrukčńım pipeliningu práce
nad jedněmi konkrétńımi daty se může pod́ılet v́ıce instrukćı, v datovém pipelingu mohou
segmenty jedné instrukce pracovat nad r̊uznými daty. Je-li třeba nějaký segment v činnosti
pro jedno násobeńı č́ısel, nezávislé násobeńı jiných č́ısel může využ́ıvat jiný segment. Ma-
ximálńı (asymptotické) zrychleńı, které z tohoto překryvu vykonáváńı segment̊u instrukćı
vyplývá, je rovno počtu segment̊u. Necht’ je např́ıklad počet segment̊u pro operaci roven
k, segmentovaná operace se má vykonat s n datovými jednotkami a všechny tyto ope-
race trvaj́ı stejnou dobu. Pak v př́ıpadě využit́ı segmentace tuto operaci vykonáme v čase
(n+ k− 1) t a bez ńı v čase k n t, kde t je doba potřebná na vykonáńı jednoho segmentu.
Výsledné zrychleńı v tomto idealizovaném př́ıkladě je tedy k n/(n+ k − 1).

V závislosti na technické výbavě poč́ıtače, se oba typy pipeliningu obvykle kombi-
nuj́ı a použ́ıvaj́ı se třebas i mezi odlǐsnými operacemi, jako jsou sč́ıtáńı a násobeńı,
kde je většina potřebných segment̊u shodná. Terminologicky, jedná-li se o pravidelné
překrýváńı nezávislých operaćı se stejným počtem segment̊u, ve stejném pořad́ı a přibližně
shodným časem na vykonáńı jednotlivých segment̊u, hovoř́ıme obvykle o pipeliningu. Ji-
nak použ́ıváme sṕı̌se obecněǰśı termı́n překrýváńı operaćı/instrukćı. Překrývat operace
a instrukce je možné ale i na výrazně obecněǰśı úrovni než jsou jen operace v pohyblivé
řádové čárce.

2.3.4 Řetězeńı operaćı

Řetězeńı operaćı je termı́n, který vyjadřuje př́ımé propojováńı výstupu z jedné segmento-
vané operace na vstup jiné segmentované operace mı́sto toho, aby se nejprve čekalo nejprve
na jej́ı dokončeńı. Má-li poč́ıtačová architektura dostatečnou flexibilitu, může se takto
virtuálně prodloužit počet segment̊u, které jsou souběžně v činnosti. To vede (asympto-
ticky, čili pro dostatečně dlouhé vstupńı vektory) k daľśımu zrychleńı nad standardńı
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vektorové. Odpov́ıdaj́ıćı zrychleńı a rychlost se dř́ıve nazývaly supervektorové, ale dnes
je takováto možnost součást́ı všech moderńıch procesor̊u. Vzhledem ke složitosti vnitřńı
stavby procesor̊u je tento termı́n sṕı̌se historický, protože plánováńı instrukćı je dnes
mnohem sofistikovaněǰśı než bylo v počátćıch poč́ıtáńı. Analogické principy se použ́ıvaj́ı
mnohem explicitněji na zrychleńı komunikace v konkrétńıch topologíıch poč́ıtačových ar-
chitektur nebo v obecném śıt’ovém propojeńı.

2.3.5 Vektorové operace

Princip překrýváńı na úrovni instrukćı nebo i v širš́ım kontextu je velmi obecná a efektivńı
možnost zpracováńı dat / poč́ıtáńı s daty. Naše př́ıklady urychleńı datovým a instrukčńım
pipeliningem nebo jejich kombinaćı jsou pr̊uzračné hlavně v př́ıpadě zpracováńı homo-
genńıch dat. Matematickým popisem jednoduchých homogenńıch dat je vektor a to dává
název celé strategii - vektorizaci, kdy se při formulaci algoritmu využ́ıvaj́ı co možná
nejv́ıce operace s vektory, jejichž zpracováńı může operačńı systém efektivně plánovat.
Prováděńı vektorových operaćı je obvykle podpořeno prvky hardware jako jsou vekto-
rové registry, slouž́ıćı k uložeńı vektor̊u vstupńıch dat a výstupńıch dat určité délky,
nicméně v počátćıch vektorových superpoč́ıtač̊u, jak se poč́ıtače se zaměřeńım na
poč́ıtáńı s vektory začaly nazývat, se vektorové operace někdy vykonávaly i přes př́ımý
vstup a výstup z/do paměti, která byla obvykle samozřejmě velmi d̊umyslně organizo-
vaná. O organizaci paměti budeme hovořit ńıže. Vektorové instrukce mohou být součást́ı
instrukčńıho souboru poč́ıtače, nebo se sestavuj́ı z jednodušš́ıch instrukćı programovým
vybaveńım. Zrychleńı, kterého se dosáhlo pomoćı vektorového prováděńı některých in-
strukćı, se historicky nazývalo vektorovým zrychleńım nebo se hovořilo o vektorovém
módu poč́ıtače či o vektorové rychlosti prováděńı operaćı. V dnešńı době jsou vektorové
jednotky přirozenou integrovanou součást́ı CPU a vektorizaci obvykle zabezpečuje nějaká
vrstva programového vybaveńı poč́ıtače. Zat́ımco do tohoto detailu zpracováńı zde obvykle
nenahĺıž́ıme, všimněme si jiné podstatné souvislosti. Výše jsme zmı́nili abstrakci struk-
tury ř́ıdkosti vektoru a struktury ř́ıdkosti matice. Uvažujeme-li pouze strukturu nulových
a nenulových prvk̊u, odhĺıž́ıme zároveň od numerických hodnot v matićıch a vektorech.
Analogicky pro efektivnost je v řadě př́ıpad̊u extrémně d̊uležitá taková struktura dat,
která umožňuje jejich vektorizovatelnost a která je bližš́ı neodlǐsováńı struktury ř́ıdkosti
od nulových prvk̊u matice. To, jak se s t́ım vyrovnávaj́ı praktické maticové výpočty, bu-
deme diskutovat dále.

2.3.6 Pamět’

Pamět’ se postupem času stala v́ıce členěnou a i při velmi hrubém pohledu zahrnuje
v́ıce komponent, jako jsou registry, vyrovnávaćı paměti na r̊uzných úrovńıch me-
zipamět’ové i meziprocesorové komunikace (cache), centrálńı pamět’, která může být
členěna do v́ıce segment̊u, a vněǰśı pamět’. V uvedeném pořad́ı obvykle vzr̊ustá jej́ı
velikost a klesá jej́ı cena. Na této obecné charakteristice se dlouhodobě nic neměńı.
Významným faktem, který se proĺıná poč́ıtáńım je to, že rychlost procesoru je obvykle
výrazně větš́ı, než je vybavovaćı doba paměti i doba potřebná k čteńı z paměti či zapisováńı
do ńı a tento rozd́ıl se technickým vývojem sṕı̌se prohlubuje. Obecně rychlost poč́ıtáńı
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určuj́ı/vymezuj́ı stále v́ıce (latence) na nejr̊uzněǰśıch úrovńıch výpočetńıho systému. Aniž
bychom zde chtěli j́ıt do detail̊u, zmiňme, že již v počátćıch použ́ıváńı poč́ıtač̊u vznikla nut-
nost přizp̊usobeńı algoritmů, jejich implementace, ale i systémového software a hardware
faktu naprosto rozd́ılné rychlosti samotných numerických operaćı a datových přesun̊u.
Následuj́ıćı text stručně komentuje jednotlivé části moderńıho pamět’ového systému s přihlédnut́ım
k uvedenému. Jednotlivé komponenty pamět’ového systému tvoř́ı v poč́ıtači obvykle hi-
erarchii, kde registry př́ımo komunikuj́ı s procesorem. Propojeńım mezi nimi a centrálńı
pamět́ı je obvykle rychlá vyrovnávaćı pamět’, složená často z v́ıce úrovńı a rozlǐsenou na
pamět’ pro instrukce a pamět’ pro samotná data. Mezi centrálńı pamět́ı a vněǰśı pamět́ı je
obvykle také komponenta pracuj́ıćı na principu vyrovnávaćı paměti.

2.3.6.1 Registry

Registry jsou části pamět’ového systému, které př́ımo komunikuj́ı s procesorem. Pro vyšš́ı
výkon výpočt̊u je někdy možné využ́ıt explicitně př́ıkazy pro registry z vyšš́ıho progra-
movaćıho jazyka. Běžněǰśı je ale jejich programováńı prostřednictv́ım překladač̊u do stro-
jového kódu tak, že se maximálně využij́ı možnosti překryvu operaćı nebo vektorizace. To
neńı obvykle práce pro matematika a tv̊urce software a zde je to sṕı̌se na připomenut́ı.

2.3.6.2 Vyrovnávaćı pamět’ (cache)

Vyrovnávaćı pamět’ označuje bloky velmi rychlé paměti umı́stěné mezi registry a centrálńı
pamět́ı. Slouž́ı k vyrovnáńı rychlost́ı přenosu (latenćı přenosu) t́ım, že data, která se často
použ́ıvaj́ı, jsou z ńı dostupná s mnohem menš́ı vybavovaćı dobou, než kdyby se četla
z rozsáhleǰśı, ale pomaleǰśı centrálńı paměti. Nejsou-li při požadavku procesoru určitá
data ve vyrovnávaćı paměti nalezena, potom hovoř́ıme o výpadku v datech (cache miss,
cache fault). Tato data pak muśı být źıskána z pomaleǰśıch pamět́ı této hierarchie, které ale
maj́ı větš́ı režii. O d̊uležitosti vyrovnávaćı paměti se zmı́ńıme jak u schémat na ukládáńı
rozsáhlých matic, tak i u některých algoritmů, které se snaž́ı, aby využit́ı vyrovnávaćı
paměti bylo co nejefektivněǰśı. bez toho, abychom diskutovali r̊uzné zp̊usoby mapováńı
mezi vyrovnávaćı pamět́ı a centrálńı pamět́ı.

2.3.6.3 Centrálńı pamět’

Při čteńı z paměti a zapisováńı do ńı hraje velkou roli jej́ı hardware a systémový soft-
ware. Aby se mohly použ́ıvat fyzicky sousedńı buňky v paměti, je třeba mezi nimi nějaká
prodleva pamět’ových obvod̊u, která se nazývá dobou zotaveńı. Obecněji může být určitá
doba na zotaveńı potřeba i u nesousedńıch buněk z d̊uvodu konkrétńıho, ale obvykle hie-
rarchického, uspořádáńı obvod̊u, které ovládaj́ı pamět’. Proto se daj́ı např́ıklad zapsat dvě
č́ısla za sebou rychleji na dvě nesousedńı buňky, dokonce s daľśım možným zrychleńım po-
moćı překryt́ı operaćı zápisu, než na dvě buňky ve stejném fyzickém bloku. S přihlédnut́ım
k velkému rozd́ılu mezi rychlost́ı prováděńı operaćı v CPU a malé rychlosti (čteńı z/
zápisu do) paměti se velká základńı změna v pamět’ové organizaci uskutečnila rozděleńım
centrálńı paměti na samostatné části, nazývané někdy pamět’ové banky. Při ukládáńı po
sobě následuj́ıćıch dat se tyto banky cyklicky využ́ıvaj́ı a t́ım se celá operace s pamět́ı
zrychĺı. Následně se zmenš́ı i pravděpodobnost pamět’ových konflikt̊u, kdy se obvody
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muśı zotavit z předcházej́ıćıch operaci než mohou zapisovat či č́ıst z fyzicky sousedńıch
buněk.

2.3.6.4 Virtuálńı pamět’

Virtuálńı pamět’ je koncept mapováńı a použ́ıváńı paměti, který dává zapomenout na
fakt, že velikost paměti je fyzicky omezena menš́ım počtem pamět’ových jednotek, než
je potřeba. Jeho principem je mapováńı větš́ıho prostoru na menš́ı množstv́ı fyzické
paměti, která je dostupná. Celý obraz tohoto prostoru, který se děĺı na menš́ı části,
zvané stránky, je obvykle uložen na nějakém ještě větš́ım pamět’ovém médiu (disku, v
poč́ıtačové śıti). Ve fyzické paměti jsou pak př́ıtomny jenom momentálně použ́ıvané části
tohoto obrazu a př́ıpadně některé daľśı. Jako např́ıklad stránky, které byly použ́ıvány
bezprostředně předt́ım nebo stránky, které byly v posledńı době použity mnohokrát. Me-
chanismus ř́ızeńı virtuálńı paměti, takzvané stránkováńı, je zabezpečován systémovým
software a připomı́ná techniku ř́ızeńı vyrovnávaćı paměti. Vlastńı virtualizace pamět’o-
vého prostoru může být vlastnost́ı operačńıho systému, ale může být také zavedena i jako
dodatečné programové vybaveńı spolu s překladačem z vyšš́ıho programovaćıho jazyka.
Analogicky jako u vyrovnávaćı paměti hovoř́ıme o výpadku stránky (page fault) tehdy,
neńı-li tato př́ıtomna v paměti a muśı-li se tedy data źıskat z nějaké pomaleǰśı části
pamět’ové hierarchie.

2.3.7 Pamět’, procesor, algoritmy a implementace

Výše uvedené vysvětleńı základńı pojmů z oblasti poč́ıtačových architektur shrňme následuj́ıćım
zp̊usobem: K tomu, abychom vytvořili efektivńı implementaci, potřebujeme i pro extrémně
jednoduchýmodel poč́ıtače s jedńım procesorem źıskat souladmezi praćı CPU, systémem
paměti a použitým algoritmem. V okamžiku, kdy zpracováváme rozsáhlá data, je za-
potřeb́ı, aby byla tato data uspořádána tak, aby docházelo k malému množstv́ı výpadk̊u
stránek i vyrovnávaćı paměti. Tento požadavek se dá stručně formulovat jako požadavek
časové lokality dat. Dále je třeba, aby se použ́ıvaná data přenášela přes vrstvy pamět’ového
systému co nejméně a v okamžiku, kdy se dostanou k procesoru, aby se s nimi vykonalo co
nejv́ıce operaćı. Jinými slovy je třeba, aby se pokud možno maximalizoval poměr počtu
operaćı v̊uči množstv́ı komunikace s konkrétńımi daty. Protože se komunikace mezi CPU a
pamět’ovým systémem provád́ı obvykle přesunem blok̊u, je d̊uležité, aby data, se kterými
se takto pracuje, byla zároveň uložena fyzicky/virtuálně bĺızko sebe. Tento požadavek
na bĺızké uložeńı dat se také nazývá prostorová lokalita dat. K tomu, jaké máme
prostředky k dosažeńı tohoto ćıle v konkrétńıch algoritmech i jejich jednoduchých mode-
lech, se ještě vrát́ıme. Požadavek prostorové lokality také vyplývá z principu, že poč́ıtač
vykonává velmi efektivně operace, které se opakuj́ı co nejpravidelněji a jsou přitom op-
timalizovány ke specifickým rys̊um procesoru, jako je možnost pipeliningu, překrýváńı
operaćı v širš́ım slova smyslu, vektorovým instrukćım i možnému řetězeńı. Tento princip
nazveme snahou o regularitu dat. Od části starost́ı o lokalitu a regularitu dat nás může
oprostit překladač. Nicméně výběr algoritmu, využit́ı možnosti vektorizace či obecné pa-
ralelizace jeho př́ıpadným přeformulováńım takovým zp̊usobem, aby explicitńı vektory
v zápisu algoritmu vystupovaly, muśıme zař́ıdit sami.



2. Základńı použitá terminologie. 23

2.3.8 Efektivita základńıch lineárně-algebraických operaćı.

Algoritmy výpočtu můžeme obvykle implementovat v́ıce r̊uznými zp̊usoby, z nichž
některé jsou v konkrétńıch podmı́nkách vhodněǰśı a jiné méně vhodné. Při znalosti detail̊u
poč́ıtačové konfigurace je možné navrhnout velmi efektivńı implementaci. Přistupovat
detailně ke každé implementaci by si ale vyžádalo nerealisticky mnoho úsiĺı. To, co je
dostatečně efektivńı a přitom realistické je implementace vzhledem k nějakému idealizo-
vanému modelu poč́ıtače, kde si vš́ımáme jen základńıch architektonických rys̊u, jak jsme
se o nich zmiňovali výše. Na těchto základech vznikla v komunitě numerické lineárńı al-
gebry snaha o základńı standardizaci implementaćı některých základńıch operaćı lineárńı
algebry pod pojmem BLAS (basic linear algebra subroutines). Vzhledem k tomu, že pro-
cedury BLASu jsou zároveň koncipovány jako součást knihovny s určitými univerzálńımi
nároky a mnohdy větš́ım než potřebným množstv́ım vstupńıch parametr̊u, mohou být
některé operace implementovány efektivněji, ale obvykle jen ve speciálńıch př́ıpadech. Neńı
bez zaj́ımavosti, že procedury BLASu se začaly vytvářet zhruba ve stejné době, kdy vzni-
kal programovaćı jazyk MATLAB, jehož prvńı verze obsahuje BLASovou standardizaci
některých velmi jednoduchých operaćı. Knihovny obsahuj́ıćı přeložené BLAS procedury
jsou součást́ı mnoha komerčńıch knihoven, vztažených k určitému poč́ıtači, překladači či
jejich kombinaci a jsou obvykle mnohem efektivněǰśı než procedury přeložené jednoduše
ze zdrojových text̊u.

2.3.9 BLAS a jeho následńıci.

Základńı BLAS procedury kromě snahy o maximálńı lokalitu a regularity operaćı (vzhle-
dem k poč́ıtačovému modelu) splňuj́ı i požadavky na robustnost, přenositelnost a
čitelnost. Z d̊uvodu potřeby všeobecné srozumitelnosti, ale i pro př́ıpadnou osobńı op-
timalizaci jsou procedury také př́ıstupné v nějakém vyšš́ım programovaćım jazyce Pro
jednoduché testy a laděńı programů je tedy možné zdrojové kódy překládat společně
s aplikačńımi programy a pro efektivńı běhy se poté mohou použ́ıt vysoce výkonné kni-
hovńı funkce a podprogramy BLASu, které jsou součást́ı základńıho programového vyba-
veńı poč́ıtače.

Historicky, ale i logicky, vznikly celkem tři skupiny algoritmů BLASu, které se týkaj́ı
hustých vektor̊u a matic. Prvńı z nich, BLAS1, [101] obsahuje ńızkoúrovňové operace jako
jsou např́ıklad skalárńı součin dvou vektor̊u xT y nebo operace AXPY αx+ y pro vstupńı
vektory x a y a skalárńı hodnotu α. Tyto operace, které tvoř́ı BLAS1, budeme nazývat
operace typu vektor-vektor, nebot’ právě dva vektory nebo př́ıpadně jeden vektor tvoř́ı
jejich charakteristické operandy. Operace, které zahrnuj́ı vektory ve spojeńı s maticemi,
jako jsou např́ıklad násobeńı vektoru matićı (GEMV) nebo řešeńı soustavy lineárńıch
rovnic s trojúhelńıkovou matićı, jsou obsahem druhé skupiny, která se nazývá BLAS2 [46].
Třet́ı skupina, BLAS3 [45], obsahuje operace, ve kterých vystupuj́ı dva nebo tři maticové
operandy, jako je tomu v př́ıkladě násobeńı matic (ve skutečnosti jsou obsahem BLASu3
o něco složitěǰśı operace; násobeńı matic (GEMM) např́ıklad použ́ıvá kromě škálovaćıch
faktor̊u tři maticové operandy, kde výsledek násobeńı přič́ıtá k daľśı matici). Algoritmy
v BLASu2 a BLASu3 se také nazývaj́ı, po řadě, algoritmy typumatice-vektor amatice-
matice. Zodpovězme si nyńı otázku, proč operace rozdělujeme na tyto tři skupiny a



24 2. Základńı použitá terminologie.

Procedura komunikace operace přibližný poměr

BLAS 1: AXPY: y = y + αx 3n+ 1 2n 2/3
BLAS 2: GEMV: y = Ax n2 + 2n n(2n− 1) 2
BLAS 3: GEMM: C = AB 3n2 n2(2n− 1) 2/n

Obrázek 2.3.2: Znázorněńı velikosti komunikace, počtu operaćı a jejich poměru pro tři
procedury BLASu, pro vektory délky n a matice dimenźı n× n. A,B a C jsou matice, x
a y jsou vektory a α a β představuj́ı skaláry.

odhlédněme od faktu, že tyto tři skupiny vznikly historicky v tomto pořad́ı. Uvažujme
vybranou operaci každé skupiny a pod́ıvejme se na velikost poměru počtu vykonaných ope-
raćı v̊uči velikosti komunikace (měřené počtem přenesených skalár̊u a složek vektorových a
maticových operand̊u z paměti k CPU a zpět do paměti). Výsledek je znázorněn v tabulce
na Obrázky 2.3.2.

Vid́ıme, že uvedený poměr je nejvýhodněǰśı právě pro uvedenou operaci GEMM ze
skupiny BLAS3. Obecně, operace z BLASu3 zdaleka nejv́ıce podporuj́ı vyrovnáńı vysoké
rychlosti CPU na jedné straně a znatelně nižš́ı možnosti paměti vybavovat, zapisovat a
přenášet data na straně druhé. Blokové operace také snižuj́ı i celkovou latenci ve výpočtu.
Spolu s d̊umyslným systémem technického zabezpečeńı poč́ıtače, jako jsou kvalitńı vir-
tualizace paměti a výkonný systém hierarchie paměti, přizp̊usobeńı použitých algoritmů
(které se může lǐsit pořad́ım operaćı a mı́t i trochu jiné numerické vlastnosti v d̊usledku
konečné reprezentace reálných č́ısel) může použit́ı vyšš́ıch úrovńı BLASu značně přispět
k efektivnosti výpočt̊u.

Ćılem standardizace BLASem bylo také umožnit efektivněǰśı implementace daľśıho
nadstavbového programového vybaveńı, např́ıklad základńıch rozklad̊u lineárńı algebry,
které jsou na operaćıch BLASu založeny. Snahou bylo využ́ıt zde právě těch efektivněǰśıch
operaćı z BLASu3 jako je tomu např́ıklad v knihovně LAPACK, která nahradila starš́ı
knihovny pro některé operace numerické lineárńı algebry LINPACK a EISPACK. I u
těchto knihoven plat́ı, že jsou vedle sebe k dispozici verze ve zdrojovém kódu i vysoce
optimalizované knihovny pro konkrétńı poč́ıtačové architektury. Přes ohromný pokrok a
mnoho r̊uzných návrh̊u, jak systematicky implementovat knihovny pro matice a vektory s
nějakou strukturou ř́ıdkosti nulových a nenulových prvk̊u, je v této oblasti je stále mnoho
nevyřešeného. Částečně to je kv̊uli mnoha možnostem, jak lze vnitřńı strukturu matice
využ́ıt a částečně i kv̊uli radikálně novým nárok̊um soudobých poč́ıtačových architektur,
které vedou k daľśım standardizovaným projekt̊um.

Na standardizaci pomoćı BLASu navázala celá řada následných standardizaćı, které se
týkaj́ı r̊uzných zp̊usob̊u paralelńıho poč́ıtáńı. Tyto standardizace tvoř́ı dnes základ daľśıch
nadstavbových knihoven jako jsou, např́ıklad, ScaLAPACK, Plasma a Magma. Potřebnost
takových standardizaćı je ve velké mı́̌re určována soudobým vývojem poč́ıtačových archi-
tektur.
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2.4 Výpočetńı složitost

O efektivitě poč́ıtáńı jsme hovořili již výše v souvislosti s modelem poč́ıtače, kde jsme ji
uvažovali z hlediska využit́ı lokality a regularity zpracovávaných dat. Klasickou možnost́ı
je také založit posuzováńı efektivity na klasickém pojmu výpočetńı složitosti podle
počtu operaćı či velikosti paměti potřebné pro konkrétńı algoritmus. Oba tyto př́ıstupy
maj́ı svá velká omezeńı právě z výše uvedených d̊uvod̊u týkaj́ıćıch se velikosti komunikace,
latence paměti, latence meziprocesorové komunikace i možnost́ı využit́ı segmentace ope-
raćı. Stanoveńı výpočetńı složitosti algoritmu je pak obvykle součást́ı mnohem obecněǰśı
procedury, analýzy algoritmu, ve které se zkoumaj́ı všechny prostředky, které konkrétńı
algoritmus na konkrétńı poč́ıtačové architektuře potřebuje.

V této sekci si uvedeme základńı pojmy týkaj́ıćı se tohoto tématu pouze z pohledu
počtu operaćı nebo velikosti použité paměti. Složitost nejhorš́ıho př́ıpadu je ome-
zeńı na čas nebo velikost prostoru, které stač́ı pro vyřešeńı úlohy s libovolným vstupem
algoritmu z množiny jeho př́ıpustných vstup̊u. V některých situaćıch je z praktického
pohledu zaj́ımavěǰśı pr̊uměrná složitost algoritmu, to jest pr̊uměrný spotřebovaný čas
nebo prostor, který můžeme předpokládat, že algoritmus využije při nějakém rozložeńı
vstup̊u algoritmu.

U algoritmů, které v tomto textu popisujeme, je prostorová složitost obvykle snadno
nahlédnutelná. Pouze tam, kde neńı zřejmá, budeme velikost potřebného prostoru zmiňovat
a př́ıpadně uvedeme i techniky, jak tento prostor zmenšit. Př́ımočaré algoritmy maj́ı někdy
vysokou prostorovou složitost, kterou sńıž́ıme teprve přechodem ke komplikovaněǰśım al-
goritmickým postup̊um. Časová složitost prováděńı operaćı je obvykle méně zřejmá a i
z tohoto d̊uvodu, hovoř́ıme-li dále o složitosti algoritmů bez bližš́ıho vymezeńı, máme na
mysli jejich časovou složitost.

Pokud nezmı́ńıme jinak, složitost budeme vyjadřovat za předpokladu, že použ́ıváme
sekvenčńı poč́ıtač, který však je v dnešńı době iluźı. Přesto je však tento př́ıstup
v mnoha př́ıpadech relevantńı. Tuto složitost budeme většinou vyjadřovat počtem ele-
mentárńıch operaćı se skaláry. Operace mohou být r̊uzného typu (aritmetické v pohyblivé
řádové čárce, logické, celoč́ıselné kroky při vyhledávaćıch algoritmech) a, nebude-li to va-
dit, budeme implicitně použ́ıvat předpoklad jednotkové mı́ry operaćı (unit-cost ran-
dom access machine (RAM) model; von Neumann computer), kde všechny tyto operace
trvaj́ı stejně dlouho. Pro naše účely je tato situace, kdy také nezohledňujeme mimo jiné
počet č́ıslic v zápisu č́ısla logaritmickou mı́rou, bez újmy na obecnosti. To je dáno i t́ım,
že nás složitost zaj́ımá předevš́ım asymptoticky v závislosti na velikost vstupńıch dat.

2.4.1 Popis složitosti algoritmu v asymptotickém př́ıpadě

Při hodnoceńı časové nebo pamět’ové složitosti algoritmu na základě počtu prováděných
operaćı či velikosti potřebné paměti nejsou obvykle podstatné členy nižš́ıho řádu vystu-
puj́ıćı v jej́ım přesném popisu jako funkce vstup̊u. Hlavńı složkou popisu je asympto-
tický charakter této funkce, tedy to, jak se algoritmus chová v asymptotickém př́ıpadě při
zvětšováńı velikosti vstup̊u. Tento charakter je předevš́ım určen nejrychleji rostoućı kom-
ponentou funkce složitosti v závislosti na vstupech. Pro formálněǰśı popis asymptotické
závislosti funkćı (velikosti vstup̊u) budeme použ́ıvat následuj́ıćıho značeńı. Pro jednodu-
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chost výkladu zde uvažujeme závislost složitosti na jednom vstupńım parametru n ∈ N.
Takovými vstupńımi parametry jsou např́ıklad dimenze matice nebo počet jej́ıch nenu-
lových prvk̊u.

Definice 2.4.1 Řekneme, že reálná funkce f(n) argumentu n ∈ N patř́ı do množiny
Θ(g(n)) funkce g(n) závisej́ıćı na témže parametru, existuj́ı-li kladné konstanty l, u ∈ R
tak, že

0 ≤ l g(n) ≤ f(n) ≤ u g(n)

pro všechna dostatečně velká č́ısla n. Formálně pak pro funkci f(n) splňuj́ıćı uvedený
předpoklad budeme psát f(n) ∈ Θ(g(n)) nebo f(n) = Θ(g(n)).

Někdy ř́ıkáme, že množina Θ(g(n)) reprezentuje asymptoticky těsnou mez (asympto-
tically tight bound) pro f(n). Př́ıkladem takového omezeńı je kvadratická funkce f(n) =
2n2 + 4n− 3, pro kterou plat́ı f(n) = Θ(n2).

Analogická mez pro jednostranný horńı odhad je uvedena v následuj́ıćı definici.

Definice 2.4.2 Řekneme, že reálná funkce f(n) argumentu n ∈ N patř́ı do O(g(n))
funkce g(n) závisej́ıćı na témže parametru, existuje-li kladná konstanta u ∈ R tak, že

0 ≤ f(n) ≤ u g(n)

pro všechna dostatečně velká n. Formálně pak pro funkci f(n) splňuj́ıćı uvedený předpoklad
budeme psát f(n) ∈ O(g(n)) nebo f(n) = O(g(n)).

Obě tyto definice tedy nahrazuj́ı funkci f časové nebo pamět’ové složitosti jednodušš́ı
funkćı g, která dává př́ımočařeǰśı představu o závislosti na vstupńıch parametrech. V roli
funkce g tak budou např́ıklad pro velikost vstupu daného velikost́ı n vystupuj́ı základńı
funkce vstupńıho parametru (etalony) jako jsou log n, n, n logn, n2, n3, . . . , 2n, n!, nn. Ty
tvoř́ı sekvenci stále rychleji rostoućıch funkćı a v tomto textu postač́ı k popisu složitosti
většiny algoritmů a implementaćı.

Velký rozd́ıl v teoretických, ale i praktických aspektech poč́ıtáńı je mezi algoritmy s
asymptotickou složitost́ı, která se dá vyjádřit polynomiálńı funkćı velikost́ı vstup̊u, a
mezi algoritmy s asymptotickou složitost́ı, která roste rychleji než polynomiálńı funkce.
Pro velký význam algoritmů s nejvýše polynomiálńı složitost́ı se pro ně zavád́ı někdy
pojem snadné. Nicméně, ani existence snadného algoritmu se složitost́ı např́ıklad Θ(n3)
pro velikost vstupu Θ(n), nemuśı být výhrou v praktickém poč́ıtáńı. Řada problémů je
pro velká n takovým algoritmem obt́ıžně řešitelná a v praxi je tedy třeba usilovat o
nalezeńı postupu s co možná nejnižš́ı složitost́ı. V mnoha př́ıpadech je ideálńım postupem
algoritmus s nejvýše lineárńı složitost́ı, tedy O(n) př́ıpadě jednoho vstupńıho parametru
n, nebo se složitost́ı bĺızké lineárńı.

Řada našich algoritmů vede na složitost bĺızkou lineárńı, kde je multiplikátorem velmi
pomalu rostoućı funkce, která se nazývá inverzńı Ackermanova funkce, uved’me si jej́ı
definici pro dva vstupńı parametry.
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Definice 2.4.3 Definujme pro přirozená č́ısla i, j ≥ 1 celoč́ıselnou funkci dvou argument̊u
A(i, j), i, j ∈ N následuj́ıćım zp̊usobem

A(1, j) = 2j for j ≥ 1 (2.1)

A(i, 1) = A(i− 1, 2) for i ≥ 2 (2.2)

A(i, j) = A(i− 1, A(i, j − 1)) for i, j ≥ 2 (2.3)

(2.4)

Této funkci budeme ř́ıkat Ackermanova funkce.

Inverzńı Ackermanovu funkci α(i, j) dvou parametr̊u i, j ∈ N pro i ≥ j ≥ 1 pak
definujeme vztahem

α(i, j) = min
k≥1
{k ≥ 1 |A(k, ⌊i/j⌋) > log2j}. (2.5)

Velmi d̊uležitou vlastnost́ı inverzńı Ackermanovy funkce je jej́ı velmi pomalý r̊ust. Jak se
dá snadno ukázat, pro naprostou většinu praktických parametr̊u i, j ∈ N plat́ı α(i, j) ≤ 4
[152].

2.4.2 Obecné hodnoceńı složitosti v poč́ıtačových vědách

Popǐsme nyńı daľśı pojmy a tvrzeńı souvisej́ıćı se složitost́ı některých algoritmů, se kterými
se v tomto textu setkáme a které hledaj́ı řešeńı ve formě minimalizace nějaké účelové
funkce vstupu. Takovéto úlohy nazveme obecně optimalizačńı. Samozřejmě i úlohu ma-
ximalizace lze v námi studovaných problémech obvykle jednoduše převést na úlohu mini-
malizace. V popisu použijeme některé termı́ny z oblasti poč́ıtačových věd.

Definice 2.4.4 Rozhodovaćım problémem v nějakém formálńım systému nazveme
problém, pro který existuje řešeńı ve formě odpovědi ano nebo ne.

Definice 2.4.5 Rozhodovaćı problém p, viz např́ıklad formálněǰśı definici v [115] se nazývá
polynomiálně redukovatelný na jiný rozhodovaćı problém q, existuje-li deterministický
polynomiálńı algoritmus, který konvertuje každý vstup x problému p na vstup y problému
q tak, že odpověd’ rozhodovaćıho problému q pro vstup y je ano právě tehdy, je-li odpověd’

odpověd’ rozhodovaćıho problému p pro vstup x je také ano.

Abychom dokázali formálně přesně popsat co znamená řešeńı problému, pomůžeme si
standardńım pojmem Turingova stroje, přes nějž jsou formalizovány povolené poměrně
jednoduché algoritmické kroky. Bližš́ı popis jeho práce ale vede mimo rámec našich poznámek.

• Výrazem NP označujeme všechny rozhodovaćı problémy, pro které je správnost
odpovědi ano ověřitelná v polynomiálńım čase (kde polynom je funkce vstupńıho
parametru) deterministickým Turingovým strojem.

• Výrazem P pak označujeme všechny rozhodovaćı problémy, které jsou v polynomiálńım
čase řešitelné deterministickým Turingovým strojem.
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Některé d̊uležité problémy výpočetńı matematiky jsou označovány jako NP-úplné.

Definice 2.4.6 NP-úplné problémy jsou takové NP problémy, na které se všechny
problémy v NP polynomiálně redukuj́ı.

Abychom ukázali, že rozhodovaćı problém p je NP-úplný, muśıme tedy ukázat, že
p ∈ NP a že nějaký jiný problém q, který je NP-úplný, je polynomiálně redukovatelný
na p. Jinými slovy, NP-úplné problémy jsou “nejtěžš́ı” mezi NP problémy.

Tř́ıda NP-úplných problémů zahrnuje rozhodovaćı problémy, pro které neńı znám
žádný polynomiálńı algoritmus. Existence takového algoritmu pro jeden prvek této tř́ıdy
NP-úplných problémů by implikovala existenci polynomiálńıho algoritmu pro jakýkoli
NP-úplný problém. Samotná vyjasněńı vztahu mezi P a NP je slavným otevřeným
problémem informatiky.

Problém p je NP-těžký právě tehdy, jestliže je každý problém v NP polynomiálně re-
dukovatelný na p. Na rozd́ıl od NP-úplných problémů zde nevyžadujeme př́ıslušnost p do
tř́ıdy problémů NP. Jinými slovy, problém je NP-úplný, je-li NP-těžký a patř́ı do NP.
Je-li rozhodovaćı problém NP-úplný, pak je př́ıslušný optimalizačńı problém obecně NP-
těžký, ale mnoho optimalizačńıch problémů lze přeformulovat jako problémy rozhodovaćı
o stejné složitosti. Dále, ke každému optimalizačńımu problému existuje jeho rozhodovaćı
varianta. Máme-li, např́ıklad, v optimalizačńım problému minimalizovat funkci f(n), pak
jeho rozhodovaćı variantou je problém, zdali existuje řešeńı k s velikost́ı funkčńı hodnoty
f(k) menš́ı než dané č́ıslo L. Jak jsme již zmı́nili, řada problémů patř́ı do tř́ıdy P, ale
složitost je stejně př́ılǐs vysoká. To implikuje, že v praxi použ́ıvané algoritmy budou pouze
přibližné (heuristiky), které hledaj́ı pouze přibližná řešeńı.
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Matice a vektory s vnitřńı
strukturou ř́ıdkosti

Koncept struktury ř́ıdkosti nenulových prvk̊u v matićıch a vektorech znamená abs-
trakci od aktuálńıch numerických hodnot objekt̊u a uvažováńım jejich hrubš́ı identifi-
kace, jejich ř́ıdkosti. Dále uvid́ıme, že struktura ř́ıdkosti matice se dá se dá zachytit a
algoritmicky využ́ıt pomoćı teorie graf̊u. Č́ıselné hodnoty prvk̊u v základńıch grafových
modelech nejsou brány v potaz, ale mohou být popsány dodatečně, ve formě funkćı nad
grafy, které nenulovost prvk̊u popisuj́ı.

3.1 Ř́ıdké vektory a matice

V literatuře existuje několik r̊uzných, ale velmi podobných kritéríı pro posouzeńı, kdy
považovat matice nebo vektory za ř́ıdké. Matice a vektory, které nebudou tato kritéria
splňovat, nebudeme považovat za ř́ıdké a budeme je nazývat husté. Časté je následuj́ıćı
kritérium pro označeńı matice za ř́ıdkou.

Definice 3.1.1 Matici A ∈ Rn×n nazveme ř́ıdkou, obsahuje-li pouze O(n) nenulových
prvk̊u.

Tato definice je globálńı v tom smyslu, že nebere do úvahy rozd́ıly v počtech prvk̊u na
řádćıch. Následuj́ıćı Definice 3.1.2 zavád́ı kritérium, které poč́ıtá nenulové prvky v jednot-
livých řádćıch nebo sloupćıch. Vylučuje ale matice, které maj́ı jeden nebo několik řádk̊u
nebo sloupc̊u s velkým počtem nenulových prvk̊u a které mohou v některých aplikaćıch
představovat velký výpočetńı problém. Př́ıkladem vzniku takového problému jsou husté
řádky v (obvykle obdélńıkové) matici v problému nejmenš́ıch čtverc̊u.

Definice 3.1.2 Matici A ∈ Rn×n považujeme za ř́ıdkou, má-li maximálńı počet nenu-
lových element̊u v řádku omezený nějakým celým kladným č́ıslem rmax ≪ n nebo má-li
maximálńı počet nenulových element̊u ve sloupci omezený nějakým celým kladným č́ıslem
cmax ≪ n.
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γ 100001+γ

0.1 25119
0.2 63096
0.3 158489
0.4 398107

Obrázek 3.1.1: Vztah mezi γ a 100001+γ pro některá γ ∈ (0, 1 >.

Podle této definice vid́ıme, že matice, které vznikaj́ı jednoduchými aproximacemi derivaćı
na śıt́ıch, kde je počet soused̊u vrcholu śıtě vždy omezený. To jest, např́ıklad, matice z
pětibodové, sedmibodové či dev́ıtibodové diskretizace při numerickém řešeńı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic metodou konečných rozd́ıl̊u, můžeme považovat za ř́ıdké matice. Po-
dobně je to s maticemi, které vznikaj́ı v diskretizaćıch při řešeńı úloh metodou konečných
prvk̊u. Následuj́ıćı kritérium má výhodu snadnosti použit́ı v teoretických úvahách,
které se mohou uvažovat např́ıklad při řešeńı rovnic vznikaj́ıćıch v řešeńı elektrických
obvod̊u ale také v teoretických úvahách u diskretizaćı parciálńıch diferenciálńıch rovnic
metodou konečných prvk̊u.

Definice 3.1.3 Matici A ∈ Rn×n považujeme za ř́ıdkou, je-li počet jej́ıch nenulových
element̊u O(n1+γ) pro nějaké γ < 1.

Kritérium z Definice 3.1.3 demonstruje tabulka na Obrázku 3.1.1 udávaj́ıćı pro matici
A ∈ R10000×10000 počet nenulových prvk̊u [n1+γ ] pro některá γ ∈ (0, 1 >. Bez toho abychom
nějak shora omezili γ velmi malým č́ıslem, třebas i závislým na dimenzi matice, lze podle
tohoto kritéria těžko hovořit o jasné představě, zdali je matice “dostatečně” ř́ıdká.

Nejrozš́ı̌reněǰśım kritériem ř́ıdkosti ř́ıdké matice je čistě utilitárńı pohled založený na
následuj́ıćım pohledu, který tradice připisuje J.H. Wilkinsonovi.

Definice 3.1.4 Matici A považujeme za ř́ıdkou, m̊užeme-li při jej́ım uložeńı či při ope-
raćıch s ńı efektivně využ́ıt faktu, že část jej́ıch prvk̊u je nulová. Analogicky budeme
hovořit o ř́ıdkých vektorech.

Shrňme si d̊usledky tohoto posledńıho popisu. Řı́dkost vztahujeme k operaćım s ma-
tićı. Tatáž matice může být označena jako ř́ıdká vzhledem k jedné operaci a hustá
k operaci jiné, také v závislosti na použ́ıvané výpočetńı technice. Můžeme-li ř́ıdkosti ma-
tice využ́ıt při operaćıch na skalárńım poč́ıtači, neznamená to, že je užitečné chápat matici
jako ř́ıdkou na jiné poč́ıtačové architektuře, např́ıklad té s pokročileǰśımi rysy paralelńıho
zpracováńı. Situaci si ilustrujme na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 3.1.1 Mějme matici A ∈ Rn×n s počtem nenulových prvk̊u 0.8 × n2. Zat́ımco
pro skalárńı (sekvenčńı) násobeńı Av daného vektoru v ∈ Rn se m̊uže vyplatit udržovat
v paměti pouze nenulové elementy, u operaćı na vektorovém poč́ıtači tomu tak s velkou
pravděpodobnost́ı nebude. Zde se m̊uže vyplatit uložit celou matici, pokud to dostupná
pamět’ nebo vyrovnávaćı pamět’ dovoĺı, a tak umožnit př́ımou adresaci prvk̊u matice. Tato
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situace je typická např́ıklad při poč́ıtáńı s využit́ım grafických karet, kde latence souvisej́ıćı
s určováńım, který prvek je nulový, je obvykle velmi vysoká. Asymptotický výkon poč́ıtače
při abstrakci od možné ř́ıdkosti matice, měřený např́ıklad v MFLOPsech, m̊uže být vyšš́ı.

Definujme si strukturu ř́ıdkosti matice formálně.

Definice 3.1.5 Strukturou ř́ıdkosti S (nebo také S(A)) matice A ∈ Rm×n nazveme množinu
S ∈ {1, . . . , m} × {1, . . . , n}, jej́ı̌z prvky odpov́ıdaj́ı nenulovým prvk̊um matice A.

Počet nenulových prvk̊u v matici označ́ıme výrazem |S(A)|. Někdy použijeme pro stručnost
jen označeńı |A|. Zřejmě lze pro A ∈ Em×n psát

S(A) = {(i, j) | aij 6= 0, i, j = 1, ldots, n}. (3.1)

Pro zachyceńı ř́ıdkosti vektor̊u budeme použ́ıvat analogické značeńı. Pro vektor x ∈ Rn

definujme strukturu ř́ıdkosti Struct(x) vektoru x výrazem

Struct(x) = {i | xi 6= 0}. (3.2)

|Struct(x)| nazveme délkou nebo také velikost́ı vektoru x. Pojem struktury ř́ıdkosti pak
můžeme aplikovat na sloupce nebo řádky matice.

Strukturu ř́ıdkosti S(A) matice A = (aij) ∈ Rn×n nazveme symetrickou, plat́ı-li
následuj́ıćı ekvivalence

aij 6= 0⇔ aji 6= 0 pro i, j = 1, . . . , n. (3.3)

3.2 Blokově strukturované matice

V některých př́ıpadech lze využ́ıt toho, že matice má nenulové prvky soustředěny pouze
v určitých částech (obdélńıkových bloćıch) matice, které se daj́ı přesně popsat. V tomto
př́ıpadě hovoř́ıme sṕı̌se než o obecně ř́ıdké matici o matici s blokovou strukturou. Defi-
nujme si zde jako speciálńı př́ıpad matici blokově diagonálńı a blokově trojúhelńıkovou.

Definice 3.2.1 Necht’ A ∈ Rn×n, n > 1 a uvažujme pro p ∈ N, p ≥ 1 množinu index̊u
i1, . . . , ip takových, že plat́ı 1 = i1 < . . . < ip = n. Označme pro jednoduchost v této
definici výrazem Aik,il, k = 1, . . . , p−1, l = 1, . . . , p−1 podmatici matice A určenou jej́ımi
řádky ik, . . . , ik+1 − 1 a sloupci il, . . . , il+1 − 1. Zapǐsme matici A po bloćıch následuj́ıćım
zp̊usobem

A =











Ai1,i1 Ai1,i2 · · · Ai1,ip−1

Ai2i1 Ai2i2 · · · Ai2ip−1

...
...

. . .
...

Aip−1i1 Aip−1i2 · · · Aip−1ip−1











(3.4)

Řekneme, že A je blokově diagonálńı nebo je v blokově diagonálńım tvaru, plat́ı-li
pro př́ıpustné indexy Aij = 0, i 6= j. Řekneme, že A je horńım blokově trojúhelńıkovém
tvaru, plat́ı-li pro př́ıpustné indexy Aij = 0, i < j. Řekneme, že A je dolńım blokově
trojúhelńıkovém tvaru, plat́ı-li pro př́ıpustné indexy Aij = 0, i > j.
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Netriviálńı bloková struktura matic úzce souviśı s pojmem rozložitelnosti matice,
který nyńı uvedeme.

Definice 3.2.2 Řekneme, že matice A dimenze n je rozložitelná, jestlǐze ji symetrickou
permutaćı jej́ıch řádk̊u a sloupc̊u m̊užeme převést na tvar

(

A11 0
A21 A22

)

, (3.5)

kde A11 a A22 jsou čtvercové netriviálńı ( řádu alespoň 1) matice. Jinými slovy, matice A
je rozložitelná právě tehdy, existuje-li permutačńı matice P odpov́ıdaj́ıćı dimenze taková,
že plat́ı

P TAP =

(

A11 0
A21 A22

)

, (3.6)

kde A11 a A22 jsou čtvercové netriviálńı reálné matice. Neńı-li matice A rozložitelná,
nazývá se nerozložitelnou.

Matice řádu 1 budeme považovat vždy za nerozložitelné. Tvrzeńı následuj́ıćı poznámky
je zřejmé.

Poznámka 3.2.1 Symetrická rozložitelná matice muśı mı́t blok A21 z Definice 3.2.2 nu-
lový a má tedy netriviálńı blokově diagonálńı tvar.

Pojem rozložitelnosti matice budeme dále použ́ıvat a později si jej ještě rozš́ı̌ŕıme.
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Datové struktury pro ř́ıdké matice a
vektory

Pro práci s ř́ıdkými maticemi a ř́ıdkými vektory na poč́ıtači je zapotřeb́ı dohodnutý zp̊usob
jejich ukládáńı do standardńıch datových struktur poč́ıtače. Zde stručně probereme jak
základńı principy ukládáńı ř́ıdkých matica uvedeme i některé konkrétńı standardńı da-
tové struktury, které při implementaci algoritmů s ř́ıdkými maticemi lze použ́ıt. Přitom
zmı́ńıme i ukládáńı ř́ıdkých vektor̊u, které reprezentuj́ı např́ıklad řádky nebo sloupce
ř́ıdkých matic.

4.1 Seznam jako schéma pro ukládáńı ř́ıdkých matic

Je-li matice hustá, jej́ı uložeńı obvykle využ́ıvá standardńı koncept hustého pole, protože
se prvky hustých matic na hustá pole jednoduše zobraźı. Řı́dké matice je třeba uložit tak,
aby toto konkrétńı uložeńı bylo pamět’ově efektivńı (jednodušš́ı úloha) a dále umožňovalo
také efektivńı algoritmy nad těmito maticemi (složitěǰśı úloha). Přirozenou abstraktńı
datovou strukturou na zachyceńı ř́ıdkých vektor̊u a matic je seznam, který je velmi
flexibilńı, jak je vidět z následuj́ıćı definice [152].

Definice 4.1.1 Seznam (list) list = (x1, . . . , xk) zachycuje posloupnost prvk̊u. Prvek x1

nazveme začátek (prvńı prvek) seznamu a prvek xk nazveme konec seznamu. Obecně
budeme zapisovat list(i) = xi. Speciálńım př́ıpadem seznamu je seznam prázdný, to jest
list = (). Délkou seznamu nazveme počet k.

Prvky seznamu mohou být třeba č́ısla (numerické hodnoty prvk̊u matice), ale i je-
jich indexy nebo komplikovaněǰśı strukturované objekty. Nad seznamem lze definovat
formálně řadu operaćı, viz např́ıklad [152]. Zmiňme zde některé z nich. K prvk̊um se-
znamu potřebujeme předevš́ım přistupovat, ale ne třebas ke všem naráz. Př́ıstupem
mysĺıme možnost čteńı/změny př́ıslušného prvku. Seznam je také možné rozšǐrovat
vkládáńım prvk̊u na jeho začátek, na konec nebo i dovnitř. Seznam může udržovat nějaké
uspořádáńı svých prvk̊u, je-li to potřeba v algoritmech. Seznam může umožňovat vy-
brat nějakou jeho část, kterou nazveme podseznam. Dva seznamy můžeme zřetězit
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nebo smı́sit t́ım že z jejich dvou posloupnost́ı vytvoř́ıme jednu podle určitého pravidla.
Někdy je při zřetězeńı nebo smı́̌seńı třeba některé prvky vynechat. Př́ıkladem může být
vynecháńı prvk̊u se shodnou hodnotou. Různá omezeńı operaćı seznamu umožňuj́ı efek-
tivńı prováděńı konkrétńı množiny operaćı, které nazveme př́ıpustné operace, ačkoli i jiné
operace je možné provádět, ale některé z nich nebudou efektivńı. Podle toho, které operace
jsou pro konkrétńı seznamy př́ıpustné z d̊uvodu zvolené implementace s konkrétńım
uložeńım abstraktńı datové struktury, aby je bylo možné efektivně provádět, rozlǐśıme
r̊uzné typy seznamu. Tyto typy se obvykle vyznačuj́ı dodatečnými omezeńımi tak, aby
např́ıklad umožnily implementaci pomoćı hustých poĺı nebo jiných obvyklých prostředk̊u
poč́ıtačových architektur. Dva takové speciálńı typy seznamu uvedeme jako definice.

Definice 4.1.2 Seznam nazveme fronta (queue), jestlǐze umožňuje efektivńı prováděńı

• př́ıstupu k prvńımu prvku seznamu,

• vynecháńı prvku ze začátku seznamu a

• přidáńı prvku na konec seznamu.

Definice 4.1.3 Seznam nazveme zásobńık (stack), jestlǐze umožňuje efektivńı prováděńı

• př́ıstupu k prvńımu prvku seznamu,

• vynecháńı prvku ze začátku seznamu a

• přidáńı prvku na začátek seznamu.

Frontu a zásobńık schématicky znázorňujeme na Obrázku 4.1.1. Šipkami směřovanými
dovnitř struktury, respektive na začátek struktury, jsou naznačeny př́ıpustné (efektivńı;
jednoduše implementovatelné) operace.

Jak jsme zmı́nili výše, efektivita se týká jak uložeńı, tak i práce s daty. Obecně je tedy
třeba rozlǐsit

• efektivitu (statického) uložeńı prvk̊u ř́ıdkých matic a daľśıch pomocných dat,

• efektivitu práce s těmito prvky (dynamika uložeńı) a

• vhodnost uložeńı seznamu pro použitou poč́ıtačovou architekturu (flexibilita vzhle-
dem k výpočetńım prostředk̊um).

Efektivitu statického uložeńı prvk̊u lze měřit velikost́ı paměti potřebné pro uložeńı
seznamů. Tato velikost by měla být co nejmenš́ı a přitom by rychlost přenosu datových
struktur mezi pamět́ı a výpočetńımi jednotkami měla být co největš́ı. Jak jsme již viděli
dř́ıve, z hlediska latence přenosu dat toto vede k maximálńımu využit́ı hustých blok̊u
dat uvnitř ř́ıdké matice. Pro efektivitu dynamické práce s uloženými daty je nutné
data ukládat dostatečně explicitně tak aby, nebylo nutné složitě nalézat ve vektorech
nebo matićıch indexy nebo hodnoty jejich nenulových složek a aby bylo možné efek-
tivně přistupovat k řádk̊um či sloupc̊um matice podle konkrétńıho algoritmu. Vhod-
nost pro poč́ıtačovou architekturu vyjadřuje, zdali je datová struktura efektivńı pro
konkrétńı poč́ıtač, který může obsahovat řadu prvk̊u podporuj́ıćıch souběžné zpracováńı
dat. Zmı́něné aspekty budeme v následuj́ıćım komentovat u konkrétńıch návrh̊u seznamů.
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Obrázek 4.1.1: Schématické znázorněńı fronty (vlevo) a zásobńıku (vpravo). Šipky na-
značuj́ı jak do nich m̊užeme vkládat a z nich vyb́ırat data.

4.2 Seznamy pro ř́ıdké matice ve statických poĺıch

Uvažujme uložeńı ř́ıdkých matic jako seznamů ve statických poĺıch programovaćıho jazyka.
V následuj́ıćıch podkapitolách si zavedeme některé základńı zp̊usoby takového uložeńı.

4.2.1 CSR a CSC formáty pro ř́ıdké matice a jejich varianty

Jako základńı schéma ukládáńı ř́ıdké matice o n řádćıch a sloupćıch a nz nenulových
prvćıch uvažujme ukládáńı informaćı o nenulových prvćıch matice po řádćıch, které bu-
deme označovat CSR jako zkratku z compressed sparse by rows [139]. Řı́dká ma-
tice je uložena ve standardńıch poĺıch pomoćı tř́ı seznamů. Prvńı z nich, který budeme
označovat AA, obsahuje sekvenci nenulových prvk̊u matice po řádćıch za sebou. Druhý z
nich označený JA obsahuje stejně uloženou sekvenci jejich sloupcových index̊u a třet́ı se-
znam IA obsahuje informaci o tom, na kterých pozićıch jednotlivé řádky matice v poĺıch
A a JA zač́ınaj́ı ve formě ukazatel̊u na ně. Zat́ımco délka pole, kde můžeme uložit prvńı
dva seznamy, je rovna (alespoň) nz, délka třet́ıho pole IA je tradičńı konvenćı rovna
n + 1, kde na pozici IA(n + 1) je hodnota nz + 1. T́ım zp̊usobem je počet nenulových
prvk̊u na i-tém řádku matice pro i = 1, . . . , n dán výrazem

IA(i+ 1)− IA(i). (4.1)

Ukázka matice o třech řádćıch a sloupćıch a jej́ıho uložeńı ve tvaru tř́ı seznamů v
poĺıch CSR formátu je na Obrázku 4.2.2.

Variantou tohoto formátu je komprimované schéma ukládáńı matice po sloupćıch
nazývané CSC, kde jsou po řadě za sebou uloženy seznamy nenulových prvk̊u matice po
sloupćıch, jejich řádkové indexy a dále ukazatele do těchto poĺı v poli o délce aspoň n+1.
Samozřejmě, pro čtvercovou matici A se dá uložeńı jej́ıch seznamů, které identifikuj́ı jej́ı
nenulové prvky v CSR formátu, interpretovat jako uložeńı matice AT s použit́ım CSC
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Matice A:





1.1 2
2 4.8
1 3.1 5





Uložeńı A v CSR formátu:
1 2 3 4 5 6 7

AA: 1.1 2 2 4.8 1 3.1 5

JA: 1 2 1 2 1 2 3

IA: 1 3 5 8

Obrázek 4.2.2: Př́ıklad uložeńı matice v CSR formátu

formátu. Daľśı varianty jsou např́ıklad ukládáńı pouze trojúhelńıkové části matice, je-li
A symetrická. Snadné je také zobecněńı pro obecně obdélńıkové matice. Ukládáńı jed-
notlivých řádk̊u nebo sloupc̊u matice v komprimované formě představuje základńı zp̊usob
ukládáńı ř́ıdkých vektor̊u. Zde pak stač́ı uvést jen počet jeho nenulových prvk̊u bez nut-
nosti mı́t samostatné pole ukazatel̊u označené výše jako IA. Ukládáme-li pouze strukturu
ř́ıdkosti, pole s numerickými hodnotami neńı potřeba.

Společnou vlastnost́ı uložeńı matic jako seznamů prvk̊u a ukazatel̊u do poĺı popsaným
zp̊usobem je statičnost datových struktur. Vkládáńı nových nenulových prvk̊u do ma-
tice je obecně málo efektivńı a neńı to tedy obvykle př́ıpustná operace. Stejně tak může
narušovat efektivitu práce s ř́ıdkou matićı i odeb́ıráńı nenulových prvk̊u. Schéma je možné
pozměnit, aby bylo dynamičtěǰśı, což má v některých př́ıpadech, jak se o tom i dále
zmı́ńıme, smysl, viz např́ıklad [128], [166]. Na druhou stranu, oproti výtce na statičnost
schématu uložeńı, možnost efektivńı práce s celými řádky v CSR formátu nebo sloupci v
CSC formátu, či dokonce podmaticemi je vlastnost, která může být v souladu s rychlým
zpracováńım, přestože formáty CSR a CSC adresuj́ı nenulové prvky matic nepř́ımo.

4.2.2 SCSC formát pro ř́ıdké matice a grafy

Složitěǰśı datová struktura založená na stejném principu jako CSC využ́ıvá podobnosti
nebo shodnosti struktury ř́ıdkosti po sobě následuj́ıćıch sloupc̊u a nazveme jej SCSC
formát. Schéma bylo použ́ıváno předevš́ım pro ukládáńı prvk̊u Choleského faktoru, kde
je opakováńı sekvenćı nenulových prvk̊u s překrývaj́ıćımi se množinami řádkových index̊u
velmi běžné a tady jej uvedeme jako připomı́nku, že schémata uložeńı mohou být moti-
vována vlastnostmi použ́ıvaných algoritmů. Zde se řádkové indexy se ukládaj́ı tak,
aby se využily překryvy ve strukturách po sobě následuj́ıćıch sloupc̊u. Při tomto uložeńı
předpokládáme, že nenulové prvky jsou ve svých sloupćıch uspořádány podle vzr̊ustaj́ıćıch
řádkových index̊u. V opačném př́ıpadě by schéma nemuselo přinést kýžený efekt dodatečné
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12









































∗
∗
∗
∗
∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗









































Obrázek 4.2.3: Př́ıklad struktury ř́ıdkosti dolńı trojúhelńıkové matice A.

komprese proti CSC formátu uložeńı. Popǐsme stručně jak toto schéma může vznikat při
vkládáńı struktury ř́ıdkosti jednotlivých sloupc̊u do pole JA. Je-li počátečńı část struk-
tury ř́ıdkosti nějakého sloupce shodná s momentálńı koncovou část́ı pole JA, pak tyto
indexy neńı třeba znovu ukládat a stač́ı uložit jen zbylou neshodnou část index̊u. Pozice
prvńıch řádkových index̊u v poli JA pro jednotlivé sloupce jsou určeny pomocným po-
lem XA. Numerické hodnoty matice jsou tedy stejně jako v CSC formátu do pole AA
a pole ukazatel̊u IA k nim umožňuje př́ıstup a zároveň slouž́ı k určeńı počtu prvk̊u ve
sloupci. Toto schéma je zjednodušeńım Shermanova formátu uložeńı, kde se diagonálńı
prvky ukládaj́ı samostatně [147]. V praxi se použ́ıvaj́ı i daľśı varianty, ale d̊uvodem naš́ı
zmı́nky o tomto formátu bylo předevš́ım ukázat jakým směrem se statické formáty uložeńı
vyv́ıjely, specializovaly a nutně i komplikovaly.

Na Obrázku 4.2.3 je znázorněna struktura ř́ıdkosti S(A) dolńı trojúhelńıkové matice,
pro kterou uvád́ıme pole IA, JA a XA jej́ıho uložeńı v SCSC formátu na Obrázku
4.2.4. Zde vid́ıme, že např́ıklad indexy sloupce 10 faktoru se nemuśı ukládat do pole JA
samostatně, ale stač́ı odkaz (39) na konec sloupce 9.

4.3 Spojové seznamy pro ř́ıdké matice

Komplexněǰśı uložeńı ř́ıdké matice lze založit na spojových seznamech, kde jsou jed-
notlivé prvky matice spolu s daľśımi informacemi uloženy jako samostatné objekty a
propojeny navzájem odkazy založenými bud’ na explicitńıch ukazateĺıch poskytovaných
operačńım systémem nebo interně prostřednictv́ım poĺı ukazatel̊u vytvořených progra-
mem pro odkazy uvnitř nějakého bloku alokované paměti. Zp̊usob odkaz̊u i uložeńı prvk̊u
matice může být velmi r̊uzný podle potřeb práce s ř́ıdkou matićı i možnost́ı hardware
a software. Můžeme např́ıklad rozlǐsovat spojový seznam cyklický či pouze lineárńı
jednostranný nebo lineárńı oboustranný. Tuto techniku zachyceńı ř́ıdké matice de-
monstrujeme pro jeden jej́ı řádek a pro jeden typ spojového seznamu na Obrázku 4.3.5.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

IA: 1 6 11 16 20 24 29 34 38 42 45 47 48

JA: 1 8 10 11 12 2 8 10 11 12 3 7 10
11 12 4 7 12 5 6 9 12 6 7 9 10
12 7 9 10 11 12 8 10 11 12 9 10 11
12 10 11 12 11 12 12

XA: 1 6 11 16 20 24 29 34 38 39 40 41

Obrázek 4.2.4: Př́ıklad uložeńı struktury ř́ıdkosti matice A z Obrázku 4.2.3 v SCSC formátu

Obrázek 4.3.5: Uložeńı prvńıho řádku matice o dev́ıti sloupćıch s nenulovými prvky a11,
a13, a14, a18, a19 pomoćı oboustranného necyklického spojového seznamu. Šipky znázorňuj́ı
ukazatele, které mohou být realizovány r̊uzným zp̊usobem.

1 a11 ⇄ 3 a13 ⇄ 4 a14 ⇄ 8 a18 ⇄ 9 a19

Většina dnešńıch programovaćıch jazyk̊u umožňuje nejenom př́ımou implementaci poĺı,
ale i datových struktur spojových seznamů. Přesto se velmi často použ́ıvá začleněńı spo-
jových seznamů do poĺı z d̊uvodu větš́ı efektivity, což může mı́t kromě jednoduchého po-
pisu výhodu např́ıklad i v lepš́ı lokalitě umı́stěných dat i transparentněǰśım využ́ıváńım
vyrovnávaćıch pamět́ı. Př́ıklad takového začleněńı je uveden na následuj́ıćım Obrázku
4.3.6. Pole FV a BV délky n zachycuj́ı př́ımý a zpětný ukazatel položek s nenulovými
prvky. Jejich pozice udávaj́ı též indexy nenulových prvk̊u, ze kterých směřuj́ı tyto uka-
zatele. Pro kompletńı informaci o znázorněném řádku matice je třeba mı́t ještě označeny
pozice pro vstup do řetěz̊u př́ımých i zpětných ukazatel̊u, ale tyto triviálńı údaje vztahuj́ıćı
se k samotnému programováńı a vytvářeńı software zde nebudeme formalizovat.

Datové struktury spojových seznamů často umožňuj́ı dynamičtěǰśı práci s matićı ve smyslu
jednodušš́ıho vkládáńı nových nenulových prvk̊u i jejich vynecháváńı. To je někdy výhoda,

Obrázek 4.3.6: Uložeńı prvńıho řádku matice z Obrázku 4.3.5, kde spojový seznam je
implementován pomoćı poĺı.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

V : a11 a13 a14 a18 a19

FV: 3 4 8 9

BV: 1 3 4 8
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za kterou se ale může platit obt́ıžněǰśım přizp̊usobeńım soudobým poč́ıtačovým
architekturám. Jedna z hlavńıch liníı tohoto textu je ukázat teoretické výsledky pro
práci s ř́ıdkými maticemi, které často umožńı spojové seznamy obej́ıt u naprosté většiny
použitých dat.

Historicky vznikla celá řada specializovaných schémat uložeńı a jejich přehled je možné
naj́ıt např́ıklad v [130] či [97]. Mnoho z nich má daľśı d̊uležité analogie, které např́ıklad
slouž́ı pro ukládáńı matice s blokovou strukturou, která je pro soudobé poč́ıtáńı velmi
podstatná. Mnoho z nich bylo ale také navrženo bez ohledu na reálný př́ınos pro imple-
mentaci kĺıčových matematických postup̊u numerické lineárńı algebry, pro které nav́ıc ve
své době chyběly základńı implementačńı vzory. Protože se ale algoritmy práce s ř́ıdkými
maticemi výrazně měńı, měńı se i poč́ıtačové architektury a dostáváme se do situace, že
uplatněńı dnes nalézá i řada nápad̊u z minulosti.
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5

Grafy a jejich matice

Grafy pro nás v tomto textu představuj́ı hlavně nástroj pro práci s ř́ıdkými maticemi. V
následuj́ıćım textu zavedeme postupně grafy neorientované i orientované. Někdy se hod́ı
použ́ıvat i jejich kombinace, grafy smı́̌sené, které mohou obsahovat jak hrany neorien-
tované tak i orientované, jak o nich budeme hovořit ve dvou následovně prezentovaných
verźıch základńıch typ̊u graf̊u.

5.1 Neorientovaný graf

Nejjednodušš́ım typem grafu je prostý neorientovaný graf z následuj́ıćı Definice 5.1.1.

Definice 5.1.1 Prostý neorientovaný graf G je uspořádaná dvojice množin (V,E).
Množina V = {v1, . . . , vn} se nazývá množina vrchol̊u grafu G. E = {e1, . . . , em}
nazýváme Množina E = {e1, . . . , em} hran grafu G splňuje E ⊆

(

V
2

)

.

Množinu V o velikosti |V | = n zde často ztotožňujeme s množinou {1, . . . , n} a hrany
pak jsou dány neuspořádanými dvojicemi {i, j}. Př́ıklad prostého neorientovaného grafu
G = ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, {{1, 2}, {2, 3}, {1, 4}, {3, 4}, {3, 6}, {3, 5}, {5, 6}}) je na Obrázku
5.1.1. Vrchol̊um odpov́ıdaj́ı zakreslené body a hranám jejich spojnice.

Poznámka 5.1.1 V naš́ı definici jsou každé dva vrcholy grafu spojeny nejvýše jednou
hranou. Model multigrafu umožňuje zavést v́ıce hran mezi konkrétńımi vrcholy. Ne-
uvažujeme ani hrany incidentńı pouze jednomu vrcholu, které se nazývaj́ı smyčky. Pod
neorientovaným grafem bez blǐzš́ıho určeńı budeme myslet prostý neorientovaný graf
podle Definice 5.1.1.

41
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1

2

4

3

6 5

Obrázek 5.1.1: Př́ıklad prostého neorientovaného grafu G = ({1, 2, 3, 4, 5, 6}, {{1, 2},
{2, 3}, {1, 4}, {3, 4}, {3, 6}, {3, 5}, {5, 6}})

5.1.1 Základńı terminologie neorientovaného grafu

Vrcholy vi a vj neorientované hrany {vi, vj} ∈ E nazýváme jej́ımi koncovými vrcholy.
Dva vrcholy množiny V , které jsou vrcholy nějaké neorientované hrany, nazveme sou-
sedńımi vrcholy nebo také (vzájemnými) sousedy grafu. Je-li vrchol v koncovým vr-
cholem nějaké neorientované hrany e ∈ E, čili je-li v ∈ e, nazveme jej incidentńı této
hraně. Hranu e budeme pak analogicky nazývat incidentńı vrcholu vi. Vrcholy grafu, které
nejsou incidentńı žádné hraně grafu, budeme nazývat izolované vrcholy. Množinu vrchol̊u
grafu incidentńıch hranám z nějaké množiny hran E budeme někdy pro jej́ı zd̊urazněńı
označovat V (E). Úplným grafem nazveme takový neorientovaný graf, pro který plat́ı

E =

(

V
2

)

. Potřebujeme-li zd̊uraznit u nějaké množiny vrchol̊u V nebo hran E, ke

kterém grafu patř́ı, zd̊urazńıme to značeńım jako např́ıklad V (G) nebo E(G) pro graf G.

Definice 5.1.2 Graf G′ = (V ′, E ′) nazveme podgrafem neorientovaného grafu G =
(V,E), plat́ı-li V ′ ⊆ V , E ′ ⊆ E a všechny vrcholy V (E ′) incidentńı hranám E ′ podgrafu
G′ patř́ı do V ′.

Jestliže E ′ obsahuje všechny hrany grafu G, které maj́ı koncové vrcholy z V ′, nazveme
graf G′ podgrafem grafu G indukovaným množinou vrchol̊u V ′ ⊆ V (G) a budeme jej
označovat G(V ′). Analogicky je definován podgraf indukovaný množinou hran. Výsledkem
operace přidáńı hrany do grafu rozumı́me nový graf, který je sjednoceńım p̊uvodńıho
grafu a grafu indukovaného touto hranou, přičemž sjednoceńım graf̊u G1 = (V1, E1) a
G2 = (V2, E2) rozumı́me graf G = (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2). Klikou stupně k grafu G nazveme
jeho úplný podgraf s počtem vrchol̊u (mohutnost́ı množiny vrchol̊u) k.

Množinu soused̊u vrcholu v ∈ V v neorientovaném grafu G = (V,E) označ́ıme
výrazem adj(v). To jest,

adj(v) = {u ∈ V | {u, v} ∈ E}.
Budeme-li zde cht́ıt zd̊uraznit graf, kterého se tato množina týká, uvedeme jej jako dolńı
index v označeńı této množiny, jako např. adjG(v) je množina soused̊u vrcholu v v grafu G.
Tento dolńı index nebudeme uvádět, bude-li zřejmé z kontextu, k jakému grafu se množina
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soused̊u nějakého vrcholu vztahuje. Velikost množiny soused̊u |adj(v)| budeme nazývat
stupněm vrcholu v v daném grafu a budeme jej někdy označovat jednodušš́ım zápisem
deg(v). Stejně jako v jiných př́ıpadech pro vyhnut́ı se nejasnostem někdy použijeme
označeńı grafu ve formě dodatečného indexu. Např́ıklad budeme použ́ıvat zápis degG(v)
pro stupeň vrcholu v v grafu G. Pojem množiny soused̊u jednoho vrcholu můžeme také
zobecnit na množinu soused̊u nějaké podmnožiny U ⊆ V následovně.

adjG(U) = {u 6∈ U |(∃v ∈ U)(u ∈ adjG(v))} (5.1)

Množinu adjG(U) pak nazýváme množinou sousednosti množiny U v grafu G.

Definice 5.1.3 Dva neorientované grafy G = (V,E) a G′ = (V ′, E ′) nazveme izomorfńı,
existuje-li vzájemně jednoznačné zobrazeńı mezi jejich množinami vrchol̊u α : V → V ′,
které zachovává sousednost vrchol̊u. Pod zachováváńım sousednosti vrchol̊u rozumı́me, že
e ∈ E je hrana s koncovými vrcholy u a v právě tehdy, je-li e′ ∈ E ′ hrana s koncovými
vrcholy α(u) a α(v).

Dva izomorfńı grafy můžeme z praktického pohledu často navzájem zaměňovat. Záměna
množiny vrchol̊u V = {v1, . . . , vn} za množinu {1, . . . , n} (tedy jejich nové označeńı) s
př́ıslušným zobrazeńım mezi množinami hran je př́ıkladem takové izomorfie. Tuto izo-
morfii, kde polož́ıme V = {1, . . . , n} budeme použ́ıvat velmi často, nebot’ pak můžeme
vrcholy př́ımo porovnávat a často se tak zjednoduš́ı naše vyjadřováńı.

5.1.2 Sekvence hran a vrchol̊u neorientovaného grafu

Necht’ G je neorientovaný graf. Posloupnost t hran

{i0, i1}, {i1, i2}, . . . , {it−1, it}

incidentńıch množině vrchol̊u {i0, . . . , it}, nazveme sledem mezi vrcholem i0 a vrcholem
it, který má délku t, která je tedy dána počtem hran sledu. Triviálńı sled s t = 0, reprezen-
tovaný pouze vrcholem má i0, má délku 0. Vrcholy i0 a it nazýváme koncové vrcholy sledu
a ř́ıkáme, že jsou spojeny/propojeny t́ımto sledem. Sled nazýváme uzavřený, plat́ı-li
i0 = it. V opačném př́ıpadě se sled nazývá otevřený. Sled, jehož všechny hrany jsou
r̊uzné, se nazývá tah. Jsou-li všechny vrcholy tahu r̊uzné s možnou výjimkou pro koncové
vrcholy, tedy pro i0 = it, nazývá se tento tah (neorientovanou) cestou. Fakt, že mezi
dvěma vrcholy grafu u a v existuje neorientovaná cesta budeme zapisovat u ⇔ v nebo

také u
G⇐⇒ v, když chceme zd̊uraznit, že uvažujeme cestu v grafu G. Chceme-li nav́ıc ještě

omezit množinumezilehlých vrchol̊u cesty, tedy vrchol̊u cesty mimo vrchol̊u koncových,
na nějakou množinu S ⊆ V (G), pak cestu mezi dvěma vrcholy v G zaṕı̌seme

j
G⇐⇒
S

k.

Uzavřená cesta se také nazývá cyklus. Vrchol grafu it nazveme pro danou množinu S ⊆ V
grafu dosažitelným z vrcholu i0 přes množinu S, existuje-li cesta s koncovými vr-
choly i0 a it taková, že všechny existuj́ıćı mezilehlé vrcholy této cesty jsou obsaženy



44 5. Grafy a jejich matice

v množině S. Neřekneme-li jinak, připoušt́ıme v našem textu i prázdnou množinu me-
zilehlých vrchol̊u, kdy se tato cesta redukuje na jedinou hranu. Formálně si definujeme
množinu dosažitelnosti následovně.

Definice 5.1.4 Necht’ V je množina vrchol̊u grafu G a necht’ i0 ∈ V, S ⊆ V. Množinu
dosažitelnosti vrcholu i0 ∈ V přes množinu S v grafu G označenou Reach(i0, S, G),
definujeme vztahem

Reach(i0, S, G) = {k ∈ V | k ∈ V je dosažitelný z x ∈ V v grafu G přes S }
nebo tedy

Reach(i0, S, G) = {k ∈ V | i0 G⇐⇒
S

k}

V množině dosažitelnosti vrcholu tedy formálně předpokládáme že vrchol i0 může a
nemuśı být v množině S. Někdy budeme o cestě, ale také o sledu či tahu, hovořit také jako
o posloupnosti vrchol̊u nebo posloupnosti vrchol̊u a hran, je-li toto vyjádřeńı jednoznačné.
V námi zavedeném neorientovaném grafu je délka nejkratš́ıho cyklu alespoň 3. Prostý graf
z obrázku 5.1.1 má dva cykly. Jeden má délku čtyři a druhý má délku tři. Vzdálenost́ı
vrchol̊u u a v v neorientovaném grafu nazveme délku nejkratš́ı cesty, která má u a v
jako své koncové vrcholy, to jest délku takové cesty, která má z nich nejmenš́ı počet
hran. Daľśım základńım grafovým pojmem teorie graf̊u je souvislost, kterou uvedeme v
následuj́ıćı definici.

Definice 5.1.5 Neorientovaný graf je souvislý, jestlǐze jsou jeho každé dva vrcholy spo-
jeny sledem.

Neńı-li graf souvislý, budeme jej nazývat nesouvislým. Grafu indukovaný jedńım
vrcholem nebo graf prázdný (V = E = ∅) jsou triviálně považovány za souvislé. Propojeńı
vrchol̊u sledem reprezentuje relaci souvislosti nad vrcholy grafu. Tato relace je ekvivalence
a indukuje tak rozklad množiny vrchol̊u na podmnožiny následuj́ıćım zp̊usobem:

V = V1 ∪ . . . ∪ Vt. (5.2)

Podgrafy indukované množinami V1, . . . , Vt nazveme souvislými komponentami (nebo
komponentami souvislosti, př́ıpadně pouze komponentami) neorientovaného grafu G. Sou-
vislý graf s počtem hran o jedničku menš́ım než je počet jeho vrchol̊u se nazývá strom.
Snadno nahlédneme, že strom nemůže obsahovat žádný cyklus. Neorientovaný graf, který
neobsahuje cyklus, se také nazývá acyklický. Graf, který je acyklický, ale neńı nutně
souvislý, se nazývá les.

Daľśım d̊uležitým pojmem, který později použijeme, je vrcholová barevnost grafu.
Je definována jako minimálńı počet barev, kterými můžeme obarvit vrcholy grafu tak,
že žádná hrana mezi dvěma vrcholy nemá oba koncové vrcholy stejné barvy. Důležitým
speciálńım př́ıpadem grafu je graf bipartitńı, což je graf, jehož vrcholová barevnost
je rovna dvěma. V následuj́ıćım textu, nebude-li moci doj́ıt k nedorozuměńı, budeme
často použ́ıvat následuj́ıćı zjednodušený zápis. Je-li nějaký vrchol v grafu G prvkem jeho
množiny vrchol̊u nebo hrana e prvkem jeho množiny hran, pak budeme psát v ∈ G,
respektive e ∈ G. Stejně tak budeme ztotožňovat graf s jeho množinou vrchol̊u nebo hran
v př́ıpadech, kde nemůže doj́ıt k nedorozuměńı.
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Obrázek 5.1.2: Př́ıklad matice sousednosti pro prostý neorientovaný graf z obrázku 5.1.1

5.1.3 Matice neorientovaného grafu

S neorientovanými grafy jsou přirozeně spjaty některé matice. Zde si uvedeme dvě z nich.
Podrobný výklad najdeme např́ıklad v [24].

5.1.3.1 Matice sousednosti neorientovaného grafu

Matice sousednosti grafu je definována následovně.

Definice 5.1.6 Necht’ G = (V,E) je prostý neorientovaný graf s V = {1, . . . , n}. Matićı
sousednosti tohoto grafu G nazveme (0, 1) matici AG = (aij) (i, j ∈ V ), kde aij je rovno
počtu neorientovaných hran {i, j} mezi vrcholy i a j.

Někdy také uvažujeme matici sousednosti s doplněnými diagonálńımi prvky (jedničkami).
Následuj́ıćı př́ıklad demonstruje matici sousednosti.

Př́ıklad 5.1.1 Prostý neorientovaný graf G z Obrázku 5.1.1 má symetrickou (0, 1) matici
sousednosti AG znázorněnou na Obrázku 5.1.2. Počet nenulových prvk̊u v i-tém řádku této
matice je roven stupni degG(i) vrcholu i v grafu G.

Izomorfie dvou neorientovaných graf̊u se dá jednoduše znázornit pomoćı jejich matic
sousednosti, což je obsahem následuj́ıćı poznámky.

Poznámka 5.1.2 Necht’ G a G′ jsou dva prosté neorientované grafy. Označme jejich
matice sousednosti, po řadě, A = AG a A′ = A′

G. Z definice izomorfismu grafu plyne, že
G a G′ jsou izomorfńı právě tehdy, lze-li symetricky permutovat řádky a sloupce matice A
tak, že dostaneme matici A′. Jinými slovy, tyto grafy jsou izomorfńı právě tehdy, existuje-
li permutačńı matice P ∈ Rn×n taková, že A′ = P TAP.

5.1.3.2 Matice incidence neorientovaného grafu

Daľśı d̊uležitou matićı, kterou lze definovat pro daný neorientovaný graf, je neorientovaná
matice incidence (incidenčńı matice) grafu.

Definice 5.1.7 Necht’ G = (V,E) je prostý neorientovaný graf s V = {1, . . . , n}, E =
{1, . . . , m}. Matićı incidence (incidenčńı matićı, matićı hrany krát vrcholy) grafu G
nazveme (obecně obdélńıkovou) (0,1) matici AG = (aij), (i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}),
kde aij = 1, je-li j vrcholem hrany i a aij = 0 v opačném př́ıpadě.
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Obrázek 5.1.3: Př́ıklad matice incidence pro prostý neorientovaný graf z obrázku 5.1.1
s oč́ıslováńım hran e1 = {1, 2}, e2 = {2, 3}, e3 = {1, 4}, e4 = {3, 4}, e5 = {3, 6}, e6 =
{3, 5}, e7 = {5, 6} a s řádky odpov́ıdaj́ıćımi postupně hranám e1, . . . , e7.

Matice incidence grafu G z obrázku 5.1.1 je znázorněna na obrázku 5.1.3. Pozměńıme-
li tuto matici tak, že v každém řádku se dvěma nenulovými prvky jeden z nich změńıme z
1 na −1, hovoř́ıme orientované matici incidence (neorientovaného grafu). Samozřejmě,
takto definovaná transformace matice incidence neńı obecně jednoznačná a v praxi se
použ́ıvaj́ı jej́ı r̊uzné varianty. Počet r̊uzných možných možnost́ı orientace v prostém neo-
rientovaném grafu je roven 2m, kde m je počet řádk̊u neorientované matice incidence, což
je také počet hran odpov́ıdaj́ıćıho grafu.

5.1.4 Některé vztahy mezi neorientovanými grafy a jejich mati-

covými reprezentacemi

Mezi maticemi sousednosti a incidence neorientovaného grafu plat́ı následuj́ıćı vztah.

Věta 5.1.1 Necht’ G = (V,E) je prostý neorientovaný graf s V = {1, . . . , n}. Necht’

A ∈ Rm×n je incidenčńı matice tohoto grafu a B jeho matice sousednosti (bez diagonálńıch
prvk̊u). Pak plat́ı

ATA = D +B, (5.3)

kde D = (di)i=1,...,n ∈ Rn×n je diagonálńı matice a di = deg(i) pro i ∈ V .

Důkaz: Snadno je vidět, že diagonálńı prvek matice ATA se rovná stupni př́ıslušného
vrcholu. Uvažme přitom, že sloupce odpov́ıdaj́ı jednotlivých vrchol̊um a diagonálńı prvek
ATA je dán skalárńım součinem sloupce se sebou samým.

Co se týká mimodiagonálńıch prvk̊u, které odpov́ıdaj́ı odlǐsným vrchol̊um, je situace
následuj́ıćı: Pro dva r̊uzné vrcholy i a j je prvek symetrické matice ATA na pozici {i, j}
roven jedné právě tehdy, když jsou př́ıslušné vrcholy spojeny hranou. Je to vidět i tak, že
př́ıslušný skalárńı součin dvou sloupc̊u obsahuje jednotkové př́ıspěvky pouze tehdy, když
jsou tyto vrcholy propojeny hranou. Tvrzeńı je tak dokázáno. �

Poznámka 5.1.3 Orientovaná matice incidence splňuje mı́rně pozměněný vztah (5.3).
Konkrétně plat́ı

ATA = D −B. (5.4)
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Důkaz: Snadno nahlédneme, že každý mimodiagonálńı prvek je daný součinem jedničky
a minus jedničky. Pro diagonálńı prvky matice ATA se nic neměńı. Z tvrzeńı je zřejmé,
že platnost tohoto vztahu nezáviśı na konkrétńı orientaci prvk̊u matice incidence. �

Při diskretizaćıch oblast́ı se často použ́ıvá pojem hranového grafu, který zavedeme v
následuj́ıćı definici.

Definice 5.1.8 Necht’ G = (V,E) je prostý neorientovaný graf. Hranový graf L(G) =

(V L, EL) definuje V L = E. Množina EL ∈
(

V L

2

)

obsahuje právě ty dvojice prvk̊u z V L,

které jsou incidentńı společnému vrcholu z V , to jest, plat́ı-li

{e1, e2} ∈ EL ⇔ e1 ∩ e2 6= ∅.

Pro hranový graf plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı, které je analogíı tvrzeńı Věty 5.3:

Věta 5.1.2 Necht’ A ∈ Rm×n je incidenčńı matice prostého neorientovaného grafu G a
necht’ B ∈ Rm×m je matice sousednosti hranového grafu L(G). Pak plat́ı

AAT = 2Im +B (5.5)

Důkaz: Pro i 6= j je prvek matice B o indexech i a j roven jedné právě tehdy, maj́ı-li
hrany ei a ej grafu G společný vrchol. Jinak je roven nule. Totéž však můžeme ř́ıci o
matici AAT . Hodnoty diagonálńıch prvk̊u je také snadné ověřit. �

Druhým základńım modelem grafu je graf orientovaný. Tř́ıda orientovaných graf̊u
se lǐśı od neorientovaných graf̊u t́ım, že jejich hrany jsou prvky kartézského součinu a
vrcholy, které je vyjadřuj́ı, jsou tedy uspořádané.

5.2 Orientovaný graf

Definice 5.2.1 Prostý orientovaný graf G je uspořádaná dvojice (V,E), kde V =
{v1, . . . , vn} se nazývá množina vrchol̊u grafu G a E se nazývá množina orientovaných
hran tohoto grafu, kde

E ⊆ V × V \ {(v1, v1), . . . , (vn, vn)}.

Je-li (i, j) hrana z E, pak vrchol i nazýváme jej́ım počátečńım vrcholem a vrchol j jej́ım
koncovým vrcholem. Stejně tak ale m̊užeme hovořit o dvou koncových vrcholech oriento-
vané hrany.

Analogicky jako výše, orientovaným grafem bez bližš́ı specifikace rozumı́me prostý
orientovaný graf, pokud neuvedeme jinak.
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5.2.1 Vztah terminologie orientovaného a neorientovaného grafu

Mezi neorientovaným a orientovaným grafem neńı př́ılǐs hluboká propast. Budeme-li v
tomto textu rozšǐrovat platnost některých definićı, vlastnost́ı a tvrzeńı, které zavád́ıme
pro orientované grafy, i na grafy neorientované, pak t́ım budeme rozumět jejich platnost
pro neorientovaný graf, kde máme neorientovanou hranu {i, j} mezi vrcholy i a j právě
tehdy, existuje-li v p̊uvodńım grafu alespoň jedna z hran (i, j) nebo (j, i). Takto de-
finovaný neorientovaný graf, odvozený z orientovaného grafu G, budeme dále nazývat
jeho symetrizaćı. Opačně, některá tvrzeńı i vlastnosti týkaj́ıćı se neorientovaných graf̊u
můžeme bez problému aplikovat i na orientovaný graf odvozený tak, že každou neori-
entovanou hranu {i, j} mezi vrcholy i a j nahrad́ıme dvojićı orientovaných hran (i, j) a
(j, i). Tento odvozený graf se nazývá symetrickou orientaćı p̊uvodńıho neorientovaného
grafu.

Neorientovanému grafu můžeme také přǐradit orientovaný graf tak, že každou hranu
{i, j} mezi vrcholy i a j orientujeme výlučně bud’ jako (i, j) nebo jako (j, i). Tento proces
se nazývá nesymetrická orientace (stručně jen orientace) grafu a neńı obecně jedno-
značný. Nicméně může být užitečný v některých algoritmech pro práci s ř́ıdkými maticemi.
Výše uvedenou orientaci matice incidence můžeme interpretovat také jako orientaci
hran grafu, neboli jako vytvořeńı matice odpov́ıdaj́ıćı nějaké nesymetrické orientaci
grafu.

5.2.2 Terminologie orientovaného grafu

Vzájemné transformace mezi neorientovanými a orientovanými grafy umožňuj́ı jednoduché
rozš́ı̌reńı řady pojmů zavedených dř́ıve jako pojmů charakterizuj́ıćı grafy neorientované.
V některých př́ıpadech přidáme ještě daľśı značeńı a zd̊urazńıme odlǐsnost pojmů pro
neorientovaný a orientovaný graf.

Důležitým rozš́ı̌reńım z neorientovaných graf̊u jsou pojmy orientovaného sledu, ori-
entovaného tahu a orientované cesty, kde v posloupnosti hran, které je definuj́ı,
uvažujeme pouze orientované hrany. Konkrétně, v nejobecněǰśım pojmu sledu s vrcholy
i0, . . . , lt předpokládáme orientace hran v pořad́ı (i0, i1), (i1, i2), . . . , (it−1, it). Existenci
orientované cesty z počátečńıho vrcholu u do koncového vrcholu v budeme zapisovat

u ⇒ v nebo také u
G
=⇒ v, když chceme zd̊uraznit, že uvažujeme cestu v grafu G. Ome-

zeńı množiny vrchol̊u cesty pak poṕı̌seme analogicky jako u neorientovaných cest. Hrana

(u, v) zapisovaná též jako u→ v nebo u
G−→ v je triviálńı př́ıpad takové orientované cesty.

Dosažitelnost a množina dosažitelnosti v orientovaném grafu jsou definovány analogicky
s t́ım, že se uvažuj́ı pouze orientované cesty. Výše zmı́něné označeńı vrchol̊u hrany orien-
tovaného grafu G jako počátečńım a koncovém vrcholu nebo dvou koncových vrcholech v
př́ıpadě kdy nemůže doj́ıt k záměně, je dáno uvažováńım orientované hrany jako hrany v
symetrizaci grafu G. Analogicky, pro sled

(i0, i1), (i1, i2), . . . , (it−1, it)

jsou i0 a it jeho koncové vrcholy, nebo také i0 je počátečńı vrchol sledu a it je koncový
vrchol sledu. Analogicky se rozš́ı̌ruje pojem podgrafu indukovaného množinou vrchol̊u
grafu i na orientované grafy. I pojem stromu lze snadno zobecnit na orientované grafy tak,
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že za orientovaný strom považujeme orientovaný graf, jehož symetrizace je stromem.
V orientovaném grafu definujeme pro každý jeho vrchol v ∈ V následuj́ıćı podmnožiny
množiny soused̊u vrchol̊u.

adj+(v) = {u ∈ V |(v, u) ∈ E}
adj−(v) = {u ∈ V |(u, v) ∈ E}.

Množinou sousednosti (soused̊u) adj(v) pro v ∈ V rozumı́me sjednoceńı adj+(v)∪adj−(v)
tedy množinu soused̊u symetrizace orientovaného grafu.

Podstatným rozš́ı̌reńım pojmu souvislosti z neorientovaných graf̊u je pojem silné sou-
vislosti orientovaných graf̊u. Dva vrcholy x1 a x2 orientovaného grafu G se nazývaj́ı silně
souvislé, plat́ı-li

x1
G
=⇒ x2 ∧ x2

G
=⇒ x1. (5.6)

Vrchol sám se přitom považuje triviálně za silně souvislý sám se sebou. Silná souvislost
tak definuje na množině vrchol̊u ekvivalenci a indukuje obecně rozklad množiny vrchol̊u
na t, t ≥ 1 tř́ıd ekvivalence vrchol̊u V1, V2, . . . , Vt, kde

V = V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vt. (5.7)

Podgrafy indukované celými množinami vrchol̊u jednotlivých tř́ıd ekvivalence se nazývaj́ı
silné komponenty orientovaného grafu G. Jsou to tedy maximálńı množiny navzájem
silně souvislých vrchol̊u, kde maximum se uvažuje ve smyslu inkluze, nikoliv ve smyslu
nalezeńı silné komponenty s největš́ı kardinalitou.

Definice 5.2.2 Orientovaný graf G se nazývá silně souvislý, má-li právě jednu silnou
komponentu. Jinými slovy, graf je silně souvislý právě tehdy, jsou-li všechny dvojice jeho
vrchol̊u navzájem silně souvislé.

5.2.3 Matice spojené s orientovaným grafem

Matici incidence jsme zmı́nili při zaváděńı procesu orientace grafu. Co se týká matice
sousednosti prostého orientovaného grafu G, pro naše účely bude stačit ji chápat jako
matici sousednosti symetrizace grafu G.

5.2.4 Acyklické grafy a kořenové stromy

Velmi významné mı́sto mezi grafy z teoretického i praktického pohledu zauj́ımaj́ı ori-
entované acyklické grafy. Následuj́ıćı definice zavád́ı nejprve standardńı topologické
oč́ıslováńı grafu.

Definice 5.2.3 Topologickým oč́ıslováńım (orientovaného grafu, vrchol̊u orientovaného
grafu) nazveme takové zobrazeńı (oč́ıslováńı) α : V → {1, . . . , |V |} jeho vrchol̊u V , že pro
všechny jeho hrany (u, v), u, v ∈ V plat́ı

α(u) < α(v).
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Věta 5.2.1 Orientovaný graf je acyklický právě tehdy, existuje-li jeho topologické oč́ıslováńı.

Důkaz: Necht’ je daný graf G acyklický. Nejprve ukážeme, že v něm muśı existovat vrchol
v, pro který plat́ı adj−(v) = ∅. Tento vrchol nazveme zdrojem acyklického grafu. Zvolme
libovolný vrchol x ∈ V (G). Je-li zdrojem, pak jsme hotovi. Neńı-li zdrojem, existuje nějaký
vrchol, z něhož vede hrana do x. Opakováńım tohoto procesu maximálně (|V | − 1)-krát
nalezneme v grafu s konečným počtem vrchol̊u zdroj, protože graf je acyklický a nelze se
t́ımto zp̊usobem vrátit do vrcholu v.

Předpokládejme nyńı, že graf G = (V,E) je acyklický a uvažujme matematickou in-
dukci podle počtu jeho vrchol̊u. Pro |V | = 1 je tvrzeńı je zřejmé. Necht’ |V | > 1. Pak exis-
tuje jeho zdroj s a s využit́ım indukčńıho předpokladu existence topologického oč́ıslováńı
podgrafu grafuG indukovaného množinou V \{s} źıskáme oč́ıslováńı tak, že α(s) přǐrad́ıme
menš́ı hodnotu než všem vrchol̊um z tohoto podgrafu, pro který ale topologické oč́ıslováńı
existuje. To jde vždy s využit́ım č́ısel z intervalu 〈1, , , |V |〉.

Opačně, existuje-li topologické oč́ıslováńı grafu, graf muśı být acyklický, nebot’ jinak
bychom dostali spor porovnáváńım hodnot zobrazeńı α vrchol̊u existuj́ıćıho cyklu. �

V acyklických neorientovaných grafech můžeme zavést orientaci na základě vy-
braného vrcholu tak, jak nyńı poṕı̌seme. Nejprve definice.

Definice 5.2.4 Kořenovým stromem nazveme acyklický a souvislý graf (strom) s jedńım
vybraným vrcholem r. Ten budeme budeme nazývat kořen tohoto stromu.

Výběr kořene znamená zavedeńı orientace v neorientovaném stromu nebo zave-
deńı nové orientace stromu, který byl p̊uvodně orientovaný nebo smı́̌sený. Zat́ımco
prvńı př́ıpad je jasný, zavedeńı nové orientace znamená nejprve odstraněńı p̊uvodńı
celé nebo “částečné” orientace symetrizaćı. Nová orientace, pokud neuvedeme ji-
nak, bude v tomto textu určena tak, že existuj́ı jednoznačně určené orientované cesty z
kořene r ke všem ostatńım vrchol̊um V r {r}. Orientaci můžeme zavést i v obecném
nesouvislém orientovaném acyklickém grafu určeńım vrcholu v každé jeho komponentě,
tedy výběrem kořenu jeho komponenty. Kořenové stromy tedy budeme obvykle uvažovat
jako grafy orientované. Následuj́ıćı terminologie se týká obecně orientovaných acyklických
graf̊u, které tedy zahrnuj́ı i kořenové stromy.

Definice 5.2.5 Vrchol x orientovaného acyklického grafu G nazveme předkem vrcholu
y, existuje-li v něm orientovaná cesta z x do y. Vrchol x orientovaného acyklického grafu
nazveme potomkem vrcholu y, je-li vrchol y předkem vrcholu x.

Protože uvažujeme i cesty nulové délky, pak každý vrchol je sám svým předkem
i potomkem. Tato konvence, jakkoli se zdá být zvláštńı, umožńı jednodušeji formulovat
některá tvrzeńı. Vlastńı předek respektive potomek nějakého vrcholu je takový jeho
předek respektive potomek, který se lǐśı od sebe sama. Množinu všech předk̊u nějakého
vrcholu x budeme označovat anc(x) nebo ancG(x), chceme-li zd̊uraznit acyklický graf, ke
kterému se pojem předka vztahuje. Analogicky množinu potomk̊u vrcholu x v grafu G
budeme značit desc(x) nebo descG(x). Pro orientované acyklické grafy T = (V,E) a tedy i
kořenové stromy dále zavedeme nejbližš́ıho nevlastńıho předka nazvaného nazývané otec
pomoćı následuj́ıćıho zobrazeńı parent.
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Obrázek 5.2.4: Př́ıklad kořenového stromu. Jeho kořen je vrchol 12.

Definice 5.2.6

parent(j) =

{

i⇔ ∃ i ∈ V (T ), (i, j) ∈ E(T ),
null jinak.

(5.8)

Vrchol x nazveme synem vrcholu y právě tehdy, je-li vrchol y otcem vrcholu x, to jest,
plat́ı-li y = parent(x) .

V př́ıpadě kořenového stromu T = (V,E), který je souvislý, má hodnotu null pouze
kořen r. V orientovaném lese takových vrchol̊u může být v́ıc. Na obrázćıch kořenových
stromů zavedeme konvenci, že vlastńı potomky vrcholu nakresĺıme vždy ńıže než samotný
vrchol, a pak nemuśıme vyznačovat orientaci pomoćı šipek. Obrázek 5.2.4 znázorňuje
př́ıklad kořenového stromu. Jeho kořenem je vrchol 12. Dále, např́ıklad, vrchol 10 je
předkem vrchol̊u 2, 8 a 9 a ti jsou zase jeho potomci. Seznam předk̊u vrcholu 10 je
anc(10) = {10, 11, 12}. Hodnoty zobrazeńı parent(i) pro vrcholy stromu z Obrázku 5.2.4
jsou, po řadě rovny 8, 10, 7, 7, 6, 9, 9, 10, 11, 12, null.

Pro kořenový strom i pro obecný acyklický graf budeme v tomto textu dále použ́ıvat
alternativńı topologického oč́ıslováńı dané následuj́ıćı definićı

Definice 5.2.7 Topologickým oč́ıslováńım acyklického grafu nazveme takové zobra-
zeńı (oč́ıslováńı) α : V → {1, . . . , |V |} jeho vrchol̊u V , že pro všechny jeho hrany (parent(u), u) u ∈
V , pokud existuj́ı, plat́ı

α(u) < α(parent(u)).

Zd̊urazněme tedy, že bez újmy na obecnosti budeme tedy i v obecném orientovaném
acyklickém grafu použ́ıvat opačnou orientaci než byla diskutována výše tak aby byla
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shodná s orientaćı kořenového stromu jako speciálńıho př́ıpadu orientovaného acyklického
grafu. To je motivováno kompatibilitou s daľśımi částmi textu.

Zavedené značeńı umožňuje jednoduše vyjádřit následuj́ıćı zřejmé pozorováńı.

Pozorováńı 5.2.1 Topologické oč́ıslováńı α orientovaného acyklického grafu G = (V,E)
má následuj́ıćı tranzit́ıvńı vlastnost.

α(v) < α(u) pro u ∈ anc(v), u 6= v. (5.9)
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Od matic ke graf̊um

Zat́ımco v předcházej́ıćı kapitole jsme se věnovali graf̊um a definovali i některé matice,
které jsou pro grafy definovány, v této kapitole vyjdeme z pojmu ř́ıdké matice a zavedeme
si několik variant graf̊u, který charakterizuj́ı strukturu jej́ıch nenulových prvk̊u, tedy
strukturu ř́ıdkosti matice. Tyto grafy budeme také nazývat grafové modely struk-
tury ř́ıdkosti matic. Takto zavedené grafové modely mohou být dále modifikovány podle
konkrétńıch potřeb a př́ıpadné modifikace model̊u zmı́ńıme v př́ıslušných situaćıch.

6.1 Matice a jejich grafy

Uvažujme obecně obdélńıkovou matici A ∈ Rm×n a rozlǐsme tři základńı modely, kterými
zachyt́ıme jej́ı strukturu ř́ıdkosti. Grafový model dále ve většině př́ıpad̊u snadno rozš́ı̌ŕıme
s pomoćı vrcholového a/nebo hranového ohodnoceńı tak, aby zachycoval nejenom struk-
turu, ale i hodnoty nenulových prvk̊u. Obecně tedy pak budeme hovořit o grafech (gra-
fových modelech) matice.

6.1.1 Grafový model čtvercové symetrické matice

Neorientovaným grafovým modelem nebo také grafem symetrické matice A ∈ Rn×n

(tedy pro m = n) nazveme neorientovaný graf G = (V,E), kde V = {v1, . . . , vn},
E ⊆

(

V
2

)

. Přitom polož́ıme

E = {{vi, vj}|aij 6= 0 ∧ vi 6= vj} .

Nenulovým prvk̊um z matice tedy přǐrazujeme bijekćı neorientované hrany tohoto grafu.
V následuj́ıćım uvád́ıme př́ıklad symetrické matice a odpov́ıdaj́ıćıho grafu G = (V,E) =
({1, . . . , 6}, E). Matice je znázorněna na Obrázku 6.1.1 a odpov́ıdaj́ıćı orientovaný graf
na Obrázku 6.1.2.

Model neorientovaného grafu můžeme využ́ıt k zachyceńı struktury ř́ıdkosti matice A
také v př́ıpadě, je-li matice symetrická pouze strukturálně a nikoli numericky. To jest
v př́ıpadě, že existuj́ı r̊uzné indexy i1, j1 ∈ {1, . . . , n} takové, pro které ai1j1 6= aj1i1 a
zároveň je splněno, že plat́ı-li pro nějaký prvek aij matice A aij 6= 0, pak také aji 6= 0.

53
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Obrázek 6.1.1: Symetrická matice A ∈ Rn×n.
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Obrázek 6.1.2: Neorientovaný graf G = ({1, . . . , 6}, E) odpov́ıdaj́ıćı matici z Obrázku
6.1.1.

6.1.2 Grafový model čtvercové nesymetrické matice

Orientovaným grafem (grafovým modelem) čtvercové a obecně nesymetrické matice
A ∈ Rn×n nazveme prostý orientovaný graf G = (V,E) vytvořený následuj́ıćım zp̊usobem.
Jeho množina vrchol̊u je V = {v1, . . . , vn} a jeho množina hran je definována předpisem

E = {(vi, vj) | aij 6= 0, vi 6= vj}.
Obrázek 6.1.3 ukazuje př́ıklad nesymetrické matice, kde pro názornost zapisujeme i

jej́ı č́ıselné hodnoty, které ale základńım modelem prostého grafu bez výše zmı́něných
ohodnoceńı nezachyt́ıme. Neorientovaný graf G = ({1, . . . , 6}, E) př́ıslušej́ıćı této matici
je znázorněn na Obrázku 6.1.4.
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Obrázek 6.1.3: Nesymetrická matice A ∈ Rn×n.
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Obrázek 6.1.4: Orientovaný graf G = ({1, . . . , 6}, E) odpov́ıdaj́ıćı matici z Obrázku 6.1.3.

Výše uvedená možnost vźıt jako množinu vrchol̊u grafu V = {1, . . . , n} umožňuje
hovořit o oč́ıslováńı vrchol̊u grafu a hodnoty tohoto oč́ıslováńı ztotožnit s indexy řádk̊u
a/nebo sloupc̊u matice. Poznamenejme, že t́ımto grafovým modelem můžeme také zachytit
i strukturu ř́ıdkosti symeetrické matice, kde neorientované hraně odpov́ıdaj́ı dvě hrany
orientované.

6.1.3 Graf matice a jej́ı rozložitelnost

Souvislost rozložitelnosti matice s jej́ım orientovaným grafovým modelem popisuje následuj́ıćı
Věta.

Věta 6.1.1 Matice A dimenze n je rozložitelná právě tehdy, neńı-li jej́ı orientovaný gra-
fový model silně souvislý.

Důkaz: Je-li matice A rozložitelná, pak existuje podle Definice 3.2.2 permutačńı matice
P taková, že plat́ı

P TAP =

(

A11 0
A21 A22

)

, (6.1)

kde A11 a A22 jsou čtvercové netriviálńı matice. Uvažujme orientovaný graf G = (V,E)
matice P TAP a rozklad jeho množiny vrchol̊u V na dvě neprázdné podmnožiny V1 a
V2, kde V1 odpov́ıdá řádk̊um a sloupc̊um matice A11 a V2 odpov́ıdá zbývaj́ıćım řádk̊um
a sloupc̊um. Podle struktury ř́ıdkosti matice a tedy i grafu G je jasné, že neexistuje
orientovaná cesta z žádného vrcholu množiny V1 do žádného vrcholu množiny V2. Graf G
tedy nemůže být silně souvislý. Protože ale grafy matic A a P TAP jsou izomorfńı, neńı
silně souvislý ani graf matice A.

Předpokládejme nyńı, že graf G = (V,E) matice A neńı silně souvislý. Pak se daj́ı
naj́ıt dva vrcholy a a b z V takové, že neexistuje orientovaná cesta v grafu G z a do
b. Definujme nyńı množiny V⇒b, Va⇒ a V3 následuj́ıćım zp̊usobem. Necht’ množina V⇒b

obsahuje vrchol b a všechny vrcholy grafu, pro které existuje orientovaná cesta do vrcholu
b. Necht’ dále množina Va⇒ obsahuje vrchol a a všechny ostatńı vrcholy, do kterých vede
orientovaná cesta z vrcholu a. Množiny V⇒b a Va⇒ jsou tedy neprázdné. Jsou nav́ıc také
disjunktńı, nebot’ z existence vrcholu, který by byl zároveň v obou množinách V⇒b a Va⇒
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bychom dostali spor s předpokladem, že neexistuje orientovaná cesta z a do b. Zaved’me
nyńı označeńı

Vother = V \(V⇒b ∪ Va⇒)

a zvolme permutačńı matici P tak, aby P TAP obsahovala nejprve řádky a sloupce od-
pov́ıdaj́ıćı množině Va⇒, a pak postupně řádky a sloupce odpov́ıdaj́ıćı množinám Vother a
V⇒b. Výslednou permutovanou matici můžeme znázornit následovně:





Va⇒ Vother V⇒b

Va⇒ A11 A12 A13

Vother A21 A22 A23

V⇒b A31 A32 A33



.

Žádná orientovaná cesta z nějakého vrcholu z Va⇒ do nějakého vrcholu z V⇒b nemůže
existovat, protože pak by existovala orientovaná cesta a ⇒ b. To implikuje A13 = 0.
Nemůže ale existovat ani žádná orientovaná cesta z nějakého vrcholu z Vother do nějakého
vrcholu z V⇒b, protože takový vrchol by musel být ve V⇒b a ne v množině Vother. To tedy
znamená, že také A23 = 0 a matice A muśı být rozložitelná, jak jsme měli dokázat. �

6.1.4 Grafový model struktury ř́ıdkosti obdélńıkové matice

Všimněme si, že ve výše uvedených grafových modelech nezachycujeme nenulovost di-
agonálńıch prvk̊u matice. To by se dalo provést speciálńımi hranami, kterým se ř́ıká
smyčky, ale většinou neńı nutné grafový model takto doplňovat. Nulovost a nenulovost
diagonálńıch prvk̊u může zachytit pro matici A ∈ Rm×n bipartitńı graf (to jest graf s chro-
matickým č́ıslem 2). Tento graf může zachytit i strukturálńı informaci v matici, která je
obdélńıková a má obecně nestejný počet řádk̊u m a sloupc̊u n. Formálně jej zaṕı̌seme
G = (R,C,E), kde |R| = m, |C| = n, E ⊂ R× C a kde plat́ı

E = {(i, j′) | i ∈ R, j′ ∈ C, aij 6= 0} .

V tomto př́ıpadě se nenulovost diagonálńıho prvku aii vyjadřuje existenćı hrany (i, i
′). I zde

voĺıme množiny vrchol̊u jednoduše jako {1, . . . , m} a {1′, . . . , n′} mı́sto obecných množin,
po řadě, R a C. Důvodem je jednoduchost s jakou můžeme zavést uspořádáńı vrchol̊u
v těchto množinách. Množinu R budeme někdy nazývat řádkovou množinou bipartitńıho
grafu a C jeho sloupcovou množinou.

Na Obrázku 6.1.5 je znázorněn bipartitńı graf G = (R,B,E) odpov́ıdaj́ıćı matici
z Obrázku 6.1.3.

6.1.5 Č́ıselné hodnoty prvk̊u matice a diagonálńı prvky v gra-
fových modelech

Obecně máme v ř́ıdké matici jak informaci o jej́ı struktuře, tak informaci č́ıselnou, tedy
numerické hodnoty jej́ıch prvk̊u. Modely prostých graf̊u, tak jak jsme o nich hovořili
výše, zachycujeme pouze strukturu ř́ıdkosti matice. Někdy je ale potřeba pojmy prostého
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Obrázek 6.1.5: Bipartitńı graf G = (R,B,E) zachycuj́ıćı strukturálńı informaci v matici
z Obrázku 6.1.3 .

grafu rozš́ı̌rit zavedeńım ohodnoceńı (vah) pro vrcholy a/nebo hrany grafu. Formálně tak
přidáváme k definici prostého grafu zobrazeńı

w : R→ V a/nebo c : R→ E.

Grafy (grafové modely) doplněné takovým zobrazeńım nazýváme ohodnocené nebo
vážené. Př́ıpadně lze zmı́nit konkrétńı typ ohodnoceńı. Oba typy ohodnoceńı, hranové
i vrcholové, se mohou kombinovat a jejich hodnoty mohou odpov́ıdat numerickým hod-
notám prvk̊u matice. V př́ıpadě matic symetrických a pozitivně definitńıch v́ıme, že i
transformace matice a př́ıslušná transformace grafového modelu při přesném Choleského
rozkladu nenulovost diagonálńıch prvk̊u neměńı. V ostatńıch př́ıpadech diskutujeme ne-
nulovost diagonálńıch prvk̊u často samostatně, mimo grafový model.

6.2 Oč́ıslováńı grafu a přeuspořádáńı matice

Ze vztahu mezi maticemi a grafovými modely plyne, že oč́ıslováńı grafového modelu souviśı
se zobrazeńım vrchol̊u do přirozených č́ısel př́ıslušných matic. Následuj́ıćı definice tuto
souvislost formalizuje.

Definice 6.2.1 Oč́ıslováńım vrchol̊u grafu G = (V,E) o n vrcholech nazveme bijekci
α : V ↔ {1, . . . , n}. Bude-li potřeba, graf G s daným oč́ıslováńım α budeme značit
rozš́ıřenou notaćı G = (V,E, α). Oč́ıslováńım bipartitńıho grafu G = (R,B,E) nazveme
bijekci α : R ↔ {1, . . . , m} a β : B ↔ {1, . . . , n}. Graf G s t́ımto dvoj́ım oč́ıslováńım α,
β budeme analogicky značit G = (R,B,E, α, β).

Přeč́ıslovaným neorientovaným grafem pak rozumı́me graf Gα = (Vα, Eα) izomorfńı
p̊uvodńımu grafu, kde Vα = α(V ) a Eα = {{α(i), α(j)} | {i, j} ∈ E}. Analogicky definu-
jeme přeč́ıslováńı pro ostatńı typy graf̊u.
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Operace přeč́ıslováńı prostého orientovaného nebo neorientovaného grafu, ve které
źıskáme Gα, indukuje symetrickou permutaci řádk̊u a sloupc̊u matice. Jinými slovy,
oč́ıslováńı α odpov́ıdá permutačńı matici P takové že

α(i) = j ⇔ Pij = 1. (6.2)

O permutované matici PAP T budeme hovořit jako o matici přeuspořádané nebo nově
uspořádané na základě nového oč́ıslováńı vrchol̊u grafu. Nebude-li moci doj́ıt k nedoro-
zuměńı, budeme použ́ıvat také termı́ny nové uspořádáńı vrchol̊u grafu, přeč́ıslováńı
matice nebo přeuspořádáńı vrchol̊u grafu maj́ıce na mysli jednoznačný vztah přeč́ıslováńı
grafu a přeuspořádáńı matice. V př́ıpadě bipartitńıho grafu, kde nezávisle přeč́ıslujeme dvě
množiny vrchol̊u, indukuje tato operace obecně nesymetrickou permutaci (přeuspořádáńı)
matice PAQ, kde P a Q jsou, po řadě, řádkové a sloupcové permutačńı matice od-
pov́ıdaj́ıćı daným bijekćım α a β.
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Obecné schéma řešeńı soustav
lineárńıch rovnic

V této kapitole si zopakujeme některá fakta týkaj́ıćı se řešeńı soustav lineárńıch alge-
braických rovnic pomoćı rozklad̊u, které vycházej́ı z Gaussovy eliminace nebo př́ıbuzných
algoritmů. Tyto rozklady nejprve připomeneme pro husté matice a poté se zaměř́ıme na
matice ř́ıdké.

7.1 Gaussova eliminace a LU rozklad husté matice.

Předpokládejme, že matice A soustavy je hustá. Eliminačńı algoritmus řešeńı soustav
lineárńıch algebraických rovnic

Ax = b, (7.1)

pro A ∈ Rn×n, x ∈ Rn, nazývaný Gaussova eliminace spoč́ıvá v (1) transformaci sou-
stavy na ekvivalentńı systém s trojúhelńıkovou matićı a v (2) zohledněńı této redukce
při rekonstrukci jej́ıho řešeńı. Z hlediska výpočetńı složitosti hraje centrálńı roli prvńı
krok a proto se budeme věnovat předevš́ım této fázi eliminace, i když do celého algoritmu
řešeńı soustavy rovnic muśıme zahrnout také práci s vektorem pravé strany b. Mati-
cový a algoritmický zápis této transformace ve formě rozkladu jsou mnohem nověǰśı než
p̊uvodńı expozice. Teprve v historicky nedávné době, až koncem padesátých let a začátkem
šedesátých let dvacátého stolet́ı, došlo k přeformulováńı algoritmu Gaussovy eliminace na
dekompozičńı (faktorizačńı) algoritmus, který vyjadřuje matici A ve formě rozkladu na
dvě trojúhelńıkové matice, tedy ve tvaru A = LU nebo varianty takového rozkladu.

7.1.1 Gaussova eliminace husté matice.

Obsahem následuj́ıćı definice je pojem silně regulárńımatice, který se použ́ıvá při diskusi
o existenci rozkladu.

Definice 7.1.1 Čtvercová matice A ∈ Rn×n je silně regulárńı, jestlǐze všechny jej́ı
hlavńı minory (determinanty jej́ıch hlavńıch podmatic) jsou r̊uzné od nuly.
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Př́ıklady jednoduchých matic, které jsou regulárńı, ale nejsou silně regulárńı, jsou znázorněny
v (7.2).





1 0 0
0 0 1
0 1 0









1 1 0
1 1 1
0 1 0



 (7.2)

Následuj́ıćı dvě tvrzeńı uvedeme bez d̊ukazu a předpokládáme, že je s nimi čtenář obeznámen.

Věta 7.1.1 Matice symetrické a pozitivně definitńı jsou silně regulárńı.

Věta 7.1.2 Pro silně regulárńı matici A ∈ Rn×n existuje jednoznačně určená (regulárńı)
dolńı trojúhelńıková matice (faktor) L s jednotkovými diagonálńımi prvky a jednoznačně
určená regulárńı horńı trojúhelńıková matice (faktor) U takové, že plat́ı

A = LU. (7.3)

Poznámka 7.1.1 Předpoklad, že faktor L má jednotkovou diagonálu (jednotkové dia-
gonálńı prvky), je standardńı a zabezpečuje jednoznačnost faktor̊u rozkladu. Kdybychom
vyjádřili jednotlivé prvky rozkladu pomoćı soustavy n2 rovnic pro n(n + 1) neznámých
(prvk̊u faktor̊u U a L), museli bychom pro jednoznačnost n jejich hodnot zvolit. Jednot-
ková diagonála faktoru L je touto standardńı volbou.

Nejčastěǰśı prezentace algoritmu Gaussovy eliminace spoč́ıvá v systematickém nulováńı
obecně nenulových prvk̊u čtvercové matice A ∈ Rn×n na jej́ıch poddiagonálńıch pozićıch.
Maticově můžeme prvńı krok tohoto procesu, tedy nulováńı poddiagonálńıch prvk̊u v
prvńım sloupci matice A, zachytit následuj́ıćım částečným rozkladem
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a31 a32 . . . a3n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann















=















1
a21/a11 1
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nn















≡M1A
(1).

(7.4)
Př́ıslušný Schur̊uv doplněk S matice A vzhledem k prvku a11 po prvńım kroku procesu
označ́ıme také

S = A
(1)
R =
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(1)
22 . . . . . . a

(1)
2n
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(1)
32 . . . . . . a

(1)
3n
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(1)
n2 . . . . . . a

(1)
nn











∈ R(n−1)×(n−1), (7.5)

kde index R znamená, že částečně eliminovaná matice A(1) je redukovaná. Tuto reduko-
vanou matici budeme někdy také nazývat aktivńı část částečně eliminované matice,
protože na ńı se soustřed́ı aktivita daľśıch krok̊u rozkladu (v této variantě, která je založena
na výpočtu posloupnosti Schurových doplňk̊u). Nulováńım poddiagonálńıch prvk̊u matice
A(1) v jej́ım druhém sloupci źıskáme matici A(2), což vyjádř́ıme následuj́ıćım rozkladem.
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≡M2A
(2).

(7.6)

Analogicky s předcházej́ıćım označ́ıme Schur̊uv doplněk S matice A
(1)
R vzhledem k prvku

a
(1)
22 výrazem A

(2)
R a analogicky budeme postupovat i v daľśıch kroćıch. Opakovanou apli-

kaćı tohoto postupu źıskáme po n−1 kroćıch posloupnost dolńıch trojúhelńıkových matic
M1,M2, . . . ,Mn−1 s jednotkovou diagonálou, které nazýváme sloupcové eliminačńı ma-
tice a také źıskáme posloupnost částečně eliminovaných matic A(1), A(2), . . . , A(n−1). Tyto
posloupnosti spojuje vztah

A = M1M2 . . .Mn−1A
(n−1), (7.7)

Součin dolńıch trojúhelńıkových matic M1M2 . . .Mn−1 je také dolńı trojúhelńıková
matice, která má také jednotkovou diagonálu. Výslednou matici označ́ıme L. Zároveň si
ale všimněme následuj́ıćı velmi podstatné věci, kterou zaṕı̌seme jako poznámku

L =
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22 . . . 1















(7.8)

Poznámka 7.1.2 Poddiagonálńı prvky, které explicitně vystupuj́ı v i-tém sloupci matice
Mi, i = 1, . . . , n− 1, jsou prvky dolńıho trojúhelńıkového faktoru L.

To tedy znamená, že když použ́ıváme klasickou implementaci Gaussovy eliminace založenou
na násobeńı eliminačńımi maticemi zleva, můžeme jejich součin L pomoćı skalár̊u, které
jsou mezivýsledky této eliminace. Matice A(n−1) je horńı trojúhelńıková a budeme ji dále
označovat U . Jej́ı prvky źıskáváme také během procesu rozkladu. Konkrétně, jako nad-
diagonálńı prvky v i-tém řádku matice A(i), i = 0, . . . , n− 1. Postupem Gaussovy elimi-
nace jsme tedy zároveň źıskali rozklad A = LU , který nazýváme LU rozkladem a to nám
umožňuje hovořit o LU rozkladu namı́sto Gaussovy eliminace maje na mysli výše
uvedenou vzájemnou ekvivalenci. Připomeňme ještě, že rozklad použ́ıvá pouze operace,
které neměńı hodnost matice. Faktory silně regulárńı matice jsou tedy také regulárńı. Z
hlediska algoritmu je proveditelnost rozkladu ekvivalentńı nenulovosti prvńıch n− 1 dia-
gonálńıch prvk̊u faktoru U , což je mı́rně slabš́ı podmı́nka než silná regularita. Následuj́ıćı
jednoduché tvrzeńı nám tento problém přibĺıž́ı.
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Lemma 7.1.1 Neńı-li matice silně regulárńı, pak je některý diagonálńı prvek faktoru U
roven nule.

Důkaz: Neńı-li matice silně regulárńı, znamená to, že některý z jej́ıch hlavńıch minor̊u je
nulový. Označme si k, 1 ≤ k ≤ n, nejmenš́ı index takový, že minor čtvercové podmatice
určené prvńımi k řádky a sloupci je nulový. Je-li k = 1, tvrzeńı je triviálńı. Pro k >
1 to znamená, že podmatice faktor̊u L1:k−1,1:k−1 a U1:k−1,1:k−1 jsou regulárńı. Pak ale
nulovost minoru podmatice A1:k,1:k, čili jej́ı singularita, je ekvivalentńı tomu, že prvek uk,k

je roven nule. V opačném př́ıpadě bychom totiž A1:k,1:k rozložili na součin dvou regulárńıch
trojúhelńıkových faktor̊u A1:k,1:k = L1:k,1:kU1:k,1:k a to by byl spor. Tvrzeńı lemmatu plyne
použit́ım matematické indukce. �

7.1.2 Př́ımý a zpětný chod pro nalezeńı řešeńı soustavy lineárńıch
rovnice.

Jsou-li faktory LU rozkladu spočteny, řešeńı soustavy (7.1) se źıská v následuj́ıćıch dvou
kroćıch. V prvńım kroku nazývaném př́ımý chod, nalezneme vektor y ∈ Rn řešeńım
soustavy lineárńıch rovnic

Ly = b (7.9)

s dolńı trojúhelńıkovou matićı L. V druhém kroku źıskáme vektor x ∈ Rn soustavy 7.1
řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

Ux = y (7.10)

s horńı trojúhelńıkovou matićı U , což se nazývá zpětný chod.
Je-li Gaussova eliminace prezentována jako nulováńı poddiagonálńıch prvk̊u matice,

pak se př́ımý chod někdy provád́ı současně s konstrukćı faktoru U implicitńı aplikaćı
matice L−1 tak, že se vektor b pravé strany zahrne do rozš́ı̌rené soustavy jako daľśı
sloupec matice soustavy. Pak můžeme podle (7.4) po aplikaci prvńı sloupcové eliminačńı
matice M1 psát

(

A b
)

= M1

(

A(1) M−1
1 b
)

. (7.11)

a celkově dostaneme

(

A b
)

= M1M2 . . .Mn−1

(

A(n−1) L−1b
)

. (7.12)

Pro nalezeńı řešeńı x pak už stač́ı jen provést zpětný chod.

7.1.3 Varianty výpočtu LU rozkladu.

Pojet́ı Gaussovy eliminace jako rozkladu, ve kterém nejprve źıskáme faktory L a U a
odděĺıme od jejich konstrukce př́ımý a zpětný chod zvyšuje flexibilitu algoritmů. To také
motivovalo studium r̊uzných daľśıch algoritmických variant LU rozkladu, které se lǐśı
vzájemným pořad́ım operaćı, ale poskytuj́ı matematicky ekvivalentńı výsledné fak-
tory i v př́ıpadě nepřesné aritmetiky poč́ıtače za předpokladu, že operace jsou prováděny
striktně ve stejném pořad́ı bez dodatečných změn ve výpočtu vyvolaných konkrétńı ar-
chitekturou či jej́ım programovým vybaveńım. Podotkněme, že tento předpoklad neńı



7. Obecné schéma řešeńı soustav lineárńıch rovnic 63

ale v praxi na moderńıch poč́ıtačových architekturách většinou splněný. V praxi mohou
být některé algoritmy vhodněǰśı než jiné ale hlavně z d̊uvodu r̊uzné organizace datových
přesun̊u během výpočtu faktoru. Algoritmy se mohou se také lǐsit odlǐsným pořad́ım ope-
raćı či r̊uznými zp̊usoby ukládáńım mezivýsledk̊u. Velký význam volbě varianty se začal
přikládat předevš́ım v obdob́ı od začátku 80. let minulého stolet́ı v souvislosti s rozvo-
jem poč́ıtáńı na vektorových poč́ıtač́ıch [47], [127] a později i d̊urazem na přizp̊usobeńı
algoritmů hierarchické struktuře paměti, která má na dosažeńı vysokého výkonu imple-
mentaćı podstatný vliv. Ale volba vhodné varianty je aktuálńı i dnes. V následuj́ıćım si
proto některé varianty rozklad̊u poṕı̌seme. Nejprve pro obecně husté matice a poté i pro
ř́ıdké matice.

7.1.3.1 LU rozklad v generickém schématu

Bližš́ı pohled na LU rozklad ukazuje, že fixujeme-li roli index̊u danou operaćı, pak je možné
jej přepsat generickým schématem se třemi vnořenými smyčkami, jak je znázorněno ńıže:

Algoritmus 7.1.1 Generické schéma algoritmu LU rozkladu.
1. for —————-

for —————-
for —————-

aij = aij − likakj
end

end
end

Základńı aritmetické operace z̊ustává stále stejná a je celkem je šest možnost́ı jak přǐradit
indexy i, j a k jednotlivým cykl̊um. Meze jednotlivých cykl̊u jsou pak jednoznačně určeny.
Každá z možnost́ı odpov́ıdá jiné variantě základńıho postupu, ale tyto varianty je možné
sdružit po dvou do skupin označených jako řádkové, sloupcové nebo podmaticové schéma
LU rozkladu, když nepřihĺıž́ıme ke vzájemnému pořad́ı operaćı dvou vnitřńıch cykl̊u.
Jednotlivá schémata (algoritmy) si nyńı přibĺıž́ıme.

7.1.4 Podmaticový algoritmus LU rozkladu

Poč́ıtáńı faktor̊u v n− 1 kroćıch podle (7.4), (7.6), (7.7) vytvář́ı v každém vněǰśım kroku
(kroku vněǰśıho cyklu) jeden sloupec faktoru L a jeden řádek faktoru U . Schématicky lze
krok rozkladu matice

A =

(

a11 uT

v C

)

, (7.13)

kde jsme položili
v = a2:n,1, C = A2:n,2:n, u

T = a1,2:n (7.14)

zapsat

A = M1

(

a11 uT

C − vuT/a11

)

=

(

1
v/a11 I

)(

a11 uT

C − vuT/a11

)

≡
(

1
v/a11 I

)(

a11 uT

S

)

,

(7.15)
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kde matice S je Schur̊uv doplněk matice A vzhledem k prvku a11. Výpočet, kde se
stejný princip rozkladu aplikuje na podmatici S a postupně se v n − 1 kroćıch spočtou
faktory L a U , se nazývá podmaticový LU rozklad, nebo také LU rozklad s vněǰśım
součinem. Je snadno vidět, že podmaticový algoritmus má v generickém schématu index
vněǰśıho cyklu k. Přǐrazeńı index̊u i a j vnitřńım cykl̊um, které vytvář́ı dvě varianty
podmaticového algoritmu, je pak obvykle sladěno s konkrétńım uložeńım dat matice A.
Pro větš́ı názornost uvedeme tento LU rozklad také jako algoritmické schéma s podrobným
rozpisem poč́ıtáńım prvk̊u faktor̊u L a U .

Algoritmus 7.1.2 Podmaticový LU rozklad pro výpočet A = LU,A = (ai,j), L = (li,j), U =
(ui,j). Tato konkrétńı varianta (podle pořad́ım dvou vnitřńıch cykl̊u) se nazývá algoritmus
s řádkově orientovaným vněǰśım součinem a je někdy označovaná jako varianta kij).

1. L = In, U = On

2. for k = 1 : n− 1
3. for i = k + 1 : n
4. li,k = ai,ka

−1
k,k

5. for j = k + 1 : n
6. ai,j = ai,j − li,kak,j
7. end
8. end
9. uk,k:n = ak,k:n
10. end
11. un,n = an,n

Samozřejmě plat́ı tvrzeńı následuj́ıćı Věty.

Věta 7.1.3 Matice A s nenulovým prvkem a1,1 je regulárńı právě tehdy, je-li regulárńı i
Schur̊uv doplněk matice A vzhledem k tomuto prvku.

Výpočet faktor̊u v podmaticové variantě rozkladu je schématicky nakreslen na Obrázku
7.1.1, kde upravovaný Schur̊uv doplněk znázorňujeme znázorňujeme pomoćı výplně cihličkami.
Tmavá výplň se použ́ıvá pro označeńı vypočtených část́ı matice, které se stávaj́ı součást́ı
faktor̊u L a U a v daľśıch kroćıch výpočtu se již nepouž́ıvaj́ı.

7.1.4.1 Sloupcový a řádkový algoritmus LU rozkladu

Jeden krok rozkladu matice podle generického schématu, kde vněǰśı index je j, budeme
nazývat sloupcový algoritmus LU rozkladu. Blokově jej můžeme zachytit následuj́ıćım
zp̊usobem.

Pro j = 1 je situace jasná, protože mimoddiagonálńı prvky v prvńım sloupci L jsou
prvky prvńıho sloupce matice A dělené u11 = a11. Předpokládejme nyńı pro 1 < j < n,
že jsme v prvńıch j − 1 kroćıch rozkladu spoč́ıtali prvńıch j − 1 sloupc̊u faktor̊u L a U
matice A ∈ Rn×n. To lze schématicky zapsat

(

Lj−1

L′
j−1

)

Uj−1 =

(

A 1:j−1,1:j−1

A j:n,1:j−1

)

, (7.16)
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Obrázek 7.1.1: Schéma podmaticového algoritmu LU rozkladu.

kde
Lj−1 ∈ R (j−1)×(j−1), L′

j−1 ∈ R (n−j+1)×(j−1), Uj−1 ∈ R (j−1)×(j−1) (7.17)

již byly spoč́ıtány. Následuj́ıćı krok rozkladu, který źıská j-tý sloupec l faktoru L a j-tý
sloupec u faktoru U , zaṕı̌seme

u1:j−1 = L−1
j−1A 1:j−1,j, ujj = a j,j − (L′

j−1) j,1:j−1u1:j−1, lj+1:n = A j+1:n,j − L′
j−1u1:j−1.

(7.18)
Všimněme si přitom, že sloupcový LU rozklad se skládá ze dvou úplně odlǐsných část́ı.
Prvńı z nich je založena na aplikaci L−1

j−1, čili na př́ımém chodu s dosud vypoč́ıtanou
část́ı faktoru L. Druhá z nich poč́ıtá poddiagonálńı část sloupce faktoru L jako lineárńı
kombinaci sloupce A a sloupc̊u z části dosud spoč́ıtaného faktoru L.

Posledńım schématem nezmı́něným dosud podrobněji je algoritmus řádkový, který
má vněǰśı index generického schématu i. Jeho formálńı popis zde neńı třeba uvádět,
protože jej můžeme interpretovat také jako sloupcový algoritmus rozkladu matice AT .

Znázorněńı sloupcového a řádkového algoritmu je, po řadě, na Obrázku 7.1.2 a obrázku
7.1.3 Na obou obrázćıch vybarvujeme šedě ty části matice, které jsou již úplně vypočteny,
patř́ı tedy do faktor̊u, a dále se použ́ıvaj́ı jen pro výpočet daľśıch prvk̊u faktor̊u. Část
matice, která se do př́ıslušného kroku algoritmu dosud nepoužila, nevybarvujeme. Dvě
možnosti, které máme v každém algoritmu pro přǐrazeńı index̊u vnitřńım cykl̊um, schématické
znázorněńı neovlivńı.

7.1.4.2 Metoda ovroubeńı a daľśı postupy

Výše uvedené algoritmy nejsou jediné možné, ale pak je zapotřeb́ı vyj́ıt za hranici gene-
rického schématu s operaćı

ai,j = ai,j − li,kak,j ≡ ai,j = ai,j − ai,ka
−1
k,kak,j, (7.19)

která fixuje indexy i, j a k. Varianta LU rozkladu nazývaná metoda ovroubeńı poč́ıtá v
každém kroku rozkladu řádek faktoru L a sloupec faktoru U . Namı́sto detailńıho algorit-
mického postupu pro poč́ıtáńı prvk̊u faktor̊u uvedeme maticový zápis, ze kterého postupy
vycházej́ı. T́ımto zápisem je následuj́ıćı rovnost, která plat́ı pro k = 2, . . . , n.
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Obrázek 7.1.2: Schéma sloupcového algoritmu LU rozkladu.
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Obrázek 7.1.3: Schéma řádkového algoritmu LU rozkladu.
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A1:k,1:k =

(

A1:k−1,1:k−1 A1:k−1,k

Ak,1:k−1 ak,k

)

=

(

L1:k−1,1:k−1 0
Lk,1:k−1 1

)(

U1:k−1,1:k−1 U1:k−1,k

0 uk,k

)

(7.20)

Pro tato k můžeme spoč́ıtat nový řádek Lk,1:k−1 faktoru L a nový sloupec U1:k−1,k faktoru
U postupně z následuj́ıćıch dvou vztah̊u

Lk,1:k−1U1:k−1,1:k−1 = Ak,1:k−1,

L1:k−1,1:k−1U1:k−1,k = A1:k−1,k.

Diagonálńı prvek uk,k faktoru U pak splňuje vztah

uk,k = ak,k − Lk,1:k−1U1:k−1,k.

Algoritmus započne výpočet položeńım

u1,1 = a1,1.

V následuj́ıćım textu probereme podrobněji problém symetrické faktorizace. Jak jsme
viděli výše, sloupcový i řádkový algoritmus LU rozkladu v sobě kombinuj́ı dva r̊uzné po-
stupy. Symetrický př́ıpad vede k algoritmům, které tyto dva postupy odděĺı. Zjednodušeńı
vlivem symetrie matice zároveň umožńı do popisu schémat rozkladu jednodušeji zahrnout
ř́ıdkost matice.

7.2 Choleského rozklad ř́ıdké matice.

Jak jsme viděli výše, je-li matice A symetrická, může se stát, že A je sice regulárńı, ale neńı
silně regulárńı. To se nestane, je-li A nav́ıc i pozitivně definitńı. LU rozklad pak nenaruš́ı
symetrii rozkladu a zachová i pozitivńı definitnost, v př́ıpadě, když opust́ıme předpoklad
jednotkových diagonálńıch prvk̊u matice L, a to je obsahem následuj́ıćıho textu.

Lemma 7.2.1 Uvažujme jeden krok podmaticové varianty rozkladu symetrické a pozi-
tivně definitńı matice A. Schur̊uv doplněk matice A vzhledem k (kladnému) prvku a1,1 je
pozitivně definitńı.

Důkaz: Pro vektor
(

α zT
)T

můžeme napsat

xTAx =
(

α zT
)

(

a1,1 a1,2:n
a2:n,1 A2:n,2:n

)(

α
z

)

= α2a1,1 + αa1,2:nz + αzTa2:n,1 + zTA2:n,2:nz

= (α + a−1
1,1a1,2:nz)

Ta1,1(α+ a−1
1,1a1,2:nz) + zT (A2:n,2:n − a2:n,1a

−1
1,1a1,2:n)z

Zvolme libovolné z 6= 0 a položme α = −a−1
1,1a1,2:nz. Ve předchoźı rovnosti pak dostaneme

xTAx = zTSz,
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kde

S = A2:n,2:n − a2:n,1a
−1
1,1a1,2:n

je př́ıslušný Schur̊uv doplněk, který tak muśı být pozitivně definitńı. �

V rozkladu symetrické a pozitivně definitńı matice A plat́ı pro jednoznačně určené
trojúhelńıkové matice L a U z Věty 7.1.2 vztahy

U = DLT , A = LDLT (7.21)

kde D = diag(U) je diagonálńı matice, jej́ıž všechny diagonálńı prvky jsou kladné.
Hovoř́ıme pak o LDLT rozkladu a někdy jej nazýváme také bezodmocninová Cho-
leského faktorizace nebo symetrická Gaussova eliminace.

LDLT rozklad můžeme upravit do tvaru, kde rozložená matice má jen dva faktory:

LDLT = L̃L̃T ,

kde L̃ = LD1/2. Pro rozklady symetrických a pozitivně definitńıch matic je vzájemný
přechod mezi LDLT rozkladem a rozkladem L̃L̃T jednoznačně definován a druhému
z těchto rozklad̊u se ř́ıká Choleského faktorizace nebo také odmocninová Choleského
faktorizace. V tomto textu budeme často hovořit genericky o Choleského faktorizaci (od-
mocninové nebo bezodmocninové).

Je-li matice A ř́ıdká, struktura ř́ıdkosti dolńı trojúhelńıkové matice je v obou př́ıpadech
stejná. L a L̃ se lǐśı pouze škálováńım numerických hodnot diagonálńı matićı. Nebude-li
moci doj́ıt k záměně, dolńı trojúhelńıkový faktor budeme tak v obou př́ıpadech označovat
L. To bude např́ıklad kdykoli, kdy budeme hovořit pouze o struktuře nenulových prvk̊u.
Neńı-li A pozitivně definitńı, LDLT rozklad nemuśı existovat. Taková situace může nastat
např́ıklad, když provád́ıme rozklad pouze přibližně a modifikujeme jej tak změnami
prvk̊u matice. Mı́sto matice A se pak rozkládá modifikovaná matice A + E, pro nějakou
matici modifikace E a ta nemuśı být pozitivně definitńı. Existuje-li pak přesto LDLT , pak
mohou být některé prvky jeho diagonálńıho faktoru D záporné. V takových př́ıpadech
může tedy existovat (bezodmocninový) LDLT rozklad, ale obecně nikoli odmocninová
Choleského faktorizace. Př́ıklad takového rozkladu je na následuj́ıćım obrázku





−2 −6 4
−6 −21 15
4 15 −13



 =





1 0 0
3 1 0
−2 −1 1









−2 0 0
0 −3 0
0 0 −2









1 3 −2
0 1 −1
0 0 1





Pro řešeńı soustav se symetrickými a obecně indefinitńımi maticemi se ale z d̊uvod̊u
jeho možné neexistence a stability často uvažuje jiná základńı forma rozkladu odvozená
z Gaussovy eliminace, kterou zmı́ńıme později a kterou budeme terminologicky odlǐsovat
od dosud diskutovaných variant symetrického rozkladu.

V textu ńıže postupně probereme sloupcové, řádkové a podmaticové algoritmy Cho-
leského faktorizace, kde př́ıslušná varianta je nazvána podle toho, jak se v obecném LU
rozkladu poč́ıtá faktor L. Poznamenejme dále, že metoda ovroubeńı se v symetrickém
př́ıpadě redukuje na řádkový algoritmus.
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7.2.1 Podmaticový Choleského rozklad

Podmaticový Choleského rozklad se lǐśı od poč́ıtáńı podmaticové varianty LU rozkladu jen
t́ım, že se poč́ıtaj́ı pouze dolńı trojúhelńıkový faktor L a diagonálńı faktor D. V př́ıpadě
odmocninového Choleského rozkladu faktor L pak škálujeme převrácenými hodnotami od-
mocnin diagonálńıch prvk̊u. Pro větš́ı názornost jsou v následuj́ıćım př́ıkladu znázorněny
dva kroky podmaticové varianty odmocninového Choleského rozkladu symetrické a silně
regulárńı matice A, kde prvek faktoru L na pozici (i, j), i, j ∈ {1, . . . , n}, j ≤ i je označen
li,j.

A =





a1,1 a1,2 a1,3:n
a2,1 a2,2 a2,3:n
a3:n,1 a3:n,2 A3:n,3:n





=











√
a1,1 0
a2,1√
a1,1

√

a
(1)
2,2

a3:n,1√
a1,1

a
(1)
3:n,2

√

a
(1)
2,2

In−2

















1 0 0
0 1 0

0 0 A
(2)
3:n,3:n − a3:n,1a1,3:n

a1,1
− a

(1)
3:n,2a

(1)
2,3:n

a
(1)
2,2















√
a1,1

a2,1√
a1,1

a1,3:n√
a1,1

0
√

a
(1)
2,2

a
(1)
2,3:n

√

a
(1)
2,2

In−2









=





l1,1 0 0
l2,1 l2,2 0
l3:n,1 l3:n,2 In−2









l1,1 l2,1 l1,3:n
0 l2,2 l2,3:n
0 0 In−2





Je-li matice A ř́ıdká, i poč́ıtaný faktor rozkladu je často ř́ıdký, ale obvykle s jinou
strukturou ř́ıdkosti než měla matice A, jak o tom budeme dále hovořit.

7.2.2 Sloupcový Choleského rozklad

Sloupcový Choleského rozklad založený na pořad́ı index̊u v generickém schématu jki nebo
jik je přepsán pomoćı sloupcových operaćı jako Algoritmus 7.2.1. Pro názornost uvád́ıme
opět jeho odmocninovou variantu.

Algoritmus 7.2.1 Sloupcový algoritmus Choleského faktorizace.
Input: Řı́dká matice A.
Output: Odmocninový Choleského faktor L = (lij) matice A = (aij).

1. for j = 1 : n do
2. Spočtěte pomocný vektor tj:n







tj
...
tn






=







ajj
...

anj






−

∑

{k|ljk 6=0}
ljk







ljk
...
lnk






(7.22)

3. Źıskejte sloupec faktoru L škálováńım vektoru tj:n






ljj
...
lnj






=

1√
tj







tj
...
tn






(7.23)
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4. end j

V popisu je použitý pomocný vektor
(

t1, . . . , tn
)T

. Řı́dkost rozkládané matice se
v algoritmu projev́ı na prvńı pohled tak, že ve sloupcových vektorech vystupuj́ı pouze
nenulové prvky a také t́ım, že v sumě úprav uvažujeme pouze takové, které maj́ı nenulový
součinitel ljk. Teoretické poznatky, které se týkaj́ı struktur ř́ıdkosti v pr̊uběhu rozkladu,
budeme diskutovat v daľśım textu.

7.2.3 Řádkový Choleského rozklad

Řádková faktorizace symetrické matice, která odpov́ıdá generickému schématu s pořad́ım
index̊u, poč́ıtá v každém hlavńım kroku algoritmu jeden řádek faktoru L. Základńı schéma
postupu uvád́ıme jako Algoritmus 7.2.2.

Algoritmus 7.2.2 Řádkový algoritmus Choleského faktorizace.
Input: Řı́dká matice A.
Output: Choleského faktor L matice A.

1. for i = 1 : n do
2. Vyřešte systém s trojúhelńıkovou matićı

L1:i−1,1:i−1







li1
...

li,i−1






=







ai1
...

ai,i−1






(7.24)

3. Spočtěte diagonálńı prvek lii =

√

(

aii −
∑i−1

k=1 l
2
ik

)

4. end i

Jakkoli je řádkový algoritmus jednoduchý, základńı problém může být také v jeho efek-
tivnosti v př́ıpadě ř́ıdké matice. Zat́ımco sloupcový algoritmus uvedený v předcházej́ıćı
sekci vyžaduje v každém kroku pouze úpravu pomoćı lineárńı kombinace některých z
předcházej́ıćıch sloupc̊u, což je postup dobře implementovatelný na moderńıch poč́ıtačových
architekturách, řádkový algoritmus ve svém kroku 2 obsahuje řešeńı soustav s trojúhelńıkovou
a stále se zvětšuj́ıćı matićı. To obecně vede k rekurentńı aplikaci př́ımého chodu. O
některých technikách, které umožňuj́ı efektivněǰśı implementaci, budeme hovořit dále.

7.3 LU rozklad ř́ıdké matice

Choleskému rozkladu ř́ıdké matice jsme věnovali speciálńı pozornost, protože v sobě ob-
sahuje i základńı skladebné prvky obecněǰśıho ř́ıdkého LU rozkladu. Obecněǰśı schéma,
které těchto prvk̊u využ́ıvá uvedeme později v souvislosti s konkrétńımi implementacemi.
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7.4 LU rozklad a přeuspořádáńı matice

Předpoklad silné regularity kladený na matici se může zdát velmi silný. Tato vlastnost
totiž svazuje dohromady dvě vlastnosti matice dohromady: jej́ı regularitu a konkrétńı
dané pořad́ı řádk̊u a sloupc̊u v matici. Nicméně plat́ı následuj́ıćı Věta 7.4.1, kterou si
pro názornost dokážeme.

Věta 7.4.1 Ke každé regulárńı matici A existuje řádková permutačńı matice P taková, že
matice PA je silně regulárńı. Tato permutačńı matice se dá nalézt v pr̊uběhu LU rozkladu.

Důkaz: Uvažujme podmaticovou variantu LU rozkladu, ve kterém před provedeńım k-
tého kroku pro nějaké 1 ≤ k ≤ n permutujeme (přeuspořádáme) řádky př́ıslušné matice
A ≡ A(0), A(1), . . . , A(k−1) tak, že diagonálńı prvek je v každé z těchto matic nenulový.
Podle Lemmatu 7.1.1 je vlastnost silné regularity ekvivalentńı tomu, že taková permutace
existuje pro každé k, 1 ≤ k ≤ n. To, že pro nějaké takové k nelze takovou permutaci
naj́ıt a pro všechny předcházej́ıćı kroky jsme takovou permutaci našli znamená, že v k-
tém sloupci Ck matice C = Pk−1A

(k−1), kde Pk−1 označuje dosavadńı řádkovou permutaci
danou předcházej́ıćımi kroky rozkladu, jsou všechny prvky v Ck:n,k nulové.

Př́ıpad k = 1 je triviálńı. Pro k > 1 to ale znamená, že k-tý sloupec matice C
můžeme vyjádřit pomoćı předcházej́ıćıch sloupc̊u nebot’ stač́ı vyjádřit C1:k−1,k pomoćı
sloupc̊u C1:k−1,1:k−1. a matice C neńı proto regulárńı a tud́ıž ani matice A neńı regulárńı
a to je spor. �

V praktických algoritmech LU faktorizace tedy silnou regularitu rozkládané matice
ovlivńıme řádkovou permutaćı. Analogicky je možné silné regularity doćılit permutaćı
sloupc̊u. Z praktického hlediska je ale často výhodné hledat ještě obecněǰśı permutaci
matice A, kde se permutuj́ı jak jej́ı řádky, tak jej́ı sloupce. Předpokládejme, že rozkládaná
matice je źıskána z matice A nesymetrickou permutaćı řádk̊u a sloupc̊u a že ji můžeme
zapsat ve tvaru PAQ, kde P a Q jsou permutačńı matice. Pak tedy máme rozklad

PAQ = LU. (7.25)

Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic (7.1) pak źıskáme permutovaným př́ımým chodem
jako řešeńı soustavy s dolńı trojúhelńıkovou matićı

Ly = Pb (7.26)

a permutovaným zpětným chodem, to jest řešeńım soustavy

UQTx = y. (7.27)

Volbě permutace (přeuspořádáńı) se budeme věnovat později, kde budeme brát do úvahy
i strukturu nulových a nenulových prvk̊u matice a kde zároveň ukážeme několik rozd́ılných
př́ıstup̊u k hledáńı konkrétńıho přeuspořádáńı, motivovaného i jinými ćıli než jen dosažeńım
silné regularity.
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7.5 Choleského rozklad, LU rozklad a grafové mo-

dely

Náš úvod do LU, LDLT a Choleského rozklad̊u nechal zat́ım stranou otázku, jak jsou
struktury eliminačńı matice a jejich změny zachyceny pomoćı graf̊u. V této sekci zave-
deme dva druhy grafových model̊u. Oba mohou být jak neorientované (pro diskutované
symetrické rozklady) orientované (pro rozklady nesymetrické) nebo i bipartitńı. Prvńı
druh těchto grafových model̊u zachycuje strukturu Schurova doplňku, který je v podma-
ticovém schématu právě tou matićı, se kterou se pracuje. Tyto grafy se nazývaj́ı nazývat
eliminačńı grafy a budeme je značit

G(k) = (V (k), E(k)) ≡ ({k + 1, . . . , n}, E(A
(k)
R )), k = 0, . . . , n− 1. (7.28)

Pro připomenut́ı redukovaných částečně eliminovaných matic, které vyjadřuj́ı strukturu
Schurových doplňk̊u, uved’me následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 7.5.1 Eliminačńı graf G(2) odpov́ıdaj́ıćı matici A
(2)
R pro A ∈ Rn×n je grafem

G(







a
(2)
33 . . . a

(2)
3n

...
. . .

...

a
(2)
n3 . . . a

(2)
nn






)

s množinou vrchol̊u V (2) = {3, . . . , n}

V textu budeme také použ́ıvat rozš́ı̌rené eliminačńı grafy, což jsou grafové modely
částečně eliminovaných matic, kde jsou doplněné prvky př́ıslušných sloupc̊u faktoru L a
symetrizovány. Konkrétně

G
(0)
E = G(A),

G
(k)
E = (V,E

(k)
E ) ≡ (V,E(A(k) +M1 + . . .Mk +MT

1 + . . .MT
k )), k = 1, . . . , n− 1.

Z definice obou variant eliminačńıch graf̊u je vidět, že jejich vrcholy jsou uspořádány,
což je dáno zavedeńım množiny vrchol̊u V = {1 . . . , k} respektive V = {1 . . . , n}. V
daľśım textu budeme vždy, neřekneme-li jinak, za množinu vrchol̊u grafových model̊u o
|V | vrcholech považovat

V = {1, . . . , |V |}.

7.6 Nenulovost prvk̊u matic a vektor̊u

V této kapitole zd̊urazńıme jeden podstatný fakt, který se týká jak symetrických tak i
nesymetrických rozklad̊u v př́ıpadě, že matici považujeme za ř́ıdkou. Jsou-li prvky ma-
tice obecná reálná č́ısla, pak to, které z nich je vhodné považovat za nenulové, nemuśı
být zřejmé. V některých algoritmech je totiž možné jejich chod urychlit t́ım, že některé
nenulové, ale “malé” prvky zanedbáme. Budeme pak hovořit o neúplných nebo, obecněji,
o přibližných rozkladech. Rozhodnut́ı o nenulovosti a potažmo o ř́ıdkosti matice může
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tedy záviset na motivaci a je součást́ı výpočetńıch algoritmů pracuj́ıćıch s ř́ıdkými ma-
ticemi. Opačně, pro jednodušš́ı popis indexových množin maticových prvk̊u s nenulovými
hodnotami lze v konkrétńıch situaćıch pominout, že některé z takto určených prvk̊u maj́ı
aktuálně hodnotu nula tak, abychom zjednodušili datové struktury nebo algoritmy.
Jindy můžeme také předpokládat předpokládat, že některé prvky matice maj́ı sice nejprve
hodnotu nula, ale ta se může v pr̊uběhu algoritmu manipuluj́ıćıho s touto matićı změnit.
Chceme-li mı́t již od počátku definitivńı datovou strukturu pro uložeńı matice v tomto
př́ıpadě, budeme v ńı s některými prvky hned pracovat jako s nenulovými. Tento př́ıstup
k rozděleńı prvk̊u na nenulové a ty ostatńı je v souladu s naš́ım pohledem na aplikačńı
definici ř́ıdkosti matice, kde chceme využ́ıt faktu nulovosti části jej́ıch prvk̊u v praxi. Malé
množstv́ı prvk̊u s nulovou hodnotou, kterým t́ımto apriorńım popisem upřeme jejich nu-
lovost, efektivitě popisu nemuśı ubĺıžit a může naopak leccos zjednodušit. Označ́ıme-li
některé prvky matice za nenulové a jejich množinu pak použ́ıváme jako strukturu ř́ıdkosti
této matice, může být tato počátečńı volba subjektivńı.

Velkou motivaćı pro apriorńı stanoveńı nulovosti a nenulovosti prvk̊u matice na jej́ıch
pozićıch je situace, kdy chceme použ́ıvat algoritmy, které pracuj́ı pouze s jej́ı strukturou
ř́ıdkosti vyjádřenou grafovým modelem. Ten bez vrcholového a hranového ohodno-
ceńı nerozlǐśı nenulovost prvk̊u při změnách jejich hodnot. Na druhou stranu modelováńı
struktury ř́ıdkosti matice a jej́ı změny v rozkladech pomoćı grafového modelu může celý
rozklad zpřehlednit a umožnit efektivńı implementaci. Z toho d̊uvodu budeme ve větš́ı
části tohoto textu použ́ıvat následuj́ıćı předpoklad, který je formulován pro hodnoty re-
prezentuj́ıćı např́ıklad prvky matic.

Předpoklad 7.6.1 Předpoklad o nevyrušeńı: Výsledek operace sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, nebo
násobeńı hodnot považovaných za nenulové je opět nenulová hodnota.

Tento předpoklad umožňuje mimo jiné ř́ıci, že struktura ř́ıdkosti součtu C matic A a
B je dána sjednoceńım struktur ř́ıdkosti matic A a B. Za předpokladu o nevyrušeńı se pak
jednodušeji modeluj́ı změny struktury ř́ıdkosti při jednoduchých aritmetických operaćıch
s maticemi pomoćı graf̊u. Ve většině algoritmů je př́ıpad̊u, kdy dojde ke skutečnému vy-
nulováńı prvk̊u při operaci sč́ıtáńı matic, velmi málo a mohou být zanedbány ve prospěch
jednodušš́ıho popisu. Nav́ıc, ačkoli se pro konkrétńı matici mohou některé jej́ı prvky stát
nulovými, často (ale ne vždy) existuje takové přǐrazeńı nenulových hodnot prvk̊um matice,
že v použ́ıvaných algoritmech k žádnému vynulováńı nedojde.

S označeńım množiny vrchol̊u

V = {1, . . . , |V |}
můžeme zavést alternativńı označeńı pro struktury ř́ıdkosti řádk̊u a sloupc̊u striktně
trojúhelńıkové části matice, které budeme v daľśım textu použ́ıvat. Uvažujme neorien-
tovaný grafový model matice G matice A. Množiny

ladjG(i) = {1, . . . , i−1}∩{j | j ∈ adjG(i)} a hadjG(i) = {i+1, . . . , n}∩{j | j ∈ adjG(i)}.
vyjadřuj́ı, po řadě, struktury ř́ıdkosti řádku a sloupce striktně trojúhelńıkové části matice
A. Alternativně označ́ıme po řadě, strukturu ř́ıdkosti řádku a sloupce matice A výrazy

rowA(j) ≡ S(Aj,1:j−1) = {k | k < j, ajk 6= 0}, 1 ≤ j ≤ n. (7.29)
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colL(j) ≡ S(Lj+1:n,j) = {k | k > j, lkj 6= 0}, 1 < j ≤ n. (7.30)

Vyjádřeńı pro ladj a row a také pro hadj a col jsou při platnosti předpokladu o nevyrušeńı
ekvivalentńı.



8

Komponenty ř́ıdkého Choleského
rozkladu

Předpokládejme, že matice soustavy A ∈ Rn×n je ř́ıdká a symetrická a diskutujme jej́ı
Choleského rozklad. Většina teorie zde uvedená nepotřebuje předpokládat, že je matice
pozitivně definitńı, protože se týká struktury ř́ıdkosti jej́ıho dolńıho trojúhelńıkového fak-
toru. Nicméně vždy předpokládáme nenulovost diagonálńıch prvk̊u a vždy předpokládáme
symetrický rozklad diskutovaný výše a jeho existenci. Struktura ř́ıdkosti faktoru L je
stejná pro odmocninovou i bezodmocninovou variantu ve formě LDLT rozkladu, pro jej́ıž
formálńı existenci v přesné aritmetice stač́ı silná regularita matice A a kde mohou být na
diagonále i záporné prvky, tak i pro jej́ı odmocninovou LLT variantu, pro jej́ıž existenci
matice pozitivně definitńı muśı být.

V této kapitole a v několika daľśıch předpokládáme, že maticové rozklady, pokud
je lze provést, provád́ıme matematicky přesně. Později stručně zmı́ńıme některé aspekty
přesnosti a stability diskutovaných metod, které se týkaj́ı poč́ıtáńım v aritmetice s konečnou
přesnost́ı. Ještě později budeme diskutovat i přibližné (neúplné) rozklady, které nacházej́ı
své použit́ı v urychlováńı iteračńıch metod a kde je problém existence ještě kompliko-
vaněǰśı a vede k r̊uzným modifikaćım základńıho schématu.

8.1 Zaplněńı v Choleského rozkladu

Pokud neřekneme jinak (ale budeme občas zd̊urazňovat), předpokládáme, že pro Cho-
leského rozklad matice A plat́ı předpoklad o nevyrušeńı. Pro ř́ıdkou symetrickou matici
to znamená, že v jej́ım neorientovaném grafovém modelu G(A) = (V,E) pro 1 ≤ i, j ≤ n
plat́ı ekvivalence

{i, j} ∈ E ⇔ aij 6= 0 (8.1)

a platné jsou i analogické vztahy pro grafové modely částečně eliminovaných matice včetně
graf̊u faktor̊u jej́ıho LDLT rozkladu.

Často se v analýze ř́ıdkého Choleského rozkladu předpokládá, že rozkládaná matice
je nerozložitelná. Symetrická a rozložitelná matice je totiž blokově diagonálńı a úvahy,
týkaj́ıćı se struktury ř́ıdkosti faktor̊u rozkladu, je možné aplikovat na jednotlivé bloky

75
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Obrázek 8.1.1: Př́ıklad vzniku zaplněńı v rozkladu matice z diskretizace na pravidelné
dvourozměrné śıti. Vlevo je znázorněna struktura ř́ıdkosti p̊uvodńı matice. Vpravo je
znázorněna struktura ř́ıdkosti matice L+ LT .

zvlášt’. Choleského faktor p̊uvodńı symetrické rozložitelné matice je pak také rozložitelná
matice, jej́ıž diagonálńı bloky lze sestavit z Choleského faktor̊u diagonálńıch blok̊u p̊uvodńı
matice. V tomto textu to předpokládat nebudeme i z d̊uvodu kompatibility s některými
pojmy použ́ıvanými pro popis rozklad̊u nesymetrických matic.

Následuj́ıćı pozorováńı vycháźı př́ımo z předpokladu o nevyrušeńı, protože nenulovost
prvk̊u A se pak beze změny přenáš́ı do faktor̊u.

Pozorováńı 8.1.1 Za předpokladu o nevyrušeńı pro Choleského rozklad čtvercové syme-
trické matice A plat́ı následuj́ıćı vztah mezi jej́ı strukturou ř́ıdkosti a strukturou ř́ıdkosti
jej́ıho Choleského faktoru

S(A) ⊆ S(L+ LT ), (8.2)

Ve faktoru L se ale mohou objevit nové nenulové prvky. Těm budeme ř́ıkat prvky za-
plněńı (fill-in) nebo krátce zaplněńı. Pro algoritmy rozkladu je kĺıčové, kde a v jaké
velikosti zaplněńı vzniká. Velmi často je prvk̊u zaplněńı řádově v́ıce než prvk̊u p̊uvodńı
matice. Demonstrujme si tento jev nejprve na Obrázćıch 8.1.1, 8.1.2 a 8.1.3, kde vlevo
znázorňujeme p̊uvodńı strukturu a vpravo strukturu se zaplněńım.

Definice 8.1.1 Matici A(n−1) a matici F = L+LT , která má stejnou strukturu ř́ıdkosti,
budeme nazývat maticemi zaplněńı. Jejich neorientovaný graf nazveme grafem za-
plněńı matice A.

Daľśı ukázka zaplněńı vzniklé při rozkladu ř́ıdké matice prostřednictv́ım struktur ř́ıdkosti
jej́ıch faktor̊u je na Obrázku 8.1.4, kde jsou p̊uvodńı nenulové prvky znázorněny hvězdičkami
a nové prvky zaplněńı (fill-in) jsou označeny symbolem f .

8.1.1 Vznik zaplněńı: lokálńı pohled

Vznik zaplněńı v Choleského rozkladu si nejprve přibĺıž́ıme obrázkem. Př́ıklad pozice
(i, j), i ≤ n, j ≤ n pro matici A ∈ Rn×n na které vznikne prvek zaplněńı při přechodu
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Obrázek 8.1.2: Př́ıklad vzniku zaplněńı v rozkladu matice se složitěǰśı strukturou ř́ıdkosti
ř́ıdkosti. Vlevo je znázorněna struktura ř́ıdkosti p̊uvodńı matice. Vpravo je znázorněna
struktura ř́ıdkosti matice L+ LT .
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Obrázek 8.1.3: Př́ıklad zaplněńı při rozkladu matice se složitěǰśı strukturou ř́ıdkosti z
Obrázku 8.1.2, Matice je ale nejprve přeuspořádána tak, aby v počátečńıch kroćıch roz-
kladu bylo zaplněńı malé. Vlevo je znázorněna struktura ř́ıdkosti p̊uvodńı matice. Vpravo
je znázorněna struktura ř́ıdkosti matice L+ LT .
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗ ∗ ∗
6 ∗ ∗ ∗ ∗
7 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
8 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
9 ∗ ∗ ∗ ∗
10 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
11 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
12 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

















































































1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗ ∗ ∗
6 ∗ ∗ f ∗ ∗
7 ∗ ∗ ∗ ∗ f f ∗
8 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
9 ∗ f ∗ ∗ f f ∗
10 ∗ ∗ ∗ ∗ f ∗ f ∗ f ∗
11 ∗ ∗ ∗ f ∗ f f ∗ ∗
12 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗









































Obrázek 8.1.4: Př́ıklad struktur ř́ıdkosti matice A (vlevo) a matice zaplněńı F (vpravo;
prvky zaplněńı jsou označeny f).

Obrázek 8.1.5: Př́ıklad pozice {i, j} v matici, na které vznikne nový prvek zaplněńı.

mezi výše definovanými maticemi A(k−1) a A(k) pro nějaké k, 1 ≤ n − 1, je znázorněn
na Obrázku 8.1.5 kroužkem. Symetrická pozice (j, i), která patř́ı do LT je označena také
kroužkem.

Následuj́ıćı lemma formálně popisuje, kdy vznikne prvek zaplněńı na konkrétńı pozici
(i, j) matice A(k). Pro i > j patř́ı tato pozice do jej́ı dolńı trojúhelńıkového části, čili do
faktoru L.

Lemma 8.1.1 (Lemma o zaplněńı) Necht’ i, j, k ∈ {1, . . . , n}, k < min{i, j} ≤ n. Pak
za předpokladu o nevyrušeńı plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

a
(k)
ij 6= 0⇐⇒ a

(k−1)
ij 6= 0 ∨ (a

(k−1)
ik 6= 0 ∧ a

(k−1)
kj 6= 0)

Důkaz: Pro diagonálńı prvky je tvrzeńı triviálńı. Plat́ı-li a
(k)
ij 6= 0 a zároveň a

(k−1)
ij = 0, pak

muselo doj́ıt na pozici (i, j) eliminačńı matice ke změně hodnoty v k-tém kroku rozkladu.

Tedy při vytvářeńı A(k) částečným rozkladem A(k−1). Pak ovšem muśı platit a
(k−1)
ik 6= 0 a

zároveň a
(k−1)
kj 6= 0, nebot’ prvky v rozkladu se upravuj́ı podle vztahu

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij − lika

(k−1)
kj ≡ a

(k−1)
ij − a

(k−1)
ik a

(k−1)
kj /a

(k−1)
kk .
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Opačně, pravá strana dokazované ekvivalence nutně implikuje nenulovost a
(k)
ij . Lemma je

tak dokázáno. �

Lemma o zaplněńı se dá jednoduše vyjádřit také pomoćı graf̊u souvisej́ıćıch s roz-
kladem. Hrany odpov́ıdaj́ıćı zaplněńı (hrany zaplněńı) jsou postupně znázorněny v eli-
minačńıch grafech G(k), k = 0, . . . , n−2 a celou situaci lze vidět v rozš́ı̌reném eliminačńım
grafu G

(n−1)
E ≡ G(F ). Protože předpokládáme nevyrušeńı v operaćıch rozkladu, žádná z

těchto hran nemiźı. Přepisem Lemmatu o zaplněńı v grafových pojmech pro graf zaplněńı
je pak následuj́ıćı tvrzeńı a vid́ıme, jak předpoklad o nevyrušeńı usnadňuje formulaci
souvisej́ıćıch tvrzeńı t́ım, že je můžeme formulovat rovnou pro graf zaplněńı.

Lemma 8.1.2 (Grafová forma lemmatu o zaplněńı) Necht’ i, j ∈ {1, . . . , n}, k <
min{i, j}. Za předpokladu o nevyrušeńı pak plat́ı

{i, j} ∈ E(F )⇐⇒ {i, j} ∈ E(A) ∨ ({i, k} ∈ E(F ) ∧ {k, j} ∈ E(F )),

kde G(F ) = (V,E(F )) je grafový model matice zaplněńı F .

8.1.2 Zaplněńı ve struktuře Schurova doplňku.

Uvažujme k-tý krok algoritmu podmaticového rozkladu matice A pro 1 ≤ k ≤ n − 1.
Schur̊uv doplněk v matici A(k) źıskáme v rozkladu úpravou vněǰśım součinem vektor̊u.
V následuj́ıćım schématu zapisujeme i př́ıslušné indexy řádk̊u a sloupc̊u a ukazujeme jen
př́ıslušný Schur̊uv doplněk.

A(k) = A(k−1) −
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(8.3)

Z podmaticové varianty rozkladu snadno nahlédneme, že za předpokladu o nevyrušeńı
jsou v A(k) nenulové prvky určitě na pozićıch

{{i, j}|{i, k} ∈ E, {k, j} ∈ E, i > k, j > k}. (8.4)

Na některých z těchto pozic nenulové prvky už p̊uvodně mohly být. Na jiných pozićıch
se objev́ı nově jako prvky zaplněńı. Formálně definujeme množinu těchto nových pozic
nenulových prvk̊u v matici (hranách E(F ) grafu G(F )) výrazem

D(k)(G) = {{i, j}|{i, k} ∈ E, {k, j} ∈ E, {i, j} 6∈ E, i 6= j, i > k, j > k} (8.5)

jako deficit k-tého kroku rozkladu. Obrázek 8.1.6 ukazuje postupný vznik zaplněńı v ma-
tici. Obrázek 8.1.7 znázorňuje vývoj př́ıslušných rozš́ı̌rených eliminačńıch graf̊u. Struk-
turálńı změnu mezi grafy G(k−1) a G(k) formalizuje Lemma 8.1.3.
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5 ∗ f ∗ f ∗













Obrázek 8.1.6: P̊uvodńı matice (vlevo nahoře) a vývoj zaplněńı během prvńıch dvou krok̊u
rozkladu. Nové prvky zaplněńı jsou označeny symbolem f . Všimněme si, že v daľśıch
kroćıch rozkladu už žádné prvky zaplněńı nepřibudou.
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Obrázek 8.1.7: Vývoj rozš́ıřených eliminačńıch graf̊u odpov́ıdaj́ıćı Obrázku 8.1.6 poč́ınaje
grafem dané matice.
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Lemma 8.1.3 Eliminačńı graf G(k) = (V (k), E(k)) pro k ∈ {0, . . . , n− 1} se dá s pomoćı
pojmu deficitu vztahem G(k) = (V (k), E(k−1)(V (k)) ∪D(k)).

Důkaz: Tvrzeńı je zřejmé ze zápisu algoritmů rozkladu. Přǐrazeńı

aij = aij − lika
(k−1)
kj

v obecném kroku rozkladu doplńı nenulové prvky v A(k) právě na ony p̊uvodně nulové
pozice, pro které plat́ı (a(k−1))ik 6= 0 a (a(k−1))kj 6= 0 zároveň. �

Přechod mezi strukturou ř́ıdkosti nenulových prvk̊u dvou následuj́ıćıch eliminačńıch
matic se dá popsat pomoćı odpov́ıdaj́ıćıch graf̊u také tak, že pro 1 ≤ k ≤ n− 1 v G(k−1)

vrcholy soused́ıćı a vrcholem k, které jsou větš́ı než k, vytvoř́ı v eliminačńım grafu G(k)

kliku, neboli úplný podgraf na těchto sousedńıch vrcholech. Některé hrany této kliky
existovaly v G(k−1), ostatńı hrany odpov́ıdaj́ı novým hranám zaplněńı, tedy př́ıslušnému
deficitu.

8.1.3 Zaplněńı a cesty v grafu rozkládané matice

Následuj́ıćı věta představuje jinou charakterizaci zaplněńı po provedeńı k-tého kroku roz-
kladu pro k = 1, . . . , n − 1. Konkrétně popisuje zaplněńı nikoli lokálně, ale existenci
prvku zaplněńı charakterizuje globálně pomoćı struktury ř́ıdkosti matice A. Tvrzeńı for-
mulujeme pomoćı grafového modelu matice A ∈ Rn×n. Nenulovost prvk̊u v postupně
tvořených matićıch odpov́ıdá existenci určitých neorientovaných cest v grafovém modelu
G(A) rozkládané matice A.

Věta 8.1.1 (Věta o zaplněńı) Necht’ i, j, k ∈ {1, . . . , n}, k < min{i, j} ≤ n a plat́ı

předpoklad o nevyrušeńı. Pak a
(k)
ij 6= 0 právě tehdy, existuje-li v neorientovaném grafu G

matice A taková cesta
i

G⇐⇒ j,

že všechny jej́ı vrcholy r̊uzné od i a j jsou menš́ı než min{i, j}.

Demonstrace: Ukažme proces vzniku nenulových prvk̊u nejprve na př́ıkladě. Uvažujme
matici A z (8.6). Vlevo je p̊uvodńı matice s nenulovými prvky označenými hvězdičkami,
vpravo včetně prvk̊u zaplněńı označených f .
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(8.6)
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Obrázek 8.1.8: Neorientované grafy G(A) a G(L + LT ) s prvky zaplněńı vyznačenými
čárkovanými spojnicemi v druhém z nich.

Odpov́ıdaj́ıćı neorientované grafy jsou na Obrázku 8.1.8, přičemž G(A) je na levé
straně a G(L+LT ), který obsahuje také hrany odpov́ıdaj́ıćı prvk̊um zaplněńı, je na pravé
straně.

Existence prvku zaplněńı na pozici, která odpov́ıdá hraně mezi vrcholy 6 a 8, v grafu
G(L+ LT ) odpov́ıdá podle Věty 8.1.1 cestě

8↔ 2↔ 5↔ 1↔ 6.

Obecně taková cesta nemuśı být jednoznačná. Cesty z tvrzeńı Věty 8.1.1 budeme nazývat
cesty zaplněńı. Popǐsme nyńı proces vzniku zaplněńı v cestách zaplněńı. Hrany v rozš́ı̌rených
eliminačńıch grafech vznikaj́ı postupně z d̊uvodu eliminace řádk̊u a sloupc̊u matice A v
daném pořad́ı. Prvńı krok, eliminace prvńıho řádku a sloupce, implikuje vznik hrany
mezi jej́ımi sousedy 5 a 6. Druhý krok má za následek vznik hrany mezi vrcholy 5 a 8.
V d̊usledku prvńıch dvou krok̊u jsou tedy od grafu G

(2)
E vrcholy 6 a 8 sousedy vrcholu 5.

Důsledkem eliminace pátého řádku a sloupce tedy bude hrana mezi těmito vrcholy, která
bude podle předpokladu o zaplněńı i hranou v G(F ) ≡ G(L+ LT ).

�

Důkaz: Označme diskutovanou cestu v G(A) z tvrzeńı věty následuj́ıćım zp̊usobem

(i, p1, . . . , pt, j),

kde
pl ≤ k, l ∈ {1, . . . , t}. (8.7)

Množina mezilehlých vrchol̊u cesty {p1, . . . , pt} přitommůže být i prázdná. Předpokládejme

i, j, k ∈ {1, . . . , n}, k < min{i, j} ≤ n a necht’ a
(k)
ij 6= 0. Necht’ dále plat́ı i > j. K d̊ukazu

použijeme matematickou indukci podle sloupcového indexu j tohoto prvku. Pro j = 1
je tvrzeńı zřejmé, nebot’ struktura ř́ıdkosti sloupce A

(k)
∗1 je shodná se strukturou ř́ıdkosti

sloupce A
(0)
∗1 ≡ A∗1 p̊uvodńı matice a existuje v ńı triviálńı cesta, tedy hrana, (i, 1) délky

1. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechny sloupcové indexy nejvýše rovné nějakému
j. Uvažujme nenulový prvek a

(k)
i,j+1. Podle Lemmatu 8.1.1, plat́ı bud’ a

(0)
i,j+1 ≡ ai,j+1 6= 0

nebo existuje takový nenulový index r, r < min{i, j + 1}, r ≤ k, že plat́ı a
(r−1)
ir 6= 0

a zároveň a
(r−1)
r,j+1 6= 0. V prvńım př́ıpadě je cesta triviálně určena, v druhém př́ıpadě ji

źıskáme spojeńım dvou cest, které podle indukčńıho předpokladu existuj́ı. V G(A) tedy
existuje hledaná cesta taková, že má počátečńı bod v i a koncový bod v j + 1 a indukčńı
krok je dokázán.
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Opačně, necht’ existuje cesta (i, p1, . . . , pt, j) v G(A) taková, že pl ≤ k, l ∈ {1, . . . , t}..
Důkaz provedeme matematickou indukćı podle jej́ı délky. Je-li jej́ı délka 1, to jest jestliže
se tato cesta redukuje na hranu (i, j), pak stač́ı položit k = 0 a tvrzeńı je triviálně
platné. Předpokládejme nyńı, že tvrzeńı plat́ı pro všechny cesty délky nejvýše t pro t ≥ 1.
Označme ps = max{pl | l ∈ {1, . . . , t}} a definujme si formálně p0 = i a pt+1 = j.
Pak ovšem dle indukčńıho předpokladu aplikovaného na cesty i, . . . , ps a ps, . . . , j plat́ı
a
(ps−1)
ips 6= 0 a a

(ps−1)
psj 6= 0. Podle Lemmatu 8.1.3 dostáváme a

(ps)
ij 6= 0 a tedy i a

(k)
ij 6= 0 pro

všechna př́ıpustná k ≥ ps. Uvedená ekvivalence je tedy dokázána. �

Jednodušš́ı formou Věty o zaplněńı je následuj́ıćı tvrzeńı, které ukazuje situaci v grafu
G(L + LT ) a nebere do úvahy, ve kterém eliminačńım grafu se hrany zaplněńı objev́ı
poprvé.

Důsledek 8.1.1 (Grafová forma Věty o zaplněńı) Necht’ i, j ∈ {1, . . . , n} a plat́ı
předpoklad o nevyrušeńı. Pak lij 6= 0 ({i, j} ∈ E(F )) právě tehdy, existuje-li v G(A) cesta
zaplněńı

i
G⇐⇒ j.

Ačkoli popis vznikaj́ıćıho zaplněńı využ́ıvá ve formulaci nenulovost prvk̊u dané matice
A (vyjádřenou grafem), tedy využ́ıvá známá data, mı́sto nenulovosti prvk̊u v částečně
eliminovaných matićıch, stále je implicitńı, protože diskutuje strukturu nenulovosti na
základě existence cest v dané matici A, které nejsou jednoduchým zp̊usobem k dispozici.
Celý popis je proto potřeba dále zjednodušit. V následuj́ıćı sekci ukážeme vznik zaplněńı
nikoli prostřednictv́ım vněǰśıch součin̊u podmaticové varianty rozkladu, ale z pohledu,
jak struktura ř́ıdkosti jednoho spoč́ıtaného sloupce faktoru L ovlivńı strukturu Schurova
doplňku.

8.1.4 Zaplněńı a replikace struktur sloupc̊u faktoru L

V této kapitole poṕı̌seme zp̊usob, jakým jeho struktura ř́ıdkosti ovlivńı strukturu ř́ıdkosti
některých daľśıch sloupc̊u v Schurově doplňku. Označeńı pomoćı zobrazeńı parent zave-
dené v Definici 8.1.2 je shodné s označeńım zavedeným pro orientované acyklické grafy.
Jak dále uvid́ıme, tato shoda ve značeńı neńı náhodná.

Definice 8.1.2 Označme výrazem výrazem parent(j) pro j ∈ {1, . . . , n} řádkový index
prvńıho nenulového poddiagonálńıho prvku ve sloupci j matice L. Neexistuje-li takový
nenulový prvek, položme parent(j) = 0. Dále označme parent2(j) ≡ parent(parent(j)),
parent3(j) ≡ parent(parent(parent(j))) atd.

Uvažujme spoč́ıtaný j-tý sloupec faktoru Lj:n,j, který se v našem popisu rozkladu

zaṕı̌se také jako A
(j−1)
j:n,j pro j = 1, . . . , n− 1. Tento sloupec je při konstrukci A

(j)
j:n,j použit

k aktualizaci prvk̊u ve sloupci parent(j). To je hned vidět ze sloupcové varianty roz-
kladu v Algoritmu 7.2.1, ale je to zřejmé i z popisu zaplněńı v Schurově doplňku dis-
kutovaném výše. Zároveň ale prvky sloupce Lj:n,j neovlivńı hodnoty ani nenulovost
prvk̊u (strukturu) v žádném sloupci s indexem větš́ım než j a menš́ım než parent(j)
jak vyplývá nejen z Algoritmu 7.2.1, ale i z toho, že v deficitu j-tého kroku rozkladu
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nemá žádná hrana koncový vrchol s indexem menš́ım než parent(j). Aktualizace struk-
tury ř́ıdkosti sloupce parent(j) v př́ıslušné eliminačńı matici z pohledu grafového modelu
spoč́ıvá v tom, že se sjednot́ı struktura ř́ıdkosti sloupce parent(j) v př́ıslušné elimi-
nované matici a struktura ř́ıdkosti části sloupce L∗j s řádkovými indexy mezi parent(j) a
n včetně. Tato inkluze je obsahem následuj́ıćıho Lemmatu 8.1.2.

Pozorováńı 8.1.2 Za předpokladu o nevyrušeńı plat́ı

S(Lj+1:n,j) ⊆ S(Lparent(j):n,parent(j)).

Celý proces ovlivněńı daľśıch sloupc̊u i jejich struktur sloupcem Lj:n,j faktoru je po-
stupně znázorněn na Obrázku 8.1.9. Situace je nejprve zobrazena vlevo nahoře. Následuje
znázorněńı, jak je ovlivněna struktura ř́ıdkosti sloupce parent(j) a poté ovlivněńı sloupce
parent(parent(j)). Ten ale mohl źıskat také př́ıspěvky do struktury ř́ıdkosti od
jiných sloupc̊u k, pro které j = parent(k).

Obrázek 8.1.9 ukazuje nejenom postupné sléváńı struktur a př́ıslušné ovlivňováńı nu-
merických hodnot opakovanou aplikaćı principu z Pozorováńı 8.1.2. Zároveň ale ukazuje,
že pomoćı sekvence parent(j), parent(parent(j) ≡ parent2(j), . . . zavedené v Definici
8.1.2 je možné se dostat k pozici každého nenulového prvku lij, i > j výše uvedeným
zp̊usobem replikace struktur. Následuj́ıćı věta tento fakt formalizuje. Detailněǰśı grafový
popis uvedeme později.

Věta 8.1.2 (Věta o replikaci sloupcové struktury) Necht’ lij 6= 0 pro j < i ≤ n. Pak
existuje p > 0 takové, že parentp(j) = i. Zároveň plat́ı lis 6= 0 pro s = j, parent(j),
parent2(j) . . . , parentp(j).

Důkaz:Dř́ıve než uvedeme jednoduchý d̊ukaz, demonstrujme si situaci na Obrázku 8.1.10.
Zde vid́ıme, jak replikace sloupc̊u zároveň implikuje nenulovost prvk̊u v i-tém řádku Cho-
leského faktoru.

Formálně, plat́ı-li i = parent(j), tvrzeńı věty je dokázáno. V opačném př́ıpadě existuje
takový index s, j < s < i, že plat́ı s = parent(j). Replikace sloupcové struktury implikuje
lis 6= 0. Aplikaćı indukčńıho argumentu na tento prvek dostaneme tvrzeńı po konečném
počtu krok̊u. �

Následuj́ıćı teoretické výsledky ukazuj́ı vznik a rozšǐrováńı zaplněńı během rozkladu
podrobněji. Lze je chápat jako rozš́ı̌reńı tvrzeńı Věty o zaplněńı s využit́ım rekurentńı
aplikace zobrazeńı parent v jejich formulaci. Zároveň tyto výsledky ukazuj́ı, jak některé
cesty z této Věty naj́ıt. Nejprve uvedeme Lemma 8.1.4 o propojeńı vrchol̊u cestou v jistém
podgrafu grafu G(A) matice A.

Lemma 8.1.4 Necht’ k, j, k < j jsou vrcholy grafu G(A). Tyto vrcholy jsou propojeny
neorientovanou cestou v podgrafu G(A) indukovaném vrcholy 1, . . . , j zapsanou jako

j
G(A)⇐==⇒

{1,...,j}
k

právě tehdy, existuje-li přirozené č́ıslo p, p > 0 takové, že parentp(k) = j.
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Obrázek 8.1.9: Znázorněńı replikace sloupcových struktur v Choleského faktorizaci ř́ıdké
matice.
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Obrázek 8.1.10: Znázorněńı vzniku zaplněńı na řádku i v sekvenci replikaćı sloupc̊u faktoru
v Choleského faktorizaci ř́ıdké matice.

Důkaz: Předpokládejme nejprve existenci takové cesty v G(A). Prvńı implikaci lemmatu
lze dokázat matematickou indukćı podle délky této cesty. Pro cesty délky 1, to jest plat́ı-
li ajk 6= 0 a tedy i ljk 6= 0, tvrzeńı plyne z Věty 8.1.2 o replikaci sloupcové struktury.
Uvažujme cestu délky t a předpokládejme, že výsledek plat́ı pro všechny délky cesty
menš́ı než t. Necht’ m je maximálńı vrchol na této cestě. Plat́ı-li m ≤ k, pak tvrzeńı
plat́ı i pro cestu délky t. V opačném př́ıpadě, protože muśı být m > k a m < j existuj́ı
indexy q1, q2 > 0 takové že, parentq1(m) = j a parentq2(k) = m. Propojeńım těchto cest
dostaneme tvrzeńı prvńı implikace lematu.

Opačně, necht’ existuje přirozené p, p > 0 takové, že parentp(k) = j a diskutujme
cestu mezi k a j, která existuje v grafu zaplněńı. Podle Věty o zaplněńı můžeme každou
jej́ı hranu nahradit cestou v G(A) s mezilehlými vrcholy menš́ımi než oba vrcholy krajńı.
Propojeńım těchto cest źıskáme výsledek a lemma je tak dokázáno. �

Jak jsme již zmı́nili, cesta z Věty o zaplněńı neńı obecně jednoznačná. Následuj́ıćı Věta
8.1.3 ř́ıká, jak jedna taková cesta vypadá.

Věta 8.1.3 (Věta o zaplněńı s použit́ım replikace struktur sloupc̊u) Necht’ aij = 0
pro j < i ≤ n. Pak lij 6= 0 právě tehdy, existuje-li k < j, pro které plat́ı aik 6= 0 a zároveň
existuje p > 0 takové, že

parentp(k) = j .

Důkaz: Necht’ lij 6= 0 pro nějaký vrchol j, kde j < i ≤ n. Podle Věty o zaplněńı existuje
v G(A) cesta zaplněńı

i
G⇐⇒ j.

Označme si vrcholy této cesty (i, p1, . . . , pt, j), kde mezilehlé vrcholy splňuj́ı pi ≤ k, i =
1, . . . , t. Muśı platit t > 0, protože předpokládáme, že aij = 0. Uvažujme prvek matice
aipt 6= 0. Z Lemmatu 8.1.4 dostáváme, že existuje takové q > 0 takové, že parentq(pt) = j,

protože podle tohoto Lemmatu pt ∈ {1, . . . , pt} a existuje neorientovaná cesta i
G(A)⇐===⇒

{1,...,pt}
pt
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j

Obrázek 8.1.11: Znázorněńı vztahuj́ıćı se k Větě 8.1.3. Za platnosti jej́ıch předpoklad̊u
prvek lij bude nenulový právě tehdy, existuje-li nenulový prvek aij znázorněný vlevo dole
a př́ıslušná sekvence charakterizovaná zobrazeńım parent.

mezi i a pt v podgrafu grafu G(A) indukovaném množinou {1, . . . , pt}. Položeńım k = pt
źıskáváme tvrzeńı prvńı implikace.

Obráceně, necht’ existuj́ı index k < j, pro který plat́ı aik 6= 0 a p > 0 s vlastnostmi

uvedenými ve Větě. Podle Lemmatu 8.1.4 existuje cesta k
G(A)⇐==⇒

{1,...,j}
j, která je tedy celá v

podgrafu G({1, . . . , j}). To dává dohromady s hranou {i, k} cestu zaplněńı mezi vrcholy
i a j. Proto plat́ı lij 6= 0 a Věta je tak dokázána.

�

Demonstrujme si tvrzeńı Věty na Obrázku 8.1.11 rozš́ı̌reńım zobrazeńı z Obrázku
8.1.10. K tomu, abychom dostali nenulový prvek lij muśı za předpokladu o nevyrušeńı
platit aij 6= 0 a existovat př́ıslušná sekvence charakterizovaná zobrazeńım parent.

8.2 Eliminačńı strom

V předcházej́ıćım textu jsme viděli, že v procesu replikace struktur hraj́ı d̊uležitou roli
prvńı nenulové poddiagonálńı prvky ve sloupćıch faktoru L. Jejich struktury ř́ıdkosti
významnou měrou určuj́ı, jak vypadá struktura ř́ıdkosti celého faktoru. Orientovaný graf,
který nyńı definujeme a který budeme nazývat eliminačńı strom je založen právě na těchto
prvćıch a zavedeném zobrazeńı parent.

Definice 8.2.1 Eliminačńı strom T (A) = (V,E(A)) symetrické matice A dimenze n pro
kterou existuje nějaké přiřazeńı numerických hodnot jej́ım prvk̊u tak, že existuje jej́ı Cho-
leského rozklad A = LDLT definujeme jako jej́ı podgraf určený množinou hran

E(A) = {(i, j) | i = min{k | k > j ∧ lkj 6= 0}.
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VDefinici 8.2 si všimněme označeńı E(A) množiny hran, které můžeme doplnit spodńım
indexem, je-li třeba vyjasnit, o jaký strom se jedná. Vid́ıme, že eliminačńı strom je
speciálńı př́ıpad orientovaného acyklického grafu. Na rozd́ıl od obecného grafového
pojmu stromu nevyžadujeme, aby eliminačńı strom byl souvislý (ve smyslu jeho symet-
rizace). Je-li eliminačńı strom souvislý, je zároveň kořenový strom s kořenem n a orientaćı
zavedenou v Definici 8.2, která odpov́ıdá výše zavedené orientaci kořenových stromů.
S použit́ım označeńı pro orientované acyklické stromy můžeme hranu (i, j) eliminačńıho
stromu také zapsat (parent(j), j). Vrchol parent(j) je otcem vrcholu j ve smyslu definice
pro acyklické grafy a vrchol j je synem vrcholu parent(j). Analogicky budeme hovořit i
o předćıch a potomćıch vrchol̊u eliminačńıho stromu. Ačkoliv je eliminačńı strom obvykle
zaváděn pro symetrické matice v př́ıpadě, kdy jsou pozitivně definitńı, zde použ́ıváme
obecněǰśı definici i proto, že tento pojem je založen pouze na struktuře mimodiagonálńıch
prvk̊u nějakého existuj́ıćıho LDLT rozkladu. Budeme-li hovořit o eliminačńım stromu
matice bude za t́ım vždy předpoklad jeho existence. Vlastnost souvislosti eliminačńıho
stromu je popsána v následuj́ıćım tvrzeńı, které je snadné dokázat.

Lemma 8.2.1 Je-li symetrická matice A nerozložitelná, T (A) je zároveň stromem ve
smyslu teorie graf̊u. To znamená, že jeho symetrizace je souvislá a acyklická.

Je-li tedy matice z Definice nerozložitelná, eliminačńı strom je zároveň kořenový strom
s kořenem r = n. Je-li tato matice rozložitelná, zkonstruovaný eliminačńı strom bude stále
acyklický, ale nebude souvislý. Ve smyslu teorie graf̊u bude tedy eliminačńı strom lesem.

Snadno nahlédneme, že terminologie orientovaných acyklických graf̊u použitá na eli-
minačńı strom je plně kompatibilńı s terminologíı zavedenou v souvislosti s replikacemi
nenulových prvk̊u v pr̊uběhu faktorizace. Následuj́ıćı pozorováńı dává do souvislosti dř́ıve
ukázané vlastnosti s pojmy předka a potomka zavedenými pro acyklické grafy.

Pozorováńı 8.2.1

i = ancT (j)⇔ j ∈ descT (i)⇔ (∃p > 0)(parentp(j) = i)

pro vrcholy i, j, i > j eliminačńıho stromu T a přirozené č́ıslo p > 0.
Daľśı jednoduché tvrzeńı je v následuj́ıćım lemmatu.

Lemma 8.2.2 Je-li vrchol i předek vrcholu j 6= i v eliminačńım stromu T matice A, pak
plat́ı i > j.

Důkaz: Je-li vrchol i vlastńı předek vrcholu j, pak v orientovaném eliminačńım stromu
T existuje cesta i⇒ j nenulové délky. Pro každou hranu (k, l) této cesty muśı platit k > l
podle Definice 8.2. Z tranzitivity uspořádáńı pak vyplývá, že i > j, což jsme měli dokázat.
�

Protože eliminačńı strom je speciálńım př́ıpadem kořenového stromu a tedy i oriento-
vaného acyklického grafu, pak následuj́ıćı definice pouze doplňuje terminologii oriento-
vaného acyklického grafu.

Definice 8.2.2 Listy kořenového stromu nazveme takové jeho vrcholy, které nemaj́ı vlastńı
potomky.
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Obrázek 8.2.12: Př́ıklad eliminačńıho stromu matice z Obrázku 8.1.4.

Definice 8.2.3 Podstromem T (j) orientovaného acyklického grafu T ve vrcholu j na-
zveme jeho podgraf, který je indukován množinou všech vrchol̊u, do kterých vede cesta z
vrcholu j v T . T (j) je kořenovým stromem s kořenem j. Plat́ı tedy, že množina vrchol̊u
T (j) je ekvivalentńı s množinou descT (j). Velikost́ı T (j), kterou budeme značit |T (j)|,
rozumı́me počet vrchol̊u T (j).

V grafickém znázorněńı eliminačńıho stromu použijeme výše uvedenou konvenci, že ori-
entace hran je často vyznačena nikoli šipkami, ale polohou. Hrana eliminačńıho stromu
bude v této konvenci vždy orientována od vrcholu zobrazeného výše k vrcholu zobra-
zenému ńıže. Někdy budeme eliminačńı strom chápat jako neorientovaný ve smyslu jeho
symetrizace. Podobně jako u grafových model̊u matice budeme, pokud to bude možné,
terminologii zjednodušovat a hovořit např́ıklad o eliminačńım stromu T nebo jen o eli-
minačńım stromu namı́sto úplného značeńı T (A). Nebude-li moci doj́ıt k záměně, budeme
také hovořit o eliminačńım stromu grafu G(A) nebo grafu G(F ) ≡ G(L + LT ) namı́sto
o eliminačńım stromu matice A. Nebude-li moci doj́ıt k záměně, budeme také hovořit o
podstromu T̄ nějakého stromu T jako o množině vrchol̊u, která ho určuje s indukovanými
hranami z p̊uvodńıho stromu T .

Př́ıklad 8.2.1 Na Obrázku 8.2.12 je znázorněn eliminačńı strom matice z Obrázku 8.1.4.

Pojem eliminačńıho stromu umožňuje přeformulovat některá dř́ıve uvedená tvrzeńı
kompaktněji, kde nahrad́ıme, mimo jiné, rekurźıvńı aplikaci zobrazeńı parent vlastnostmi
eliminačńıho stromu a jeho podstromů. Věta 8.1.2 o replikaci sloupcové struktury se dá
vyjádřit např́ıklad následuj́ıćım zp̊usobem.
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Lemma 8.2.3 Plat́ı-li pro prvek faktoru L Choleského rozkladu lij 6= 0, i > j (tedy
{i, j} ∈ G(F ) nebot’ předpokládáme nevyrušeńı) matice A, pak je vrchol i předkem vr-
cholu j v eliminačńım stromu T (A). Tvrzeńı m̊užeme také zapsat stručněji následovně

lij 6= 0⇒ i ∈ ancT (j). (8.8)

Důkaz: Důkaz provedeme matematickou indukćı podle sloupcového indexu j. Pro j = n
tvrzeńı zjevně plat́ı. Indukčńım předpokladem je, že tvrzeńı plat́ı pro všechny sloupce s
indexy j + 1, . . . , n. Necht’ nyńı lij 6= 0. Je-li i = parent(j) nebo i = j, pak je tvrzeńı
jasné z definice zobrazeńı parent. V opačném př́ıpadě existuje index k, pro který plat́ı
k = parent(j), j < k. Muśı ale platit celkem j < k < i, nebot’ jinak bychom dostali
spor s definićı zobrazeńı parent. Nebot’ lkj 6= 0 a lij 6= 0, pak podle Lemmatu 8.1.3 máme
lik 6= 0. Z indukčńıho předpokladu dostaneme i ∈ anc(k) a k = parent(j), což dohromady
dává i ∈ anc(j) ≡ ancT (j). Tvrzeńı pak vyplývá z principu matematické indukce. �

8.2.1 Konstrukce eliminačńıho stromu

Eliminačńı strom je zaveden v Definici 8.2 pomoćı struktury ř́ıdkosti matice faktoru L.
Ta ale neńı obvykle k dispozici. Jeho konstrukce na základě p̊uvodńı matice, tedy na
základě vstupńıch dat, je základńım předpokladem pro efektivńı ř́ıdkou Choleského fak-
torizaci. Následuj́ıćı Věta 8.2.1 vznikla přeformulováńım Lemmatu 8.1.4 s využit́ım pojmu
eliminačńıho stromu.

Věta 8.2.1 Vrchol i je předek vrcholu j, i > j v eliminačńım stromu T (A) právě tehdy,
existuje-li v G({1, . . . , i}) neorientovaná cesta

j
G(A)⇐==⇒
{1,...,i}

i.

Důkaz: Necht’ taková cesta existuje. Důkaz Věty provedeme matematickou indukćı podle
jej́ı délky. Je-li jej́ı délka 1, tato cesta je hranou a tvrzeńı je zřejmé. V opačném př́ıpadě
necht’ tvrzeńı plat́ı pro všechny cesty délky menš́ı než t, 2 ≤ t ≤ n− 1 a uvažujme cestu
délky t. Necht’ m je maximálńı vrchol této cesty. Je-li m < j, pak muśı být lij 6= 0 podle
Věty o zaplněńı a tvrzeńı plat́ı. V př́ıpadě m ≥ j je podle indukčńıho předpokladu i
předkem m a m je předkem j, což dává tvrzeńı. Opačně, necht’ je vrchol i předek vrcholu
j a uvažujme cestu i ⇒ j v eliminačńım stromu T . Každá jej́ı hrana (k, l) odpov́ıdá
nenulovému prvku lkl faktoru L a t́ım i cestě v grafu přes vrcholy s menš́ım ohodnoceńım
než k i l. Spojeńım cest dohromady źıskáme hledanou cestu, jej́ıž vrcholy maj́ı ohodnoceńı
nejvýše j a Věta je tedy dokázána. �

Následuj́ıćı zřejmý Důsledek 8.2.1 ihned implikuje zp̊usob, jak můžeme eliminačńı
strom zkonstruovat.

Důsledek 8.2.1 Předek i vrcholu j, i > j v eliminačńım stromu T (A) je jeho otcem
(splňuje tedy i = parent(j)) právě tehdy, je-li vrchol j maximálńı prvek nějaké komponenty
grafu G({1, . . . , i}) \ {i} tak, že existuje neorientovaná cesta

j
G(A)⇐==⇒
{1,...,i}

i.
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1

2

3

4 9

7
5

6

12

11
10

8

Obrázek 8.2.13: Znázorněńı grafu matice z Obrázku 8.1.4 (vlevo - bez zaplněńı).

Uvažujme nyńı graf matice z Obrázku 8.1.4 vlevo, tedy bez zaplněńı, který znázorňujeme
na Obrázku 8.2.13. A na Obrázku 8.2.14 je potom znázorněme odvozený grafG({1, . . . , 10}).

Vid́ıme, že vrchol 10 je skutečně předkem všech vrchol̊u 1−8, jak je vidět na Obrázku
8.2.12, což demonstruje tvrzeńı Věty 8.2.1. Také vid́ıme, že když z toho grafu odebereme
vrchol 10, pak maximálńı vrcholy ve vzniklých komponentách jsou právě vrcholy 8, 2
a 9, tedy synové vrcholy 10, což demonstruje Důsledek 8.2.1. Zkoumáńım komponent
souvislosti postupně se zvětšuj́ıćıho grafu je tedy možné eliminačńı strom nalézt. Tato
konstrukce je d̊uležitá, že se dá zobecnit pro obecněǰśı nesymetrický eliminačńı strom a
využ́ıt k jeho konstrukci, jak dále uvid́ıme. V následuj́ıćım textu uvedeme jinou konstrukci
eliminačńıho stromu v Algoritmu 8.2.1, která je založena na tom, že postupně procháźıme
vrcholy grafu a snaž́ıme se je přidávat ke komponentám postupně tvořeného eliminačńıho
stromu. Tato konstrukce je nejenom efektivńı a jej́ı daľśı výhoda je, že umožňuje velmi
dobře využ́ıt klasické výsledky teorie kořenových stromů. Algoritmus 8.2.1 samozřejmě
předpokládá platnost předpokladu o nevyrušeńı.

Algoritmus 8.2.1 Nalezeńı eliminačńıho stromu
Input: Řı́dká SPD matice A ∈ Rn×n a jej́ı neorientovaný graf.
Output: Eliminačńı strom uložený pomoćı vektoru parent.

1. for i = 1 : n do
2. parent(i) = 0
3. for k taková, že k ∈ adj(i) ∧ k < i do
4. j = k
5. while (parent(j) 6= 0 ∧ parent(j) 6= i) do
6. j = parent(j)
7. end while
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Obrázek 8.2.14: Znázorněńı grafu matice z Obrázku 8.1.4 (vlevo - bez zaplněńı).

8. if parent(j) = 0 then
9. parent(j) = i
10. end if
11. end k
12. end i

Ve vněǰśım cyklu algoritmu se postupně procházej́ı řádky matice A a uvažuj́ı jejich
nenulové prvky. Poznamenejme, že v kroku 3 Algoritmu 8.2.1 neńı potřeba, aby indexy
nenulových prvk̊u k ∈ adj(i) ∧ k < i byly procházeny v určitém pořad́ı. V d̊ukazu
Lemmatu 8.2.4 ukážeme, že Algoritmus 8.2.1 opravdu konstruuje eliminačńı strom.

Lemma 8.2.4 Uvažujme Algoritmus 8.2.1 a jeho i-tý krok pro i = 1, . . . , n. Po ukončeńı
i-tého kroku algoritmu pro i = 1, . . . , n je zkonstruován eliminačńı strom T (A1:i,1:i).

Důkaz:
Budeme postupovat matematickou indukćı podle i. Pro i = 1 je tvrzeńı zřejmé.

Uvažujme i > 1 a předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro j = 1, . . . , i − 1. Je-li nenulový
prvek aik matice A pro k < i (při předpokladu o nevyrušeńı tedy i k ∈ adj(i)) prvńım
poddiagonálńım prvkem v jej́ım k-tém sloupci, pak vzhledem k indukčńımu předpokladu
to je ekvivalentńı faktu, že doposud plat́ı parent(i) = 0. Položeńı parent(k) = i na řádku
9 Algoritmu 8.2.1 odpov́ıdá definici eliminačńıho stromu. Neńı-li prvńım poddiagonálńım
prvkem, pak prvńı poddiagonálńı prvek ve sloupci k už musel být uvažován v řádkovém
cyklu některého předcházej́ıćıho kroku. Označme jeho řádkový index j, j < i a plat́ı tedy
parent(k) = j. Podle Věty 8.1.2 ale plat́ı také lij 6= 0, protože nenulovost tohoto prvku
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Obrázek 8.2.15: Znázorněńı konstrukce eliminačńıho stromu matice z Obrázku 8.1.4, který
je vcelku na Obrázku 8.2.12.

v matici faktoru L vyplývá z př́ıslušné replikace struktury ř́ıdkosti sloupce. Po konečném
počtu těchto krok̊u, kde v algoritmu předefinováváme sloupcový index algoritmickou kon-
strukćı j = parent(j), źıskáme prvek řádku i a sloupce j, pro který plat́ı lij 6= 0 a
zároveň je i prvńım poddiagonálńım prvkem sloupce j. Ten odpov́ıdá hraně dané vzta-
hem i = parent(j), která bud’ byla implikována replikaćı nenulovosti při kterém se vyšlo
z nějakého k′, k′ 6= 0, které jsme na i-tém řádku uvažovali dř́ıve a pro které aik′ 6= 0 nebo
muśıme položit i = parent(j). To odpov́ıdá rozhodováńı na řádku 8 algoritmu. Eliminačńı
strom byl tak rozš́ı̌ren, indukčńı krok je t́ım dokázán. Z principu matematické indukce
plyne tvrzeńı tohoto lemmatu. �

Př́ıklad 8.2.2 Obrázek 8.2.15 znázorňuje postupnou konstrukci eliminačńıho stromu pro-
cesem přidáváńı maximálně jedné hrany pro každý řádek. Po k-tém kroku konstrukce se
eliminačńı strom skládá ze všech komponent, které obsahuj́ı vrcholy 1, . . . , k.

Př́ıklad 8.2.3 Na Obrázku 8.2.16 je jiná ukázka grafu G(A) matice A a také částečně
zkonstruovaných eliminačńıch strom̊u po provedeńı i-tého kroku Algoritmu 8.2.1 pro i =
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Obrázek 8.2.16: Ukázka grafu G(A) o šesti vrcholech a šesti postupně tvořených eli-
minačńıch strom̊u pro jej́ı hlavńı podmatice. Částečné eliminačńı stromy jsou seřazeny
zleva doprava a shora dol̊u.

1, . . . , 6. Na rozd́ıl̊u od předcházej́ıćıho zobrazeńı zde opakovaně znázorňujeme i kompo-
nenty, které nejsou ovlivněny přidáńım hrany v i-tém kroku cyklu. Tento př́ıklad použijeme
ještě ńı̌ze pro demonstraci obecně rychleǰśıho algoritmu konstrukce eliminačńıho stromu
popsaného jako Algoritmus 8.2.2.

Procházeńı cest ve vytvářeném eliminačńım stromu směrem ke kořeni znázorněným
přǐrazeńım j = parent(j) na řádku 6 Algoritmu 8.2.1 může být časově náročné. To plat́ı
obzvláště v př́ıpadě konstrukce eliminačńıho stromu, jehož nějaká komponenta má velkou
výšku, což je pojem, který nyńı zavedeme. Definujme nejprve pomocnou funkci

htT : V → {1, . . . , n− 1} ∪ {0}

předpisem

htT (i) =

{

htT (i) = 0 je− li i listem v T,
1 + max{htT (j)| parent(j) = i} jinak.

(8.9)

Výšku height(T ) eliminačńıho stromu T pak zavedeme přǐrazeńım

height(T ) =

{

maxi=1,...,n htT (i) pro T 6= ∅,
−1 jinak.

(8.10)

Důsledek 8.2.2 Je-li eliminačńı strom souvislý, pak je zřejmě

height(T ) = htT (n).
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Př́ıklad struktury ř́ıdkosti matice A ∈ Rn×n pro n = 7, kde velká výška jej́ıho eliminačńıho
stromu bráńı jeho efektivńı konstrukci, je následuj́ıćı.
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1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗
3 ∗ ∗
4 ∗ ∗
5 ∗ ∗
6 ∗ ∗
7 ∗ ∗
8 ∗ ∗

























(8.11)

Eliminačńı strom je určen hranami

parent(i) = i+ 1, i = 1, . . . , n.

Při jeho konstrukci Algoritmem 8.2.1 pro každý řádek muśıme proj́ıt celý dosud zkonstru-
ovaný strom. To znamená, že složitost konstrukce je O(n2), čili je úměrná dimenzi kva-
draticky. Zefektivněńı konstrukce eliminačńıho stromu, které částečně eliminuje dlouhé
sekvence hledáńı v Algoritmu 8.2.1 vlivem jeho velké výšky, je založeno na kompresi
část́ı cest v eliminačńım stromu. V praxi se implementuje s použit́ım pomocného vektoru
ancestor, který pro vrchol j uchová nějakého obecně jiného předka než je parent(j), který
může mı́t menš́ı vzdálenost ke kořeni komponenty dosud zkonstruovaného eliminačńıho
stromu. Konkrétně, vektor ancestor uchovává zkratky cest, které už byly někdy použity
při procházeńı částečně zkonstruovaným eliminačńım stromem. Podgraf popsaný vekto-
rem ancestor mı́sto vektoru parent se nazývá virtuálńı eliminačńı strom a jeho kom-
ponenty maj́ı pokud možno malou výšku. Př́ıslušný postup nalezeńı eliminačńıho stromu,
který je tak obvykle efektivněǰśı než Algoritmus 8.2.1, zde uvád́ıme jako Algoritmus 8.2.2.

Algoritmus 8.2.2 Nalezeńı eliminačńıho stromu s urychleńım kompreśı cest
Input: Řı́dká SPD matice A ∈ Rn×n a jej́ı neorientovaný graf.
Output: Eliminačńı strom uložený pomoćı vektoru parent.

1. for i = 1 : n do
2. parent(i) = 0
2. ancestor(i) = 0
3. for k taková, že k ∈ adj(i) ∧ k < i do
4. j = k
5. while (ancestor(j) 6= 0 ∧ ancestor(j) 6= i) do
6. l = ancestor(j)
7. ancestor(j) = i
8. j = l
9. end while
10. if ancestor(j) = 0 then
11. ancestor(j) = i
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1

3

4 2

5

6

1

3

4 2

5 5

5

1

21

2

3

3 4

4

6

Obrázek 8.2.17: Ukázka grafu matice G(A) a dvou postupně tvořených eliminačńıch strom̊u
(dole) a virtuálńıch eliminačńıch strom̊u (nahoře) pro jej́ı pátou a šestou hlavńı podmatici.

12. parent(j) = i
13. end if
14. end k
15. end i

Př́ıklad 8.2.4 Na Obrázku 8.2.17 jsou znázorněny postupně tvořené částečné eliminačńıch
stromy (popsané vektorem parent) a částečné virtuálńıch eliminačńıch stromy (popsané
vektorem ancestor) po provedeńı pátého a šestého kroku Algoritmu 8.2.2. Ostatńı částečné
eliminačńı stromy a částečné virtuálńı eliminačńı stromy jsou shodné s eliminačńımi
stromy z předcházej́ıćıho př́ıkladu. P̊uvodńı graf matice G(A) přitom je stejný jako na
obrázku 8.2.16.

Obecně existuj́ı ještě daľśı sofistikované možnosti jak konstrukci eliminačńıho stromu
obohatit, které mohou být efektivńı v konkrétńıch situaćıch a které mohou být např́ıklad
popsány formalismem sjednocováńı množin z [153], ale zde se jimi nebudeme zabývat.

8.2.2 Lokalizace cest grafového modelu vzhledem k eliminačńımu
stromu

Uved’me některá daľśı tvrzeńı, která, neorientovanou cestu z Věty 8.2.1 a obecně cesty za-
plněńı dále lokalizuj́ı. Nejprve uvedeme souvislost nenulovosti prvk̊u Choleského faktoru s
podstromy eliminačńıho stromu, které tvoř́ı jen část množiny předk̊u vrcholu eliminačńıho
stromu, která je uvažována ve Větě 8.2.1. Tato Věta 8.2.2 neńı v̊ubec samozřejmá a uve-
deme ji včetně formálńıho d̊ukazu.
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Věta 8.2.2 Pro i > j plat́ı lij 6= 0 za předpokladu o nevyrušeńı právě tehdy, existuje-li v
grafu G matice A neorientovaná cesta

j
G(A)⇐=⇒ i

taková, že všechny jej́ı mezilehlé vrcholy patř́ı do podstromu T (j), kde T je eliminačńı
strom matice A.

Důkaz: Předpokládejme nejprve, že taková neorientovaná cesta existuje. Označme ji P =
(i, p1, . . . , pt, j), kde

pl < j, l ∈ {1, . . . , t}. (8.12)

Nebot’ j je vlastńı předek všech mezilehlých vrchol̊u cesty P , které jsou ve stejné kompo-
nentě souvislosti jako j. Protože plat́ı lip1 6= 0, pak je podle Věty 8.1.2 také lij 6= 0.

Opačně, necht’ lij 6= 0. Podle Věty 8.1.1 o zaplněńı existuje vG cesta P = (i, p1, . . . , pt, j),
taková, že

pl < j, l ∈ {1, . . . , t} (8.13)

a dodatečně polož́ıme

i = p0, j = pt+1.

Je-li t = 0, tvrzeńı zřejmě plat́ı. Uvažujme t > 0 a předpokládejme sporem, že některé
mezilehlé vrcholy cesty P nepatř́ı do T (j). Necht’ s je největš́ı index nějakého mezilehlého
vrcholu pro který ps 6∈ T (j). Tud́ıž ps+1 ∈ T (j). Protože ale plat́ı {ps, ps+1} ∈ E(G) a
ps+1 nemůže být předek ps, protože pak by ps patřil do T (j). pak muśı ps být předek ps+1.
Oba vrcholy ps a j jsou tedy předci vrcholu ps+1. Ten druhý z nich podle předpokladu
o výše uvedené maximalitě indexu s. V každém př́ıpadě je tedy ps vlastńım předkem j,
protože j nemůže být předek vrcholu ps. To je ve sporu s předpokladem ps < j. �

Ukázkami cest, které vyhovuj́ı předchoźımu tvrzeńı pro prvky Choleského faktoru
matice z Obrázku 8.1.4 l11,9 a l10,9 jsou, po řadě, cesty

9
G(A)⇐=⇒ 5

G(A)⇐=⇒ 6
G(A)⇐=⇒ 11

a

9
G(A)⇐=⇒ 7

G(A)⇐=⇒ 3
G(A)⇐=⇒ 10.

O vrcholech v podstromech eliminačńıho stromu můžeme dokázat ještě následuj́ıćı
tvrzeńı, které odpov́ıdá tomu, že konstrukce eliminačńıho stromu v každém kroku, ve
kterém je do něj přidána nová hrana, se propojuj́ı jeho do té chv́ıle nesouvislé komponenty
grafu dané matice. Toto tvrzeńı je zřejmé z Věty 8.2.1, která ř́ıká, že vrcholu eliminačńıho
stromu muśı být propojen se všemi ostatńımi vrcholy podstromu tohoto vrcholu cestami
v grafu dané matice, ale přesto je vyslov́ıme a i formálně dokážeme.

Věta 8.2.3 Podgraf grafu G(A), indukovaný v G(A) vrcholy podstromu T (j) eliminačńıho
stromu T (A) pro j = 1, . . . , n je v G(A) souvislý.
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Důkaz: Důkaz provedeme indukćı podle počtu vrchol̊u v T (j). Pro jednovrcholový pod-
graf eliminačńıho stromu je tvrzeńı zjevně pravdivé. Uvažujme t > 1. Jsou-li s1, . . . , sp
jeho synové, pak tvrzeńı plat́ı pro všechny podgrafy T (s1), . . . , T (sp) podle indukčńıho
předpokladu. Dále, {si, j}, i = 1, . . . , p jsou hrany v grafu zaplněńı a pro každou z nich
existuje podle Věty 8.2.2 cesta v G(A) přes vrcholy v T (si). Př́ıslušný podgraf je tedy
souvislý. �

Zřejmým d̊usledkem této věty je následuj́ıćı tvrzeńı, které ukazuje vztah k vrchol̊um větš́ım
než vybraný vrchol j, tedy k hadj(j).

Důsledek 8.2.3 Vrcholy podgrafu T (j) eliminačńıho stromu T (A) pro j = 1, . . . , n tvoř́ı
souvislou komponentu grafu v takovém podgrafu G(A), který obsahuje všechny vrcholy
G(A) mimo vrcholy adj(T (j)).

Množinu adj(T (j)) v tomto d̊usledku můžeme také nahradit jej́ı nadmnožinou, která
je rovna množině vlastńıch předk̊u podstromu T (j), nebot’ žádný z nich neovlivńı
vlastnost souvislosti mezi vrcholy T (j).

8.2.3 Eliminačńı strom a stromový paralelismus

Jiná formulace předchoźıch lokalizačńıch vět př́ımo ukazuje možné využit́ı eliminačńıho
stromu pro nezávislé výpočty vztažené na jeho podstromy. Navozujeme ji následuj́ıćı
Větou 8.2.4.

Věta 8.2.4 Necht’ T (j) a T (k) jsou dva disjunktńı podstromy eliminačńıho stromu T .
Potom za předpokladu o nevyrušeńı pro libovolné vrcholy s ∈ T (j) a t ∈ T (k) plat́ı lst 6= 0.

Důkaz: Nejprve podotkněme, že vzhledem k tomu, že L je dolńı trojúhelńıková matice,
předpokládáme bez újmy na obecnosti, že s > t. Důkaz provedeme sporem. Kdyby takové
vrcholy podle zadáńı Věty existovaly, pak by podle Lemmatu 8.2.3 musel být vrchol s
předkem vrcholu t. To je ale ve sporu s disjunktnost́ı T (j) a T (k). �

Důsledkem tohoto tvrzeńı je, že výpočty, které prob́ıhaj́ı na disjunktńıch podstromech
eliminačńıho stromu, mohou být prováděny nezávisle. Hovoř́ıme přitom o stromovém
paralelismu. Dále uvid́ıme, že algoritmy ř́ıdké Choleského faktorizace mohou tohoto pa-
ralelismu využ́ıvat.

8.3 Struktura ř́ıdkosti řádk̊u a sloupc̊u Choleského

faktoru

Jádrem této sekce je podrobněǰśı popis řádkové a sloupcové struktury ř́ıdkosti Choleského
faktoru L založený předevš́ım na pojmu eliminačńıho stromu.
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8.3.1 Struktura ř́ıdkosti řádk̊u Choleského faktoru

Pro zjednodušeńı diskuse o řádkové struktuře Choleského faktoru použijme výše zave-
dené označeńı index̊u nenulovýchmimodiagonálńıch prvk̊u na řádku faktoru L. Konkrétně
uvažujme

rowL(j) ≡ S(Lj,1:j−1) = {k | k < j, ljk 6= 0}, 1 ≤ j ≤ n. (8.14)

Následuj́ıćı tvrzeńı je pouze jiná formulace Věty 8.1.3 s použit́ım zavedeného pojmu eli-
minačńıho stromu.

Věta 8.3.1 Uvažujme Choleského faktor spoč́ıtaný za předpokladu nevyrušeńı. Pro indexy
i, j, i > j plat́ı lij 6= 0 právě tehdy, je-li vrchol j předkem nějakého vrcholu k v eliminačńım
stromu T , pro který plat́ı aik 6= 0.

Důkaz: Necht’ lij 6= 0. K d̊ukazu prvńı implikace použijeme Větu o zaplněńı, podle které
existuje cesta P = (i, p1, . . . , pt, j) v G(A) taková, že plat́ı

pl < j, l ∈ {1, . . . , t}. (8.15)

Pro cestu P = (i, j) je tvrzeńı platné (s prázdnou množinou mezilehlých vrchol̊u), nebot’

aij 6= 0 a tedy můžeme položit k = j. Pro t > 0 zvolme k = p1 a máme tedy aik 6= 0. To,
že j je předkem vrcholu k dokážeme matematickou indukćı podle počtu q vrchol̊u v P ,
které jsou mezi k a j. Jsou-li v P prvky k a j sousedi, pak je tvrzeńı dokazované implikace
pravdivé, nebot’ zřejmě j ∈ anc(k). Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechny cesty P ,
které maj́ı tento počet mezilehlých vrchol̊u menš́ı než q. Necht’ námi zkoumaná cesta má
počet vrchol̊u mezi k a j roven q. Necht’ m je takový z těchto mezilehlých vrchol̊u, který
má maximálńı index. Je-li m = k, pak plat́ı ljk 6= 0, protože mezi j a k máme cestu z Věty
o zaplněńı. Vztah j ∈ anc(k) potom vyplývá z tvrzeńı Věty 8.2.3. V opačném př́ıpadě
podle indukčńıho předpokladu aplikovaného na cesty (k,m) a (m, j) plyne j ∈ anc(m) a
m ∈ anc(k) z čehož vyplývá tvrzeńı dokazované implikace.

Necht’ pro nějaké k plat́ı j ∈ anc(k) a aik 6= 0. Pak také plat́ı lik 6= 0. Podle Lemmatu
8.2.3 plat́ı také i ∈ anc(k). Pro i > j muśı být vrchol j mezilehlým vrchol na jednoznačně
určené cestě od i do k v T , jinak dostaneme spor s definićı eliminačńıho stromu. Nyńı
dokážeme, že pro všechny vrcholy l této cesty od i do k v T plat́ı lil 6= 0. Důkaz provedeme
matematickou indukćı podle indexu k. Pro k = n tvrzeńı zjevně plat́ı. Necht’ tvrzeńı plat́ı
pro všechny indexy k + 1, . . . , n. Necht’ lik 6= 0 a i > k. Je-li i = parent(k), pak je tvrzeńı
jasné z definice zobrazeńı parent. V opačném př́ıpadě existuje index l, pro který je splněn
vztah l = parent(k), k < l < i. Nebot’ llk 6= 0 a zároveň je lik 6= 0, pak z Lemmatu 8.1.3
vyplývá lil 6= 0. Z indukčńıho předpokladu pak dostáváme tvrzeńı dokazované implikace.
Věta je tak dokázána. �

Pro názorněǰśı interpretaci tvrzeńı Věty 8.3.1 si definujme pojem ořezaného podstromu
eliminačńıho stromu T .

Definice 8.3.1 Podstrom Tp(i) eliminačńıho stromu T nazveme ořezaným podstro-
mem T ve vrcholu i, jestlǐze má kořen i, jeho vrcholy jsou podmnožinou podstromu T (i)
a dále pro každý list k podstromu Tp(i) plat́ı, že všechny vrcholy na orientované cestě z
i do k patř́ı také do Tp(i). Tp(i) je podgraf eliminačńıho stromu, který je svými vrcholy
indukován. Obecně je tedy Tp(i) podgraf T (i).
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Obrázek 8.3.18: Znovu použitý př́ıklad, který tentokrát demonstruje tvrzeńı Věty 8.3.1.

Věta 8.3.1 konkrétně ř́ıká, že struktura ř́ıdkosti řádku Choleského faktoru je dána
určitým ořezaným podstromem. Formálně tuto úvahu poṕı̌seme jako Důsledek 8.3.1 Věty
8.3.1 a zároveň zde definujeme pojem řádkový podstrom eliminačńıho stromu.

Důsledek 8.3.1 Necht’ n ≥ i > j ≥ 1. Uvažujme ořezaný podstrom Tp(i) eliminačńıho
stromu T , kde vrchol j patř́ı do jeho množiny vrchol̊u právě tehdy, je-li bud’ aij 6= 0 nebo
j ∈ ancT (i)(k) pro nějaké k, kde aik 6= 0. Tento ořezaný podstrom budeme značit Tr(i) a
nazývat i-tý řádkový podstrom eliminačńıho stromu T . Vrcholy rowL(i) ∪ {i} jsou právě
vrcholy Tr(i).

Vrcholy řádkového podstromu Tr(i) jsou tedy dány sjednoceńım všech vrchol̊u T (i)
na cestách z vrcholu i do všech vrchol̊u daných sloupcovými indexy i-tého řádku matice
A. K tomu, abychom řádkový podstrom Tp(i) eliminačńıho stromu T ve vrcholu i jedno-
značně určili stač́ı ale sjednotit pouze vrcholy na cestách do jeho list̊u, které tvoř́ı pouze
podmnožinu vrchol̊u daných sloupcovými indexy i-tého řádku matice A. Přitom vrchol
j je listem Tr(i) právě tehdy, je-li aij 6= 0 a plat́ı-li zároveň aik = 0 pro všechny vlastńı
potomky vrcholu j v eliminačńım stromu T . Tvrzeńı Věty 8.3.1 lze také ilustrovat již
dř́ıve použitým Obrázkem 8.3.18, kde je symbolicky znázorněno, jak nenulovost prvku
aik i-tého řádku matice A implikuje nenulovost prvk̊u lij v řádku i faktoru L, s indexy
j ∈ anc(k), j ≤ i.

Př́ıklad 8.3.1 Všechny řádkové podstromy eliminačńıho stromu z Obrázku 8.2.12 jsou
znázorněny na Obrázku 8.3.19.

Předcházej́ıćı diskuse implikuje, že graf zaplněńı i eliminačńı strom z̊ustanou stejné,
vynecháme-li z G(A) všechny hrany, které nejsou listy nějakého řádkového podstromu.
Př́ıslušné nenulové pozice ve faktoru jsou totiž dány zaplněńım v pr̊uběhu eliminace. To-
muto jednoznačně určenému grafu, odvozenému z G se někdy ř́ıká eliminačńı redukce
(eliminačńı skelet) G(A) a budeme jej značit G−, respektive G−(A). Tento graf může
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Obrázek 8.3.19: Řádkové podstromy Tr(i) eliminačńıho stromu z Obrázku 8.2.12
uspořádané ve třech řadách zleva doprava a shora dol̊u pro i = 1, . . . , 12.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗ ∗ ∗
6 ∗ ∗ ∗
7 ∗ ∗ ∗ ∗
8 ∗ ∗
9 ∗ ∗ ∗
10 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
11 ∗ ∗ ∗ ∗
12 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗









































Obrázek 8.3.20: Struktura matice, ve které jsou pouze ty nenunulové mimodiagonálńı
prvky, které odpov́ıdaj́ı eliminačńımu skeletu jej́ıho neorientovaného grafového modelu.

pomoci sńıžit časovou náročnost v celé řadě algoritmů, kterým stač́ı jako vstupńı data
struktury řádkových podstromů a př́ıpadně pro urychleńı i eliminačńı strom. Problém
hledáńı list̊u řádkových podstromů, které jsou podstatné k nalezeńı eliminačńı redukce,
budeme diskutovat později. Na následuj́ıćım Obrázku 8.3.20 znázorňujeme eliminačńı ske-
let matice z Obrázku 8.1.4 vlevo ve formě jej́ıch nenulových mimodiagonálńıch prvk̊u
matice.

8.3.2 Nalezeńı velikost́ı řádk̊u faktoru L a jejich struktury ř́ıdkosti

Řádkové podstromy lze použ́ıt k nalezeńı počt̊u nenulových prvk̊u na řádćıch faktoru L.
Celkový počet |L| nenulových prvk̊u faktoru L pak jej jejich součtem, tedy

|L| =
n
∑

i=1

|rowL(i)|+ n. (8.16)

Tato velikost tedy reprezentuje užitečnou informaci pro určeńı velikosti paměti pro uložeńı
faktoru. Tato velikost je stejná pro odmocninovou i bezodmocninovou variantu rozkladu,
protože v druhém př́ıpadě sice neukládáme jednotkové diagonálńı prvky L, ale muśıme
také uložit diagonálńı faktor D.

Následuj́ıćı Algoritmus 8.3.1 poč́ıtá nejen počty mimodiagonálńıch prvk̊u na řádćıch,
ale zároveň nalezne i strukturu řádk̊u faktoru. Je také vidět, že by algoritmus mohl zároveň
poskytnout i počty nenulových prvk̊u faktoru L ve sloupćıch, viz [107], ale to zde pro
jednoduchost nebudeme uvádět. Počty mimodiagonálńıch prvk̊u na řádćıch L a struktury
ř́ıdkosti těchto řádk̊u jsou v algoritmu, po řadě, označeny v souladu s naš́ı terminologíı

|rowL(i)|, rowL(i), i = 1, . . . , n.

Algoritmus 8.3.1 postupně procháźı řádkové podstromy dř́ıve zkonstruovaného eliminačńıho
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Obrázek 8.3.21: Schématické znázorněńı Algoritmu 8.3.1 pro poč́ıtáńı vrchol̊u v i-tém
řádkovém podstromu. Šipky ukazuj́ı směr jeho procházeńı. Předpokládáme, že listy Tr(i)
jsou k, k′, k′′ a k′′′. Mezi prohledávanými prvky i-tého řádku (vrcholy př́ıslušného grafu)
ale mohou být nenulové prvky i s jinými sloupcovými indexy.

stromu matice. Souběžný výpočet byl navržen v [18] V́ıcenásobnému zápočtu vrchol̊u v
tomto procházeńı se vyhne použit́ım pomocného vektoru mark.

Algoritmus 8.3.1 Počty a struktury ř́ıdkosti mimodiagonálńıch prvk̊u řádk̊u
Choleského faktoru L.
Input: Řı́dká symetrická matice dimenze n splňuj́ıćı podmı́nky z definice eliminačńıho
stromu, jej́ı neorientovaný graf a eliminačńı strom T (A).
Output: Počty mimodiagonálńıch prvk̊u |rowL(i)| v řádćıch faktoru L a struktury ř́ıdkosti
rowL(i) těchto řádk̊u pro i = 1, . . . , n

1. for i = 1 : n do
2. |rowL(i)| = 0
3. mark(i) = i
4. for k taková, že k ∈ adj(i) ∧ k < i do
5. j = k
6. while (mark(j) 6= i) do
7. |rowL(i)| = |rowL(i)|+ 1
7. rowL(i) = rowL(i) ∪ {j}
8. mark(j) = i
9. j = parent(j)
10. end while
11. end k
12. end i

Př́ıklad 8.3.2 Schématické znázorněńı postupu Algoritmu 8.3.1 je na Obrázku 8.3.21.
Šipky ukazuj́ı směr procházeńı od list̊u řádkového podstromu k jeho kořeni.

Za jednoduchost Algoritmu 8.3.1 plat́ıme časovou složitost́ı, která je O(|L|+n). Princip
efektivněǰśıho postupu, který neńı závislý na počtu nenulových prvk̊u Choleského faktoru
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bude zmı́něn později. Struktury ř́ıdkosti řádk̊u jsou podstatné v řádkové variantě Cho-
leského rozkladu, ale mohou být užitečné i v jiných situaćıch. V př́ıpadě, kdy jsou známy
listy řádkových podstromů, ale i tehdy, když procháźıme řádkové podstromy s počátky
hledáńı v mimodiagonálńıch prvćıch dané matice A, je možné i pro řádkový algoritmus
nepředpoč́ıtávat struktury ř́ıdkosti před rozkladem, ale poč́ıtat je zároveň s ńım.

8.3.3 Struktura ř́ıdkosti sloupc̊u Choleského faktoru

Uvažujme výše zavedené označeńı množiny index̊u aplikované na nenulové mimodia-
gonálńı prvky Choleského faktoru L.

colL(j) ≡ S(Lj+1:n,j) = {k | k > j, lkj 6= 0}, 1 < j ≤ n. (8.17)

Tvrzeńı v Pozorováńı 8.1.2 lze pak přepsat na

colL(j) ⊆ colL(parent(j)) ∪ {parent(j)}. (8.18)

Zat́ımco Pozorováńı 8.1.2 definuje sloupcové struktury rekurźıvně, Věta 8.3.2 rozšǐruje
tento lokálńı popis a popisuje strukturu colL(j) mimodiagonálńıch prvk̊u j-tého sloupce
faktoru L pro 1 ≤ j ≤ n explicitně.

Věta 8.3.2 Struktura ř́ıdkosti sloupce j faktoru L matice A je dána množinou sousednosti
vrchol̊u podstromu T (j) eliminačńıho stromu T . To lze zapsat

colL(j) = adjG(A)(T (j)). (8.19)

Důkaz: Předpokládejme nejprve, že i ∈ colL(j). Podle Věty 8.3.1 pak plat́ı, že j, j < i je
předkem nějakého vrcholu k v eliminačńım stromu T , kde aik 6= 0. Jinak zapsáno plat́ı

i ∈ colL(j)⇒ (∃k ∈ T (j))(i ∈ adjG(A)(k)).

Obráceně, uvažujme i ∈ adjG(A)(T (j)). Odsud plyne, že v i-tém řádku L je prvek na pozici
j 6= i, j < i nenulový. To lze také zapsat j ∈ rowL(i) a tedy i i ∈ colL(j). Ekvivalence
množin z této věty je tak dokázána. �

Jiný, ale stále rekurźıvńı popis množiny colL(j) pro daný sloupec j, je uveden ve Větě
8.3.3. Algoritmická atraktivnost tohoto popisu je v tom, že pro źıskáńı struktury ř́ıdkosti
nějakého sloupce stač́ı obecně sjednotit struktury ř́ıdkosti jenom některých předcházej́ıćıch
sloupc̊u.

Věta 8.3.3 Za předpokladu o nevyrušeńı plat́ı následuj́ıćı ekvivalence množin

colL(j) =



adjG(A)(j) ∪
⋃

{k|j=parent(k)}
colL(k)



 \ {1, . . . , j}. (8.20)
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Důkaz: Uvažujme nejprve výraz na pravé straně. Z definice množiny sousednosti plyne

adjG(A)(j) ⊆ colL(j) ∪ {1, . . . , j − 1}.

Podle (8.18) plat́ı colL(k) ⊆ colL(j)∪{j} pro každého syna k vrcholu j. Dohromady tedy
po odečteńı množiny {1, . . . , j − 1} dostáváme, že všechny prvky množiny na pravé straně
(8.20) patř́ı i do colL(j) ≡ adjG(A)(T (j)).

Obráceně, necht’ i ∈ colL(j). Protože lij 6= 0 pak je samozřejmě i i > j jak ostatně
vyplývá i z Lemmatu 8.2.2. Podle Věty 8.3.1 je vrchol j předkem nějakého vrcholu k′

v eliminačńım stromu T , pro který plat́ı aik′ 6= 0. Je-li k′ = j, pak plat́ı i ∈ adjG(A)(j).
Jinak existuje syn k vrcholu j v T , který je obecně předkem vrcholu k′. Podle Věty 8.1.3
máme také lik 6= 0 a tedy i ∈ adjG(A)(T (k)) a Věta je dokázána. �

8.3.4 Nalezeńı struktur ř́ıdkosti sloupc̊u Choleského faktoru

Nalezeńı sloupcové struktury ř́ıdkosti faktoru vycháźı z Věty 8.3.3. Algoritmus 8.3.2 tento
postup nalezeńı struktur ř́ıdkosti sloupc̊u Choleského faktoru popisuje. Pomocnou da-
tovou strukturou použitou v tomto algoritmu jsou seznamy syn̊u son(j) vrchol̊u j pro
j = 1, . . . , n. Tyto seznamy se inicializuj́ı prázdnými množinami a aktualizuj́ı v pr̊uběhu
algoritmu. Reprezentuj́ı tedy jinou strukturu zachycuj́ıćı eliminačńı strom, který je tak
vytvářen v pr̊uběhu Algoritmu 8.3.2.

Algoritmus 8.3.2 Nalezeńı sloupcových struktur faktoru L.
Input: Neorientovaný graf G(A) matice A.
Output: Sloupcové struktury ř́ıdkosti colL(j) faktoru L pro j = 1, . . . , n.

1. for j = 1 to n do
2. son(j) = ∅
3. end j
4. for j = 1 to n do
5. colL(j) = množina index̊u množiny adjG(j) \ {1, . . . , j − 1}
6. for k ∈ son(j) do
7. colL(j) = colL(j) ∪ colL(k) \ {j}
8. end k
9. if colL(j) 6= 0 then
10. p = min{i | i ∈ colL(j)}
11. son(p) = son(p) ∪ {j}
12. end if
13. end j

Algoritmus 8.3.2 se někdy nazýval symbolická faktorizace. Tento název je histo-
rický a pocháźı z doby, kdy tento postup byl naprosto dominantńı část́ı symbolického
předzpracováńı Choleského rozkladu ř́ıdké matice. V dnešńı době se t́ımto pojmem popi-
suje symbolické předzpracováńı složené z obvykle mnohem v́ıce část́ı, nehledě na odlǐsnou
terminologii vzniklou v daľśıch vědeckých školách.
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Obrázek 8.4.22: Př́ıklad topologických oč́ıslováńı kořenového stromu. Strom na levé straně
je kořenový strom s topologickým oč́ıslováńım vrchol̊u. Strom na pravé straně má vrcholy
oč́ıslované jiným topologickým oč́ıslováńım.

Podstatnou podmı́nkou poč́ıtáńı sloupcových struktur je takové pořad́ı poč́ıtáńı struk-
tur sloupc̊u, které splňuje podmı́nku jejich rekurźıvńıho vyč́ıslováńı a tedy využit́ı vztahu
z Věty 8.3.2. V okamžiku poč́ıtáńı struktury ř́ıdkosti konkrétńıho sloupce muśı již být
vyč́ısleny struktury ř́ıdkosti sloupc̊u odpov́ıdaj́ıćıch syn̊um tohoto sloupce v eliminačńım
stromu. Jak plyne z Lemmatu 8.2.2, pořad́ı 1, . . . n toto splňuje, nebot’ eliminačńı strom
má vrcholy oč́ıslovány vrcholy topologickým oč́ıslováńım, viz Definici 5.2.7. Obecně lze ale
použ́ıt v Algoritmu 8.3.2 jakékoli jiné topologické oč́ıslováńı vrchol̊u eliminačńıho stromu.
Některá z těchto oč́ıslováńı mohou být z r̊uzných d̊uvod̊u výhodněǰśı a přeč́ıslováńım
vrchol̊u eliminačńıho stromu se budeme zabývat v následuj́ıćım textu.

8.4 Přeč́ıslováńı vrchol̊u eliminačńıho stromu.

Jedno ze zásadńıch témat spojených nejen s eliminačńımi stromy, ale i s obecněǰśımi ori-
entovanými acyklickými grafy, je spojeno s přeč́ıslováńım jejich vrchol̊u. To umožňuje
v mnoha př́ıpadech źıskat efektivněǰśı algoritmy nebo implementace Choleského nebo
obecněǰśıch rozklad̊u. Přeč́ıslováńı vrchol̊u eliminačńıho stromu T (A) odpov́ıdá symet-
rické permutaci matice A a v mnoha př́ıpadech umožńı źıskat efektivněǰśı algoritmy nebo
implementace rozkladu.

8.4.1 Obecná topologická oč́ıslováńı a zaplněńı

Nejprve si na př́ıkladě ukažme dvě r̊uzná topologická oč́ıslováńı kořenového stromu, která
jsou speciálńım př́ıpadem oč́ıslováńı orientovaného acyklického grafu.

Př́ıklad 8.4.1 Př́ıklady dvou topologických oč́ıslováńı kořenového stromu jsou na Obrázku
8.4.22.

Nové oč́ıslováńı eliminačńıho stromu indukuje permutaci (přeuspořádáńı) matice a na-
opak. Pokud nebude moci doj́ıt k nedorozuměńı, budeme použ́ıvat v tomto smyslu také
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termı́n přeč́ıslováńı (nové oč́ıslováńı) (eliminačńıho stromu, grafu) alternativně k pojmu
přeuspořádáńı matice. Budeme také např́ıklad hovořit o topologickém přeč́ıslováńı
matice, kterým rozumı́me symetrickou permutaci matice indukovanou nějakým novým
topologickým oč́ıslováńım eliminačńıho stromu. Věta 8.4.1, ukazuje ekvivalenci mezi veli-
kost́ı zaplněńı v Choleského rozkladu matice A a velikost́ı zaplněńı v Choleského rozkladu
topologicky přeč́ıslované matice. Tato vlastnost zabezpečuje, že z hlediska počtu ope-
raćı máme volné ruce k přeuspořádáńı matice založenému na topologickém přeč́ıslováńı
jej́ıho eliminačńıho stromu. V následuj́ıćım textu uvid́ıme, že řada algoritmů, které se
týkaj́ı ř́ıdkého maticového rozkladu, často kv̊uli efektivnosti předpokládá, že je př́ıslušný
eliminačńı strom oč́ıslován specifickým topologickým oč́ıslováńım.

Věta 8.4.1 Necht’ A je daná matice a T (A) je jej́ı eliminačńı strom. Necht’ je dále P per-
mutačńı matice př́ıslušné dimenze, kde je vztah mezi vrcholy eliminačńıho stromu matice
P TAP a vrcholy eliminačńıho stromu T (A) dán topologickým přeč́ıslováńım α : V (A)↔
V (P TAP ). Pak jsou grafy zaplněńı Choleského faktorizace matice A a matice P TAP izo-
morfńı.

Důkaz: Položme α(A) = P TAP . Necht’ α(F ) je graf zaplněńı matice α(A). Dále označme
1, . . . , n, respektive α(1), . . . , α(n), vrcholy grafu matice A, respektive α(A). Necht’ i a j
jsou dva vrcholy grafu G(A). Necht’ dále r = α(i) a s = α(j). Ukážeme, že {i, j} ∈ G(F )
právě tehdy, když {r, s} ∈ G(α(F )).

Nejprve necht’ {i, j} ∈ G(F ) a i > j, tedy podle předpokladu o nevyrušeńı i lij 6=
0. Podle Věty 8.2.3 je i vlastńım předkem j v eliminačńım stromu T (A). Nebot’ α je
topologické přeuspořádáńı grafu, pak plat́ı r > s. Podle Věty 8.2.2 existuje v grafu G(A)
cesta i, p1, . . . , pt, j pro kterou plat́ı {p1, . . . , pt} ∈ T (j). Protože je nové oč́ıslováńı topo-
logické, pak všechny tyto mezilehlé vrcholy muśı mı́t obrazy také menš́ı než s. Z Věty o
zaplněńı pak plyne, že {r, s} ∈ G(α(F )).

Obráceně, necht’ {r, s} ∈ G(α(F )). Necht’ přitom plat́ı r > s. Podle Věty o za-
plněńı existuje v G(α(A)) cesta r, p1, . . . , pt, s taková, že indexy všech (př́ıpadných) mezi-
lehlých vrchol̊u jsou menš́ı i než s. Nebot’ zkoumané přeuspořádáńı je topologické, vrcholy
p1, . . . , pt nemohou patřit do anc(j). Jinak by totiž vztah mezi jejich obrazy vyvracel
předpoklad, že oč́ıslováńı je topologické. Podle Důsledku 8.2.3 tyto všechny vrcholy muśı
patřit do T (j). Jinými slovy, v G(A) existuje cesta mezi r a s přes vrcholy z T (j). Dále
v́ıme, že i lež́ı vně T (j). Následně, i > j. Podle Věty 8.2.1 plat́ı {i, j} ∈ G(F ) a věta je
dokázána. �

8.4.2 Postordering

Speciálńı tř́ıdu topologických oč́ıslováńı orientovaného acylického grafu tvoř́ı množina
oč́ıslováńı, které jsou nazývány postordering. Definujeme si toto oč́ıslováńı následovně.

Definice 8.4.1 Topologické oč́ıslováńı α kořenového stromu T = (V = {1, . . . , n}, E)
nazveme postordering, tvoř́ı-li množina vrchol̊u v každém jeho podstromu

T (j), pro j = 1, . . . , n

interval přirozených č́ısel množiny {1, . . . , n}.
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Obrázek 8.4.23: Dva r̊uzné postorderingy kořenového stromu.

Pozorováńı 8.4.1 Je zřejmé, že v oč́ıslováńı α : V ↔ {1, . . . , n}, které je postorderin-
gem, je obrazem vrcholu α(1) vždy list kořenového stromu.

Př́ıklad 8.4.2 Žádné oč́ıslováńı stromu na Obrázku 8.4.22 neńı postorderingem. Dva
r̊uzné postorderingy stromu z Obrázku 8.4.22 jsou znázorněny na Obrázku 8.4.23.

8.4.3 Procházeńı kořenového stromu a topologická oč́ıslováńı

Přirozený postup jak źıskat postordering nebo i jiná topologická oč́ıslováńı eliminačńıho
stromu je proces procházeńı, který nyńı zavedeme pro obecný pojem neorientovaného
stromu, tedy neorientovaného acyklického a souvislého grafu.

Definice 8.4.2 Procházeńı neorientovaného a stromu (stromu v grafovém smyslu,
tedy souvislého) T = (V,E) je proces, při kterém každý vrchol V stromu navšt́ıv́ıme právě
jednou. Operace navšt́ıveńı vrcholu v ∈ V znamená zařazeńı v do množiny navšt́ıvených
vrchol̊u Vv podle následuj́ıćıho popisu.

V každém okamžiku procházeńı máme vrcholy rozdělené na navšt́ıvené Vv a ostatńı,
dosud nenavšt́ıvené vrcholy Vn. Množiny Vv a Vn tvoř́ı v každém kroku procházeńı rozklad
množiny V .

• Prvńı krok procházeńı zařad́ı jeden zvolený vrchol (počátečńı vrchol procházeńı) do
množiny Vv.

• Každý daľśı krok procházeńı

– Vybere hranu procházeńı {x, y} ∈ E, která má jeden koncový vrchol x v
množině Vv navšt́ıvených vrchol̊u a druhý z nich, y, v množině Vn nenavšt́ıvených
vrchol̊u.

– Přesune y z Vn do Vv.

• Procházeńı je ukončeno jestlǐze žádnou daľśı hranu procházeńı nelze naj́ıt.
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Procházeńı je možné snadno formulovat pro jiné druhy grafu. Např́ıklad, procházeńı
orientovaného stromu T lze převést na procházeńı jeho symetrizace a neuvažovat orientaci
hran. Jiným zp̊usobem procházeńı v př́ıpadě orientovaného stromu je uvažovat mı́sto
symetrizace takové kroky procházeńı, kde hrana procházeńı mezi vrcholem x ∈ Vv a
y ∈ Vn je bud’ neorientovaná nebo orientovaná hrana z Vv × Vn s počátečńım vrcholem x.
Pak se může stát, že nelze všechny vrcholy zařadit mezi navšt́ıvené. V každém př́ıpadě lze
ale proj́ıt pouze vrcholy, které patř́ı souvislé komponentě grafu. Eliminačńı strom můžeme
procházet t́ım, že uvažujeme jeho symetrizaci a procháźıme všechny jeho komponenty.

Definice 8.4.3 Vrcholy stromu, které lze konkrétńım procházeńım z určitého vrcholu x ∈
V navšt́ıvit (zařazené do Vv), se nazývaj́ı vrcholy dosažitelné z vrcholu x.

V praxi nás zaj́ımaj́ı předevš́ım systematické zp̊usoby procházeńı stromů. Např́ıklad,
v procházeńı stromu do hloubky se za hranu procházeńı voĺı vždy taková hrana, jej́ıž
navšt́ıvený vrchol je posledńı dosud navšt́ıvený vrchol stromu a pro který hrana
procházeńı existuje. Zat́ımco navšt́ıvený vrchol hrany procházeńı z Vv je jednoznačně
určen, neńı tomu tak pro vrchol z Vn. V tomto smyslu neńı ani procházeńı do hloubky
jednoznačně určeno, jak ještě zmı́ńıme dále. V procházeńı stromu do š́ı̌rky zase voĺıme
nejprve všechny hrany procházeńı takové, že vrcholy z Vv maj́ı co nejmenš́ı vzdálenost od
počátku procházeńı. Ani v tomto př́ıpadě neńı procházeńı jednoznačné.

Důležitým aspektem procházeńı je vytvořeńı záznamu o procházeńı. Záznamy seřazené
v źıskaném pořad́ı jsou ve tvaru posloupnosti zaznamenaných vrchol̊u. Pro vytvořeńı
záznamu v konkrétńım procházeńı do hloubky je také v́ıce možnost́ı. Jednou možnost́ı je
vložit vrchol do záznamu (označkovat) v okamžiku, kdy se tento vrchol stává vrcholem
hrany procházeńı a patř́ı ještě do Vn. Přeč́ıslováńı stromu, které źıskaná posloupnost
vrchol̊u určuje nazveme preordering stromu. Druhou možnost́ı je vložit do tvořené po-
sloupnosti záznamů záznam o vrcholu j právě tehdy, když tento vrchol vytvoř́ı podstrom,
ve kterém jsou už v posloupnosti zaznamenaných vrchol̊u všechny vrcholy kromě j. Takto
źıskané přeč́ıslováńı nazveme postordering. Souvislost s předcházej́ıćı definićı postorde-
ringu uvedeme ńıže. Nově vytvořené posloupnosti záznamů pro strom se všemi vrcholy
dosažitelnými reprezentuj́ı pro V = {1, . . . , n} bijekce nad touto množinou a odpov́ıdaj́ı
tedy přeč́ıslováńı vrchol̊u množiny V .

Konstrukce preorderingu a postorderingu pro procházeńı stromu do hloubky se dá
velmi efektivně implementovat algoritmicky. Konkrétńı Algoritmus 8.4.1 procházeńı stromu
do hloubky uvád́ıme jako rekurźıvńı proceduru df traverse. Připomeňme, že u stromu
chápaného jako grafový pojem a nikoli jako eliminačńı strom předpokládáme souvislost a
tedy i dosažitelnost všech vrchol̊u jeho procházeńım.

Algoritmus 8.4.1 Algoritmus depth first traverse(j, kpre, kpost): Procházeńı ne-
orientovaného stromu T do hloubky s počátečńım vrcholem procházeńı j.
Input: Neorientovaný strom T .
Output: Dvě r̊uzné posloupnosti zaznamenaných vrchol̊u T : preordering, postorde-
ring.

1. kpre = 1, kpost = 1 % nastaveńı globálńıch č́ıtač̊u zaznamenaných vrchol̊u
2. kpre = kpre+ 1, %přesuň j do Vv
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Obrázek 8.4.24: Schématické znázorněńı procházeńı stromu do hloubky. Na grafech zleva
a doprava a shora dol̊u jsou postupně znázorněny hrany procházeńı šipkou od vrcholu z Vv

k vrcholu z Vn. Na předposledńım z nich je znázorněno oč́ıslováńı procházeného stromu
preorderingem, na posledńım z nich je znázorněno oč́ıslováńı postorderingem.

3. preordering(kpre) = j %přesuň j do Vv

4. for i taková, že i ∈ adjT (j), i ∈ Vn do
5. depth first traverse(i, kpre, kpost)
6. end i
7. kpost = kpost+ 1
8. postordering(kpost) = j

Jak jsme zmı́nili výše, Algoritmus 8.4.1 procházeńı stromu do hloubky s počátečńım
vrcholem procházeńı j nemá v kroku 3 jednoznačně určeno pořad́ı procházeńı vrchol̊u,
pro které je j rodičem a je tedy v́ıce možnost́ı, jak budou posloupnosti záznamů a tedy
odpov́ıdaj́ıćı nová oč́ıslováńı vrchol̊u vypadat. Jinými slovy, takto zavedená oč́ıslováńı
preordering a postordering nejsou jednoznačná. Souvislost T implikuje, že po ukončeńı
Algoritmu 8.4.1 plat́ı kpre = kpost = |V |+ 1.

Kĺıčem pro implementaci rekurźıvńıho Algoritmu 8.4.1 bez rekurze je použ́ıt datovou
strukturu zásobńıku. Následuj́ıćı obrázek znázorňuje procházeńı grafu do hloubky včetně
oč́ıslováńı vrchol̊u preorderingem a postorderingem na posledńıch dvou podobrázćıch.

Uvažujme nyńı eliminačńı strom, který jsem zavedli jako acyklický, orientovaný a
obecně nesouvislý graf. Každá komponenta eliminačńıho stromu je kořenový strom, jej́ıž
kořen je k, což je počet jej́ıch vrchol̊u. Vrchol, řekněme j, komponenty eliminačńıho stromu
T je v prohledáváńı do hloubky označen jako navšt́ıvený a zaznamenán do posloupnosti
tvoř́ıćı postordering teprve tehdy, když byl takto označen i celý podstrom T (j) kom-
ponenty eliminačńıho stromu T . Eliminačńı strom oč́ıslujeme postorderingem projdeme-
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li všechny jeho komponenty z jej́ıch kořen̊u. Snadno nahlédneme, že postordering takto
źıskaný formálně procházeńım symetrizace kořenového stromu z jeho kořene splňuje vlast-
nosti z Definice 8.4.1, protože prohledáváńı do hloubky zabezpečuje, že v každém pod-
stromu tvoř́ı vrcholy v pořad́ı postorderingu interval přirozených č́ısel. To vyjádřeme i
formálně.

Pozorováńı 8.4.2 Oč́ıslováńı vrchol̊u kořenového stromu nalezené jako postordering Al-
goritmem 8.4.1 při procházeńı z kořene splňuje Definici 8.4.1.

V následuj́ıćım textu probereme daľśı témata týkaj́ıćı se ř́ıdkého Choleského rozkladu.
Souvisej́ıćı tvrzeńı a algoritmy budou často předpokládat, že př́ıslušný eliminačńı strom
matice je oč́ıslován postorderingem a budeme tehdy hovořit o matici přeuspořádané po-
storderingem.

8.5 Listy řádkových podstromů

Důležitou roli v ř́ıdké Choleského faktorizaci hraj́ı listy řádkových podstromů

Tr(i), i = 1, . . . , n

eliminačńıho stromu T . Jak jsme viděli, tyto listy nejsou obecně totožné s listy pod-
stromů T (i) eliminačńıho stromu T pro 1 ≤ i ≤ n, protože řádkové podstromy jsou obecně
ořezané podstromy. Nicméně oba druhy podstromů jsou spojeny vztahy z následuj́ıćı Věty
8.5.1.

Věta 8.5.1 Necht’ jsou vrcholy eliminačńıho stromu T matice A uspořádány postorde-
ringem. Uvažujme řádkový index i, 1 < i ≤ n. Označme dále

adjG(A)(i) ∩ {1, . . . , i− 1} = {c1, . . . , cs}, 0 < c1 < . . . < cs < i, s ≥ 1.

Pak plat́ı, že vrchol ct pro t ∈ {1, . . . , s} je listem řádkového podstromu Tr(i) eliminačńıho
stromu T právě tehdy, je-li t = 1 nebo plat́ı-li

t > 1 ∧ ct−1 6∈ T (ct). (8.21)

Důkaz: Sloupcový index prvńıho nenulového prvku c1 na řádku i je vždy listem řádkového
podstromu Tr(i). Kdyby totiž nebyl c1 listem Tr(i), pak by v podstromu T (c1) musel
existovat list řádkového podstromu Tr(i). Podle vlastnost́ı topologického uspořádáńı (a
tedy i postorderingu) by byl menš́ı než c1 a reprezentoval by tedy nenulový prvek na řádku
i matice A s indexem menš́ım než c1. To by byl spor a proto se soustřed’me na př́ıpad
t > 1.

Necht’ plat́ı ct−1 ∈ T (ct) a zároveň je ct listem Tr(i). Situaci si znázorněme na Obrázku
8.5.25. Protože ct−1 je sloupcovým indexem nenulového prvku řádku i matice A, pak pro
všechny jeho předky k, k < i, mezi kterými je podle předpokladu i ct, plat́ı lik 6= 0. Pro
všechna taková k muśı platit ct−1 ≤ k < ct (vlastnost topologického uspořádáńı vrchol̊u
eliminačńıho stromu) a jsou tedy nejen v T (ct) ale i v Tr(i) . Pak tedy ale ct nemůže být
listem řádkového podstromu Tr(i).
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Obrázek 8.5.25: Znázorněńı situace v T (i), kdy pro t > 1 plat́ı ct−1 ∈ T (ct) a zároveň se
předpokládá, že ct listem řádkového podstromu Tr(i).
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Obrázek 8.5.26: Znázorněńı situace v T (i), kdy pro t > 1 plat́ı ct−1 6∈ T (ct) a zároveň se
předpokládá, že ct neńı listem řádkového podstromu Tr(i).
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Opačně, necht’ ct neńı listem řádkového podstromu Tr(i) a zároveň ct−1 6∈ T (ct). Sa-
mozřejmě nemůže platit t = 1. Situaci pro t > 1 opět znázorńıme graficky. Viz Obrázek
8.5.26. Pro t > 1 tedy existuje list k podstromu Tr(i), do kterého vede z kořene stromu
T cesta přes vrchol ct. Pro tento list plat́ı aik 6= 0, tedy k ∈ adjG(A)(i) ∧ k < i. Z toho
plyne, že všechny vrcholy s indexy l, k ≤ l < ct jsou v podstromu T (ct) (vlastnost postor-
deringu). Protože tohle plat́ı pro každý takový list k′ podstromu Tr(i), do kterého vede
z kořene stromu T cesta přes vrchol ct, pak mezi potomky k, k′, . . . muśı být i vrchol ct−1,
to jest největš́ı z těchto potomk̊u, který tedy muśı být synem vrcholu ct v i-tém řádku
matice A a opět máme spor s předpokladem. Věta je tedy dokázána. �

Oč́ıslováńı vrchol̊u eliminačńıho stromu postorderingem umožňuje velmi efektivńı al-
goritmické testováńı podmı́nky z Věty 8.5.1. Důsledek 8.5.1 tento postup naznačuje.

Důsledek 8.5.1 Necht’ jsou vrcholy eliminačńıho stromu T matice A uspořádány post-
orderingem. Uvažujme řádkový index i, 1 < i ≤ n. Necht’ dále

adjG(A)(i) ∩ {1, . . . , i− 1} = {c1, . . . , cs}, 0 < c1 < . . . < cs < i, s ≥ 1.

Vrchol ct pro t ∈ {1, . . . , s} je listem řádkového podstromu Tr(i) eliminačńıho stromu T
právě tehdy, plat́ı-li

t = 1 nebo t > 1 ∧ ct−1 < ct − |T (ct)|+ 1.

Platnost Důsledku 8.5.1 je zřejmá z Věty 8.5.1. Z vlastnost́ı postorderingu totiž plyne,
že v př́ıpadě platnosti podmı́nky v této Větě muśı být dř́ıve než ct oč́ıslovány všechny
vrcholy v podstromu T (ct).

Abychom mohli test z Důsledku 8.5.1 efektivně implementovat, je potřeba znát ve-
likosti podstromů eliminačńıho stromu. To je ale jednoduchá úloha. Algoritmus 8.5.1
poč́ıtá velikosti podstromů kořenového stromu. Má-li eliminačńı strom v́ıce komponent,
postup se aplikuje na všechny jeho komponenty ve formě kořenových stromů samostatně.
Pro správný výpočet velikost́ı podstromů kořenového stromu stač́ı předpokládat, že eli-
minačńı strom má vrcholy oč́ıslovány obecným topologickým oč́ıslováńım, což splňuje i
prvotńı oč́ıslováńı vrchol̊u eliminačńıho stromu bez dodatečného přeč́ıslováńı.

Algoritmus 8.5.1 Nalezeńı velikost́ı podstromů |T (i)| v kořenovém stromu.
Input: Kořenový strom T s topologickým oč́ıslováńım vrchol̊u.
Output: Velikosti podstrom̊u |T (i)| pro i = 1, . . . , n

1. for i = 1 : n do
2. |T (i)| = 1
3. end i
4. for i = 1 : n− 1 do
5. k = parent(i)
6. |T (k)| = |T (k)|+ |T (i)|
7. end i
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Známe-li uspořádáńı prvk̊u na řádćıch matice podle jejich sloupcových index̊u od
nejmenš́ıho po největš́ı. Pak může být hledáńı list̊u eliminačńıch podstromů založené na
procházeńı poddiagonálńı části matice A po řádćıch s využit́ım Důsledku 8.5.1 př́ımočaré.
Takový postup ale nemuśı vždy vyhovovat, protože uspořádáńı nenulových prvk̊u v pod-
diagonálńı části matice A podle sloupcových index̊u může nalezeńı list̊u řádkových pod-
stromů zpomalit. Nav́ıc, pro daľśı úkoly může být výhodněǰśı procházeńı struktury ř́ıdkosti
matice po sloupćıch a některé takové úkoly poṕı̌seme v daľśım textu. Proto je užitečné
tvrzeńı Věty 8.5.2.

Věta 8.5.2 Vrchol j je listem nějakého řádkového podstromu eliminačńıho stromu T
oč́ıslovaného postorderingem právě tehdy, existuje-li vrchol i ∈ adjG(A)(j), i > j takový, že
i 6∈ adjG(A)(k) pro všechna k ∈ T (j) \ {j}, i > k.

Důkaz: Je-li j listem nějakého řádkového podstromu, např́ıklad Tr(i), pak plat́ı i ∈
adjG(A)(j), i > j. V množině T (j)\{j} pak nemůže existovat žádný vrchol k takový, že by
platilo i ∈ adjG(A)(k), i > k. Z jeho existence by totiž plynulo, že všichni jeho předch̊udci,
mezi které při předpokladu postorderingu patř́ı i j, jsou v řádkovém podstromu Tr(i) a j
by tedy nemohl být listem Tr(i).

Opačně, necht’ j neńı listem žádného řádkového podstromu eliminačńıho stromu T .
Předpokládejme, že existuje vrchol i ∈ adjG(A)(j), i > j (to jest, j je vrchol řádkového
podstromu Tr(i)), pro který plat́ı vztah i 6∈ adjG(A)(k), i > k pro všechna k ∈ T (j) \ {j}.
Protože j neńı listem Tr(i), pak podle Věty 8.3.1 muśı existovat nějaké k ∈ T (j) \ {j}
takové, že aik 6= 0. Z předpokladu o nevyrušeńı tedy dohromady plyne, že lik 6= 0 a zároveň
lij 6= 0. Předpokládali jsme ale, že j je vrchol řádkového podstromu Tr(i) a přitom existuje
vrchol k takový, že i ∈ adjG(A)(k), i > k, i > j, který je potomkem vrcholu j, tedy patř́ı
do T (j) \ {j}. To je ve sporu s naš́ım předpokladem a věta je tak dokázána. �

Všimněme si, že tvrzeńı Věty 8.5.2 hovoř́ı právě o tom, jak najdeme při procházeńı po
sloupćıch listy řádkových podstromů kořenového stromu. Uvažujeme-li sloupce j, pak jej
zařad́ıme mezi listy právě tehdy, když při procházeńı tohoto sloupce trojúhelńıkové matice
naraźıme na prvńı index i > j splňuj́ıćı tvrzeńı. Postordering přitom implikuje, že všechny
diskutované vrcholy k splňuj́ıćı k ∈ T (j)\{j}, i > k už byly zpracovány. Algoritmus 8.5.2
nalezeńı list̊u řádkových podstromů kořenového stromu je tedy založen na Větě 8.5.2 a
spoléhá se i na vlastnosti z Důsledku 8.5.1, ve které je vyjádřena vzdálenost mezi listy
konkrétńıho řádkového podstromu. Výstupem je vektor isleaf délky n, který pro každý
vrchol i udává, zdali je (isleaf(i)=true) nebo neńı (isleaf(i)=false) listem nějakého
řádkového podstromu.

Algoritmus 8.5.2 Nalezeńı list̊u řádkových podstromů.
Input: Kořenový strom T s vrcholy oč́ıslovanými postorderingem.
Output: Logický vektor isleaf popsaný výše.
1. for j = 1 : n do
2. isleaf(j)=false
3. prev nonz(j)=0
4. end j
5. for j = 1 : n do
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6. spoč́ıtej |T (j)|
7. end j
8. for j = 1 to n do
9. for i takové, že i > j ∧ aij 6= 0 (j ∈ adjG(A)(i)) do
10. k = prev nonz(i)
11. if k < j − |T (j)|+ 1 then
12. isleaf(j)=true
13. end if
14. prev nonz(i) = j
15. end i
16. end j

V Algoritmu 8.5.2 jasně vid́ıme, že je-li konkrétńı index j listem nějakého řádkového
podstromu, existuje řádek, kde je podmı́nka z Důsledku 8.5.1 splněna.

8.6 Supervrcholy

Podstatnou složkou algoritmů Choleského rozkladu i obecněǰśıch rozkladu ř́ıdkých ma-
tic je využit́ı hustých blok̊u struktury ř́ıdkosti faktoru L, který je obecně hustš́ı než
rozkládaná matice. Využit́ı takových blok̊u vede obecně k větš́ı výpočetńı efektivnosti
na moderńıch poč́ıtačových architekturách, protože je možné maticovými operaci mno-
hem lépe překrýt přenosy dat i pamět’ovou latenci. Souvisej́ıćım efektem může být úspora
paměti při ukládáńı ř́ıdké matice s hustými podbloky použit́ım menš́ıho množstv́ı index̊u
v datových strukturách matice s blokovou strukturou.

Vznik hustých blok̊u v ř́ıdké Choleského faktorizaci matice A je možné vidět jako
d̊usledek replikace sloupcových struktur při rozkladu. Předpokládejme, že eliminačńı strom
rozkládané matice A je oč́ıslován postorderingem. Jak jsme viděli, to umožňuje efek-
tivně nalézt listy jeho řádkových podstromů. Následuj́ıćı pojem supervrcholu označuje
konkrétńı množinu index̊u po sobě následuj́ıćıch sloupc̊u, ale nebude-li moci doj́ıt k ne-
dorozuměńı, budeme o něm hovořit také jako o množině sloupc̊u matice nebo o množině
vrchol̊u př́ıslušného neorientovaného grafového modelu, kde V = {1, . . . , n}.
Definice 8.6.1 Necht’ s, t ∈ N, 1 ≤ s ≤ n, 1 ≤ t ≤ n, s+t−1 ≤ n. Řekneme, že množina
sloupc̊u matice Choleského faktoru L s indexy

{s, s+ 1, . . . , s+ t− 1}, kde s, t ∈ N, 1 ≤ s, t ≤ n, s+ t− 1 ≤ n, (8.22)

je supervrchol faktoru L, jestlǐze tuto množinu nejde zvěťsit přidáńım sloupce s − 1
pro s > 1 nebo přidáńım sloupce s + t pro s + t − 1 < n a zároveň indexy sloupc̊u
s, s+ 1, . . . , s+ t− 1 splňuj́ı rovnost

colL(s) ∪ {s} = colL(s+ t− 1) ∪ {s, . . . , s+ t− 1}. (8.23)

Vrchol s a vrchol s+t−1 nazveme počátečńım vrcholem respektive koncovým vrcholem
supervrcholu. Supervrcholem m̊uže být i triviálńı množina S, která obsahuje jen vrchol s
(jeden sloupec faktoru) a kde tedy t = 1.
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Obrázek 8.6.27: Př́ıklad struktury ř́ıdkosti supervrcholu, kde s′ označuje s+ t− 1.

Fakt, že množina sloupc̊u definuj́ıćı supervrchol nejde uvedeným zp̊usobem zvětšit
nazveme, že tato množina po sobě následuj́ıćıch sloupc̊u z Definice 8.6.1 je maximálńı
ve smyslu inkluze.
Př́ıklad struktury ř́ıdkosti supervrcholu je na Obrázku 8.6.27. Z Definice 8.6.1 hned
plyne, že indexy všech vrchol̊u, které vytvářej́ı jeden supervrchol, můžeme uložit do
paměti poč́ıtače zaznamenáńım počátečńıho a koncového vrcholu a počtu prvk̊u množiny
S(L∗s+t−1) a úspora paměti při ukládáńı index̊u je tedy hned patrná.

8.6.1 Charakterizace supervrchol̊u počtem nenulových prvk̊u

Supervrchol lze charakterizovat následuj́ıćı nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou založenou na
počtu nenulových prvk̊u ve sloupćıch faktoru L.

Věta 8.6.1 Množina sloupc̊u matice s indexy S = {s, s+1, . . . , s+t−1} je supervrchol
Choleského faktoru L právě tehdy, je-li takovou maximálńı množinou sloupc̊u ve smyslu
inkluze s po sobě následuj́ıćımi indexy, pro něž v eliminačńım stromu tohoto faktoru plat́ı
vztah

vrchol s + k − 1 je syn vrcholu s+ k, k = 1, . . . , t− 1

a zároveň plat́ı
| colL(s) | = | colL(s+ t− 1) |+ t− 1. (8.24)

Důkaz: Je-li S je supervrchol, pak Definice 8.6.1 implikuje, že jeho libovolné dva indexy
i a j, i > j splňuj́ı i ∈ colL(j), protože ve sloupci s jsou na těchto řádkových pozićıch
nenuly. Vrchol i tedy muśı být předkem vrcholu j a v eliminačńım stromu tedy existuje
orientovaná cesta z i do j. Konkrétně, pro i = j + 1, kde j = s, . . . , s + t − 2 je vrchol i
otcem vrcholu j a v eliminačńım stromu tedy existuje cesta z vrcholu s+ t−1 do vrcholu
s je

s+ t− 1→ . . .→ s− 1→ s.
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Protože ale pro libovolné dva vrcholy i a j, i > j plat́ı replikace sloupcové struktury
ř́ıdkosti

i ∈ colL(j)⇒ colL(j) \ {1, . . . j} ⊆ colL(i), (8.25)

pak pro vrcholy supervrcholu plat́ı

| colL(s+ i) | ≥ | colL(s+ i− 1) | − 1, i = 1, . . . , t− 1 (8.26)

s rovnost́ı právě tehdy, je-li

colL(s+ i) = colL(s+ i− 1) \ {s+ i}, (8.27)

tedy v př́ıpadě supervrcholu. Prvńı implikace je tedy dokázána.
Opačně, necht’ množina index̊u S = {s, s + 1, . . . , s + t − 1} je takovou maximálńı

množinou sloupc̊u ve smyslu inkluze, pak to, že S je supervrchol plyne z nerovnosti (8.26)
a nutné a postačuj́ıćı podmı́nky na rovnost v ńı. �

Charakterizace supervrchol̊u ve Větě 8.6.1 dává jednoduchý návod jak je nalézt. Stač́ı
porovnat počty nenulových prvk̊u ve sloupćıch rozkladu, jejichž indexy tvoř́ı souvislé
úseky orientovaných cest v eliminačńım stromu. Efektivněǰśı zp̊usob nalezeńı super-
vrchol̊u se dá použ́ıt, omeźıme-li se na jejich následuj́ıćı speciálńı variantu.

8.6.2 Fundamentálńı supervrcholy

Definice 8.6.2 Necht’ s, t ∈ N, 1 ≤ s ≤ n, 1 ≤ t ≤ n, s+ t−1 ≤ n Řekneme, že množina
{s, s+1, . . . , s+t−1} index̊u sloupc̊u matice Choleského faktoru L je fundamentálńı su-
pervrchol Choleského faktoru L, jestlǐze je zároveň maximálńı množinou index̊u sloupc̊u
ve smyslu inkluze s po sobě následuj́ıćımi indexy, pro které je vrchol s+ i− 1 jediný syn
vrcholu s+ i v eliminačńım stromu pro i = 1, . . . , t− 1 a přitom plat́ı

colL(s) ∪ {s} = colL(s+ t− 1) ∪ {s, . . . , s+ t− 1}. (8.28)

V praxi se ukazuje, že rozd́ıl mezi počtem supervrchol̊u a fundamentálńıch supervrchol̊u
nebývá př́ılǐs velký a omezeńı na fundamentálńı supervrcholy tedy neovlivńı př́ılǐs efek-
tivitu Choleského rozkladu. Daľśı podstatný d̊uvod pro uvažováńı fundamentálńıch su-
pervrchol̊u je to, že jsou nezávislé na konkrétńım zvoleném postorderingu. Na Obrázku
8.6.28 je znázorněna matice, kde se lǐśı jej́ı maximálńı supervrcholy a fundamentálńı su-
pervrcholy.

Pro fundamentálńı supervrcholy plat́ı Věta 8.6.2, která dává do souvislosti jejich
počátečńı vrcholy s listy řádkových podstromů.

Věta 8.6.2 Sloupec s indexem s, 1 ≤ s ≤ n je počátečńım vrcholem fundamentálńıho su-
pervrcholu právě tehdy, má-li vrchol s alespoň dva syny v př́ıslušném eliminačńım stromu
T nebo je-li s list nějakého řádkového podstromu eliminačńıho stromu.

Důkaz: Má-li vrchol s alespoň dva syny v eliminačńım stromu, pak muśı být prvńım
vrcholem fundamentálńıho supervrcholu, do kterého patř́ı. Necht’ s je listem řádkového
podstromu Tr(i) pro nějaké i > s. V př́ıpadě, že s je listem T , pak je tvrzeńı zřejmé,
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1 2 3 4 5 6

1 ∗ ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
6 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
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Obrázek 8.6.28: Př́ıklad matice a jej́ıho eliminačńıho stromu s fundamentálńımi supervr-
choly vyznačenými rámečky. Jej́ı maximálńı supervrcholy jsou jen dva: {1, 2}, {3, 4, 5, 6}.

protože takový vrchol muśı být počátečńım vrcholem jakéhokoli supervrcholu. Má-li s
právě jednoho syna, pak postordering (který v této kapitole předpokládáme) implikuje,
že vrchol s− 1 je synem vrcholu s.

Podle Věty 8.3.1 dále plat́ı pro list Tr(i)

ais 6= 0 a ai,s−1 = 0,

to jest, i neńı v colL(s− 1), ale je v colL(s). Odsud plyne

S(L∗s−1) & S(L∗s) ∪ {s− 1} (8.29)

a vrcholy s a s− 1 nemohou patřit do stejného supervrcholu a tedy ani do stejného
fundamentálńıho supervrcholu. Index s tedy zač́ıná nový fundamentálńı supervrchol.

Předpokládejme nyńı, že s je počátečńım indexem fundamentálńıho supervrcholu S.
Má-li vrchol s alespoň dva syny nebo žádného syna, tvrzeńı plat́ı. Má-li jen jednoho syna,
pak je podle vlastnost́ı postorderingu tento potomek s − 1. Podotkněme, že v př́ıpadě
obecného topologického oč́ıslováńı eliminačńıho stromu tomu tak nemuśı být. Potom ale
existuje vrchol i, že plat́ı

i 6∈ colL(s− 1) ∧ i ∈ colL(s) (8.30)

z podmı́nky maximality S vzhledem k inkluzi, protože jinak by bylo možné supervrchol
rozš́ı̌rit o index s − 1. To ale znamená, že s je listem i-tého řádkového podstromu Tr(i)
eliminačńıho stromu T a Věta je dokázána. �
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K tomu, aby se dala použ́ıt podmı́nka z Věty 8.6.2 k určeńı fundamentálńıch super-
vrchol̊u, stač́ı použ́ıt algoritmus pro nalezeńı list̊u řádkových podstromů uvedený dř́ıve.
Nalezeńı počátečńıch vrchol̊u supervrchol̊u společně s testováńım podmı́nky z Věty 8.6.1
pak poskytne efektivńı algoritmus hledáńı supervrchol̊u.

8.7 Počty nenulových prvk̊u v řádćıch a sloupćıch

faktoru L

Nalezeńı počtu prvk̊u na řádćıch a ve sloupćıch Choleského faktoru jsme prob́ırali již
výše. Konkrétně, Algoritmus 8.3.1 poč́ıtá nenulové prvky na řádćıch faktoru souběžně
se strukturami ř́ıdkosti řádk̊u a velmi jednoduše by mohl poč́ıtat také počty nenulových
prvk̊u ve sloupćıch faktoru. Důvodem návratu k tématu v tomto textu neńı ani tak větš́ı
efektivnost jejich výpočtu, která je zřejmá, ale elegance celého postupu. Poč́ıtáńı prvk̊u
na řádćıch a ve sloupćıch faktoru L probereme samostatně a uvedeme pro přehlednost v
samostatných schématech, ačkoli v praxi se v́ıce výpočt̊u z této kapitoly slučuje pro větš́ı
efektivnost v kombinovaných algoritmech.

8.7.1 Efektivńı nalezeńı počtu prvk̊u na řádćıch L

V této sekci poṕı̌seme algoritmus pro nalezeńı počt̊u mimodiagonálńıch nenulových prvk̊u
na řádćıch faktoru L, který je efektivněǰśı než Algoritmus 8.3.1. Zat́ımco v něm se ex-
plicitně procházely jednotlivé řádkové podstromy eliminačńıho stromu, což vedlo auto-
maticky ke složitosti, ve které vystupoval člen s počtem nenulových prvk̊u faktoru, nový
algoritmus je založen pouze na sč́ıtáńı délek cest v určitých rozkladech řádkových pod-
stromů. Nejprve definujme pojem hloubky vrcholu v kořenovém stromu.

Definice 8.7.1 Hloubka depth(x) vrcholu x v kořenovém stromu s kořenem r je defi-
nována následuj́ıćım rekurentńım vztahem.

depth(x) =

{

0 pro x = r,
depth(parent(x)) + 1 jinak.

(8.31)

Následuj́ıćı Algoritmus 8.7.1 poč́ıtá hloubky vrchol̊u v kořenovém a topologicky oč́ıslovaném
stromu. Topologické uspořádáńı je potřebné k tomu, aby byl algoritmus korektńı.

Algoritmus 8.7.1 Algoritmus pro nalezeńı hloubek vrchol̊u depth v kořenovém
a topologicky oč́ıslovaném stromu určeném zobrazeńım parent.
Input: Topologicky oč́ıslovaný kořenový strom T .
Output: Hloubky vrchol̊u depth(i) stromu T pro i = 1, . . . , |T |

1. depth(|T |) = 0
2. for j = |T | − 1 : 1 do
3. depth(j) = depth(parent(j)) + 1
4. end j
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Obrázek 8.7.29: Př́ıklad kořenového stromu, kde plat́ı lca(x, y) = t, lca(x, t) = t,
lca(x, z) = u.

Pojem nejmenš́ıho společného předka dvou vrchol̊u v obecném acyklickém grafu je
zaveden v následuj́ıćı definici.

Definice 8.7.2 Nejmenš́ı společný předek lca(x, y) dvou vrchol̊u x a y orientovaného
acyklického grafu je takový jejich společný předek z ∈ anc(x) ∪ anc(y), od kterého je děĺı
v tomto grafu nejmenš́ı vzdálenost. Obecně takový vrchol nemuśı pro libovolné dva vrcholy
existovat, je-li orientovaný acyklický graf nesouvislý. V kořenovém stromu takový vrchol
vždy existuje a je jednoznačně určený, protože cesty od kořene ke všem jeho vrchol̊um jsou
také jednoznačně určeny.

Na následuj́ıćım obrázku je jednoduchý kořenový strom v jehož popisu uvád́ıme př́ıklady
nejmenš́ıch společných předk̊u. Věta 8.7.1 ukazuje, že kořenový strom lze rozložit na
množinu disjunktńıch cest a že v tomto rozkladu hraj́ı roli některé jeho vrcholy a nejmenš́ı
společné předky jejich dvojic.

Věta 8.7.1 Necht’ P = {p1, p2, . . . , pk}, p1 < p2 < . . . < pk jsou nějaké vrcholy kořenového
stromu R oč́ıslovaného postorderingem, které zahrnuj́ı všechny jeho listy a také jeho kořen.
Necht’ qi = lca(pi, pi+1) jsou nejmenš́ı společné předky vrchol̊u pi a pi+1 pro 1 ≤ i < k.
Pak je každá hrana (t, s) kořenového stromu R součást́ı právě jedné cesty z qj do pj
pro nějaké 1 ≤ j < k.

Důkaz: Nejprve dokážeme, že každá taková hrana (t, s) je součást́ı alespoň jedné cesty
z tvrzeńı Věty. Necht’ pj je potomek vrcholu s z množiny P , který je ze všech takových
potomk̊u největš́ı. Alespoň jeden takový potomek muśı existovat, protože P obsahuje
všechny listy kořenového stromu R. Nav́ıc, protože s neńı kořen stromu R, existuje vrchol
pj+1 v P . Podle definice postorderingu, protože pj+1 neńı potomek s, muśı platit pj ≤ s <
pj+1. Nejmenš́ı společný předek qj = lca(pj , pj+1) vrchol̊u pj a pj+1 muśı pak být vlastńı
předek vrcholu s a tedy i předek vrcholu pj+1 a hrana (t, s) je tedy hranou cesty z qj do
pj.

Nyńı ukážeme, že (t, s) nemůže být na žádné jiné cestě z qi do pi pro nějaké i ∈
{1, . . . , |P |} r̊uzné od j. Jestliže s 6∈ ancR(pi), pak je toto tvrzeńı zřejmé. Necht’ s ∈
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Obrázek 8.7.30: Rozklad kořenového stromu na cesty podle Věty 8.7.1. Cesty jsou
znázorněny silněǰśımi spojnicemi vedle hran a vrchol̊u.

ancR(pi). Pak nutně plat́ı pi ≤ s. Protože předpokládáme, že i 6= j, máme také pi+1 ≤ s,
protože pj byl největš́ı potomek s z množiny P . Vrchol pi+1 je proto také v podstromu
T (s) a tud́ıž s ∈ ancR(pi+1). Následně, s ∈ ancR(qi) a (t, s) proto nemůže být na na cestě
z qi do pi pro žádné i r̊uzné od výše určeného j, což jsme měli ukázat. �

Rozklad kořenového stromu na cesty podle Věty 8.7.1, kde P obsahuje listy a kořen
tohoto stromu je demonstrován na Obrázku 8.7.30. Následuj́ıćı Věta 8.7.2 ukazuje, jak se
pomoćı rozkladu kořenového stromu na cesty najdou počty mimodiagonálńıch prvk̊u na
řádćıch rowL(i), i = 1, . . . , n.

Věta 8.7.2 Necht’ P = {p1, p2, . . . , pk}, p1 < p2 < . . . < pk jsou indexy množiny vrchol̊u
ladjG(A)(i) ∪ {i}, odpov́ıdaj́ıćı nenulovým prvk̊um řádku dolńı trojúhelńıkové části matice
A pro nějaké i ∈ {1, . . . , n}. Předpokládejme, že eliminačńı strom T (A) je oč́ıslovaný
postorderingem. Pak je počet |rowL(i)| mimodiagonálńıch nenulových prvk̊u na řádku i
Choleského faktoru L dán vztahem

|rowL(i)| =
k−1
∑

i=1

(depth(pi)− depth(lca(pi, pi+1))) . (8.32)

Důkaz:
Řádkové podstromy eliminačńıho stromu uspořádaného postorderingem lze podle Věty

8.7.1 rozložit na množinu disjunktńıch cest. Délka každé z nich je dána podle Definice 8.7.1
rozd́ılem hloubek jej́ıch koncových vrchol̊u. Při sč́ıtáńı délek podle tvrzeńı Věty je tedy
každý vrchol, který odpov́ıdá některému z uvažovaných nejmenš́ıch společných předk̊u
s výjimkou kořene, započ́ıtán právě jednou. A to tehdy, když neńı koncovým vrcholem
nějaké cesty z rozkladu uvažovaného podstromu. Kořen řádkového podstromu započ́ıtán
neńı, což odpov́ıdá definici |rowL(i)|, kde neńı index diagonálńıho prvku. �

Uvedený rozklad na cesty lze použ́ıt ke stanoveńı počt̊u mimodiagonálńıch prvk̊u na
řádćıch Choleského faktoru L prohledáváńım př́ıslušných řádkových podstromů. Ted’ už
ale nikoli tak, že bychom všechny cesty explicitně procházeli. K efektivńı implementaci
je zapotřeb́ı efektivně hledat listy řádkových podstromů a zároveň nalézt nejmenš́ı
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společné předky některých jeho vrchol̊u. Efektivńı nalezeńı list̊u řádkových podstromů v
př́ıpadě eliminačńıho stromu oč́ıslovaného postorderingem jsme diskutovali výše. Nalezeńı
nejmenš́ıch společných předk̊u zmı́ńıme ještě později. Následuj́ıćı Algoritmus 8.7.2 poč́ıtá
počty mimodiagonálńıch nenulových prvk̊u na řádćıch faktoru L s využit́ım rozkladu
řádkových podstromů eliminačńıho stromu přičemž listy těchto řádkových podstromů
jsou poč́ıtány zároveň. Vstupem pro algoritmus neńı graf G(A), ale graf G(A) ∪ T (A),
který má stejný graf zaplněńı. V grafu G(A) je totiž eliminačńı strom pouze implicitně a
to neńı vhodné pro př́ımočarou aplikaci Věty 8.7.1, kde je potřeba mı́t k dispozici všechny
hrany řádkových podstromů explicitně. Pro jednoduchost dále předpokládáme, že graf
matice G(A) je souvislý.

Algoritmus 8.7.2 Algoritmus pro nalezeńı počt̊u mimodiagonálńıch nenulových
prvk̊u |rowL(i)|, i = 1, . . . , n na řádćıch L.
Input: Souvislý graf G(A)∪T (A) = (V,E), funkce lca(., .) nejmenš́ıho společného předka,
kterou zmı́ńıme později.
Output: Počty mimodiagonálńıch nenulových prvk̊u |rowL(i)|, i = 1, . . . , n faktoru L.

1. for j = 1 : n do
2. prev leaf(j) = 0
3. prev nonz(j) = 0
4. |rowL(j)| = 0
5. end j
6. for j = 1 : n do
7. for i taková, že i > j ∧ j ∈ adjG(A)(i) do
8. k = prev nonz(i)
9. if k < j − |T (j)|+ 1 then
10. p = prev leaf(i)
11. if p = 0 then
12. |rowL(i)| = |rowL(i)|+ depth(j)− depth(i)
13. else
14. q = lca(p, j)
15. |rowL(i)| = |rowL(i)|+ depth(j)− depth(q)
16. end if
17. prev leaf(i) = j
18. end if
19. prev nonz(i) = j
20. end i
21. end j

Algoritmus 8.7.2 procháźı matićı A po sloupćıch. Pro zaznamenáńı sloupcového in-
dexu posledńıho dosud navšt́ıveného nenulového prvku na řádku se použ́ıvá pracovńı pole
prev nonz. To nám slouž́ı k tomu, abychom rozhodli, zdali je prvek listem řádkového pod-
stromu testem podle Důsledku 8.5.1. Bezprostředně předcházej́ıćı listy tohoto řádkového
podstromu jsou ukládány pomoćı pole prev leaf . Tak jsou vždy k dispozici oba parametry
funkce lca,které potřebujeme.
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Poznámka 8.7.1 Poznamenejme, že mı́sto grafu G(A)∪T (A) je v praxi mnohem vhodněǰśı
vyj́ıt z grafu G(A)− ∪ T (A), kde G(A)− je eliminačńı skelet grafu G(A). Ten obsahuje
všechny listy řádkových podstrom̊u a jeho eliminačńı strom je také T (A).

8.7.2 Efektivńı nalezeńı počtu prvk̊u ve sloupćıch L

Stejně jako u algoritmu pro počty prvk̊u v řádćıch, i zde budeme diskutovat efektivněǰśı
postup než ten, který vznikne procházeńım řádkových podstromů jako v Algoritmu 8.3.1
a který vede na složitost s členem úměrným |L|. Definujme rozd́ıly δ(j) mezi veličinami
|colL(j)| a

∑

j=parent(k) |colL(k)| následuj́ıćım vztahem

δ(j) = |colL(j)| −
∑

j=parent(k)

|colL(k)|, (8.33)

který zachycuje informaci o velikostech překryv̊u sloupcových struktur vrcholu j a
jeho syn̊u. Budeme-li znát tyto rozd́ıly, pak počty mimodiagonálńıch nenulových prvk̊u
ve sloupćıch faktoru L lze spoč́ıtat Algoritmem 8.7.3, kde předpokládáme topologického
uspořádáńı vrchol̊u eliminačńıho stromu.

Algoritmus 8.7.3 Spoč́ıtáńı počtu prvk̊u ve sloupćıch faktoru LR|V |×|V | ze zna-
losti rozd́ılové funkce δ(j) definované výše.
Input: Rozd́ılová funkce δ(j) mezi |colL(j)| a

∑

j=parent(k) |colL(k)| pro j = 1, . . . , |V |.
Output: Počty prvk̊u ve sloupćıch faktoru L.

1. for j = 1 : |V | do
2. |colL(j)| = δ(j)
3. end j
4. for j = 1 : |V | do
5. |colL(parent(j))| = |colL(parent(j))|+ δ(j)
6. end j

Otázkou je, jak tyto rozd́ıly spoč́ıtat. Možným postupem je složit jej́ı hodnotu z př́ıspěvk̊u
jednotlivých řádkových podstromů Tr(i), i ∈ {1, . . . , |V |}. eliminačńıho stromu T .

Uvažujme rozd́ıl δ(j) pro nějaké j ∈ {1, . . . , |V |}. Budeme ji inicializovat nulou. Jak
uvid́ıme, to odpov́ıdá tomu, že poč́ıtáme jen mimodiagonálńı prvky sloupc̊u faktoru L.
Rozlǐsme tři základńı př́ıpady výpočtu aktualizace δ(j) na základě vztahu k řádkovým
podstromům Tr(i), i = 1, . . . , |V |.

1. Pro j 6∈ Tr(i) se δ(j) na základě vztahu k Tr(i) nezměńı, protože řádek i faktoru
nepřisṕıvá nenulovými prvky ani ke sloupci j, ani ke sloupc̊um žádného z jeho syn̊u.

2. Je-li j list řádkového podstromu Tr(i), pak δ(j) na základě vztahu k Tr(i) vzroste o
jedničku, protože list j nemá žádné syny v Tr(i).
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3. Necht’ jsou vrchol j a d jeho syn̊u obsaženy v Tr(i). Pak je př́ır̊ustek k hodnotě δ(j)
na základě vztahu k Tr(i) roven

1− d ≡ −(d− 1).

Algoritmicky se tato změna při źıskáváńı rozd́ıl̊u od list̊u směrem ke kořen̊um dá
zachytit následuj́ıćım zp̊usobem.

• Pro d = 1, to jest pro interńı vrcholy na cestách v Tr(i), se δ(j) při postupu
těmito cestami směrem ke kořeni nezměńı.

• Pro d > 1 plat́ı, že vrchol j je nejmenš́ım společným předkem právě
d − 1 dvojic list̊u řádkového podstromu Tr(i). Stač́ı tedy aktualizovat δ(j)
odečteńım jedničky pokaždé, když je vrchol j nejmenš́ım společným předkem
dvou r̊uzných list̊u kořenového podstromu.

Algoritmus 8.7.2 začleňuje naše úvahy o poč́ıtáńı sloupcových součt̊u pomoćı rozd́ıl̊u
δ. Poč́ıtáńı nenulových prvk̊u na řádćıch i ve sloupćıch se dá spojit do jednoho algoritmu,
ale to zde pro větš́ı názornost neděláme.

Algoritmus 8.7.4 Algoritmus pro nalezeńı počt̊u prvk̊u ve sloupćıch faktoru
L. Funkce vyč́ısleńı nejmenš́ıch společných předk̊u lca(p, q) vrchol̊u p a q je in-
tegrována pomoćı množinových operaćı find a link.
Input: Graf G(A) ∪ T (A) = (V,E). Množinové operace find a link.
Output: Rozd́ılová funkce zavedená výše.

1. for j = 1 to |V | do
2. prev leaf(j) = 0
3. prev nonz(j) = 0
4. δ(j) = 0
5. end j
6. for j = 1 to |V | do
7. for i taková, že i > j ∧ aij 6= 0 do
8. k = prev nonz(i)
9. if k < j − |T (j)|+ 1 then
10. p = prev leaf(i)
11. δ(j) = δ(j) + 1
12. if p 6= 0 then
13. q = find(p)
14. δ(q) = δ(q)− 1
15. end if
16. prev leaf(i) = j
17. end if
18. prev nonz(i) = j
19. end i
20. link(j, parent(j))
21. end j
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V Algoritmu 8.7.2 je operace nejmenš́ıho společného předka lca(., .) implementována
prostřednictv́ım množinových operaćı find a link postupně aplikovaných na počátečńı
množinu vrchol̊u {1, . . . , |V |}. Jej́ı prvky jsou postupně propojovány hranami. V každém
okamžiku tato množina představuje les, tedy acyklický a obecně nesouvislý graf na těchto
vrcholech. Každá komponenta tohoto lesa má svého reprezentanta, kterým je jej́ı největš́ı
vrchol. Na počátku jsou tedy všechny vrcholy této množiny reprezentanty sebe sama.
Operace find(p) nalezne pro vrchol p reprezentativńı vrchol podstromu, ve kterém tento
vrchol je obsažen. Operace link(x, y) zkombinuje množiny s reprezentativńımi vrcholy x
a y do jedné, kde reprezentativńı vrchol je větš́ı z nich. Samotné propojeńı vrchol̊u v
komponentách může být ale značně odlǐsné od samotného eliminačńıho stromu. Jednou
z možnost́ı je např́ıklad reprezentace s kompreśı cest, kterou jsme uvedli při diskusi o
konstrukci eliminačńıho stromu, ale zp̊usob̊u může být mnohem v́ıc, viz klasické publikace
[106], [108], [80]. To, že operace find(p) v Algoritmu najde nejmenš́ıho společného předka
vrchol̊u p a j vyplývá z toho, že oba dva vrcholy patř́ı do Tr(i) a zároveň do jedné
komponenty vytvářeného lesa.

Lze ukázat, že složitost naposledy uvedených algoritmů pro poč́ıtáńı řádkových a
sloupcových součt̊u je O(m+mα(m,n)), což je výrazně méně než pro Algoritmus 8.3.1.
Jak jsme již uvedli, tuto složitost můžeme dále zmenšit nahrazeńım grafu G(A) jeho
eliminačńım skeletem G−(A). Výsledná složitost (pro nalezeńı jak řádkových tak sloup-
cových velikost́ı L) pak je O(m + m−α(m−, n)), kde m− = |E(G−(A))|. To, že tento
postup je efektivńı ukazuj́ı např́ıklad experimenty v [80].
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9

Syntéza ř́ıdkého Choleského rozkladu

Tato kapitola navazuje na znalost některých základńıch komponent ř́ıdkého Choleského
rozkladu z kapitoly 8 a také na diskusi o obecných schématech Choleského rozkladu a
LU faktorizace jakožto variant Gaussovy eliminace v kapitole 7. V ńı jsme uvedli několik
možných variant Choleského rozkladu pro husté i ř́ıdké matice, které odpov́ıdaj́ı r̊uznému
pořad́ı cykl̊u generického schématu. Poté jsme diskutovali základńı komponenty ř́ıdkého
Choleského rozkladu, které pracuj́ı předevš́ım se strukturami ř́ıdkosti p̊uvodńı matice i
faktoru. V této kapitole na tento popis naváže uvedeńım několika variant ř́ıdkého Cho-
leského rozkladu, kde už ale podrobněj́ı zmı́ńıme výše probrané komponenty.

9.1 Obecné schéma ř́ıdkého Choleského rozkladu

Celkové schéma Choleského rozkladu lze zapsat ve třech kroćıch následuj́ıćım zp̊usobem.

Algoritmus 9.1.1 Choleského rozklad ř́ıdké matice.
Input: Řı́dká matice A.
Output: Choleského faktor L matice A.

1. Nalezeńı počátečńıho uspořádáńı matice
2. Symbolická faktorizace
3. Numerická faktorizace

Počátečńı uspořádáńı matice budeme diskutovat později souhrnně pro v́ıce druh̊u
ř́ıdkých rozklad̊u. Symbolická faktorizace zahrnuje obvykle řadu komponent, které
uvažuj́ı strukturu ř́ıdkosti a jej́ı změny, diskutovaných výše.

Prvńı dva kroky rozkladu se někdy nazývaj́ı souhrnně analýza. Třet́ı krok se někdy
nazývá stručně faktorizace (rozklad) a bere do úvahy numerické hodnoty matice. Jed-
notlivé kroky nyńı poṕı̌seme podrobněji s t́ım, že obecný postup mı́vá v́ıce alternativ
podle zvolené varianty rozkladu.
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Obrázek 9.1.1: Př́ıklad dvou š́ıpových matic.
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Obrázek 9.1.2: Př́ıklad zaplněńı ve dvou š́ıpových matićıch z Obrázku 9.1.1. Nové prvky
zaplněńı jsou označeny symbolem f .

9.1.1 Nalezeńı počátečńıho uspořádáńı

Prvńım krokem ř́ıdké Choleského rozkladu je nalezeńı počátečńı uspořádáńı matice.
Toto uspořádáńı odlǐsujeme od jiných postup̊u, jako je např́ıklad výše zmı́něné uspořádáńı
matice postorderingem (indukované jej́ım eliminačńım stromem). Motivace pro volbu
konkrétńıho druhu počátečńıho uspořádáńı se mohou lǐsit, ale vždy je za nimi snaha
zmenšit velikost zaplněńı v rozkladu. Na Obrázku 9.1.1 jsou znázorněny struktury
ř́ıdkosti dvou matic. A na Obrázku 9.1.2 je nav́ıc znázorněno vzniklé zaplněńı.

Zat́ımco prvńı matice na Obrázku 9.1.1 se v pr̊uběhu rozkladu úplně zaplńı, druhá
z nich svou strukturu nezměńı. Mezi strukturami ř́ıdkosti obou matic je ale úzký vztah.
Označ́ıme-li A matici se strukturou ř́ıdkosti z Obrázku 9.1.1 vlevo, pak matice vpravo na
tomto obrázku vpravo má strukturu ř́ıdkosti permutované matice P TAP s permutačńı
matićı

P =













1
1

1
1

1













.

Vid́ıme tedy, že počátečńı permutaćı matice je možné velikost zaplněńı výrazně ovlivnit
a př́ıslušným technikám věnujeme v tomto textu celou kapitolu. U obecněǰśıch rozklad̊u
přitom uspořádáńı muśı být volena tak, aby vyhovala obvykle kombinovanému kritériu,
které uvažuje nejenom velikost zaplněńı.
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9.1.2 Symbolická faktorizace v širš́ım smyslu

Druhý krok rozkladu obvykle slouž́ı k nalezeńı základńıch algoritmických a imple-
mentačńıch struktur. Jeho základem je obvykle grafový model struktury ř́ıdkosti matice
a jej́ıch faktor̊u. Využ́ıvá přitom výše popsané algoritmy, jako jsou hledáńı eliminačńıho
stromu, nalezeńı struktury ř́ıdkosti Choleského faktoru, nalezeńı počt̊u nenulových prvk̊u
na řádćıch a ve sloupćıch faktoru, přeč́ıslováńı vrchol̊u eliminačńıho stromu na základě
eliminačńıho stromu či nalezeńı supervrchol̊u. Souhrnně se celý tento druhý krok nazývá
symbolická faktorizace, byt’ se symbolickou faktorizaćı historicky mı́nilo pouze nalezeńı
sloupcové struktury faktoru užit́ım Algoritmu 8.3.2 založeném na vztahu (8.20).

9.1.3 Numerická faktorizace

Posledńım krokem schématu je numerická faktorizace, jej́ımž obsahem je nalezeńı
numerických hodnot prvk̊u faktor̊u rozkladu. Ve smyslu výše uvedeného textu nebu-
deme dále diskutovat rozd́ıl mezi odmocninovým a bezodmocninovým rozkladem a bu-
deme předpokládat, že rozklad existuje, což je splněno pro matice symetrické a pozi-
tivně definitńı, ale může být splněno i pro mnohé obecně symetrické matice. Obecně
tedy vyžadujeme silnou regularitu matice pro symetrický rozklad. Souvisej́ıćı problémy
stability rozkladu budeme diskutovat později.

Základńı schémata numerické faktorizace založená na řádkovém př́ıstupu, sloupcovém
př́ıstupu či podmaticovém př́ıstupu jsme probrali výše. Každý z nich může vyžadovat
výpočet jiné množiny prvk̊u ze symbolické faktorizace z minulé kapitoly. Některé základńı
algoritmy nyńı poṕı̌seme podrobněji.

9.2 Supervrcholová sloupcová Choleského faktorizace

Tento postup označuje sloupcový algoritmus uvedený výše, kde jsou symbolické kroky
propojeny s hledáńım supervrchol̊u. Po nalezeńı eliminačńıho stromu, jeho postorderingu
a nalezeńı supervrchol̊u je celý sloupcový algoritmus založen na bloćıch. V terminolo-
gii numerické lineárńı algebry to znamená, že operace s numerickými hodnotami budou
založeny na operaćıch s maticemi, které vedou k vysokému výpočetńımu výkonu použit́ım
aritmetiky knihovny BLAS3.

Sloupcový algoritmus Choleského faktorizace uvedený výše v každém kroku poč́ıtá
sloupec faktoru, v našem př́ıpadě blokový sloupce faktoru, pomoćı lineárńı kombinace
předcházej́ıćıch blokových sloupc̊u. V daľśım textu nebudeme fakt, že se samotná aritme-
tika rozkladu týká blok̊u, př́ılǐs zd̊urazňovat.

Algoritmus 9.2.1 Supervrcholová sloupcová Choleského faktorizace.
Input: Řı́dká matice A.
Output: Choleského faktor L matice A.

1. Nalezeńı eliminačńıho stromu
2. Nalezeńı postorderingu
3. Kombinace počátečńıho uspořádáńı
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4. Nalezeńı počtu prvk̊u ve sloupćıch
5. Optimalizace postorderingu
6. Nalezeńı supervrchol̊u, jejich optimalizace a odhad velikosti pracovńıho prostoru pro
blokový rozklad
7. Nalezeńı sloupcové struktury faktoru L pro supervrcholový rozklad
8. Supervrcholová numerická faktorizace

Pro efektivńı implementaci ř́ıdkého rozkladu potřebujeme znát strukturu nenulových
prvk̊u sloupce, protože po sloupćıch faktor poč́ıtáme. Tu nám poskytne proces symbo-
lické faktorizace v užš́ım smyslu, jak jsme o ńı hovořili výše, tedy Algoritmus 8.3.2, kde je
v grafové terminologii hlavńım principem slévat struktury ř́ıdkosti syn̊u vrchol̊u.
Pro posledńı krok Algoritmu ?? ale také potřebujeme znát, které prvky řádku Cho-
leského faktoru vystupuj́ı v sumě (7.22), jinými slovy, potřebujeme znát struktury ř́ıdkosti
řádk̊u Choleského faktoru. Jak vid́ıme z následuj́ıćı Věty 9.2.1, počet prvk̊u v řádćıch
Choleského faktoru ve sloupcovém algoritmu určuje počet aktualizaćı právě poč́ıtaného
sloupce některým z dř́ıve vypočtených sloupc̊u faktoru tak, jak je vidět z následuj́ıćı Věty
9.2.1.

Věta 9.2.1 Necht’ j > k. Numerické hodnoty sloupce L∗j záviśı na hodnotách sloupce L∗k
právě tehdy, je-li ljk 6= 0.

Důkaz: Tvrzeńı plyne ze sloupcové formulace Choleského faktorizace. Hlavńı úprava
v tomto algoritmu je totiž dána vztahem

A∗j = A∗j −
∑

k<j

ljkA∗k.

Algoritmus 7.2.1 pak upřesňuje počet netriviálńıch úprav. �

Základńı metoda pro zjǐstěńı nenulových prvk̊u v nějakém i-tém řádku, spoč́ıvá ve
výpočtu s použit́ım řádkového podstromu Tr(i) eliminačńıho stromu. Ten můžeme zjis-
tit př́ımo z eliminačńıho stromu či během samotné numerické faktorizace procházeńım
cest mezi vrcholy množiny adjG−(A)(i) nebo adjG(A)(i) a vrcholem i v T [105]. V př́ıpadě
sloupcového algoritmu je ale možné použ́ıt ještě jednodušš́ı postup, který je ve své obec-
nosti zároveň historicky nejstarš́ı a v praxi je stále nejběžněǰśı. Tento postup je založen
na metodě uvedené v programovém souboru YSMP (Yale Sparse Matrix Package) a byl
poté použit v celé řadě daľśıch implementaćı. Vlastńı algoritmus potřebuje, aby nenulové
prvky sloupc̊u faktoru L byly uspořádané podle vzr̊ustaj́ıćıho řádkového indexu, což lze
v rámci rozkladu jednoduše zař́ıdit. Postup nalezeńı řádk̊u je pak velmi podobný simu-
laci řádkového př́ıstupu do matice A v Algoritmu 17.3.2. V pr̊uběhu algoritmu procháźıme
souběžně sloupce vytvářeného faktoru L tak, že pro každý z nich je v pracovńım poli start
index prvńıho nenulového prvku sloupce, který ještě nebyl prvkem ljk nějaké řádkové
struktury, přes kterou sč́ıtáme v (7.22). Všechny tyto sloupcové indexy jsou konkrétńı
řádky uloženy pomoćı spojových seznamů, které obsahuj́ı vždy pouze prvńı dosud ne-
použitý index ze sloupce. Tyto seznamy jsou pr̊uběžně aktualizovány. Tyto spojové se-
znamy se daj́ı všechny uložit do jednoho pole délky n, protože každý sloupcový prvńı
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nepoužitý index může být v těchto spojových seznamech nejvýše jednou. Každý krok
sloupcové faktorizace, spoč́ıtá sloupec j faktoru podle (7.22) a pak jednoduše projde ten
spojový seznam, ve kterém je index j, a provede jeho aktualizaci nahrazeńım použitých
index̊u nejbližš́ımi daľśımi. Konkrétně, spojový seznam, ve kterém je sloupec j je v tomto
vněǰśım kroku Algoritmu 7.2.1 aktualizován dokud existuje nějaký následńık v př́ıslušném
sloupci. Také řádkový index následńıka vrcholu j v j-tém sloupci, tedy index parent(j),
je přidán do spojového seznamu následńık̊u tohoto řádku a je incializována komponenta
start(i).

9.3 Multifrontálńı metoda

V této sekci probereme velmi významný postup, který je založen na podmaticovém algo-
ritmu Choleského rozkladu a který se nazývá multifrontálńı metoda. Tato metoda neńı je-
diným postupem založeným na podmaticové variantě rozkladu, ale je jednoznačně nejv́ıce
prozkoumanou a nejpouž́ıvaněǰśı metodou Choleského rozkladu.

Stejně jako v předcházej́ıćı podkapitole této kapitoly i zde algoritmus Choleského roz-
kladu symetrické a silně regulárńı matice A ∈ Rn×n přeṕı̌seme do tvaru, kde využ́ıváme
maticové a vektorové operace. Jeden krok podmaticového algoritmu můžeme schématicky
přepsat následuj́ıćım zp̊usobem

A =

(

a11 v
vT C

)

=

( √
a11

vT/
√
a11 I

)(

I
C − vTv/a11

)(√
a11 v/

√
a11

I

)

=

( √
a11

vT/
√
a11 I

)(

I
S

)(√
a11 v/

√
a11

I

)

=

( √
a11

vT/
√
a11 LS

)(√
a11 v/

√
a11

LT
S

)

,

kde matice S, která je Schurovým doplňkem matice A vzhledem k podmatici A11 ≡
a11. Tato matice je upravena vněǰśım součinem vektor̊u vT a v škálovaným inverźı
diagonálńıho prvku a11 a může být dále rozložena daľśımi kroky Choleského rozkladu.
Všimněme si ale, že prvńı sloupec už je definitivně spoč́ıtaný. Analogicky můžeme napsat
situaci po k − 1 kroćıch podmaticového algoritmu, kde vlastně ukazujeme, jak vzniká
obecný Schur̊uv doplněk

A =

(

A11 V
V T C

)

=

(

L11

V L−T
11 I

)(

I
C − V TL−T

11 L−1
11 V

)(

LT
11 L−1

11 V
I

)

.

Podstatné pozorováńı je, že výsledek je týž, když budeme př́ıslušný Schur̊uv doplněk
poč́ıtat př́ımo touto maticovou operaćı nebo postupně v j−1 kroćıch a můžeme tedy psát
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(v zápise prvk̊u využ́ıváme symetrie)

C − V TL−T
11 L−1

11 V = C −
j−1
∑

k=1











lj k
lj+1,k
...

ln k











(

lj k lj+1,k . . . ln k

)

(9.1)

Stejně jako ve speciálńım př́ıpadě už je část faktoru, v tomto př́ıpadě jeho prvńıch j − 1
sloupc̊u, definitivně spoč́ıtána. Diskutujme nyńı obecný j-tý sloupec, který bude v tomto
kroku definitivně spoč́ıtán. Strukturu tohoto sloupce jsme vyjádřili pomoćı podstromu
eliminačńıho stromu T (j) ve Větě 8.3.2 ve tvaru

colL(j) = adjG(A)(T (j)). (9.2)

Označme si nyńı prvky struktury ř́ıdkosti j-tého sloupce faktoru L podrobněji vztahem

S(L∗j) ≡ colL(j) ∪ {j} = {j, i1, . . . , ir}. (9.3)

Frontálńı matice, kterou zavedeme v následuj́ıćı definici, je přesně ta matice, ve které po
j-tém kroku rozkladu vznikne j-tý sloupec Choleského rozkladu jako jej́ı prvńı sloupec.
Dále uvid́ıme, že jej́ı zbylá část bezprostředně vystupuje v daľśıch kroćıch rozkladu.

Definice 9.3.1 Frontálńı matici Fj j-tého podstromu T (j) eliminačńıho stromu T de-
finujeme následovně.

Fj =











ajj ai1j . . . airj
ai1j
... 0

airj











−
∑

k∈T (j)\{j}











ljk
li1k
...

lirk











(

ljk li1k . . . lirk
)

≡











ajj ai1j . . . airj
ai1j
... 0

airj











+ Ūj

Frontálńı matice Fj je tedy složena ze dvou část́ı. Jej́ı prvńı část́ı je podmatice
určená řádkem a sloupcem matice A (použ́ıváme indexy i1, . . . , ir definované pomoćı
colL(j), take některé prvky mohou být nulové), druhou část́ı je souhrn všech dosavadńıch
předcházej́ıćıch aktualizaćı této podmatice prvky faktoru. Uvažujme ted’ provedeńı j-tého
kroku Choleského rozkladu, po kterém je definitivně spoč́ıtán j-tý sloupec Choleského fak-
toru. Toto provedeńı rozlož́ı př́ıslušnou frontálńı matici s aktualizacemi akumulovanými z
řádk̊u a sloupc̊u, které odpov́ıdaj́ı T (j) \ {j}.

Fj =











ljj . . .
li1j
... Ir
lirj











(

1
Uj

)









ljj li1j . . . lirj

Ir









(9.4)
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Následuj́ıćı tvrzeńı se vztahuje k tvaru frontálńı matice po jednom kroku rozkladu, jak
jej máme uveden v (9.4).

Věta 9.3.1 Plat́ı následuj́ıćı vztah

Uj = −
∑

k∈T (j)







li1k
...
lirk







(

li1k . . . lirk
)

. (9.5)

Důkaz: Vztah (9.4) si můžeme přepsat na následuj́ıćı tvar

Fj =











ljj
li1,j
...
lir ,j











(

ljj li1,j . . . lir ,j
)

+

(

0 0
0 Uj

)

(9.6)

Porovnejme ted’ levou a pravou stranu rovnosti (9.6) po vynecháńı prvńıho řádku a
sloupce. Na levou stranu přitom použijeme jej́ı definici a źıskáme

−
∑

k∈T (j)\{j}







li1k
...

lirk







(

li1k . . . lirk
)

=







li1,j
...

lir ,j







(

li1,j . . . lir,j
)

+ Uj , (9.7)

což poskytuje výsledek. �

Zd̊urazněme r̊uznou roli matic Uj a Ūj pro j = 1, . . . , n. Matice Uj , která se nazývá
také aktualizačńı matice multifrontálńı metody, obsahuje všechny př́ıspěvky od řádk̊u
a sloupc̊u, které ovlivňuj́ı výpočet následuj́ıćıch řádk̊u a sloupc̊u s indexy větš́ımi
než j, tedy konkrétně právě těch, které jsou v colL(j). Matice Ūj pak slouž́ı k akumulaci
těchto aktualizačńıch matic a po přidáńı př́ıslušného řádku a sloupce matice A slouž́ı k
výpočtu j-tého sloupce. V multifrontálńı metodě využijeme vztahu mezi frontálńımi a ak-
tualizačńımi maticemi, ale nejprve zavedeme formálńı popis kombinováńı matic, určenými
svými řádkovými a sloupcovými indexy pomoćı nové asociativńı operace rozš́ı̌reného
součtu ř́ıdkých matic.

Definice 9.3.2 Necht’ B ∈ Rk×k a C ∈ Rl×l jsou podmatice nějakých matic z Rn×n

určené, po řadě, indexovými množinami jejich řádk̊u a sloupc̊u K = {κ1 < . . . < κ|K|}
a L = {λ1 < . . . < λ|L|}, kde |K|= k a |L|= l. Rozš́ı̌reným součtem těchto podmatic
označeným A ⋄B nazveme matici E ∈ Rp×p, která je podmatićı matice z Rn×n, je určena
indexovou množinou K∪L svých řádk̊u a sloupc̊u, kde |K∪L| =p a tato indexová množina
je opět vzestupně uspořádána. Jej́ı jednotlivé prvky se źıskaj́ı součtem odpov́ıdaj́ıćıch prvk̊u
(prvk̊u se stejnými řádkovými a sloupcovými indexy) v B a C, pro indexy, které jsou jak
v K tak i v L a jednotlivými prvky z B nebo C v opačném př́ıpadě.

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje rozš́ı̌rený součet podmatic B a C.

Př́ıklad 9.3.1 Obrázek 9.3.3 znázorňuje dvě podmatice matice z R9×9 a jejich rozš́ıřený
součet.
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B =
2
3
5





1.1 1.1 2.2
1.1 1.1 2.2
2.2 2.2 3.3



 C =

1
3
5
9









1.1 1.1 2.2 1.1
1.1 1.1 3.3 1.1
2.2 3.3 1.1 4.4
1.1 1.1 4.4 1.1









E =

1
2
3
5
9













1.1 1.1 2.2 1.1
1.1 1.1 2.2

1.1 1.1 2.2 5.5 1.1
2.2 2.2 5.5 4.4 4.4
1.1 1.1 4.4 1.1













Obrázek 9.3.3: Př́ıklad dvou podmatic, B a C, nějakých matic z R9×9 a jejich rozš́ıřeného
součtu E. Indexy řádk̊u vymezuj́ıćı podmatice B, C a E na obrázćıch, indexy sloupc̊u jsou
samozřejmě stejné.

Věta 9.3.2 ukazuje zmı́něnou souvislost mezi frontálńı matićı a aktualizačńımi mati-
cemi Uk podrobněji s využit́ım struktury eliminačńıho stromu. Konkrétně se zde ř́ıká, že
v součtu ve výrazu (9.4) stač́ı uvažovat pouze několik sč́ıtanc̊u. Větu 9.3.2 můžeme
také chápat jako konkrétńı zobecněńı symbolické faktorizace, kde ale zároveň pracujeme
s numerickými hodnotami rozkladu.

Věta 9.3.2 Necht’ c1, . . . , cs jsou indexy syn̊u vrcholu j eliminačńıho stromu T . Pak plat́ı:

Fj =









ajj aji1 . . . ajir
ai1j
. . . 0
airj









⋄ Uc1 ⋄ . . . ⋄ Ucs. (9.8)

Důkaz: Frontálńı matice Fj byla definována pomoćı matice Ūj , která zahrnuje všechny
aktualizace od sloupc̊u v T (j) \ {j}. Množina T (j) \ {j} je ale disjunktńı sjednoceńı
množin T (c1), . . . , T (cs) a Ūj může být vyjádřena jako sjednoceńı aktualizaćı od pod-
stromů T (c1), . . . , T (cs). Podle Věty 9.5 jsou tyto aktualizace rovny aktualizačńım ma-
tićım Uc1 , . . . ,Ucs, což ve formalismu rozš́ı̌reného součtu dává tvrzeńı této věty. �

Následuj́ıćı Algoritmus 9.3 shrnuje celý postup.

Algoritmus 9.3.1 Algoritmus multifrontálńı metody Choleského faktorizace.
Input: Řı́dká matice A.
Output: Choleského faktor L matice A.

1. for j = 1 : n do
2. Necht’ S(L∗j) = {j, i1, . . . , ir}
3. Necht’ c1, . . . , cs jsou synové j v T
4. Vytvoř Ū = Uc1 ⋄ . . . ⋄ Ucs
3. Definuj
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Fj =









ajj aji1 . . . ajir
ai1j
. . . 0
airj









⋄ Ū

3. Definuj aktualizačńı matici Uj jedńım krokem LDLT rozkladu:

Fj =











ljj . . .
li1j
... Ir
lirj











(

1
Uj

)









ljj li1j . . . lirj

Ir









(9.9)

Tı́m źıskáme jeden sloupec faktoru L a př́ıslušný prvek diagonálńı matice.

4. end j

Stejně jako v př́ıpadě Algoritmu 8.3.2 i Algoritmus funguje správně pro libovolné to-
pologické pořad́ı, tedy i v pořad́ı 1, . . . , n, ve kterém byl vytvořen eliminačńı strom. Pak
jsou totiž všechny aktualizačńı matice v jeho kroku 4 dispozici pro daľśı výpočet. K tomu,
aby celý postup byl ještě efektivněǰśı, je ale vhodné, aby tyto matice byly v algoritmu
také rychle dostupné v následuj́ıćım smyslu: Protože uchováváńı v́ıce frontálńıch matic
může vyžadovat velké množstv́ı prostoru, je vhodné, aby potřebné aktualizačńı matice
nebyly umı́stěny někde hluboko v použitém pracovńım prostoru, ale aby byly okamžitě
k dispozici. Tvrzeńı Věty 9.3.3 dává návod, jak toto umožnit.

Věta 9.3.3 Necht’ je eliminačńı strom matice A v multifrontálńı metodě uspořádán po-
storderingem a předpokládejme, že po spoč́ıtáńı j-tého sloupce z frontálńı matice Fj

odlož́ıme aktualizačńı matici Uj pro daľśı použit́ı do zásobńıku. (S výjimkou j ≡ n muśı
být tyto matice nenulové pro nerozložitelné A). Pak plat́ı, že matice Uj potřebné ke
konstrukci Fj lež́ı vždy navrchu tohoto zásobńıku.

Důkaz: Tvrzeńı je zřejmé z definice postorderingu, pro který plat́ı, že vrcholy v každém
podstromu tvoř́ı interval. Z toho vyplývá, že při tvorbě frontálńı matice Fj budeme
použ́ıvat ty právě ty matice Uj potomk̊u vrcholu j, které byly odloženy jako dosud po-
sledńı. �

Demonstrujme si multifrontálńı metodu na př́ıkladu. Uvažujme následuj́ıćı matici
znázorněnou včetně prvk̊u zaplněńı a jej́ı eliminačńı strom

















1 2 3 4 5 6

1 ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗ f
5 ∗ ∗ ∗ ∗ f
6 ∗ f f ∗
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5

6

2

43

Multifrontálńı metoda postupně generuje následuj́ıćı posloupnost frontálńıch a aktu-
alizačńıch matic.

F1 =





1 3 5

1 ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗ ∗



, U1 =
(

3 5

3 ∗ ∗
5 ∗ ∗

)

,

F2 =





2 4 6

2 ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗
6 ∗ ∗ ∗



, U2 =
(

4 6

4 ∗ ∗
6 ∗ ∗

)

,

F3 =

(

3 5

3 ∗ ∗
5 ∗ ∗

)

←→l U1, U3 =
(

5

5 ∗
)

.

Na př́ıkladu vid́ıme a můžeme si zopakovat, že

• Prvńı řádky a sloupce frontálńıch matic Fk odpov́ıdaj́ı nenulám v L∗k. Aktualizačńı
matice Uk přisṕıvá do Fparent(k). To je prvńı frontálńı matice, do které Uk přisṕıvá.
Do žádných matic s indexy ostře mezi k a parent(k) nepřisṕıvá.

• Celá matice Uk se tedy stává součást́ı frontálńı matice Fparent(k).

• Je-li matice přeuspořádaná podle nějakého postorderingu eliminačńıho stromu ma-
tice A, pak všechny matice Uk mohou být uloženy v zásobńıku. Potřebné aktualizačńı
matice budou vždycky navrchu zásobńıku.

Daľśım význačným rysem multifrontálńı metody je použit́ı hustých matic ve výpočtu.
To, společně s použit́ım supervrchol̊u, zabezpečuje velkou efektivitu rozkladu na sou-
dobých poč́ıtačových architekturách.
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∗ ∗

∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
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Obrázek 9.4.4: Př́ıklad dolńı trojúhelńıkové matice a orientovaného grafu G(LT ) jej́ı trans-
pozice.

9.4 Řádkový Choleského rozklad

Tento rozklad je poskytuje faktor L po řádćıch. Pro implementaci Algoritmu 7.2.2 potřebujeme
nejprve stejně jako ve sloupcovém algoritmu spoč́ıtat velikost faktoru L.

Jakkoli je samotný algoritmus jednoduchý, základńı problém řádkového Choleského
rozkladu je v jeho efektivnosti, kterou budeme v této sekci komentovat. Sloupcový su-
pervrcholový algoritmus uvedený v předcházej́ıćı sekci vyžaduje v každém kroku pouze
úpravu pomoćı lineárńı kombinace některých z předcházej́ıćıch sloupc̊u. To je postup
dobře implementovatelný na moderńıch poč́ıtačových architekturách a snadno rozš́ı̌ritelný
např́ıklad efektivńı blokovou verzi, kterou jsme výše předpokládali. Řádková struktura
ř́ıdkosti použitá ve sloupcovém algoritmu se pak dá jednoduše odvodit ze znalosti sloup-
cových struktur ř́ıdkosti.

V př́ıpadě řádkového algoritmu nezbývá, než tuto strukturu spoč́ıtat samostatně.
Jedna možnost je použ́ıt řádkové podstromy eliminačńıho stromu. Daľśı možnost́ı je použ́ıt
pro hledáńı řádkových struktur následuj́ıćı postup, který je založen na hledáńı řešeńı sou-
stavy s trojúhelńıkovou matićı. Řádkový algoritmus v sobě totiž obsahuje řešeńı soustav
s trojúhelńıkovou a stále se zvětšuj́ıćı matićı. Předpokládejme, že L ∈ Rn×n je re-
gulárńı matice v dolńım trojúhelńıkovém tvaru. Př́ıklad takové matice a orientovaného
acyklického grafového modelu jej́ı transpozice, je na Obrázku 9.4.4.

Věta 9.4.1 je speciálńım př́ıpadem obecného tvrzeńı Věty 5.1 z [78].

Věta 9.4.1 Necht’ L = (lij)i,j∈{1,...,n} ∈ Rn×n je regulárńı dolńı trojúhelńıková matice a
b = (bi)i∈{1,...,n} ∈ Rn. Za předpokladu o nevyrušeńı při řešeńı soustavy rovnic

Lx = b

pro x = (xi)i∈{1,...,n} ∈ Rn plat́ı xi 6= 0 právě tehdy, jestlǐze v grafu G(LT ) existuje cesta
j ⇒ i z vrcholu j ∈ {1, . . . , n}, j < i, pro který bj 6= 0, to jest, právě tehdy jestlǐze plat́ı

i ∈ Reach({j | bj 6= 0}, V (G(L)), G(LT )).

Důkaz: Důkaz proved’me matematickou indukćı podle indexu k ∈ {1, . . . , n} odpov́ıdaj́ıćı
složce řešeńı xk. Pro k = 1 je tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro všechna
i < k, kde k ∈ {1, . . . , n − 1} a uvažujme složku xk řešeńı x. Regulárńı matice L má
nenulové diagonálńı prvky a složka xk je tedy nenulová právě tehdy, je-li nenulový výraz
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bk − Lk,1:k−1L
−1
1:k−1,1:k−1b1:k−1 ≡ bk − Lk,1:k−1(x1, . . . , xk−1)

T , (9.10)

jak je vidět z následuj́ıćı rovnosti
(

L1:k−1,1:k−1

Lk,1:k−1 lk,k

)(

x1:k−1

xk

)

=

(

b1:k−1

bk

)

(9.11)

Nebot’ předpokládáme nevyrušeńı nenulových prvk̊u, pak výraz (9.10) bude nenulový
právě tehdy, je-li bud’ bk 6= 0, nebo existuje-li takové s, s < k, pro které je zároveň lks 6= 0
a xs 6= 0. V prvńım př́ıpadě je hledanou cestou cesta nulové délky k, v druhém př́ıpadě
źıskáme tuto cestu podle indukčńıho předpokladu propojeńım cesty j ⇒ s a hrany s→ k
pro nějaké j ∈ {1, . . . , n}. Tvrzeńı tedy plat́ı i pro i = k a Věta je dokázána. �

Tvrzeńı Věty 9.4.1 si ukážeme na př́ıkladech. Nejprve na schématu 9.12, kde je znázorněna
soustava rovnic s dolńı trojúhelńıkovou matićı. Vektor řešeńı má nenulové komponenty
právě ve všech vrcholech, které jsou dosažitelné v grafu G(LT ) z vrcholu 1, pro který
b1 6= 0.
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∗

∗ ∗
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∗ ∗

























∗

∗

∗













=













∗












(9.12)

Postup, který z toho vyplývá pro postupné hledáńı struktury ř́ıdkosti nějakého řádku
je znázorněn ńıže ještě podrobněji jako postupné prohledáváńı grafu G(LT ) v několika
fáźıch pro vektor pravé strany s prvńı komponentou nenulovou.
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Analogické tvrzeńı je samozřejmě možné zformulovat i pro řešeńı soustavy rovnic s
horńı trojúhelńıkovou matici. Ačkoli postup vyplývaj́ıćı z Věty 9.4.1 je použitelným sym-
bolickým procesem, opakované řešeńı soustav s trojúhelńıkovými maticemi, čili opakované
substitučńı kroky, které potřebujeme pro numerickou faktorizaci v řádkovém Choleského
rozkladu, jsou obecně velmi problematické. Nicméně, v některých situaćıch jako je výpočet
v paralelńım výpočetńım prostřed́ı, může být tento postup velmi užitečný. Širš́ı diskuse
na toto téma přesahuje rámec tohoto textu.
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10

Př́ımé metody řešeńı soustav
lineárńıch rovnic s ř́ıdkou a obecně
nesymetrickou matićı

Hlavńı náplńı této kapitoly je úvod do teorie a algoritmů ř́ıdkého LU rozkladu, který
reprezentuje nejnáročněǰśı složku těchto metod. Zapǐsme jej ve tvaru

A = LU,

kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkovou diagonálou a U je horńı trojúhelńıková
matice. V celé kapitole předpokládáme, pokud nezmı́ńıme jinak, že matice soustavy je silně
regulárńı. Pro existenci rozkladu, který se dá použ́ıt pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic,
je takový rozklad bez újmy na obecnosti. Jak jsme totiž zmı́nili ve Větě 7.4.1 a v diskusi
pod ńı, pro každou regulárńı matici A existuje LU rozklad permutované matice PAQ pro
nějaké permutačńı matice P a Q. Dokonce nemuśıme uvažovat oboustranné permutace a
pro každou regulárńı matici A existuje LU rozklad matice PA, kde P je nějaká permutačńı
matice. Nicméně, analogicky k Choleského rozkladu, permutace matice vede obecně k
matićım jejichž faktory mohou mı́t jiné zaplněńı než má p̊uvodńı nepermutovaná matice
a toho se může v praxi využ́ıt.

Z hlediska poč́ıtáńı v aritmetice s konečnou přesnost́ı je LU rozklad na rozd́ıl od Cho-
leského rozkladu pouze podmı́něně zpětně stabilńı. To znamená, že i v př́ıpadě dobře
zvoleného počátečńıho uspořádáńı, které jsme zmı́nili výše u Choleského rozkladu a které
budeme dále diskutovat, je někdy potřeba stabilitu LU rozkladu ovlivnit dodatečným
uspořádáńım. Tento proces známe jako výběr hlavńıho prvku nebo pivotaci. Pivo-
tace v pr̊uběhu rozkladu může efektivitu LU rozkladu výrazně komplikovat a proto bylo
pro jeho algoritmy navrženo v́ıce strategíı i grafových model̊u. Stejně jako v př́ıpadě
symetrických a silně regulárńıch matic se budeme nejprve věnovat teoretickému a algorit-
mickému popisu LU rozkladu.
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10.1 Ř́ıdká faktorizace nesymetrických matic a gra-

fové modely

Uvažujme model orientovaného grafu obecně ř́ıdké a nesymetrické matice A a kroky LU
rozkladu, kterými vytvář́ıme posloupnost eliminačńıch matic

A ≡ A(0), . . . , A(n−1),

orientovaných eliminačńıch graf̊u

G(0), . . . , G(n−1)

a rozš́ı̌rených orientovaných eliminačńıch graf̊u

G
(0)
E , . . . , G

(n−1)
E

Za předpokladu o nevyrušeńı plat́ı, že struktura rozš́ı̌reného eliminačńıho grafu G
(n−1)
E je

také strukturou ř́ıdkosti matice zaplněńı F = L + U . V popisu LU rozkladu hraj́ı pod-
statnou roli, stejně jako v Choleského rozkladu, deficity vrchol̊u v eliminačńıch grafech,
které vyjadřuj́ı neexistenci nějakých hran před provedeńım konkrétńıho kroku rozkladu.
Ty také mohou být užitečné k teoretickým diskuśım o eliminovatelnosti matice bez
vzniku zaplněńı. Pojem orientovaného deficitu v obecném orientovaném grafu je obsa-
hem následuj́ıćı definice.

Definice 10.1.1 Uvažujme orientovaný graf G = (V,E) a nějaký jeho vrchol k ∈ V ≡
{0, . . . , n− 1}. Množinu hran

DfG(k) = {(i, j)|(i, k) ∈ E, (k, j) ∈ E, (i, j) 6∈ E, i 6= j, i > k, j > k}, (10.1)

nazveme orientovaným deficitem vrcholu k ∈ V v G.

Orientovaný eliminačńı graf G(k) = (V (k) ≡ {k+1, . . . , n}, E(k)) pro k ∈ {0, . . . , n− 1} se
dá analogicky jako v př́ıpadě symetrické eliminace, viz Lemma 8.1.3, vyjádřit vztahem

G(k) = (V (k), E(k−1)(V (k)) ∪DfG(k)).

Na Obrázku 10.1.1 je znázorněn orientovaný deficit prvńıho kroku rozkladu, tedy DfG(1).

10.1.1 LU rozklad a základńı tvrzeńı o zaplněńı

Grafové zaplněńı v závislosti na hranách grafu G(A) p̊uvodńı matice A charakterizuje
následuj́ıćı nesymetrická analogie Věty 8.1.1.

Věta 10.1.1 Necht’ i, j, k ∈ {1, . . . , n}, k < min{i, j}, k ≤ n − 1. Pak a
(k)
ij 6= 0 právě

tehdy, existuje-li orientovaná cesta i⇒ j, kterou označ́ıme (i, p1, . . . , pt, j) v G(A), taková,
že

pl ≤ k, 1 ≤ l ≤ k, (10.3)

kde množina mezilehlých vrchol̊u cesty {p1, . . . , pt} m̊uže být i prázdná.
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1 2 3 4 5 6

1 ∗ ∗ ∗
2 ∗ f f
3 ∗
4 ∗ f f
5
6 ∗ f f

















(10.2)

Obrázek 10.1.1: Př́ıklad orientovaného deficitu struktury ř́ıdkosti nesymetrické matice.
Prvky deficitu vrcholu 1 jsou označeny symbolem f .

















1 2 3 4 5 6

1 ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗
6 ∗ ∗ ∗

































1 2 3 4 5 6

1 ∗ ∗ ∗
2 ∗ ∗ f ∗ ∗
3 ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗ f
5 ∗ f ∗
6 ∗ ∗ f f f ∗

















(10.4)

Obrázek 10.1.2: Př́ıklad struktury ř́ıdkosti nesymetrické matice (vlevo) a struktury ř́ıdkosti
matice A(n−1). Prvky zaplněńı jsou označeny symbolem f .

Demonstrujme si Větu 10.1.1 na Obrázku 10.1.2. Na levé straně obrázku je struktura
ř́ıdkosti p̊uvodńı matice A, na jeho pravé straně je struktura ř́ıdkosti matice zaplněńı
A(n−1), která má stejnou strukturu ř́ıdkosti jako matice zaplněné F = L + U . Prvky
zaplněńı jsou označeny symbolem f a źıskáme je postupnou aplikaćı obecného Lemmatu
o zaplněńı 8.1.1. Za předpokladu o nevyrušeńı vznikaj́ı v pr̊uběhu rozkladu postupně nové
prvky (hrany (i, j) orientovaného modelu grafu) právě tam, kde existuje k, k < min{i, j}
takové, že (i, k) ∈ G(L) a (k, j) ∈ G(U).

Prvek faktoru L na pozici (6, 4) je prvkem zaplněńı plyne z toho, že v grafu G(A)
existuje cesta z podmı́nky Věty 10.1.1. Takovou cestou je např́ıklad cesta

6⇒ 4 ≡ 6→ 1→ 3→ 4, (10.5)

ale jinou takovou cestou je např́ıklad cesta

6⇒ 4 ≡ 6→ 2→ 1→ 3→ 4. (10.6)

V předchoźım textu jsme viděli, že efektivńı strukturou pro znázorněńı a algoritmi-
zaci faktorizace symetrických a pozitivně definitńıch matic je eliminačńı strom. Pro LU
faktorizaci nesymetrické matice máme v́ıce možnost́ı, jak strukturálńı změny v pr̊uběhu
rozkladu zachytit. Tyto možnosti si postupně probereme.
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Obrázek 10.1.3: Orientované acyklické grafy G(LT ) a G(U) pro matici z Obrázku 10.1.2.

10.1.2 LU rozklad a acyklické orientované grafy

Prvńı grafový model, který budeme diskutovat pro LU rozklad silně regulárńı matice
A, je založen na dvojici acyklických orientovaných graf̊u, které zachyt́ı strukturu ř́ıdkosti
faktor̊u L a U samostatně. Uvažujme strukturu matice a matice zaplněńı z Obrázku 10.1.2.
Oba grafy G(L) a G(U) jsou orientované acyklické grafy. Na Obrázku 10.1.3 zachycujeme
orientované grafy faktor̊u G(LT ) (který se lǐśı od grafu G(L) jen orientaćı hran) a G(U).

Předpoklad o nevyrušeńı nás opravňuje psát pro grafy

G(LT ) = (V,E(LT )), G(U) = (V,E(U))

vztahy
E(LT ) = {(i, j) | lij 6= 0, i 6= j}, E(U) = {(i, j) | uij 6= 0, i 6= j}. (10.7)

10.1.2.1 Struktury ř́ıdkosti řádk̊u faktoru L LU rozkladu a orientované acyk-
lické grafy

Pro určeńı řádkových i sloupcových struktur ř́ıdkosti plat́ı tvrzeńı analogická rozklad̊um
symetrickým, která ale uvažuj́ı nenulovost v kombinaci dvou faktor̊u. Nejprve uvedeme
nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro platnost vztahu lij 6= 0 na základě existence hrany
v G(A) a cesty v G(U). Tato podmı́nka je zobecněńım charakterizace struktur ř́ıdkosti
řádk̊u faktoru L v symetrických rozkladech.

Věta 10.1.2 Necht’ A = LU je LU faktorizace a plat́ı předpoklad o nevyrušeńı. Uvažujme
graf G(A) s V = {1, . . . , n}. Necht’ i > j. Pak lij 6= 0 právě tehdy, existuje-li nějaké
k, k ≤ j, že aik 6= 0 a v G(U) existuje orientovaná cesta k ⇒ j.

Důkaz: Uvažujme matici A(1 : i, 1 : i) pro i > 1. Určitě pro i-tý řádek jej́ıho faktoru L
plat́ı vztah







li1
...

li,i−1






= U−T

1:i−1,1:i−1







ai1
...

ai,i−1






. (10.8)

Graf G(UT
i−1,1:i−1) je orientovaný a acyklický. Podle Věty 9.4.1 je lij 6= 0 právě tehdy,

jestliže existuje aik 6= 0 pro nějaké k ≤ j ≤ i− 1 takové, že

j ∈ Reach(k, {1, . . . , i− 1}, G(U1:i−1,1:i−1)).
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Věta je tak dokázána. �

Tvrzeńı Věty 10.1.2 si můžeme demonstrovat na matici z Obrázku 10.1.2. Faktor L
má zaplněńı na pozici (6, 4), nebot’

aij ≡ a62 6= 0

a v G(U) existuje cesta

k ≡ 2→ 3→ 4 ≡ j.

Analogické tvrzeńı pro platnost vztahu uij 6= 0, které můžeme chápat také určováńı
sloupcové struktury faktoru U LU rozkladu uvád́ıme bez d̊ukazu ve Větě 10.1.3.

Věta 10.1.3 Necht’ A = LU je LU faktorizace a plat́ı předpoklad o nevyrušeńı. Uvažujme
graf G(A) s V = {1, . . . , n}. Necht’ i < j. Pak uij 6= 0 právě tehdy, existuje-li nějaké
k, k ≤ i, že akj 6= 0 a v G(L) existuje orientovaná cesta i⇒ k.

10.1.2.2 Struktury ř́ıdkosti sloupc̊u faktoru L LU rozkladu a orientované
acyklické grafy

Sloupcové struktury faktoru L a řádkové struktury faktoru U v LU rozkladu silně regulárńı
matice lze vyjádřit podobně jako v Choleského rozkladu. Algoritmus jejich poč́ıtáńı na-
zveme také symbolickou faktorizaćı jako v př́ıpadě symetrické a silné regulárńı matice.
Prvńım krokem k odvozeńı tohoto vyjádřeńı je formálńı charakterizace struktury ř́ıdkosti
faktoru L v následuj́ıćı Větě 10.1.4.

Věta 10.1.4 Necht’ A = LU je LU rozklad a plat́ı předpoklad o nevyrušeńı. Pak plat́ı

S(L∗j) = S(A∗j) ∪
⋃

{S(L∗k) | k < j, ukj 6= 0} \ {1, . . . , j − 1} (10.9)

Platnost uvedeného tvrzeńı snadno nahlédneme, protože je jen jinou interpretaćı poč́ıtáńı
sloupce faktoru L na základě dř́ıve spoč́ıtaných prvk̊u rozkladu. Podobně můžeme vyjádřit
strukturu řádk̊u faktoru U LU rozkladu.

Věta 10.1.5 Necht’ A = LU je LU rozklad a plat́ı předpoklad o nevyrušeńı. Pak plat́ı

S(Ui∗) = S(Ai∗) ∪
⋃

{S(Uk∗) | k < i, lik 6= 0} \ {1, . . . , i− 1} (10.10)

Obě tato vyjádřeńı nejsou z praktického pohledu žádnou výhrou, nebot’ v nich vystu-
puj́ı obecně celé grafy faktor̊u, které mohou obsahovat mnoho nenulových prvk̊u. Kýžené
vyjádřeńı muśı být založeno na nějaké grafové redukci, která umožńı proces sléváńı struk-
tur ř́ıdkosti vyjádřit efektivněji. V symetrickém př́ıpadě je touto redukćı eliminačńı strom.
K nalezeńı symbolické faktorizace vedlo pozorováńı procesu replikace struktur sloupc̊u fak-
toru. Následuj́ıćı podsekce se redukci vhodné k efektivńımu vyjádřeńı struktury ř́ıdkosti
faktor̊u LU rozkladu bude věnovat.
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1
2 3

Obrázek 10.1.4: Př́ıklad grafu, pro který existuj́ı dvě tranzit́ıvńı redukce, které nejsou ani
podgrafem daného grafu.

10.1.2.3 Tranzitivńı redukce orientovaného acyklického grafu a LU rozklad

Následuj́ıćı Pozorováńı 8.1.2 je nesymetrickou analogíı tvrzeńı o replikaci sloupcových
struktur faktoru L LU rozkladu.

Pozorováńı 10.1.1 Necht’ 1 ≤ . . . ≤ k < j ≤ . . . ≤ n a (k, j) ∈ E(G(U)). Pak plat́ı

S(L∗k) \ {1, . . . , j − 1} ⊆ S(L∗j). (10.11)

Např́ıklad pro matici na Obrázku 10.1.2 plat́ı

S(L∗1) \ (2, 1) ⊆ S(L∗3).

V př́ıpadě LU rozkladu je tedy situace složitěǰśı než v rozkladu symetrickém, protože
se zde proĺınaj́ı tvrzeńı o grafech dvou faktor̊u. Nicméně toto pozorováńı naznačuje, že
strukturu závislost́ı je možné zjednodušit redukćı takovou orientovaných acyklických graf̊u
G(L) a G(U), která zachová vlastnosti podstatné pro replikaci struktur ve faktorech LU
rozkladu. Redukćı, která umožńı zjednodušit symbolickou faktorizaci je tranzitivńı re-
dukce orientovaného grafu, definovaná následovně.

Definice 10.1.2 Graf G0 = (V,E0) nazveme tranzitivńı redukćı orientovaného grafu G =
(V,E) jestlǐze

• Pro libovolné vrcholy u, v ∈ V plat́ı u⇒ v v grafu G0 právě tehdy, když u⇒ v v G,

• žádný graf s množinou vrchol̊u V a menš́ım počtem hran než |E0| předcházej́ıćı
podmı́nku nesplňuje.

Tranzitivńı redukce orientovaného grafu G nemuśı být obecně ani jednoznačná ani pod-
grafem grafu G. Př́ıkladem může být graf na Obrázku 10.1.4. Tranzit́ıvńı redukćı je zde
cyklus, který propojuje vrcholy 1, 2, 3 v r̊uzném pořad́ı.

V př́ıpadě orientovaného acyklického grafu je situace jednodušš́ı. Př́ıslušné tvrzeńı
uvedeme bez d̊ukazu.

Věta 10.1.6 Tranzitivńı redukce orientovaného acyklického grafu je jednoznačně určena
a je podgrafem grafu G.

Tranzitivńı redukce orientovaného acyklického grafu přirozeně rozšǐruje pojem eliminačńıho
stromu zavedený pro symetrický rozklad silně regulárńı matice. Je to onen podgraf, který
zachovává strukturu cest v p̊uvodńım grafu: vrcholy jsou propojené cestou v tranzitivńı
redukci právě tehdy, jsou-li propojeny cestou v p̊uvodńım grafu.
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Obrázek 10.1.5: Tranzitivńı redukce G0(LT ) a G0(U) orientovaných acyklických graf̊u
G(LT ) a G(U) k Obrázk̊um 10.1.2 a 10.1.3.

Věta 10.1.7 Tranzitivńı redukćı orientovaného acyklického grafu G(U) ≡ G(LT ) symet-
rické nerozložitelné matice je eliminačńı strom.

Důkaz: Eliminačńı strom T splňuje požadavek, že z existence hrany (i, j) v G(LT ) pro i >
j plyne existence cesty i⇒ j v T jak je hned vidět z procesu replikace hran v symetrické
faktorizaci bez vyrušeńı. Podle Věty 10.1.6 je tranzit́ıvńı redukce G(LT ) jednoznačně
určená a má mı́t nejmenš́ı počet hran a je podgrafem G(LT ). Vynecháńım jakékoli hrany
v eliminačńım stromu T poruš́ıme podmı́nku dosažitelnosti z Definice 10.1.2. �

Na Obrázku 10.1.5 jsou znázorněny tranzitivńı redukce orientovaných acyklických graf̊u
G(LT ) a G(U) pro matice z Obrázku 10.1.2 a grafy faktor̊u z Obrázku 10.1.3.

Tranzitivńı redukce orientovaných acyklických graf̊u umožňuj́ı zefektivnit nalezeńı
struktur matic, které souvisej́ı s ř́ıdkým rozkladem. Nejprve uved’me Větu 10.1.8, jej́ıž
tvrzeńı je zřejmé z Definice 10.1.2.

Věta 10.1.8 Necht’ A = LU je LU faktorizace bez vyrušeńı nenulových prvk̊u a necht’

lij 6= 0, i > j. Pak v G0(L) existuje orientovaná cesta i⇒ j.

Důkaz: Vztah lij 6= 0 znamená za předpokladu o nevyrušeńı, že plat́ı i → j v G(L).
G0(L) je tranzit́ıvńı redukce G(L), což implikuje i⇒ j v G0(L). �

Věta 10.1.8 tedy ukazuje, jak se dá zjednodušit výpočet struktur sloupc̊u faktoru L
z Věty 10.1.4 a poté i analogicky řádk̊u faktoru U . Mı́sto, aby se použily pro hledáńı
cest všechny mimodiagonálńı nenulové prvky matic L a U , tedy stač́ı uvažovat pouze ty
z nich, které odpov́ıdaj́ı hranám v tranzitivńıch redukćıch jejich graf̊u a využ́ıt princip
replikace z Pozorováńı 10.1.1. Hran v tranzitivńıch redukćıch je obvykle výrazně méně
než v p̊uvodńıch grafech podobně jako eliminačńı strom zredukoval cesty, které určuj́ı za-
plněńı, na nejnutněǰśı minimum. Přepisem Věty 10.1.4 pomoćı tranzitivńı redukce źıskáme
následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 10.1.9 Necht’ A = LU je LU faktorizace bez vyrušeńı nenulových prvk̊u a uvažujme
graf G(A) s V = {1, . . . , n} a tranzitivńı redukci grafu G(U) G0(U) = (V,E0

U). Pak plat́ı

S(L∗j) = S(A∗j) ∪
⋃

{S(L∗k) | (k, j) ∈ E0
U} \ {1, . . . , j − 1} (10.12)
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Důkaz: Uvažujme struktury ř́ıdkosti sloupc̊u faktoru L a uvažujme dále nějakou hranu
(k, j), která existuje v G(U), ale neńı v G0(U). Opakovanou aplikaćı Pozorováńı 10.1.1
na cestu k ⇒ j v G0(U) vid́ıme, že i struktura ř́ıdkosti L∗k je obsažena ve sjednoceńı na
pravé straně v (10.12) a plat́ı tedy

S(L∗j) ⊆ S(A∗j) ∪
⋃

{S(L∗k) | (k, j) ∈ E0
U} \ {1, . . . , j − 1}.

Pravá strana tohoto výrazu je zřejmě obsažena v levé straně a prvńı část tvrzeńı Věty je
dokázána. �

Následuj́ıćı tvrzeńı pro struktury ř́ıdkosti řádk̊u faktoru U se dokáže analogicky.

Věta 10.1.10 Necht’ A = LU je LU faktorizace bez vyrušeńı nenulových prvk̊u a uvažujme
graf G(A) s V = {1, . . . , n} a tranzit́ıvńı redukci G0(L) = (V,E0

L). Pak plat́ı

S(Ui∗) = S(Ai∗) ∪
⋃

{S(Uk∗) | (i, k) ∈ E0
L} \ {1, . . . , i− 1} (10.13)

Stejně tak je možné modifikovat Věty 10.1.2 a 10.1.3, kde jsou cesty v acyklických
grafech G(L) a G(U) nahrazeny cestami v jejich tranzitivńıch redukćıch. Uvedeńı těchto
variant neńı samoúčelné, protože praktické procedury hledáńı struktur faktor̊u jsou ob-
vykle založeny právě na cestách v těchto redukćıch.

Věta 10.1.11 Necht’ A = LU je LU faktorizace bez vyrušeńı nenulových prvk̊u a uvažujme
graf G(A) s V = {1, . . . , n}. Necht’ i > j. Pak lij 6= 0 právě tehdy, existuje-li nějaké
k, k ≤ j, že aik 6= 0 a v G0(U) existuje orientovaná cesta k ⇒ j.

Věta 10.1.12 Necht’ A = LU je LU faktorizace bez vyrušeńı nenulových prvk̊u a uvažujme
graf G(A) s V = {1, . . . , n}. Necht’ i < j. Pak uij 6= 0 právě tehdy, existuje-li nějaké
k, k ≤ i, že akj 6= 0 a v G0(L) existuje orientovaná cesta i⇒ k.

Algoritmus 10.1.1 poč́ıtá oba symbolické faktory po řádćıch tak, jak bylo navrženo
v [79], ale existuj́ı i jiné možnosti postupu.

Algoritmus 10.1.1 Symbolická eliminace silně regulárńı matice A na základě
tranzit́ıvńıch redukćı graf̊u faktor̊u L a U .
Input: Silně regulárńı matice A.
Output: Struktury ř́ıdkosti jej́ıch LU faktor̊u L a U .

1. for i = 1 : n do
2. Spoč́ıtej S(Li∗) procházeńım G0(U1:i−1,1:i−1) z vrchol̊u S(Ai∗).
3. Źıskej AdjG0(L1:i,1:i)(i) a t́ım i G0(L1:i,1:i) tranzit́ıvńı redukćı S(Li∗).
4. Spoč́ıtej S(Ui∗) jako sjednoceńı předcházej́ıćıch řádk̊u s pomoćı G0(L1:i,1:i).
5. Źıskej AdjG0(U1:i,1:i)(i) tranzit́ıvńı redukćı S(U∗i).
6. end i
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Obrázek 10.1.6: Př́ıklad struktury ř́ıdkosti nesymetrické matice (vlevo) a struktury ř́ıdkosti
matice L+ U (vpravo). Prvky zaplněńı jsou označeny symbolem f .

10.1.2.4 Konstrukce tranzitivńı redukce orientovaného acyklického grafu

Tranzit́ıvńı redukce diskutovaných orientovaných acyklických graf̊u jsou sice jednoznačně
určeny, ale v praxi je obvykle náročné je źıskat. Proto se sṕı̌se než přesné tranzit́ıvńı re-
dukce poč́ıtaj́ı jejich aproximace, které vzniknou z graf̊u G(L) a G(U) pouze částečnou
redukćı jejich hran, neboli pouze jejich ořezáńım. Uvažujme Obrázek 10.1.6, kde je re-
dukce (vynecháńı hrany) provedena na základě platnosti vztahu lsj ∗ ujs 6= 0. Podrobněji:
hrana (j, k) je nahrazena ve výsledném redukovaném grafu nahrazena cestou

j → s→ k

a takovou redukćı můžeme postupně źıskat tranzitivńı redukci G0(L). K tomu, aby ve
faktoru L vzniklo zaplněńı na pozici (k, s), je ale zapotřeb́ı nejenom aby platilo lsj 6=
0, ale i ujs 6= 0, tedy dohromady lsj ∗ ujs 6= 0. Takovéto redukci se ř́ıká symetrická
redukce. Výsledná struktura ř́ıdkosti je znázorněna na Obrázku 10.1.7. Zd̊urazněme, že
to je struktura ř́ıdkosti, kterou použijeme pro tranzit́ıvńı redukci graf̊u faktor̊u L a U . Pro
zachyceńı numerických hodnot faktor̊u muśıme samozřejmě použ́ıt neredukované grafy a
matice.

Opakem tranzitivńı redukce orientovaného grafu v určitém slova smyslu je tranzitivńı
uzávěr grafu, který zmı́ńıme později.

10.1.3 LU rozklad na základě sloupcového eliminačńıho stromu

Velkým problémem ř́ıdkého LU rozkladu v praxi je zabezpečeńı splněńı předpokladu silné
regularity. Jak v́ıme, silná regularita matice odpov́ıdá tomu, že se nestane, že v některém
kroku rozkladu spoč́ıtáme nulový diagonálńı prvek faktoru U . V praxi potřebujeme ale
ještě v́ıc, konkrétně omezit velikost r̊ustového faktoru rozkladu, protože LU rozklad je
pouze podmı́něně zpětně stabilńı. To můžeme provést dvěma základńımi zp̊usoby.
Za prvé, budeme provádět pivotaci. Jedna z jeho variant, nazývaná částečná pivotace,
znamená, že se hledá LU rozklad

PA = LU, (10.16)
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Obrázek 10.1.7: Př́ıklad struktury ř́ıdkosti redukované struktury matice A odpov́ıdaj́ıćı
grafu G0(L+ U). Prvky zaplněńı jsou označeny symbolem f .

kde P je permutačńı matice odpov́ıdaj́ıćı dimenze. Samozřejmě je možné uvažovat o na-
lezeńı vhodné permutačńı matice dř́ıve, než se bude rozklad provádět. To je ale obecně
proveditelné pouze ve velmi speciálńıch př́ıpadech. Druhým zp̊usobem omezeńı r̊ustového
faktoru je rozklad modifikovat a poč́ıtat jej tedy pouze nepřesně. To můžeme vyjádřit
vztahem

A = LU + E, (10.17)

kde E je matice, která obsahuje chybu rozkladu. O tomto druhém zp̊usobu budeme hovořit
v daľśıch částech textu a budeme přitom hovořit o neúplném nebo přibližném rozkladu.

Jakákoli pivotace může být velmi neefektivńı, je-li př́ımo propojena s numerickou fak-
torizaćı. Existuje ale zp̊usob, jak oddělit symbolickou faktorizaci od numerické v př́ıpadě
částečné pivotace. Takový postup je založen na sloupcovém eliminačńım stromu.
Sloupcovým eliminačńım stromem nazýváme eliminačńı strom matice ATA. Následuj́ıćı
věta [76] takový postup motivuje.

Věta 10.1.13 (George, Ng (1985)) Předpokládejme, že matice A má všechny diagonálńı
prvky nenulové. Necht’ je dále L̃L̃T symetrický rozklad silně regulárńı matice ATA bez
vyrušeńı. Pak

S(L+ U) ⊆ S((L̃) + (L̃)T )

pro libovolnou permutačńı matici P takovou, že PA = LU .

Připomeňme, že má-li matice A plnou sloupcovou hodnost, pak je ATA pozitivně
definitńı a tedy i silně regulárńı. Na Obrázku 10.1.8 si postup vytvořeńı struktury ř́ıdkosti
faktor̊u na základě Věty 10.1.13 znázorńıme. Vlevo je zobrazena struktura ř́ıdkosti matice
A, poté struktura ř́ıdkosti matice ATA a dále i tato matice včetně zaplněńı. Obrázek také
znázorňuje př́ıslušný eliminačńı strom matice ATA. Vid́ıme, že struktura ř́ıdkosti matice
ATA je mnohem méně ř́ıdká, než struktura ř́ıdkosti matice A.

Ještě pesimičtěji vypadá situace na Obrázku 10.1.9, který také přináš́ı porovnáńı struk-
tury ř́ıdkosti nesymetrického rozkladu (matice zaplněńı L+ U) a struktury ř́ıdkosti Cho-
leského faktoru matice ATA. Druhá z těchto struktur má mnohem větš́ı zaplněńı.
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obecně nesymetrickou matićı 151
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Obrázek 10.1.8: Př́ıklad struktury ř́ıdkosti matice A, struktury ř́ıdkosti matice ATA a
struktury ř́ıdkosti matice ATA včetně zaplněńı při jej́ım symetrickém rozkladu (nahoře).
Eliminačńı strom matice ATA (dole). Prvky zaplněńı jsou označeny symbolem f .
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Obrázek 10.1.9:Daľśı př́ıklad struktury ř́ıdkosti matice A (vlevo nahoře), struktury ř́ıdkosti
matice ATA (vpravo nahoře) a struktury jejich rozklad̊u: matice L + U pro LU rozklad
matice A (vlevo dole) a matice L+ LT symetrického rozkladu matice ATA (vpravo dole).
Prvky zaplněńı jsou označeny symbolem f .
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Obrázek 10.1.10: Eliminačńı stromy rozklad̊u matic se strukturami ř́ıdkosti z Obrázku
10.1.9. Nesymetrický eliminačńı strom pro LU rozklad matice vlevo a symetrický pro sy-
metrický rozklad matice vpravo.

Obecně tedy sice vid́ıme, že hledáńı strukturálńıch vlastnost́ı i poměrně stabilńıho LU
rozkladu s částečnou pivotaćı se dá převést na hledáńı strukturálńıch vlastnost́ı matic
symetrických a pozitivně definitńıch. Efektivita tohoto postupu je ale velmi často př́ılǐs
ńızká kv̊uli menš́ı ř́ıdkosti matice ATA. Efektivněǰśı varianta tohoto postupu navržená [77]
také odděluje symbolickou a numerickou faktorizaci a je založena na explicitńım provedeńı
symbolické faktorizace, která simuluje kroky faktorizace a uvažuje přitom všechny možné
řádkové permutace v částečné pivotaci. Výslednou strukturu pak určuje na základě jejich
sjednoceńı. Obecně je ale v obou variantách postupu daň za částečnou pivotaci v tom,
že symbolická faktorizace může být náročná, nebot’ neńı založena na efektivńı grafové
redukci.

10.1.4 LU rozklad a nesymetrický eliminačńı strom

Posledńı zp̊usob zachyceńı struktury ř́ıdkosti LU rozkladu, který zde zmı́ńıme, je založen
na pojmu nesymetrického eliminačńıho stromu [63]. Ten zobecňuje standardńı eli-
minačńı strom zavedený výše pro symetrické a pozitivně definitńı matice tak, že vytvář́ı
jednu stromovou strukturu t́ım, že uvažuje struktury cest v obou grafech faktor̊u
G(L) a G(U) zároveň. Připomeňme, že eliminačńı strom pro symetrický rozklad je určen
prostřednictv́ım zobrazeńı parent na základě faktoru L následuj́ıćım zp̊usobem s t́ım, že
je třeba dodefinovat jeho hodnotu v př́ıpadě, že př́ıslušná množina index̊u je prázdná.

parent(k) = min{j | j > k ∧ j
G(L)−−−→ k}.

Pro symetrický rozklad lze tuto definici přepsat ekvivalentně následuj́ıćım zp̊usobem

parent(k) = min{j | j > k ∧ j
G(L)−−−→ k

G(LT )−−−→ j}.

Nesymetrický eliminačńı strom je pak založena na definici zobrazeńı parent, která použije
mı́sto hran faktor̊u L a LT Cholesk0ho rozkladu cesty ve faktorech L a U LU rozkladu.

parent(k) = min{j | j > k ∧ j
G(L)
==⇒ k

G(U)
==⇒ j}. (10.19)
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Obrázek 10.1.11: Obrázek znázorňuj́ıćı rozd́ıl mezi symetrickým a nesymetrickým eli-
minačńım stromem. V druhém př́ıpadě (dolńı obrázky) je vidět, že prvek definuj́ıćı hranu
eliminačńıho stromu nemuśı být ten prvńı poddiagonálńı ve faktoru L.

Rozd́ıl mezi symetrickým a nesymetrickým eliminačńım stromem je znázorněn na
Obrázku 10.1.11. Je vidět, že prvek faktoru L, který definuje hranu nesymetrického eli-
minačńıho stromu, nemuśı být nutně jeho prvńım poddiaginálńım prvkem.

Nesymetrický eliminačńı strom pro matici na Obrázku 10.1.12 je znázorněn na Obrázku
10.1.13. Vid́ıme např́ıklad, že vrchol 6 je otcem vrchol̊u 2 a 5, protože ve faktorech L
a U , jejichž odpov́ıdaj́ı trojúhelńıkovým částem matice z Obrázku 10.1.9 vpravo, exis-

tuj́ı cesty 6
G(L)−−−→ 2

G(U)−−−→ 5
G(U)−−−→ 6 a 6

G(L)−−−→ 5
G(U)−−−→ 6, které splňuj́ı podmı́nku mini-

mality z definice nesymetrického eliminačńıho stromu podle (10.19). Analogicky i cesta

10
G(L)−−−→ 5

G(L)−−−→ 4
G(U)−−−→ 10 implikuje, že vrchol 10 je otec vrcholu 4.

Vrat’me se ještě k matićım z Obrázku 10.1.9. Na Obrázku 10.1.10 jsou znázorněny
jejich eliminačńı stromy. Nesymetrický eliminačńı strom pro LU rozklad matic je vlevo
a symetrický eliminačńı strom pro symetrický rozklad matice je vpravo. Stejně jako v
př́ıpadě eliminačńıho stromu symetrické matice tedy nepožadujeme souvislost nesyme-
trického eliminačńıho stromu. V grafové terminologii tento strom může být tedy také
les.

To, že spolu souviśı cesty ve faktorech L a U LU rozkladu, které jsou použity v definici
nesymetrického eliminačńıho stromu, a cesty v p̊uvodńı matici analogicky Choleskému
rozkladu je obsahem následuj́ıćı Věty 10.1.14. Zde vyjadřujeme existenci cesty v dolńım
trojúhelńıkovém faktoru L, ale analogické tvrzeńı plat́ı i pro prvky faktoru U .

Věta 10.1.14 Necht’ A = LU je LU faktorizace bez vyrušeńı nenulových prvk̊u. Dosažitelnost
mezi vrcholy j a k, j > k v grafech G(L) a G(A), kde V = {1, . . . , n} splňuje následuj́ıćı
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2 ∗ ∗ f ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗ ∗ ∗ f f
6 ∗ f f f ∗ f f f
7 ∗ ∗ f f
8 ∗ ∗ f f f f ∗ f f
9 ∗ ∗
10 ∗ f ∗ f f ∗

































Obrázek 10.1.12: Struktura ř́ıdkosti nesymetrické matice bez zaplněńı (vlevo) a včetně
zaplněńı (vpravo), na které budeme demonstrovat strukturálńı vlastnosti nesymetrického
eliminačńıho stromu. Prvky zaplněńı jsou označeny symbolem f .
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Obrázek 10.1.13: Eliminačńı strom pro nesymetrickou matici z Obrázku 10.1.12.
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ekvivalenci:

j
G(L)
==⇒ k ⇐==⇒ j

G(A)
====⇒
{1,...,j}

k, (10.20)

kde všechny vrcholy na těchto cestách jsou nejvýše j.

Důkaz: Necht’ plat́ı j
G(L)
==⇒ k pro dané vrcholy j, k, kde j > k. Pro každou hranu na této

cestě plat́ı podle Věty o zaplněńı pro nesymetrický rozklad, že je ji možné nahradit cestou
v G(A), kde všechny vrcholy na této cestě jsou menš́ı než oba krajńı vrcholy. Propojeńım
všech těchto cest źıskáme hledanou cestu v G(A).

Opačně, necht’ existuje výše uvedená cesta v G(A). Necht’ x je největš́ı vrchol na této

cestě r̊uzný od j. Pak cestu j
G(A)

====⇒
{1,...,j}

k můžeme rozložit na dvě cesty. Konkrétně na

j
G(A)
==⇒ x a x

G(A)
==⇒ k, kde druhá z těchto cest může být triviálně prázdná. Podle Věty

10.1.1 existuje hrana j
G(L)−−−→ x. Použit́ım indukčńıho argumentu pro indukci vztaženou

na délku cesty na druhou z těchto cest v́ıme, že existuje také cesta j
G(L)
==⇒ x. Věta je

dokázána. �

Následuj́ıćı Věta 10.1.15 je nesymetrickou analogíı tvrzeńı Věty 8.2.1. Vid́ıme, že z
formálńıho pohledu zde mı́sto souvislosti hraje roli silná souvislost v grafu.

Věta 10.1.15 Vrchol i je předek vrcholu j v nesymetrickém eliminačńım stromu T (A)
grafu G(A) právě tehdy, plat́ı-li i > j a oba vrcholy j a i patř́ı do téže silně souvislé
komponenty grafu G({1, . . . , i}).

Důkaz: Je-li i předek vrcholu j, pak muśı být i > j a také existovat cyklus i
G(A)
==⇒ j

G(A)
==⇒

i, kde všechny vrcholy na těchto cestách jsou nejvýše i. Tento cyklus tedy lež́ı nejen
v G({1, . . . , i}), ale zároveň je celý ve stejné silně souvislé komponentě tohoto grafu.
Opačně, necht’ i > j jsou vrcholy stejné souvislé komponenty G({1, . . . , i}). Pak muśı

v této komponentě být cyklus i
G(A)
==⇒ j

G(A)
==⇒ i a všechny vrcholy na těchto cestách

jsou nejvýše i. Předpokládejme nyńı, že j̄ je maximálńı vrchol takový, že i > j̄, pro

který i
G(A)
==⇒ j̄

G(A)
==⇒ i, kde všechny vrcholy na těchto cestách jsou nejvýše i a přitom i

neńı jeho předek. Muśı platit, že rodič p vrcholu j̄ v nesymetrickém eliminačńım stromu
je menš́ı než i, protože ze všech vrchol̊u, pro které existuje výše uvedený cyklus jako

pro i je zároveň minimálńı. Existuje tedy cyklus p
G(A)
==⇒ j̄

G(A)
==⇒ p, kde všechny vrcholy

na těchto cestách jsou nejvýše p. Propojeńım dvou výše uvedených cest źıskáme cestu

i
G(A)
==⇒ j̄

G(A)
==⇒ p

G(A)
==⇒ j̄

G(A)
==⇒ i, tedy i i

G(A)
==⇒ p

G(A)
==⇒ i se všemi vrcholy na těchto cestách

nejvýše i. Ale i nemůže být předek ani vrcholu p, což je ve sporu s definićı vrcholu j̄,

protože p > j̄. Proto muśı platit, že z existence cesty i
G(A)
==⇒ j

G(A)
==⇒ i, kde všechny vrcholy

jsou nejvýše i, plyne, že i je předek vrcholu j a věta je dokázána. �

Zřejmým d̊usledkem Věty 10.1.15, který je analogický Důsledku 8.2.1, je následuj́ıćı
tvrzeńı, které ukazuje, jak eliminačńı strom konstruovat na základě postup̊u pro hledáńı
silných komponent orientovaného grafu.
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Důsledek 10.1.1 Vrchol p je rodič vrcholu k v nesymetrickém eliminačńım stromu T (A)
právě tehdy, je-li p > k nejmenš́ı takový, že patř́ı do stejné silně souvislé komponenty
Gp(A) grafu G(A).

Stejně jako v př́ıpadě charakterizace řádk̊u faktoru L v př́ıpadě ř́ıdkého Choleského
rozkladu, i v př́ıpadě LU rozkladu je možné charakterizovat řádkové struktury faktoru
L (a sloupcové struktury faktoru U) pomoćı eliminačńıho stromu. Následuj́ıćı definice a
věta, kterou uvád́ıme bez d̊ukazu, k tomu poskytuj́ı návod.

Definice 10.1.3 Řekneme, že podgraf T̄ eliminačńıho stromu T je ořezaný eliminačńı
strom (pruned forest podle [63]), jestlǐze pro jeho každý vrchol v ∈ V (T̄ ) plat́ı

bud’ parent(v) ∈ V (T̄ ) nebo ancT (v) ∩ V (T̄ ) = ∅.

Věta 10.1.16 Struktury ř́ıdkosti řádk̊u faktoru L a sloupc̊u faktoru U LU rozkladu jsou
ořezané eliminačńı stromy.

Z této věty vid́ıme, že zp̊usob ořezáńı nesymetrického eliminačńıho stromu je obecněǰśı
než v př́ıpadě symetrické faktorizace právě proto, že v LU rozkladu hraje velkou roli
souvislost dvou r̊uzných trojúhelńıkových matic.

Nesymetrický eliminačńı strom je velmi mocná struktura, která umožňuje LU rozklad
i v př́ıpadě některých zp̊usob̊u pivotace, jako jsou např́ıklad diagonálńı nebo i částečná
pivotace. K tomu je zapotřeb́ı daľśı podrobná diskuse a zavedeńı daľśıch speciálńıch druh̊u
uspořádáńı. Tomuto se nebudeme v daľśım textu věnovat a zájemce odkazujeme na sérii
tř́ı článk̊u [63], [64] a [65].

10.1.5 Souběžná symbolická a numerická faktorizace s částečnou

pivotaćı

Velkou nevýhodou metod založených na nesymetrickém eliminačńım stromu je omezená
možnost výběru hlavńıho prvku (pivotace), chceme-li zachovat efektivitu LU rozkladu.
V této sekci ukážeme jednu specifickou metodu a velmi pr̊uzračnou metodu, která pl-
nou řádkovou pivotaci umožňuje. Navrhli ji v roce 1988 Gilbert a Peierls v roce 1988
[81] a jej́ım základem je sloupcový algoritmus LU rozkladu, který poč́ıtá v jednom kroku
sloupec faktoru L i sloupec faktoru U . Konkrétně, pro každé j, 1 ≤ j ≤ n se nejprve
spoč́ıtá nový sloupec faktoru U řešeńım soustavy s dolńı trojúhelńıkovou matićı tak, jak
jsme o tom hovořili výše. Poté je nový sloupec faktoru L vyjádřen jako lineárńı kom-
binace předcházej́ıćıch sloupc̊u faktoru L. Tento postup umožňuje částečnou pivotaci. Z
formálńıho pohledu tedy rozklad matice PA, kde P je permutačńı matice př́ıslušné di-
menze. Následuj́ıćı algoritmus tyto operace popisuje formálně.

Algoritmus 10.1.2 Sloupcový algoritmus LU faktorizace s částečnou pivotaćı.
Input: Řı́dká matice A = (a1, . . . , an).
Output: LU faktory L = (l1, . . . , ln) a U = (u1, . . . , un) matice PA = LU . Permutačńı
matice P je dána implicitně na základě permutaćı v kroku 4 algoritmu.
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1. for j = 1 : n do
2. Spočti u1:j−1,j ze vztahu L1:j−1,1:j−1u1:j−1,j = A1:j−1,j

3. Polož b = Aj:n,j − Lj:n,1:j−1u1:j−1,j, b ∈ Rj

4. Najdi v b složku s maximálńı velikost́ı a permutuj b tak, aby byla tato složka b1.
5. Polož Uj,j = b1
6. Polož Lj:n,j = bj/Ujj

7. end j

Diagonálńı prvky faktoru L jsou samozřejmě jednotkové a neńı zapotřeb́ı je ukládat.
Permutace prvk̊u vektoru b odpov́ıdá částečné pivotaci a dohromady se tak algoritmus
dá vyjádřit jako LU rozklad s částečnou pivotaćı. Schéma dat sloupcového algoritmu je
znázorněno na následuj́ıćım obrázku, kde ale muśım brát do úvahy, že řádky jsou postupně
permutovány částečnou pivotaćı.

U

L

dosud

nepouz�ito

Kĺıčem k efektivńı implementaci je rychlé nalezeńı těch dř́ıve spoč́ıtaných sloupc̊u fak-
toru L, které vystupuj́ı v aktualizaci v kroku 3 algoritmu, to jest struktura ř́ıdkosti uj.
Jak jsme uvedli výše v textu týkaj́ıćım se řádkového rozkladu, tuto strukturu lze nalézt
hledáńım množiny dosažitelnosti v orientovaném acyklickém grafu G(L1:j−1,1:j−1) pro-
hledáváńım z počátečńı množiny A1:j−1,j. Aktualizace konkrétńıho sloupce se mohou pak
aplikovat ve stejném pořad́ı. Následně je zřejmé, že počet symbolických operaćı nepřevýš́ı
řádově počet aritmetických operaćı LU rozkladu.

10.1.6 Nesymetrická multifrontálńı metoda

V př́ıpadě LU rozkladu nesymetrických matic je několik možnost́ı, jak zkonstruovat ne-
symetrickou multifrontálńı metodu. Na základě symetrické a pozitivně definitńı mutif-
rontálńı metody bychom rádi, aby analogicky platily následuj́ıćı dva vztahy:

• (a) Řádky, respektive sloupce nesymetrické frontálńı matice Fk, odpov́ıdaj́ı řádk̊um,
kde jsou nenulové prvky na řádćıch k-tého sloupce a L∗k faktoru L, respektive
nenulovým prvk̊um ve sloupćıch k-tého řádku Uk∗ faktoru U .

• (b) Každá aktualizačńı matice Ur může být vnořena pouze do jedné frontálńı matice.
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Bohužel, tyto požadavky nelze současně splnit. V praxi tak existuj́ı r̊uzné př́ıstupy. Ob-
vyklý př́ıstup, který splňuje podmı́nku (b), ale nikoli (a) použ́ıvá strukturu symetrické
matice A+AT , pro kterou lze zkonstruovat grafové objekty stejně jako v př́ıpadě matice
symetrické a pozitivně definitńı. Matici s př́ıpadnými nulovými prvky v prvńım řádku
nebo sloupci lze pak rozložit na několik menš́ıch hustých matic. Druhou možnost́ı je
předpokládat platnost (a) a rozložit aktualizačńı matici na několik matic. V každém
př́ıpadě, neńı-li rozkládaná matice silně regulárńı, pak je zapotřeb́ı v jednotlivých kroćıch
rozkladu hledat hlavńı prvek, jak o tom budeme hovořit později.

Postup grafového modelu nesymetrické multifrontálńı metody založené na platnosti
bodu (a) výše demonstrujeme na následuj́ıćım př́ıkladě. Zd̊urazněme, že frontálńı matice
Fk je vždy určena řádky a sloupci, kde jsou, po řadě nenulové prvky L∗k a Uk∗. Pro
dotvořeńı frontálńı matice budeme pak použ́ıvat pouze části aktualizačńıch matic. To
formálně znázorńıme rozděleńım aktualizačńıch matic na části, ale nebudeme zde hovořit o
formálńım postupu takového rozděleńı. Také zd̊urazněme to, že se jedná pouze o grafový
model multifrontálńı metody, protože v praxi nemáme zabezpečenu silnou regularitu
matice a je třeba provádět výběr hlavńıho prvku, jak o tom budeme hovořit v daľśım
textu. Uvažujme následuj́ıćı matici, kde zároveň znázorňujeme zaplněńı při standardńım
eliminačńım pořad́ı.

































1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 ∗ ∗
2 ∗ ∗ f ∗ ∗ ∗
3 ∗ ∗ ∗
4 ∗ ∗ ∗ ∗
5 ∗ ∗ ∗ ∗ f f
6 ∗ f f f ∗ f f f
7 ∗ ∗ f f
8 ∗ ∗ ∗ f f f ∗ f f
9 ∗ ∗
10 ∗ f ∗ f f ∗

































Prvńı frontálńı matice (určená zmı́něnými řádkovými a sloupcovými indexy) a př́ıslušná
aktualizačńı matice jsou

F1 =









1 3

1 ∗ ∗
2 ∗
3 ∗
8 ∗









, U1 =





3

2 f
3 f
8 f



.

Pro druhou frontálńı matici můžeme pro jej́ı aktualizaci použ́ıt pouze část U1, jinak by
nesplňovala podmı́nku (a). Tuto aktualizačńı matici tedy rozděĺıme následovně.

U2
1 =

(

3

2 f
)

, U3
1 =

(

3

3 f
8 f

)

, U1 = U2
1 ←→l U3

1 .
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Druhá frontálńı a aktualizačńı matice pak mohou být zapsány

F2 =





2 3 5 8 10

2 ∗ f ∗ ∗ ∗
6 ∗
8 ∗



 ≡





2 5 8 10

2 ∗ ∗ ∗ ∗
6 ∗
8 ∗



←→l U2
1 , U2 =

(

3 5 8 10

6 f f f f
8 f f f f

)

.

Třet́ı frontálńı matice je pak vytvořena následuj́ıćım zp̊usobem

F3 =









3 4

3 ∗ ∗
4 ∗
6 f
8 ∗









≡
(

3 4

3 ∗ ∗
4 ∗

)

←→l U3
1 ←→l U3

2 , U3 =





4

4 f
6 f
8 f





pro následuj́ıćı rozklad aktualizačńı matice U2

U2 =
(

3

6 f
8 f

)

←→l
(

5

6 f
8 f

)

←→l
(

8 10

6 f f
8 f f

)

≡ U3
2 ←→l U5

2 ←→l U6
2 .

Analogicky postupujeme i v následuj́ıćıch kroćıch. Existuje v́ıce možnost́ı, jak aktualizačńı
matice rozložit, ale zde se jimi nebudeme podrobněji zabývat. I proto, že v praktických
algoritmech muśıme grafový model obvykle modifikovat.

Zd̊urazněme nyńı ještě souvislost postupu rozkladu v multifrontálńı metodě s nesy-
metrickým eliminačńım stromem. Ta nám umožňuje efektivńı implementaci a zobecňuje
analogický vztah pro standardńı symetrický eliminačńı strom. Konkrétně, Věta 10.1.17
ukazuje, že všechny prvky podmatice aktualizačńı matice Uk s indexy alespoň parent(k)
mohou být vždy přičteny pomoćı operace extend − add do frontálńı matice Uparent(k).

Věta 10.1.17 Necht’ p = parent(k) v nesymetrickém eliminačńım stromu T (A). Za
předpokladu nevyrušeńı plat́ı

S(L∗k) {1, . . . , p− 1} ⊆ S(L∗p) (10.21)

a také

S(Uk∗) {1, . . . , p− 1} ⊆ S(Up∗). (10.22)

Důkaz: Podle definice otce v nesymetrickém eliminačńım stromu dané matice A plat́ı p
L
=⇒

k
U
=⇒ p. Je-li uij 6= 0 pro i < j, pak je násobek i-tého sloupce přidán k j-tému sloupci jako

př́ıspěvek př́ıslušné eliminačńı matice A(i). Všechny nenulové prvky S(L∗k) {1, . . . , p− 1}
jsou tedy postupně předávány podle tohoto principu v kroćıch eliminace s vrcholy na cestě

k
U
=⇒ p do eliminačńıch matic až je nakonec tato struktura ř́ıdkosti obsažena ve struktuře

ř́ıdkosti S(L∗p). Analogicky se dokáže druhé tvrzeńı na základě nenulových prvk̊u faktoru

L na cestě p
L
=⇒ k. �
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10.2 Diagonálńı dominance a blokově trojúhelńıkový

tvar

V předcházej́ıćı kapitole jsme probrali několik př́ıstup̊u, které se zabývaj́ı hlavně sym-
bolickou strukturou LU rozkladu. Většina z nich předpokládá, že matice je silně re-
gulárńı, ale některé umožňuj́ı i částečnou pivotaci. Silná regularita rozkládané matice
je v každém př́ıpadě pravděpodobněǰśı, když umožńıme, aby jej́ı diagonálńı prvky patřily
do jej́ı struktury ř́ıdkosti, to jest, aby byly nenulové, nebo dokonce, aby obsahovaly prvky s
co největš́ımi absolutńımi hodnotami. Varianty obou těchto úloh se daj́ı definovat pomoćı
některých grafových model̊u.

Uvažujme bipartitńı grafový model zavedený v Podsekci 6.1.4, který umožńı zachytit
obecně nesymetrické permutace, které jsou potřeba k tomu, aby bylo možné permutaćı
dosáhnout jejich změn z nulových na nenulové či naopak. K tomu je nesymetrická per-
mutace je nutná, protože symetrická permutace matice neńı schopna odstranit nulové
diagonálńı prvky matice. Na grafovém modelu je dokonce vidět i to, že na dosažeńı silné
regularity stač́ı permutace jednostranná, řádková nebo sloupcová, což je v souladu s t́ım,
že silnou regularitu regulárńı matice zabezpeč́ı částečná pivotace. Detailněǰśım vlivem na
stabilitu rozkladu se zde ale nebudeme zabývat.

Uvažujme Obrázek 10.2.14. Struktura ř́ıdkosti druhé zobrazené matice vznikne z prvńı
přehozeńım tř́ı sloupc̊u. Touto permutaćı sloupc̊u se nám jeden diagonálńı prvek změnil
na nulový. V následuj́ıćım odstavci uvid́ıme, jak tohoto faktu s úspěchem využ́ıt s přesně
opačným úmyslem. A sice, budeme se snažit dostat na diagonálńı pozice matice co nejv́ıce
nenulových prvk̊u. T́ım se zvýš́ı pravděpodobnost, že rozkládaná matice je silně re-
gulárńı.

10.2.1 Nesymetrické permutace pro źıskáńı nenulové diagonály
matice nebo pośıleńı diagonálńı dominance matice

Zaved’me nejprve pojem párováńı v obecném grafu.

Definice 10.2.1 Párováńım prostého neorientovaného grafu G = (V,E) se nazývá jeho
podgraf M = (VM , EM) indukovaný množinou vrcholově disjunktńıch hran EM , EM ⊆ E.

Definice 10.2.2 Párováńı M v grafu G, které má maximálńı počet hran EM ze všech
možných párováńı, se nazývá maximálńı párováńı grafu G. Párováńı maximálńı ve-
likosti ve smyslu inkluze se nazývá takové párováńı M = (VM , EM), pro které nee-
xistuje párováńı s věťśım počtem hran než je |EM | a které obsahuje všechny hrany z EM .
Párováńı je perfektńı, má-li přesně |V |/2 hran.

Na Obrázku 10.2.15 vid́ıme znázorněno maximálńı párováńı ve smyslu inkluze i maximálńı
párováńı.

Zaj́ımavá je souvislost mezi párováńım v grafu, které je někdy zavedeno jen jako
množina hrań a nikoli jako podgraf a speciálńı množinou vrchol̊u nazývanou pokryt́ı,
kterou zavedeme v následuj́ıćı definici.
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Obrázek 10.2.14: Př́ıklad změny v počtu nulových prvk̊u na diagonále matice pomoćı ne-
symetrické permutace matice.

Obrázek 10.2.15: Př́ıklad neorientovaného grafu (vlevo), grafu s maximálńım párováńım
ve smyslu inkluze (uprostřed) a maximálńım párováńım (vpravo). Hrany párováńı jsou
zobrazeny silněji.
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Definice 10.2.3 Jsou-li vrcholy i a j koncovými vrcholy nějaké hrany e neorientovaného
grafu G, řekneme, že hrana e tyto vrcholy pokrývá. Také řekneme, že vrchol i pokrývá
hranu e a vrchol j pokrývá hranu e. Množinu K ⊆ V nazveme vrcholovým pokryt́ım
grafu G = (V,E), je-li každá jeho hrana pokryta alespoň jedńım vrcholem z množiny K.
Minimálńım vrcholovým pokryt́ım množiny E ve smyslu inkluze se nazývá takové
pokryt́ı K ⊆ V , jehož žádná vlastńı podmnožina jǐz neńı pokryt́ım E. Minimálńım vrcho-
lovým pokryt́ım množiny E, je takové jej́ı pokryt́ı že neexistuje jej́ı pokryt́ı množinou z V
menš́ı kardinality.

V daľśım textu se budeme soustředit na párováńı v bipartitńıch grafech. Předevš́ım
nás zaj́ımaj́ı taková párováńı v bipartitńıch grafech, kde každý vrchol R respektive C
je pokryt nějakou hranou párováńı. Taková párováńı budeme nazývat řádkově respek-
tive sloupcově perfektńı. Párováńı, která jsou řádkově i sloupcově perfektńı budeme
nazývat perfektńı párováńı. Všechna perfektńı párováńı bipartitńıho grafu jsou zřejmě
maximálńı. Následuj́ıćı klasická věta teorie graf̊u ukazuje souvislost maximálńıho párováńı
v bipartitńım grafu s jeho minimálńım pokryt́ım. Větu si zde dokážeme, i když neńı
pro daľśı text bezprostředně nutná.

Věta 10.2.1 Königova věta: Velikost maximálńıho párováńı ν(G) v bipartitńım grafu
(R,C,E) je rovna velikosti minimálńıho pokryt́ı τ(G) = minX⊆C(|C \ X| + |Adj(X)|)
tohoto grafu.

Důkaz: V d̊ukaze postupujeme podle [136]. Zřejmě plat́ı ν(G) ≤ τ(G) nebot’ každá hrana
vrcholově disjunktńıch hran párováńı muśı přispět alespoň jedńım vrcholem do pokryt́ı G.
Předpokládejme nyńı, že G je nejmenš́ı takový graf, pro který tvrzeńı neplat́ı, pro který
je tedy

ν(G) < τ(G).

Tento graf je souvislý nebot’ jinak by nebyl minimálńı, protože nějaká jeho komponenta
by musela také splňovat předpoklad. Dále, G má alespoň jeden vrchol stupně aspoň 3,
protože pro cesty a cykly tvrzeńı věty zřejmě plat́ı. Označme tento vrchol u a necht’ v je
jeden z jeho soused̊u. Uvažujme nyńı dva př́ıpady.

I. Necht’ plat́ı pro velikosti maximálńıho párováńı

ν(G \ v) < ν(G).

Z vlastnosti minimality muśı mı́t tento zmenšený graf G \ v pokryt́ı, které má velikost
menš́ı než ν(G). Označme si toto pokryt́ı W ′. A potom je tedy W ′∪{v} pokryt́ı o velikosti
nejvýše ν(v). Tud́ıž τ(G) ≤ ν(G) a to je spor.

II. Necht’ je tedy
ν(G \ v) = ν(G).

Pak tedy muśı existovat maximálńı párováńı M grafu G, které nemá žádnou hranu in-
cidentńı vrcholu v. Necht’ f je hrana G \M incidentńı u a nikoli v. Taková hrana exis-
tuje, protože u má stupeň alespoň 3. Necht’ dále W ′′ je pokryt́ı grafu G \ f pro které je
|W ′′| = ν(G). Z předpokladu minimality v́ıme, že takové pokryt́ı muśı existovat. Protože
žádná hrana tohoto párováńı M neobsahuje v, tak ani W ′′ neobsahuje v. Proto muśı
obsahovat vrchol u a je tedy i pokryt́ım grafu G. Věta je dokázána. �
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Následuj́ıćı pozorováńı 10.2.1 ukazuje význam perfektńıho párováńı pro hledáńı ne-
symetrických permutaćı, které mohou umožnit umı́stěńı nenulových prvk̊u na diagonálu
matice.

Pozorováńı 10.2.1 Existuje-li perfektńı párováńı bipartitńıho grafového modelu čtvercové
matice A G(A) = (R,C,E), kde |R| = |C| s množinou hran EM = {(ik, jk) | k = 1, . . . , n},
pak existuj́ı permutačńı matice P a Q př́ıslušné dimenze takové, že diagonálńımi prvky
matice PAQ jsou tvořeny množinou

{aik,jk | k = 1, . . . , n}.

Snadno nahlédneme, že permutace z tohoto pozorováńı může být jednostranná, tedy
že stač́ı uvažovat permutovanou matici PA nebo AQ. V každém př́ıpadě je permutace ale
obecně nesymetrická. Demonstraci Pozorováńı 10.2.1 je možné vidět na Obrázku 10.2.14.
Umı́stěńı nenulových prvk̊u matice na jej́ı diagonálu neimplikuje nutně, že tato matice
je silně regulárńı. Nicméně, v mnoha ohledech může být permutovaná matice mnohem
vhodněǰśı k rozkladu než p̊uvodńı matice. Problém nalezeńı této permutace se tedy dá
převést na problém nalezeńı maximálńıho párováńı v bipartitńım grafu. Následuj́ıćı dvě
definice naznačuj́ı, jak maximálńı párováńı hledat. Totiž, převáděj́ı tento problém na
hledáńı zvětšuj́ıćıch cest v grafu G. Zde se budeme pro jednoduchost zabývat jen hledáńım
maximálńıho párováńı v bipartitńım grafu, ale princip z dvou následuj́ıćıch definic je
obecněǰśı.

Definice 10.2.4 Stř́ıdavá cesta grafu G s párováńım M = (VM , EM) je cesta, jej́ı̌z
hrany jsou stř́ıdavě z M a z G(V,E \ E(M)) (stř́ıdavě patř́ı nebo nepatř́ı párováńı).

Definice 10.2.5 Netriviálńı stř́ıdavá cesta (s alespoň jednou hranou), s oběma koncovými
vrcholy v grafu G \M se nazývá zvětšuj́ıćı cesta.

Praktická procedura zvětšováńı párováńı pomoćı zvětšuj́ıćıch cest je znázorněna na
následuj́ıćım obrázku. V praxi procedura ke zvětšeńı efektivity vytvář́ı stř́ıdavý pro-
hledávaćı strom podobně jako tomu je v prohledáváńı grafu do š́ı̌rky, jak o tom budeme
mluvit později. Existuje mnoho praktických algoritmů, viz např́ıklad Gustavson (1976)
či [55], kde je implementován algoritmus se složitost́ı O(|E|√n) algoritmu tak jak jej na-
vrhli v roce 1973 Hopcroft a Karp [88]; viz také [49]. Umı́stěńı libovolných nenulových
prvk̊u na diagonálu nemuśı být nejlepš́ı volbou a proto existuj́ı procedury, které se snaž́ı
naj́ıt takové párováńı, aby byla permutovaná matice co nejv́ıc diagonálně dominantńı.
To vede na problém váženého párováńı, kterým se zde ale nebudeme zabývat. Později
uvid́ıme, jak jsou maximálńı párováńı d̊uležitá v přibližných rozkladech.

Velikost maximálńıho párováńı v bipartitńım grafu se někdy nazývá strukturńı hod-
nost matice (structural rank). To, že pro hodnost rank(A) čtvercové matice A a pro
strukturńı hodnost srank(A) čtvercové matice vždy plat́ı

rank(A) ≤ srank(A) (10.23)

je snadno vidět např́ıklad z definice determinantu matice A.
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Obrázek 10.2.16: Znázorněńı procedury hledáńı maximálńıho párováńı v bipartitńım grafu
pomoćı zvěťsuj́ıćıch cest.
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Obrázek 10.2.17: Znázorněńı procedury hledáńı maximálńıho párováńı v bipartitńım grafu
pomoćı zvěťsuj́ıćıch cest.
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10.3 Maticové bloky a silná Hallova vlastnost

Praktické provedeńı LU rozkladu může značně těžit z faktu, že matice je rozložitelná. Jak
je uvedeno v Definici 3.2.2, pro nesymetrickou matici to znamená, že matici lze permutovat
symetrickou permutaćı na blokově trojúhelńıkový tvar. K lepš́ımu popisu rozložitelnosti
si zaved’me pojem faktorgrafu, což je graf odvozený z rozkladu množiny V pro nějaký
daný graf (V,E). Jeho hrany určuje relace sousednosti mezi množinami vrchol̊u.

Definice 10.3.1 Necht’ P = {P1, . . . , Pp} je rozklad množiny vrchol̊u orientovaného grafu
G = (V,E) (viz Definice 2.1.2). Faktorgrafem grafu G vzhledem k rozkladu P je graf
G/P = (P, EP), kde (Pi, Pj) ∈ EP pro 1 ≤ i, j ≤ p, i 6= j, právě tehdy, plat́ı-li

Pj ∩ {k ∈ V | (∃i ∈ Pi)((i, k) ∈ E)} 6= ∅.

Faktorgrafem neorientovaného grafu G budeme rozumět symetrizaci faktorgrafu jeho libo-
volné orientace. Zaved’me si následuj́ıćı definićı pojem kondenzace grafu, která umožňuje
přehledně zachytit strukturu nerozložitelných podgraf̊u matice.

Definice 10.3.2 Necht’ G = (V,E) je orientovaný graf a necht’ V1, . . . , Vk jsou množiny
jeho vrchol̊u, které odpov́ıdaj́ı jeho silným komponentám. Kondenzaćı grafu G nazveme
orientovaný graf GC = (V ′, E ′), kde V ′ = {V1, . . . , Vk} a kde

E ′ = {(Vi, Vj)| (∃x ∈ Vi)(∃y ∈ Vj)((x, y) ∈ E)}.

Kondenzace je tedy speciálńı př́ıpad faktorgrafu, ve kterém je rozklad množiny vr-
chol̊u určen ekvivalenćı silné souvislosti. Snadno se dokáže tvrzeńı následuj́ıćı věty, která
vyjadřuje základńı vlastnost kondenzace grafu.

Věta 10.3.1 Kondenzace GC grafu G neobsahuje žádný orientovaný uzavřený sled a je
tedy orientovaný acyklický graf.

Důkaz: Předpokládejme, že daná kondenzace takový uzavřený sled obsahuje. Jeho délka
pro prosté grafy, které použ́ıváme v tomto textu a kde neuvažujeme smyčky, je nejméně
2. Existuj́ı tedy dva r̊uzné vrcholy tohoto sledu, ale by měly patřit do stejné souvislé
komponenty grafu. To je spor s definićı kondenzace. �

Důsledek 10.3.1 Vrcholy kondenzace mohou být topologicky oč́ıslovány.

S pojmem kondenzace souviśı d̊uležitá tř́ıda permutaćı, která je uvedena v následuj́ıćı
větě.

Věta 10.3.2 Pro matici A dimenze n existuj́ı permutačńı matice P př́ıslušné dimenze a
přirozené č́ıslo t ≥ 1 takové, že

PAP T =











A11 A12 . . . A1t

0 A22 . . . A2t
...

... · · · ...
0 0 . . . Att











, (10.24)
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kde A11, A22, . . . , Att jsou čtvercové nerozložitelné matice. Matice A11, A22, . . . , Att jsou
určeny jednoznačně až na symetrické permutace jejich řádk̊u a sloupc̊u, ale jejich pořad́ı
na blokové diagonále matice neńı nutně jednoznačné.

Důkaz: Dokážeme pouze prvńı část tvrzeńı a nikoli tvrzeńı o jednoznačnosti. Snadný
d̊ukaz celého tvrzeńı lze naj́ıt např́ıklad v [24]. Necht’ V1, . . . Vt jsou množiny vrchol̊u
silných komponent orientovaného grafu matice A. Kondenzace tohoto grafu je acyk-
lický graf s topologickým oč́ıslováńım. V d̊ukazu Věty 10.3.1 jsme ukázali, že v ńı muśı
existovat zdroj. Vrcholy, které odpov́ıdaj́ı komponentě zdroje oč́ıslujeme jako prvńı a
uvažujeme podgraf kondenzace indukovanými zbylými vrcholy. Vrcholy zdroje tohoto
podgrafu kondenzace oč́ıslujeme následovně a tak postupujeme dále. Po konečném počtu
krok̊u oč́ıslujeme takto všechny vrcholy grafu. Výsledná matice v permutaci dané vy-
tvořeným novým oč́ıslováńım má zřejmě bloky poddiagonálńı části nulové. �

Tvar matice v (10.24) se nazývá Frobeniova normálńı forma matice a je tedy
speciálńım př́ıpadem horńıho blokově trojúhelńıkového tvaru zavedeného v Definici 3.2.1.
Popis rozložitelnosti matice založený na silných komponentách úzce souviśı s následuj́ıćımi
dvěma vlastnostmi ř́ıdké matice. Tyto vlastnosti nav́ıc dobře vyjadřuj́ı i vlastnosti ř́ıdkého
QR rozkladu, o kterém budeme hovořit později.

Definice 10.3.3 Mějme matici A ∈ Rm×n, kde m ≥ n. Řekneme, že A má Hallovu
vlastnost jestlǐze každá množina jej́ıch sloupc̊u o velikosti k má nenulové prvky v alespoň
k řádćıch. Řekneme, že A má silnou Hallovu vlastnost jestlǐze každá množina jej́ıch
sloupc̊u o velikosti k, k = 1, . . . , n−1 má nenulové prvky v alespoň k+1 řádćıch. Analogicky
m̊užeme definovat i Hallovu a silnou Hallovu vlastnost i pro bipartitńı graf, který modeluje
strukturu nenulových prvk̊u matice A.

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že Hallova vlastnost je nutnou podmı́nkou pro regularitu
matice. Existence perfektńıho párováńı je podle následuj́ıćı Věty ekvivalentńı tomu, že
srank(A) = n a to je nutnou podmı́nkou pro regularitu podle (10.23).

Věta 10.3.3 Čtvercová matice A ∈ Rn×n má Hallovu vlastnost právě tehdy, když v jej́ım
bipartitńım grafovém modelu existuje perfektńı párováńı.

Hallovu vlastnost má např́ıklad i diagonálńı matice nebo horńı trojúhelńıková ma-
tice s nenulovými diagonálńımi prvky. Př́ıklad bipartitńıho grafu matice, která má silnou
Hallovu vlastnost, je na Obrázku 10.3.18. Silná Hallova vlastnost požaduje po matici ještě
daľśı vlastnost, kterou popisuje Věta 10.3.4.

Věta 10.3.4 Čtvercová matice má silnou Hallovu vlastnost právě tehdy, když jej́ı orien-
tovaný grafový model je silně souvislý.

Vid́ıme tedy, že nemá-li matice silnou Hallovu vlastnost, pak to podle Věty 10.3.4
znamená, že jej́ı orientovaný grafový model má v́ıce komponent. Matici lze tedy podle Věty
10.3.2 převést permutaćı na Frobeniovu normálńı formu. Schématicky je tvar Frobeniovy
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Obrázek 10.3.18: Př́ıklad bipartitńıho grafu matice maj́ıćı silnou Hallovu vlastnost.

0

Obrázek 10.3.19: Ukázka blokově trojúhelńıkového tvaru.
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Obrázek 10.3.20: Ukázka permutace matice na blokově trojúhelńıkový tvar.
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normálńı formy znázorněn na Obrázku 10.3.19. Permutaci na tento tvar zachycujeme ještě
na Obrázku 10.3.20

Shrňme si tedy, že algoritmus nalezeńı blokově trojúhelńıkového tvaru může být založen
na hledáńı silně souvislých komponent orientovaného grafového modelu. Źıskaný oriento-
vaný faktorgraf, který se nazývá kondenzace, je acyklický a jeho vrcholy lze uspořádat
tak, že výsledná matice je ve Frobeniově normálńı formě, která má blokově trojúhelńıkový
tvar. Navržeńı postupu hledáńı silných komponent grafu a této permutace přenecháváme
jako cvičeńı (viz Tarjan (1972); maticová implementace Duff, Reid (1978); SCC algorit-
mus Kosaraju, Sharir (1981), Gabow (2000), viz také Corman, Leiserson, Rivest, Stein
(2001) and Davis (2006)) Následuj́ıćı poznámka ukazuje, že permutace matice na blo-
kově trojúhelńıkový tvar zachová množinu diagonálńıch prvk̊u, kterou jsme mohli źıskat v
předcházej́ıćım kroku nalezeńım párováńı v bipartitńım grafu a př́ıslušnou jednostrannou
permutaćı.

Poznámka 10.3.1 Přechod na Frobeniovu normálńı formu lze provést pouze symet-
rickými permutacemi, které zachovávaj́ı diagonálńı prvky.

Blokově trojúhelńıkový tvar matice implikuje, že v LU rozkladu takto uspořádané
matice stač́ı rozkládat pouze diagonálńı bloky, což může výrazně zvýšit jeho efektivitu.
Uvažujme soustavu rovnic s matićı z Věty 10.3.2 podle následuj́ıćıho obrázku.
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(10.25)

Procedura řešeńı je v Algoritmu 10.3.1.

Algoritmus 10.3.1 Řešeńı soustavy rovnic s matićı v blokově trojúhelńıkovém
tvaru.
Input: Soustava rovnic s matićı v blokově trojúhelńıkovém tvaru.
Output: Řešeńı x.

1. for j = 1 : t do
2. Nalezni LU rozklad Aii = LiUi

3. end j
4. for j = t : 1 do
5. sj = bj
6. for i = j + 1 : t do
7. sj = sj − Ajixi

8. end i
9. xj = U−1

j L−1
j sj

10. end t

Souhrnně je možné ř́ıci, že procedury, které umı́st’uj́ı nenulové a př́ıpadně co největš́ı
prvky matice na jej́ı diagonálu a permutuj́ı ji na blokové trojúhelńıkový tvar jsou základńı
procedury předzpracováńı LU rozkladu ř́ıdkých matic.
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Nalezeńı počátečńıho uspořádáńı
matice

Počátečńı uspořádáńı je posledńı dosud bĺıže neprobraný krok Algoritmu 9.2.1. Toto
uspořádáńı je naprosto podstatné pro zmenšeńı velikosti zaplněńı, ale může plnit i daľśı
úkoly. Význam dobrého uspořádáńı pro Choleského faktorizaci jsme viděli na př́ıkladu
š́ıpové matice na Obrázćıch 9.1.1 a 9.1.2. Matice, která má své nenulové prvky uspořádány
ve tvaru š́ıpu, bude mı́t množinu hran grafu zaplněńı stejnou jako p̊uvodńı množinu hran.
Matice, kterou źıskáme jej́ı symetrickou permutaćı, indukovanou např́ıklad přeč́ıslováńım
vrchol̊u grafu n, 1, . . . , n− 1 má graf zaplněńı úplně hustý.

V následuj́ıćıch podkapitolách postupně probereme základńı typy počátečńıho uspořádáńı.
Algoritmy, které zde uvedeme, jsou z velké části pouze pouze přibližnými algoritmy ne-
boli heuristikami. Většina z nich je totiž při snaze o splněńı určitého kritéria optimality
NP-těžká ve smyslu výše uvedeného popisu složitost́ı. V celé kapitole předpokládáme, že
matice A pro kterou hledáme počátečńı uspořádáńı je čtvercová a symetrická. To umožńı
uvažovat v celé kapitole model neorientovaného grafu. V př́ıpadě hledáńı počátečńıho
uspořádáńı pro nesymetrické matice a LU rozkladu je možné vyj́ıt z grafu matice A+AT .

11.1 Uspořádáńı minimálńıho stupně a zaplněńı

Tato podkapitola je věnována uspořádáńım, která lokálně minimalizuj́ı nějakou algo-
ritmicky snadno dostupnou charakteristiku struktury ř́ıdkosti ř́ıdké matice, která je
spojena s jej́ım zaplněńım při rozkladu, bez ohledu na tvar struktury ř́ıdkosti matice.
Jejich charakteristickým představitelem je uspořádáńı minimálńıho stupně, kde je ona
snadno dostupná charakteristika stupeň vrcholu.

11.1.1 Základńı algoritmus minimálńıho stupně

Algoritmus 11.1.1 je základńım schématem uspořádáńı minimálńıho stupně. Výstupem z
algoritmu je nové oč́ıslováńı vrchol̊u grafu dané symetrické matice G = ({1, . . . , n}, E),
které indukuje přeuspořádáńı této matice. Protože v něm tvoř́ıme eliminačńı grafy nikoli
ve standardńım pořad́ı, jak jsme uváděli v textu věnovaném Gaussově eliminaci, budeme
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v
G G_v

Obrázek 11.1.1: Ukázka eliminačńıho kroku v Algoritmu 11.1.1. Nalevo je p̊uvodńı graf,
napravo je redukovaný graf Gv po eliminaci vrcholu v.

potřebovat redukovaného eliminačńıho grafu po eliminaci obecného vrcholu. Konkrétně,
graf, který vznikne eliminaćı vrcholu v z grafu G označ́ıme Gv. V zápise tedy standardně
vynecháváme index R.

Algoritmus 11.1.1 Algoritmus minimálńıho stupně.
Input: Neorientovaný graf G = ({1, . . . , n}, E) symetrické čtvercové matice.
Output: Nové uspořádáńı množiny vrchol̊u jako seznam V ′ = (v1, . . . , vn) , které indu-
kuje permutaci matice, pro kterou byl graf zkonstruován.

1. Polož V ′ = ∅
2. for i = 1 : n do
3. Nalezni vi takové, že degG(vi) = minv∈V (G)degG(v)
4. Vlož vi na konec seznamu V ′

5. G = Gv

6. end i

V př́ıpadě, kdy existuje v́ıce vrchol̊u splňuj́ıćıch podmı́nku minimality stupně v pr̊uběžném
redukovaném grafu, Algoritmus 11.1.1 neurčuje vyb́ıraný vrchol jednoznačně. Všechny
vrcholy, které splňuj́ı podmı́nku minimality budeme nazývat vrcholy minimálńıho
stupně. V Algoritmu neńı pravidlo, jak postupovat v př́ıpadě, kdy existuje v́ıce vrchol̊u
minimálńıho stupně. Existuj́ı dokonce př́ıklady, kdy lze výběrem velmi negativně ovlivnit
velikost zaplněńı v grafu. Nicméně v konkrétńıch situaćıch je možné využ́ıt daľśı informace
o grafu úlohy. Např́ıklad varianta algoritmu, kterou uvedeme později a kterou nazveme
násobný algoritmus minimálńıho stupně, zmenšuje problémy s výběrem vrcholu z mnoha
kandidát̊u se stejným nejmenš́ım stupněm.

Př́ıklad 11.1.1 Jeden krok algoritmu minimálńıho stupně je znázorněn na Obrázku 11.1.1.
Na levé straně je př́ıklad grafu v nějakém kroku Algoritmu 11.1.1, kde vrchol minimálńıho
stupně byl označen v, před jeho aktualizaćı. Na pravé straně je pak po aktualizaci.

Ačkoli Algoritmus 11.1.1 vypadá jednoduše, velká časová náročnost je skryta v eli-
minačńım kroku, který tvoř́ı graf Schurova doplňku Gv. I proto budeme v daľśım textu
diskutovat možnosti, jak Algoritmus urychlit.
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u v u v

G G_v

Obrázek 11.1.2: Ukázka nerozlǐsitelnosti vrchol̊u u a v před a po eliminaćı vrcholu v.
Nalevo je p̊uvodńı graf, napravo je graf po eliminaci vrcholu v doplněný o hrany zaplněńı,
kde jsme pro názornost nechali i hrany incidentńı vrcholu v v G.

11.1.2 Nerozlǐsitelnost a dominance

Aby počátečńı uspořádáńı dobře plnilo svou funkci, je třeba, aby bylo efektivńı a spotřebovalo
pouze zlomek času potřebného k celé Choleského faktorizaci a mělo také rozumné pamět’ové
nároky. Proto se nyńı budeme algoritmem zabývat d̊ukladněji a ukážeme, jak jej efektivně
implementovat. Nejprve uvedeme definice některých situaćı, které se obecně v eliminačńıch
grafech vyskytuj́ı a které se daj́ı v implementaćıch využ́ıt.

Definice 11.1.1 Dva r̊uzné vrcholy u a v grafu nazveme nerozlǐsitelné, jestlǐze plat́ı

AdjG(u) ∪ {u} = AdjG(v) ∪ {v}. (11.1)

Př́ıklad 11.1.2 Nerozlǐsitelnost dvou r̊uzných vrchol̊u u a v před eliminaćı vrcholu v a
po ńı je znázorněna na Obrázku 11.1.2.

Ukážeme si některé vlastnosti nerozlǐsitelných vrchol̊u.

Lemma 11.1.1 Necht’ u a v jsou nerozlǐsitelné vrcholy grafu G. Necht’ dále y ∈ V (G),
y 6= u, v. Pak jsou u a v jsou také nerozlǐsitelné vrcholy grafu Gy.

Důkaz: Necht’ u 6∈ adjG(y). Pak plat́ı také v 6∈ adjG(y) a relace nerozlǐsitelnosti vrchol̊u
u a v z̊ustává v platnosti. Necht’ nyńı u, v ∈ adjG(y). Pak se množiny soused̊u obou
vrchol̊u u a v zmenš́ı o jedničku, ale na jejich vzájemném vztahu podle Definice 11.1.1 se
nic nezměńı. �

Lemma 11.1.2 Necht’ jsou vrcholy u a v nerozlǐsitelné vrcholy grafu G. Necht’ dále y ≡ u
je vrchol minimálńıho stupně v G. Pak je vrchol v vrcholem minimálńıho stupně i v
redukovaném eliminačńım grafu Gy.
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Důkaz: Vrchol v bude mı́t stupeň v grafu Gy o jedničku menš́ı než v grafu G, protože
v něm nebude sousedem vrcholu u. Nerozlǐsitelné vrcholy jsou totiž vzájemně sousedńımi
vrcholy. Sousedi vrchol̊u u a v se propojuj́ı do kliky a jejich stupeň přechodem k novému
grafu tedy neklesne. U ostatńıch vrchol̊u z̊ustává stupeň stejný. Následně, vrchol v je
vrcholem minimálńıho stupně v Gy. �

Předcházej́ıćı lemma jinými slovy ř́ıká, že dva nerozlǐsitelné vrcholy mohou být
eliminovány v algoritmu minimálńıho stupně v po sobě následuj́ıćıch kroćıch.
Definici nerozlǐsitelnosti a jej́ı d̊usledky pak snadno zobecńıme na př́ıpad v́ıce vrchol̊u, jak
uvád́ıme v následuj́ıćı poznámce.

Poznámka 11.1.1 Skupina nerozlǐsitelných vrchol̊u v grafu G tvoř́ı kliku, jej́ı̌z všechny
vrcholy maj́ı stejné množiny soused̊u. Eliminaćı libovolného vrcholu této kliky zmenš́ıme
stupeň všech zbývaj́ıćıch vrchol̊u kliky o jedničku a ostatńı vrcholy této kliky zároveň
z̊ustanou nerozlǐsitelné. M̊užeme je tedy všechny eliminovat hned po sobě.

Přirozeným d̊usledkem nerozlǐsitelnosti vrchol̊u je možnost použ́ıt pro eliminaci mı́sto
grafu faktorgraf, který je indukován rozkladem na množiny nerozlǐsitelných vrchol̊u,
jinými slovy, je indukován ekvivalenćı nerozlǐsitelnosti. Tyto množiny nerozlǐsitelných
vrchol̊u lze na začátku algoritmu určit a v jeho pr̊uběhu aktualizovat. Poznamenejme, že
d̊uraz na efektivnost implementaćı obvykle neumožňuje nalézat vždy všechny nové skupiny
nerozlǐsitelných vrchol̊u, což by bylo náročné, ale obvykle pouze některé z nich.

Velmi bĺızkým pojmem, který se dá v algoritmu minimálńıho stupně využ́ıt, je domi-
nance vrcholu nějakým jiným vrcholem, ve smyslu minimálńıho stupně.

Definice 11.1.2 Řekneme, že vrchol v je v grafu G dominován nějakým jiným vrcholem
u, plat́ı-li

AdjG(u) ∪ {u} ⊆ AdjG(v) ∪ {v}. (11.2)

Také s k tomuto pojmu uvedeme některá tvrzeńı, která ukazuj́ı cestu k zvýšeńı efek-
tivnosti Algoritmu minimálńıho stupně. Předně je zřejmé, že pro vrcholy z Definice 11.1.2
plat́ı

degG(u) ≤ degG(v).

Prakticky velmi dobře využitelné tvrzeńı je uvedeno jako Lemma 11.1.3.

Lemma 11.1.3 Necht’ u dominuje v v grafu G ve smyslu uvedené Definice. Necht’ dále
y 6= u, v je vrchol minimálńıho stupně v G. Pak u dominuje v i v grafu Gy.

Ukažme, jak prakticky využ́ıt tvrzeńı Lemmatu 11.1.3. Jak jsme viděli v Algoritmu
11.1.1, každý krok znamená změnu eliminačńıho grafu, která spoč́ıvá v odebráńı hran
spojených s eliminovaným vrcholem a propojeńı jeho soused̊u. Pro tyto propojené sousedy
muśıme přepoč́ıtat jejich stupně, abychom mohli v daľśım kroku rozhodnout o minimalitě
daľśıho eliminovaného vrcholu. Přepoč́ıtáváńı vrchol̊u při eliminaci vrcholu y můžeme
stručně vyjádřit vztahy

v 6∈ AdjG(y)⇒ AdjGy
(v) = AdjG(v) (11.3)
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v ∈ AdjG(y)⇒ AdjGy
(v) = (AdjG(y) ∪ AdjG(v)) \ {y} (11.4)

Máme-li situaci, kdy vrchol u dominuje vrchol v, pak do té doby, dokud u neńı eliminován,
neńı zapotřeb́ı si vrcholu v vš́ımat, ve smyslu přepoč́ıtáváńı jeho stupně. Jak jsme uvedli
výše, v praxi použ́ıváme rozklad indukovaný ekvivalenćı nerozlǐsitelnosti na množině vr-
chol̊u grafu. Grafy, se kterými pracujeme, jsou tedy obecně faktorgrafy. Dominanci pak
můžeme stejně jako nerozlǐsitelnost vztáhnout ke skupinám vrchol̊u, čili k vrchol̊um tohoto
faktorgrafu. Počet krok̊u eliminačńıho procesu bude pak obecně menš́ı než dimenze ma-
tice n a budeme jej značit N . Vzhledem k tomu, že počty vrchol̊u faktorgrafu upravujeme
v jednotlivých kroćıch př́ıpadným shlukováńım nerozlǐsitelných vrchol̊u, neńı obvykle N
známo dopředu.

11.1.3 Model eliminačńıho faktorgrafu

Samotný grafový model použ́ıvaný v implementaćıch je obvykle dosti sofistikovaný. Důvodem
je potenciálně velká pamět’ová náročnost úplných eliminačńıch faktorgraf̊u, do kterých
vkládáme všechny nové hrany. To tedy znamená, že pamět’ potřebná pro jejich uložeńı,
může pak být větš́ı než pamět’ potřebná pro uložeńı hran p̊uvodńıho grafu G(A). Model
eliminačńıho faktorgrafu definovaného ńıže umožňuje algoritmu minimálńıho stupně
pracovat v pamět’ové složitosti O(n + |E|). Tento pojem v praxi nahrazuje redukované
eliminačńı grafy, pomoćı kterých jsme definovali Algoritmus minimálńıho stupně.

Definice 11.1.3 Eliminačńı faktorgraf Γ grafu G = (V,E) je uspořádaná trojice

(S, E , E), kde S ∪ E = V,S ∩ E = ∅ a E ⊆
(

S
2

)

∪
(

E(Γ)
2

)

je množina jeho hran.

Na rozd́ıl od obecného faktorgrafu je tedy množina vrchol̊u V eliminačńıho faktor-
grafu rozdělena na dvě disjuktńı podmnožiny. Prvky S a E budeme nazývat opět vrcholy.
Množinu soused̊u vrcholu r ∈ S∪E , které patř́ı do S, budeme značit sadj(r). Množinu jeho
soused̊u vrcholu r ∈ S ∪E , které patř́ı do E označ́ıme eadj(r). Postupně budeme vytvářet
posloupnost eliminačńıch faktorgraf̊u (Γ0, . . . ,ΓN−1) následuj́ıćım zp̊usobem. Nejprve polož́ıme

Γ0 = (S0, E0, E0) ≡ (V (G), ∅, E(G)).

Eliminačńı faktorgraf Γi = (Si, Ei, Ei) pro i = 1, . . . , N−1, zkonstruujeme ve dvou kroćıch.
V prvńım kroku polož́ıme

Γ̄i = (Si−1 \ {i}, Ei−1 ∪ {i}, Ei−1)

Druhým krokem je źıskáńı eliminačńıho faktorgrafu Γi z eliminačńıho faktorgrafu Γ̄i

tak, že všechny sousedńı vrcholy množiny Ei shlukneme do jednoho vrcholu faktorgrafu,
najdeme dále nerozlǐsitelné vrcholy v Si a t́ım se nám také může zmenšit počet vrchol̊u
eliminačńıho faktorgrafu a vynecháme př́ıpadné nadbytečné hrany a t́ım źıskáme množinu
hran Ei.

Vid́ıme tedy, že množiny Ei slouž́ı k zachyceńı eliminovaných vrchol̊u faktorgrafu. Ty
by v redukovaném eliminačńım grafu již nebyly. Také vid́ıme, že sousedy nějakého vrcholu
z množiny Si dosud neeliminovaných vrchol̊u našli jako sjednoceńı (i) jeho soused̊u v této
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množině a (i) množiny vrchol̊u, které jsou dosažitelné z Si nějakého vrcholu cestou přes
množinu vrchol̊u z Ei.

Jinými slovy, sousedé vrcholu r z množiny Si dosud neliminovaných vrchol̊u ve fak-
torgrafu Γi jsou určeny množinou dosažitelnosti ReachΓi

(r) (viz Definici 5.1.4), která je
dána výrazem

ReachΓi
(r) = sadj(r)

⋃

(

∪e∈eadj(r)sadj(e)
)

, (11.5)

Pro zjednodušeńı jsme zde vynechali indexy faktorgrafu, ke kterému se množiny sou-
sed̊u vztahuj́ı. Vid́ıme, že pojem eliminačńıho faktorgrafu je zobecněńım eliminačńıho
grafu, kde eliminaci vztahujeme zároveň na skupiny vrchol̊u a kde namı́sto struktury
ř́ıdkosti Schurova doplňku hledáme sousedy pomoćı cest přes skupiny eliminovaných vr-
chol̊u. Stejně jako v př́ıpadě eliminace s nalézaným pořad́ım nových vrchol̊u faktorgrafu
bude Γy označovat eliminačńı faktorgraf źıskaný z Γ = (S, E , E) po eliminačńım kroku s
eliminovaným vrcholem faktorgrafu y ∈ S.

Je zřejmé, že implementace algoritmu minimálńıho stupně pomoćı modelu eliminačńıho
faktorgrafu má výše zmı́něnou rozumnou pamět’ovou složitost. Časovou náročnost silně
redukuje použ́ıváńı supervrchol̊u, nalézáńı skupin nerozlǐsitelných vrchol̊u, redukce nad-
bytečných hran i využit́ı dominance vrchol̊u, které vede k neúplné aktualizaci stupň̊u.

11.1.4 Násobný algoritmus minimálńıho stupně

Významnou modifikaćı obecného schématu Algoritmu 11.1.1 je násobná eliminace.
Schéma této modifikace je uvedeno jako Algoritmus 11.1.2.

Algoritmus 11.1.2 Algoritmus násobného minimálńıho stupně.
Input: Neorientovaný graf G = ({1, . . . , n}, E) symetrické čtvercové matice, V ′ = ∅.
Output: Nové uspořádáńı množiny vrchol̊u jako seznam V ′ = (v1, . . . , vn) , které indu-
kuje permutaci matice, pro kterou byl graf zkonstruován.

1. Polož V ′ = ∅
2. while G 6= ∅ do
3. Nalezni všechna v′j, j = 1, . . . , s taková, že plat́ı

degG(v
′
j) = minv∈V (G)degG(v) a zároveň adj(v′j) ∩ adj(v′k) pro j 6= k

4. Vlož všechna v′j, j = 1, . . . , s na konec seznamu V ′ v libovolném pořad́ı
5. for j = 1 : s do
6. G = Gvj

7. end i
8. end while

Př́ıklad 11.1.3 Násobný algoritmus minimálńıho stupně je znázorněn na Obrázku 11.1.3.
Zakroužkováńım jsou označeny všechny vrcholy, které budou najednou eliminovány v jeho
prvńım kroku.

Násobná eliminace tedy eliminuje v každém kroku v́ıce vrchol̊u najednou. Jej́ı výhodou
mimo jiné je to, že přepoč́ıtáváńı stupň̊u vrchol̊u se neprovád́ı tak často. V každém př́ıpadě
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Obrázek 11.1.3: Ukázka vrchol̊u, které mohou být najednou eliminovány v prvńım kroku
Algoritmu 11.1.2.

násobná eliminace měńı pravidelný graf výrazně ”pravidelněǰśım” zp̊usobem, což budeme
demonstrovat na grafu matice źıskané diskretizaci na strukturované śıti. Pro takové śıtě je
známo, že algoritmus násobného minimálńıho stupně je v praxi velmi úspěšný v redukci
zaplněńı. Samozřejmě, za předpokladu efektivńı implementace, založené na eliminačńım
faktorgrafu uvedené výše.

11.1.5 Algoritmus přibližně minimálńıho stupně

Daľśım výrazným vylepšeńım celého schématu, které je bĺızké obecnému Algoritmu 11.1.1
spoč́ıvá v nepřesné aktualizaci stupň̊u vrcholu pouze s použit́ım odhadu na velikosti
stupň̊u vrchol̊u. Pak je možné aktualizaci těchto přibližných stupň̊u provést velmi rychle.
Popǐsme si tuto aktualizaci trochu podrobněji. Protože pracujeme s faktorgrafy, zaved’me
si následuj́ıćı pojem váhy vrcholu.

Definice 11.1.4 Pro prvek s množiny S eliminačńıho faktorgrafu definujeme jeho váhu
weight(s) jako počet vrchol̊u v ∈ s. Váhu weight(e) prvku e množiny E eliminačńıho
faktorgrafu Γ definujeme součtem

∑

s∈sadj(e)
weight(s). (11.6)

Ukažme nyńı, jak źıskáme odhady na stupně vrchol̊u z Si (to jsou vrcholy, co maj́ı
být ještě eliminovány) v nějakém eliminačńım faktorgrafu Γi z hodnot pro Γi−1 pro i =
1, . . . , N . Triviálńım horńım odhadem na stupeň vrcholu r ∈ Si je součet všech vah všech
soused̊u r z Si i Ei. Vzhledem k možným překryv̊um množin sousednosti vrchol̊u z Ei, které
soused́ı s r, může ale být tento odhad daleko od skutečných stupň̊u. Proto při aktualizaci
stupně vrcholu nesč́ıtáme všechny váhy jeho soused̊u, ale váhy soused̊u z Ei upravujeme.
Pro vrchol e ∈ Ei eliminovaný v i-tém kroku se jeho váha v eliminačńım faktorgrafu Γi
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źıská pomoćı množin dosažitelnosti v eliminačńım faktorgrafu Γi−1 následuj́ıćım zp̊usobem

weight(e) =
∑

r∈ReachΓi−1
(e)

weight(r). (11.7)

Každý vrchol z Si ve výše uvedené množině dosažitelnosti bude ale soused vrcholu e v
Γi. Proto pro všechny vrcholy z eadj(r) r̊uzné od e muśıme do jejich stupň̊u započ́ıtat
jen váhy vrchol̊u z Si disjunktńı s ReachΓi−1

(e). K tomu slouž́ı následuj́ıćı modifikace.
Definujme si modifikovanou váhu soused̊u e ∈ Ei vrcholu si ∈ Si, který byl v i-tém kroku
algoritmu eliminován s pomoćı následuj́ıćı rozd́ılové funkce

diff(e) =

{

weight(e) pro e = si
weight(e)−∑r∈reachΓi−1

(si)∩sadj(e)weight(r) pro e 6= si.
, (11.8)

kde pro jednoduchost neindexujeme množiny sousednosti. Přibližný stupeň vrcholu r ∈
reachΓi−1

(si) je pak definován výrazem

weight(si) +
∑

s∈sadj(r)
weight(s) +

∑

e∈eadjreachΓi−1
(si)

diff(e). (11.9)

Algoritmus 11.1.1, který použ́ıvá mı́sto přesných stupň̊u vrchol̊u jejich odhad podle
vztahu (11.9), se nazývá algoritmus přibližně minimálńıho stupně (approximate mini-
mum degree – AMD). Jeho použit́ı vede v praxi k velmi dobrým výsledk̊um v minimalizaci
zaplněńı v grafu.

Postup algoritmů, kde se v jejich jednotlivých kroćıch minimalizuj́ı nebo odhaduj́ı
stupně vrchol̊u neńı jediný možný, který je úspěšný. Jinou možnost́ı je minimalizovat
vznikaj́ıćı zaplněńı. Přibližné algoritmy tohoto typu hraj́ı dnes v ř́ıdkých rozkladech
významnou roli, byt’ jsou jejich implementace pomaleǰśı než algoritmy ze skupiny mi-
nimálńıho stupně.

11.2 Uspořádáńı pásová a profilová

V této podkapitole se budeme zabývat uspořádáńımi, které opět minimalizuj́ı zaplněńı po-
moćı lokálńıho prohledáváńı. Zároveň se ale snaž́ı, aby struktura ř́ıdkosti matice měla
některý ze speciálńıch tvar̊u, které si nyńı zavedeme. Tyto tvary vycházej́ı z toho, že nenu-
lové prvky matice jsou soustředěny na pozićıch kolem jej́ı hlavńı diagonály s př́ıpadnými
daľśımi bloky nenulových prvk̊u v jiných částech matice. V celé kapitole diskutujeme
uspořádáńı čtvercové matice A ∈ Rn×n, která má na hlavńı diagonále nenulové prvky.
Snaha soustředit prvky kolem hlavńı diagonály byla v minulosti motivována jednoduchost́ı
datových struktur implementace. Později se stala práce s obecnými datovými strukturami
velmi efektivńı i na moderńıch poč́ıtačových architekturách a význam uspořádáńı tohoto
typu pro př́ımé metody se zúžil na specifické aplikace. Na druhé straně, v metodách řešeńı
soustav rovnic, kde se s matićı opakovaně pracuje, jako jsou předpodmı́něné iteračńı me-
tody, soustředěńı prvk̊u kolem hlavńı diagonály může být výhodné z hlediska efektivńıho
využit́ı vyrovnávaćı paměti.
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(11.12)

Obrázek 11.2.4: Řı́dká matice, na které si demonstrujeme některé pojmy týkaj́ıćı se
speciálńıch struktur ř́ıdkosti matic.

11.2.1 Pásové, profilové a ovroubené matice

Pro přesněǰśı charakterizaci matice s pozicemi nenulových prvk̊u soustředěných kolem
hlavńı diagonály zaved’me následuj́ıćı pojmy. Pro i-tý řádek matice A ∈ Rn×n, i ∈
{1, . . . , n} označme ri(A) sloupcový index jeho prvńıho nenulového prvku:

ri(A) = min{j| aij 6= 0}. (11.10)

Obdobně pro j-tý sloupec matice A, j ∈ {1, . . . , n}, označme cj(A) sloupcový index jeho
prvńıho nenulového prvku

cj(A) = min{k| akj 6= 0}.
i-tou š́ı̌rkou dolńıho polopásu βL

i (A) matice A pak nazveme rozd́ıl

βL
i (A) = i− ri(A)

a j-tou výškou horńıho polopásu βU
j (A) matice A nazveme rozd́ıl

βU
j (A) = j − cj(A)

Š́ı̌rkou pásu (matice A) pak nazveme č́ıslo β(A) definované vztahem

β(A) = max{βL
i (A)| 1 ≤ i ≤ n}+max{βU

i (A)| 1 ≤ i ≤ n}+ 1. (11.11)

Definované veličiny si ozřejmı́me v Př́ıkladu 11.2.1 na matici z Obrázku 11.2.4

Př́ıklad 11.2.1 Pro matici A z Obrázku 11.2.4 plat́ı r1 = 1, r2 = 1, r3 = 1, c1 = 1,
c2 = 2, c3 = 2, βL

1 (A) = 0, βL
2 (A) = 1, βL

3 (A) = 2, βL
7 (A) = 3, βU

6 (A) = 2, βU
7 (A) = 0.

Š́ıřka pásu matice β(A) má pak velikost 6.

Neurčitý pojem okoĺı hlavńı diagonály matice A můžeme tedy nahradit pojmem pásu
band(A) nebo profilu env(A) jako množiny pozic podle následuj́ıćıch definic.
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(11.13)

Obrázek 11.2.5: Řı́dká matice z Obrázku 11.12, na které si demonstrujeme pás matice. Do
pásu matice spadaj́ı prvky označené symbolem ⊛

























⊛

⊛ ⊛ ⊛

⊛ ⊛ ⊛ ⊛

⊛ ⊛ ⊛ ⊛

⊛ ⊛ ⊛

⊛ ⊛

⊛ ⊛ ⊛ ⊛ ⊛

⊛ ⊛ ⊛

























(11.14)

Obrázek 11.2.6: Řı́dká matice z Obrázku 11.12, na které si demonstrujeme profil matice.
Do profilu matice započ́ıtáváme prvky označené symbolem ⊛

Definice 11.2.1 Pás matice A, označovaný band(A) je definován sjednoceńım

band(A) = {(i, j)| 0 ≥ i− j ≤ β(A)} ∪ {(j, i)| 0 < j − i ≤ β(A)}.

Definice 11.2.2 Profil matice env(A) definujeme vztahem

env(A) = {(i, j)| 0 ≥ i− j ≤ βL
i (A)} ∪ {(j, i)| 0 < j − i ≤ βU

i (A)}.

Na Obrázćıch 11.13 a 11.14 znázorňujeme pás a profil matice zakroužkovanými hvězdičkami
Vid́ıme, že profil může obsahovat výrazně méně prvk̊u než pás matice a je tedy z tohoto
pohledu efektivněǰśı datovou strukturou.

Mı́sto popisu profilu nebo pásu matice se někdy použ́ıvá termı́nu š́ı̌rky polofronty.
Konkrétně, i-tou š́ı̌rku dolńı polofronty matice A pro i ∈ {1, . . . , n}, kterou označ́ıme
ωL
i (A), definujeme vztahem

ωL
i (A) = |{k|k > i ∧ (∃l ≤ i)(akl 6= 0)}|. (11.15)

Jej́ı hodnota tedy označuje počet aktivńıch řádk̊u pro i-tý sloupec, tedy takových řádk̊u
s indexem l alespoň i, které maj́ı rl ≤ i, kde rl je dáno vztahem (11.10). Analogicky pak
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Obrázek 11.2.7: Př́ıklad matice pro demonstrováńı š́ıřek dolńıho polopásu a dolńı po-
lofronty.

definujeme j-tou výšku horńı polofronty matice

ωU
j (A) = |{k|k > i ∧ (∃l ≤ i)(alk 6= 0)}|. (11.16)

Definice 11.2.3 Frontu matice A, označovanou front(A), definujeme jako sjednoceńı

front(A) = {(i, j)| 0 ≥ i− j ≤ ωL
i (A)} ∪ {(j, i)| 0 < j − i ≤ ωU

i (A)}.

Př́ıklad 11.2.2 Rozd́ıl mezi š́ıřkou dolńıho polopásu a š́ıřkou dolńı polofronty matice si
ukážeme na Obrázku 11.2.7, kde je znázorněna ř́ıdká dolńı trojúhelńıková matice. Hodnoty
ωL
i pro i = 1, . . . , 5 jsou, po řadě, 2, 1, 2, 1, 0 a hodnoty βL

i pro i = 1, . . . , 5 jsou, po řadě,
0, 1, 0, 3, 2.

Má-li matice intuitivně malou velikost pásu či profilu, hovoř́ıme omatici pásové nebo
profilové. Zd̊urazněme ale, že jde o terminologii utilitárńı, která je (analogicky k definici
ř́ıdkosti) závislá na algoritmickém či obecně matematickém ćıli práce s matićı.

Poznámka 11.2.1 Řada zavedených pojm̊u se použ́ıvá předevš́ım pro matice se symetric-
kou strukturou ř́ıdkosti nenulových prvk̊u, kdy se terminologie zjednoduš́ı. V tomto př́ıpadě
budeme hovořit pouze o š́ıřkách polopásu a š́ıřkách polofront bez blǐzš́ıho vymezeńı a v zave-
dených veličinách nebudeme použ́ıvat horńı indexy L a U . To nám také umožńı zjednodušit
některé předcházej́ıćı definice. Např́ıklad v definici pásu, profilu a fronty uvažujeme po-
zice v matici neorientované, např́ıklad {i, j} mı́sto dvojice pozic (i, j) a (j, i).

V některých př́ıpadech se jsou obĺıbené i matice, které maj́ı nenulové prvky i v daľśıch,
dobře charakterizovaných částech. Na Obrázku 11.2.8 je vlevo znázorněn tvar matice,
který se nazývá pásový s řádkovým ovroubeńım a vpravo tvar pásový s dvojitým
(symetrickým) ovroubeńım. Dále se ale takto zobecněným tvar̊um matic nebudeme
věnovat.

V řadě praktických situaćı struktura ř́ıdkosti matice A sice nemá tvar, který se dá
zachytit malým pásem nebo profilem, to jest pásem nebo profilem s “malou” velikost́ı
|band(A)| nebo |env(A)|, ale mohou existovat d̊uvody, aby matice měla oblast nenulových
prvk̊u v okoĺı diagonály co nejkompaktněǰśı. V těchto př́ıpadech se matice může trans-
formovat tak, že se velikost jej́ıho pásu/profilu zmenš́ı. Samotná transformace se provád́ı
permutaćı matice.
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Obrázek 11.2.8: Tvary matice pásové s řádkovým ovroubeńım (vlevo) a pásové se symet-
rickým ovroubeńım. (vpravo)

11.2.2 Ukládáńı pásových, profilových a blokově strukturovaných

matic

Výše jsme hovořili o ukládáńı matic s obecnou strukturou ř́ıdkosti. V př́ıpadě pásového či
profilového tvaru je možné schéma uložeńı výrazně zjednodušit. Pro zachyceńı matice nám
např́ıklad u matice pásové stač́ı pole s numerickými hodnotami a č́ıslo, které vyjadřuje
š́ı̌rku pásu matice. Indexy prvk̊u nejsou třeba ukládat, protože jsou zřejmé. Na Obrázku
11.2.5 je zachycena matice a pásové schéma jejich uložeńı, které v něm uvád́ıme. Prvky
pásových a profilových matic ale lze ukládat i úplně jinak, např́ıklad po diagonálách do
jednorozměrného nebo dvojrozměrného pole.

Je zřejmé, že při nevyrovnanosti dolńıch a horńıch š́ı̌rek polopás̊u matice může být
schéma uložeńı založené na pásovém paradigmatu neefektivńı. Tomu může odpomoci
schéma uložeńı, které použ́ıvá pouze profilové informace. Při profilovém uložeńı matice
je pak potřeba uschovat nav́ıc (vzhledem k pásovému schématu uložeńı) vektory š́ı̌rek
horńıho a dolńıho polopásu. Pro ten účel vyhrazujeme pracovńı vektory délky n, které po
řadě znač́ıme IAL a IAU . Obrázek 11.2.10 tento formát uložeńı pro matici z Obrázku
11.2.9 znázorňuje.

11.2.3 Uspořádáńı do pásového nebo profilového tvaru

V př́ıpadě pásového nebo profilového algoritmu je hlavńım úkolem nalézt takové uspořádáńı,
které minimalizuje velikost pásu nebo profilu matice ve smyslu počtu nenulových prvk̊u
uvnitř těchto struktur. To pak může také poskytnout malé zaplněńı v Choleského fak-
toru. Jiným zmı́něným možnostem, jako je minimalizace ovroubeného pásu či profilu se
zde bĺıže nebudeme věnovat. Pro jednoduchost budeme zde vždy předpokládat, že je ma-
tice symetrická. Podstatným d̊uvodem, proč jsou pás a profil matice výhodné z hlediska
zaplněńı a proč na uložeńı matice i v pr̊uběhu rozkladu stač́ı výše zmı́něné struktury pro
rozkládanou matici A, je vysvětlen tvrzeńım následuj́ıćı Věty 11.2.1.

Věta 11.2.1 Mezi matićı symetrickou A a jej́ı matićı zaplněńı plat́ı vztah

env(A) = env(F ). (11.17)
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Matice A:













1.1 2 3
4 2
3.1 5

6 7
2 0 3 8













Uložeńı matice A jako pásové ve formátu: dolńı trojúhelńık po sloupćıch a horńı
trojúhelńık po řádćıch. Ukládá se vždy nejprve sloupec a pak řádek; diagonálńı prvek
je připojen jen jednou a to ke sloupci. Dolńı a horńı š́ı̌rky polopás̊u jsou, po řadě, 3 a 2.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

A: 1.1 0 0 0 2 3 4 3.1 0 2 2
0 5 6 0 0 0 7 3 0 8

Obrázek 11.2.9: Př́ıklad uložeńı matice jako pásové v konkrétńım popsaném formátu

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

A: 1.1 0 0 0 2 3 4 3.1 0 2 2
0 5 6 0 0 0 7 3 0 8

IAL: 0 0 1 0 3

IAU : 2 1 0 0 0

Obrázek 11.2.10: Př́ıklad uložeńı matice A z Obrázku 11.2.5 jako profilové v popsaném
formátu. Konkrétně: jej́ı dolńı trojúhelńık je uložen po řádćıch a jej́ı horńı trojúhelńık
je uložen po sloupćıch. Ukládá se vždy nejprve řádek a pak sloupec; diagonálńı prvek je
připojen jen jednou a to ke sloupci.
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Důkaz: Důkaz provedeme matematickou indukćı podle dimenze k podmatice A11 matice
A. Budeme předpokládat, že numerické vlastnosti matice umožňuj́ı použ́ıt Choleského
rozklad. Pro k = 1 a k = 2 je tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme, že tvrzeńı věty plat́ı
pro všechny matice dimenze k < n a ukážeme, že plat́ı i pro matici A11 dimenze k + 1.
Znázorněme A11 dimenze k společně s jej́ım Choleského faktorem jako ovroubenou matici
následuj́ıćım zp̊usobem

A =

(

A11 u
uT α

)

=

(

L11 0
vT β

)(

LT
11 v
0 β

)

(11.18)

Porovnáńım matice a jej́ıho Choleského faktoru źıskáme L11v = u. Pro komponenty vek-
toru u plat́ı, že uj = 0 pro j < rk+1(A) a také urk+1

6= 0, kde rk+1(A) je definováno
v (11.10) (využ́ıváme symetrie matice). Proto i vj = 0 pro j < rk+1(A) a vrk+1

6= 0.
Indukčńı krok je tedy dokázán a Věta plat́ı. �

Základńı myšlenkou přibližného postupu, jak naj́ıt nové oč́ıslováńı řádk̊u a sloupc̊u
takové, že matice bude mı́t po přeuspořádáńı malý pás a profil, je založeno na následuj́ıćım.
V neorientovaném grafu symetrické matice budeme č́ıslovat vrcholy tak, že pro každý
z nich se snaž́ıme oč́ıslovat co nejdř́ıve také jeho sousedy. Rozd́ıl hodnot nového
oč́ıslováńı nějakého vrcholu x a jeho souseda y ∈ adj(x) je dolńı meźı na velikost š́ı̌rky
polopásu matice. Postup, který z této úvahy vyplývá nese název CM algoritmus a je tak
pojmenován podle svých autor̊u (Cuthill a McKee). Uvád́ıme jej v Algoritmu 11.2.1 a
pro jednoduchost předpokládáme, že neorientovaný graf matice je souvislý. Jinak je třeba
aplikovat Algoritmus na každou komponentu grafu samostatně.

Algoritmus 11.2.1 Algoritmus CM (Cuthill-McKee) pro minimalizaci š́ı̌rky
pásu a profilu matice.
Input: Neorientovaný a souvislý graf G = ({1, . . . , n}, E) symetrické čtvercové matice.
Output: Nové uspořádáńı množiny vrchol̊u v seznamu V ′ = (v1, . . . , vn) , které indukuje
permutaci matice, pro kterou byl graf zkonstruován.

1. Nalezni počátečńı vrchol r a polož v1 = r
2. Vlož v1 jako neoznačený prvek na konec seznamu V ′

3. while |V ′| 6= n do
4. Nalezni prvńı dosud neoznačený prvek vj seznamu V ′

5. Označ jej
6. Přidej všechny jeho sousedy, kteř́ı nejsou dosud ve V ′ na konec tohoto seznamu.
7. end while

Všimněme si, že Algoritmus 11.2.1, potřebuje ke své práci pouze graf G(A) matice
A. Jinými slovy, graf se v pr̊uběhu algoritmu neńı potřeba měnit tak jako tomu bylo u
algoritmů skupiny minimálńıho stupně. To výrazně zjednodušuje implementaci a redukuje
časovou složitost.

Neurčenou položkou v Algoritmu 11.2.1 je výběr počátečńıho vrcholu. Snadno nahlédneme,
že vhodnými kandidáty pro tento výběr jsou takové vrcholy, pro které je nejkratš́ı cesta k
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nějakému daľśımu vrcholu grafu co nejdeľśı. To můžeme formálně popsat pomoćı následuj́ıćıho
pojmu excentricity. Definujme excentricitu ǫ(u) vrcholu u grafu definujeme jako ma-
ximálńı délku d(u, v) nejkratš́ı cesty mezi vrcholem u a nějakým jiným vrcholem grafu v,
jinými slovy

ǫ(u) = max
v∈V

d(u, v) (11.19)

Vhodnými kandidáty pro počátečńı vrchol Algoritmu 11.2.1 budou tedy vrcholy s velkou
excentricitou. Poznamenejme, že velikost maximálńı excentricity nějakého vrcholu grafu
se nazývá jeho pr̊uměr.

Algoritmus nalezeńı vrchol̊u s maximálńı excentricitou, to jest těch, které realizuj́ı
pr̊uměr grafu, je sice polynomiálńı, ale stejně př́ılǐs vysoká, protože pro jejich nalezeńı
bychom museli poč́ıtat vzdálenosti mezi vrcholy. Proto se v praxi ujal algoritmus GPS,
který je jednoduchým přibližným algoritmem pro nalezeńı vrchol̊u s dostatečnou ex-
centricitou a je vlastně variantou prohledáváńı grafu do š́ı̌rky. Dř́ıve než jej uvedeme
v následuj́ıćım Algoritmu 11.2.2 uved’me následuj́ıćı definici.

Definice 11.2.4 Strukturou úrovńı grafu G = (V,E) nazveme rozklad L = (L0, . . . , Lλ)
množiny vrchol̊u V , pro který plat́ı λ ∈ N, λ ≥ 1, adj(Li) ⊆ Li−1 ∪ Li+1 pro i =
1, . . . , λ − 1, adj(L0) ⊆ L1 a adj(Lλ) ⊆ Lλ−1. Š́ı̌rkou struktury úrovńı L nazveme č́ıslo
w(L) = max0≤i≤λ |Li|

Strukturu úrovńı L(r) pro r ∈ V můžeme vytvořit následuj́ıćım zp̊usobem. Položme
L0(r) = {r}, Li(r) = adj(

⋃ i−1
k=0Lk(r)) pro i = 1, . . . , λ, kde zřejmě λ = ǫ(r). Struktura

úrovńı je pak L(r) = (L0(r), . . . , Lλ(r)).

Algoritmus 11.2.2 Algoritmus GPS (Gibbs-Poole-Stockmeyer) nalezeńı vhod-
ného startovaćıho vrcholu pro Algoritmus 11.2.1.
Input: Neorientovaný graf G = ({1, . . . , n}, E) symetrické čtvercové matice.
Output: Počátečńı startovaćı vrchol r pro CM algoritmus.

1. Zvol prvńı aproximaci vrcholu r libovolně
2. do
3. Vytvoř strukturu úrovńı L(r) = (L0(r), . . . , Lλ(r)(r))
4. Uspořádej vrcholy v x ∈ Lλ(r) podle vzr̊ustaj́ıćıho stupně
5. for all x ∈ Lλ(r) v takto źıskaném pořad́ı do
6. Vytvoř strukturu úrovńı L(x).
7. Zaznamenej délku této struktury λ(x).
8. end for all
9. if pro prvńı x, které splňuje |L(x)| > |L(r)| then
10. polož r = x
11. else
12. exit do
13. end if
14. end do
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V praxi se použ́ıvá v́ıce modifikaćı tohoto základńıho schématu. Jednoduchá vari-
anta spoč́ıvá např́ıklad v tom, že se v desátém kroku Algoritmu 11.2.2 vybere z posledńı
množiny struktury úrovńı vrchol, který má nejmenš́ı stupeň a pouze ten se použije na
testováńı délky j́ım generované struktury úrovńı. Uved’me si nyńı některé teore-
tické vlastnosti souvisej́ıćı s uvedenými algoritmy. Prvńı z nich je jasné z definice ne-
rozložitelnosti.

Lemma 11.2.1 Pro nerozložitelnou symetrickou matici A (náš předpoklad) vždy plat́ı

ri(A) < i, 1 < i ≤ n.

Lemma 11.2.2 Pro nerozložitelnou symetrickou matici A uspořádanou CM algoritmem
plat́ı

ri(A) ≤ rj(A), 1 < i < j ≤ n.

Důkaz: Důkaz provedeme sporem. Uvažujme neorientovaný grafový model matice. Před-
pokládejme, že v matici, uspořádané CM algoritmem existuje sloupec k a dva řádky
s indexy i, j pro které plat́ı i < j a přitom a také ri(A) > k, rj(A) ≤ k. To ale znamená,
že vrchol j je soused prvńıch k vrchol̊u, zat́ımco i neńı. To je ve sporu s CM algoritmem,
který musel nejprve zařadit do seznamu všechny sousedy prvńıch k vrchol̊u dř́ıve, než tam
mohl být zařazen vrchol i. �

V př́ıpadě přeuspořádáńı matice, ke kterému vede oč́ıslováńı CM algoritmem, neobsa-
huje profil Choleského faktoru žádné nulové prvky, jak ukazuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 11.2.3 Necht’ A je symetrická nerozložitelná matice uspořádaná CM algoritmem,
pro kterou plat́ı ri(A) < i pro 1 < i ≤ n. Pak profil env(F ) neobsahuje nulové prvky.

Důkaz: Důkaz provedeme matematickou indukćı podle dimenze n matice A. Pro k = 1 a
k = 2 je tvrzeńı zřejmé. Předpokládejme, že tvrzeńı věty plat́ı pro všechny matice dimenze
k a ukážeme, že plat́ı i pro matici A dimenze k+1 ≤ n. Znázorněme si podmatici matice
A dimenze k + 1 společně s jej́ım Choleského faktorem následuj́ıćım zp̊usobem

A =

(

A11 u
uT α

)

=

(

L11 0
vT β

)(

LT
11 v
0 β

)

(11.20)

Porovnáńım matice a jej́ıho Choleského faktoru vid́ıme, že muśı platit

L11v = u.

V́ıme, že v (k + 1)-ńım řádku plat́ı rn+1(A) < n + 1. Protože je matice uspořádána CM
algoritmem a pro A11 plat́ı indukčńı předpoklad, tak jsou podle Lemmatu 11.2.2 ve ve
sloupci rn+1(A) matice L11 pouze nenulové prvky. To ale znamená, že jsou všechny vrcholy
rn+1, . . . , k orientovaného acyklického grafu L11 dosažitelné z vrcholu rn+1, komponenty
vrn+1, . . . , vk jsou nenulové a indukčńı krok je dokázán. �

Následuj́ıćı tvrzeńı (viz Theorem 4.2 v [109]) ukazuje vztah profilu a fronty matice
oč́ıslované algoritmem CM. Jak je vidět z d̊ukazu, pro obecně uspořádanou matici tento
vztah neplat́ı.
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Lemma 11.2.4 Necht’ A je symetrická matice uspořádaná CM algoritmem. Pak plat́ı

front(A) ⊆ env(A). (11.21)

Důkaz: Necht’ (i, j) ∈ front(A), (i, j) 6∈ env(A). Bez újmy na obecnosti předpokládejme,
že i > j, protože př́ıpad i = j je jasný. Podle definice fronty existuje k ≥ i takové, že pro
nějaké l ≤ j je akl 6= 0. Nemůže přitom platit aij′ 6= 0 pro žádné j′ ≤ j, protože pak by
platilo (i, j) ∈ env(A). Pak tedy je ri(A) > j. Zároveň ale rk(A) ≤ j, a dostáváme spor s
tvrzeńım Lemmatu 11.2.2. Lemma je tak dokázána. �

Uvažujme nyńı následuj́ıćı Algoritmus 11.2.3, který budeme také nazývat algoritmem
RCM (Reverse Cuthill-McKee). Uvid́ıme, že pro minimalizaci profilu matice je vhodněǰśı
než Algoritmus 11.2.1.

Algoritmus 11.2.3 Algoritmus RCM (reverse Cuthill-McKee) pro minimaliza-
ci š́ı̌rky pásu a profilu matice.
Input: Neorientovaný graf G = ({1, . . . , n}, E) symetrické čtvercové matice.
Output: Nové uspořádáńı množiny vrchol̊u v seznamu V ′ , které indukuje permutaci ma-
tice, pro kterou byl graf zkonstruován.

1. Algoritmem 11.2.1 nalezni seznam V ′′ = (v1, . . . , vn)
2. Seznam V ′ = (vn, . . . , v1) tvoř́ı nové oč́ıslováńı G

Princip nového algoritmu je pouze v obráceńı pořad́ı vrchol̊u z CM algoritmu. Následuj́ıćı
tvrzeńı je zřejmé.

Lemma 11.2.5 Necht’ A je symetrická matice, která byla přeuspořádána CM algoritmem
a Ã je matice, kterou z ńı źıskáme obráceńım pořad́ı oč́ıslováńı, to jest algoritmem RCM
odvozeným z daného CM algoritmu. Pak plat́ı

env(Ã) = {{i, j} | i ≥ j ∧ ∃ k ≥ i with akj 6= 0}.
Následuj́ıćı Lemma 11.2.6 ukazuje souvislost mezi frontou matice přeuspořádané algo-

ritmem CM a profilem matice z algoritmu RCM.

Lemma 11.2.6 Necht’ A je symetrická matice, která byla přeuspořádána CM algoritmem
a Ã je matice, kterou z ńı źıskáme obráceńım pořad́ı oč́ıslováńı, to jest algoritmem RCM.
Pak plat́ı

ωn−i+1(Ã) ≤ βi(A).

Důkaz: Kdyby pro nějaké i platilo ωn−i+1(Ã) > βi(A), pak by muselo být nějaké j takové,
že plat́ı j < ri(A) a zároveň

{i, j} ∈ env(Ã) ≡ {{i, j} | i ≥ j ∧ ∃ k ≥ i with akj 6= 0}.
To je spor s tvrzeńım Věty 11.2.2. �

Zřejmým d̊usledkem předcházej́ıćıch tvrzeńı je tedy platnost vztahu

env(Ã) ⊆ front(A) ⊆ env(A) (11.22)

z čehož vid́ıme, že plat́ı
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Důsledek 11.2.1 Necht’ A je matice, která byla přeuspořádána CM algoritmem a Ã je
matice, kterou z ńı źıskáme obráceńım pořad́ı oč́ıslováńı, to jest algoritmem RCM odvo-
zeným z daného CM algoritmu. Pak plat́ı

|env(Ã)| ≤ |env(A)|.

Vid́ıme tedy, že pro minimalizaci profilu je obecně vhodněǰśı Algoritmus 11.2.3 než
Algoritmus 11.2.1. Jedná-li se pouze o minimalizaci pásu, snadno nahlédneme, že š́ı̌rka
pásu se obráceńım pořad́ı vrchol̊u nezměńı a je tedy jedno, který z nich použijeme.
Podle Lemmatu 11.2.3 plat́ı i to, že počet nenulových prvk̊u ve faktoru matice A, źıskané
přeuspořádáńım CM algoritmem, je obecně alespoň takový, jako počet prvk̊u ve faktoru
matice, kterou źıskáme zA obráceńım pořad́ı oč́ıslováńı. V praxi je tento dodatek zaj́ımavý
ale jen v některých situaćıch, protože profilové schéma je většinou spojeno s explicitńım
ukládáńım nenulových prvk̊u profilu, kde už neńı potřeba rozlǐsovat, které z nich jsou
opravdu nenulové a které jsou před rozkladem nulové.

Algoritmus CM (a tedy i RCM) jsou založeny na lokálńım prohledáváńı. Velká snaha
byla věnována nalezeńı nějaké globálńı korekce do relativně levného algoritmu. Velmi
populárńım př́ıstupem v této kategorii metod je Sloan̊uv algoritmus, ale jeho výklad jde
už nad rámec tohoto textu.

11.3 Globálńı uspořádáńı

Diametrálně odlǐsnou strategíı je hledáńı uspořádáńı, které berou do úvahy globálńı vlast-
nosti celé oblasti. Historicky prvńım př́ıstupem tohoto typu a nejd̊uležitěǰśım generickým
algoritmem pro uspořádáńı matic je postup, který zde nazveme metodou vnořených
řez̊u (nested dissection). Jeho základńı princip můžeme demonstrovat na rozděleńı
grafu na dvě části pomoćı vrcholového separátoru.

Definice 11.3.1 Vrcholovým separátorem neorientovaného grafu G = (V,E) na-
zveme množinu S jeho vrchol̊u takovou, že podgraf grafu G indukovaný množinou V \ S
má v́ıce komponent než G.

Uvažujme nyńı pro jednoduchost nerozložitelnou matici a podgraf G(V \S) jej́ıho grafu
G, který má právě dvě komponenty. Označme množiny vrchol̊u tyto dvou komponent
symboly C1 a C2. Oč́ıslujeme-li nyńı nově množinu V tak, aby nejprve byly č́ıslovány
vrcholy množiny C1, pak vrcholy množiny C2 a nakonec vrcholy množiny S, pak má
matice A po přeuspořádáńı indukovaném t́ımto novým oč́ıslováńım blokovou strukturu
z Obrázku 11.3.11. Tato struktura se zřejmě zachová i při Choleského rozkladu. Bloková
struktura př́ıslušného Choleského faktoru je na Obrázku 11.3.12.

Nulové bloky v pozićıch (1, 2) a (2, 1) rozkladu nejsou náhodné a plynou z vlastnost́ı
separace množiny V \ S množinou S na dvě části. Je tedy možné předpokládat určitou
a jasně definovanou ř́ıdkost v Choleského faktoru nav́ıc k tomu, že jednotlivé obecně ne-
nulové bloky mohou být také ř́ıdké. Uspořádáńı metodou vnořených řez̊u źıskáme reku-
rentńı aplikaćı tohoto postupu separace množiny pomoćı vrcholového separátoru. Jinými
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A =





A11 0 AT
31

0 A22 AT
32

A31 A32 A33



 (11.23)

Obrázek 11.3.11: Př́ıklad matice A s blokovou strukturou indukovanou rozděleńım jej́ı
množiny vrchol̊u na tři části pomoćı vrcholového separátoru S. Vrcholy množiny S jsou
oč́ıslovány jako posledńı.

L =





L11 0 0
0 L22 0
L31 L32 L33



 (11.24)

Obrázek 11.3.12: Př́ıklad Choleského faktoru L matice s blokovou strukturou indukovanou
rozděleńım jej́ı množiny vrchol̊u na tři části pomoćı vrcholového separátoru S. Vrcholy
množiny S jsou oč́ıslovány jako posledńı.

slovy, hledáńı separátor̊u aplikujeme postupně na komponenty C1 a C2. T́ım źıskáme se-
parátory S1 a S2 a stejně postupujeme dále pro nově vytvořené komponenty. Separátory
pak řad́ıme do výsledné permutace odzadu tak jak je postupně źıskáváme.

Řı́dkost i počet operaćı, které je potřeba provést při Choleského rozkladu takto přeuspořádané
matice, je možné explicitně omezit, ale tyto vztahy zde nebudeme uvádět. Základńı algorit-
mus metody vnořených řez̊u se ukázal velmi užitečným pro řešeńı soustav lineárńıch alge-
braických rovnic. Nicméně, zaznamenal také značný rozkvět od devadesátých let minulého
stolet́ı až dodnes jako obecná metoda, ve které se separátory hledaj́ı velmi d̊umyslně, po-
moćı technik nazývaných děleńı graf̊u a hypergraf̊u Obrázky 11.3.13 a 11.3.14 zachy-
cuj́ı, po řadě, oč́ıslováńı vrchol̊u pravidelného grafu, který vznikl diskretizaćı pětibodovým
schématem na strukturované śıti ve dvou dimenźıch (propojeńı vrchol̊u vertikálńımi a ho-
rizontálńımi spojnicemi odpov́ıdá hranám grafu) a eliminačńı strom pro symetrickou a
silně regulárńı matici této struktury.
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1 7 4 43 22 28 25

3 8 6 44 24 29 27

2 9 5 45 23 30 36

19 20 21 46 40 41 42

10 16 13 47 31 37 34

1712 15 48 33 38 36

11 18 14 49 32 39 35

Obrázek 11.3.13: Př́ıklad pravidelného grafu, který vznikl diskretizaćı ve dvou dimenźıch
a jeho oč́ıslováńı metodou vnořených řez̊u.
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Obrázek 11.3.14: Př́ıklad eliminačńıho stromu pravidelného grafu, který vznikl diskretizaćı
ve dvou dimenźıch a jeho oč́ıslováńım metodou vnořených řez̊u.
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Stabilita ř́ıdkých rozklad̊u

Rozumná mı́ra stability rozkladu v nepřesné aritmetice poč́ıtače je jedńım ze základńıch
požadavk̊u na řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic př́ımými metodami. Nedo-
statek stability se projev́ı předevš́ım v malé přesnost́ı spoč́ıtaných faktor̊u a promı́tá se
do jejich použit́ı v substitučńıch kroćıch.

Nepřesná aritmetika poč́ıtače implikuje, že se rozklady v praxi poč́ıtaj́ı pouze přibližně,
ale k dodatečným nepřesnostem v rozkladu mohou být ještě daľśı motivace: zmenšeńı arit-
metické náročnosti výpočtu, zmenšeńı strukturálńı náročnosti rozkladu ř́ıdké matice t́ım,
že se zjednoduš́ı použité datové struktury a/nebo zmenš́ı vznikaj́ıćı zaplněńı. Přibližný roz-
klad může také vzniknout, i když neńı prvotńım ćılem, dojde-li k problémům s existenćı
rozkladu dané matice na regulárńı faktory a rozkládaná matice pak muśı být nějakým
zp̊usobem modifikována. Jiným d̊uvodem pro poč́ıtáńı přibližného rozkladu může být
zvýšeńı efektivity rozkladu či substitučńıch krok̊u na konkrétńıch poč́ıtačových archi-
tekturách. Problémy s existenćı rozkladu přirozeně vznikaj́ı, protože v řadě př́ıpad̊u je
algoritmus rozkladu založen na dopředu obt́ıžně ověřitelném předpokladu silné regularity.
V př́ıpadě , že se rozklady poč́ıtaj́ı pouze přibližně nad rámec nepřesnost́ı zp̊usobených
nepřesnou aritmetikou poč́ıtače, substitučńı kroky se obvykle aplikuj́ı v propojeńı s nějakou
iteračńı metodou a stabilita rozklad̊u je tedy naprosto podstatná.

V př́ıpadě přibližného rozkladu obvykle rozlǐsujeme dvoj́ı druh přesnosti výpočtu. Za
prvé, přesnost přibližného rozkladu, kterou můžeme měřit nějakou maticovou normou.
Pro LU rozklad můžeme např́ıklad tuto přesnost vyjádřit výrazem

‖ A− LU ‖ . (12.1)

A za druhé, přesnost substitučńıch krok̊u s faktory vyjádřenou pro LU rozklad např́ıklad
výrazem

‖ I − U−1L−1A ‖ . (12.2)

Specifickou tř́ıdu tvoř́ı přibližné rozklady, které se použ́ıvaj́ı pro transformaci iteračńıch
metod jako jejich předpodmı́něńı, jejichž výpočet by měl být velmi levný a o kterých
budeme hovořit později. Je-li p̊uvodńı matice modifikována, obecnou metodou na źıskáńı
řešeńı je zkombinovat źıskaný rozklad s iteračńı metodou. Touto iteračńı metodou může
být iteračńı zpřesněńı, ale může j́ı být i obecněǰśı metoda, jak o tom budeme mluvit
později.

189



190 12. Stabilita ř́ıdkých rozklad̊u

12.1 Stabilita rozklad̊u

Zmiňme nejprve obecný výsledek, týkaj́ıćı se stability LU rozkladu v aritmetice s konečnou
přesnost́ı. Jsou-li L̂ a Û vypoč́ıtané faktory LU rozkladu matice A ∈ Rn×n a znač́ı-li ǫ
strojovou přesnost použité aritmetiky poč́ıtače, pak pro matici E splňuj́ıćı

A+ E = L̂Û

plat́ı
||E||∞ ≤ 2nǫ||L̂||∞||Û ||∞ +O(ǫ2). (12.3)

Předpokládáme-li nyńı platnost vztahu

nǫ≪ 1 (12.4)

a je-li x̂ vypočteným řešeńım soustavy s těmito faktory, pak je x̂ také přesným řešeńım
úlohy

(A+∆A)x̂ = b, (12.5)

kde
||∆A||∞ ≤ 6nǫ||L̂||∞||Û ||∞ +O(ǫ2). (12.6)

Analogické vztahy lze formulovat i v jiných maticových normách.
Problémem výše uvedených tvrzeńı z praktického pohledu je určeńı vztahu mezi veli-

kostmi faktor̊u, danými např́ıklad v (12.6) jako ||L̂||∞ a ||Û ||∞ na jedné straně a normou
||A||∞. Pro určeńı tohoto vztahu jsou potřeba bližš́ı detaily o LU rozkladu. V př́ıpadě
částečné pivotace, tedy rozkladu matice PA, kde P je řádková permutačńı matice určená
tak, aby se maximalizovaly absolutńı hodnoty pivot̊u, plat́ı

||L̂||∞ ≤ n (12.7)

a stač́ı se omezit na zkoumáńı výrazu

||Û ||∞
||Â||∞

, (12.8)

který se nazývá r̊ustový faktor a je třeba, aby byl co nejmenš́ı. Je-li r̊ustový faktor
malý, je LU rozklad s částečnou pivotaćı zpětně stabilńı a v tomto smyslu hovoř́ıme o
jeho podmı́něné zpětné stabilitě. V daľśım textu budeme pro kompatibilitu s jinými
výsledky r̊ustový faktor pro LU rozklad s faktorem Û = (û)ij psát také ve tvaru

ρgrowth = max(ûij)/max(aij) (12.9)

pro př́ıslušné indexy i a j.
Jiná situace je v Choleského rozkladu symetrické a pozitivně definitńı matice v arit-

metice s konečnou přesnost́ı.
Je-li L̂ je vypoč́ıtaný Choleského faktor odmocninové Choleského rozkladu a plat́ı-li

n3/2ǫ≪ 1, pak pro matici splňuj́ıćı

A+ E = L̂L̂T
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plat́ı

||E||F ≤
(

2n3/2

1− 2n3/2ǫ

)

ǫ||A||F +O(ǫ2). (12.10)

Vid́ıme, že v tomto př́ıpadě je Choleského rozklad bezpodmı́nečně zpětně stabilńı.
Norma spoč́ıtaného Choleského faktoru L̂ se v odhadu chybové matice E nevyskytuje a
stabilitńı výsledek je formulován explicitně pomoćı vstupńıch dat.

V praktických rozkladech je problém, jak obecně heuristicky omezit normy spoč́ıtaných
faktor̊u na pravé straně pro rozklady obecněǰśı matic a obecněǰśı rozklady, což někdy
může být zabezpečeno statickou permutaćı, ale obecně muśıme provádět pivotaci a
přihlédnout k ř́ıdkosti matic.

12.2 Přeuspořádáńı, pivotace a jejich motivace v ř́ıdkých

rozkladech

Uvažujme LU rozklad a rozlǐsme několik základńıch př́ıpad̊u přeuspořádáńı/permutace,
které budou vysvětleny v samostatných podsekćıch.

12.2.1 Permutace v LU rozkladech

V přesné aritmetice vyžaduje LU rozklad silnou regularitu rozkládané a obecně nesymet-
rické matice. To je samozřejmě vlastnost, kterou v praxi nemuśıme znát a priori. Prvńım
standardńım krokem rozkladu, který zvyšuje šanci, že matice je silně regulárńı, je použ́ıt
počátečńı uspořádáńı, které permutuje nenulové prvky matice, př́ıpadně jej́ı prvky o co
největš́ı absolutńı hodnotě, na hlavńı diagonálu matice. To ale nemuśı stačit, protože LU
rozklad je, na rozd́ıl od Choleského rozkladu, pouze podmı́něně zpětně stabilńı. V
praxi to znamená, že je zapotřeb́ı maximálně omezit normy spoč́ıtaných faktor̊u L̂ a Û
pivotaćı.

Uvažujme, bez újmy na obecnosti, podmaticový LU rozklad, tedy variantu gene-
rického algoritmu kij nebo kji, kde rozkladem postupně měńıme aktivńı podmatice
A

(i)
R a eliminačńı matice A(i) pro i = 0, . . . , n − 1. Pivotace znamená, že před prove-

deńım eliminačńıho kroku na pozici (1, 1) matice A
(i)
R permutujeme do této diagonálńı

pozice vybraný hlavńı prvek neboli pivot. Pod́ıvejme se na pivotaci nejprve pod zorným
úhlem zlepšeńı stability rozkladu. V obecně nesymetrickém př́ıpadě může být hlavńı prvek
vyb́ırán z libovolné pozice aktivńı části matice. To se dá formálně vyjádřit obecně nesy-
metrickými permutacemi, které rozkládanou matici A transformuj́ı na PAQ, kde P a Q
tyto permutace vyjadřuj́ı. Tuto pivotaci, kde pivot je prvek s největš́ı absolutńı hodnotou
z celé aktivńı části matice, nazýváme na rozd́ıl od částečné pivotace úplnou pivotaćı.
V tomto př́ıpadě je r̊ustový faktor omezen podle vztahu [161], [162]

ρgrowth ≤
√
n2 31/241/3 . . . n1/(n−1) max

i,j
|aij |. (12.11)

Permutováńı řádk̊u a sloupc̊u v pr̊uběhu algoritmu ale klade velké nároky na flexibilitu
datových struktur použitých v ř́ıdkém rozkladu, a tak úplná pivotace bývá omezena ještě
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v́ıce pouze na nějakou část aktivńı podmatice (Schurova doplňku). V př́ıpadě částečné pi-
votace, která může být implementována mnohem efektivněji, je omezeńı r̊ustového faktoru
mnohem slabš́ı a dáno výrazem

ρgrowth ≤ 2n−1max
i,j
|aij|. (12.12)

Nav́ıc lze ukázat, že takového r̊ustu lze dosáhnout.

12.2.1.1 Pivotace v ř́ıdkém LU rozkladu

V př́ıpadě ř́ıdkého rozkladu je nutné pivotaci propojit v nějakém společném kritériu
s permutacemi, které alespoň přibližně minimalizuj́ı zaplněńı. Historicky prvńı návrh ta-
kového kritéria pocháźı od Markowitze [116], který stabilitu neuvažuje v̊ubec a předpokládá
úplnou pivotaci pro ddosažeńı maximálńı ř́ıdkosti faktor̊u. Hlavńı element v k-tém kroku
rozkladu je určen, že zaplněńı generované v tomto kroku je co možná nejmenš́ı. Konkrétně,
označ́ıme-li v matici o dimenzi k počty prvk̊u na řádćıch ri, i = 1, . . . , k a počty prvk̊u ve
sloupćıch ci, i = 1, . . . , k, pak je možné mı́ru zaplněńı přibližně posuzovat podle velikosti
Markowitzova č́ısla

Mij = (ri − 1)(cj − 1), i, j = 1, . . . , k (12.13)

prvk̊u v př́ıslušné aktivńı podmatici. Toto č́ıslo vlastně reprezentuje nesymetrickou vari-
antu algoritmu minimálńıho stupně. Algoritmus minimálńıho stupně pro symetrické
a pozitivně definitńı matice byl však navržen později, konkrétně Tinneyem and Walkerem
v roce 1967 [154]. Uvažujme př́ıklad matice na následuj́ıćım obrázku.













1 2 3 4
5 6

7 8 9
10 11 12

13 14 15













Nenulové prvky s nejmenš́ım Markowitzovým č́ıslem jsou na pozićıch (2, 4) a (4, 4). Pi-
votace, která se snaž́ı vybrat prvek s co největš́ı absolutńı hodnotou, pak z nich zvoĺı
prvek na pozici (4, 4). T́ımto zp̊usobem jsou heuristická kritéria založená na velikosti za-
plněńı a potenciálńı velikosti r̊ustového faktoru zkombinována. Takovýto postup je ale
implementačně velmi náročný. Nav́ıc se v praxi může stát, že prvek, který implikuje co
nejmenš́ı zaplněńı v nějakém kroku rozkladu vede k velkému r̊ustovému norem poč́ıtaných
faktor̊u. Jak jsme zmı́nili výše, praktické procedury obvykle neprohledávaj́ı celou ak-
tivńı matici, ale pouze několik jej́ıch řádk̊u a sloupc̊u. Mezi nimi pak hledaj́ı prvek s
nejmenš́ım Markowitzovým č́ıslem, jako navrhl např́ıklad Duff a Reid v implementaćıch
MA28 a MA48 [133] a Zlatev (1980) v Y12M, viz publikaci [166]. Amestoy, Li a Ng navrhli
v roce 2002 diagonálńı Markowitzovu pivotaci, kde je pivotace omezena na prvky hlavńı
diagonály matice, tedy na symetrickou permutaci.

Analogickou konkrétńı snahou o kompromis mezi uvedenými protich̊udnými požadavky
je prahová pivotace, která se dá dobře skloubit s lokálńım prohledáváńım. Uvažujme
LU rozklad z částečnou pivotaćı

LU = PA, (12.14)
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kde P je permutačńı matice. Prahová pivotace znamená, že pivot zvolený v aktivńı pod-
matici A

(i)
R pro k = 1, . . . , n− 1 prvek a

(k)
ij splňuje vztah

|a(k)ij | ≥ µ maxl|a(k)lj | (12.15)

pro nějaký daný parametr 0 < µ ≤ 1 a zároveň maximalizuje mezi takovými prvky
Markowitzovo č́ıslo. Je možné ukázat, že lokálńı r̊ust prvk̊u v eliminačńıch matićıch je
omezen pro prvky aktivńıch matic vztahem

maxi|a(k+1)
ij | ≤ (1 + 1/µ)maxi|a(k)ij |.

V předcházej́ıćım textu jsme zmı́nili dva obecné př́ıstupy k LU rozkladu, které umožňuj́ı
jednoduché zapojeńı částečné pivotace nebo jej́ı prahové varianty. Prvńı z nich je založen
na sloupcovém eliminačńım stromu pro matici ATA. Výše zmı́něnou nevýhodou je po-
tenciálně velké zaplněńı, viz George, Ng (1986), které je možné částečně (ale jen částečně)
eliminovat postupem navrženým Georgem a Ng (1987) []. Matici ATA je možné použ́ıvat
pouze implicitně, viz např́ıklad Davis, Gilbert, Larimore, Ng (2000) []. Druhým postupem
je algoritmus souběžné symbolické a numerické faktorizace uvedený zde jako Algoritmus
10.1.2.

Částečnou i omezenou úplnou pivotaci je možné do algoritmů rozkladu zahrnout ještě
daľśımi technikami, jako je např́ıklad odložeńı pivotace. Tento př́ıstup vědomě omezuje
hledáńı hlavńıho prvku pouze v části aktivńı podmatice s t́ım, že se odložené pivoty
odpov́ıdaj́ıćı řádk̊um př́ıpadně i sloupc̊um permutovaným na pozice s vyšš́ımi indexy
vyřeš́ı později. To je přirozené v multifrontálńı metodě a jej́ıch nesymetrických variantách.
Posledńı strategíı, kterou zde zmı́ńıme, je změna rozkládané matice namı́sto permutaćı,
které mohou být velmi drahým postupem. Konkrétně, diagonálńı prvky aktivńıch matic,
které jsou velmi malé, mohou být modifikovány např́ıklad přičteńım výrazu

||A||√ǫ, (12.16)

viz [43]. Mı́sto p̊uvodńı matice je tedy rozkládána matice modifikovaná. Modifikace slouž́ı
k tomu, aby rozkládaná matice byla dostatečně silně regulárńı.



194 12. Stabilita ř́ıdkých rozklad̊u



13

Př́ımé metody řešeńı soustav
lineárńıch rovnic s ř́ıdkou,
symetrickou a obecně indefinitńı
matićı

V této kapitole stručně zmı́ńıme př́ımé metody pro řešeńı soustav se symetrickými a obecně
indefinitńımi maticemi. Ačkoli bezodmocninovou Choleského faktorizaci je možné použ́ıt
i pro rozklad indefinitńıch matic, standardńı rozklad nemuśı být stabilńı nebo nemuśı
dokonce existovat při omezeńı přeuspořádáńı na symetrické permutace. Př́ıkladem
matice, pro kterou takový Choleského rozklad neexistuje ani pro žádnou jej́ı symetrickou
permutaci je uveden ńıže





1 1 0
1 1 1
0 1 0





Rozklad následuj́ıćı symetrické matice
(

ǫ 1
1 0

)

je pro malou hodnotu ǫ nestabilńı, protože vede vede k velkému r̊ustu ve faktorech.

13.1 Symetrický indefinitńı rozklad

Rozklad obecně symetrické matice vede ke speciálńımu typu rozkladu s blokovou dia-
gonálńı matićı, která má bloky velikosti 1 × 1 a 2 × 2. Tento rozklad budeme nazývat
symetrickým indefinitńım rozkladem. Rozklad prvńı z uvedených matic můžeme
pak psát ve tvaru
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symetrickou a obecně indefinitńı matićı

Pivotace v symetrickém indefinitńım rozkladu se obvykle provád́ı dynamicky. V tomto
textu uvedeme několik procedur s r̊uznou složitost́ı i r̊uznými zárukami na stabilitu
rozkladu. V každém př́ıpadě je v teoretických odhadech na tyto záruky i závislost na
př́ıslušném r̊ustovém faktoru. Prvńı metodou pivotace, která najde výše zmı́něné bloky
LBLT rozkladu je úplná diagonálńı pivotace. Ta je založena na tom, že v aktivńı
matici nejprve najde diagonálńı prvek maximálńı velikosti arr a mimodiagonálńı prvek
maximálńı velikosti apq. Poté, jestliže arr ≥ σapq, vybere arr jako 1×1 pivot, jinak vybere
jednoznačně určený 2 × 2 pivot s mimodiagonálńım prvkem apq. Teoretickými odhady,
které se týkaj́ı r̊ustového faktoru a volbou parametru α se zde nebudeme zabývat. Důvod,
proč je v př́ıpadě malých diagonálńıch prvk̊u někdy výhodné použ́ıt 2 × 2 pivot snadno
vid́ıme z následuj́ıćıho vztahu pro inverzi bloku 2× 2, který uvád́ıme pro obecněǰśı nesy-
metrický pivot (a kde předpokládáme, že tato inverze existuje).

(

a b
c d

)−1

= 1/(ad− bc)

(

d −b
−c a

)

Výběr diagonálńıho pivota s velkou absolutńı hodnotou a výběr 2 × 2 pivota s mimodi-
agonálńım prvkem s velkou absolutńı hodnotou jsou tedy komplementárńı. Krok úplné
diagonálńı pivotace v symetrickém indefinitńım rozkladu znázorńıme následuj́ıćım algo-
ritmem.

Algoritmus 13.1.1 Krok úplné pivotace podle Bunche a Parletta (1971)

1. Polož α = (1 +
√
17)/8 ≈ 0.64

2. Nalezni akk: diagonálńı prvek maximálńı velikosti
3. Nalezni aij: mimodiagonálńı prvek maximálńı velikosti (i < j)
4. if |akk| ≥ α|aij| then
5. použij akk jako 1× 1 pivot (hotovo pro akk = 0)
6. else

7. použij

(

aii aij
aji ajj

)

jako blokový 2× 2 pivot

8. end if

Algoritmus, který provád́ı úplnou diagonálńı pivotaci je velmi stabilńı, ale jeho im-
plementace může být pro rozklad ř́ıdké matice velmi neefektivńı ze stejného d̊uvodu jako
je obt́ıžné provést úplnou pivotaci v ř́ıdkém LU rozkladu. Problém efektivńıho postupu
v př́ıpadě ř́ıdkých matic řeš́ı do značné mı́ry pivotace podle Bunche a Kafmannové, jej́ıž
jeden krok je uveden v následuj́ıćım algoritmu.

Algoritmus 13.1.2 Krok úplné pivotace podle Bunche a Kaufmannové (1977)
1. α = (1 +

√
17)/8 ≈ 0.64

2. i = 1 (možná varianta, kde i splňuje |aii| ≥ α|akk| mezi všemi k
3. Nalezni j 6= i takové, že aji = max{|aki|, k 6= i} =: λ
4. if |aii| ≥ αλ then
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5. použij aii jako 1× 1 pivot
6. else
7. σ = max{|akj|, k 6= j}
8. if |aii|σ ≥ αλ2 then
9. use aii jako 1× 1 pivot
10. else if |ajj| ≥ ασ then
11. použij ajj as a 1× 1 pivot
12. else

13. použij

(

aii aij
aji ajj

)

jako blokový 2× 2 pivot

14. end if
15. end if

Schématicky si můžeme znázornit, které prvky jsou v jednom kroku Algoritmu 13.1.2
testovány.
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Růstový faktor je v tomto algoritmu omezen s asymptotickým faktorem (2.57)n−1, což
je ještě o něco větš́ı r̊ust než v př́ıpadě standardńı částečné pivotace LU rozkladu, ale pro
většinu praktických úloh je tato pivotace dobrým řešeńım. Prahová modifikace pivotace
[110] zavád́ı daľśı parametr, který vyvažuje ř́ıdkost a stabilitu analogicky k výše zmı́něné
prahové pivotaci v LU rozkladu. Zvoĺıme-li tento parametr τ z (0, 1), pak můžeme výše
uvedený BK rozklad modifikovat tak, že v následuj́ıćım schématu plat́ı |f | ≥ τ |λ|
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Potřebnost omezit prostor, ve kterém se hledá pivot, např́ıklad u indefinitńıch variant
multifrontálńı metody, vedl k daľśım modifikaćım pravidel pivotace, jako jsou např́ıklad
v následuj́ıćım Algoritmu 13.1.3 [111].

Algoritmus 13.1.3 Pivotačńı pravidla prahové pivotace
1. if |d| ≥ α|λ| použij d jako 1× 1 pivot

2. if |dγ| ≥ α|λ|2: použij d jako 1× 1 pivot
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3. if |e| ≥ α|γ|: použij e jako 1× 1 pivot

4. else 5. použij

(

d f
f e

)

jako blokový 2× 2 pivot

Zde plat́ı, že optimálńı velikost α záviśı také na prahu τ a může být spoč́ıtána
prostřednictv́ım jednoduché algebraické rovnice.

Později bylo ukázáno [11], že faktor L nemuśı být omezený a na vině je právě blokový
charakter rozkladu, který může být prováděn r̊uznými zp̊usoby. Zat́ımco v př́ıpadě dia-
gonálńı pivotace plat́ı pro nějakou konstantu c vztah ||L|| ≤ c, Algoritmus 13.1.2 může
být modifikován, aby platilo ||L||||D||||LT || ≤ c||A||. Jiným zp̊usobem, jak se vyhnout
problémům s r̊ustem prvk̊u v trojúhelńıkovém faktoru je následuj́ıćı postup.

Algoritmus 13.1.4 Rook pivoting: Duff, Reid (1982,1983); Ashcraft et al. (1998)
1. α = (1 +

√
17)/8 ≈ 0.64

2. i = 1 nebo i je index diagonálńıho prvku s maximálńı velikost́ı (bounded BK / fast BP)
3. Nalezni j 6= i tak, že aji = max{|api|, p 6= i}
4. if |aii| ≥ α|aji| a aii 6= 0 then
5. použij aii jako 1× 1 pivot
6. else
7. repeat
8. Najdi k 6= j tak, že |akj| = max{|apj|, p 6= j}
9. if |ajj|σ ≥ α|akj| a ajj 6= 0 then
10. použij ajj jako 1× 1 pivot
11. else if |aij| = |akj| then
12. použij

(

aii aij
aji ajj

)

jako blokový 2× 2 pivot

13. else
14. Polož i = j and j = k
15. end
16. until je nalezen pivot nebo byly navšt́ıveny všechny sloupce
16. end if

Posledńı dva algoritmy, které uvedeme, hledaj́ı pivot ve velmi omezeném prostoru.
Prvńım z nich je Bunchova tridiagonálńı pivotace s modifikaćı z roky 1999, která umožňuje
zvýšit pravděpodobnost výběru 1 × 1 pivota. Druhý z těchto algoritmů se dá použ́ıt bez
nutnosti znát matici dopředu, což může být výhodné např́ıklad při řešeńı soustav rovnic
v rámci Lanczosovy metody.

Algoritmus 13.1.5 Stabilńı tridiagonálńı pivotace: Bunchova metoda
1. α = (

√
5− 1)/2 ≈ 0.62

2. Najdi σ: prvek maximálńı velikosti v A
3. if |a11|σ ≥ α|a21|2 then
4. použij a11 jako 1× 1 pivot
5. else
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6. použij

(

a11 a12
a21 a22

)

jako blokový 2× 2 pivot

7. end
end

Algoritmus 13.1.6 Pivotace Bunch-Marcia
1. α = (

√
5− 1)/2 ≈ 0.62

2. ∆ = a11a12 − a221
3. if |∆| ≤ α|a11a32| nebo |a21∆| ≤ α|a211a32| nebo |a11a22| ≥ αa221 then
4. použij a11 jako 1× 1 pivot
5. else

6. použij

(

a11 a12
a21 a22

)

jako blokový 2× 2 pivot

7. end if

I v př́ıpadě symetrických indefinitńıch systémů je vhodné permutovat na hlavńı dia-
gonálu nenulové prvky s co největš́ı absolutńı hodnotou. Analogicky k LU rozkladu existuj́ı
i statické grafové algoritmy, které berou do úvahy diagonálńı prvky i možné bloky velikosti
2× 2 a priori. Ty mohou být založeny na rozkladu permutaćı na cykly, viz [48], [53], [54].
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Ř́ıdká QR faktorizace

Unitárńı transformace představuj́ı daľśı d̊uležitou komponentu numerické lineárńı algebry
a v mnoha př́ıpadech jsou d̊uležité také jako procedury, které umožňuj́ı efektivńı řešeńı
soustav lineárńıch algebraických rovnic. V tomto textu nás budou zaj́ımat tyto transfor-
mace aplikované na reálné matice, které poskytnou QR rozklad ve tvaru

A = QR (14.1)

Budeme se přitom soustředit pouze na QR rozklad źıskaný prostřednictv́ım Householde-
rových reflex́ı a Givensových rotaćı bez toho, abychom diskutovali jejich použit́ı např́ıklad
pro řešeńı problému nejmenš́ıch čtverc̊u nebo jejich stabilitu. Hlavńı motivaćı je ukázat
strukturálńı odlǐsnost těchto ortogonálńıch transformaćı při QR rozkladu ř́ıdkých ma-
tic. Nebudeme přitom zmiňovat některé praktické otázky souvisej́ıćı se stabilitou těchto
reflex́ı.

14.1 Householderovy reflexe a husté matice

Householderova reflexe je určena elementárńı matićı reflexe

H = I − 2 vvT ,

kde I ∈ Rn×n je jednotková matice a v ∈ Rn, ||v|| = 1. Snadno nahlédneme, že House-
holderova reflexe je symetrická a ortogonálńı. Jej́ı použit́ı pro QR rozklad je založeno na
tom, že aplikace na nenulový vektor x ∈ Rn poskytne

Hx = (±||x||2, 0, . . . , 0)T (14.2)

QR rozklad matice A ∈ Rn×n pomoćı Householderových reflex́ı je založen na jejich po-
stupné aplikaci na sekvenci Schurových doplňk̊u, kde př́ıslešné vektory x jsou zvoleny jako
jejich prvńı sloupce. Standardńım doplněńım těchto reflex́ı na dimenzi n diagonálńımi
jedničkami źıskáme QR rozklad A = QR, pro který můžeme formálně napsat

Q = H1H2 . . .Hn, R = QTA.
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Uvažujme aplikaci Householderovy reflexeH = I−2vvTA na nějakou matici A ∈ Rn×n,
kde v je jej́ı normalizovaný prvńı sloupec a kde

Hv = (±||v||2, 0, . . . , 0)T (14.3)

Pak plat́ı:

• vi = 0⇒ (HA)i∗ = Ai∗

• vi 6= 0⇒ Struktura ř́ıdkosti (HA)i∗ je dána sjednoceńım všech struktur ř́ıdkosti Aj∗
takových, že vj 6= 0.

Na rozd́ıl od LU rozkladu může být faktor R QR rozkladu výrazně hustš́ı než faktor
U LU rozkladu téže matice. Souvisej́ıćı vztah je popsán následuj́ıćı větou, která ukazuje,
že R faktor se vztahuje k rozkladu matice soustavy normálńıch rovnic.

Věta 14.1.1 Jestlǐze ATA je pozitivně definitńı s Choleského faktorizaćı ATA = LLT a
QR rozkladem A = QR, pak L = RT .

QR faktorizace má kv̊uli svému charakteru ještě daľśı významnou makroskopickou
odlǐsnost of LU rozkladu.

Věta 14.1.2 Necht’ A má silnou Hallovu vlastnost. Pak je struktura ř́ıdkosti R rovna
struktuře symetrického faktoru LT rozkladu ATA = LLT . V opačném př́ıpadě je struktura
ř́ıdkosti LT obecně nadmnožinou struktury ř́ıdkosti R.

14.2 Givensovy rotace

Jiným postupem pro źıskáńı QR rozkladu je použit́ı Givensových rotaćı. Ty jsou v mati-
cové formě reprezentovány matićı G, která vznikne z jednotkové matice nahrazeńım jej́ıch
čtyř prvk̊u obecněǰśımi hodnotami. Schématicky

G =
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Výsledek aplikace na Gx Givensovy rotace na vektor x =
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V QR rozkladu jsou Givensovy rotace jsou voleny tak, aby nulovaly konkrétńı prvky
v rozkládané matici. Jejich výhodou je být, že je možné nulovat nenulové prvky v matici
velmi specificky. Na druhou stranu, princip vzniku zaplněńı v matici je analogický jako u
Householderových reflex́ı. Konkrétně aplikace Givensovy rotace G na matici A ve tvaru
GA implikuje, že struktury ř́ıdkosti Ai∗ a Aj∗ jsou sjednoceny na obou těchto řádćıch.
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Software pro př́ımé metody řešeńı
ř́ıdkých soustav lineárńıch
algebraických rovnic

V této kapitole stručně (někdy i heslovitě) poṕı̌seme některý software pro př́ımé řešeńı
soustav. Náš výběr je dán předevš́ım snahou o demonstraci některých výše zmı́něných
inovativńıch prvk̊u teorie řešeńı i algoritmů. O vlastnostech kód̊u budeme informovat
pouze genericky s t́ım, že u mnohých z nich pokračuje vývoj, který dodává stále nové
funkčńı a implementačńı možnosti. U publikaćı citujeme obvykle p̊uvodńı zdroje a nikoli
často velké množstv́ı publikaćı prezentuj́ıćıch daľśı vylepšeńı. Samozřejmě, že existuje
mnoho daľśıch programů a nové stále vznikaj́ı (WSMP, Pardiso, Taucs, DSCPACK, KLU,
NSPIV, atd.). Nicméně, náš úkol zde je hlavně demonstrovat, že popsané techniky našly
od počátku své implementace a že i u soudobých aktualizaćı zmı́něného software existuje
stále v́ıce variant př́ıstupu k řešeńı, které mohou použ́ıvat výše uvedené stavebńı kameny.
Mnohem obsáhleǰśı seznam najdeme např́ıklad v [40] i s odkazem na pravidelně inovovaný
seznam volně dostupných kód̊u.

15.1 Yale Sparse Package I. - symmetric codes: 1982

Jedńım z prvńıch kód̊u moderńıho Choleského rozkladu, byl tento software založený na
publikaci autor̊u Eisenstat, Gursky, Schulz, Sherman z roku 19áě [62]. Základńı datovou
strukturou programu je CSR (komprimovaná ř́ıdká struktura po řádćıch: IA, JA, A).
Počátečńı uspořádáńı je založeno na algoritmu minimálńıho stupně. Postup předpokládá
tři fáze rozkladu: symbolickou faktorizaci, numerickou faktorizaci a substitučńı kroky.
Symbolická faktorizace je efektivńı a je založena na mı́̌seńı struktur ř́ıdkosti řádk̊u přičemž
ale velikost faktoru neńı spoč́ıtána dopředu. V naš́ı klasifikaci lze postup v tomto soft-
ware charakterizovat jako (transponovaný) sloupcový algoritmus bez použit́ı blok̊u. Z
předch̊udc̊u v použit́ı CSR schématu nebo jeho analogíı v software jmenujme např́ıklad
A. Changa, 1969, který oznámil software pro analýzu elektrických rozvodných śıt́ı [30]
a samotný program použ́ıval symbolickou a numerickou faktorizaci odděleně. Viz také
návrh Curtise a Reida z roku 1971 s popisem dvou algoritmických postup̊u [37].
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15.2 Yale Sparse Package II. - nonsymmetric codes:

1977

Algoritmus je založen na LDU rozkladu bez využit́ı blok̊u [61]. Oproti CSR/CSC uložeńı
ř́ıdkých matic pro matici soustavy a oba faktory se použ́ıvá sofistikovaněǰśı komprimovaná
struktura s využit́ım opakováńı určitých struktur matici. Uspořádáńı je pro větš́ı stabilitu
a minimalizaci zaplněńı LDU rozkladu naplánované dopředu, ačkoli, jak v́ıme, stabilita
rozkladu může být velkým problémem. Poté je implementace bezprostředńım rozš́ı̌reńım
postupu pro symetrický rozklad.

15.3 SPARSPAK, 1981

Obsažná knihovna na řešeńı soustav se symetrickými a pozitivně definitńımi maticemi,
později i lineárńı problém nejmenš́ıch čtverc̊u. Základńı literaturou je publikace autor̊u
A. George a J.W.-H. Liu [75] v ńıž jsou kromě jiného popsány programy pro mnohé kom-
ponenty kódu popsané v jazyce Fortran. Počátečńı uspořádáńı je založeno na násobném
algoritmu minimálńıho stupně s př́ıpadným poč́ıtáńı exterńıho stupně Symbolická fakto-
rizace je založena na eliminačńım stromu (implicitně použitém). Velmi efektivńı poč́ıtáńı
v programu SPARSPAK, které ale bylo později nahraženo blokovými kódy a mnohými
vylepšeńımi, které můžeme souhrnně nalézt v následuj́ıćım software.

15.4 Blkchol, 1997

Tento software v jazyku Fortran, který implementuje supervrcholový sloupcový Cho-
leského rozklad, je učebnicovým př́ıkladem použit́ı mnohých komponent tohoto rozkladu
diskutovaných výše. Byl vytvořen začátkem devadesátých let minulého stolet́ı autory E.
Ng a B. Peytonem [123], [124].

15.5 Y12M, 1981

Vlivný program, který už má jako jiné daľśı předevš́ım symbolický význam a který se
zaměřil na řešeńı obecně nesymetrických soustav lineárńıch algebraických rovnic podma-
ticovou metodou. Stabilita rozkladu je podporována třemi základńımi pivotačńımi strate-
giemi zobecňuj́ıćımi Markowitz̊uv návrh na nesymetrické permutace a kombinuj́ıćımi jej
s kritérii na velikost prvku. Nově jsou zde navržena kritéria pro odvrhováńı prvk̊u, která
vedou k nepřesnému rozkladu a použit́ı iteračńıho zpřesněńı. Omezená prahová pivotace
má sv̊uj p̊uvod mimo jiné zde. Dynamické datové struktury, které umožňuj́ı vkládáńı za-
plněńı jsou podrobně popsané v [128] a navazuj́ı na struktury použité v programech z
HSL, jako je MA28, zmı́něné ńıže. Základńı popis programu je v manuálu [167], viz také
knihy [128] a [166] a citace v nich obsažené.
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15.6 Nesymetrické kódy z Harwell Subroutine Lib-

rary (HSL) jako MA28, 1983; MA48, 1996

Velká skupina programů vyvinutá v Harwell Laboratory (Rutherford Appleton Labora-
tory) zaměřených na řešeńı obecně nesymetrických soustav podmaticovými metodami s
dynamickou pivotaćı. Kód MA48 je založen na blokovém rozkladu a vnitřně pracuje s
technikou pivotace podle Gilberta a Peierlse [81]. Dynamické datové struktury zmı́něné u
Y12M maj́ı sv̊uj p̊uvod zde.

15.7 Symetrické a indefinitńı multifrontálńı kódy z

HSL od MA27, 1983 až po MA57, 2004 a HSL MA97,

2013

Daľśı skupina programů vyvinutá v Harwell Laboratory (Rutherford Appleton Labora-
tory) zaměřená předevš́ım na řešeńı soustav se symetrickou a indefinitńı matici, tedy
umožňuj́ıćı také pivotaci s bloky 2× 2. V jejich rámci vznikla prvńı multifrontálńı imple-
mentace. Tak jako v jiných HSL programech jsou fáze symbolické a numerické faktorizace
jinak přeskupeny a přejmenovány. Postupný vývoj byl i vývojem počátečńıch uspořádáńı
se zahrnut́ım předpokládaných pivot̊u velikosti 2×2 a sofistikovaných pivotaćı s rozlǐseńım
tř́ıd 2× 2 pivot̊u, které např́ıklad umožnily efektivněǰśı řešeńı sedlobodových problémů.

15.8 MA41, 1990

Významným mezńıkem v řešeńı nesymetrických soustav je kód MA41, což je nesymet-
rický multifrontálńı kód P. Amestoye a I. Duffa, kde je ale multifrontálńı metoda založena
na struktuře ř́ıdkosti matice A+AT a pivotace využ́ıvá odsun pivot̊u. Kromě samotného
kódu v knihovně HSL patř́ı mezi základńı publikace [4], [5]. Řı́d́ıćı strukturou je vari-
anta eliminačńıho stromu, kde jsou bloky tvořeny i přirozenou amalgamaćı jeho vrchol̊u.
Počátečńı uspořádáńı je založeno na algoritmu AMD. Algoritmus je přirozeně paralelńı
využ́ıvaj́ıćı stromovový algoritmus i paralelńı zpracováńı blok̊u. Vývoje tohoto kódu se
zahrnut́ım velkého množstv́ı daľśıch postup̊u pro r̊uzné typy soustav vedl k programu
MUMPS.

15.9 MUMPS, since 90s

Jednou z hlavńıch možnost́ı současnosti pro řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic
př́ımými ř́ıdkými metodami je mocný kód MUMPS. Jeho vývoj je možné vysledovat z
následuj́ıćıch publikaćı, které odděluje propast času [7], [6]. Kód zahrnuje řešeńı soustav
se symetrickou a pozitivně definitńı matićı, obecně indefinitńı i nesymetrickou matićı,
zahrnuje mnoho alternativńıch metod na počátečńı uspořádáńı i pivotace, je-li potřeba.
Základńı technikou je multifrontálńı metoda. Má ale mnoho daľśıch funkcionalit jako jsou
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analýza chyby, poč́ıtáńı prvk̊u inverzńı matice nebo determinantu a umožňuje obecné
formátové vstupy.

15.10 UMFPACK, Davis, since 2004

Základem software je plně nesymetrická multifrontálńı metoda [39], [38].

15.11 CHOLMOD, Davis, 2004

Jedńım z nejrychleǰśıch kódu současnosti pro řešeńı soustav se symetrickou a pozitivně de-
finitńı matićı je supervrcholová ř́ıdká Choleského faktorizace CHOLMOD, která umožňuje
i dynamickou tvorbu supervrchol̊u a je plně založena na BLAS3 aritmetice; viz [31] Spe-
cifickým rysem tohoto programu je možnost aktualizovat tento rozklad při r̊uzných jed-
noduchých změnách dané matice.

15.12 SuiteSparse

Integruj́ıćım kódem, který zahrnuje nejen nové verze UMFPACKu a CHOLMODu, ale i
mnoho daľśıch funkcionalit včetně r̊uzných možnost́ı paralelizace výpočt̊u je SuiteSparse.
Informace o tomto software je možné naj́ıt v řadě publikaćı T. Davise.

15.13 SuperLU, since 1999

SuperLU představuje alternativńı pohled na rozklad t́ım, že vyšel jako nesymetrické zo-
becněńı blokových sloupcových př́ıstup̊u [44] a zahrnul nejen obecně nesymetrické počátečńı
uspořádáńı i částečnou pivotaci, nesymetrické supervrcholy, symetrické ořezáváńı pro
rychlou symbolickou faktorizaci [103], [102]. Novým rysem kódu byly techniky nepřesného
výpočtu diagonálńı modifikaćı doplněné iteračńım zpřesněńım. Vývoj tohoto kódu šel
dále k výkonným paralelńım implementaćım a zahrnut́ım nových technik včetně datové
ř́ıdkosti.
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Přibližné maticové rozklady, štěpeńı
a předpodmiňováńı

V této kapitole budeme hovořit o přibližných rozkladech matic. Velmi speciálńı mati-
cové rozklady představuj́ı také jejich štěpeńı. Aplikace štěpeńı a aproximaćı rozklad̊u
je obvykle úzce spjata s iteračńımi metodami (iteračńımi procesy) procesem zvaným
předpodmiňováńı iteračńıch metod. Zde budeme diskutovat nejen interpretaci mati-
cově založeného předpodmiňováńı v rámci stacionárńıch iteračńıch metod pro řešeńı sou-
stav lineárńıch algebraických rovnic, ale probereme jeho souvislost s iteračńımi metodami
založenými na krylovovských prostorech. Proto se nevyhneme jednoduchému přibĺıžeńı
iteračńıch metod.

Jejich základem je vytvářeńı iteračńı posloupnosti x0, x1, . . . do té doby, než źıskáme
přijatelné řešeńı. Vyhodnoceńı, zda řešeńı je přijatelné a kdy tedy posloupnost ukončit,
je problém, kterým se zde nebudeme zabývat. Je-li nějaký konkrétńı člen iteračńı posloup-
nosti x, pak následuj́ıćı člen budeme často pro zjednodušeńı zápisu označovat x+.

16.1 Stacionárńı iteračńı metody

Obecně, jednokrokovou lineárńı stacionárńı iteračńı metodou nazveme proces, ve
kterém je vztah mezi dvěma po sobě následuj́ıćımi členy x, x+ ∈ Rn vyjádřen

x+ = Sx+M−1b, (16.1)

kde S,M ∈ Rn×n a kde matice M je regulárńı. Matice S se nazývá iteračńı matice.
Takové iteračńı metody pro řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic budeme dále
zjednodušeně nazývat stacionárńı iteračńı metody.

16.1.1 Konzistence

Důležitou vlastnost́ı stacionárńı iteračńı metody (16.1) je jej́ı konzistence, vyjádřenou
vztahem

x∗ = Sx∗ +M−1Ax∗,
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ze kterého plyne

S = I −M−1A,

kde x∗ je řešeńı soustavy rovnic Ax = b. Tento vztah můžeme přepsat do obecně použ́ıvaného
tvaru

x+ = x−M−1Ax+M−1b ≡ (I −M−1A)x+M−1b. (16.2)

Jiným vyjádřeńım konzistentńı stacionárńı iteračńı metody je použ́ıt následuj́ıćı tvar chy-
bové korekce

M(x− x+) = Ax− b. (16.3)

Různými volbami regulárńı matice M źıskáme r̊uzné iteračńı metody. Jednoduchou
variantou je odvozeńı matice M př́ımo z dané matice A. Volba matice M vztahem

A = M − R ≡M − (M − A) (16.4)

pro nějakou matici R ∈ Rn se nazývá volba štěpeńım matice A. Nejjednodušš́ı štěpeńı,
které dále zmı́ńıme, vyb́ıraj́ı M ve tvaru diagonálńı či trojúhelńıkové části matice A.
Speciálńı iteračńı metoda pro M = I se nazývá metoda prosté iterace.

Z motivačńıho pohledu je vhodné, aby matice M nějakým zp̊usobem a “dostatečně
dobře” aproximovala matici A, ale vlastnost́ı, které muśı splňovat dobrá iteračńı me-
toda v praxi je v́ıc a dále je zmı́ńıme podrobněji. Matici M budeme nazývat matice
předpodmı́něńı metody prosté iterace a celý proces transformace nazveme předpod-
mı́něńım metody prosté iterace.

16.1.2 Konvergence

Stacionárńı iteračńı metodu pro řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic

Ax = b, A ∈ Rn×n, x ∈ Rn, b ∈ Rn (16.5)

nazveme konvergentńı, jestliže vytvářená posloupnost konverguje k řešeńı x∗ této sou-
stavy nezávisle na volbě počátečńıho přibĺıžeńı x0. Připomeňme si nyńı pojem spektrálńıho
poloměru matice. Spektrálńı poloměr matice S ∈ Rn×n je dán vztahem

lim
k→∞

‖ Sk ‖1/k, (16.6)

ale dá se také vyjádřit pomoćı pomoćı jej́ıch vlastńıch č́ısel výrazem

ρ(S) = max{|λi| | λ ∈ s(A)}, (16.7)

kde s(A) označuje spektrum matice A. Známý výsledek je uveden v následuj́ıćı větě

Věta 16.1.1 Stacionárńı iteračńı metoda (16.1) s iteračńı matićı S je konvergentńı právě
tehdy, plat́ı-li

ρ(S) < 1,

kde ρ(S) je spektrálńı poloměr matice S.
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16.1.3 Předpodmı́něńı jako obecná transformace

Pojem předpodmı́něńı můžeme zavést obecněji než transformaci metody prosté iterace.
Uvažujme obecnou soustavu lineárńıch algebraických rovnic

Ax = b (16.8)

a regulárńı matici M . Transformujme tuto soustavu podle vztahu

M−1Ax = M−1b. (16.9)

Tato transformace ale bezprostředně souviśı s následuj́ıćı stacionárńı iteračńı metodou,
u které předpokládáme jej́ı konvergenci k řešeńı soustavy (16.8). Doplněńım přibĺıžeńı
x, x+ ∈ Rn do rovnosti následuj́ıćım zp̊usobem dostaneme iteračńı metodu, která je zjevně
konzistentńı

x+ +M−1Ax = x+M−1b. (16.10)

Tento vztah můžeme přepsat na tvar

x+ = (I −M−1A)x+M−1b, (16.11)

který je ekvivalentńı (16.2).
To ukazuje význam předpodmı́něńı jako obecněǰśı algebraické transformace použitelné

i mimo stacionárńı iteračńı metody. Matice předpodmı́něńı může být nejen zvolena pomoćı
nějakého štěpeńı matice A, ale může reprezentovat maticovou nebo i obecněǰśı lineárńı
či nelineárńı transformaci soustavy. Transformovaná soustava ve tvaru (16.9) může pak
být řešena i obecněǰśım iteračńım postupem, např́ıklad nestacionárńı krylovovskou me-
todou. Dále budeme tedy hovořit o obecném předpodmı́něńı iteračńıch metod bez
daľśıch př́ıvlastk̊u. Volná souvislost názvu této transformace s podmı́něnost́ı soustavy
lineárńıch rovnic vyplyne z následuj́ıćıho textu.

16.1.4 Předpodmı́něńı v rámci iteračńıch metod

Chápeme-li předpodmı́něńı jako transformaci soustavy, máme dvě základńı možnosti jak
tuto transformaci včlenit do řešeńı soustavy. Prvńı možnost́ı je soustavu př́ımo transfor-
movat na tvar (16.9) a teprve potom řešit. Problémem tohoto postupu i když neuvažujeme
ztrátu přesnosti danou t́ımto přednásobeńım, je možný velký počet operaćı pro výpočet
maticového výrazu

M−1A. (16.12)

Souvisej́ıćım problémem je potenciálně velké zaplněńı v matici M−1A, je-li A rozsáhlá a
ř́ıdká. Proto je takový postup vhodný jen ve speciálńıch př́ıpadech.

Mnohem praktičtěǰśım postupem je aplikace matici M−1 na matici A pouze impli-
citně. Pro naprostou většinu iteračńıch metod tento postup znamená, že se v každém
iteračńım kroku jejich algoritmů aplikuje matice M−1 nebo jej́ı transpozice na jeden nebo
v́ıce vektor̊u ve formě násobeńı vektoru matićı. Z praktického pohledu pak neńı potřeba
konstruovat žádnou daľśı maticovou strukturu, kde by byly problémy s velikost́ı zaplněńı.
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16.2 Obecné vlastnosti předpodmı́něńı

Bez podrobné analýzy toho, jak řešeńı soustavy záviśı na konkrétńı volbě předpodmı́něńı
M , nejde činit exaktńı závěry o kvalitě jeho volby. Taková analýza muśı nejenom zahrnovat
konvergenčńı vlastnosti použité iteračńı metody, ale zároveň zahrnovat i implementaci a
spolupráce s konkrétńı poč́ıtačovou architekturou. Přesto je možné zhruba odhadnout,
jaké vlastnosti jsou obecně vhodné pro kvalitńı maticové předpodmı́něńı M .

16.2.1 Kvalita předpodmı́něńı

Matice M muśı být předevš́ım kvalitńı aproximace matice A. Tuto kvalitu můžeme hod-
notit r̊uzným zp̊usobem.

• Za prvé, matice M a A by měly být bĺızké. Tuto bĺızkost můžeme hodnotit funk-
cionálem vzdálenost́ı těchto matic v nějaké normě. Tato vzdálenost zapsaná jako

‖M − A ‖

by měla být malá.

• Za druhé, i matice I a M−1A by měly být bĺızké. Tuto bĺızkost můžeme vyjádřit
pomoćı normy iteračńı matice

‖ I −M−1A ‖ .

Význam a odlǐsnost tohoto kritéria od předchoźıho je vidět, když si uvědomı́me, že
v reálné implementaci iteračńıho řešeńı transformované soustavy skutečně můžeme
aplikovat matici M−1A.

• Za třet́ı, je-li matice M dána součinem dvou nebo v́ıce faktor̊u, např́ıklad ve tvaru
M = M1M2, pak aplikace těchto faktor̊u v rámci iteračńı metody by měla být
stabilńı. Jsou-li tyto faktory dány rozkladem, pak by tento rozklad měl být stabilńı.
Stabilitu rozkladu lze v iteračńı metodě r̊uznými zp̊usoby odhadovat.

• Za čtvrté, aplikace inverze matice M by měla mı́t ńızkou výpočetńı složitost
za předpokladu, že v konkrétńım algoritmu budeme poč́ıtat př́ımo matici M−1.
Předpodmı́něńı založená na výpočtuM−1 budeme nazývat inverzńı předpodmı́něńı.
Ostatńı předpodmı́něńı budeme nazývat př́ımá předpodmı́něńı.

• Za páté, předpodmı́něńı by mělo být vhodné pro konkrétńı ćılovou poč́ıtačovou
architekturu, která může být i vektorová, paralelńı nebo maśıvně paralelńı. To
může znamenat, že by předpodmı́něńı mělo mı́t vhodnou blokovou strukturu nebo
být snadno paralelizovatelné.

16.2.2 Jednostranná a oboustranná předpodmı́něńı

Uvažujeme-li maticové předpodmı́něńı jako transformaci, pak je v́ıce možnost́ı jak ji apli-
kovat. Konkrétně, transformaci pomoćı M−1, at’ je tato matic uložena explicitně nebo
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pouze implicitně, můžeme aplikovat na matici soustavy nejen, jako v (16.9), ale třeba
násobeńım z pravé strany nebo z obou stran, předpokládáme-li, že matici M lze vyjádřit
ve tvaru součinu dvou či v́ıce faktor̊u. Tři základńı zp̊usoby transformace zapsané jako

M−1Ax = M−1b

AM−1y = b, x = My

M−1
1 AM−1

2 y = M−1
1 b, x = M2y, M = M1M2

nazýváme, po řadě, předpodmı́něńı zleva, zprava a oboustranné předpodmı́něńı.
Bez d̊ukladné analýzy nelze ř́ıci, která z variant je v konkrétńım př́ıpadě výhodněǰśı.
Následuj́ıćı věta jen dokresluje složitost situace.

Věta 16.2.1 Necht’ ǫ a ∆ jsou kladná č́ısla. Pak plat́ı, že pro každé n ≥ 2 existuj́ı re-
gulárńı matice A ∈ Rn a X ∈ Rn takové, že XA − I má absolutńı hodnoty všech svých
prvk̊u menš́ı než ǫ a AX − I má absolutńı hodnoty všech svých prvk̊u věťśı než ∆ [118].

Připomeňme ještě, že pro posuzováńı předpodmiňováńı v konkrétńım př́ıpadě nelze
oddělit jeho numerické vlastnosti od implementace předpodmı́něné iteračńı metody a
vlastnost́ı ćılové poč́ıtačové architektury.

16.2.3 Předpodmiňováńı soustav se symetrickou a pozitivně de-

finitńı matićı

Je-li matice A symetrická a pozitivně definitńı, pak oboustranně předpodmı́něná soustava

L−1
M AL−T

M y = L−1
M b, x = LT

My (16.13)

založený na rozkladu M = LMLT
M má opět symetrickou a pozitivně definitńı matici

L−1
M AL−T

M a na jej́ı řešeńı je možné použ́ıt vhodnou iteračńı metodu. Tou je např́ıklad
metoda sdružených gradient̊u. Stále ale máme na výběr v́ıce ekvivalentńıch možnost́ı
matematické formulace předpodmı́něné iteračńı metody, jak naznačuje následuj́ıćı Věta
16.2.2.

Věta 16.2.2 Uvažujme řešeńı soustavy Ax = b a symetrickou a pozitivně definitńı matici
předpodmı́něńı M . Pak

• M−1A je samosdružená ve skalárńım součinu (., .)M = (M., .).

• AM−1 je samosdružená ve skalárńım součinu (., .)M−1 = (M−1., .).

Důkaz: Samosdruženost př́ıslušných maticových operátor̊u vyplývá z následuj́ıćıho přepisu.

(M−1Ax, y)M = (Ax, y)

= (x,Ay)

= (x,MM−1Ay)

= (Mx,M−1Ay)

= (x,M−1Ay)M
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(AM−1x, y)M−1 = (AM−1x,M−1y) = (M−1x,AM−1y) = (x,AM−1y)M−1 (16.14)

�

Důsledek této Věty je následuj́ıćı.

Důsledek 16.2.1 Metoda sdružených gradient̊u soustavy rovnic předpodmı́něné zleva
a založené na skalárńım součinu (., .)M , metoda sdružených gradient̊u soustavy rovnic
předpodmı́něné zprava založená na skalárńım součinu (., .)M−1 a metoda sdružených gra-
dient̊u se standardńım skalárńım součinem oboustranně předpodmı́něná podle (16.13) po-
skytuj́ı v přesné aritmetice stejnou posloupnost iteraćı.

Matematická ekvivalence však neńı vše. Výběr varianty metody konkrétńıho předpod-
mı́něńı v rámci metody sdružených gradient̊u je pak v mnohém dán např́ıklad t́ım, jaké
jsou mezivýsledky metody, které se použ́ıvaj́ı k monitorováńı konvergence předpodmı́něné
iteračńı metody, ale i samotnou implementaćı, kterou se mohou jednotlivé varianty lǐsit.

16.3 Předpodmı́něńı metody prosté iterace

V této sekci ukážeme, jak se základńı stacionárńı iteračńı metody, které lze chápat jako
metodu prosté iterace s předpodmı́něńım založeným na štěpeńı matice, od sebe vzájemně
lǐśı t́ım, co od nich můžeme očekávat v praxi. Tedy předevš́ım jak se lǐśı konvergenćı i
teoretickými zárukami konvergence. Zapǐsme výše uvedenou metodu prosté iterace, kde
M = I, ve tvaru

x+ = (I −A)x+ b (16.15)

a uvažujme některá jej́ı předpodmı́něńı vzniklé nahrazeńım jednotkové matice regulárńı
matićı M ve vztahu (16.15). Vzniklé metody zde uved’me ve formě iteračńıch metod
a u uváděńı jejich vlastnost́ı z̊ustaneme u reálných matic, ačkoli některá zobecněńı do
obecněǰśıho komplexńıho oboru jsou př́ımočará.

16.3.1 Richardsonova metoda

Richardsonova metoda je určená volbou

M = (1/θ) I, (16.16)

kde θ ∈ R je skalárńı parametr. Následuj́ıćı věta je základńım výsledkem, týkaj́ıćım se
jej́ı konvergence ve speciálńı př́ıpadě

Věta 16.3.1 Pro matici A s kladnými vlastńımi č́ısly metoda a reálným parametrem θ
konverguje Richardsonova metoda pro libovolné počátečńı přibĺı̌zeńı x0 právě tehdy, plat́ı-li

0 < θ < 1/λmax(A), (16.17)

kde λmax(A) je maximálńı vlastńı č́ıslo matice A.
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Důkaz: Vztah (16.17) implikuje

−1 < 1− θλmax(A) ≤ 1− θλmin(A) < 1 (16.18)

a proto také

ρ(I −M−1A) = ρ(I − θA) < 1 (16.19)

a jedna implikace je dokázána. Konverguje-li metoda, pak

1− θλmax(A) ≤ |1− θλmax(A)| ≤ ρ(I − θA) < 1. (16.20)

Protože matice A má kladná vlastńı č́ısla, muśı platit θ > 0. Na druhé straně, protože

1− θλmax(A) ≥ −|1− θλmax(A)| ≥ −ρ(I − θA) > −1, (16.21)

pak muśı být i

θλmax(A) > 0 (16.22)

a d̊ukaz je hotov. �

Rychlost konvergence Richardsonovy iteračńı metody je dána jej́ım poloměrem kon-
vergence určeným následuj́ıćı větou.

Věta 16.3.2 Necht’ má matice A pouze reálná vlastńı č́ısla a uvažujme reálný parametr
θ. Pak jej́ı poloměr konvergence je dán vztahem

ρ(I − θA) = max(|1− θλmin(A)|, |1− θλmax(A)|). (16.23)

Důkaz: Tvrzeńı věty plyne z toho, že vlastńı č́ısla iteračńı matice jsou dána výrazem

1− θλ, λ ∈ σ(A) (16.24)

a z faktu, že funkce |1−θx| nemá lokálńı maxima a poloměr konvergence je dán hodnotou
v některé ze svých extremálńıch hodnot. �

Snadno nahlédneme, že optimálńı rychlost konvergence źıskáme pro parametr mini-
malizuj́ıćı poloměr konvergence, tedy minimalizuj́ıćı výraz

max(|1− θλmin(A)|, |1− θλmax(A)|), (16.25)

což vede k porovnáńı

θλmax(A)− 1 = 1− θλmin(A) (16.26)

a tedy pro

θ =
2

λmin(A) + λmax(A)
. (16.27)
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16.3.2 Jacobiho metoda

Daľśı velmi použ́ıvanou metodou je Jacobiho metoda založená na štěpeńı A = M − N ,
kde

M = DA.

DA zde standardně označuje diagonálńı část matice A. Definujme nyńı ostře diagonálně
dominantńı matici.

Definice 16.3.1 Řekneme, že matice A ∈ Rn×n je ostře diagonálně dominantńı,
plat́ı-li pro prvky na jej́ıch řádćıch vztah

n
∑

j=1,j 6=i

| aij| < | aii|, i = 1, . . . , n (16.28)

Plat́ı-li pro alespoň jeden řádek rovnost a muśıme-li tedy ve vztahu (16.28) použ́ıt neostré
nerovnosti, hovoř́ıme o diagonálně dominantńı matici.

Následuj́ıćı dva konvergenčńı výsledky charakterizuj́ı nejzákladněǰśı vlastnosti Jaco-
biho metody.

Věta 16.3.3 Je-li matice A ∈ Rn×n ostře diagonálně dominantńı, Jacobiho metoda kon-
verguje pro libovolné počátečńı přibĺı̌zeńı x0.

Důkaz: Pro ostře diagonálně dominantńı matici máme podle definice

n
∑

j=1,j 6=i

|aij| < |aii|, i = 1, . . . , n

tedy
n
∑

j=1,j 6=i

|aij|
|aii|

< 1, i = 1, . . . , n (16.29)

a tedy

max
i=1,...,n

n
∑

j=1,j 6=i

|aij |
|aii|

< 1, (16.30)

což je postačuj́ıćı podmı́nka pro konvergenci v maximové maticové normě. �

Věta 16.3.4 Je-li matice A ∈ Rn×n symetrická s diagonálouDA a kladnými diagonálńımi
prvky, pak Jacobiho metoda konverguje pro libovolné počátečńı přibĺı̌zeńı x0 právě tehdy,
jsou-li A a 2DA −A pozitivně definitńı.

Důkaz: Nejprve si všimněme, že matice 2DA−A se lǐśı od matice A jen změnou znamének
u mimodiagonálńıch prvk̊u. Necht’ D1 = diag(

√
a11, . . . ,

√
ann), to jest D = D2

1. Pak
dostaneme podobnostńı transformaci

I −D−1A = D−1(L+ U) = D−1
1 [D−1

1 (L+ U)D−1
1 ]D1. (16.31)
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Jacobiho metoda tedy konverguje právě tehdy, je-li ρ(D−1
1 (L+ U)D−1

1 ) < 1.
Matice D−1

1 (L+ U)D−1
1 ≡ I −D−1

1 AD−1
1 je symetrická. A protože symetrická matice

má všechna vlastńı č́ısla reálná, pak Jakobiho metoda konverguje právě tehdy, jsou-li
tato vlastńı č́ısla z otevřeného intervalu (−1, 1). To plat́ı právě tehdy, maj́ı-li obě matice
M1 = I+D−1

1 (L+U)D−1
1 aM2 = I−D−1

1 (L+U)D−1
1 všechna vlastńı č́ısla kladná. Protože

jsou obě tyto matice také symetrické, toto plat́ı právě tehdy, když jsou obě pozitivně
definitńı. Protože ale

M1 = I +D−1
1 (L+ U)D−1

1 = D−1
1 (D2

1 + L+ U)D−1
1 = D−1

1 (2D −A)D−1
1 (16.32)

a také

M2 = I −D−1
1 (L+ U)D−1

1 = D−1
1 (D2

1 − L− U)D−1
1 = D−1

1 AD−1
1 . (16.33)

Tvrzeńı je tak dokázáno, protože je-li obecně matice B pozitivně definitńı a T regulárńı,
pak je T TBT také pozitivně definitńı. �

Jacobiho metoda bývá někdy velmi užitečně zobecněna doplněńım skalárńıho parametru
θ na tvar matice M

M = (1/θ)DA.

16.3.3 Gauss-Seidelova metoda

Uvažujme matici A rozloženou štěpeńım následuj́ıćım (konvenčńım) zp̊usobem na dia-
gonálńı část DA, striktńı dolńı trojúhelńıkovou část LA a striktńı horńı trojúhelńıkovou
část UA

A = DA − LA − UA.

Gauss-Seidelova metoda je dána volbou

M = DA − LA, (16.34)

jej́ıž inverze se dá aplikovat jako substituce (př́ımý chod). Na sekvenčńıch poč́ıtač́ıch je
tato substituce efektivńı. Iteračńı matice Gauss-Seidelovy metody se dá potom zapsat ve
tvaru (DA − LA)

−1U , nebot’ plat́ı

I −M−1A = I −M−1(DA − LA − UA)

= I − (DA − LA)
−1(DA − LA) + (DA − LA)

−1UA

= (DA − LA)
−1UA.

Prvńı konvergenčńı výsledek pro Gauss-Seidelovu je analogíı tvrzeńı pro Jacobiho metodu.

Věta 16.3.5 Je-li matice A ∈ Rn×n ostře diagonálně dominantńı, Gauss-Seidelova me-
toda konverguje pro libovolné počátečńı přibĺı̌zeńı x0.
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Důkaz: Pro konvergenci stač́ı, aby platilo ‖(DA−LA)
−1UA‖∞ < 1. Tato maticová norma

je generována vektorovou maximovou normou a proto muśı existovat vektor u takový, že
plat́ı

‖(DA − LA)
−1UA‖∞ = ‖(DA − LA)

−1UA u‖∞, ‖u‖∞ = 1. (16.35)

Označme v = (DA−LA)
−1UAu. Pro složky vektoru v, kde ‖v‖∞ = ‖(DA−LA)

−1UA u‖∞
plat́ı |vi| ≤ ‖v‖∞. Necht’ |vs| = ‖v‖∞. Napǐsme nyńı vztah mezi vektory u a v

(DA − LA)v = U u.

to jest pro s-tý řádek

as1v1 + . . .+ assvs = −as,s+1us+1 − . . .− asnun.

Odtud

vs = −
s−1
∑

i=1

asi
ass

vi −
n
∑

i=s+1

asi
ass

ui

Označme

a =

s−1
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

asi
ass

∣

∣

∣

∣

, b =

n
∑

i=s+1

∣

∣

∣

∣

asi
ass

∣

∣

∣

∣

.

Nebot’ matice A je ostře diagonálně dominantńı, pak plat́ı a+ b < 1. Dále

‖v‖∞ = |vs| ≤ a‖v‖∞ + b‖u‖∞ = a‖v‖∞ + b

a z toho plyne

‖(DA − LA)
−1UA‖∞ = ‖v‖∞ ≤

b

1− a
< 1, (16.36)

jak jsme měli dokázat. �

Daľśı výsledek se týká symetrických a pozitivně definitńıch matic a ukazuje, že Gauss=Seidelova
metoda již odpov́ıdá relativně silně předpodmı́něné metodě prosté iterace.

Věta 16.3.6 Je-li matice A ∈ Rn×n symetrická a pozitivně definitńı, Gauss-Seidelova
metoda konverguje pro libovolné počátečńı přibĺı̌zeńı x0.

Důkaz: Uvažujme danou matici ve tvaru standardńıho štěpeńı A = DA−LA−UA, LA =
UT
A a ukažme, že ρ(DA−UT

A )
−1UA < 1. Necht’ λ je vlastńı č́ıslo matice (DA−UT

A )
−1UA a

u vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı tomuto vlastńımu č́ıslu. Note that both the eigenvalue and
eigenvector can be complex. Pak plat́ı

(DA−UT
A )

−1UAu = λu⇒ UAu = λDAu−λUT
Au = λ(DA−UT

A−UA)u+λUAu = λAu+λUAu.

Pro následuj́ıćı skalárńı součin s vektorem u pak dostaneme

(UAu, u) = λ(Au, u) + λ (UAu, u).

Označme (Au, u) = p. Z pozitivńı definitnosti matice A v́ıme, že p > 0. Uvažujme dále
označeńı (UAu, u) = a + ib, kde p, a, b jsou reálná č́ısla. Pak můžeme psát

a+ ib = λ p+ λ (a+ ib)⇒ λ =
a+ ib

p + a+ ib
.
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Dále uvid́ıme, že p + a je nenulové a zlomek je tedy korektně definován. Vynásobeńım
tohoto zlomku č́ıslem λ̄ źıskáme

|λ|2 = a2 + b2

(p+ a)2 + b2
.

Předcházej́ıćı vztah také můžeme vidět z následuj́ıćıho odvozeńı
∣

∣

∣

∣

a + ib

p+ a+ ib

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

ρ1
ρ2

ei(φ1−φ2)

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

ρ1
ρ2

∣

∣

∣

∣

2

=
|ρ1|2
|ρ2|2

=
|a+ ib|2
|p+ a+ ib|2 =

a2 + b2

(p+ a)2 + b2
.

Nebot’

(UT
Au, u) = (u, UAu) = (UAu, u) = a− ib,

pak

p = (DAu, u)− (UAu, u)− (UTu, u) = (DAu, u)− (a+ ib+ a− ib) = (DAu, u)− 2a.

(DAu, u) je podle předpokladu kladné, nebot’ pozitivně definitńı matice A muśı mı́t kladné
diagonálńı prvky a také

(DAu, u) =
n
∑

i=1

aiiu
∗
iui =

n
∑

i=1

aii|ui|2.

Dále
(p+ a)2 = p(p+ 2a) + a2 = p (DAu, u) + a2.

Všimněme si, že p(DAu, u) muśı být kladné, nebot’ je součinem kladných č́ısel. Dostáváme
tedy

|λ|2 = a2 + b2

p (DAu, u) + a2 + b2

a nebot’ jsme neměli omezeńı na výběr vlastńıho č́ısla, tvrzeńı věty je dokázáno. Důkaz
také ukazuje, že ani předpoklad, že matice A je obecně komplexńım, by jej nijak výrazně
nezkomplikoval. �

16.3.4 SOR (successive over-relaxation)

Tato metoda je reprezentant metod, založených na následuj́ıćım parametrizovaném štěpeńı.

ωA = (DA − ωLA) + (ω − 1)DA − ωUA

0 < ω < 2

V tomto př́ıpadě je možné psát

M = ω−1(DA − ωLA), S = (DA − ωLA)
−1[(1− ω)DA + ωUA].

Ke konvergenci této metody a jiných ještě složitěǰśıch variant metod založených na štěpeńı,
často s mnoha parametry, existuje rozsáhlá teorie. V následuj́ıćım textu ukázku jednoho
konvergenčńıho výsledku uvedeme. Definujme si nejprve slabě cyklickou matici indexu
p > 1.
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Definice 16.3.2 Řekneme, že matice A ∈ Rn×n je slabě cyklická s celoč́ıselným indexem
p > 1 právě tehdy, existuje-li permutačńı matice P ∈ Rn×n taková, že matice PAP T má
netriviálńı blokový tvar















0 0 . . . 0 . . . A1p

A21 0 . . . 0 . . . 0
0 A32 . . . 0 . . . 0
...

... . . .
... . . .

...
0 0 . . . Ap,p−1 . . . 0















(16.37)

se čtvercovými diagonálńımi bloky.

Vlastnost slabé cykličnosti omezuje množinu vlastńıch č́ısel následuj́ıćım zp̊usobem.

Věta 16.3.7 Má-li slabě cyklická matice s indexem 2 vlastńı č́ıslo λ, pak má i vlastńı
č́ıslo −λ.

Definice 16.3.3 Řekneme, že matice A ∈ Rn×n je dvoucyklická, je-li jej́ı Jacobiova ma-
tice D−1

A (LA + UA) slabě cyklická s indexem 2. Dvoucyklická matice se nazývá shodně
uspořádaná, jestlǐze vlastńı č́ısla matice

αD−1
A LA + α−1D−1

A UA

nezáviśı na volbě α 6= 0.

S pomoćı uvedených definic nyńı vyslov́ıme bez d̊ukazu větu o konvergenci metody SOR.

Věta 16.3.8 Předpokládejme, že parametr SOR metody ω je nenulový a matice A ∈ Rn×n

je dvoucyklická, shodně uspořádaná a pozitivně definitńı. Pak metoda SOR konverguje pro
libovolné počátečńı přibĺı̌zeńı x0 právě tehdy, je-li ω ∈ (0, 2).

Kolem této metody vznikla dále celá teorie, která např́ıklad diskutuje volbu ω. Nicméně,
hlavńım d̊uvodem, proč jsme zde tento text uvedli je, abychom viděli, že k doćıleńı rychlé
konvergence metody je obvykle apriorńı znalost velmi speciálńıch vlastnost́ı matice A. Bez
ohledu na krásu teorie, často takovou znalost nemáme.

16.3.5 SSOR (symmetric successive over-relaxation)

Stejně jako Gauss-Seidelova metoda, tak i metoda SOR poskytuj́ı obecně nesymetrickou
matici M . Existuje symetrická varianta metody SOR označovaná jako SSOR, stejně tak
jako existuje symetrická varianta Gauss-Seidelovy metody. Metoda SSOR je dána matićı
předpodmı́něńı

M = ω−1(DA − ωLA)D
−1
A (DA − ωUA).

K metodám SOR a SSOR se ještě později vrát́ıme s t́ım, že ukážeme, jak koncept
speciálńıch matic umožnil jednodušš́ı formulaci vlastnost́ı iteračńıch metod.
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16.3.6 Stacionárńı iteračńı metody a daľśı rozvoj předpodmı́něńı

Jak bylo popsáno, že záruky konvergence pro předpodmı́něńı založená na stacionárńıch
iteračńıch metodách jsou založeny na dobře definovaném vztahu mezi maticemi M a
A. Takto zkonstruovaná předpodmı́něńı lze samozřejmě aplikovat jako transformace i
mimo koncept stacionárńıch iteraćı v rámci krylovovských metod aplikovaných na sou-
stavu (16.9). Lze tedy např́ıklad předpodmı́nit metodu sdružených gradient̊u (kde je
předpokladem symetrie a pozitivńı definitnost matice A) matićı DA z Jacobiho metody.
Postupem času přestala ale předpodmı́něńı konstruovaných na základě štěpeńı matice A
stačit jak z hlediska teoretického popisu, tak i z hlediska efektivity.

Daľśı rozvoj předpodmı́něných iteračńıch metod pro řešeńı složitěǰśıch úloh postupoval
v zásadě dvoj́ım zp̊usobem. Prvńı možnost́ı bylo omezit teoretickými vlastnostmi sa-
motnou matici A. Jinými slovy, bylo třeba předpokládat, že matice A má velmi specifické
vlastnosti, pro které ji budeme stručně nazývat speciálńı matice. Cesta t́ımto směrem
je např́ıklad požadavek ostré diagonálńı dominance matice A. Př́ıklad mnohem sofisti-
kovaněǰśıch, ale i speciálněǰśıch požadavk̊u jsme viděli v př́ıpadě metody SOR. Je třeba
ale dodat, že řada požadavk̊u na takto formálně vyjádřenou speciálnost matice byla his-
toricky motivována skutečně řešenými problémy. Pak bylo ovšem silnou motivaćı včlenit
požadavky na matici do nějakého rámce daného základńımi etalony speciálńıch matic.

Druhou možnost́ı bylo źıskat matici M nikoli jen štěpeńım, ale použ́ıt k tomu
složitěǰśı, ale dobře definovaný proces vycházej́ıćı z matice A. I v tomto př́ıpadě je
možné źıskat teoretické od̊uvodněńı, byt’ ne třeba velmi obecné. Z praktického pohledu
lze ale źıskat velmi efektivńı předpodmı́něńı. Obě zmı́něné možnosti hrály svou roli v
historii vývoje moderńıch předpodmı́něńı, vzájemně se proĺınaly a oba tyto zp̊usoby v
následuj́ıćım textu zmı́ńıme.

16.4 Předpodmı́něńı a speciálńı matice

V řadě praktických př́ıpad̊u lze źıskat speciálńı matice př́ımo z dobře definovaných nume-
rických metod pro řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Jedńım ze základńıch etalon̊u
speciálńıch matic je M-matice. Existuje celá řada r̊uzných zp̊usob̊u, jak ji definovat a
zde si vyb́ıráme jeden z nich.

Věta 16.4.1 Matici A nazveme regulárńı M-matićı, je-li matice A +D regulárńı pro
každou nezápornou diagonálńı matici D a zároveň jsou všechny mimodiagonálńı prvky
matice A nekladné. Tato posledńı podmı́nka se někdy nazývá, že matice A je Z-matice.

Jinou definićı, která je atraktivńı v souvislosti s konvergenćı stacionárńıch iteračńıch me-
tod je

Věta 16.4.2 Matici A nazveme regulárńı M-matićı, plat́ı-li pro jej́ı prvky aij ≤ 0, je
regulárńı a plat́ı A−1 ≥ 0.

Když budeme v daľśım textu hovořit o M-matićıch, budeme vždy předpokládat jejich re-
gularitu a zkracovat tak jejich plné označeńı. Př́ıklad M-matice je na následuj́ıćım obrázku
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Zaved’me dále podmı́nky, které rozšǐruj́ı pojem ostré diagonálńı dominance a navažme
na ně pojem H-matice, který použijeme k formálněǰśımu a jednodušš́ımu popisu konver-
gence předpodmı́něńı založených na stacionárńıch iteračńıch metodách.

Věta 16.4.3 Řekneme, že matice A je zobecněně diagonálně dominantńı, je-li ma-
tice AD diagonálně dominantńı pro nějakou diagonálńı matici D s kladnými prvky; matice
A je nerozložitelně diagonálně dominantńı, je-li diagonálně dominantńı a zároveň
nerozložitelná (neexistuje jej́ı permutace na netriviálńı blokově trojúhelńıkový tvar).

Věta 16.4.4 Řekneme, že matice A je H-matice jestlǐze matice B = |DA|− |A−DA| je
M-matice. Výraz |X| zde vyjadřuje matici s prvky z absolutńıch hodnot prvk̊u matice X.

Souvislost pojmů z těchto definic vystihuje následuj́ıćı věta.

Věta 16.4.5 Matice ostře diagonálně dominantńı, zobecněně diagonálně dominantńı a
nerozložitelně diagonálně dominantńı jsou zároveň H-maticemi.

Zavedené speciálńı matice nám umožňuj́ı jednoduše formulovat konvergenčńı výsledky, z
nichž některé jsme již uvedli dř́ıve a kde při konvergenci uvažujme libovolné počátečńı
přibĺıžeńı x0.

• Je-li A M-matice, pak Jacobiho, Gauss-Seidelova a také SOR metoda pro 0 ≤ ω < 1
jsou konvergentńı.

• Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda konverguj́ı pro ostře diagonálně dominantńı
matice.

• Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda konverguj́ı pro nerozložitelně diagonálně domi-
nantńı matice. Totéž plat́ı pro SOR s parametrem 0 < ω ≤ 1

• Je-li A H-matice, pak SOR konverguje pro parametr

0 < ω <
2

1 + ρ(|(I − (DA − ωLA)−1A)|) .

• SOR obecně nekonverguje pro ω ≤ 0 nebo ω ≥ 2 [122].

• Pro A s pozitivńı matićı DA metoda SOR konverguje pro 0 < ω < 2 právě tehdy,
je-li A symetrická a pozitivně definitńı [129], [132].
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• Je-li A H-matice, pak SSOR konverguje pro parametr

0 < ω <
2

1 + ρ(|(I −M−1A)|) ,

kde (I −M−1A je iteračńı matice metody SSOR [2].

• Pro symetrickou a pozitivně definitńı matićı A metoda SSOR pro 0 < ω < 2 kon-
verguje.

16.5 Předpodmı́něńı a jednoduché maticové procesy

Odvozováńı matice předpodmı́něńı štěpeńım A i za předpokladu, že matice je velmi
speciálńı, má svá silná omezeńı. Hlavńı směr, který zde budeme dále popisovat, je založen
naš́ı druhé možnosti a tedy na konstrukci matice M z matice A pomoćı dobře defino-
vaného procesu. Tento postup byl v zásadě i postupem historického vývoje směřuj́ıćıho
přes iteračńı metody s velmi speciálńımi požadavky na matici A, jako jsme uvedli u me-
tody SOR, konsolidaćı pro “univerzálněǰśı” speciálńı matice směrem k tomu, co budeme
nazývat neúplné rozklady.

16.5.1 Prostá substituce a jej́ı zobecněńı

V následuj́ıćım textu ukážeme, jak se předpodmı́něńı ve tvaru rozkladu pro obecněǰśı
matice dá odvodit analogíı k př́ıpadu řešeńı soustavy s tridiagonálńı matićı.

16.5.1.1 Soustavy s tridiagonálńı matićı

Uvažujme následuj́ıćı metodu pro řešeńı soustav rovnic s tridiagonálńı matićı, kde předpokládáme,
že pro stabilitu rozkladu neńı potřeba pivotace. To je zřejmé v př́ıpadě, kdy je matice sou-
stavy symetrická a pozitivně definitńı, ale často lze samozřejmě rozkládat bez pivotace
i matice obecněǰśı. Tuto metodu pro soustavy s tridiagonálńı matice budeme nazývat
metodou prosté substituce, ale byla zavedena i pod názvem faktorizačńı metoda (Ti-
chonov, Nikolaev) nebo sweeping method (Ilin). Zapǐsme tedy matici A soustavy rovnic
s tridiagonálńı matićı

Ax = f (16.38)

s následuj́ıćım označeńım jej́ıch prvk̊u

A =



























c1 −b1
−a2 c2 −b2

−a3 c3 −b3
. . .

. . .
. . .

−ai ci −bi
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−an−1 cn−1 −bn−1

−an cn



























(16.39)
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Jedna z možnost́ı, jak naj́ıt řešeńı této soustavy je postupně vyjadřovat proměnné x1, x2, . . . xn

dosazováńım z prvńı rovnice do druhé, z druhé do třet́ı atd. Jinými slovy, postupovat tak,
jak by postupovala i Gaussova eliminace. Zaved’me tedy nejprve označeńı

β1 = b1/c1, z1 = f1/c1 (16.40)

a přepǐsme prvńı dvě rovnice soustavy následovně.

x1 − β1x2 = z1

−a2x1 + c2x2 − b2x3 = f2

Přičteńım a2 násobku prvńı z těchto rovnic ke druhé źıskáme rovnici

(c2 − a2β1)x2 − b2x3 = f2 + a2z1 (16.41)

a formálně tuto rovnici zaṕı̌seme následuj́ıćım zp̊usobem

x2 − β2x3 = z2, (16.42)

kde jsme definovali β2 a z2 vztahy

β2 =
b2

c2 − β1a2
, z2 =

f2 + a2z1
c2 − β1a2

. (16.43)

Opakujme tento substitučńı krok. Nejprve k źıskané rovnici přibereme třet́ı rovnici p̊uvodńı
soustavy, následně ji převedeme na analogický tvar, pro který definujeme hodnoty β3 a z3
a takto pokračujme dále. V obecném kroku tak źıskáme vztahy

xi − βixi+1 = zi, βi =
bi

ci − βi−1ai
, zi =

fi + aizi−1

ci − βi−1ai
, i = 2, . . . , n− 1 (16.44)

K posledńı z takto źıskaných rovnic přidáme posledńı rovnic p̊uvodńı soustavy a dostáváme
vztahy

xn−1 − βn−1xn = zn−1

−anxn−1 + cnxn = fn.

Z nich vyjádř́ıme hodnoty xn a xn−1 přičteńım an násobku prvńı z nich k druhé rovnici a
při definováńı skaláru zn

xn = zn, xn−1 = βn−1xn + zn−1, zn =
fn + anzn−1

cn − βn−1an
(16.45)

Hodnoty řešeńı pak vyjádř́ıme následuj́ıćım rekurentńım vztahem, kde potřebné hodnoty
βi a zi jsou již známy.

xi = βixi+1 + zi, i = n− 1, . . . , 1. (16.46)

Tento odvozený vztah je tedy dán dvoj́ı závislost́ı jednostrannou rekurenćı mezi kom-
ponentami řešeńı dané soustavy s tridiagonálńı matićı. Nejprve vyjadřujeme postupně
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vzájemnou závislost hodnot zi, i = 1, . . . n na předcházej́ıćıch hodnotách. Potom jsou v
opačném pořad́ı poč́ıtány hodnoty xi, i = n, . . . 1.

Vyjádř́ıme-li vztahy mezi použitými veličinami a koeficienty matice A pro i = 1, . . . , n
následovně se zavedeńım komponent vektoru δ

δi = ci − aiβi−1,

βi = bi/δi

fi = −aizi−1 + δizi,

pro z0 = 0, β0 = 0, xn+1 = 0, vid́ıme že rekurentńı výpočet můžeme interpretovat jako
následuj́ıćı LU rozklad matice A

A = LU ≡
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(16.47)

a źıskáńı řešeńı jako substitučńı kroky

Lz = f

Ux = z.

Vztahy pro prvky znázorněných matic L a U źıskáme porovnáńım levých a pravých stran
vztah̊u

aij = Li∗U∗j , i, j = 1, . . . , n. (16.48)

16.5.1.2 Zobecněńı na soustavy z pětibodového (2D) śıt’ového schématu

Uvažujme soustavu rovnic, která vznikla diskretizaćı parciálńı diferenciálńı rovnice na
pravidelné dvojrozměrné śıti s diskretizačńım parametrem h. Ten je dán vzdálenostmi mezi
body śıtě ve směru souřadných os. Jej́ı prvky a stejně tak i prvky hledaného vektoru řešeńı
budeme označovat dvěma indexy, které označuj́ı jejich polohu v dvojrozměrné śıti. Pro
jednoduchost předpokládáme, že śıt’ je pravidelná čtvercová s oběma śıt’ovými dimenzemi
stejnými a rovnými k. Matice tedy bude mı́t dimenzi n = k2. Taková śıt’ pro k = 5 je
znázorněna na následuj́ıćım obrázku.
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i

j

Vrcholy śıtě odpov́ıdaj́ı ve standardńıch neorientovaných nebo orientovaných grafových
modelech řádk̊um a sloupc̊um matice a můžeme je tedy oč́ıslovat také pomoćı bijekce β
mezi vrcholy (i, j) ∈ {1, . . . , k} × {1, . . . , k} śıtě a indexy řádk̊u/sloupc̊u danou vztahem

β : (i, j)←→ i+ i+ nx ∗ (j − 1). (16.49)

Takovému oč́ıslováńı matice ř́ıkáme přirozené oč́ıslováńı a oč́ıslováńı znázorńıme na
následuj́ıćım obrázku.

i

j

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15

16 17 18 19 20

21 22 23 24 25

Je-li diskretizovaný operátor negativńı Laplace̊uv operátor, pak pětibodové śıt’ové
schéma jeho jednoduché diskretizace je dáno vztahem pro hodnoty řešeńı

xi,j ≈
4xi,j − xi−1,j − xi+1,j − xi,j−1 − xi,j+1

h2
,

které v přirozeném uspořádáńı poskytne matici se strukturou ř́ıdkosti jako je na následuj́ıćım
obrázku.

V obecněǰśım př́ıpadě můžeme např́ıklad vztah odpov́ıdaj́ıćı řešeńı ve vrcholu śıtě,
tedy jeden řádek matice, zapsat
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(16.50)

Obrázek 16.5.1: Matice diskretizované Poissonovy rovnice ve 2D s přirozeným oč́ıslováńım
vrchol̊u śıtě.

−ai,jxi−1,j − bi,jxi,j−1 + ei,jxi,j − ci,jxi+1,j − di,jxi,j+1 = fi,j (16.51)

a celá matice A má následuj́ıćı strukturu
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Analogicky k metodě prosté substituce s tridiagonálńı matićı předpokládejme, že kom-
ponenty řešeńı soustavy

Ax = f

pro i, j = 1, . . . , k se daj́ı vyjádřit závislostmi

xi,j = ξijxi+1,j + δi,jxi,j+1 + zi,j , (16.52)

a

zi,j = αi,jzi−1,j + βi,jzi,j−1 + φi,j, (16.53)
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kde zi,j , ξi,j, δi,j jsou komponenty pomocných vektor̊u z, ξ, δ ∈ R k×k a

αi,j, βi,j, ξi,j, δi,j, γi,j (16.54)

jsou neznámé koeficienty. Vyjádř́ıme-li z druhé z těchto závislost́ı zi,k a dosad́ıme do prvńı
z nich, dostaneme

−αi,jxi−1,j −βi,jxi,j−1+(1−ai,jξi−1,j− bi,jδi,j−1)xi,j − ξi,jxi+1,j − δi,jxi,j+1 = φi,j. (16.55)

K tomu, aby tato rovnice byla ekvivalentńı vztahu (16.51), muśı platit úměra mezi
neznámými koeficienty

αi,j = ai,j/γi,j, βi,j = bi,j/γi,j, φi,j = fi,j/γi,j, ξi,j = ci,j/γi,j, δi,j = di,j/γi,j (16.56)

pro
γi,j = ei,j − ai,jξi−1,j − bi,jδi,j−1. (16.57)

Dosazeńım vztahu (16.53) do (16.55) źıskáme rovnost

zi,j = αi,jzi−1,j + βi,jzi,j−1 + αi,jδi−1,jxi−1,j+1 + βi,jξi,j−1xi+1,j−1 + φi,j, (16.58)

pomoćı které můžeme postupně poč́ıtat hodnoty zi,j postupně pro i, j = 1, . . . , k, známe-li
př́ıslušné hodnoty vektoru x. Závislost ve výpočtu demonstrujeme na následuj́ıćım obrázku
śıtě šipkami postupně od jej́ıho levého dolńıho rohu. Hodnoty v bodech śıtě označené
stejným č́ıslem můžeme poč́ıtat zároveň.

i

j

1

2

2

3

3

3

4

4

4

4

5

5

5

5

5

6

6

6

6

7

7

7

8

8

9

Známe-li všechny komponenty z, pro výpočet řešeńı x v opačném směru použijeme (16.53).
Protože ale hodnoty x na počátku neznáme, pak odvozené vztahy

zi,j = αi,jzi−1,j + βi,jzi,j−1 + αi,jδi−1,jxi−1,j+1 + βi,jξi,j−1xi+1,j−1 + φi,j; i, j = 1, . . . , k(16.59)

xi,j = ξijxi+1,j + δi,jxi,j+1 + zi,j; i, j = k, . . . , 1

definuj́ı stacionárńı iteračńı metodu. Přitom pro indexy (i, j) mimo śıt’ polož́ıme

ai,j = bi,j = ci,j = di,j = fi,j = 0, ei,j = 1. (16.60)
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a celý výpočet startujeme z nějakého počátečńıho přibĺıžeńı x0. Mimo śıt’ tak budou
vektory z a xmı́t nulové hodnoty. Buleev v p̊uvodńıch článćıch diskutoval také konvergenci
iteračńıho schématu a předpokládal diagonálńı dominanci soustavy. Později rozš́ı̌ril tento
metodu na komplikovaněǰśı diskretizované soustavy. Předevš́ım ale už v základńı formulaci
[27] navrhl modifikaci, která může být obecně efektivněǰśı, kde je konvergence metody
delikátněǰśım problémem a o které budeme mluvit později.

Stejně jako v př́ıpadě tridiagonálńı matice se dá tento výpočet v rámci jedné ite-
race interpretovat pomoćı LU rozkladu, ale už tento rozklad neńı přesný, protože prvky
odpov́ıdaj́ıćı zaplněńı jsou zanedbány. Takovému rozkladu budeme dále ř́ıkat neúplný a
tento postup byl historicky prvńım zp̊usobem zavedeńı neúplného rozkladu, který pro dis-
kretizace eliptických parciálńıch diferenciálńıch rovnic navrhl Buleev v roce 1959 [27], [28].
Konkrétně se dá ukázat, že metoda, kterou jsme t́ımto zp̊usobem źıskali, je stacionárńı
iteračńı metoda s matićı předpodmı́něńı M ve tvaru

(G− LA)G
−1(G− UA) (16.61)

pro standardńı štěpeńı matice

A = DA − LA − UA, (16.62)

která se zaṕı̌se ve standardńım tvaru

x+ = (I −M−1A)x+M−1b, (16.63)

a kde matice G je diagonálńı matice, která obsahuje prvky γi,j.

16.5.2 Od rekurźı k hvězdám a maticovým zápis̊um předpodmı́něńı

Znázorněme si graficky závislost hodnoty řešeńı x na pozici odpov́ıdaj́ıćı nějakému vrcholu
śıtě daným indexy i, j pro i, j = 1, . . . , k. Toto znázorněńı budeme nazývat hvězdou.
Hodnoty, na kterých záviśı hodnota řešeńı uprostřed hvězdy, jsou na našich obrázćıch
označeny tmavě.

Obrázek napravo znázorňuje závislost výpočtu hodnoty hledané 2D funkce na po-
zici (i, j) śıtě pro i, j = 1, . . . , k s diskretizačńım parametrem h na hodnotách funkce
v bodech {(i − 1, j), (i, j), (i + 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1)}, které jsou podle naš́ı kon-
vence tmavě označeny. Následuj́ıćı obrázek znázorňuje postupně hvězdu pro matici A
p̊uvodńıho operátoru, prvky z jej́ı dolńı trojúhelńıkové části DA−LA a prvky z jej́ı horńı
trojúhelńıkové části DA − UA.
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hvězda pro A hvězda pro DA−LA hvězda pro DA−UA

Hvězdy proDA−LA aDA−UA tedy odpov́ıdaj́ı, po řadě, dolńı a horńı trojúhelńıkové
matici. Kdyby tyto hvězdy odpov́ıdaly rozkladu of A a napsali jejich součin symbolicky,
dostaneme následuj́ıćı hvězdu.

hvězda pro (DA − LA)(DA − UA)

Vid́ıme tedy, že hvězdy pro DA − LA a DA − UA nevystihuj́ı strukturu rozkladu matice
A nebot’ rozd́ıl těchto hvězd je

rozd́ılová hvězda pro A− (DA − LA)(DA − UA)

Pro rozklad A = LU muśı být hvězdy rozš́ı̌reny tak, jak znázorňujeme pro L ńıže.
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rozš́ı̌rená hvězda pro L

Definice operaćı nad hvězdami má dlouhou tradici. Bylo použ́ıváno již v prvńıch pub-
likaćıch, které hledaly neúplné rozklady a nejen pro pětibodová diskretizačńı schémata.
Jej́ı pokračováńı, které je v některých aplikačńıch komunitách velmi zažité je také jeden
ze zdroj̊u moderńıho popisu neúplných rozklad̊u v maticovém tvaru. Dva př́ıstupy, na
jejichž základě vznikly moderńı neúplné rozklady zároveň ukazuj́ı změnu paradigmatu
na přelomu padesátých a šedesátých let dvacátého stolet́ı spojovanou se jménem Alstona
Householdera, kde se namı́sto často nepřehledného popisu rozklad̊u po prvćıch (prvkového
formalismu) přešlo k elegantńımu maticovému zápisu, který pak zjednodušil daľśı rozvoj.

16.5.3 Ke složitěǰśım rozklad̊um v rámci diskretizaćı PDR

Uvažujme následuj́ıćı obecný vztah mezi matićı předpodmı́něńı M , matićı A a chybovou
matićı R ve tvaru

M −A = E. (16.64)

Jak jsme viděli, d̊uležitou motivaćı počátečńıho výzkumu algebraických předpodmı́něńı
bylo řešeńı soustav rovnic s maticemi z diskretizaćı diferenciálńıch rovnic. Jedńım směrem
k složitěǰśım a efektivněǰśım rozklad̊um bylo sledovat asymptotickou závislost chyby v
rozkladech na parametru nebo parametrech diskretizace a snažit se ji zmenšit v prak-
tických situaćıch. Často i na základě teoretických úvah. Plat́ı-li, že prvky chybové matice
asymptoticky splňuj́ı pro pravidelnou śıt’ s parametrem diskretizace h vztah

(E)ij = O(h), (16.65)

kde uvažujeme rovnici vzniklou z diskretizace na pravidelné śıti s jedńım diskretizačńım
parametrem h, hovoř́ıme o neúplném rozkladu (faktorizaci) prvńıho řádu. Takovou
modifikaci zavedl Buleev v [27] proto, aby zvýšil rychlost konvergence metody v př́ıpadech,
kdy metoda konvergovala. Tuto modifikaci źıskal přičteńım výrazu

−θij(aijδi−1,j + bijξi,j−1)xij , (16.66)

k oběma stranám vztahu (??) s volným parametrem θij , 0 ≤ θij ≤ 1 pro i, j = 1, . . . , k.
Ukázalo se, že v mnoha př́ıpadech byl optimálńı výběr parametru θij = 1 − O(h).
Uvažujeme-li Předpodmı́něńı ve tvaru přibližného rozkladu A ≈ LU matice A Obecně
můžeme modifikovanou předpodmı́něnou metodu popsat standardńım zp̊usobem, kde
předpodmı́něńı je založeno na přibližném rozkladu matice

A+B
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kde matice B odpov́ıdá modifikaci. V př́ıpadě návrhu Buleeva je tedy

Bij = aijδi−1,j(ui−1,j+1 − θijuij) + bijγi,j−1(ui+1,j−1 − θijuij).

Postupně bylo v rámci předpodmı́něńı v́ıce takových typ̊u modifikaćı, které byly specifické
pro soustavy vzniklé diskretizaćı parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

Podle Saylora [142] nazvěme silně implicitńımetodou každou takovou metodu předpodmı́něńı,
kde struktura ř́ıdkosti S(LU) přibližného LU rozkladu modifikované matice A + B je
shodná se strukturou ř́ıdkosti p̊uvodńı matice A. Jinými slovy, protože rozklad ma-
tice A obvykle generuje zaplněńı, pak modifikace B muśı kompenzovat toto zaplněńı
numerickými hodnotami ostatńıch prvk̊u rozkladu. Významnou silně implicitńı metodu
vyjádřenou matićı modifikačńı matićı B navrhl v roce 1968 Stone a výslednou metodu
nazval SIP (Strongly Implicit Procedure). Tato metoda pro pětibodovou diskretizaci apro-
ximuje hodnoty xi−1,j+1 a xi+1,j−1 následuj́ıćım zp̊usobem.

xi−1,j+1 ≈ xi−1,j + xi,j+1 − xi,j xi+1,j−1 ≈ xi+1,j + xi,j−1 − xi,j (16.67)

a tuto aproximaci lze ve formě výše zmı́něné kompenzace př́ımo aplikovat do iteračńıho
schématu (16.60). Potom se dá ukázat, že (M − A)i,j ≈ O(h2) a tato vlastnost řad́ı
SIP mezi neúplné faktorizace druhého řádu. Formálně se dá struktura této metody pro
pětibodovou diskretizaci znázornit volbou matice B ve tvaru dvou vedleǰśıch diagonál nad
rámec těch, které jsou ve struktuře matice A z pětibodového schématu.

Přirozenou otázku, zdali je možné iteračńı metodu symetrizovat a zároveň udržet efek-
tivnost SIP pro diskretizačńı úlohy, na které ji lze aplikovat, zodpověděl negativně Saylor
v [142], protože symetrizaćı źıská tato metoda druhého řádu jiné a nevhodné numerické
vlastnosti.

V následuj́ıćı sekci ukážeme ještě jiný postup, který vedl k tř́ıdě předpodmı́něńı ve
formě neúplných rozklad̊u a který byl založen, sṕı̌se než na zobecňováńı rekurźıvńıch
schémat, na explicitńım pozorováńı, jak jsou nenulové prvky rozkladu reprezentovány ve
schématech podobných pětibodovému śıt’ovému schématu této sekce.

16.6 Lepš́ı teoretické porozuměńı proces̊um

Souběžně s vývojem předpodmı́něńı založených na jednoduchých procesech, tedy předevš́ım
na nějaké formě neúplného rozkladu, se vyv́ıjelo teoretické poznáńı, které se týkalo vlast-
nost́ı předpodmı́něńı a předpodmı́něných iteračńıch metod. Jedńım ćılem bylo źıskat od-
had č́ısla podmı́něnosti

M−1/2AM−1/2 (16.68)

předpodmı́něné matice. V př́ıpadě předpodmiňováńı stacionárńıch iteračńıch metod je tak
možné źıskat dobrou představu o konvergenci metody i jej́ı rychlosti. Na druhé straně, při
předpodmiňováńı krylovovských iteračńı metod takový odhad konvergenci nemuśı vysti-
hovat a ani zmenšováńı č́ısla podmı́něnosti předpodmı́něné matice nemuśı být kĺıčem k
dosažeńı lepš́ı konvergence.

Jedny z prvńıch teoretických výsledk̊u tohoto typu se týkaly předpodmiňováńı dia-
gonálńımi maticemi.
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16.6.1 Diagonálńı předpodmı́něńı

Forsythe a Straus ukázali v roce 1955 [71], že Jacobiho předpodmı́něńı, tedy volba

M = AD, (16.69)

je optimálńı nebo bĺızké optimálńımu v minimalizaci č́ısla podmı́něnosti mezi všemi
speciálńımi diagonálńımi maticemi s vlastnost́ı A, definovanou ńıže.

Definice 16.6.1 Řekneme, že matice A má vlastnost A, je-li symetrická a dá-li se
symetricky permutovat na blokový tvar

(

D1 LT
A

LA D2

)

, (16.70)

kde matice D1 a D2 jsou netriviálńı diagonálńı matice.

Věta 16.6.1 ( [71]; viz také [87], Věta 4.12.8.) Má-li symetrická a pozitivně definitńı
matice A vlastnost A, pak plat́ı

κ(D
−1/2
A AD

−1/2
A ) = min{D |Dij=0 pro i 6=j}κ(D

−1/2AD−1/2), (16.71)

kde DA je diagonálńı část matice A.

Později, v roce 1969, dokázal podobný výsledek bez předpokladu vlastnosti A, van der
Sluis [156]

Věta 16.6.2 ([156]) Je-li A symetrická a pozitivně definitńı, pak plat́ı

κ(D
−1/2
A AD

−1/2
A ) ≤ pmin{D |Dij=0 pro i 6=j}κ(D

−1/2AD−1/2), (16.72)

kde DA = diag(A) a kde p označuje maximum z počtu nenulových prvk̊u řádk̊u matice A.

16.6.2 K obecněǰśım základ̊um předpodmı́něńı a obecněǰśım mo-

difikaćım

Jiný pohled, který může naznačit kvalitu předpodmı́něńı v př́ıpadě problémů z diskretizaćı
parciálńıch diferenciálńıch rovnic je př́ıznivá asymptotická závislost č́ısla podmı́něnosti
předpodmı́něné matice

M−1/2AM−1/2

na diskretizačńım parametru h. Zat́ımco č́ıslo podmı́něnosti matice A u řady těchto sou-
stav, pro které byla vylepšeńı navržena, má typicky (nep̊ujdeme zde do detail̊u) asympto-
tickou velikost

O(h−2),

ukázalo se, že je možné zkonstruovat předpodmı́něńı, kde plat́ı

κ(M−1/2AM−1/2) = O(h−1) (16.73)
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a kde je počet iteraćı stacionárńı iteračńı metody úměrný O(h−1). Takové metody byly
postupně, předevš́ım po roce 1950, viz ale také např́ıklad [134], navrženy v řadě publikaćı,
přičemž se obrovský pokrok dosáhl v obecnosti diskretizovaných problémů, které tak
mohly být řešeny v počtu iteraćı úměrném O(h−1) [73], [148], [135], [164], [165]. Ve velmi
speciálńıch př́ıpadech byla možná ještě i rychleǰśı lineárńı konvergence [146]. Často ovšem
za cenu závislosti na parametrech, které se v praxi mohly obt́ıžně hledat. A často také
modifikaćı schématu, kde se uvažovalo s iteracemi tvaru

x+ = (A+B)−1(x− ω(Ax− b)), (16.74)

kde se parametr ω mohl měnit v každé iteraci.
Využit́ı větš́ı rychlosti konvergence v praxi ale znamenalo také takto řešit obecněǰśı

úlohy. A to přesto, že daľśı odvozené výsledky se stejně týkaly diskretizaćı s konkrétńımi
okrajovými podmı́nkami a jiné okrajové podmı́nky je mohly změnit. Přelomový výsledek
tohoto typu v obecné formulaci předpodmı́něńı ve tvaru A + B, kde je předpodmı́něná
stacionárńı iteračńı metoda vyjádřena ve tvaru (16.74) byl uveden v práci [57]. Autoři zde
ukazuj́ı pro řešeńı diskretizovaného a poměrně obecného eliptického problému zmı́něnou
závislost č́ısla podmı́něnosti předpodmı́něné úlohy ve tvaru O(h−1) a odvozuj́ı konver-
genčńı výsledky i pro obecně nehladké koeficienty rovnice a pro konstantńı i proměnný
akceleračńı parametr ω. Konkrétně bylo ukázáno, že pro A,M,N pozitivně definitńı a spe-
cifickou faktorizaci prvńıho řádu s A = M−N kde N = O(h) existuj́ı pozitivńı konstanty
m1 a m2 takové, že plat́ı

〈Ax, x〉
〈Mx, x〉 ∈ 〈m1, m2/h〉, (16.75)

což implikuje κ(M−1/2AM−1/2) = O(h−1). Podstatnou součást́ı těchto postup̊u byla nut-
nost perturbovat diagonálńı prvky rozkladu hodnotou, která např́ıklad pro problém s čistě
Dirichletovými okrajovými podmı́nkami měla velikost

c0h
2, (16.76)

kde c0 je konstanta nezávislá na parametru diskretizace h. Pro neúplné faktorizace matic
z diskretizaćı diferenciálńıch operátor̊u pak tento typ výsledku byl rozš́ı̌ren na nejr̊uzněǰśı
typy rovnic a okrajových podmı́nek. Daľśı zobecněńı těchto postup̊u je možné nalézt
např́ıklad v publikaci [56]. Zobecněná metoda SSOR s malou citlivost́ı na použitém re-
laxačńım parametru se objevila např́ıklad v práci O. Axelssona [12].

Modifikace diagonálńıch prvk̊u rozkladu, která se objevila už v práci Buleeva a po-
stupně v mnoha zde citovaných i necitovaných praćıch se postupně přenesla do čistě
algebraických procedur nalezeńı neúplné faktorizace, kde mı́sto o diskretizované parciálńı
diferenciálńı rovnici a okrajových podmı́nkách hovoř́ıme sṕı̌se o matici soustavy.

16.7 Maticově vyjádřený neúplný rozklad

Základńı vztah stoj́ıćı v pozad́ı vzniku a počátečńıho rozvoje neúplných rozklad̊u lze
vyjádřit schématem

násobeńı hvězd ↔ lokálńı interpolace na śıt́ıch ↔ eliminačńı proces
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Uvažujme neúplný rozklad v maticovém zápisu

A = LU − E,

kde E = (eij) představuje chybovou matici a LU tedy znač́ı přesný rozklad matice
A + E. Odlǐsme tento zápis od značeńı v (16.74), které vzniklo v prostřed́ı diskretizaćı
parciálńıch diferenciálńıch rovnic a kde matice A+B mohla být obecně rozkládána pouze
přibližně. Algoritmus neúplného LU rozkladu pak můžeme v př́ıpadě, že všechny operace
lze provést, vyjádřit následovně

Algoritmus 16.7.1 Neúplný LU rozklad (ILU)
Input: Matice A ∈ Rn×n, struktura ř́ıdkosti S.
Output: Faktory rozkladu L ∈ Rn×n s jednotkovou diagonálou a U ∈ Rn×n, kde A ≈ LU .
1. for k = 1 : n do
2. for i = k + 1, . . . n taková, že (i, k) ∈ S
3. lik = aik/akk
4. for j = k + 1, . . . , n taková, že (i, j) ∈ S a (k, j) ∈ S
5. aij = aij − likakj
6. end do
7. end do
8. for j = k, . . . , n do
9. ukj = akj
10. end do
11. end do

Všimněme si, že prvky akk, k = 1, . . . , n jsou zároveň nenulové prvky matice D LDU roz-
kladu, který bychom źıskali, kdybychom nav́ıc modifikovali jeho horńı trojúhelńıkový fak-
tor vynásobeńımD−1U . Prvńı aproximačńı vlastnost́ı neúplného rozkladu je v následuj́ıćım
lemmatu. Tato vlastnost by byla snad i překvapuj́ıćı, kdybychom chápali neúplný rozklad
jen jako mechanický postup daný Algoritmem 16.7.1.

Lemma 16.7.1 Pro neúplný LU rozklad matice A daný strukturou ř́ıdkosti S, kde A =
LU − E plat́ı pro prvky chybové matice E následuj́ıćı implikace

(i, j) ∈ S ⇒ eij = 0. (16.77)

Důkaz: Uvažujme pozici (i, j) ∈ S a předpokládejme, že i < j. Př́ıslušný prvek neúplného
LU rozkladu je podle algoritmu roven

lij =



aij −
∑

k<j,(i,k)∈S∧(k,j)∈S
likukj



 /ujj. (16.78)

Znásobeńım i-tého řádku matice L a j-tého sloupce matice U dostaneme aij and toto
násobeńı je dáno přesně sumou v (16.78) s přičteńım dodatečného členu lijujj. Pro i ≥ j
je d̊ukaz analogický. �
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Poznámka 16.7.1 Triviálně, obecně neplat́ı, že prvek na pozici (i, j) struktury ř́ıdkosti
je totožný s př́ıslušným prvkem matice L+ U − I úplného LU rozkladu.

Různé volby struktury ř́ıdkosti S a r̊uzné algoritmy jej́ı konstrukce určuj́ı základńı va-
rianty neúplné faktorizace. Samotná struktura ř́ıdkosti může, ale i nemuśı být známa a
priori, tedy před provedeńım rozkladu. Rozklad, který budeme označovat ILU(0) je dán
následuj́ıćı volbou struktury ř́ıdkosti

S(L + U) = S(A). (16.79)

Poznámka 16.7.2 Samozřejmě, pro existenci neúplného LU rozkladu, tedy aby Algorit-
mus 16.7.1 dokončil výpočet, je nutnou podmı́nkou platnost vztahu

{(1, 1), . . . , (n, n)} ⊆ S(L + U). (16.80)

Podmı́nka (16.80) ale neńı postačuj́ıćı. a jedńım z problém̊u Algoritmu 16.7.1 je, že se
jej nemuśı povést dopoč́ıtat a rozklad tedy neexistuje. Na rozd́ıl od úplného rozkladu nestač́ı
pro jeho existenci ani předpoklad silné regularity matice. Garance existence rozkladu
je d̊uležitá motivace pro volbu S, ale v obecném př́ıpadě je obt́ı̌zné ji zabezpečit a priori.

Poznámka 16.7.3 Př́ıkladem neúplného rozkladu bez zaplněńı je dř́ıve uvedená metoda
podle Buleeva, kde rekurence popsané výše v prvkovém formalismu poč́ıtaly hodnoty, které
se daj́ı interpretovat jako prvky faktor̊u rozkladu, pouze na pozićıch p̊uvodńıch prvk̊u ma-
tice. Pozděǰśı silně implicitńı metody pak použ́ıvaj́ı obvykle jako strukturu ř́ıdkosti rozkladu
nějakou nadmnožinu struktury ř́ıdkosti matice A.

Neúplný rozklad ILU(0) v př́ıpadě matic z pětibodového śıt’ového schématu podle hvězdicového
schématu zobrazeného ńıže můžeme zapsat pomoćı matic ze štěpeńı p̊uvodńı matice

LU = (D − LA)D
−1(D − UA)

kde A = DA − LA − UA a matice D je diagonálńı matice, obecně r̊uzná od DA. Soustavy
s maticemi, které toto splňuj́ı, je možné efektivně předpodmı́nit s využit́ım speciálńıho
triku, který se v maticové formě nazývá Eisenstat̊uv trik a uvedeme jej ńıže.

b

a d c

e

Obecněǰśı neúplné LU rozklady budeme standardně značit ILU s př́ıpadným parame-
trem v závorce. Jedná-li se o neúplný Choleského rozklad symetrické a pozitivně definitńı
matice, budeme použ́ıvat značeńı IC s př́ıpadným parametrem. K parametr̊um, které se
použ́ıvaj́ı v tomto značeńı, se vrát́ıme později.
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Poznámka 16.7.4 V př́ıpadě neúplného Choleského rozkladu budeme na rozd́ıl od př́ımých
metod vždy vyžadovat kladnost diagonálńıch prvk̊u, abychom mohli použ́ıt rozklad korektně
jako předpodmı́něńı, kde je pozitivńı definitnost předpodmı́něńı velmi často vyžadována.
Takový požadavek je obvyklý nejenom pro předpodmiňováńı iteračńıéch metod při řešeńı
soustav se symetrickými a pozitivně definitńımi maticemi, ale i při řešeńı soustav se sy-
metrickými a indefinitńımi maticemi.

Jedńım z mezńık̊u ve vývoji neúplných rozklad̊u byl př́ıspěvek Meijerinka a van der
Vorsta [117], ve kterém tito autoři ukázali, že pro M-matice a zvolenou strukturu ř́ıdkosti
S(L + U), která obsahuje diagonálńı pozice (splňuj́ıćı tedy podmı́nku (16.80)), neúplný
rozklad existuje. Jejich d̊ukaz je založen na dvou tvrzeńıch, která zde uvedeme bez d̊ukazu.
Prvńım z nich je generičnost vlastnosti M-matice v pr̊uběhu rozkladu v následuj́ıćım
smyslu

Věta 16.7.1 [69] Je-li matice A M-matice, pak je M-matice i Schur̊uv doplněk vzhledem
k jej́ımu prvku a11.

Druhé z těchto tvrzeńı ukazuje, že vlastnost M-matice se zachovává při určité množině
modifikaćı jej́ıch prvk̊u.

Věta 16.7.2 Je-li M-matice A modifikovaná na matici B tak, že plat́ı vztahy

aij ≤ bij ≤ 0 i 6= j, i, j = 1, . . . , n (16.81)

0 < aii ≤ bii i = 1, . . . , n,

pak B bude také M-matićı.

Meijerink a van der Vorst [117] pak ukázali, že tvorba Schurových doplňk̊u a př́ıpadné
vynecháńı prvk̊u na pozićıch, které nepatř́ı do zvolené struktury ř́ıdkosti S(L + U), vede
právě k modifikaci podle (16.82) a tak se v postupně tvořených Schurových doplňćıch za-
chovává vlastnost M-matice. V konečném d̊usledku to také znamená, že neúplný LU roz-
klad s danou obecnou strukturou ř́ıdkosti, kde je podmı́nkou jen zahrnut́ı diagonálńıch po-
zic podle (16.80), existuje. Mimo jiné tak existuje i neúplný Choleského rozklad symetrické
a pozitivně definitńı M-matice. Meijerink a van der Vorst také ukázali, že takový rozklad
definuje regulárńı štěpeńı matice A, což implikuje konvergenci stacionárńı iteračńı me-
tody určenou t́ımto štěpeńım. Konkrétně, ohromný vliv na daľśı rozvoj předpodmiňováńı
mělo použit́ı neúplného Choleského rozkladu k předpodmiňováńı metody sdružených gra-
dient̊u, jehož existence tak byla v řadě praktických př́ıpad̊u zaručena. Později byla exis-
tence neúplného rozkladu ukázána i pro regulárńı H-matice [160], [114].

Na druhé straně, ačkoli teoretické záruky na neúplný rozklad v př́ıpadě M-matic a
H-matic vypadaj́ı velmi lákavě a výsledný neúplný rozklad je v určitém smyslu ještě
stabilněǰśı než rozklad úplný [117], je nutné si uvědomit, že tyto modely založené na
speciálńıch matićıch jsou velmi hrubé a chybová matice měřená v nějaké normě může být
obrovská. Proto je nutné stát i o sofistikovaněǰśı př́ıstupy byt’ ne s takovými teoretickými
zárukami na existenci a daľśı potřebné vlastnosti neúplného rozkladu.
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16.7.1 Volba struktury ř́ıdkosti a základńı teoretické možnosti

neúplných rozklad̊u

Aniž bychom podrobněji popisovali návrh struktury ř́ıdkosti S, rozlǐsme dvě základńı
možnosti jej́ı volby. Obecně můžeme tuto volbu popsat jako odvrhováńı nenulových
prvk̊u faktor̊u rozkladu, čili určeńı těch prvk̊u rozkladu, které nepatř́ı do S(L + U).
Termı́nem odvrhováńı tedy popisujeme situaci, kdy spočtené nenulové zaplněńı na nějaké
pozici faktoru/faktor̊u nahrazujeme nulou a pozici nepoč́ıtáme do struktury ř́ıdkosti LU
rozkladu. Můžeme tedy uvažovat následuj́ıćı dvě možnosti.

• Odvrhováńı prvk̊u podle pozice v {1, . . . , n}×{1, . . . , n}. Struktura ř́ıdkosti S(L+
U) je v tomto př́ıpadě často určena a priori vymezeńım konkrétńıch pozic pro
odvrhováńı.

• Odvrhováńı podle významu prvk̊u ve faktorech L, U pro rozklad. Význam prvk̊u
je často hodnocen na základě jejich velikosti (absolutńı hodnoty), ale existuj́ı i so-
fistikovaněǰśı př́ıstupy. V tomto př́ıpadě je S(L+U) je často určováno dynamicky
v pr̊uběhu algoritmu.

V praxi existuje v́ıce r̊uzných př́ıstup̊u kombinuj́ıćıch tyto varianty. Poznamenejme,
že základńı neúplný rozklad ILU(0) nemuśı zlepšit ve funkci předpodmı́něńı zlepšit kon-
vergenci iteračńı metody. Rychlost konvergence se často vztahuje k č́ıslu podmı́něnosti
matice M−1/2AM−1/2, což je sice velmi použ́ıvaná, ale zároveň hrubá pomůcka, která
nemuśı konvergenci postihovat. Pro diskuse na toto téma odkazujeme k publikaci [104].
Ale ILU(0) nemuśı zmenšovat ani č́ıslo podmı́něnosti a často se hledaj́ı jeho modifikace,
které č́ıslo podmı́něnosti ve speciálńıch př́ıpadech zlepšuj́ı a zároveň se v praxi vykazuj́ı
rychleǰśı konvergenci.

16.7.2 Modifikované rozklady neúplné MIC, MILU a jejich zo-

becněńı

Standardńımmodifikovaným neúplným rozkladem je nazýván neúplný rozklad, který
k předepsané struktuře pro L+U splňuje nav́ıc následuj́ıćı kritérium řádkového součtu
pro prvky součinu faktor̊u M = LU .

∑

j

mij =
∑

j

aij , i = 1, . . . , n.

Termı́n “modifikovaný” budeme tedy chápat jako technický termı́n vyjadřuj́ıćı tento
konkrétńı postup. Idea modifikace postupně vznikla v praćıch [57], ale navazuje již na
dř́ıve zmı́něné postupy Buleeva [27] či Vargy [159].

Poznámka 16.7.5 Stejně jako u výše uvedeného neúplného rozkladu plat́ı eij = 0 pro
mimodiagonálńı prvky chybové matice E = LU −A. Pro diagonálńı prvky E to neplat́ı.

Algoritmus modifikovaného rozkladu lze zapsat ve tvaru. Snadno nahlédneme, že kroky
6 a 7 zabezpečuj́ı, že bude splněna podmı́nka řádového součtu a zároveň budou ostatńı
mimodiagonálńı prvky spoč́ıtány (v přesné aritmetice) bez chyby.
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Algoritmus 16.7.2 Modifikovaný neúplný LU rozklad (MILU)
Input: Matice A ∈ Rn×n, struktura ř́ıdkosti S.
Output: Faktory rozkladu L ∈ Rn×n s jednotkovou diagonálou a U ∈ Rn×n, kde A ≈ LU .
1. for k = 1 : n do
2. for i = k + 1, . . . n taková, že (i, k) ∈ S
3. lik = aik/akk
4. for j = k + 1, . . . , n taková, že (k, j) ∈ S
5. if (i, j) ∈ S aij = aij − likakj
6. if (i, j) 6∈ S aii = aii − likakj
7. end do
8. end do
9. for j = k, . . . , n do
10. ukj = akj
11. end do
12. end do

Modifikace zachováńım řádkového součtu prvk̊u ve faktorech neúplné faktorizace je
př́ıkladem, kdy se v řešeńı modelových úloh často sńıž́ı počet iteraćı předpodmı́něné
iteračńı metody. Souvisej́ıćım faktem může být, že spolu s daľśım technickým předpokladem,
kterým je vneseńı určité nepřesnosti do řádkového součtu, je možné v modelových úlohách
asymptoticky sńıžit velikost č́ısla podmı́něnosti předpodmı́něné matice κ(M−1/2AM−1/2).
To ted’ postupně probereme. Analogicky jako v neúplném nemodifikovaném rozkladu výše,
budeme rozklad daný Algoritmem 16.7.2 s volbou

S(L + U) = S(A) (16.82)

označovat MILU(0). V př́ıpadě, kdy použijeme v tomto algoritmu Choleského rozklad
jako modifikaci pro symetrické a pozitivně definitńı matice, budeme hovořit o MIC(0).

Uvažujme nyńı rozklad symetrické a pozitivně definitńı matice A z modelového problému
z pětibodového hvězdicového schématu. Rozepǐsme vztah pro chybovou matici jako

M = LD−1LT = A + E = A+R + D̄,

kde matice R má v i-tém řádku obecně nenulové prvky na třech pozićıch, pro které plat́ı

ri,i = −ri,i−m+1 − ri,i+m−1

a prvky matice D̄ reprezentuj́ı diagonálńı modifikaci a pro jejichž velikost plat́ı

D̄ = ξh2DA (16.83)

pro parametr diskretizace h, konstantu ξ nezávislou na h a DA představuj́ıćı diagonálńı
část matice A s prvky

αi, i = 1, . . . n. (16.84)
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V následuj́ıćım budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı prvk̊u na diagonálách symetrické
a pozitivně definitńı matice z pětibodové diskretizace podle následuj́ıćıho obrázku.
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Diagonálńı kompenzaci dodržeńı nepřesných řádkových součt̊u tedy můžeme zapsat

ri,i = −ri,i−m+1 − ri,i+m−1, (16.86)

kde hodnoty chybové matice s indexy mimo rozmeźı 1, . . . , n pokládáme za nulové. Vztahy
mezi nenulovými hodnotami prvk̊u matic A, L a LT můžeme zapsat ve tvaru

a2i = αi(1 + δ)− ri − ri−m+1 − b2i−1 − c2i−m (16.87)

bi = −βi/ai

ci = −γi/ai
ri = bi−1ci−1

δ = ξh2, ξ > 0

Zmiňme zde také, že neúplný rozklad MIC(0) lze zapsat ve tvaru

(D − LA)D
−1(D − UA). (16.88)

V tomto vyjádřeńı jsou prvky diagonálńı matice D rovny

a2i , i = 1, . . . n (16.89)
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a tak s nimi budeme také dále pracovat.
Následuj́ıćı obrázek ukazuje strukturu neúplného rozkladu MIC(0) pro modelový Po-

isson̊uv problém (kde je matice symetrická a pozitivně definitńı). Hvězdičky odpov́ıdaj́ı
zaplněńı, které je kompenzováno na diagonále dodržováńım nepřesných řádkových součt̊u,
kde nepřesnost je dána prvky matice D̄.

A =
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Pro Poisson̊uv modelový problém v tomto označeńı máme m = 3 a plat́ı

αi = 4, i = 1, . . . , n

βi = 1, i = 1, . . . , n− 1; i 6= m, 2m, . . . , (n/m− 1)m

βi = 0, i = m, 2m, . . . , (n/m− 1)m

γi = 1, i = 1, . . . , n−m;

V následuj́ıćım textu ukážeme, že v př́ıpadě diagonálńı modifikace a tento modelový
problém lze očekávat asymptotické sńıžeńı velikosti č́ısla podmı́něnosti předpodmı́něné
matice. Ačkoli v tomto př́ıpadě a v řadě jiných př́ıpad̊u bylo ukázáno, že diagonálńı kom-
penzace neńı pro odvozené teoretické výsledky potřeba, budeme s ńı zde poč́ıtat. I proto,
že budeme poté s diagonálńı kompenzaćı modifikovaných rozklad̊u poč́ıtat v obecném
př́ıpadě jako s praktickým nástrojem algoritmů.

Lemma 16.7.2 Pro předpodmı́něńı MIC(0) aplikované na modelový problém s matićı
(16.85) existuje konstanta ξ1 > 0 nezávislá na diskretizačńım parametru h taková, že

ri ≤ 1/(2(1 + ξ1h).

Důkaz: Uvažujme výše uvedené vztahy mezi hodnotami modelového problému, kde

αi = 4, βi ≤ 1, γi ≤ 1. (16.90)

Plat́ı-li ξ = 0 snadno dokážeme vztah

a2i ≥ 2, , i = 1, . . . , n (16.91)

matematickou indukćı nebot’ pro indukčńı předpoklad

a2i ≥ 2, i = 1, . . . , p− 1 (16.92)
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dostaneme v indukčńım kroku

a2p = 4− bp−1(bp−1 + cp−1)− cp−m(cp−m + bp−m) ≥ 4− 2/a2p−1 − 2/a2p−m ≥ 4− 1− 1 = 2.
(16.93)

Uvažujme nyńı ξ > 0 a ukažme, že

a2i ≥ 2(1 + ξ1h), , i = 1, . . . , n (16.94)

Analogicky, z indukčńıho předpokladu pro i = 1, . . . , p− 1 můžeme psát

(1 + ξ1h)a
2
p ≥ (1 + ξ1h)

(

4(1 + ξh2)− 1

2(1 + ξ1h)
− 1

2(1 + ξ1h)
− 1

2(1 + ξ1h)
− 1

2(1 + ξ1h)

)

= 4(1 + ξh2 + 4ξ1h+ 4ξξ1h
3)− 2 =

= 2 + 4ξh2 + 4ξ1h+ 4ξξ1h
3.

Položeńım ξ1 =
√
2c dostaneme

(1 + ξ1h)a
2
p ≥ 2 + 4ξ1h+ 2ξ21h

2 + 2ξ31h
3 ≥ 2(1 + ξ1h)(1 + ξ1h). (16.95)

Protože ale
ri = bi−1ci−1, (16.96)

pak také
ri = 1/a2i−1 ≤ 1/(2(1 + ξ1h)) (16.97)

a konstanta ξ1 taková, že plat́ı tvrzeńı lemmatu tedy existuje. �

Následuj́ıćı lemma zjednodušuje výraz pro hodnotu kvadratické formy s chybovou matićı
R.

Lemma 16.7.3 Pro x ∈ Rn×n plat́ı (Rx, x) = −∑i ri,i+m−1(xi+m−1 − xi)
2

Důkaz: Podle definice matice R a s využit́ım toho, že matice R má na každém řádku
pouze tři nenulové prvky dostáváme

(Rx, x) = −
∑

i

ri,ix
2
i + 2

∑

i

ri,i+m−1xi+m−1xi (16.98)

Přitom jsme využili faktu symetrie, nebot’ dvojnásobek druhé sumy je dán součtem

∑

i

ri,i+m−1xi+m−1xi +
∑

i

ri+m−1,ixixi+m−1. (16.99)

Pravidlo nulového součtu modifikaćı na řádku implikuje přepis (16.98) na

(Rx, x) = −
∑

i

(ri,i−m+1 + ri,i+m−1)x
2
i + 2

∑

i

ri,i+m−1xi+m−1xi (16.100)

S využit́ım obecného vztahu

2xi+m−1xi = x2
i+m−1 + x2

i − (xi+m−1 − xi)
2
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přeṕı̌seme druhý člen výrazu (16.100) a źıskáme vztah

(Rx, x) = −
∑

i

(ri,i+m−1 + ri,i−m+1)x
2
i +

+
∑

i

(ri,i+m−1x
2
i + ri,i+m−1x

2
i+m−1)−

∑

i

ri,i+m−1(xi+m−1 − xi)
2.

Prvńı členy prvńıch dvou sum se vzájemně vyruš́ı. Totéž ale plat́ı i pro druhé členy prvńıch
dvou sum, jak názorně vid́ıme, když změńıme pořad́ı u jedné řady sč́ıtanc̊u a naṕı̌seme

n
∑

i=m

ri,i−m+1x
2
i =

n−m+1
∑

i=1

ri,i−m+1x
2
i+m−1.

Výsledný vztah pro (Rx, x) lemma dokazuje. �

Lemma 16.7.4 −(Rx, x) ≤ 1/(1 + ξ1h)(Ax, x)

Důkaz: Dosazeńım odhadu pro ri z Lemmatu 16.7.2 do vztahu z Lemmatu lm:mic02
źıskáme

−(Rx, x) =
∑

i

ri,i+m−1(xi+m−1 − xi)
2 ≤

∑

i

1/(2(1 + ξ1h))(xi+m−1 − xi)
2. (16.101)

Použit́ım následuj́ıćı nerovnosti platné pro reálná č́ısla a, b, e

(a− b)2 ≤ 2(a− e)2 + 2(e− b)2 (16.102)

dostaneme

−(Rx, x) ≤
∑

i

1/(1+ξ1h)[(xi+m−1−xi−1)
2+(xi−1−xi)

2] ≤ 1/(1+ξ1h)(Ax, x), (16.103)

kde jsme využili platnosti vztahu

(Ax, x) ≥
∑

i

(

(xi − xi+1)
2 + (xi − xi+m)

2
)

(16.104)

Nerovnost v tomto posledńım vztahu a nikoli rovnost je dána t́ım, že jedna z vedleǰśıch
diagonál v matici našeho modelového problému z diskretizace na čtvercové śıti obsahuje
také nulové prvky. �

Výsledný asymptotický vztah pro č́ıslo podmı́něnosti předpodmı́něné matice je d̊usledkem
předcházej́ıćıch odvozeńı

Důsledek 16.7.1 Pro č́ıslo podmı́něnosti daného modelového problému plat́ı následuj́ıćı
asymptotický vztah κ(M−1/2AM−1/2) = O(h−1)
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Důkaz: Upravujme formálně pod́ıl kvadratických forem pro x ∈ Rn×n

(Ax, x)/(Mx, x) =
(Ax, x)

(Ax, x) + (Rx, x) + (D̄x, x)
≤ 1

1 + (Rx, x)/(Ax, x) + (D̄x, x)/(Ax, x)

≤ 1

1 + (Rx, x)/(Ax, x)
≤ 1

1− 1/(1 + ξ1h)
= 1 +

1

ξ1h
.

Nebot’ se nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice A modelového problému se dá zapsat jako ξ0h
2 pro

konstantu ξ0 nezávislou na h, pak dostaneme

(Ax, x)/(Mx, x) ≥ 1/(Ax, x)

1 + (D̄x, x)/(Ax, x)
=

1

1 + ξh2(x, x)/(Ax, x)

≥ 1

1 + c/ξ0

z čehož plyne výsledek. V této posledńı úpravě jsme využili faktu, že (Rx, x) ≤ 0 jak
je vidět pro náš modelový problém např́ıklad z Lemmatu 16.7.3 a kladnosti prvk̊u R z
vyjádřeńı (16.88). �

Analýza asymptotického č́ısla podmı́něnosti může být rozš́ı̌rena na obecněǰśı modifiko-
vané rozklady i obecněǰśı problémy, které zahrnuj́ı např́ıklad smı́̌sené okrajové podmı́nky
úlohy [85], [86]. V mnoha modelových př́ıpadech neńı nutná ani diagonálńı perturbace
zahrnutá v matici D̄, viz např́ıklad souhrn př́ıstup̊u v [163].

Problém existence je subtilněǰśı u modifikovaných rozklad̊u než u obecných neúplných
rozklad̊u. Obecně MILU nemuśı existovat ani pro M-matice. U MIC varianty, která
předpokládá matici symetrickou a pozitině definitńı, je rozhoduj́ıćı i daľśı vlastnost, a
vytvořeńı rozkladu, který má na diagonále kladné prvky. V následuj́ıćı definici zavedeme
relevantńı pojem.

Definice 16.7.1 Řekneme, že neúplný LU rozklad je stabilńı právě tehdy, jsou-li dia-
gonálńı prvky faktoru U kladné.

Následuj́ıćı věta dává postačuj́ıćı podmı́nku stability varianty modifikovaného neúplného
rozkladu.

Věta 16.7.3 Je-li symetrická a pozitivně definitńı matice A ostře diagonálně dominantńı,
pak jej́ı modifikovaný rozklad pro danou strukturu ř́ıdkosti rozkladu existuje a je stabilńı s
diagonálńı perturbaćı i bez ńı.

Poznamenejme, že se často předpokládá pouze slabá diagonálńı dominance, ale kladná
diagonálńı perturbace. Důkaz této věty je možné naj́ıt v [86]. Dále je známo, že metoda
MILU(0) pro symetrickou a pozitivńı matici je ekvivalentńı výše citovanému zobecněnému
SSOR předpodmı́něńı [12] s optimálńım parametrem ω.

Různé výsledky bez perturbaćı byly dokázány později pomoćı kombinatorických tech-
nik. Zobecněńı modifikaćı je možné požadavkem na obecnou diagonálńı kompenzaci roz-
kladu s parametrem c > 0, pro který plat́ı Ac > 0 (zobecněné kritérium řádkového
součtu). Modifikovaný rozklad s kompenzaćı pak splňuje vztah

∑

j

mij =
∑

j

cjaij, rij = 0 pro (i, j) ∈ S ∀i
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Obecně je vidět, že modifikace může v řadě problémů vzniklých z diskretizaćı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic může přinést větš́ı efektivnost, ale za cenu slabš́ıch teoretických
výsledk̊u i pro modelové problémy. Jazýčkem na vahách volby metody může pak být
perturbace diagonálńıch prvk̊u. Axelson a Lindskog [15], [16] toho využili k zavedeńı re-
laxovaného rozkladu, který modifikuje diagonálńı prvky pouze přibližně a odeč́ıtá tak od
diagonálńıho prvku aii hodnotu

ω
∑

i

rij,

kde parametr ω je téměř roven jedné. Fourierovou analýzou modelového problému se dá
ukázat, že modifikace odpov́ıdá matici D̄, kterou jsme použili v d̊ukazu asymptotické
rychlosti konvergence perturbovaného modifikovaného rozkladu. Tento postup motivuje
statickou nebo i dynamickou volbu ω modifikace při řešeńı obecných problémů [66], [67],
[157], [125]. V souvislosti s konkrétńımi obecněǰśımi diskretizovanými problémy se zobecnil
i pojem stability tak, aby zahrnul to, že diagonálńı prvky rozkladu např́ıklad nedegeneruj́ı
se zjemňováńım śıtě [26], [25].

16.7.3 Parametrizace neúplných rozklad̊u a odvrhováńı prvk̊u
faktor̊u po úrovńıch: ILU(k)

Neúplné rozklady mohou být kromě algoritmů popsány r̊uzným zp̊usobem jako mati-
cové transformace. Uvažujme jeden krok rozkladu matice A ∈ Rn×n, kde a ∈ R, rT ∈
Rn, c ∈ Rn, S ∈ Rn−1×n−1 a zapǐsme jej v podmaticové formulaci, kde S označuje př́ıslušný
Schur̊uv doplněk.

A =

(

a rT

c S

)

=

(

I
c a−1 I

)(

a rT

S − c a−1 rT

)

Krok přibližného rozkladu pak můžeme znázornit

A =

(

a rT

c S

)

=

(

I
ĉ a−1 I

)(

a r̂T

S − ĉ a−1 r̂T

)

Zaved’me nyńı následuj́ıćı ohodnoceńı všech prvk̊u matice skalárńı hodnotou, kterou bu-
deme nazývat úroveň prvku funkćı level.

• Inicializace úrovńı před rozkladem:

level
(0)
ij =

{

0 if aij 6= 0 or i = j
+∞ otherwise

• Definice úrovně prvku v pr̊uběhu LU rozkladu: Pro prvek matice na pozici (i, j) v
kroku k podmaticového algoritmu definujeme

level
(k+1)
ij = min(level

(k)
ij , level

(k)
ik + level

(k)
kj + 1)
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Takto je tedy úroveň definována pro všechny pozice v {1, . . . , m} × {1, . . . , n}.
Neúplný rozklad založený na konceptu úrovně budeme značit ILU(p) v př́ıpadě neúplného

LU rozkladu a IC(p) v př́ıpadě neúplného Choleského rozkladu. p ≥ 0 zde představuje
zvolený celoč́ıselný parametr. Principem postupu je aktualizace prvk̊u pouze na těch po-
zićıch z {1, . . . , m} × {1, . . . , n}, které maj́ı úroveň nejvýše rovnu danému celoč́ıselnému
parametru p ≥ 0. T́ımto zp̊usobem omezujeme je omezeno zaplněńı ve faktorech roz-
kladu. Myšlenka, která motivuje tuto dynamickou definici struktury ř́ıdkosti S je, že
prvky s vyšš́ı úrovńı, které odpov́ıdaj́ı deľśım cestám zaplněńı, přisṕıvaj́ı k výslednému
rozkladu méně. To je skutečný fakt, který nastává v některých praktických modelových
situaćıch, kde zaplněńı s vysokou úrovńı danou funkćı level, maj́ı malou velikost (abso-
lutńı hodnotu). Algoritmus neúplného LU rozkladu založeného na konceptu úrovńı pak
můžeme lze vyjádřit následovně

Algoritmus 16.7.3 Neúplný LU rozklad založený na úrovńıch (ILU(p))
Input: Matice A ∈ Rn×n, inicializované úrovně level, p ≥ 0.
Output: Faktory rozkladu L ∈ Rn×n s jednotkovou diagonálou a U ∈ Rn×n, kde A ≈ LU .
1. for i = 1 : n do
2. for k = 1, . . . i− 1 taková, že level(i, k) ≤ p
3. lik = aik/akk
4. for j = k + 1, . . . , n
5. aij = aij − likakj
6. level(i, j) = min level(i, j), level(i, k) + level(k, j) + 1
7. end do
8. end do
9. for j = 1, . . . n
10. if level(i, j) > p polož aij = 0
11. end do
12. for j = k, . . . , n do
13. ukj = akj
14. end do
15. end do

Algoritmus pracuje po řádćıch a to je také d̊uvod, proč nulujeme prvky s úrovńı
přesahuj́ıćı p teprve po vytvořeńı konkrétńıho řádku. V pr̊uběhu cyklu pro jeho tvorbu
totiž ještě nemuśıme vědět, jestli nějaká př́ıpustná cesta zaplněńı existuje nebo ne. Následuj́ıćı
sada obrázk̊u ukazuje strukturu zaplněńı pro ILU(p) s postupně rostoućım parametrem
p a naznačuje problém, který může v praxi nastat u tohoto typu volby struktury ř́ıdkosti
neúplných faktor̊u. Prvńı čtyři obrázky se týkaj́ı modelového problému a zbylé dva obrázky
znázorňuj́ı strukturu neúplného rozkladu založeného na úrovńıch pro matici s kompliko-
vaněǰśı strukturou ř́ıdkosti.
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Konkrétně, u tohoto typu volby struktury ř́ıdkosti může doj́ıt k tomu, že velmi rychle
vzr̊ustá velikost zaplněńı pro rostoućı p.

16.7.4 Odvrhováńı prvk̊u menš́ıho významu

Hlavńım problémem takto koncipovaného zp̊usobu odvrhováńı je odhad, které prvky maj́ı
pro rozklad malý význam. Jak bylo naznačeno výše, obvykle se za takové prvky považuj́ı
ty, které jsou jako prvky faktoru nebo faktor̊u v absolutńı hodnotě menš́ı, než nějaký
pevně daný parametr τ > 0 (absolutńı odvrhováńı), nebo, které jsou v absolutńı
hodnotě menš́ı vzhledem k jiným prvk̊um, např́ıklad maximálńı absolutńı hodnotě prvk̊u
ze Schurova doplňku (relativńı odvrhováńı).

Ačkoli se relativńı odvrhováńı zdá vhodněǰśı, nemuśı tomu tak v praxi vždy být.
Procedura, která takové kritérium využ́ıvá, nemuśı detekovat velký r̊ustový faktor roz-
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kladu a spoč́ıtané faktory mohou být nestabilńı. Naproti tomu algoritmus rozkladu s
absolutńım odvrhováńım pro škálovanou matici, takovou situaci snadno pozná podle
zmenšováńı počtu odvrhovaných prvk̊u a může na tento fakt adaptivně reagovat v pr̊uběhu
rozkladu. Existuje dokonce celá řada adaptivńıch technik, které parametr τ měńı v pr̊uběhu
rozkladu z podobných d̊uvod̊u, ale třeba i kv̊uli udržeńı předem vymezené velikosti paměti
pro neúplné faktory.

16.7.5 Existence a stabilita neúplného rozkladu

Je-li matice A symetrická a pozitivně definitńı, jej́ı úplný Choleského rozklad je
zpětně stabilńı. Poč́ıtáme-li ale nějaký jej́ı neúplný rozklad, nemuśı ani silná regu-
larita matice A stačit pro jeho existenci či stabilita tohoto rozkladu může být výrazně
porušena, jak jsme již zmı́nili. Neexistence neúplného Choleského rozkladu znamená, že
v jeho pr̊uběhu je nějaký spoč́ıtaný diagonálńı prvek nekladný. Pro neúplný LU rozklad
(ILU) to znamená, že je na diagonála nula a záporný diagonálńı prvek nevad́ı. V obou
př́ıpadech ale i spoč́ıtaný diagonálńı prvek bĺızký nule znamená potenciálńı nestabilitu
rozkladu. Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje neúplný Choleského rozklad (ve tvaru LDLT ) sy-
metrické a pozitivně definitńı matice. Poznamenejme, že matice z tohoto př́ıkladu neńı
M-matice, protože pak by rozklad musel existovat, jak jsme uvedli výše.

A =
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Po třech kroćıch rozkladu bez zaplněńı źıskáme následuj́ıćı neúplné faktory.
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Neúplný Choleského rozklad tedy neexistuje nebot’ došlo ke zlomu t́ım, že na diagonále
vzniknul záporný prvek. Heuristická minimalizace pravděpodobnosti, že nastane taková
situace může být založena např́ıklad na tom, že se před rozkladem hledá nějaký kom-
promis mezi permutaćı minimalizuj́ıćı zaplněńı a permutaćı, která přesune na diagonálu
matice prvky s co největš́ı absolutńı hodnotou. Takovou permutaci lze nalézt např́ıklad a
priori aplikaćı kombinatorických technik založených na variantách hledáńı párováńı v gra-
fovém modelu matice. Druhou možnost́ı je hledat takovou permutaci dynamicky a použ́ıt
např́ıklad diagonálńı pivotaci. To znamená, že v k-tém kroku rozkladu vyb́ıráme hlavńı
prvek ze zbývaj́ıćıch n− k − 1 diagonálńıch prvk̊u. Ve výběru opět můžeme kombinovat
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kritéria, aby tento hlavńı prvek byl dostatečně velký v absolutńı hodnotě a zároveň ne-
docházelo k př́ılǐsnému zaplněńı matice. Ani v tomto př́ıpadě nemuśı ale neúplný rozklad
(symetricky permutované) matice existovat. Neúplné faktory ale mohou trpět i daľśımi
nešvary. Faktory mohou být nestabilńı z d̊uvodu existence v́ıce menš́ıch hlavńıch prvk̊u
(pivot̊u) a přitom tento problém nemuśı být algoritmem detekován. Daľśım problémem
může být nestabilita substitučńıch krok̊u dlouhými rekurencemi, které vytvářely neúplné
faktory [66], [67], [33]. V praxi tak vznikla celá řada specifických modifikaćı algoritmů
neúplných rozklad̊u (nezaměňujme takové modifikace s technickým termı́nem modifikace
zavedeným výše). Několik takových možnost́ı zmiňujeme v následuj́ıćım výčtu:

• Změna hodnoty diagonálńıho prvku v př́ıpadě jeho malé absolutńı hodnoty
(neúplný LU rozklad) nebo malé hodnoty (neúplný Choleského rozklad) [96]. Tato
změna někdy může pomoci, ale často je neúčinná, protože když jsou problémy al-
goritmem detekovány, může už být pozdě na nápravu.

• Sofistikované diagonálńı modifikace v pr̊uběhu rozkladu. Takové modifikace
mohou brát např́ıklad do úvahy poměr mezi absolutńımi hodnotami diagonálńıch a
mimodiagonálńıch prvk̊u v pr̊uběhu rozkladu. Takový postup, který byl svého času
populárńı v optimalizačńıch aplikaćıch, může vyústit ve velmi nepřesný neúplný
rozklad nebo poskytnout rozklad, které žádnou modifikaci nepotřeboval.

• A priori posunuté rozklady [114] rozkládaj́ı matici A+αI nebo A+αDA, kde α je
skalárńı parametr. Dostatečně velké kladné α, které zabezpečuje existenci rozkladu,
vždy existuje, ale problémem může takový parametr, aby chybová matice E, která
vznikne na základě a priorńıho posunu i neúplnosti rozkladu, nebyla př́ılǐs veliká a
rozklad se tedy bĺıžil rozkladu p̊uvodńı matice.

• Kompenzované redukce, jejichž varianta byla zmı́něna výše, jsou např́ıklad neúplné
rozklady M-matice bĺızké matici A. Pro ty pak neúplný rozklad existuje. Jejich kon-
strukce je např́ıklad založena na tom, že hodnoty kladných mimodiagonálńıch prvk̊u
matice A jsou přičteny k diagonále matice, č́ımž se zachovaj́ı řádkové součty mezi
p̊uvodńı a modifikovanou matićı. Tento př́ıstup je robustńı hlavně pro ty matice,
které jsou samy bĺızké M-matićım; viz [14] nebo podobný př́ıstup v [59].

• Lokálńı modifikace podle Ajize a Jenningse. Tato strategie [92], [93], [1] nab́ıźı
dynamický zp̊usob odvrhováńı, kde odvrhované prvky nejsou vybrány ze struktury
ř́ıdkosti p̊uvodńı matice, ale jsou zvoleny na základě hodnot v Schurově doplňku
neúplného rozkladu. Schéma lze znázornit následovně
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kde nenulové hodnoty v této matici odpov́ıdaj́ı prvk̊um, kterými modifikujeme
Schur̊uv doplněk, nechceme-li připustit zaplněńı na jeho pozici (i, j) (provád́ıme
odvrhnut́ı na této pozici). Parametr γ je často pro jednoduchost zvolen jednot-
kový. Strategie je robustńı z hlediska existence, protože taková modifikace znamená
přič́ıtáńı pozitivně semidefinitńı matice k matici A. Byla-li p̊uvodńı matice regulárńı,
pak tedy rozklad zřejmě existuje. Blokové varianty tohoto postupu, kde je vidět ještě
daľśı zvýšeńı robustnosti rozkladu, je možné naj́ıt např́ıklad v [21]. Stejně jako v
podobných situaćıch, rozklad může být efektivńı, neńı-li rozkládaná matice př́ılǐs
vzdálená od matice A.

• Pozitivně semidefinitńı modifikace podle [155] je daľśım možným postupem. Uvažujme
nejprve krok úplného LU rozkladu v následuj́ıćım podmaticovém zápisu zapsaným
stejně jako výše

A =

(

a rT

c S

)

=

(

I
c a−1 I

)(

a
S − c a−1 rT

)(

1 a−1 rT

I

)

Nyńı rozložme obecně ř́ıdké vektory c a r na dvě části s r̊uznými komponentami a
označme je následovně.

r =

(

r1
r2

)

, c =

(

c1
c2

)

Schur̊uv doplněk
S − c a−1 rT

úplného rozkladu pak budeme modifikovat na tvar

S − c a−1 rT +R = S −
(

c1
c2

)(

r1
r2

)T

+

(

0 0
0 c2 r

T
2

)

(16.105)

Existuje v́ıce zp̊usob̊u jak rozložit sloupcový a řádkový vektor vystupuj́ıćı v konkrétńım
kroku rozkladu. Populárńı volbou je takový rozklad, kde v r1 a c1 jsou prvky s obecně
větš́ımi absolutńımi hodnotami než v zbylých částech, tedy než, po řadě, v r2 a c2. Tato
varianta rozkladu velmi efektivńı, ačkoli implementace neńı př́ımočará a je zapotřeb́ı ji
obvykle ještě dále modifikovat, aby byla efektivńı.

16.7.6 Neúplné rozklady a přeuspořádáńı

V př́ıpadě úplného rozkladu symetrické a pozitivně definitńı matice Choleského rozkla-
dem je obvyklé volit počátečńı uspořádáńı statickou symetrickou permutaćı, která mini-
malizuje zaplněńı v matici, jak bylo diskutováno výše. V pr̊uběhu ř́ıdké Choleského
faktorizace se pak obvykle použ́ıvaj́ı daľśı permutace motivované např́ıklad vhodným to-
pologickým oč́ıslováńım eliminačńıho stromu, vytvářeńım supervrchol̊u, ale i paralelńım
zpracováńım, o kterém jsme zat́ım nemluvili. Tyto daľśı permutace už často neměńı
velikost zaplněńı. V př́ıpadě neúplných rozklad̊u je volba vhodného uspořádáńı, at’ už
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počátečńıho nebo vytvářeného v pr̊uběhu rozkladu, obt́ıžněǰśı, protože vliv uspořádáńı na
r̊uzné aspekty chodu předpodmı́něných iteračńıch metod je méně předv́ıdatelný. Následuj́ıćı
obrázky demonstruj́ı graficky několik typ̊u uspořádáńı, které byly vyvinuty předevš́ım pro
použit́ı v úplných rozkladech př́ımých metod a které byly také zkoumány v souvislosti s
neúplnými rozklady.
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Sumarizujme nyńı několik základńıch fakt̊u o použit́ı uspořádáńı pro neúplné faktorizace,
přičemž budeme také hovořit o zp̊usobech uspořádáńı, které vysvětĺıme teprve později.

• Uspořádáńı pro neúplný Choleského rozklad [52].

– Přirozené uspořádáńı a permutace nenulových prvk̊u matice směrem
k diagonále pro matice z diskretizaćı na strukturovaných śıt́ıch je obecně
dobrou volbou pro neúplné rozklady, kde připoušt́ıme malé zaplněńı. Přirozeným
uspořádáńım je přitom systematické oč́ıslováńı vrchol̊u śıtě po řádćıch nebo
sloupćıch.

– Uspořádáńı typu nejmenš́ıho stupně a nejmenš́ıho zaplněńı (MD/MF) a červeno-
černé uspořádáńı v kombinaci s malým dovoleným zaplněńım neńı obvykle
vhodné.

– Většina uspořádáńı s ćılem zvýšit paralelismus neńı také obvykle velmi efek-
tivńı.

– Neúplné rozklady, které jsou opravdu efektivńı, je vhodné založit nejen na
struktuře zaplněńı, ale i na významu prvk̊u ve faktorech ve formě jejich veli-
kosti.
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• Uspořádáńı pro LU rozklad obecně nesymetrických matic

– Permutace nenulových prvk̊u matice směrem k diagonále bývá velmi
účinná. Ta může zároveň rozklad stabilizovat a pośılit datovou lokalitu.

– Pro jednoduché neúplné rozklady z diskretizaćı na strukturovaných śıt́ıch neńı
přirozené uspořádáńı obvykle př́ılǐs vhodné.

• Daľśı možnosti jsou např́ıklad

– Uspořádáńı, které heuristicky minimalizuje nějakou normu chybové matice E
[41]

– Pivotace v rozkladech [138], [23] sice obvykle zvyšuje složitost, ale může se
vyplatit. Poznamenejme, že pivotace v neúplných rozkladech může být na sek-
venčńı poč́ıtačové architektuře často mnohem levněǰśı než pivotace v úplných
rozkladech.

– A priorńı uspořádáńı založené na posilováńı diagonály technikami maximálńıho
párováńı a váženého maximálńıho párováńı [121], [50], [51].

16.7.7 Poznámky k implementaci neúplného rozkladu

Všechny uvedené algoritmy neúplného rozkladu představuj́ı tento rozklad z matema-
tického pohledu. K tomu, aby byla implementace efektivńı je zapotřeb́ı navrhnout také
vhodné datové struktury a práci s nimi. Nejmarkantněji je tento problém vidět u rozkladu,
kde odvrujeme prvky podle významnosti nebo u ILU(p), kde dokonce hovoř́ıme explicitně
o n2 pozićıch, pro které se vyč́ısluje a př́ıpadně aktualizuje hodnota jejich úrovně. Přesto
i v tomto př́ıpadě existuj́ı implementace, které se vyhnou pamět’ově náročným postup̊um.
Existuje např́ıklad algoritmus, jak spoč́ıtat výslednou strukturu ILU(p) dopředu, a to
dokonce paralelně [91]. V tomto textu se nebudeme implementačńımi postupy zbĺızka
zabývat, ale jejich roli připomeneme v cvičeńıch k tomuto textu.

16.7.8 Kombinovat předpodmı́něńı s matićı soustavy nebo ne?

Vrat’me se nyńı k otázce, zdali zkombinovat matici A a matici/matice vyjadřuj́ıćı předpodmı́něńı
do jedné matice. Výše jsme zmı́nili, že ve většině situaćı je předpodmı́něńı aplikováno
nezávisle na maticovém násobeńı jako samostatný krok v rámci iteračńı metody. Nicméně,
existuj́ı př́ıpady, kdy je vhodné předpodmı́něńı zkombinovat s maticovým násobeńım z
hlediska efektivity. Uvažujme matici

A = DA − LA − UA,

kde DA je diagonálńı část matice A, LA je ostře dolńı trojúhelńıková a UA je ostře horńı
trojúhelńıková část matice. Následuj́ıćı postup se nazývá Eisenstat̊uv trik [60] a dá se
použ́ıt na předpodmiňováńı soustav s matićı A, kde se předpodmı́něńı M dá zapsat ve
tvaru

M = (D − LA)D
−1(D − UA) ≡ (D − LA)[D

−1(D − UA)] ≡M1M2, (16.106)
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kdeD je diagonálńı matice, obecně r̊uzná odDA. T́ım tento typ předpodmiňováńı pokrývá
neúplné rozklady z některých jednoduchých diskretizačńıch model̊u jak jsme o nich hovořili
výše. Uvažujme oboustranné předpodmı́něńı, zapsané jako

(I − L̃A)
−1Ã(I − ŨA)

−1.

Do tohoto tvaru přeṕı̌seme předpodmı́něńı aplikované jako M = M1M2 oboustranně na
matici A podle (16.13) následovně

(D − LA)
−1A[D−1(D − UA)]

−1 = [(D − LA)
−1D]D−1A[D−1(D − UA)]

−1

= [D−1(D − LA)]
−1D−1A(I −D−1UA)

−1

= (I − L̃A)
−1Ã(I − ŨA)

−1

pro
L̃A = D−1LA, ŨA = D−1UA, Ã = D−1A.

Oboustranně předpodmı́něnou soustavu soustavu můžeme pak zapsat ve tvaru

(I − L̃A)
−1Ã(I − ŨA)

−1y ≡ (I −D−1LA)
−1D−1A(I −D−1UA)

−1y = (I −D−1LA)
−1D−1b.
(16.107)

Vyjádřeme nyńı matici Â ≡ (I − L̃A)
−1Ã(I − ŨA)

−1 transformované soustavy následovně

Â = (I − L̃A)
−1Ã(I − ŨA)

−1 = (I − L̃A)
−1(D−1DA − L̃A − ŨA)(I − ŨA)

−1

= (I − L̃A)
−1(I − L̃A +D−1DA + I − ŨA − 2I)(I − ŨA)

−1

= (I − L̃A)
−1[(I − L̃A)(I − ŨA)

−1 + (D−1DA − 2I)(I − ŨA)
−1 + I]

= (I − ŨA)
−1 + (I − L̃A)

−1(D−1DA − 2I)(I − ŨA)
−1 + I.

Pak může být aplikace matice Âz na vektor z spočtena použit́ım vztah̊u

z̃ = (I − ŨA)
−1z

˜̃z = (I − L̃A)
−1(z + (D−1DA − 2I)z̃)

(I − L̃A)
−1Ã(I − ŨA)

−1z = z̃ + ˜̃z

Snadno nahlédneme, že složitost aplikace předpodmı́něné matice je založena na složitosti
dvou substitućı s trojúhelńıkovými maticemi, násobeńı diagonálńı matićı a součtu vektor̊u.
To neńı o mnoho v́ıce než složitost samotných substitućı. Jinými slovy, zkombinováńım
předpodmı́něńı a maticového násobeńı źıskáme efektivněǰśı proceduru. Připomeňme ale,
že podstatný je speciálńı tvar předpodmı́něńı podle (16.106), protože tento trik neńı
obecný.

16.8 Předpodmı́něńı a paralelńı výpočty

V této části budeme diskutovat aspekty předpodmiňováńı při výpočtech na paralelńıch
poč́ıtač́ıch, tedy stručně paralelńıho předpodmiňováńı. Sumarizujme si nejprve některé
aspekty paralelńıho předpodmiňováńı.
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• Konstrukce předpodmı́něńı muśı být často přeformulována tak, aby byla efektivńı z
pohledu poč́ıtačové architektury. Ačkoli je konstrukce neúplných rozklad̊u obvykle
velmi levná, cenou za ni je jejich častá neefektivita ve smyslu konvergence.

• Časté je sńıžeńı efektivity neúplných rozklad̊u jako předpodmı́něńı v rámci mo-
derńıch poč́ıtačových architektur z d̊uvodu menš́ıho výskytu hustých blok̊u, které
by mohly využ́ıvat efektivńı BLAS3 aritmetiku.

• Tato neefektivita je ale často kompenzována větš́ım potenciálem pro využit́ı stro-
mového paralelismu, který jde nad rámec paralelismu dovoleného eliminačńım stro-
mem.

• Velkou výzvou pro využit́ı paralelńıch poč́ıtačových architektur jsou substitučńı
kroky. Ty mohou být pro řidš́ı neúplné faktory v tomto př́ıpadě někdy efektivněǰśı
než jejich analogie pro úplné rozklady využit́ım techniky substituce po úrovńıch
(level scheduling). Efektivita substitućı je v př́ıpadě neúplných rozklad̊u použitých
jako předpodmı́něńı velmi kritická, protože jsou v rámci iteračńıch metod aplikovány
opakovaně. Jednou či v́ıckrát v každé iteraci.

V následuj́ıćım textu rozlǐśıme několik hlavńıch směr̊u, které se historicky uvažovaly
pro vývoj vhodných předpodmı́něńı založených na neúplných rozkladech pro moderńı
poč́ıtačové architektury. Některé z těchto směr̊u se týkaj́ı pouze efektivńı paralelńı kon-
strukce neúplných rozklad̊u, jiné z nich se zaměřuj́ı na jejich aplikaci v rámci iteračńı
metody nebo na obě dvě oblasti zároveň: konstrukci i aplikaci.

• Specifické aproximačńı techniky nebo modifikace rozklad̊u.

• Specifická uspořádáńı.

• Nalezeńı a využit́ı blok̊u rozkládané matice.

• Aposteriorńı uspořádáńı pro efektivńı maticové operace s faktory.

• Př́ımá aproximace maticové inverze M−1 ≈ A−1 (inverzńı neúplné rozklady).

16.8.1 Specifické aproximačńı techniky nebo modifikace rozklad̊u

Standardńı př́ımé neúplné rozklady jako jsou ILU/MILU/IC/MIC mohou být dále modi-
fikovány tak, aby byly na paralelńıch poč́ıtač́ıch efektivněǰśı. Některé z těchto postup̊u
maj́ı za sebou dlouhý historický vývoj. Velmi často přitom byly modifikace p̊uvodně
formulovány ve formě diskretizačńıch schémat namı́sto v maticovém tvaru. Často
také předpokládaly modelový problém s jednoduchou strukturu rozkládané matice. V
následuj́ıćım textu budeme takové př́ıstupy ilustrovat několika př́ıklady navržených po-
stup̊u.
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16.8.1.1 Částečná vektorizace (partial vectorization)

Částečná vektorizace je strategie, která využ́ıvá vektorizačńı potenciál matic z diskre-
tizaćı parciálńıch diferenciálńıch rovnic na strukturovaných śıt́ıch. Neúplný rozklad často
omezuje nové zaplněńı na pozice p̊uvodńı struktury ř́ıdkosti z hlavńı diagonály a z několika
vedleǰśıch diagonál a př́ıpadně pozice několika daľśıch vektor̊u. Rozklad i jeho aplikace ve
formě substitućı mohou být částečně vektorizovány algoritmem, který pracuje s vektory
zachycuj́ıćımi diagonály matic. Př́ıklad matice z pětibodového diskretizačńıho schématu
je znázorněn ńıže.
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Problémem postupu je speciálnost struktury ř́ıdkosti matice, ktrerou je třeba uvažovat.

16.8.1.2 Aposteriorńı sparsifikace (forced aposteriori annihilation)

Jiným zp̊usobem, jak alespoň částečně paralelizovat výpočet a substitučńı kroky je mo-
difikace faktor̊u předepsáńım struktury ř́ıdkosti S tak, že se odvrhnou prvky neúplných
faktor̊u, které zabraňuj́ı efektivńı vektorizaci nabo paralelizaci algoritmu a t́ım umožńı
efektivněǰśı použit́ı v́ıce procesor̊u pro výpočet. Máme-li k dispozici již spoč́ıtaný neúplný
rozklad, můžeme jej modifikovat aposteriorńı sparsifikaćı trojúhelńıkových faktor̊u
[145]. Pro znázorněńı uvažujme následuj́ıćı schéma. Na levé straně obrázku je p̊uvodńı
spoč́ıtaný bidiagonálńı faktor. Sparsifikovaný bidiagonálńı faktor je znázorněn na pravé
straně tohoto obrázku.
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Tento postup má obvykle dvě zásadńı vady. Za prvé, nalézt takové prvky faktor̊u, které
maj́ı být t́ımto postupem odvrhnuty a zároveň př́ılǐs neohrozily kvalitu rozkladu, může
být velmi obt́ıžné. Sparsifikace, která je založena pouze na struktuře faktor̊u a nikoli
na numerických hodnotách může totiž výrazně zpomalit konvergenci předpodmı́něné
iteračńı metody.

16.8.1.3 Paralelńı zpracováńı po úrovńıch (wavefront processing).

Paralelńı zpracováńı po úrovńıch je technika navržená pro rozklad matic na strukturo-
vaných śıt́ıch stejně jako řada daľśıch a zde diskutovaných postup̊u. Potenciál pro paraleli-
zaci je zde velmi podobný technikám pro paralelńı implementace stacionárńıch iteračńıch
metod, které ztotožňuj́ı komunikačńı śıt’ s diskretizačńı śıt́ı a pracuj́ı s jemnozrným pa-
ralelismem. Konkrétńı strategie pro neúplné rozklady matic z pětibodových diskretizaćı
dvojrozměrných oblast́ı na strukturovaných śıt́ıch je znázorněna na obrázku ńıže. Šipky
ukazuj́ı závislost ve výpočtu numerických hodnot. Právě fakt, že faktorizace je neúplná
ale hraje pozitivńı roli v efektivitě postupu.

Toto schéma může být zobecněno např́ıklad na rozklad matic ze sedmibodové dis-
kretizace na strukturovaných śıt́ıch ve 3D. V tomto př́ıpadě se postup tradičně nazývá
nadrovinový př́ıstup. Daľśı zobecněńı zahrnuj́ı např́ıklad předpodmiňováńı na diskre-
tizace nestrukturovaných śıt́ı, kde se ale závislosti mezi numerickými hodnotami obvykle
obt́ıžněji detekuj́ı a postup může být nepř́ılǐs efektivńı.

16.8.1.4 Přetočený rozklad a jeho zobecněńı na souběžný rozklad v́ıce oblast́ı.

Zaj́ımavý zp̊usob rozkladu nazývaným přetočený rozklad (twisted factorization) kde
výsledné faktory kombinuj́ı horńı a dolńı trojúhelńıkové části byl zaveden v souvislosti s
paralelńım poč́ıtáńım. Tento rozklad je charakterizován paralelńım rozkládáńım matice
z obou konc̊u najednou, tedy zároveň podle vzr̊ustaj́ıćıho indexu a zároveň podle kle-
saj́ıćıho indexu. Struktura ř́ıdkosti rozkládané matice je pak reprezentována následuj́ıćım
zobrazeným zp̊usobem [17], [158] a samotné vyjádřeńı algoritmu rozkladu neńı obt́ıžné.
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Paralelismus źıskaný t́ımto zp̊usobem je pouze dvojnásobný, ale může být ještě zvýšen
několika zp̊usoby. Za prvé, přetočený rozklad může být prováděn rekurźıvně, což ale
samozřejmě komplikuje implementaci založenou na hierarchickém př́ıstupu. Za druhé, po-
stup může být zobecněn na matice z diskretizaćı na jednoduchých strukturovaných 2D/3D
śıt́ıch pro paralelńım rozklad směrem od roh̊u śıtě nebo i na matice obecněǰśı.
Uspořádáńı, které je použito pro rozklad zač́ınaj́ıćı simultánně z roh̊u śıtě pravidelné 2D
śıtě je znázorněno na následuj́ıćım obrázku.

Zobecněné schéma, které použ́ıvá v́ıce oblast́ı a vyhýbá se tak i pojmu roh̊u, které jsou
přirozené pouze pro strukturované śıtě je na následuj́ıćım obrázku. Algoritmus pak může
být efektivněǰśı, ale jeho implementace je samozřejmě mnohem náročněǰśı.

Takovéto obecné schéma je užitečné pro matice z diskretizaćı obecných oblast́ı nebo pro
matice, které jsou dané pouze algebraicky. Algoritmus obvykle předpokládá předzpracováńı
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sofistikovaným děleńım grafu. Paralelńı výpočetńı proudy prováděj́ıćı rozklad jsou
na rozhrańı propojeny řešeńım problému, který rozklad finalizuje. Takový problém neńı
obvykle obt́ıžné odvodit, ale zde se tomu nebudeme věnovat. Iteračńı i př́ımé metody
založené na obecné technice rozkladu na oblasti (domain decomposition) maj́ı silné
teoretické základy a také nab́ızej́ı standardizované postupy jak řešit problém na rozhrańı.
Podobně se tedy i oblast neúplných faktorizaćı vedoućıch k paralelńım algoritmům se
muśı vypořádat s řešeńım problémů na rozhrańı [131], [151], [19], ale bližš́ı zkoumáńı je
už za hranićı tohoto textu.

16.8.2 Specifická uspořádáńı pro neúplné rozklady

Řada zp̊usob̊u, jak zvýšit efektivitu výpočt̊u předpodmı́něných iteračńıch metod na para-
lelńıch poč́ıtač́ıch je založena na nalezeńı vhodného uspořádáńı, které možnost souběžného
zpracováńı v neúplném rozkladu a př́ıpadně i jeho aplikaci pośıĺı. Zde zmı́ńıme zp̊usob,
který je založený na červeno-černém uspořádáńı pro dosti speciálńı matice a který se
dá ale také zobecnit. Daľśı podobné a často velmi sofistikované zp̊usoby uspořádáńı zde
nebudeme diskutovat.

Zd̊urazněme ale jeden fakt spojený s neúplnými rozklady přeuspořádaných matic.
Rychlost konvergence předpodmı́něných iteračńıch metod je obvykle novým uspořádáńım
ovlivněna. Konkrétně, uspořádáńı, která jsou založena na tom, že pro zvýšeńı paralelismu
omezuj́ı globálńı propojeńı uvnitř matice, tak jak tomu je např́ıklad u metody vnořených
řez̊u, ale je tomu tak i u červeno-černého uspořádáńı, mohou silně zpomalit konvergenci
předpodmı́něné iteračńı metody [95].

16.8.2.1 Červeno-černá uspořádáńı a jejich v́ıceúrovňová rozš́ı̌reńı

Tato uspořádáńı podporuj́ı paralelńı zpracováńı podobným zp̊usobem jako metoda cyk-
lické redukce. Populárńı metodou tohoto druhu je červeno-černé uspořádáńı jehož moti-
vaćı byly jednoduché diskretizace na strukturovaných śıt́ıch. Uvažujme diskretizovanou
2D Poissonovu rovnici znázorněnou na Obrázku 16.50.

16.8.2.1.1 Červeno-černé uspořádáńı Červeno-černé uspořádáńı je uspořádáńı vr-
chol̊u śıtě, respektive, řádk̊u a sloupc̊u odpov́ıdaj́ıćı matice takové, že symetricky permu-
tovaná matice může být zapsána v blokovém tvaru (16.108).

P TAP = P T (DA − LA − UA)P =

(

červené vrcholy černé vrcholy

červené vrcholy D1 −ŨA

černé vrcholy −L̃A D2

)

(16.108)
kde D1 a D2 jsou diagonálńı matice. Pro symetrickou matici přitom máme samozřejmě
LA = UT

A . Následuj́ıćı obrázek ukazuje śıt’ s vrcholy, jejichž obarveńı motivuje název tohoto
uspořádáńı.

Červeno-černé uspořádáńı existuje právě tehdy, je-li neorientovaný grafový model roz-
kladu bipartitńı. Prvńı blokový krok tohoto rozkladu využ́ıvaj́ıćı faktu, že blokový pivot
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Obrázek 16.8.2: Červeno-černé uspořádáńı a matice soustavy jsou uspořádány tak, že
vrcholy obarvené červenou barvou jsou zařazeny jako prvńı.

označený jako D1 je diagonálńı lze zapsat

A = P

(

D1 −ŨA

−L̃A D2

)

P T = P

(

I

−L̃AD
−1
1 I

)(

D1

D2 − L̃AD
−1
1 ŨA

)(

I −D−1
1 ŨA

I

)

P T .

(16.109)
Částečná eliminace řádk̊u a sloupc̊u, která odpov́ıdá prvńımu blokovému kroku rozkladu,
je tedy založena na jednoduchém škálováńı mimodiagonálńıho bloku matićı D1, což
je operace dobře paralelizovatelná. Je-li matice D2 také diagonálńı, zjednodušuje to dále
výpočet Schurova doplňku

S = D2 − L̃AD
−1
1 ŨA. (16.110)

V př́ıpadě naš́ı matice z 2D Poissonovy rovnice může být matice A považována za blo-
kově tridiagonálńı a tato vlastnost se přenáš́ı do Schurova doplňku. V př́ıpadě úplného
rozkladu se rekurźıvńı aplikace takového postupu nazývá cyklická redukce.

16.8.2.1.2 Červeno-černé uspořádáńı a problémy se stabilitou neúplného roz-
kladu Tak jak jsem už obecněji naznačili, červeno-černé uspořádáńı může zefektivnit
rozklad na paralelńıch poč́ıtačových architekturách, ale může zároveň negativně ovlivnit
rychlost konvergence předpodmı́něné iteračńı metody. Ale nejenom to, uspořádáńı může
ovlivnit existenci rozkladu v některých neúplných rozkladech (určených, např́ıklad
předpokládanou strukturou ř́ıdkosti a modifikacemi). Abychom to ukázali, uvažujme jed-
noduchý modifikovaný rozklad MIC(0) [58], který nepřipoušt́ı žádné zaplněńı, ale modifi-
kuje diagonálu ve Schurově doplňku tak, aby zachovával řádkové součty.

Diskretizačńı hvězdu černého vrcholu (i, i) v 2D Laplaceově operátoru pro diagonálńı
prvek aii znázorńıme následovně. Pro jednoduchost předpokládejme, že vrchol na pozici
(i, i) je vnitřńım vrcholem tak, že na všech stranách je mezi soused́ıćım červeným vrcholem
a hranićı oblasti ještě alespoň jeden černý vrchol.
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· · · · ·
· · −1 · ·
· −1 4 −1 ·
· · −1 · ·
· · · · ·

(16.111)

Uvažujme nyńı eliminaci červených vrchol̊u (řádk̊u/sloupc̊u), které jsou v červeno-
černém uspořádáńı oč́ıslovány dř́ıve než černé vrcholy. Pak plat́ı:

• Na pozici (i, i) je černý vrchol modifikován v MIC(0) sousedńımi červenými vrcholy
následovně

aii = aii −
4
∑

ji=1

1

ajiji
= 4− 4× 1

4
= 3, ji je soused i v śıti. (16.112)

• Každý z těchto čtyřech červených soused̊u generuje tři prvky zaplněńı mezi těmito
vrcholy navzájem, protože se eliminaćı propoj́ı do kliky. Př́ıslušné hodnoty zaplněńı
jsou v MIC(0) ale odvrženy a tedy jsou jejich hodnoty odečteny od diagonálńıho
prvku. To můžeme zapsat

aii = aii −
4
∑

ji=1

3× 1

ajiji
= 3− 3 = 0, ji je soused i v śıti. (16.113)

Rozklad MIC(0) tedy s matićı z modelového př́ıkladu a červeno-černým uspořádáńım
bez daľśıch opravných modifikaćı nebude existovat. V tomto př́ıpadě je vidět, že honba
za zvýšeným paralelismem může být někdy kontraproduktivńı. Z obecného pohledu
je že červeno-černé uspořádáńı kombinované s agreśıvńım odvrhováńım prvk̊u faktor̊u
př́ıkladem výrazného narušeńı lokálńıch propojeńı ve faktorech t́ım, že

• se nepřirozeně odděluj́ı vrcholy, které byly v p̊uvodńı śıti topologicky bĺızko a přitom

• jsou kompenzovány pouze ideou zachováńı řádkových součt̊u.

Podobná situace může nastat i u jiných modifikovaných neúplných rozklad̊u.

16.8.2.1.3 Rekurźıvńı uspořádáńı červeno-černého typu Rekurźıvńı aplikace
uspořádáńı založených na červeno-černém oč́ıslováńı může mı́t pozitivńı vliv na velikost
č́ısla podmı́něnosti předpodmı́něné soustavy. Přesvědčivě se to dá ukázat v př́ıpadě řešeńı
úloh z modelových problémů. Takové zmenšeńı se ale nemuśı jednoduše transformovat do
rychlosti konvergence metody sdružených gradient̊u, protože závislost jej́ı konvergence na
spektru je složitěǰśı, ale stejně může být takové zmenšeńı někdy výhodou. Existuje v́ıce
podobných rekurźıvńıch postup̊u aplikace lǐśıćıch se obvykle př́ıpustným zaplněńım na
jednotlivých úrovńıch. Některé z nich nyńı schématicky uvedeme.

Uvažujme červeno-černou śıt’ na na následuj́ıćım obrázku.
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Na daľśım obrázku vid́ıme dva extrémńı př́ıpady. Vlevo černé vrcholy, které nebyly v
dané matici propojeny a které odpov́ıdaj́ı řádk̊um a sloupc̊um Schurova doplňku po jed-
nom blokovém kroku rozkladu, kdybychom odvrhli všechno zaplněńı. Napravo jsou
znázorněny černé vrcholy se zaplněńım, které by vzniklo v př́ıpadě úplného rozkladu.

Nyńı ukážeme dvě možnosti, které připust́ı v neúplném rozkladu pouze část zaplněńı.
Na následuj́ıćım obrázku je situace navržená v publikaci Brand (1992), viz také Brand,
Heinemann (1989).
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V tomto př́ıpadě je možné ukázat, že č́ıslo podmı́něnosti symetricky předpodmı́něné
matice, tedy matice

M−1/2AM−1/2, (16.114)

s použit́ım modifikovaného neúplného rozkladu pro modelovou úlohu s takto definovanou
strukturou ř́ıdkosti je při rekurźıvńı aplikaci rovno asymptoticky

O(h−1/2). (16.115)

Jiná struktura př́ıpustného zaplněńı v MIC (Ciarlet, Jr. (1992)) je znázorněná na obrázku

.

V tomto př́ıpadě je při rekurźıvńı aplikaci č́ıslo podmı́něnosti

O(h−1/3). (16.116)

V obou situaćıch se uvažuje modifikovaná neúplná faktorizace. Experimenty naznačuj́ı,
že podobné asymptotické sńıžeńı č́ısla podmı́něnosti předpodmı́něné matice může platit
i pro obecněǰśı problémy a i na diskretizaćıch z nestrukturovaných śıt́ı s př́ıslušnými
algoritmickými modifikacemi.

16.8.2.1.4 Vı́cebarevná uspořádáńı V́ıcebarevná uspořádáńı zobecňuj́ı červeno-
černé uspořádáńı. Vycházej́ı z korektńıho obarveńı vrchol̊u grafu v́ıce než dvěma barvami,
tak, že žádné vrcholy stejné barvy nejsou spojeny hranou. Dva d̊uvody proč jimi nahradit
červeno-černá uspořádáńı jsou

• problémy se stabilitou při použit́ı červeno-černého uspořádáńı,

• existence uspořádáńı s k > 2 barvami pro grafové modely mnohem obecněǰśıch
matic a

• prokazatelně lepš́ı konvergenčńı vlastnosti předpodmı́něné iteračńı metody při použit́ı
v́ıce barev, protože v́ıcebarevná uspořádáńı neruš́ı tolik lokálńıch vztah̊u mezi vr-
choly, které byly v grafovém smyslu bĺızko, viz Doi, 1991; Doi, Lichnewsky, 1991;
Doi, Hoshi, 1992; Wang, Hwang, 1995.
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Př́ıkladem obarveńı grafového modelu s použit́ım v́ıce barev je na následuj́ıćım obrázku.

V́ıcebarevné uspořádáńı implikuje takovou blokovou strukturu matice, kde diagonálńı
bloky jsou tvořeny diagonálńımi maticemi. Je tedy zřejmé, že použit́ı v́ıce barev ome-
zuje využitelný paralelismus v konstrukci neúplného rozkladu.

16.8.2.1.5 Dynamické konstrukce diagonálńıch pivot̊u Princip v́ıcebarevného
uspořádáńı můžeme dále zobecnit a propojit s konstrukćı neúplného rozkladu. V́ıcebarevné
uspořádáńı z předchoźıho textu př́ımo vytvář́ı přeuspořádanou matici s diagonálńımi
bloky o dimenźıch rovných počt̊um vrchol̊u stejné barvy a krok rozkladu je od tohoto
přeuspořádáńı oddělen a může být proveden v́ıce zp̊usoby. Z hlediska rozkladu můžeme
postupovat i dynamicky následuj́ıćım zp̊usobem stř́ıdáńım krok̊u blokové pivotace a krok̊u
rozkladu, konkrétně stř́ıdáńım následuj́ıćıch dvou krok̊u:

• Naj́ıt co největš́ı nezávislou množinu VI vrchol̊u grafu,

• provést krok rozkladu s blokovým pivotem určeným VI .

Pro hledáńı nezávislé množiny v grafu existuje celá řada zp̊usob̊u. Některé z nich mohou i
formálně využ́ıvat technik barveńı grafu, ale podrobněǰśı popis jde nad rámec tohoto textu.
Formálně můžeme jeden krok takového LU rozkladu symetricky permutované matice A s
diagonálńım blokem D zapsat ve tvaru

P TAP =

(

D −ÛA

−L̂A C

)

=

(

D1

−L̂A I

)(

I

C − L̂A D−1 ÛA

)(

D2 −ÛA

I

)

, (16.117)

kde D = D1D2.
Tento postup se může implementovat standardně v cyklu a nebo i rekurźıvně. V tomto

druhém př́ıpadě často hovoř́ıme o v́ıceúrovňové konstrukci neúplných rozklad̊u. Takové
algoritmy kromě možnosti př́ımočarého využit́ı paralelismu mohou vykazovat ještě daľśı
výhody. Např́ıklad implicitńı uchováváńı faktor̊u. Např́ıklad ve v́ıceúrovňovém algoritmu
uchováváme matici LA a nikoliv jej́ı škálovanou variantu LAD

−1
1 jak je obvyklé ve stan-

dardńı submaticové variantě rozkladu. To je obzvláště vhodné, je-li D1 nikoli jen dia-
gonálńı, ale blokově diagonálńı v mı́rně zobecněném schématu tohoto typu.
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V́ıceúrovňové algoritmy neúplných rozklad̊u mohou být nejenom efektivněǰśı na para-
lelńıch poč́ıtačových architekturách kv̊uli transparentněǰśı konstrukci Schurových doplňk̊u,
ale i z d̊uvodu lepš́ıho využit́ı vyrovnávaćı paměti poč́ıtače t́ım, že přirozeně formuj́ı data
do blok̊u. Mnoho souvisej́ıćıch výzkumných směr̊u je možné nalézt v publikaćıch van der
Ploeg, 1994 (vnořené ILU rozklady); Botta, van der Ploeg, Wubs, 1996 (ILU pro matice z
vnořených śıt́ı nazvané NGILU), zobecněńı NGILU nazvané MRILU se snahou nalézt silně
diagonálně dominantńı bloky, ARMS Saad, Suchomel, 2001, sofistikovaný kód ILUPACK
Bölhoffer, 2004 apod.

16.8.3 Nalezeńı a využit́ı blok̊u rozkládané matice.

Bude doplněno později.

16.8.4 Aposteriorńı uspořádáńı pro efektivńı maticové operace

s faktory.

Existuje v́ıce zp̊usob̊u jak zefektivnit maticové operace na v́ıce typech poč́ıtačových ar-
chitektur. Jednou z možnost́ı je po výpočtu faktor̊u neúplného rozkladu změnit formát
matice tak, aby byl vhodný pro operace jako jsou maticová násobeńı na vektorové archi-
tektuře nebo na poč́ıtač́ıch s distribuovaným paralelismem. V následuj́ıćım uvedeme jako
př́ıklad dvě takové možnosti formátu, na který se muśı po spoč́ıtáńı rozkladu matice nebo
i faktory rozkladu převést.

16.8.4.0.1 Maticové formáty podporuj́ıćı vektorizaci Př́ıkladem takového formátu
je JAD (jagged diagonal) a jeho modifikace podle Melhem, 1988; Anderson, 1988; Paolini,
Di Brozolo, 1989. Konstrukce takového schématu se dá v obecném tvaru zapsat jako

• Komprimace struktur řádk̊u,

• jejich uspořádáńı podle počtu jejich nenulových prvk̊u a

• uvažováńım matice jako množiny sloupc̊u, pro které je jejich součin s vektory
dobře vektorizovatelný.

Schématicky tento postup můžeme znázornit následovně:
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Samozřejmě, existuj́ı sofistikovaněǰśı varianty tohoto schématu, viz Heroux, Vu, Yang,
1991. Vzhledem k rychle se vyv́ıjej́ıćım poč́ıtačovým architekturám, schéma zde ukazujeme
jako demonstraci myšlenek a nikoli jako hotový koncept.
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16.8.4.0.2 Distribuovaná násobeńı matice a vektoru Obecná generická myšlenka
pro násobeńı vektoru matićı je spojena s distribuovaným paralelismem. Uvažujme
schéma této operace, kde je zapotřeb́ı překryv komunikace a výpočtu napsanou jako
posloupnost následuj́ıćıch krok̊u.

• Inicializace odeśıláńı and přij́ımáńı informaćı o hraničńıch vrcholech,

• lokálńı násobeńı,

• př́ıjem hraničńıch informaćı,

• zakončeńı výpočtu.

subdomain boundary

P0

P1

P2

P0 P1 P2

Připomeňme, že v obecném př́ıpadě je samotné rozděleńı matice/grafového modelu
samostatnou úlohou nazývanou v nejjednodušš́ı podobě děleńı grafu.

16.8.4.0.3 Zefektivněńı substitučńıch krok̊u Substituce s trojúhelńıkovými fak-
tory mohou být efektivněǰśı plánováńım po úrovńıch založeným na hledáńı paralelismu
s využit́ım modelu orientovaného acyklického grafu diskutované výše. V př́ıpadě neúplných
rozklad̊u je šance źıskat malý počet úrovńı a t́ım i významnou možnost paralelńıho zpra-
cováńı velmi velká.

16.8.5 Př́ımá aproximace maticové inverze M−1 ≈ A−1 (inverzńı

neúplné rozklady)

Aproximace maticové inverze umožňuje nahradit substitučńı kroky, které jsou přes možnost
plánováńı po úrovńıch na paralelńıch poč́ıtačových architekturách obvykle neefektivńı.

Existuje ale ještě daľśı d̊uvod, proč aproximace matice A−1 může být výhodná. Př́ımé
neúplné LU rozklady, Choleského rozklady reprezentuj́ı matici A lokálně, nebot’ nenulové
prvky faktor̊u M odpov́ıdaj́ı lokálńımu zaplněńı danému aproximaćı cest zaplněńı.
Obecně, nenulové prvky ve faktorech aproximace A−1 odpov́ıdaj́ı cestám v tomto grafu
a tato globálńı informace se přenáš́ı do M−1. Neúplnost zkracuje boldf pr̊uměrnou
délku cest zaplněńı v rozkladu. Analogické závěry plat́ı i pro nefaktorizované aproximace
matice A−1.

Následně, aproximace inverze matice může poskytnout efektivńı předpodmı́něńı pro
řešeńı některých obt́ıžných problémů nebo sloužit jako stavebńı prvek blokového předpod-
mı́něńı, přestože z praktického pohledu udržeńı dostatečně ř́ıdkosti v matice M−1 může
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být obt́ıžné. Inverze matice se silně souvislým neorientovaným, ale i orientovaným gra-
fovým modelem je totiž za předpokladu o nevyrušeńı úplně hustá matice a odvrhováńı v
neúplném rozkladu muśı být obvykle agresivńı, aby výsledná aproximace maticové inverze
byla dostatečně ř́ıdká.

Existuje mnoho zp̊usob̊u jak aproximovat maticovou inverzi. Aproximace mohou být
nefaktorizované nebo ve formě neúplných faktor̊u, ve formě polynomu či aplikovány jako
iteračńı proces a v následuj́ıćım textu zmı́ńıme několik základńıch př́ıstup̊u. Prvńı z nich je
založen na minimalizaci normy výrazu, který měř́ı kvalitu aproximace rozd́ılem matice
M−1A a jednotkové matice v nějaké normě. Daľśı př́ıstupy jsou založeny na př́ımém
výpočtu rozkladu matice A−1, často bez toho, abychom poč́ıtali nejprve Choleského
nebo LU rozklad matice A a ten teprve přibližně invertovali. Daľśı možnost́ı je iteračńı
výpočet aproximace matice A−1 nebo reprezentace maticové inverze polynomem. Na závěr
uvedeme př́ıstupy, které mohou být v užitečné ve specifických aplikaćıch.

16.8.5.1 Předpodmı́něńı přes minimalizaci funkcionálu ve Frobeniově normě

Uvažujme následuj́ıćı proceduru pro matici A ∈ Rn×n s obecně nesymetrickou, ale po-
zitivně definitńı matićı W ∈ Rn×n. Přibližná inverze matice G ∈ Rn×n, kde neúplnost
předeṕı̌seme ve formě předepsané struktury ř́ıdkosti S, je řešeńım následuj́ıćıho op-
timalizačńıho problému.

minimize FW (G,A) = ‖I −GA‖2W = tr
[

(I −GA)W (I −GA)T
]

ProW = I dostáváme řešeńım tohoto problému přibližnou inverzi ve smyslu nejmenš́ıch
čtverc̊u (least-squares approximate inverse, AI) složenou z řešeńı n problémů nejmenš́ıch
čtverc̊u.

Minimize FI(G,A) = ‖I −GA‖2F =

n
∑

i=1

‖eTi − g̃Ti A‖22, (16.118)

kde

g̃Ti , i = 1, . . . n

jsou řádky matice G. Analogicky můžeme formulovat i aproximaci inverze matice po
sloupćıch, uvažujeme-li minimalizačńı problém

Minimize FII(G,A) = ‖I − AG‖2F =

n
∑

i=1

‖ei −Agi‖22 (16.119)

pro sloupce gi, i = 1, . . . n matice G.

Vyjádřeme řešeńı minimalizačńıho problému (16.118) jiným zp̊usobem. Pozitivńı defi-
nitnost matice W implikuje, že funkcionál FW (G,A) je nezáporný a jeho minima splňuj́ı
vztah

(GAWAT )ij = (WAT )ij, (i, j) ∈ S. (16.120)
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To můžeme vidět z následuj́ıćıch úprav (plat́ı tr(AB) =
∑

i

∑

j aijbji)

FW (G) = tr
[

(I −GA)W (I −GA)T
]

= tr(W )− tr(GAW )− tr(WATGT ) + tr(GAWATGT )

= tr(W )−
∑

i,j

gij
[

(AW )ji + (WAT )ij
]

+ tr(GAWATGT )

Použit́ım
∂FW (G)

∂gij
= 0, (i, j) ∈ S (16.121)

dostaneme

−(AW )ji − (WAT )ij + (AWATGT )ji + (GAWAT )ij , (i, j) ∈ S, (16.122)

což implikuje
(GAWAT )ij = (WAT )ij , (i, j) ∈ S. (16.123)

Je-li matice A je symetrická a pozitivně definitńı, pak metodu založenou řešeńı sou-
stavy (16.120) s volbou W = A−1 nazýváme př́ımou blokovou metodou (direct block
method, DB). To tuto soustavu zjednodušuje na tvar

[GA]ij = δij , (i, j) ∈ S.

Podotkněme, že problém kompatibility struktury ř́ıdkosti S a obecně soustavy (16.120)
obvykle vede k daľśım aproximaćım v pr̊uběhu výpočtu.

Speciálńı tvar výpočtu výpočtu přibližné inverze založeného na minimalizačńı formu-
laci byl navržen v publikaci [20]. Sofistikovaněǰśı postup nazvaný SPAI dynamicky měńı
předepsanou strukturu ř́ıdkosti v iteračńım cyklu [36], [84]. Tento postup řeš́ı problémy
nejmenš́ıch čtverc̊u pro jednotlivé řádky nebo sloupce výše uvedenou minimalizaćı. Algo-
ritmus, který vycháźı z (16.119) schématicky poṕı̌seme v následuj́ıćıch kroćıch.

Algoritmus 16.8.1 SPAI algoritmus pro přibližnou inverzi matice
Input: Matice A ∈ Rn×n.
Output: Přiblǐzná aproximace G = (g1, . . . , gn) matice A−1.

1. Volba jednoduché počátečńı struktury ř́ıdkosti S
2. do until splněńı zastavovaćıho kritéria
3. Paralelńı řešeńı problém̊u min ‖ei−Agi‖22, i = 1, . . . , n s danou strukturou ř́ıdkosti.
4. Výpočet komponent reźıdua ‖Agi − ei‖
5. Rozš́ıřeńı struktur sloupc̊u v S o pozice nejvěťśıch komponent reźıdua
ž. end do until

Jednoduchou strukturou ř́ıdkosti S může být např́ıklad struktura diagonálńı. Problémy
nejmenš́ıch čtverc̊u poč́ıtané paralelně v kroku 3 algoritmu maj́ı řádky určené sloupcovými
komponentami těchto sloupc̊u. Zastavovaćı kritérium obvykle zahrnuje nějaké vyhodno-
ceńı norem reźıdúı poč́ıtaných sloupc̊u matice G. Pozděǰśı vylepšeńı zahrnovala např́ıklad
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přesněǰśı výpočet reźıdua [82] nebo volbu kvalitněǰśı počátečńı struktury ř́ıdkosti
[90], [89], [32]. Př́ıstup, který takto poč́ıtá jednotlivé sloupce je sice procedurálně para-
lelńı, ale někdy může být obt́ıžné distribuovat matici A tak, že všechny procesory maj́ı
efektivně k dispozici data potřebná pro dynamické změny struktury ř́ıdkosti S.

Specifický postup založený na minimalizaci ve Frobeniově normě byl navržen pro
výpočet přibližné inverze Choleského faktoru GL symetrické a pozitivně definitńı
matice. Zvolme omezeńı ve formě předepsané struktury ř́ıdkosti Choleského faktoru SL.

Z̄ = arg min
GL∈S

FI(GL
T , L) = arg min

GL∈SL

‖I −GL
TL‖2F , kde A = LLT .

Aplikaćı (16.123) na tento minimalizačńı problém (při značeńı A→ L) sW = I dostaneme
soustavu

(GLLL
T )ij = (LT )ij, (i, j) ∈ SL, (16.124)

což dává při substituci A do tohoto vztahu

(GLA)ij = (LT )ij , (i, j) ∈ SL. (16.125)

Všimněme si, že struktura ř́ıdkosti SL je dolńı trojúhelńıková a matice LT je horńı
trojúhelńıková. Známe-li diagonálńı prvky faktoru L, dostaneme GL z rozpisu

(GLA)ij =

{

(LT )ij i = j,
0 i 6= j.

(16.126)

Neznáme-li diagonálńı prvky faktoru, což je typická situace, tento postup spoč́ıtá obecně
jinou aproximaci inverze Choleského faktoru ĜL ze vztahu

(ĜLA)ij = δij , (i, j) ∈ SL (16.127)

a pak polož́ı GL = DĜL pro diagonálńı matici D splňuj́ıćı

(DĜLAĜ
T
LD)ii = 1, , i = 1, . . . , n. (16.128)

V řadě př́ıpad̊u je tento postup velmi efektivńı a dá se rozš́ı̌rit i pro aproximaci faktor̊u
rozkladu nesymetrické matice A. Zde se ale může narazit na daľśı problémy obecně spjaté
s nesymetrickými maticemi.

16.8.5.2 Iteračńı výpočet sloupc̊u aproximace inverze matice

Postupem, který nab́ıźı efektivńı paralelizaci, je použ́ıt jednoduchou (např́ıklad stacionárńı)
iteračńı metodu pro výpočet jednotlivých sloupc̊u ci maticové inverze řešeńım soustav
tvaru

Aci = ei.

To bylo navrženo v publikaci Chow and Saad, 1994. Výsledné faktory ale nemuśı poskyt-
nout efektivńı předpodmı́něńı. Proceduru je možné modifikovat zp̊usobem podobně jako
je z formálńıho pohledu Gauss-Seidelova iteračńı metoda modifikaćı Jacobiho metody pro
řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic tak, že již vypoč́ıtané sloupce jsou použity
ve výpočtu daľśıch sloupc̊u. T́ım na jedné straně omezujeme potenciálńı paralelismus, ale
tento př́ıstup někdy vede k výpočtu lepš́ıch aproximaćı.
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16.8.5.3 Faktorizované inverze poč́ıtané bikonjugaćı

Uvažujme opět aproximaci inverze matice ve tvaru neúplného rozkladu. Obecně máme dvě
možnosti jak tento rozklad spoč́ıtat. Prvńı možnost́ı je použ́ıt neúplnou LU faktorizaci

A ≈ LU (16.129)

a potom źıskané trojúhelńıkové faktory invertovat. Invertovat je můžeme přesně nebo
i jen přibližně. Jsou-li neúplné faktory L a U ř́ıdké, pak i jejich úplné inverze mohou
být ještě ř́ıdké a jejich přesná inverze může být efektivńı. Obecně tedy pak můžeme psát
předpodmı́něńı ve tvaru

M−1 = U−1L−1 (16.130)

a i takto lze někdy źıskat kvalitńı předpodmı́něńı, viz [3].
Jinou možnost́ı je poč́ıtat přibližné faktory bez toho, aby se napřed źıskaly aproximace

př́ımých faktor̊u L a U matice A. V následuj́ıćım textu poṕı̌seme základńı postup bez toho,
abychom specifikovali, které prvky odvrhujeme, kde je možná celá řada variant.

Je-li A silně regulárńı, pak existuj́ı jej́ı jednoznačně určené faktory L, D a U takové,
že L je dolńı trojúhelńıková matice s jednotkovou diagonálou, U je horńı trojúhelńıková
matice s jednotkovou diagonálou a D je diagonálńı matice. Pak lze pro Z = L−T a
W = U−1 psát

A−1 = WD−1ZT ⇒ A = Z−TDW−1, (16.131)

což lze přepsat na vztah
ZTAW = D. (16.132)

Předpokládejme nyńı, že A je symetrická a pozitivně definitńı. Pak jsou sloupce matic Z
a W ≡ Z vzájemně ortogonálńı v následuj́ıćım skalárńım součinu

〈. , .〉A (16.133)

s matićı A. Algoritmus, kterým lze Z spoč́ıtat je Gram-Schmidtova ortogonalizace
v tomto skalárńım součinu. Tato procedura se někdy nazývá A-orthogonalizace a jej́ı
př́ımočaré zobecněńı na nesymetrický př́ıpad LU rozkladu (s menš́ımi teoretickými zárukami)
se také nazývá bikonjugace. Prvńı algoritmy, které poč́ıtaly inverzńı faktory t́ımto
zp̊usobem byly vyv́ıjeny od poloviny dvacátého stolet́ı [120], [72]. Podobně jako pro Gram-
Schmidt̊uv proces ve standardńım skalárńım součinu existuje i zde v́ıce algoritmických
zp̊usob̊u výpočtu, které se mohou drasticky lǐsit po numerické stránce. Prvńı algoritmické
schéma je následuj́ıćı.

Algoritmus 16.8.2 Inverzńı rozklad A-orthogonalizaćı
Input: Řı́dká SPD matice A ∈ Rn×n.
Output: Jednotková horńı trojúhelńıková matice Z, pro kterou plat́ı A−1 = ZD−1ZT .

1. for i = 1 : n do

2. zi = ei −
i−1
∑

k=1

zk
eTi Azk
zTk Azk

3. di = zTi Azi
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4. end i
5. Polož Z = [z1, . . . , zn]

Pořad́ı operaćı v Algoritmu 16.8.2 je znázorněno na následuj́ıćım obrázku. V i-tém
kroku algoritmu je spoč́ıtán sloupec zi matice Z a diagonálńı prvek di matice D. Pro
výpočet těchto prvk̊u se použije př́ıstup k vybarvené části matice. Tento zp̊usob výpočtu
faktor̊u nazýváme sloupcový (levostranný) algoritmus.

Z

Snadno nahlédneme, že plat́ı

Lemma 16.8.1 Sloupce faktoru Z z Algoritmu 16.8.2 splňuj́ı

di = eTkAzk ≡ zTk Azk, 1 ≤ k ≤ n. (16.134)

Tento zp̊usob se nazývá stabilizovaný výpočet diagonálńıch prvk̊u. Jeho název je moti-
vován platnost́ı vztahu

zTk Azk > 0 (16.135)

pro libovolné odvrhováńı mimodiagonálńıch prvk̊u matice Z pro A symetrickou a pozitivně
definitńı. Diagonálńı prvky v Algoritmu 16.8.2 mohou být ale spoč́ıtány i jinak. Matema-
ticky ekvivalentńı výpočet di = eTi Azi, který je v přesné aritmetice ekvivalentńı stabilizo-
vanému výpočtu nemuśı vztah (16.135) obecně splňovat, ale v př́ıpadě speciálńıch matic
jako jsou M-matice a H-matice jej splňuje. Neúplná A-orthogonalizace jako postup ke kon-
strukci předpodmı́něńı se nazývá AINV [22]. Jiné schéma AINV algoritmu výpočtu, které
nazveme jeho submaticovou (pravostrannou) variantou, uvád́ıme schématicky ńıže. Ze-
leně vybarvená oblast odpov́ıdá oblasti, kde jsou prvky Z aktualizovány, ale nejsou ještě
dopočteny. Fialová oblast je už definitivně spoč́ıtána a použ́ıvá se k postupnému vy-
jadřováńı sloupc̊u Z a diagonálńıch prvk̊u tvoř́ıćıch matici D.

Z
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AINV procedura může být použita nejenom samostatně pro výpočet předpodmı́něńı ve
faktorizovaném tvaru, ale může př́ıpadně sloužit i jako pomocný algoritmus k aproximaci
blok̊u v blokových rozkladech, viz [13], [34].

16.8.5.3.1 Vedleǰśı efekt A-orthogonalizace: RIF Výše uvedená neúplná fakto-
rizace AINV může být také chápána jako postup, kterým jsou spoč́ıtány přibližné Cho-
leského faktory jiným zp̊usobem než standardńım rozkladem odvozeným z Gaussovy eli-
minace. Připomeňme, že v př́ıpadě úplného rozkladu jsou Choleského faktory (faktory
LDLT rozkladu) jednoznačně určeny. Kroky konstrukce jsou následuj́ıćı:

• Nalezni rozklad ZTAZ = D, kde Z je jednotková horńı trojúhelńıková matice a D
je diagonálńı.

• Faktor L Choleského rozkladu A = LDLT je v přesné aritmetice dán vztahem
L = AZD−1 a může být snadno vypoč́ıtán z mezivýsledk̊u inverzńıho rozkladu
AINV jako multiplikátory lineárńıch kombinaćı pro sloupce matice Z. Tento postup,
kde se výpočet Z a L proĺıná, se někdy nazývá robustńı neúplný rozklad (RIF).

Následuj́ıćı dva obrázky znázorňuj́ı datové toky při výpočtu faktoru RIF, ale do detail̊u
se zde nebudeme pouštět.

Z L

done active

done

Pravostranný algoritmus

Z L

done

done

Levostranný algoritmus

Choleského rozklad źıskaný RIF algoritmem neposkytuje př́ılǐs mnoho paralelismu při
výpočtu, ale může pomoci řešit jinak obt́ıžně řešitelné soustavy lineárńıch algebraických
rovnic.
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16.8.5.3.2 Jiné zp̊usoby źıskáńı aproximace matice A−1 Zaj́ımavé schéma výpočtu
inverze, které je možné použ́ıt pro výpočet neúplných faktor̊u a které založené na metodě
ovroubeńı [141] je založené na následuj́ıćı ekvivalenci. Předpokládáme, že matice A je
symetrická, a pro jednoduchost, že je i pozitivně definitńı.

(

ZT

−yT 1

)(

A v
vT α

)(

Z −y
1

)

=

(

D
δ

)

.

Roznásobeńım źıskáme maticovou rovnost
(

ZTAZ −ZTAy + ZTv
−yTAZ + vTZ yTAy − vTy − yTv + α

)

=

(

D
δ

)

.

Rozepsáńım rovnost́ı źıskáme vztahy

ZTAy = ZTv

δ = yTAy − 2 vTy + α

Po inicializaci faktoru Z jednoprvkovou jednotkovou matićı a položeńım D11 = a11 se
ovroubeńım postupně poč́ıtaj́ı vektory y a skaláry δ. Samotná implementace ve formě roz-
kladu je poměrně sofistikovaná. Důvodem je, že konstruujeme ř́ıdkou matici Z postupným
přidáváńım sloupc̊u, ale ve výpočtu zároveň násob́ıme ř́ıdké vektory jej́ı transpozićı, kde
by bylo vhodné mı́t i ZT uloženou po sloupćıch.

Existuj́ı i daľśı postupy jak źıskat nebo aplikovat přibližnou inverzi a výhodně využ́ıt
možnost paralelńıho výpočtu. Ty jsou založeny např́ıklad na Sherman-Morrison-Woodburyho
aktualizačńı formuli.

16.8.5.4 Globálńı maticové iterace

Nerozložená inverze matice G matice A může být iteračně aproximována pomoćı Schul-
zových iteraćı [144] založených na následuj́ıćım schématu

Gi+1 = Gi(2I − AGi), i = 1, . . .

Algoritmus je odvozen z Newtonovy-Raphsonovy iterace, která v jednorozměrném př́ıpadě
hledá skalár p, pro který je hodnota dané funkce f rovna nule. Odvozeńı algoritmu si nyńı
ukážeme.

Uvažujme rovnici tečny pro funkci f v bodě pn v následuj́ıćı obecné formě

y = f ′(pn)pn + b. (16.136)

Tečna procháźı bodem (pn, f(pn)), což můžeme zapsat

f(pn) = f ′(pn)pn + b. (16.137)

To dává
b = f(pn)− f ′(pn)pn (16.138)
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a tedy máme funkci v obecném bodě x

y = f ′(x)x+ f(pn)− f ′(pn)pn. (16.139)

Předpokládejme nulový bod funkce v pn+1 a dostáváme

0 = f ′(pn+1)pn+1 + f(pn)− f ′(pn)pn (16.140)

a tedy

pn+1 = pn −
f(pn)

f ′(pn)
. (16.141)

Uvažujme nyńı funkci inverze
f(x) = 1/x− a

a máme pak

pn+1 = pn −
1/pn − a

−1/p2n
= ap2n = 2pn − ap2n. (16.142)

Tento vztah implikuje maticové zobecněńı Newton-Raphsonových iteraćı nazvané Schul-
zovou iteraćı.

16.8.6 Polynomiálńı předpodmı́něńı

Myšlenka užitečnosti polynomiálńıho předpodmı́něńı je založena na faktu, že aplikace
předpodmı́něńı v iteračńıch metodách se dá provést často velmi dobře paralelizovatelnými
součiny matice-vektor. Uvažujme předpodmı́něńı soustavy rovnic v následuj́ıćım tvaru

M−1Ax = M−1b. (16.143)

Jednou z možnost́ı, jak vybrat předpodmı́něńı, je uvažovat vyjádřeńı přibližné inverze ve
formě maticového polynomu s(A) stupně k. Přirozenou motivaćı k této úvaze je fakt, že
inverze matice může být vyjádřena pomoćı charakteristického polynomu p(λ) = det(A−
λI) matice A. Cayley-Hamiltonova věta implikuje vztah

pn(A) ≡
n
∑

j=0

βjA
j = 0. (16.144)

Pro regulárńı matici A máme β0 = (−1)n det(A) 6= 0 a po vynásobeńı matićı A−1 źıskáme

A−1 = − 1

β0

n
∑

j=1

βjA
j−1. (16.145)

Předpodmı́něńı pak může být vyjádřeno zkráceńım charakteristického polynomu, tedy
omezeńım na několik jeho člen̊u

M−1 = s(A) =
k
∑

j=0

cjA
k. (16.146)
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Myšlenka polynomiálńıho předpodmı́něńı byla poprvé zmı́něna v publikaci [29], kde
byla předpodmiňována Richardsonova iteračńı metoda. Daľśı vývoj byl navázán v rámci
rozvoje vektorových a obecně paralelńıch výpočt̊u viz [149], [150], nebot’ aplikace poly-
nomu v rámci iteračńıch metod je bohatá na násobeńı vektor̊u maticemi, což jsou ob-
vykle dobře vektorizovatelné nebo paralelizovatelné ioperace. Nebot’ A a s(A) vzájemně
komutuj́ı, pak aplikace polynomu může využ́ıvat Hornerova schématu nebo jeho para-
lelněǰśıch verźı, jejichž vývoj byl iniciován v publikaci [68].

Většina praktických polynomiálńıch předpodmı́něńı je spojena se symetrickými ma-
ticemi, předevš́ım s těmi, co jsou také pozitivně definitńı. Ačkoli polynomiálńı předpod-
mı́něńı pro nesymetrické matice mohou být také konstruována, źıskat s nimi efektivńı
předpodmı́něné iteračńı metody může být mnohem obt́ıžněǰśı [112], [113], [143].

16.8.6.1 Polynomiálńı předpodmı́něńı a metoda sdružených gradient̊u

Metoda sdružených gradient̊u pro řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic se syme-
trickými a pozitivně definitńıémi maticemi hledá ve svém k + 1-ńım kroku aproximaci
řešeńı xk+1 ve tvaru

xk+1 = x0 + Pk(A)r0, k = 0, . . . . (16.147)

Polynom Pk(A) je přitom zvolen tak, že A-norma chyby daná vztahem

||xk+1 − x∗||A =
√

(xk+1 − x∗)TA(xk+1 − x∗) (16.148)

je minimálńı mezi všemi polynomy stupně nejvýše k pro které Pk(0) = 1. Důvody, proč
polynomiálńı předpodmı́něńı této metody může být užitečné, i když je to jen transformace
iteraćı daľśım polynomem nad rámec polynomu metody jsou např́ıklad následuj́ıćı.

• Počet iteraćı může být menš́ı, přestože celková složitost vzroste. V některých
př́ıpadech je minimalizace počtu iteraćı velmi d̊uležitá, např́ıklad je-li matice A
dána pouze implicitně v bezmaticových (matrix-free) implementaćıch.

• Souvisej́ıćım ćılem je, že polynomiálńı předpodmı́něńı může zmenšit počet ska-
lárńıch součin̊u, které mohou být problematické na paralelńıch poč́ıtačových ar-
chitekturách.

• Polynomiálńı předpodmı́něńı obvykle potřebuje mnohem méně paměti než jiná
předpodmı́něńı a jeho implementace je velmi př́ımočará.

Podobné d̊uvody motivuj́ı i polynomiálńı předpodmı́něńı jiných Krylovovských metod.

16.8.6.2 Předpodmı́něńı Neumannovými řadami

Neumannovou řadou matice G ∈ Rn×n nazveme řadu

+∞
∑

j=0

Gj . (16.149)

Plat́ı následuj́ıćı věta
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Věta 16.8.1 Neumannova řada matice G ∈ Rn×n konverguje právě tehdy, plat́ı-li

ρ(G) ≡ max{|λ1|, . . . , |λn|} < 1.

V tomto př́ıpadě také plat́ı

(I −G)−1 =

+∞
∑

j=0

Gj . (16.150)

Poznamenejme, že ρ(G) < 1 je splněno, jestliže nějaká multiplikativńı norma |||G|||matice
G je menš́ı než 1. Uvažujme nyńı následuj́ıćı štěpeńı matice A dané regulárńı matićı M1.

ωA = M1 − R, (16.151)

kde M1, R ∈ Rn×n a ω je zat́ım neurčený nenulový skalárńı parametr. Pak můžeme psát

ωA = M1(I −M−1
1 R) = M1(I −G), (16.152)

kde
G = I − ωM−1

1 A.

Obvykle lze snadno naj́ıt takový parametr ω > 0, aby

ρ(G) = ρ(I − ωM−1
1 A) < 1.

Pak ale můžeme psát

A−1 = ω (I −G)−1M−1
1 = ω

(

+∞
∑

j=0

Gj

)

M−1
1 (16.153)

Předpodmı́něńı, které aproximuje A−1 pak źıskáme tak, že uvažujeme pouze konečný
počet k + 1 člen̊u tohoto rozvoje inverze matice A. Inverzńı předpodmı́něńı M−1 je pak
vyjádřeno zkrácenouNeumannovou řadou. Praktické rady k použit́ı tohoto předpodmı́něńı
je možné naj́ıt např́ıklad v [119].

M−1 = ω

(

k
∑

j=0

Gj

)

M−1
1 . (16.154)

Matice M takto definována je hledanou matićı vyjadřuj́ıćı předpodmı́něńı, přičemž máme
rovnou aproximovánu jej́ı inverzi. Z toho vztahu zároveň dostaneme

M−1A =

(

k
∑

j=0

Gj

)

ωM−1
1 A =

(

k
∑

j=0

Gj

)

(I −G) = (I −Gk+1). (16.155)

T́ımto zp̊usobem jsme vyjádřili rozd́ıl mezi M−1A a jednotkovou matićı, který, jak je
vidět se zmenšuje se vzr̊ustaj́ıćım počtem člen̊u k.

Polynomiálńı předpodmı́něńı ve tvaru zkrácené Neumannovy řady pro symetrickou a
pozitivně definitńı matici A můžeme aplikovat zleva. V́ıme, že je-li M1 symetrická a pozi-
tivně definitńı, pak se dá totiž ukázat, že M−1A je samosdružená vzhledem ke skalárńımu
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součinu (. , .)M1 . Pak jsou např́ıklad volby M1 = I nebo M1 = DA nebo iM1 rovné blokově
diagonálńı části matice A v rámci metody sdružených gradient̊u korektńı.

Zobecněńı tohoto předpodmı́něńı z článku Dubois, Greenbaum and Rodrigue (1979)
daľśı parametrizaćı zkrácené Neumannovy řady pro (I−G)−1 lze nalázt v publikaci John-
son, Micchelli and Paul, 1983. Konkrétně zde byla navržena aproximace

I + γ1G+ γ2G
2 + . . . γkG

k (16.156)

a dodatečné stupně volnosti byly použity k zlepšeńı jej́ıch vlastnost́ı.

16.8.6.3 Předpodmı́něńı založené na Čebyševových polynomech

Uvažujme následuj́ıćı optimalizačńı problém pro symetrickou a pozitivně definitńı matici
A

||I − s(A)A|| = max
λ∈σ(A)

|1− λs(λ)|, (16.157)

kde s je polynom nezáporného stupně nejvýše stupně k− 1. Tato úloha je př́ılǐs obt́ıžná,
ale může být relaxována (nahrazena jednodušš́ı úlohou) hledáńım polynomu, který tuto
maximalizaci uvažuje na nějaké množině E, která zahrnuje spektrum matice A formulo-
vanou jako

max
λ∈E
|1− λs(λ)|, E zahrnuje spektrum matice A (16.158)

mezi všemi polynomy s nejvýše daného stupně k − 1, k ≥ 1, tedy s ∈ Pk−1. Je-li A
symetrická a pozitivně definitńı, množinou E je interval v R+. Označ́ıme-li tento interval

[a, b], (16.159)

pak se problém redukuje na hledáńı polynomu s, který minimalizuje výsledné maximum
a splňuje tedy

s = min
p∈Pk−1

max
λ∈[a, b]

|1− λp(λ)|. (16.160)

Je známo, že řešeńı tohoto problému může být vyjádřeno pomoćı škálovaných a posu-
nutých Čebyševových polynomů prvńıho druhu

T0(λ), T1(λ), . . . . (16.161)

V př́ıpadě matice A symetrické a pozitivně definitńı můžeme tyto polynomy explicitně
zkonstruovat následuj́ıćım zp̊usobem, kde δ a θ jsou rovny, po řadě, hodnotám (a + b)/2
and (b− 1)/2.

σ0 = 1, σ1 = θ/δ, σk+1 = 2θ/δσk − σk−1

T0(λ) = 1/θ, T1(λ) = (4θ − 2λ)/(2θ2 − δ2)

Tk(λ) =
2σk

δσk+1
+

2σk(θ − λ)

σk+1δ
Tk−1(λ)−

σk−1

σk+1
Tk−2(λ)

Zvoĺıme-li λ1 = a, λn = b pak lze ukázat [94], že předpodmı́něná matice

s(A)A (16.162)
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má minimálńı č́ıslo podmı́něnosti mezi všemi takovými maticemi, kde polynom s(A) má
předepsaný stupeň nejvýše k− 1. Čebyševovo polynomiálńı předpodmı́něńı lze jednoduše
použ́ıt v rámci metody sdružených gradient̊u transformaćı reźıdúı ri vztahem

ri = Ti(A)r0, i = 1, . . . , n. (16.163)

Je-li A symetrická a indefinitńı, i pak lze navrhnout polynomiálńı předpodmı́něńı.
Uvažujme takovou matici se spektrem uvnitř sjednoceńı dvou interval̊u

[a, b] ∪ [c, d], −∞ < a ≤ b < 0 < c ≤ d < +∞, (16.164)

stejné délky. To jest, když

b− a = d− c. (16.165)

Řešeńı odpov́ıdaj́ıćıho polynomiálńıho minimaxového problému lze vyjádřit expli-
citně pomoćı de Boor-Riceových polynomů [42] následuj́ıćım zp̊usobem

Pm(λ) =
1

λ

(

1− Tk(Φ(λ))

Tk(Φ(0))

)

, Φ(λ) = 1 +
2(λ− b)(λ− c)

ad− bc
. (16.166)

Stupeň polynomu v polynomiálńım předpodmı́něńı, které monotónně zobrazuje oba in-
tervaly na interval [−1, 1] je pak

k = ⌊m/2⌋. (16.167)

Poznamenejme, že m je vždy sudé.

Nejsou-li intervaly stejné délky, jeden z nich může být prodloužen, aby tomu tak bylo.
V tomto př́ıpadě ale výsledné předpodmı́něńı může být nepř́ılǐs efektivńı. Nicméně, existuj́ı
algoritmy, které poč́ıtaj́ı polynomiálńı předpodmı́něńı i v př́ıpadě interval̊u nestejné délky
iteračně (Remez̊uv algoritmus, [9]). Jinou možnost́ı pro polynomiálńı předpodmı́něńı v
tomto př́ıpadě je použ́ıt Grcarovy polynomy nebo dvojúrovňové polynomy [83], [9], [8],
[74], které transformuj́ı spektrum předpodmı́něné matice na hodnoty v bĺızkosti hodnot
−1 a 1 na reálné ose. Předpodmı́něńı pomov́ı dvojúrovňových polynomů pak často funguje
lépe než když intervaly obsahuj́ıćı spektrum nemaj́ı stejnou délku. Posledńı možnost́ı,
kterou zmı́ńıme, jsou polynomiálńı předpodmı́něńı adaptivně aktualizovaná podle toho,
jak se vylepšuj́ı odhady spektra matice [70], [126].

Podobně jako v př́ıpadě metody sdružených gradient̊u transformace spektra taková,
že jsou vlastńı č́ısla v klastrech, nemuśı implikovat rychleǰśı konvergenci metody
nebot’ jej́ı charakterizace je složitěǰśı. Pro kvalitu předpodmı́něných iteračńıch metod je i
v tomto př́ıpadě d̊uležitý vliv aritmetiky konečné přesnosti na výpočet [104].

16.8.6.4 Předpodmı́něńı založené na polynomech nejmenš́ıch čtverc̊u

Kvalita polynomiálńıch předpodmı́něńı založených na Čebyševových polynomech pro ma-
tice symetrické a pozitivně definitńı silně záviśı na zvolených/odhadnutých intervalech
pro spektrum matice. Př́ımočaré použit́ı Geršgorinovy věty nemuśı přitom stačit a existuj́ı
daľśı a sofistikovaněǰśı metody ke zlepšeńı konvergence metod polynomiálńım předpodmı́něńım.
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Jeden z takových návrh̊u je založen na polynomech nejmenš́ıch čtverc̊u [94]. Uvažujme
následuj́ıćı skalárńı součin dvou funkćı p a q na reálné ose

〈p, q〉 =
∫ b

a

p(λ)q(λ)w(λ)dλ, (16.168)

kde w(λ) je nezáporná váhová funkce na (a, b). Odpov́ıdaj́ıćı normu

||p||w =

∫ b

a

|p(λ)|2w(λ)dλ, (16.169)

budeme nazývat w-normou. Budeme hledat předpodmı́něńı s(A) ve tvary polynomu ma-
tice A na intervalu reálné osy, který obsahuje spektrum matice. Speciálně, polynom s
bude řešeńım minimalizačńıho problému

min
p∈Pk−1

||1− λp(λ)||w. (16.170)

Předpokládejme, že matice A je symetrická a pozitivně definitńı. Zvoĺıme-li např́ıklad
váhovou funkci w ≡ 1 (Legendreova váhová funkce) nebo funkci

w(λ) = (b− λ)α(λ− a)α, α > 0, β ≥ −1
2
, (16.171)

(Jacobiho váhová funkce), polynom s(A) lze explicitně vyjádřit. Jestliže nav́ıc

α− 1 ≥ β ≥ −1
2
, (16.172)

pak má s(A)A všechna vlastńı č́ısla reálná a větš́ı než nula a předpodmı́něńı se dá aplikovat
v rámci metody sdružených gradient̊u.

Několik prvńıch polynomů nejmenš́ıch čtverc̊u sk(λ) stupně nejvýše k je for k = 1, 2, 3,
α = 1/2. β = −1/2.

s0(λ) =
4

3

s1(λ) = 4− 16

5
λ

s2(λ) =
2

7
(28− 56λ+ 32λ2)).

Odvozeńı polynomů může být také založeno na vztahu takzvaných jádrových polynomů
aplikovaných na reziduálńı polynom

Rk(λ) = 1− λsk(λ) (16.173)

nebo použit́ım tř́ıčlenné polynomiálńı rekurence v př́ıpadě některých váhových funkćı.
Oba dva zp̊usoby je možné naj́ıt v publikaci [150]. Jiným zp̊usobem odvozeńı je explicitńı
řešeńı soustavy normálńıch rovnic

〈1− λsk(λ), λQj(λ)〉w, j = 0, . . . , k − 1, (16.174)
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kde Qj je libovolná báze prostoru polynomů stupně nejvýše k. V př́ıpadě, kdy je matice A
symetrická a pozitivně definitńı je možné odvodit polynomy nejmenš́ıch čtverc̊u aproxi-
maćı sjednoceńı dvou interval̊u v nichž se nacháźı spektrum matice a modifikovat váhovou
funkci. Publikace [137] navrhuje použit́ı následuj́ıćı váhové funkce

w(λ) =







w1 for λ ∈ [a, b]
w2 λ ∈ [c, d]
0 otherwise

. (16.175)

16.8.7 Daľśı předpodmı́něńı pro paralelńı poč́ıtačové architek-

tury

Zde budou zmı́něny n2kter0 daľśı druhy takových předpodmı́něńı.

16.8.7.1 Předpodmı́něńı po elementech

Element je tradičně nazývána matice Ae, která je určena svými řádkovými a sloupcovými
indexy a plat́ı-li

A =

ne
∑

e=1

Ae. (16.176)

Abychom sečetli př́ıspěvky of jednotlivých element̊u, lze pracovat s jednotlivými ele-
menty s lokálńımi indexy a použ́ıt operaci extend-add k sečteńı těchto př́ıspěvk̊u matice
A. Elementy přirozeně vznikaj́ı např́ıklad jako lokálńı matice v metodě konečných prvk̊u.

Jedna z možnost́ı jak předpodmı́nit soustavy rovnic s maticemi vyjádřenými jako
součet element̊u je navrhnout předpodmı́něńı také jako součet, ve formě předpodmı́něńı
jednotlivých element̊u. To samozřejmě umožńı efektivńı paralelismus. Nejjednodušš́ım
návrhem je vybrat předpodmı́něńı jako součet diagonálńıch matic

Me =
ne
∑

e=1

diag(Ae). (16.177)

Sofistikovaněǰśı př́ıstup navržený v publikaci Hughes, Levit, Winget, 1983 a formulovaný
pro matici, která je symetricky škálovaná svou diagonálou (Jacobiho škálováńı) definuje
předpodmı́něńı po elementech následuj́ıćım zp̊usobem:

M =
√
WΠne

e=1LeΠ
ne

e=1DeΠ
1
e=ne

LT
e

√
W, (16.178)

kde

W = diag(A), I +
√
W

−1
(Ae − diag(Ae)

√
W

−1
= LeDeL

T
e , e = 1, . . . , ne (16.179)

Jiný postup byl navržen Gustafssonem a Linskogem, 1986. Zde se navrhuje položit

M =

ne
∑

e=1

(L̂e +De)

(

ne
∑

e=1

De)

)−1 ne
∑

e=1

(L̂T
e +De) (16.180)
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pro
Ae = (Le +De)D

+
e (L

T
e +De), e = 1, . . . , ne, (16.181)

kde D+
e je pseudoinverze matice De.



17

Elementárńı operace s ř́ıdkými
maticemi a vektory

V této kapitole probereme některé základńı algebraické operace, kde vystupuj́ı ř́ıdké ma-
tice a které jsou někdy užitečné jako výpočetńı bloky v složitěǰśıch operaćıch s ř́ıdkými
maticemi. Konkrétně si uvedeme, jak přistupovat k násobeńı vektoru nebo matice matićı.

17.1 Násobeńı hustého vektoru ř́ıdkou matićı

Uvažujme operaci y = Ax, kde A ∈ Rm×n je ř́ıdká matice uložená v CSR nebo CSC
formátu a x ∈ Rn je hustý vektor. Tato operace je jednou ze základńıch komponent
velkého množstv́ı iteračńıch metod řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Předpokládáme, že
matice je uložena v CSR nebo CSC formátu. Pro ř́ıdkou matici A v CSR formátu je
postup zde uveden jako Algoritmus 17.1.1.

Algoritmus 17.1.1 Násobeńı y = Ax hustého vektoru x ř́ıdkou matićı A v CSR
formátu
Input: Řı́dká matice A ∈ Rm×n uložená v CSR formátu v poĺıch (ia,ja,aa), hustý vektor
x ∈ Rn.
Output: Hustý vektor y ∈ Rm.

1. for i = 1 : m do
2. y(i) = 0
3. for j = ia(i) : ia(i+ 1)− 1 do
4. y(i) = y(i) + aa(ja(j)) ∗ x(ja(j))
5. end j
6. end i

Snadno nahlédneme, že složitost tohoto algoritmu je O(m+|A|). V př́ıpadě, že je ř́ıdká
matice v CSC formátu, postup o stejné složitosti je uveden jako Algoritmus 17.1.2

281
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Algoritmus 17.1.2 Násobeńı y = Ax hustého vektoru x ř́ıdkou matićı A v CSC
formátu
Input: Řı́dká matice A ∈ Rm×n uložená v CSC formátu v poĺıch (ia,ja,aa), hustý vektor
x ∈ Rn.
Output: Hustý vektor y ∈ Rm.

1. for i = 1 : m do
2. y(i) = 0
3. end i
4. for i = 1 : m do
5. for j = ia(i) : ia(i+ 1)− 1 do
6. y(ja(j)) = y(ja(j)) + aa(j) ∗ x(i)
7. end j
8. end i

17.2 Násobeńı ř́ıdkého vektoru ř́ıdkou matićı

V této sekci ukážeme, jak násobit ř́ıdký vektor ř́ıdkou matićı, což je stále ještě velmi
jednoduchá operace. Oba algoritmy, které uvedeme, použ́ıvaj́ı vektory délky řádkové nebo
sloupcové dimenze matice, což může být v některých situaćıch, např́ıklad v paralelńıch
implementaćıch, nevhodné, ale lze to za cenu mı́rněǰśıho navýšeńı složitosti obvykle obej́ıt.

Algoritmus 17.2.1 Násobeńı y = Ax ř́ıdkého vektoru x ř́ıdkou matićı A v CSR
formátu
Input: Řı́dká matice A ∈ Rm×n uložená v CSR formátu v poĺıch (ia,ja,aa), ř́ıdký vektor
x ∈ Rn o nx nenulových komponentách uložený v poĺıch (jx,ax).
Output: Řı́dký vektor y ∈ Rm o ny nenulových komponentách uložený v poĺıch (jy,ay).

1. for i = 1 : n do
2. wn01(i) = 0
3. end i
4. ny = 0
5. for i = 1 : nx do
6. wn01(jx(i)) = i
7. end i
8. for i = 1 : m do
9. value = 0
10. for j = ia(i) : ia(i+ 1)− 1 do
11. if wn01(ja(j)) 6= 0 then
12. value = value+ aa(ja(j)) ∗ ax(wn01(ja(j)))
13. end if
14. end j
15. if value 6= 0 then
16. ny = ny + 1
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17. jy(ny) = i
18. ay(ny) = value
19. end if
20. end i

Je-li matice A uložena v CSC formátu, základńı jednoduché schéma, které pro uložeńı
výsledku ve vektoru y nejprve použije vektor dimenze m a poté jej zkomprimuje, je uve-
deno jako Algoritmus 17.2.2.

Algoritmus 17.2.2 Násobeńı y = Ax ř́ıdkého vektoru x ř́ıdkou matićı A v CSC
formátu
Input: Řı́dká matice A ∈ Rm×n uložená v CSC formátu v poĺıch (ia,ja,aa), ř́ıdký vektor
x ∈ Rn o nx nenulových komponentách uložený v poĺıch (jx,ax).
Output: Řı́dký vektor y ∈ Rm o ny nenulových komponentách uložený v poĺıch (jy,ay).

1. for i = 1 : nx do
2. for j = ia(jx(i)) : ia(jx(i) + 1)− 1 do
3. y(ja(j)) = y(ja(j)) + aa(j) ∗ x(i)
4. end j
5. end i
6. ny = 0
7. for i = 1 : m do
8. if y(i) 6= 0 then
9. ny = ny + 1
10. jy(ny) = i
11. ay(ny) = y(ja(j))
12. end if
13. end i

17.3 Násobeńı ř́ıdké matice ř́ıdkou matićı

Násobeńı ř́ıdké matice jinou ř́ıdkou matićı je mı́rně d̊umyslněǰśı, než byly postupy v
předcházej́ıćım textu pro násobeńı vektor̊u. Kdybychom uvažovali násobeńı ř́ıdkých matic
jen jako n opakováńı násobeńı ř́ıdkého vektoru matićı, byla by výsledná složitost př́ılǐs
vysoká. Zde zmı́ńıme dva možné př́ıstupy k násobeńı ř́ıdkých matic.

Zapǐsme si operaci C = AB s obecně ř́ıdkými maticemi, kde A ∈ Rm×p, B ∈ Rp×n a
C ∈ Rm×n. Pro efektivńı násobeńı ř́ıdkých matic je zapotřeb́ı předpokládat konkrétńı
zp̊usob uložeńı těchto matic tak, aby operace mohla být efektivńı. Libovolná kombi-
nace formát̊u uložeńı matic A a B nemuśı toto splňovat. Budeme-li, např́ıklad, př́ımočaře
poč́ıtat součin matic podle vzorce

cij = Ai∗B∗j, i, j ∈ {1, . . . , n}, (17.1)
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bez toho, abychom dopředu věděli, které prvky matice C = (cij)i,j∈{1,...,n} jsou nenulové,
počet operaćı bude nutně řádu Θ(n2). Obvykle muśıme provést nejdř́ıve celou operaci
symbolicky, to jest, nejprve se zjist́ı velikost |C| (počet jej́ıch nenulových prvk̊u), aby mohl
být pro C vyhrazen (alokován) pamět’ový prostor a potom se provede vlastńı násobeńı s
numerickými hodnotami.

Předpokládejme nejprve, že obě matice A aB jsou uloženy po řádćıch v CSR formátech.
V tomto př́ıpadě je možné násobit matice efektivně a postup je uveden v Algoritmu 17.3.1.
Výsledná matice C je źıskána také po řádćıch.

Algoritmus 17.3.1 Násobeńı ř́ıdkých matic C = AB
Input: Řı́dké matice A ∈ Rm×p, B ∈ Rp×n v CSR formátu: (ia,ja,aa), (ib,jb,ab).
Output: Řı́dká matice C ∈ Rm×n v CSR formátu: (ic,jc,ac).

1. for i = 1, n
1. wn01(i) = 0
1. end i
1. indc = 1
1. ic(1) = indc
1. for i = 1 : m
1. ind2 = 0
1. for j = ia(i), ia(i+ 1)− 1
1. temp = aa(j)
1. kstrt = ib(ja(j))
1. kstop = ib(ja(j) + 1)− 1
1. for k = kstrt : kstop
1. if wn01(jb(k)) == 0 then
1. ind2 = ind2 + 1
1. wn02(ind2) = jb(k)
1. wr02(ind2) = temp ∗ ab(k)
1. wn01(jb(k)) = ind2
1. else
1. wr02(wn01(jb(k))) = wr02(wn01(jb(k))) + temp ∗ ab(k)
1. end if
1. end k
1. end
1. for j = 1 : ind2
1. jc(indc) = wn02(j)
1. wn01(wn02(j)) = 0
1. ac(indc) = wr02(j)
1. indc = indc + 1
1. end j
1. ic(i+ 1) = indc
1. end i
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17.3.1 A uložena po sloupćıch a B,C uloženy po řádćıch

I v tomto př́ıpadě je také možné matice efektivně násobit. Procedura, kterou zde uvedeme
je založena na tom, že matici B, která je uložena po sloupćıch budeme procházet s použit́ım
pomocných poĺı opět po řádćıch.

Algoritmus 17.3.2 Násobeńı ř́ıdkých matic C = AB
Input: Řı́dké matice A ∈ Rm×p, B ∈ Rp×n.
Output: Řı́dká matice C ∈ Rm×n.
Datové struktury: B,C jsou uloženy v CSR formátu: (ib,jb,ab), (ic,jc,ac), A je uložena
v CSC formátu (ia,ja,aa).
1. for i = 1 : max(p, n) do
2. wn01(i) = 0
3. head(i) = 0
4. end i
5. for i = 1 : p do
6. first(i) = ia(i)
7. end i
8. for i = 1 : p do
9. if first(i) < ia(i+ 1) then
10. k = ja(first(i))
11. link(i) = head(k)
12. head(k) = i
13. end if
14. end
15. indc = 1
16. ic(1) = indc
17. for i = 1 : m do
18. newj = head(i)
19. ind2 = 0
20. j = newj
21. while j 6= 0 do
22. newj = link(j)
23. jfirst = first(j)
24. first(j) = jfirst+ 1
25. if jfirst+ 1 < ia(j + 1) then
26. if head(ja(jfirst+ 1)) == 0 then
27. link(j) = 0
28. else if head(ja(jfirst+ 1)) 6= 0 then
29. link(j) = head(ja(jfirst + 1))
30. end if
31. head(ja(jfirst + 1)) = j
32. end if
33. temp = aa(jfirst)
34. for k = ib(j) : ib(j + 1)− 1
35. if wn01(jb(k)) == 0 then
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36. ind2 = ind2 + 1
37. wn02(ind2) = jb(k)
38. wr02(ind2) = temp ∗ ab(k)
39. wn01(jb(k)) = ind2
40. else
41. wr02(wn01(jb(k))) = wr02(wn01(jb(k))) + temp ∗ ab(k)
42. end if
43. end k
44. j = newj
45. end while
46. for j = 1 : ind2
47. jc(indc) = wn02(j)
48. ac(indc) = wr02(j)
49. wn01(wn02(j)) = 0
50. indc = indc+ 1
51. end j
52. ic(i+ 1) = indc
53. end i

17.4 Nalezeńı blokové struktury v ř́ıdké matici

Daľśı d̊uležitou základńı operaćı s ř́ıdkými maticemi je hledáńı hustých podstruktur uvnitř
jejich struktury. Tyto podstruktury pak mohou hrát roli blok̊u v blokových algoritmech
rozkladu, a proto budeme dále hovořit o hledáńı blok̊u v matici.

17.4.1 Hledáńı blokové struktury pomoćı grafové komprese založené
na strukturách sousednosti

Následuj́ıćı postup hledáńı blok̊u v ř́ıdké symetrické matici A ∈ Rn×n je založen na
př́ıstupu, který navrhl Ashcraft [10]. Předpokládáme, že struktura ř́ıdkosti matice je
reprezentována neorientovaným grafovým modelem. V Definici 17.4.1 zavedeme pojem
nerozlǐsitelnosti vrchol̊u.

Definice 17.4.1 Řekneme, že dva vrcholy u a v neorientovaného grafu G = (V,E) jsou
nerozlǐsitelné, jestlǐze adj(u) = adj(v). Množinu vzájemně nerozlǐsitelných vrchol̊u na-
zveme nerozlǐsitelnou množinou. Je-li U ⊆ V nerozlǐsitelnou množinou, řekneme, že U je
maximálńı nerozlǐsitelná množina, jestlǐze množina U ∪{w} neńı nerozlǐsitelná pro žádné
w ∈ V \ U .

Poznámka 17.4.1 Nerozlǐsitelnost vrchol̊u reprezentuje relaci ekvivalence a maximálńı
množiny nerozlǐsitelných vrchol̊u jsou tak tř́ıdy ekvivalence podle této relace. To umožńı ne-
rozlǐsitelné množiny vrchol̊u reprezentovat řádkové a sloupcové vrcholy blok̊u v odpov́ıdaj́ıćı
matici.
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Je také zřejmé, že každé dva nerozlǐsitelné vrcholy jsou zároveň vrcholy sousedńımi.
Obecněji, množina nerozlǐsitelných vrchol̊u je jednak propojena klikou a všechny vrcholy z
této množiny maj́ı zároveň stejné sousedńı vrcholy. Následuj́ıćı algoritmus pro nalezeńı ma-
ximálńıch množin nerozlǐsitelných vrchol̊u je uveden jako Algoritmus 17.4.1. Předpokládá
obecně symetrickou matici. Algoritmus nezohledňuje nenulovost diagonálńıch prvk̊u.

Algoritmus 17.4.1 Hledáńı maximálńıch množin nerozlǐsitelných vrchol̊u v ne-
orientovaném grafu G(A) symetrické matice A ∈ Rn×n

Input: Symetrická matice A a jej́ı grafový model G(A) = (V,E).
Output: Množiny maximálńıch nerozlǐsitelných vrchol̊u.

1. for i = 1 : nx do
2. chksum = 0
3. for j ∈ adjG(A)(i) do
4. chksum = chksum+ j
5. end j
6. end i
7. Setřid’ j ∈ V podle hodnoty chksum
8. for i = 1 : n do
9. for j taková, že chksum(j) == chksum(i) do
10. if |adj(i)| == |adj(j)| then
11. if adj(i) == adj(j) then
12. Zařad’ j do stejné maximálńı množiny nerozlǐsitelných vrchol̊u jako i
13. end if
14. end if
15. end if
16. end i

Setř́ıděńı vrchol̊u na řádku 7 tohoto algoritmu je nápověda k efektivńı implementaci s
ńızkou praktickou složitost́ı, ačkoli omezeńı na složitost algoritmu je O(|E|+ |V |log(|V |)).
Pro některé aplikace neńı nutné a zároveň může být z hlediska efektivity výpočt̊u výhodné,
aby maximálńı množiny nerozlǐsitelných vrchol̊u byly určeny pouze přibližně. Toho se
může doćılit t́ım, že i rovnost v podmı́nkách na řádćıch 9-11 Algoritmu 17.4.1 je vyhod-
nocována pouze přibližně. Podrobněǰśı postup v tomto ohledu je už nad rámec tohoto
textu. Jiný zp̊usob nalezeńı skupin vrchol̊u, které představuj́ı husté podstruktury v ř́ıdké
matici je uveden v následuj́ıćı podsekci.

17.4.2 Hledáńı blokové struktury pomoćı grafové komprese založené
na pr̊unićıch řádkových struktur

V této podkapitole budeme předpokládat, že matice, ve které hledáme bloky, je obecně
nesymetrická čtvercová matice A ∈ Rn×n. Mı́sto maximálńıch množin nerozlǐsitelných
vrchol̊u, který vede k symetrické permutaci matice, je možné uvažovat o seskupeńı řádk̊u
a sloupc̊u do řádkových a sloupcových množin nezávisle na sobě, ale zde zmı́ńıme jen
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jednodušš́ı myšlenku, která vede k rozděleńı množiny vrchol̊u na skupiny, tedy také k
symetrické permutaci. Algoritmus je přibližný a tyto skupiny tedy představuj́ı pouze
aproximaci maximálńıch množin nerozlǐsitelných vrchol̊u. Myšlenka v pozad́ı [140] je ta,
že do stejné skupiny vlož́ıme všechny vrcholy takové, že jejich řádky maj́ı velký pr̊unik
struktur. Předpokládejme, že všechny nenulové prvky matice A maj́ı hodnotu 1, pak je
pr̊unik řádkových struktur řádk̊u Ai∗ a Aj∗ dán součinem Ai∗A

T
j∗. Obecněji, součinem

Ai∗A
T je vektor, ve kterém jeho největš́ı hodnoty odpov́ıdaj́ı řádk̊um, jejichž indexy jsou

nejvhodněǰśımi kandidáty na to, aby byly ve stejné skupině jako je vrchol i. Výsledná
implementace algoritmu, který takto roztř́ıd́ı vrcholy do skupin, může být tedy založena
na násobeńı dvou ř́ıdkých matic v CSR formátu tak, jak je popsáno výše.

17.5 Transponováńı matice

Bude doplněno později.
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[101] C. L. Lawson, R. J. Hanson, D. R. Kincaid, and F. T. Krogh. Basic linear algebra subpro-
grams for fortran usage. Application for Computing Machinery Transactions on Mathe-
matical Software, 5:308–323, 1979.

[102] Xiaoye S. Li. An overview of SuperLU: algorithms, implementation, and user interface.
ACM Trans. Math. Software, 31(3):302–325, 2005.

[103] Xiaoye S. Li and James W. Demmel. SuperLU−DIST: a scalable distributed-memory
sparse direct solver for unsymmetric linear systems. ACM Trans. Math. Software,
29(2):110–140, 2003.
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