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Kapitola 1

Uvod

1.1 Proc zavadime pojem slabého reseni

,Neexistuje zadna obecna teorie zaméfend na resitelnost vSsech PDR. Vzhledem
k obrovské rtiznorodosti jevii (geometrickych, fyzikdlnich, stochastickych), které
jsou modelovany PDR-emi, takovato teorie tézko bude nalezena. Misto toho je
vyzkum zaméfen spise na rizné specialni typy PDR, které jsou dulezité z pohledu
aplikaci, s nadéji, ze nadhled na ptivod téchto rovnic mize dat cit pro jejich feseni.“

,V moderni teorii PDR je velké usili vénovano matematickym dikazim existence
feseni riznych PDR a nikoliv odvozovani vzorecku pro tato feSeni. To se muize
zdat zbytecné az blaznivé, le¢ matematici jsou jako teologové: povazujeme existenci
za zakladni vlastnost toho co studujeme. AvSak nemusime, jako vétSina teologi,
spoléhat vzdy jen na viru samotnou.

Lawrence C. Evans: Partial differential equations.

Predpokladame, ze Ctenar je obeznamen alespon se zaklady klasické teorie parcial-
nich diferencialnich rovnic. Cilem této tvodni kapitoly je vysvétlit, pro¢ je pojem
klasického Teseni nedostateény a proc je prirozené ho nahradit pojmem slabého
feSeni. Z mnoha moznych pfiklad® jsme vybrali nasledujici.

e Na prikladu Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici ukdzeme v Sekci 1.2.1,
ze klasické feSeni tlohy vyzaduje a priori jistou hladkost dat tlohy. Pokud
data tyto pozadavky na hladkost nespliuji, je tfeba zobecnit pojem feSeni.
My se vydame jednou z moznych cest, kterd nas pfivede k pojmu slabého
feseni, a kterd nam také vytyci jak zakladni problémy, kterym se budeme
v texty vénovat, a soucasné i pozadavky na prostory funkci, v nichz slabé
feseni hledame.

e V Sekcich 1.2.2 a 1.2.3 uvedeme dvé matematické oblasti, kde se (parcidlni)
diferencialni rovnice vyskytuji v slabé formulaci pfirozenym zpusobem. Ji-
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8 KAPITOLA 1. UVOD

nak Fefeno, slabé feSeni parcidlni diferencidlni rovnice (PDR) je v téchto
oblastech prvotni pojem, zatimco klasické feSeni je pojem odvozeny, tedy
spiSe druhotny. Prvnim pfikladem jsou nutné podminky existence kritickych
bodu funkcionalid jako jsou délka kiivky, obsah plochy, celkova energie ¢astice
a podobné. V klasické mechanice jsou kritickymi body feseni Eulerovych—
Lagrangeovych rovnic. Tyto rovnice jsou vSak objekt druhotny, nebot jsou
odvozeny z podminky:

Géateaux derivace funkcionalu v kritickém bodé je v libovolném
smeéru nulova.

To je ekvivalentni vyroku, ze kriticky bod je slabym feSenim Eulerovych—
Lagrangeovych rovnic.

e Bilan¢éni rovnice mechaniky kontinua formulovana na libovolnych ,kultur-
nich“ podmnozinach oblasti (takzvané kontrolni objemy), kterou téleso vy-
pliuje, je dalsim pfikladem problému, kde je slabé feSeni prvotni pojem.
Ukazeme totiz, Ze z bilanci (hmoty, energie, hybnosti) formulovanych na
kontrolnich objemech lze pfimo ziskat pojem slabého feseni, aniz by bylo
nutné formulovat bilan¢ni rovnice klasickym zptsobem.

1.2 Nékolik priklada

1.2.1 Homogenni Dirichletova aloha pro Laplaceovu rovnici

Vezméme omezenou otevienou mnozinu  C R? s hranici 02 a uvazujme nasledu-
jici tlohu!

—Au =f VeeQ, (1.2a)
u =0 VxeodQ, (1.2b)

kde f: Q@ — R je dana funkce.

Klasickym Fesenim tlohy (1.2) rozumime funkci u € C? () NC (€2), kterd splituje
(1.2a) a (1.2b) bodové. Je-li u klasické feseni (1.2), pak nutné musi byt f € C (Q2).

1Pfipomerime oznaceni: Je-li 7 = (q1, e qd)T vektorova veli¢ina (napfiklad tok tepla), pak
rovnice
divg=f VxeQ (1.1)
déava do rovnovahy tok veli¢iny ¢ pfes hranici 02 a objemové zdroje veli¢iny f. Je-li tok ¢ tmérny
gradientu Vu (to jest je linedrné zavisly na Vu), kde u je skalarni funkce v : @ — R (napriklad
teplota), pak z (1.1) plyne (1.2a), nebot po dosazeni § = —Vu (teplo tece z teplejsi ¢asti do
chladnéjsi) do levé strany rovnice (1.1) dostaneme

d d d
. 0q; o) Ou ?u
dquzax- :_Zam (aT) :_Z@:_M'
g i=1 4 5 i=1 i

i=1




1.2. NEKOLIK PRIKLADU 9

Pokud vsak funkce f na pravé strané rovnice neni spojitd (coZ miZe nastat pii
popisu né&jakého fyzikalniho problému), je zfejmé pojem klasického feSeni nedo-
stacujici, nebot tlohy tohoto typu je potieba matematicky zvlddnout. Je tudiz
nutné zavést obecnéjsi definici feseni zadané tlohy a ziskat tak objekt, se kterym
miuzeme v takovychto ptikladech pracovat.
Ptedpokladejme, ze

feL?(), (1.3)

vynasobme rovnici (1.2a) libovolnou funkci ¢ € D(Q) a zintegrujme vysledny vztah
pres 2. Dostaneme

—/Au (pd$=/f<pd$ Vo € D(Q).
Q Q

Levou stranu rovnice upravime pomoci Greenovy véty (pfesnéji fe¢eno podle jejiho
dusledku pojednévajiciho o integraci per partes) a uvédomime si, Ze integral pfes
hranici 02 je nulovy, protoze funkce ¢ ma kompaktni nosic¢ v Q. Vysledkem je

/Vu-V(pdmz/fgodx Yo € D(Q), (1.4)
Q Q

neboli
(Vu, V@) 12y = (f; ) 12() Ve € D(Q). (1.5)

Mohli bychom pokracovat dale a prenést jesté jednu derivaci z u na . Touto
cestou ale nepiijdeme, chceme totiz, aby prostor, ve kterém budeme hledat feseni,
byl shodny (nebo alespoii blizky) prostoru, odkud budeme brat funkci ¢. Specidlné
se ptame:

Otazka 1.2.1. Lze v rovnici (1.5) poloZit p = u?

Pokud ano, pak z (1.2a) plyne

Va0 = / V2 dz = (f,u) oy < Ifllaqey Il oy, (16)

kde jsme v poslednim kroku vyuzili Hélderovu (¢ Cauchyovu-Schwartzovu) ne-
rovnost.

Mysleme si, ze

Je >0, Vu: Hu||L2(Q) <c HVU”L?(Q) ) (1.7)
neboli norma funkce je kontrolovana normou gradientu. Toto obecné neplati, jak
Ize snadno nahlédnout dosazenim konstantnich funkci. V nasem piipadé vsak vime,

ze plati u|,q = 0, coz vylucuje vSechny netrivialni konstantni funkce. Otazka vsak
zustava:

Otézka 1.2.2. Pro jaké funkce lze oéekdvat platnost (1.7)%
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Pokud plati (1.7), pak z (1.6) vyplyva
HV“HLz(Q) < C||f||L2(Q) :

Odsud a z piedpokladu (1.3) pak plyne, ze Vu € L?(Q2), coz vede k pfirozené
definici prostoru

wh(Q) = {v eL?(Q),Vi=1,...,d: aa; € LQ(Q)}.

Jesté zavedeme prostor
W2 () = {v e W2 (Q) ] v[,q =0}.

Pfipometime, ze pro funkce v € LP(Q), p € [1,4+00], nemé smysl mluvit o hodno-
tach funkce na hranici, protoze hranice 92 je mnozina nulové (d-rozmérné) Lebe-
sgueovy miry. Funkce z W12 (Q) vsak tvoii podprostor v L?(§2) a kromé hodnot
funkce 1ze néco Fici i hodnotach jejich derivaci — otézkou je, zda tato informace
bude stacit k tomu, abychom mohli mluvit o hodnotach funkce na hranici. Bude
tedy nutné vyftesit nasledujici problém.

Otazka 1.2.3. Lze pro v € W2 (Q) mluvit o hodnotdch na hranici? Pokud ano,
v jakém smyslu?

Vratme se jesté k Otédzce 1.2.1. Z (1.5) plyne, ze odpovéd bude kladnd, pokud je
kladnd odpovéd na otdzku:

Otéazka 1.2.4. Jsou funkce s kompaktnim nosicem husté W, > (Q)?

Pokud ano, nazveme u € WO1 2 () slabym FeSenim tlohy (1.2) pravé kdyz Vo €
Wy? (Q) plati rovnost

(VU, VQD)L2(Q) = (f7 QP)LZ(Q) :

Zavedli jsme tedy pojem FeSeni, ktery vyzaduje méné informaci o hladkosti funkci
(a to jak danych, tak hledangch). Uzitim nové definice feSeni okamzité vyvstavaji
nasledujici otazky.

1. Jak je to s existenci feSeni a s jeho jednoznacnosti? Lze ukézat spojitou
zévislost feSeni na datech tlohy? Pokud ano, v jaké metrice? Souhrnné se
tyto otazky oznacuji jako problém existence jednoznacnosti slabého feseni a
jeho spojité zavislosti na datech.

2. Lze ziskat dodatecnou informaci o hladkosti feseni v pfipadech, kdy jsou
data tulohy hladsi, neZ je poZadovdno pro samotnou existenci? Za jakych
podminek na data bude slabé feseni feSenim klasickym? Souhrnné se tyto
otazky oznacuji jako problém regularity slabého fesSeni.
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Tyto zakladni problémy budeme v této ucebnici zkoumat nejen pro motivacni
problém (1.2), ale pfedevsim pro linearni a nelinedrni eliptické, pozdéji pak i pa-
rabolické a hyperbolické tlohy (viz piislusné kapitoly).

Poznamenejme, Ze problém existence a jednoznacnosti je lehéi nez problém re-
gularity, a to proto, Ze je zaloZen na obecnégjSich pojmech, funkcich, atd, a pro
linearni eliptické tlohy témét vse vyTesime Rieszovou vétou o reprezentaci a jejim
zobecnénim.

Jesté diive nez se pustime do otdzek zabyvajicich se Fesitelnosti parcialnich diferen-
cidlnich rovnic ve slabém smyslu a kvalitativnim chovanim téchto feSeni, zavedeme
Sobolevovy prostory W5 (€2) a budeme zkoumat jejich vlastnosti. Specialné se za-
méfime na otazku hustoty hladkych funkei D(2), C*°(£2), C*°(Q) v Sobolevovych
prostorech, otdzku interpretace hodnot funkci na hranici (véta o stopéch), otdzku
souvislosti Sobolevovych prostori s jinymi prostory funkeci (véty o spojitém a kom-
paktnim vnofeni) a koneéné také otdzku platnosti Poincarého—Friedrichsovych ne-
rovnosti (pfikladem je nerovnost (1.7) uvedena vyse).

1.2.2 Ulohy variaéniho poétu — nutné podminky

Varia¢ni pocet se zabyva studiem kritickych bodi (tzv. extreméal) funkcionéli,
to jest zobrazeni z Banachova? prostoru, obvykle nekoneéné dimenze, do prostoru
realnych é&isel. Typicky je ¢ : X — R, kde X je prostor funkci (napiiklad C((a, b)),
C1(Q) N Cy(R) a podobng).

Pripomenme nékolik zakladnich pojmu.

Definice 1.2.5 (Lokalni maximum (minimum)). Rekneme, Ze funkciondl ¢ : X —
R md v bodé xg € X lokdlni mazimum (resp. minimum), pokud

36 > 0,Vz € Us(xo) : p(x0) > () (resp. (o) < p(z)),

kde Us(xo) = {z € X| ||z — xo|| x < d}.

Definice 1.2.6 (Gateaux derivace). Rekneme, Ze funkciondl ¢ : X — R md v bodé
xzo € X Gdteaur derivaci, prdvé kdyZ Vh € X, ||h||y =1 existuje limita

. xo +th) — p(x
590($0;h):t11_%(p( 0 t) p(z0)

Pokud je z( lokdlnim minimem (resp. maximem) funkciondlu ¢, aneb zy je ex-
treméla funkcionalu ¢, a pokud limita dp(zg;h) existuje pro néjaké h € X, pak
nutné dp(zo; h) = 0. Specidlné, je-li p Gateaux diferencovatelnd v bodé zy € X,
pak nutné

Vh e X : 0p(xo; h) = 0. (1.8)

2Uplny normovany linearni prostor.
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Dukaz predchoziho tvrzeni je elementarni. Oznacme g5 (t) = ¢(zo + th). Protoze
gn(t) ma v bodé 0 lokalni extrém, z teorie redlnych funkeci plyne, Ze pokud existuje
g,,(0), pak je ¢7,(0) = 0. AvSak dle definice Gateaux derivace je g;,(0) = dp(xo; h).

Uvedme nékolik ptikladt tiloh klasického variaéniho poctu.

Pfiklad 1.2.7 (Brachystochrona). Bud

V= {(x,y) € [RZ"I € [Ova]v Y= f(.’L’), y(O) =0, y(a) = b}

krivka spojujici poddtek soutadného systému s bodem [a,b], kterd je zadand jako
graf funkce y(x). Uloha o brachystochroné (iloha o k¥ivce nejrychlejsiho spddu) je
problém nalézt takovou funkci y z pripustné tridy funkci

Y = {y € Cl((a,b)) NC([a, b)) y(0) = 0,y(a) = b} ,

ktera minimalizuje funkciondl

1 rwer
T[y]‘\/a/o Vo) ¢

uddvagici cas potrebny k tomu, aby se v homogennim gravitacnim poli g dostal
hmotny bod samospddem po kiivce y(x) ze startovnt pozice [a,b] do poédtku sou-
radného systému.

Priklad 1.2.8 (Délka kiivky). UZijeme-li oznacent z predchoziho prikladu, potom

funkciondl
Ly = / VIt @R d

uddvd délku krivky zadané jako graf funkce y(z). Ulohou je minimalizovat Lly] na
tride pripustnych krivek Y .

Ptiklad 1.2.9 (Minimalni plocha). Bud Q C R? né&jakd (rozumnd) mnoZina a
bud ddna funkce g : 09 — R. Uloha o minimdlni plose je problém nalézt takovou
funkci w : Q — R, Ze w minimalizuje funkciondl

Alu) z/ V14 |Vul2de,
)

ktery uddvd obsah plochy popsané funkci u, pricemz mnozina pripustnych ploch je
urcena jako

Y = {u €CHQ)NCE@)] ulpy =g}

Prostory Y zavedené v Pfikladech 1.2.7-1.2.9 ovSem nejsou linearni. V Prikladech
1.2.7 a 1.2.8 tedy volime

X =C'((a,b)) N Co([a,d])
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a kriticky bod (extremdlu) y hleddme ve tvaru

y(@) = yo(x) +&(x), (1.9)

kde £ € X a yo : [0,a] — R je néjakd hladkd funkce spliiujici okrajové podminky
Y0(0) =0 a yo(a) = b. Podobné v Ptikladu 1.2.9 volime

X =CHQ)NCy(Q)
a kriticky bod (extremdlu) w hleddme ve tvaru

W(I’,y) = wg(x,y) + f(gj,y),

kde £ € X a wp : Q — R je né&jaka hladka funkce spliujici okrajové podminky
wo ‘8Q =g

Na Piikladu 1.2.8 ukdZeme, Ze pozadavek na nulovost Gateaux derivace (1.8) od-
povida pozadavku na nalezeni slabého feseni Eulerovych-Lagrangeovych rovnic,
samotné Eulerovy—Lagrangeovy rovnice (v klasické formulaci) jsou vSak v tomto
pfipadé druhotnym pojmem, nebot jsou odvozeny za predpokladu vyssi hladkosti
uvazovanych funkci.

Pro libovolné ¢ € X plati

t=0
/

Ll +&9) = ¢ [ VI (Gl + @) T 7@ da

/ +t<p( ) ¢’ (2)
\/1 x) + to'(z))? \/1—&— (x)

Podminku (1.8) v tomto konkrétnim piipadé tedy pfepiseme jako

Y € C((a, b)) N Co([a,b]) =0. (1.10)

| o
Teprve za dalsiho pfedpokladu na hladkost uvazovanych funkci, napriklad pokud

/
<1i((2))2> € C((a,b)), dostavame (po provedeni integrace per partes) z pied-
y (r

chozi rovnice vztah
Vi € Colla, b)) : — /0 (%) o(z) dz = 0, (1.11)

ktery jiz implikuje bodovou platnost Eulerovy-Lagrangeovy rovnice®

- (yl(x)> = 0. (1.12)
1+ (y/(x))?

3Zde jsme vyuzili platnost tvrzeni: Je-li u € C(2) a plati-li pro kazdé ¢ € C(£2) rovnost
fQ u(x)p(z) de = 0, pak je u = 0 pro vSechna x € Q.
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Je na misté se ptat, pro¢ nenazveme slabym FeSenim rovnice (1.12) funkci y €
CY((a,b))NCo([a, b]) splitujici rovnost (1.10), a pro¢ radéji pracujeme s obecnéjsimi
funkcemi?. Velice vaZznou namitkou proti této konstrukei je skutecnost, ze prostor
CY(9) neni Gplny vzhledem k integralni normé Hu||cl(Q)J = [, [v/ ()| dz, pficemz
integralni norma je pro danou tlohu pfirozend.

Je-li y ve tvaru (1.9), pak je funkce & ze zminéného rozkladu vhodné testovaci
funkce v rovnosti (1.10). Polozime-li skutecné f = ¢, dostaneme

) / / Y (@y(@)
1/1+ \/1+ \/1+ (v (x))?
Tuto rovnost a skutecnost, ze _lv@l < < 1, vyuzijeme k odhadu
Vi = b VYA
[wtar= [ ypyias
o (1+1y[>)3
1 a |y/|2

1 a
+ 5/ V1t Y2 de
1 a
= '“ bl d /'Vruyﬁm

/ ly'| da.

AIMMwSAI%Mw+m (1.13)

coz ukazuje, ze L'-norma derivace je norma pfirozena pro danou tlohu.

| /\
\
=
o
8
+
+

Celkoveé tedy dostavame

Na zavér jesté uvedeme tvrzeni spojujici tuto a predchozi sekci.

Lemma 1.2.10 (Variacni formulace Laplaceovy rovnice). Funkce u € W32 (Q)
je extremdlou (lokdlnim minimem funkciondlu)

1
= f/ |Vu|? da —/ fudz,
2 Ja Q
pravé kdyz u je slabym teSenim dlohy (1.2), to jest splriuje rovnost (1.4).

Diikaz. 1) Je-li u G W 2(Q) extremalou funkcionalu ¢, pak nutné §¢(u; @) = 0 pro
viechna o € W, (). Aviak

olu+ty] = /|Vu2dx—/fudx+t{/ Vu -V — ftpdx}

+—/ Ve|? da.
2 Ja

4Prvnim kandiddtem na vhodny prostor funkci by mohl byt Soboleviv prostor W1 ((0,a)) =
{u € L'((0,a)),uw € L1((0,a))} nebo spise prostor funkeci s omezenou variaci.

(1.14)
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Odsud snadno plyne, ze

0 (u; 0) = (Vu, Vo) 2y — (f,0) 120 »

¢imz je jedna implikace dokazana.

ii) Naopak, pouzitim (1.14) s ¢ = 1 snadno nahlédneme, ze (1.4) implikuje

olute] >dlu] Ve Wy (Q).

1.2.3 Bilané¢ni rovnice mechaniky kontinua

Rovnice, které popisuji pohyb télesa v rdmci termodynamiky kontinua, vychézi
z bilan¢nich zakont, jejichz platnost je pozadovana pro kazdou otevienou pod-
mnozinu B oblasti Q vyplnéné materidlem. Obecné formulace téchto bilan¢nich
vztahd mé pak tvar

i/D(t,gg)dﬁ/ ﬁ(t,x)~ﬁdS:/P(t,I) dz, (1.15)
dt /s a8 B

kde D znaéi hustotu fyzikdlni veli¢iny (hmoty, slozek vektoru hybnosti, slozek
vektoru momentu hybnosti, entropie, celkové energie), F je odpovidajici tok této
veli¢iny hranici a P je objemova produkce prislusné veli¢iny.

Ze vSech bilan¢nich vztahu si pro lepsi predstavu o tvaru funkci D, F a P uvedme
bilanci hmoty

d

o p(t,x)dx + / p(t,x)v(t,x) - ndS =0, (1.16)
B

oB

bilanci hybnosti

g/ p(t, z)v(t, ) dzx +/ (p(t,2)0(t,x) @ 0(t,z) — T(¢t,z)) 7 dS
dt /s oB
= / p(t, 2)b(t, ) dz  (1.17)
Q
a bilanci celkové energie

d
dt /s

4 /83 (p(t,x) <|m2‘”)|2 n e(t,:z:)) 9t 2) — qlt,x) — w,x)ﬁ(t,x)) LidS

jo(t, 2)?

p(t,z) (2 +e(t,x)> do

= /Q (p(t7m)g(t,x) Ut x) + p(tw)r(t,x)) dz. (1.18)
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Standardni postup odvozeni rovnic termomechaniky kontinua je zalozen na prepisu
(1.15) pomoci Greenovy véty a zdmeény derivace a integralu do tvaru

&,D +div F — P) (t,2)dz = 0,
A )

kde B C B C Q je libovolny kontrolni objem. Za piedpokladu, Ze integrand je
spojity, pak z pfedchozi rovnosti plyne, Ze Vax € Q, Vt € (0,T") plati
A, D(t,z) + div F(t,z) = P(t,z). (1.19)

Je ziejmé, ze (1.19) vyZaduje diferencovatelnost funkei, kterd neni v (1.15) potfeba.
Slab4 formulace bilanénich zdkont se pak ,,obvykle“ odvozuje z (1.19) a okrajovych
podminek.

Nasim cilem je ukézat, Ze obecné forma bilanéniho zdkona (1.15) pfimo implikuje
slabou formulaci. K tomu budeme potfebovat nasledujici tvrzeni, jehoz diukaz lze
nalézt naptiklad v Evans and Gariepy [1992] ¢i Lukes and Maly [1995].

Véta 1.2.11. Bud'n: R™ — R lipschitzovskd funkce a bud v € L*(R™). Pak plati

® Ul ern| y(x)=r} J€ integrovatelnd ve smyslu (n — 1) rozmérné plosné (Haus-
dorffovy) miry,

b f[R" ‘VT] | dz = f[R (f{a:E[Rﬂ n(z)=r} U(:E) dS) dr

Nyni sledujeme postup navrzeny v knize Feireisl [2004]. Bud 7 nezdporna neko-
necné spojité diferencovatelnd funkce s kompaktnim nosi¢em, tedy n € D(Q),
1 > 0. Pak mnozina {x € Q| n(z) > r} ma pro skoro vSechna r € [0, +00) hladkou
hranici {z € Q| n(z) = r}. Uvazujme nyni obecnou formu bilan¢niho zakona (1.15)
s kontrolnim objemem B = {x € Q| n(x) > r} pro r € (0,+00) a zintegrujme bila-
néni zdkon s takto zvolenym objemem od 0 k +o00. Mame (uvedomme si, ze vnéjsi
jednotkovy normélovy vektor k mnoziné {z € Q| n(z) =r} je — \Vn\)

d [t
— / D(t,z)dxdr
dt B={z€Q| n(z)>r}

+oo
/ / Ftz) - Y1) g qp
0B={2€Q| n(z)=r} V()|

+oo
:/ / P(t,x)dxdr.
0 B={zeQ| n(z)>r}

Vyuzijeme-li nyni k Gpravé druhého ¢lenu Vétu 1.2.11 a prvni a tieti ¢len prepiSeme
pomoci nésledujictho mezivypoctu (h(t,z) = D(t, z) poptipadé h(t,z) = P(t,x))

400 “+o00
/ / h(t,z)dzdr = / / sign (n(z) — )" h(t,z)dzdr
0 B={zeQ| n(z)>r} 0 Q

:/Qh(t,x) /;OO sign (n(z) — )" drdxz/ﬂh(t,x)n(x) dz,
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dostaneme pro libovolné n

%/QD(fa5’3)77(95)diC—/ﬂﬁ(t,az)~V77(m)d;c:/Q]D(t’gc)n(x)dx7

coz implikuje platnost (1.19) ve smyslu distribuci.

17
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Kapitola 2

Sobolevovy prostory

V predchozi kapitole jsem vidéli, Ze klasické Teseni pro rozlicné typy parcialnich
diferencialnich rovnic nemusi vzdy existovat. Na druhou stranu vsak z prikladt
uvedenych v predchozi ¢asti vyplynulo, Ze i v téchto situacich se da hovorit o
zobecnéném pojmu FeSeni, které v dalsim textu budeme oznacovat jako slabé
feseni. K rigoréznimu zavedeni tohoto pojmu ale nejdiive potfebujeme vybudovat
teorii prostort funkei, tzv. Sobolevovych prostori W#? (), které hraji v moderni
teorii parcidlnich diferencialnich rovnic stézejni roli.

V této kapitole predpokladame, Ze je Ctendf obezndmen se zdklady teorie Lebe-
sgueova integralu a Lebesgueovych prostord, s teorii prostoru spojitych, spojité
diferencovatelnych a holderovsky spojitych funkci. Pro iplnost uvadime zkraceny
prehled vlastnosti téchto prostori funkci v pfiloze A. Déle pak predpokladéame,
Ze Ctenal je dostatecné obezndmen se zaklady funkciondlni analyzy, jejiz strucény
ptehled je v ptiloze B.

2.1 Definice, zakladni vlastnosti

Pfipomenime nejdiive definici multiindexu.

Znaéeni 2.1.1 (Multiindex). Usporddanou d-tici o = (aq,...,aq), a; € Np,
nazgvdme multiindez. Vysku multiindexu znacime || a definujeme ji jako |a] =
oy + -+ oy.

V dalsim také budeme vyuzivat nasledujici zkraceny zapis pro parcialni derivace.

Znaéeni 2.1.2 (Zépis parcidlnich derivaci uZitim multiindexu). Symbolem D%¢
znacime parcidlni derivaci funkce ¢

ol (o
Do) - 0l0)

- %) [P
oxi™* ... Ox

19
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Nyni jiz mzeme pfistoupit k definici zdkladniho pojmu v moderni teorii parcil-

nich diferenciilnich rovnic!.

Definice 2.1.3 (Slaba derivace). Bud Q C RY oteviend (pripadné i neomezend)
mnoZina a o = (aa,...,aq) multiindez. Bud u,v, € L}, (). Yekneme, e v, je
slabd derivace funkce u podle z¢, prdvé kdyz pro kazdou ¢ € C5°(Q2) plati

w@)D¢(z) dz = (=)l [ v, (2)p(z) dz.
/Q<>D¢<>d (-1) / (2)¢(z)d

Q
Nasledujici vlastnosti slabé derivace jsou vice méné ziejmé.
Lemma 2.1.4 (Souvislost slabé a klasické derivace I). Plati ndsledujici tvrzeni:
1. Nechtu € C*(Q). Potom pro kazdé |a| < k klasickd a slabd derivace splijvagi.
2. Slabd derivace je (ve smyslu rovnosti na L}, .(Q), tedy skoro viude) urcena
jednoznacne.

Dukaz. Dtikaz tohoto tvrzeni pfenechdvame ¢tenaii jako uziteéné cviceni. O

Poznamka 2.1.5. Pokud je klasickd derivace spojitd, je uzZ nutné rovna derivaci
slabé. Proto je budeme naddle znacit stejné, tj. je-li v, slabd derivace u podle <,
budeme psdt D*u = v,.

Konecné pristoupime k zékladni definici této kapitoly.

Definice 2.1.6 (Sobolevovy prostory). Bud Q C R? otevrend mnoZina, k € N a
p € [1,00]. Soboleviiv prostor WP (Q) definujeme jako

WEP(Q) := {u € LP(Q); V]a| < k: D € LP(Q)}.

Tento prostor opatifime normou

S =

Z ”Dau”ip(gz) prop € [1a OO)»

ulle,p = ||U\|Wk,p(g) = || <k
max || D%ul|; pro p = 0.
mas D7l
ISlaba derivace je specialni pfipad obecnéjsiho pojmu — distributivni derivace. Je-li u €

Ll

Toc(82), miizeme funkci u pfifadit regularni distribuci T, definovanou jako

Vo € CR): (Tung) = | ulalp(a)do,

kde (-,-) znagi dualitu mezi (C§°(Q2))"* a C5°(Q). Kazdou distribuci miizeme libovolnékrat deri-
vovat. Distribuce G je derivace distribuce T podle z%, pravé kdyz

Y € C3°(Q) : (T, DY) = (-1)I*1(G, ¢) .
Specialné, jsou-li G = G, a T = T, regularni distribuce, je zfejmé

Ve R | u@D (@) de = (T, D) = (<17 (o) = [ v(@)o@) e,

tedy v = D%u ve slabém smyslu.
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V definici normy se pouziva dvoji mozné znaceni. Pokud bude z kontextu jasné, na
jaké mnoziné je prostor definovan, budeme nadale pouzivat zkracené znaceni ||-||p-
Pokud by vsak mohla hrozit nejednoznacnost, budeme vzdy uvadét [ - |lyr.»(q)-
Analogicky jako v piipadé LP(2) prostorti jsou prvky W#? (Q) vlastné tiidy funkeci
lisicich se na mnoziné miry nula.

Poznamka 2.1.7. Velmi casto se v definici Sobolevovyjch prostori pouZivd k € N,
tj. pripousti se i hodnota k = 0. V tom pripadé Soboleviv prostor ztotoznime s
prostorem Lebesgueovym, tedy

WOP(Q) := LP(Q).

Poznamka 2.1.8. Velmi casto se také pouzivd zkrdceny zdpis pro parcidlni de-
rivace u. Pro u € WFP(Q), definujeme pro m = 1,...,k vektor (tenzor m-tého
Fadu) V™u : Q — R pomoct

oMu

VUi, =
[ ]11 tm 8xi1 . axim ’

kde iy =1,...,d.

Pokud m = 1, zkracujeme zdpis na Vu := V'u.

Korektnost Definice 2.1.6 je shrnuta v nasleduji vété.

Véta 2.1.9. Prostor W5 (Q) je normovangj linedrni prostor.
Diikaz. W*P (Q) je ziejmé linedrni prostor (viz Cviceni 2.1.10). V nésledujicim
tedy ovéfime, Ze Hu||Wk,p(Q) je norma. Budeme se zabyvat diikazem pro p € [1, 00),

ditkkaz pro p = co prenechavame Ctenari jako uzitecné cviceni. Ovérime postupné,
ze ||ul|x,p spliiuje vSechny potiebné vlastnosti normy.

i) Pro kazdé u € Wk (Q) ziejmé plati
0 < Jully < oo

Navic pokud je [[ul[k,, = 0, nutné plati [[ul[, = 0, a proto (vlastnost |||,
normy) je i u = 0. Obréacend implikace je zfejma. Plati tedy, ze

u=0 <= |ullgp=0.

ii) Pro slabou derivaci plati D* (Au) = AD%u (viz Cvieni 2.1.10), déle pak
IAD*ull, = |A|||D*u|lp. Celkem tedy méame

1 1
Pulley = | D ID*Ou) 5] = [ AP Y 1Dl
lal<k jal<k
= [Alllullk.p,

¢imz jsme ovérili, ze navrhovand norma je pro kladné konstanty homogenni.
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iii) Slaba derivace je zfejmé linearni D* (u + v) = D*u+ D*v (viz Cviceni 2.1.10)
a pro LP-normu plati Minkowského (trojihelnikova) nerovnost (viz Vétu A.3.9)

[u+ollp < [lullp + [[o]lp-
Navic plati ,diskrétni“ Minkowského nerovnost, tj. pro kazdé kladné {a,,, b, }",

plati
( E (an bn) ) < (E :(Lﬁ) <§ :lﬁ) .
n=0 n=

n=0

Q=

Pouzitim této nerovnosti tedy dostavame

le+vlip = D 1D+ D)5 | < | > (ID%ull, + [Dv]l,)"

i~
i~

|| <k le|<k
1 1
P P
< Dol |+ D IDulE ) = lulep + ol
lal<k lal<k
¢imz jsme ovéfili trojuhelnikovou nerovnost. Z i)-iii) tedy plyne, Ze || - ||kp je

norma.

Elementéarni vlastnosti slabé derivace jsou ¢tenafi ponechany za cviceni.

CviCeni 2.1.10 (Vlastnosti slabé derivace). Ukazte, Ze pro libovolné dvé funkce
u,v € WEP(Q), kde k € N, a libovolny multiindex o spliiugici |o| < k plati:

1. D € Wk=lelr(Q) o DY(DPu) = D?(D*u) = D*Pu kdykoliv |a|+|3| < k,
2. M+ pv € WEP(Q) a D(\u + pw) = AD%u + uD%v kdykoliv \, i1 € R,
3. je-li Qca oteviend, pak u € W’“’p(ﬁ),

4. je-lin € C>(Q), pak nu € WkP(Q) a plati, Ze

D*(nu) = > (g) DPpD*~Pu,

{B:Vi=1,....,n B;<a; }
d i
kde (5) :=ITizy (5))-
Nyni uvedeme nékolik typickych ptikladi, které ilustruji, jaké funkce (ne)ndlezi

do prostortt W*? (Q). Prvni piiklad ukazuje, 7e sobolevovské funkce nemohou mit
skok na (d — 1)—dimenzionalni nadplose.
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Priklad 2.1.11. Funkce

neni prvkem WP ((0,2)), protoZe slabd derivace, pokud by existovala, by musela
byt na intervalech (0,1) a (1,2) rovna klasické, tedy funkci

] 1 na(0,1)
vie) = {O na (1,2).

Tato funkce viak nend slabou derivac?? u, ale je slabou derivaci funkce

. x na (0,1)
i) = { 1 nall,2).

Obecné: funkce, kterd ma skokovou singularitu na (d — 1)-rozmérné plose, nemd
slabou derivaci v Q C R?,

Druhy ptiklad ukazuje typické chovani u mozné singularity.

P¥iklad 2.1.12. Bud Q = B;(0) C R, Pak u(x) := |x1\a EWIP(Q) & a< %.
Vidime, Ze i neomezené funkce patyi do nékterych WP(2). Vsimnéme si, Ze pro
a < % jeuw € LU(Q) pro kazdé q € [1,p*), kde p* := ddfpp (srovnejte s Vétou o

vnofent 2.5.1).

Reseni. Uvazujte funkci

T
ui(z) = —OT T
a ukaZte, Ze u;(x) = B%i le‘a. Vyjdéte z definice a uvazujte pro kazdou ¢ € C§°(Q)
(pifpadné staci i ¢ € CL(Q))
0 0
—/ u(x) p(z) dz = — lim u(x) plz) dz
Q 8$2 e—=04 Q\B.(0) a.’L’Z

a na posledni integrdl pouZijte integraci per partes (nyni je povolena nebotf obé
funkce jsou dostate¢né hladké na 2\ B.(0)) a spoc¢téte limitu ¢ — 0. O

Posledni priklad pak ilustruje fakt, Ze mnozina bodu ve kterych je sobolevovska
funkce nespojita, ¢i dokonce neomezena, mtze byt dokonce husta v €.

2Funkce v mé ovsem distributivni derivaci. Je ji funkcional X(0,1) T 61, kde x1 je charakte-
ristickd funkce intervalu I a §s je Diracova distribuce s nosi¢em v bodé s. Funkce u tak patii do
prostoru BV, tj. do prostoru funkci s omezenou variaci.
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Pi¥iklad 2.1.13. Necht {r},>, je spocetnd hustd podmnoZina v B1(0). PoloZme
pro z € B1(0)

Je-lip <daae(0, %), potom u € WHP (B1(0)), ale neni omezend na Zidné
oteviené podmnoziné B1(0).

Zakladni dulezité vlastnosti Sobolevovych prostort, jako tplnost, separabilita a
reflexivita, jsou shrnuty v nésledujici vété.

Véta 2.1.14 (O vlastnostech Sobolevovych prostori). Pro kazdé k € Ny a p €
[1,00] je WkP(Q) Banachiw prostor. Pro p € [1,00) je WFP (Q) separabilni a
pro p € (1,00) reflexivni. Pro p = 2 je W*2(Q) Hilbertiv prostor se skaldrnim
soucinem

(u, V)wr2(q) = (U, Vg2 1= Z /QDau(x)Dav(x) dx. (2.1)

a: |al<k

Diikaz. Krok 1: Uplnost
Cilem je ukazat, Ze kazda cauchyovska posloupnost v W5? () ma v Wk? (Q)
limitu. Bud {u,} >, C Wk? (Q) cauchyovska posloupnost, tj.

Ve >0,3ng € N, Vn,m > ng : ||up — Umllrp <.

Z definice || - ||x,, nutné plyne, Ze pro kazdy multiindex « takovy, ze |a| < k,
plati | D*u,, — D*u,,||, < e. Cauchyovské jsou proto i posloupnosti {D%u,}~, C
LP(Q). Prostory L?(2) jsou tplné (viz Vétu A.3.10), a proto existuji limity

Up, = U v LP(Q), (2.2)
D%y — g, v LP(Q). (2.3)
Protoze jsme kazdou limitu D%u,, zkonstruovali zvlast, neni jisté, jestli bude platit

D%y = uy. Zbyva ovérfit préavé zminéné tvrzeni. Predevsim urcité plati, ze u, €

L}, .(Q) (nebot u, € LP(2)), éimZ jsme oveétili prvni vlastnost slabé derivace. Pro

kazdé ¢ € C§°(Q2) pak dle definice slabé derivace plati

/QunD%dx:(—1)‘“'/91)%@@.

Na obou stranéch této rovnice nyni ptejdeme s n — oo. Diky (2.2) pro levou stranu
plati

lim unD"‘gbdx:/uDangdm

a pro pravou stranu pak diky (2.3) obdrzime

lim (—1)‘“'/Qmun¢dxz(—1)'“‘/Qua¢dx.

n—oQ
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Nutné proto musi byt [, uD%¢dx = (fl)la‘ Jq Ua® dz, coz neznamené nic jiného,
nez ze D% = ug,.

Krok 2: Reflexivita a separabilita

V dikazu reflexivnosti a separability vyuZijeme zndmych poznatkt o LP(2) pro-
storech, viz Véty A.3.33 a A.3.36. Oznacme si X = (LP(2))", kde « je pocet viech
ruznych multiindexi o délce mensi nebo rovné k. Prostor X je ziejmé reflexivni
(pro p € (1,00)) a separabilni (pro p € [1,0)).

Déle definujeme zobrazeni I : W"? (Q) — X jako®

ou ou

I(u) = [D* = —_— e,y
(u) = “]mgk u, oz, Dy’

Potom [ je izomorfismus mezi W*? (Q) a I(W*P? (Q)) C X. Diky tplnosti pro-
storu WHP (Q), viz Vétu 2.1.14, je I(W*P (Q)) uzavieny podprostor X. Tedy dle
Véty B.2.4 je Wk (Q) separabilni pokud p € [1, 00) a reflexivni, pokud p € (1, 00).
Krok 3: Unitarnost
Na ¢tenafi nechdvame ovéfeni, ze (2.1) je skaldrni sou¢in. Diky tplnosti je tedy
W2 (Q) Hilbertiiv prostor. O

Na druhou stranu pro hodnoty p = 1 nebo p = oo Sobolevovy prostory (stejné
jako Lebesgueovy) nejsou reflexivni respektive separabilni, jak uvadi dalsi véta.

Véta 2.1.15 (O nereflexivité a neseparabilits). Soboleviiv prostor W*°(Q) neni
separabilni a Sobolevovy prostory W (Q) a W (Q) nejsou reflexivni.

Diikaz. Dukaz prvniho tvrzeni je pfenechan ¢tenafi, viz nasledujici Cviceni 2.1.16.
Druhé tvrzeni lze nalézt napf. v Kufner et al. [1977]. O

Cviceni 2.1.16 (W% (Q) neni separabilni). Bud Q C R? a bud § > 0 takové,
Ze Bs(zo) C Q pro jisté xo. UvaZujte pro & = (&1,...,8q) € Bs(zo) funkce pg =
min(1, |1 — & |). UkaZte, Ze @¢ je nespocetny systém funkci z W1 (Q) takovy, Ze

Hs@e - SD?HWW(Q) >1pro& # &

V dalsim zavedeme urcité podprostory Sobolevovych prostort, jejichz prvky , jsou
nulové“ na hranici €. Tyto podprostory hraji dulezitou roli pfi zavadéni pojmu
feseni nékterych okrajovych tloh v teorii PDR stejné jako pfi rigoréznim zdtvod-
néni integrace per partes pro sobolevovské funkce.

Definice 2.1.17 (Prostor WF?(Q)). Bud Q C R% oteviend mnoZina, p € [1,00)
a k € N. Oznacme

WP (Q) = WH o

3Zobrazeni I vytvaii vektor véech moznych parciilnich derivaci ¥4du nejvyse k.
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Poznamka 2.1.18. Pokud bychom v definici pripustili také pripad p = oo, dostali
bychom prostor

co@' = = fue c*(@) : Vo] < kVz € 89 Du(z) = 0},

coZ snadno nahlédneme z definice konvergence v normé || - ||i,c0-

. - . k y PSSO N
Nasledujici vztah mezi Wk? (Q) a WP (€2) pfenechavame ¢tenéii jako cvideni.

Cviceni 2.1.19. UkaZte, Ze Wég’p(Q) je podprostor W*P (Q). Zdrover ukazte, %e
WP (Q) C WFP(Q) pro libovolnou otevienou Q2 C RY.

Prostory Wéc’p(Q) sdileji témét viechny vlastnosti s WP (), coz je uvedeno v
nasledujici véteé.

Véta 2.1.20 (O vlastnostech prostorit WE(Q)). Pro kazdé k € N ap € [1,00) je
W(f’p(Q) Banachiv prostor. Prop € [1,00) je W(f’p(Q) separabilni a prop € (1,00)
reflexivnd.

Dikaz. Dtkaz je, podobné jako dikaz Véty 2.1.14, zalozen na zndmych vlastnos-
tech Lebesgueovych prostortt LP(€2). Podrobnéjsi diikaz je mozno nalézt v Kufner
et al. [1977]. O

Konec¢né jako primy dusledek definice odvodime vétu o integraci per partes pro
prvky Sobolevovych prostori W, ?(Q) a W2 (Q).

Véta 2.1.21 (O integraci per partes I). Bud 2 C R? oteviend mnoZina, k € N
ap € [1,00). Potom pro kaZdy multiindex o takovy, Ze || < k, pro kaZdé u €
WP(Q) a kazdé* v e WhP' (Q) plati

/Do‘uvdx:(—l)‘o‘l/uDavdx. (2.4)
Q Q

Diikaz. S pomoci Holderovy nerovnosti A.3.11 neni tézké ovéfit, Ze oba integraly v
(2.4) jsou konecéné. Déle z definice prostoru Wéc P(Q) vime, Ze existuje posloupnost
{u™}se, C C5° () takova, ze pro kazdy multiindex a, |of < k

D™ — D% v LP(Q).

Protoze navic D®v € L¥ (), ihned obdrzime

/Do‘uvdmz lim D%y vdux,
Q

n—oo Q

/uD”‘dez lim u" D% dzx.
Q

n—oo Q

4Ptipometime, Ze p’ = 527 s konvenci, ze pokud p = 1 pak p’ = oo.
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Koneéné, pfimo z definice slabé derivace (pfipomenime, ze u™ € C§°(€2)) odvodime

Do‘u"vdxz(—l)la‘/u”Davdx

Q Q

a dosazenim této identity do (2.5) obdrzime (2.4). O

Nakonec této kapitoly, inspirovani Definici 2.1.17, zavedeme jesté alternativni pro-
story funkci, které obdrzime jakozto uzévér funkci hladkych v prislusné sobolevov-
ské normé.

Definice 2.1.22 (Zavedeni Sobolevovych prostorti jako uzévér). Bud @ C R?
oteviend mnozina, p € [1,00) a k € N. Prostor W*P(Q) definujme jako

="k

WHhP(Q) := C>(Q)

Poznamka 2.1.23. Analogicky jako v piipadé WEP(Q) (viz Pozndmku 2.1.18)
nemd smysl definovat W+ (), protoZe bychom kvili vlastnostem | - ||k oo dostali
Wk (Q) = Ck(Q).

Nésledujici lemma shrnuje zédkladni vlastnosti takto definovaného prostoru funkeci.

Lemma 2.1.24 (O vlastnostech prostort W*?(Q)). Bud k € N a p € [1,00).
Potom WHP(Q) je uzavieny (a tedy Banachiv) podprostor WP (Q), ktery je se-
parabilni a navic pro p € (1,00) reflexivni. Specidiné tedy WFP(Q) ¢ WkP (Q).

Diikaz. Dukaz uzavienosti plyne pfimo z definice. Ostatni vlastnosti se pak ukazi
za pomoci Véty 2.1.14. Jejich dikaz je pfenechan ¢tenafi jako uziteéné cviceni. [

Otazkou, kdy plati WHP(Q) = WkP(Q), se budeme zabjvat v nésledujici sekci.
Platnost takového tvrzeni vsak bude vyzadovat jisté predpoklady na kvalitativni
vlastnosti 2 a nyni uvedeme pouze protipiiklad takového tvrzeni pro specidlné
zvolenou (dostateéné ,nehezkou® otevienou mnozinu 2).

Cviceni 2.1.25 (W]”’(Q) # WFkP(Q)). Zadefinujte otevienou omezenou Q C R?
jako

Q:=DB1(0)\ {(z,0): 2 €[0,1)}, viz také Obr. 2.2 z Prikladu 2.2.12.
Uvazujte funkci u definovanou

0 pokud xz <0,
u(z,y):=¢ 0 pokudx >0 ay>0,
x pokudzxz >0 ay<O0.

Ukazte, Ze pro kaZdé p € [1,00) plati u € WP(R), ale u ¢ lef’(ﬂ).
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Nakonec poznamenejme, Ze zavedeni Sobolevovych prostorti pomoci Definice 2.1.6
neni jedinou moznosti. V posledni sekci této kapitoly uvadime pro tplnost alter-
nativni, avSak zcela ekvivalentni zavedeni pomoci tzv. Beppo Leviho prostori.

2.2 Hustota hladkych funkci

Cilem tohoto oddilu je ukazat, za jakych predpokladd na €2 mizeme funkce z pro-
storu W"P () aproximovat v normé || ||, funkcemi hladkymi a7 do hranice (tim
bude také zodpovézena otézka, kdy plati W*2(Q) = WkP(Q), viz Definici 2.1.22).
Vyznam aproximace spocivd v tom, ze nékterd tvrzeni, kterd lze lehce ukazat
pro hladké funkce, muzeme prenést i na funkce ze Sobolevovych prostort pomoci
limitniho prechodu.

Hlavnim nastrojem bude, podobné jako pro funkce z Lebesgueovych prostord,
vhodné regularizace (zhlazeni) funkce, viz Vétu A.3.32. Na rozdil od Lebesgue-
ovych prostorti neni zfejmé, ze mizeme funkci z W*? (Q) prodlouzit nulou pro
x ¢ Q tak, aby prodlouzeni stale patfilo do W*» (IRd). Blize se této problema-
tice budeme vénovat v oddile vénovaném operatoru rozsiteni. Pfipomenime nyni
zékladni definici regularizace. V dalsim textu bude 7 vyhradné urceno pro zhla-
zovaci jadro, tj. hladkou nezapornou radidlné symetrickou funkci s kompaktnim
nosi¢em v jednotkové kouli, jejiz stfedni hodnota (integralni prtimér) je rovna
jedné, viz téz Definici A.3.27. Funkce 7. (z) := ¢~ 9n(z/e) pak znadi jeji preska-
lovani a koneéné pro u € L} (R?) zavadime zhlazeni (regularizaci) u. jako (viz
Definici A.3.29)
Ug 1= Tz * U

2.2.1 Lokalni aproximace sobolevovskych funkci

Nejdrive se budeme zabyvat lokalni aproximaci sobolevovskych funkci.

Véta 2.2.1 (O lokalni aproximaci hladkymi funkcemi). Budte Q C R? oteviend,
p € [1,00) a u € WFP(Q) libovolné. Dodefinujme u nulou vné Q a oznacme
Ue 1= N x u zhlazent funkce u. Potom plati

1. D%u, = (D%u). skoro vsude v . := {x € Q : dist (z,00) > e},

2. ue — u v WFP(Q') pro kazdou otevienou Q' C ¥ C Q.

Dikaz. Pocitejme podle definice

D*ua) = 0 ( [ o=t ay) = [ Dnto— ) uts)an.

Ovéfeni predpokladi Véty o zaméné derivace a integrilu je v tomto pripadé
snadné, nebot 7. je hladka funkce s kompaktnim nosi¢em. Také jsme pouzili symbol
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DY ke zduraznéni faktu, Ze derivaci chapeme podle proméné x. Nyni pro libovolné
x € Q. vyuZijeme skutecnosti, ze pro kazdé y € R\ Q plati n.(z — y) = 0 a tedy
pro tato z mame

Duc(w) = / (Dgne(x —y)) uly) dy = / (1" Dgme(e — 1)) u(y) dy
- / ne( — y)D2u(y) dy = / ne(w — y)Du(y) dy = (D°u), (x),
Q R4

kde jsme vyuzili definice slabé derivace a faktu suppn.(z —y) C Q. Tedy tvrzeni
1 plati. Tvrzeni 2 je uz pak jednoduchy dusledek tvrzeni 1 a vlastnosti zhlazeni,
viz bod 4 ve Vété A.3.32 aplikovany postupné na vechny D%u s |a] < k. O

Tato véta, prestoze hovofi pouze o lokalni aproximaci, méa nékolik netrivialnich
dtisledkii. Prvnim z nich je pfesnd charakterizace W*P(R?).

Lemma 2.2.2 (Vztah WE?(R?) a W*?(R?)). Bud'k € N a p € [1,00). Potom
plati WE? (RY) = WP (R%).

Diikaz. Inkluze Wé" P(RY) ¢ WP (R?) je ziejma a plyne piimo z definice prostoru
Wécm([Rd).

Nyni se soustfedime na opac¢nou inkluzi W*» (R?) C Wéc P(R?). Mame ukazat,
ze pro kazdé u € WFP (R?) existuje posloupnost {u,},.; C C5°(R?) tak, ze
lw = tin | s (gay "= 0.

Neni tézké ukézat, Ze pro kazdé n € N existuje nezaporna funkee &, € CS°(RY)
takovd, ze &, = 1v By (0), &, = 0v R4\ Ba,,(0) a splitujici ||, ||ex (re) < C(k, d), kde
konstanta C(k,d) nezdvisi na n. Definujme si funkce u,, := u&,. Diky vysledkiim
Cviceni 2.1.10 vime, Ze u, € Wk? (Rd). Navic pouzitim bodu 4 z téhoz cviceni
ihned dostavame odhad

||D(X’LL — DaunHZI)Ip(le) = ‘/[Rd |Dau — Do‘(uﬁn)|p dx

< (C(k,d))P/ Y. [Dulda.
RNBR(0) (5. 8<|al}

Protoze u € W*P(R?), z vise uvedené nerovnosti vyplyva, #e pro libovolné p > 0
mizeme najit n € N takové, ze

p
flu — Un”Wk,p([Rd) < 9

Nyni staéi funkci w,, kterd jiz mé na rozdil od u kompaktni nosi¢ suppu, C
B,,+1(0), zhladit podle Véty 2.2.1. Nebo-li, ke kazdému éislu p > 0, mizeme najit
go > 0 tak, Ze pro kazdé € < gg plati

p
l|r — (un)gnwk,p(nad) < 5
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a (un)e € C(Bpi1+e,(0)) C C°(RY). Potom z trojihelnikové nerovnosti dosta-
vame

llu = (un) Ml ey < llun = (un) llyyrn ey + e = unllyrn ey < Py

coz jsme chtéli ukazat. O

Dalsim, ,intuitivné“ jasnym disledkem Véty o lokalni aproximaci 2.2.1 je nasledu-
jici tvrzeni o konstantnosti sobolevovskych funkci majicich vsechny slabé derivace
prvniho fadu nulové skoro vsude.

Lemma 2.2.3 (O konstantnich funkcich). Bud'Q C R? oteviend souvisld mnoZina,
kEeN,pe[l,o0] aue€ Wllof(Q) Pak ndsledugici dvé tvrzent jsou ekvivalentni.

1. u je konstantni skoro vsude v €2,

2. pro kazdy multiindex o délky jedna plati D*u = 0 skoro vsude v 2.

Dikaz. Implikace 1. = 2. plyne pfimo z definice slabé derivace. V dalsim se tedy
budeme soustfedit na dikaz 2. = 1. Bud z € Q libovolny. Diky otevienosti
existuje ¢ tak, ze Bag, (o) C 2. Dodefinujme u nulou vné Q a pomoci regulari-
zétoru najdéme zhlazeni u. € C5°(R?). Pouzitim Véty 2.2.1 ziskame, ze pro kazdé

€ € (0,e0) a kazdé = € B.(x0) plati
D%uc(z) = (D%u)e(2) V]a| = 1.

Protoze D*u = 0 skoro vSude, vidime z definice (D*u)., Ze diky volbé & musi pro

kazdé x € B, (xo) platit
D% (z) = (D*u):(z) = 0.

ProtoZe u. je hladka funkce, jejiz v8echny prvni parcidlni (klasické) derivace jsou
nulové, musi byt nutné konstantni v Be,(z¢). Protoze u € WP (Q), pouzitim
vlastnosti 2 z Véty o vlastnostech regularizatoru (Véta A.3.32) dostévame, Ze
const = ue — u s.v. v Bg,(z9), tedy u = const v Bg,(xg). Protoze zy bylo
libovolné a € je souvisla a oteviend, nutné musi platit tvrzeni 1. z véty. ]

V pfedchozim lemmatu jsme si ukazali, Zze pokud méa sobolevovska fukce nulovy
gradient na oteviené souvislé mnoziné, pak je tam konstantni, pficemz obracena
implikace byla trividlni. Nyni ukaZeme, Ze pokud je funkce konstantni na méri-
telné mnozing, pak uz tam jsou vSechny slabé derivace prvniho fadu rovny nule
skoro vsude. To ndm pak umozni vyslovit tvrzeni o skladani lipschitzovskych a so-
bolevovskych funkci®. P¥ipometime, 7e x5 znaéi charakteristickou funkci mnoziny
B.

5Tyto vztahy se daji snadnéji odvodit, pokud vyjdeme z ekvivalentni definice Sobolevovych
prostori pomoci tzv. Beppo Leviho prostori, jimz je vénovana posledni sekce této kapitoly.
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Véta 2.2.4 (O derivaci slozené funkce). Bud'Q) oteviend a u € WP(Q) pro néjaké
p € [1,00]. Pro libovolné a € R oznacme

Qg :={z € Q: u(z) =al.

Potom pro kazdé i € {1,...,d} plati, Ze g—;‘i = 0 skoro vsude na €.
Ddle, bud f € C*L(R) takovd, ze f' € L®°(R). Potom fou— f(0) € WP (Q) a
plati

df (u()) du(z) §
S = f'(u(x)) oz, X{zeQ:u(x)¢s;}  Skoro vsude na Q, (2.6)

kde Sy := {s € R: neexistuje klasickd derivace f’(s)}.

Poznamenejme, ze dle Rademacherovy véty (Véta A.2.12) derivace f’ existuje
skoro vsude v R a tedy mnozina Sy je mnozina nulové miry. Navic pokud Q je
mnoZina koneéné miry, pak f(0) € WP(Q) a tedy f(u) € WLP(Q). Koneéné, jako
snadny dtsledek Véty 2.2.4, ktery je v podstaté ¢asti dikazu, dostavame nasledujici
tvrzeni pouzivané velmi ¢asto v teorii parcidlnich differencidlnich rovnic.

Dusledek 2.2.5. Budu € WH1(Q) libovolnd a oznacme ut := max(0,u) a u™ :=
—min(0,u). Pak pro vSechna i € {1,...,d} a skoro vsude v Q plati, Ze slabé
derivace splnuji

out  Ou

(Tm = %X{zeﬂ:u(m)>0}7
ou~  Ou

oz, = 787%X{$€Q:u(w)<0}7
Olul

. ou
D, S8R U G X{ze: u(@)#0}-

Diikaz Vety 2.2.4. Oznacéme nejdtive fri, := || f'|| (). Protoze f je spojita, f(u)
je méftitelna. Navic, protoze f je globalné lipschitzovska, mame

[f(u(z)) = FO)] < friplu(z) — O] < friplu(z)]-

Protoze w € LP(2), nutné f(u) — f(0) € LP(Q). Pfedpokladejme nyni, ze f(u) je
sobolevovskd a plati rovnost (2.6). Potom evidentné méme také, ze ||%$)Hp <
fLipHaBTUi”p a tedy (f(u) — £(0)) € WHP(Q). Zbyva tedy ovéiit platnost (2.6).

Zaénéme s piipadem, kdy je navic f € C*(R). Chceme ukazat, Ze f(u) méa slabou
derivaci a ta je urcend dle formule (2.6). Bud ¢ € C3°(f) a u. regularizace u
dle Véty 2.2.1 takové, ze dist(supp ¢, 9) > 2¢. Potom muizeme pouzit klasickou
vétu o derivaci sloZené funkce, vlastnost 1. z Véty 2.2.1 a po integraci per partes
dostévame

Op(x) . , Juc ()
- /Q fluc(e) 2o do = /Q () 2 o) 2.7)
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Nyni provedeme limitni pfechod ¢ — 0. Nejdiive se zaméfime na levou stranu.
Protoze u. — u v LY(2Nsuppy) a f je globalné lipschitzovskd, ziskdme diky
Holderové nerovnosti

. Op(x)
Jim | [ (Flle) = f(ua)) 5 o
< Jripllellioo lim lue(z) — u(z)| dz = 0.

+ JQNsupp ¢

Pravou stranu (2.7) odhadneme

Oue(x)
axi

ou(x)
8(Ei

p(z)dx

[ (ue(x)) p(r)de— [ f'(u(x))
Q Q

, 8”5(1:) au(x)
< [ 17 ueton |22 - 20 ooy s

!/ !/ au(x)
# 17 = | 2 o) as

< fLip||<,0||oo/ Oue(z)  Ou(x)

QNsupp ¢

dx

dx.

el [ 17 0) - Pt |

Prvni ¢len jde k nule diky konvergenci Vu. — Vu v L'(2Nsupp ). Pro kon-
vergenci druhého ¢lenu si staci uvédomit, Ze diky spojitosti f’ a skoro vSude kon-
vergenci u. konverguje skoro vSude i cely integrand. K limitnimu pfechodu tedy
miZeme pouzit Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci (Véta A.3.3), nebot

WU < 25, Vu(a)] € L@ Nsupp )

o)) - £t | %

a nasli jsme tedy integrovatelnou majorantu. Pro kazdou ¢ € C3°(Q?) tedy méame

008) 1 [ prian 20E)
- [ ruenZ5ar = [ ) et d. (2.9

coz jsme chtéli ukézat.

Nyni se zaméfime na tvrzeni, ze Vu = 0 skoro vSude na €)y. Uvazujme specialni

funkeci
z >0
f(x)~—{0 Y

tj. f(u) := uT. Aproximujeme funkci f funkcemi

o (€2+z2)%fs x>0
et {0 x <0.
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Z¥ejmé f.(u) — u* skoro vSude na ) a

lim fl(z) =

e—=04

1 proz>0
0 prox <0,

7 ¢ehoz ihned dostaneme
fL(u) = X{aeq: u(x)>0) skoro viude.

Pouzitim ptredchoziho kroku ale mame, Ze

008) o [ proan @)
- [ ftuen =5 ar = [ ) G e an

Nyni jiz diky skoro vSude konvergenci f/(u) a f.(u) a pouzitim Lebesguovy véty
o majorizované konvergenci (Véta A.3.3) ziskdme

Op(x) . [ Ou(x)

- [ s 28 4 - X et w0 o

o Ox;
Tim je dokdzén nejen vztah (2.6) pro specidlni funkei f, ale i prvni ze vztahi z
druhé ¢&asti Disledku 2.2.5. Navic, diky rovnostem u~ = (—u)" a |u| = u* +u~
okamzité dostavame platnost dalSich vztaht z tohoto dusledku.
Koneéné, protoze u = u™ —u~, pak Vu = Vut —Vu~ skoro viude. Ale na mnoziné
Qg je jak Vu™ tak Vu~ rovny nule skoro viude. Tedy i Vu = 0 skoro vsude na
Q. Navic po pricteni libovolné konstanty, tj. kdyz @ := u 4 ¢, potom Vu = Vu
a tedy nutné musi platit, ze Vu = 0 skoro vSude na 2. a prvni ¢ast véty je tim
dokézana.
Vénujme se nyni diikazu (2.6) pro obecné f € C%1(R). Diky vlastnostem zhlazeni
(viz Vétu A.3.32) vime, Ze existuji posloupnost € — 0, a posloupnost f. € C(R)
takové, zeb

fe=f na R,

fL— f" skoro vsude na R.

Navic plati
L@ SUP@I+C a e < fri
Protoze f. je hladké funkce, mtizeme pouzit (2.8) a dostavame

- [ st ZE o= [ guten 5 ote) g (2.9)

Je tedy tieba provést limitni pfechod pro e — 0. Ve ¢lenu na levé strané jde
o stejny limitni pfechod jako vySe. Pro ¢len na pravé strané chceme opét vyuzit

6K dikazu druhé konvergence je zapotiebi zkombinovat Rademacherovu vétu (Véta A.2.12)
a Vétu o lokalni aproximaci (Véta 2.2.1).
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Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci (Véta A.3.3). Diky odhadu || fL|lec <
frLip neni tézké najit majorantu a tedy nadm zbyva ukazat, ze

filu(@)Vu(z) — f'(u(2)) Vu(T) X (eeo: u@)¢s,}

pro skoro vSechna = € Q. To je ziejmé, kdykoliv u(x) ¢ Sy. Necht naopak a :=
u(z) € Sy. Pak jiz vime, ze Vu = 0 skoro v8ude na 2, a je snadné ovéfit, Ze vyse
uvedend rovnost plati, protoze Sy mé nulovou miru. O

Obecné slozenim dvou funkci ze Sobolevovych prostortt nevznikne funkce, ktera
by opét patfila do Sobolevova prostoru.

Priklad 2.2.6. Uvazujme funkci u(z) = 23sin® () € W ((-1,1)) a funkei

f(z) = ¥z € WHi((=1,1)) pro ¢ < 3. Potom funkce (f o u)(z) = wsin (1)
dokonce nepatri ani do Wh1 ((—1,1)).

2.2.2 Globalni aproximace sobolevovskych funkci funkcemi

z C*(Q)

V této casti si ukdzeme, ze Vétu 2.2.1 lze podstatnym zplisobem zesilit tak, ze
aproximujici posloupnost bude nélezet do C*(£2) N W*?(Q). Poznamenejme, Ze
toto ,,zesileni“ se obejde bez jakychkoliv dodateénych predpokladi na §2, na druhou
stranu vSak vysledek této ¢asti nic nenapovi o globalni aproximaci pomoci C*°(£2)
funkci. Tomuto tématu bude vénovana az dalsi cast.

K tomu, abychom mohli dokéazat kyzenou vétu o aproximaci, budeme potiebovat
nasledujici lemma o rozkladu jednotky.

Lemma 2.2.7 (O rozkladu jednotky I). Bud Q C R? oteviend mnozina a {V;}icz
jeji (obecné mespocetné) oteviené pokryti. Pak ezistuje spocetny systém funkci
{@i}jes takovy, Ze plati

1. ¢; € Cg°(RY) pro vsechna j € J,

2. pro kazdé j € J emistuje i € L, Ze supp p; C V;,

3. 0 < p; <1 pro vechna j € J,

4. pro kazdé x € Q je Y . ;p;(x) =1 a navic pro kazdy kompakt K C Q je
@ # 0 pouze pro konecné mnoho j.

Diikaz. Viz napt. Yosida [1980]. 0

Nyni jiz mizeme pristoupit k hlavnimu vysledku této casti.

Véta 2.2.8 (O aproximaci hladkymi funkcemi na Q). Bud Q C R? omezend
oteviend mnoZina, p € [1,00) au € W*P (Q). Pak existuje posloupnost {u,} —, C
C>=(Q) NWHP (Q) takovd, Ze u, — u ve WFP(Q).
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Dikaz. Krok 1: definice pokryti
Definujeme si mnoZiny

Q; = {xeﬂ: dist (z, 0Q) > 1}, i€ N.
i

Tyto mnoziny jsou oteviené, od urcitého indexu i neprazdné, spliujici Qx C 2; C
Q; CQproj>kaQ=_J.2, Q. Déle si pro kazdé i € N definujeme oteviené
mnoziny
Vii=Qi3\Q €N L < dist (z,09) < !

;= 11 =13 D — ist (x, — .

7 143 1+1 Z+ 3 i + 1
Nyni vhodné dodefinujeme Vp tak, aby tato mnozina byla oteviena, VoCQa
aby platilo Q = [J;2, Vi. Zjevné také plati, ze V; C Q. Konecné, dle pFedchoziho
Lemmatu 2.2.7, sestrojime k pokryti {V;};-, rozklad jednotky {¢;};~.

Krok 2: vnitini aproximace na V;

Pro dané u € WP (Q) a i € N definujeme funkce u; := ug;. Je ziejmé, Ze plati
u; € WEP(Q) a suppu; C V; C Q pro néjaké j € N (v dalsim pro kazdé i
uvazujeme tato j). Nyni si zvolme libovolné p > 0. K tomuto ¢éislu najdeme takové
€;, Ze pro zhlazenou funkci (u;)e, = 7e, * (;u) plati

p
i = (W)ellwrnvy) < 5o

to je jisté moZné, staci vyuzit Vétu o lokalni aproximaci hladkymi funkcemi (Véta

2.2.1). Toto e; jesté piipadné zmensime tak, aby yrozmazani® funkce wu; bylo

»malé“, presnéji aby platilo supp ((ui)s,) C ;44 \ Q. Poznamenejme, ze to je

zcela jisté mozné, nebot V; C Q44 \ ;. Samoziejmé plati, ze (u;)e, € C* ().

Krok 3: definice aproximujici funkce

Definujeme
(oo}

vi= Z(Uz)el
i=0

Tato definice mé smysl, nebot soucet je vzdy (rozuméjte pro pevné x € Q) koneény,
protoze pokryti {V;}, které jsme sestrojili, je lokdlné konec¢né (viz vlastnost 4 z
Lemmatu 2.2.7, tj. VK C Q, K kompaktni, je pouze kone¢né mnoho indexi j, pro
které plati ; # 0). Samoziejmé plati, ze” v € C* ().

Krok 4: funkce v je dobra aproximace

Ziejmé plati u = u Z;’io ©;. Mé&jme nyni libovolnou otevienou mnozinu ' C €/ C
Q. Pak ovsem, diky kompaktnosti €',

oo oo
v — “Hwk,p(gf) = Z(uz)el - UZ Pi
=0 =0 Whk.p(Q)
= 1
= > Ius)e, = willwrn,) <D 5or = o
1€No; V()N #0D i=0

"Na druhou stranu ale vidime, #e obecné neplati v € C>® (ﬁ)
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Diky spojité zavislosti integralu na integrac¢ni oblasti nyni staci pfejit k supremu
pies viechny mnoZiny ', tj., ' 7 Q, a dostaneme

[[v— “HWM(Q) < p.

7Z této nerovnosti ihned plyne, ze v € W*P(Q), coz dosud jasné nebylo. Nyni
je navic zcela zfejmé, Ze funkci u miizeme libovolné dobfe (v zavislosti na p)
aproximovat funkci v € W*P?(Q) NC> (Q) a tedy diikaz je hotov. O

2.2.3 Globalni aproximace sobolevovskych funkci funkcemi

z C*(Q)

V této ¢asti se pokusime pouzit Vétu 2.2.1 pro konstrukei posloupnosti funkei hlad-
kych az do hranice, kterd by v normé ||-||Wk,p(9) aproximovala funkce z prostoru

WkP(Q) (globélng, tj. az do hranice). Budeme tedy chtit ukazat, ze Wk’p(Q) =
WkP(Q). Jak jsme vidéli ve Cviceni 2.1.25, tato rovnost obecné neplati a je po-
tfeba predpokladat dalsi kvalitativni vlastnosti na 2. Nejdiive se budeme zaby-
vat specialni tfidou oblasti, tzv. hvézdicovitych oblasti, pro kterou pozadovanou
rovnost ukadzeme. Vyhodou je, Ze dikaz je velice jednoduchy, a presto obsahuje
zékladni myslenku, kterda ndm umozni analogickou konstrukci pro oblasti mnohem
obecnéjsi.

Definice 2.2.9 (Hvézdicovita oblast). 7ekneme, Ze oteviend mnoZina Q C R je
hvézdicovitd (vzhledem k bodu xo) prdvé tehdy, kdyz existuje bod xo € Q takovy, Ze
pro kazdé x € Q poloprimka vychdzejici z xg a prochdzejici bodem x md s hranici
Q spolecny prdvé jeden bod, tzn.

{y eR¥:IreRyy= T(x — x0) + a:o} N 0N obsahuje pravé jeden bod.

Piikladem hvézdicovité oblasti je napiiklad koule v R? nebo, jak nazev napovida,
i rovinny utvar — symetrickd hvézda. Pripomerime, Ze hvézdicovitd mnozina je
nutné souvisla.

Véta 2.2.10 (O aproximaci az do hranice pro hvézdicovité oblasti). Bud ) hvéz-
dicovitd oblast a u € WHP (Q) prop € [1,00). Pak ezistuje posloupnost {u,} >~ C
C> (Q) takovd, e u, — u v WHP(Q).

Dikaz. Hlavni myslenka dikazu spociva v tom, Ze pro hvézdicovité oblasti mizeme
funkci v pomérné jednoduse ,vysunout® vné 2 a tuto ,vysunutou“ funkci pak
zhladit. Bez (jmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze oblast €2 je hvézdicovita
vGéi podatku, tzn. zo = 0 (v obecném piipadé stac¢i provést substituci y = x — xp).

Nasim cilem je ukazat, Ze pro libovolné p > 0 existuje u, € C*> (Q) tak, ze

[ = upllkp < p- (2.10)
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Krok 1: vysunuti
Pro 7 € (0,1) definujme vysunuti funkce u,(z) := u(rz) a oznalme otevienou
mnozinu

QT::{J:E[R”I: TmEQ}.

Navic diky ,hvézdicovitosti vzhledem k pocatku“ plati, ze pro kazdé 7 € (0,1) je
Q C Q,. Ziejmé je u, € WP (€,) (ovéite podrobné) a pro kazdé x € ., plati, Ze

D*(ur)(x) = 711 (D), ().
Diky tomu lze pomérné snadno ukazat, viz Cviceni A.3.26, Ze
ur > u  ve WPP(Q) proT —1_. (2.11)

Pouzitim trojuhelnikové nerovnosti tedy dostaneme

1D (u — UT)HLP(Q) = HD(X“ - Tla‘(DaU)r

Lr(Q)

= || = (Du)r) + (1 = 7y (Do)

TllLr ()

< (1= ) D), ooy + 1D = (D), ey -

Diky (2.11) vidime, Ze pro 7 — 1_ prava strana konverguje k nule a tedy pro
libovolné p > 0 lze tedy najit 7 € (0,1) (které bude od této chvile pevné) tak, ze
p
[u— u'r”Wk,p(Q) < 9
Krok 2: zhlazeni B
Funkce u, je prvkem WXP (Q,) a Q C Q.. Pro ndmi zvolené (pevné) 7 miizeme
pouzit Vétu o lokalni aproximaci (Véta 2.2.1) a pro p > 0 najdeme ¢ > 0 tak, Ze
plati
p
Jur — (UT)SHWIC,P(Q) < 9’
kde (u,). € C°(R?) a tedy i (u,). € C(Q).

Krok 3: aproximace
Nakonec definujeme u, := (u,). a ovéiime (2.10). Pouzitim trojihelnikové nerov-
nosti ziskame

Ju— UPHWMP(Q) < lu-— UT”Wk,p(Q) + llur — (UT)EHWIM)(Q) <p

coz jsme chtéli ukéazat. O

Hvézdicovita mnozina je vSak prili§ specificky pojem, ktery nezahrnuje celou t¥idu
(jinak péknych) mnozin. V dalsim si ukdZeme, Ze tvrzeni o globalni aproximaci
sobolevovskych funkci funkcemi hladkymi a dals$i vyznacné vlastnosti, plati pro
L,2rozumné® mnoziny a pro jednoduchost budeme uvazovat pouze oteviené souvislé
mnoziny, tj. oblasti v R%. Klicovym pojmem pro zavedeni ,rozumnjch mnozin“ je
nasledujici definice.
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Definice 2.2.11 (Oblast s hranici C**). Bud Q C R? omezend oblast, k € Ng
a p € [0,1]3. Fekneme, Ze Q je oblast s hranici C** (zkrdcené oblast typu C** a
znacime Q € CF*) prave tehdy, kdy? existuji kladnd cisla o, 3 a M kartézskych
souradnyjch systémai, tj. souradnice libovolného bodu x € R* v r-tém souradnicovém
systému oznacime x = (Ty,,...,2r,) = (xh,xr,), a M funkei a, : A, — R tiidy
CkH | kde pro kazdé r € {1,..., M} definujme

Api={z, eR": i=1,....d=1: |z, <a},
takovgch, Ze:

1. Pokud oznacime T, zobrazeni (otoéeni a posunuti) realizujici prechod od r-
tého kartézského soutadného systému (z).,x.,) ke globdlnimu soutadnému
systému (x',xq), pak pro kaZdé x € O existuje soutadny systém (tj. existuje
re{l,...,M}), tak, Ze x = T,(z.,a,(x])) pro néjaké =, € A,.

2. Definujeme-li

Vit = {(2),2,) €RY: 2l € A, ar(2)) < 2y < ar(2)) + B},
Vo= {(2),2,) ERY: 2l €A, ar(2)) — B <y, <ar(z))},
A= {(x/rvxm) eR?: ac; €A, ar(x/r> = .’L‘Td},

pak T,(VH) Cc Q, T.(V,7) CRI\ Q a T,.(A,) C 9.

Z vlastnosti 1. navic plyne, Ze Q2 = Ufnwzl T, (A,). Oznacime-li otevienou mnozinu

V. :=VTUV-UA, pak 0Q C Ui\il T.(V;) a {T-(V.)}*, je konecné oteviené
pokryti O).

K nazorné predstavé, jak rozumime vyse uvedené definici, ndm poslouzi Obr. 2.1.

Priklad 2.2.12. Priklady konkrétnich oblasti:

1. Zrejmé oblast typu (0,a)?, a > 0 (tj. d-dimenziondlni krychle) je oblast s
hranici C%*.

2. Koule v R? je oblast s hranici C*.

3. Koule v R? s vyjmutou ¢dsti priméru (viz Obr. 2.2) neni ani oblasti s hranici

cO.

Poznamenejme, ze tieti piiklad je piesné oblast uvazovana v Cviceni 2.1.25, pro
kterou neplati W*?(Q) = W*P(Q). Na druhou stranu, jak uvidime nize, tato
vlastnost plati pro Q € C° a kli¢ovou vlastnosti této tiidy mnozZin je, Ze miiZzeme
hovofit o vnit¥ku oblasti (reprezentovaného T,.(V,*)) a vné&jsku oblasti (repre-
zentovaného T,.(V,7)), coz nam dovoli vhodnym zptisobem modifikovat diikaz pro
hvézdicovité oblasti.

8Pro pu = 0 mluvime o oblastech s hranici C*.
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Zq

Obr. 2.1: Oblast Q s hranici C*+

Obr. 2.2: Oblast, ktera neni typu C°

Poznamka 2.2.13. Neékteré vjznacné mnoZiny se standardné misto vijse uvede-
ného znaceni nazjvaji ,celym jmeénem®, o Q € C° hovorime vidy jako o oblasti se
spojitou hranici a o Q2 € C%! jako o oblasti s lipschitzovskou hranici.

Pted tim nez pristoupime k hlavni vété této casti, uvedeme jesté jednodussi verzi
Lemmatu o rozkladu jednotky 2.2.7, kterou ale dokdzeme (lze nalét napf. i v
Kufner et al. [1977]).

Lemma 2.2.14 (O rozkladu jednotky II). Bud {Gi}le konecny systém otevre-
nych mnozin v R takovych, Ze Q C UF_,G;. Potom ezistuji nezdporné funkce
@i € CP(Gi), i =1,...,k takové, Ze pro kaZdé i je ||¢¢||C(§) <1 apro kazdé x € Q)
plati

k
> dilz) =1
i=1
Diikaz. Vezméme oteviené mnoziny G, CC G, i = 1,2,...,k tak, ze {Gi}F_,

tvoii stale pokryti Q. Potom zfejmé existuje oteviend mnozina Gy, takova, Ze
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UMG; = RY a dist(Gy1,Q) > 0. Vezméme h > 0 dostatecnd malé tak, aby
dist(G}, G;) > h pro v8echna i = 1,2,...,k a dist(Gp41, ) > h. Polozme

||
ooy = | 7 profa] < h
0 prolx| > h.

Pokryjme kazdé E; a Gp41 koulemi o stiedech y;; lezicich v uvedenych mnozinach
a poloméru h (toto pokryti lze volit koneéné pro kazdé ¢ = 1,2,...,k a lokdlné
konecéné na Gy1) a polozme

wi(x):Zw(zfyij;h) proi=12 ..., k+1.
J

Ziejmé 1p; € D(G;) proi=1,2,...,k+ 1 a pro kazdé x € K je Zle Pi(z) #0 a
Yr41(z) = 0. Polozme

i)
¢i(e) =
L v()
Potom systém funkei {¢;(z)}F_, tvoii pozadovany rozklad jednotky na . O

Nyni mizeme ptistoupit k hlavni vété této sekce.

Véta 2.2.15 (O aproximaci az do hranice pro Q € C°). Bud Q € C%, p € [1,00),
k€ Naue WrP (Q). Potom ezistuje posloupnost {uy, }ro_, funkci zC*°(Q) takovd,

Ze u, — u ve WFP (Q). Neboli, Wk’p(Q) = Wkr(Q).

Diikaz. Nasim cilem je ukdzat, Ze pro kazdou u € WkP(Q) a pro libovolné zvolené
p > 0 najdeme u” € C>(Q) takové, ze

[lu = u”|

kp <P

V dalsim jsou tedy u a p pevné zvoleny.

Krok 1: rozklad jednotky

Pror =1,..., M si ozna¢me oteviené mnoziny z definice oblasti se spojitou hranici
O, = T.(V,). Pak zcela jisté mizeme najit otevienou mnozinu Oy takovou,
7ze Opr41 C Oprp1 € Q a navic spliujici Q c UiM;{IOT.. Pouzijeme ptedchozi

Lemma o rozkladu jednotky II (Lemma 2.2.14) na systém {O,«}i\f{l a oznacime
Uy = ugp, € WFP(Q). Pro x € R\ Q automaticky definujeme u,.(z) := 0.

Krok 2: aproximace uvnitf

Funkee upr+1 € WFP(Q2) ma kompaktni nosi¢ lezici uvniti 2 a tedy po dodefino-
vani nulou vné 2 mame uy; 1 € WHP(RY). Miizeme tedy piimo pouzit Lemma o
globalni aproximaci funkci na R? (Lemma 2.2.2) a pro dané p najit uf,,; € C5°(R%)

takové, Ze
p
HuM+1 - u?M-ﬁ-lHW’”’(Q) < M4+1
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Krok 3: ,vysunuti“ funkce ven

Pro libovolné § € (0, g) definujeme wu, 5(x) := up (T (2], 2, + J)) vysunuti funkce
u, vné 2, viz Obr. 2.3. Hlavni duvodem k takovému ,vysunuti® je fakt, Zze funkce
u, je definovana na okoli hranice 92 a tudiz budeme moci vyuzit Vétu o lokalni
aproximaci (Véta 2.2.1).

Pfesnéji, protoze ¢, mé kompaktni nosi¢ v T;.(V;.), vidime, Ze po dodefinovani u,
nulou vné Q plati u, € W*?(Q,), kde Q,. := R4\ T,.(V,") je oteviend a
2

Ve = {(x’r,xrd) eR?: 2l € A, ar(z]) — g <@y, < ar(x;)} cV.
Navic pokud definujeme (otevienou mnozinu) Q.5 == {y € R? : Ir € Q,, y =

T.(z!,x,, — 6)}, pak u.s5 € WFP(Q, ). Ziejmé pro kazdy multiindex o takovy,
ze |a| < k a kazdé z € Q, 5 madme DYu, 5(z) = Du, (T, (2., z,, + J)). Diky Vété
o0 spojitosti v praméru v p-té mocniné (Véta A.3.25) pak muiZeme zvolit 6 > 0
takové, Ze plati

p
l|wr,s — Ur”Wk,p(QmQr,,;) < 2(M +1)

Obr. 2.3: Posunuti funkce

Krok 4: regularizace

Abychom mohli vyuzit vétu o lokalni aproximaci, ukdZeme nejdiive, ze Q C Q..
Pfedpokladejme tedy pro spor, 7e existuje y € Q takové, Ze y ¢ Q,5. Nebo-li, Ze
pro kazdé = = T,.(x}, z,,) € Q, plati y # T,.(x},z,, — ). Pfevedenim y do r-tého
soufadného systému, tj. y = T, (y..,yr,) pak y # T.(z,.,x,, — 6) je ekvivalentni

(Yl yr, +0) # (x,,x,,), coZ neznamend nic jiného nez (y,,y,, + ) € V.. Tento
2
vztah se da diky spojitosti a a definice V%_ zapsat jako
B

ar(y;) ) <Yr, +0 < ar(y;).
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Vzhledem k tomu, Ze § < g, vidime, ze

ar(y;) -B< Yry < ar(:’/;)

atedy y € T.(V,7) a tudiz y ¢ Q, coz je spor.

T
Nyni miizeme pouzit Vétu o lokalni aproximaci (Véta 2.2.1) a pro u, s € WkEP(Q,.5)
najdeme uf € C*>(Q)) (pfipomenime, ze Q C Q, 5) tak, Ze

p
P _r
l|r s ur”W’“P(Q) < M +1)

Krok 5: konstrukce aproximujici posloupnosti

PoloZzme
M+1

[ E 4
u" = Ui -
r=1

Ziejmé je uP € C*() a s vyuzitim Krokt 1,2,3 (poznamenejme, Ze 2 C Q,.5NQ;.)
a 4 a trojuhelnikové nerovnosti ziskame

M+1 M+1
[|u? — u”wk,p(g) < Z (uf — uy) < Z [[uf — UT’||W7€~P(Q)
r=1 Wk.p(Q) r=1

M
P
M1 + ; flup — UTHWRHP(Q)

IN

M M
p
M1 + ; [[ur — uT75||Wk,:D(Q) + ; l[er,s — uT”wk,p(Q)

IN

M
p p

b)) Y
My1t ;2(M+1) P

A

Dukaz je hotov. O

Poznamka 2.2.16. V krocich 3 a 4 se projevily obé dilezité vlastnosti. Jednak
jsme potiebovali jednoznacné urceny smeér dovniti a ven (krok 3), spojitost a,. se

projevila pri popisu V;

2.3 Souvislost slabé derivace a diferenci

V predeslé sekci jsme vidéli, ze sobolevovské funkce mohou byt aproximovany
funkcemi hladkymi libovolné piesné (ve smyslu W1P-normy). Navic jiz vime, zZe
pokud mé funkce spojité klasické derivace, pak uz tyto derivace jsou i derivacemi
slabymi. Nyni se budeme zabyvat opa¢nym vztahem aneb zda lze slabou derivaci
chéapat jako jistou aproximaci derivace klasické.
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Pro libovolné i = 1,...,d a h € R ozna¢me tzv. diferencni podil
x + he;) — u(x)

h 3
kde e; je jednotkovy vektor ve sméru osy x;. Je ziejmé, ze pokud mé funkce u v
bodé x parcialni derivaci podle proménné x;, potom

_ Ou
- 8{1,‘1"

Alu(z) = U (2.12)

}llig}) Alu(z)

Cilem tohoto odstavce je ukazat, Ze néco podobného ,v pruméru“ plati i pro
slabou derivaci a dokonce skoro vsude v €. Prvnim hlavnim vysledkem této ¢asti
je nasledujici charakterizace.

Véta 2.3.1 (O souvislosti diferenéniho podilu a slabé derivace I). Bud' Q) oteviend,
p € [1,00] au € LP(Q). Pro libovolné § > 0 oznacme

Qs :={z € Q: dist(z,00) > 0}.
Potom plati:

1. Pokud v € WYP (Q), pak pro kazdé i € {1,...,d}, § € (0,1) a h € (0,%)
plati

ou
Al < |

L () '

2. Bud p € (1,00] a konstanty {C;}¢_, takové, Ze pro kazdé i € {1,...,d},
5€(0,1) ahe(0,3) plati

h
||Aiu||LP(§25) < Gi.
Potom uw € WP (Q). Navic pro kazdé i € {1,...,d} mdme odhad

ou
8Ii

< C;.
L ()

Diikaz. Dikaz prvni &asti véty: Bud nejdiive p € [1,00) a u € WP(Q), které
rozsiiime nulou® vné Q. Z Véty o lokdlni aproximaci (Véta 2.2.1) vime, Ze

e—0

UxTe = U — U Ve Wl’p(Qg). (2.13)

ProtoZe u. jsou hladké funkce, mame pro kazdé i € {1,...,d} a kazdé = € Qs

1 (" ou
h _ e .
Aluc(x) = A /0 oz, (x + te;) dt.

9Poznamenejme, 7e po tomto rozsifeni nebude funkce u sobolevovska.
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Pouzitim Holderovy nerovnosti tedy ziskame

p p

Oue dt.

o0x;

1 c
|Afug(x)|p < W (z + te;) dt

oz, = (z + te;)

1 [h
< —
<i/
Tuto nerovnost zintegrujeme pfes {15 a pouzijeme Fubiniho vétu. Vysledkem je

P 1 " du, p
||A?ue($)||Lp(Qé) < E/Q (/0 ‘8% (z + te;) dt) dzx

SINA

dz dt.
ox;
Pomoci véty o substituci mtzeme posledni integral odhadnout (zvétSujeme inte-

gracni oblast)
drdt < — / /
Q s

il L,

Nyni muzeme pouzit (silnou) konvergenci (2.13) a kombinaci pfedchozich dvou
nerovnosti ziskdme

(z + te;)

aug
ox;

aug
Ox;

Ou, ||?
6xi

:E—I—tel) (x)

dazdt = H

Lr(Qs)
2

ou

Lr(Qs) Halﬁ

ou
AL 0 < |

L (Q) .

Posledni nerovnost jsme ziskali pouhym zvétSenim integracni oblasti. Diikaz prvni
¢asti tvrzeni pro p € [1,00) je hotov.

Bud nyni p = co. Oznaéme nyni QF := QN Bx(0), kterd je opét oteviena a navic
omezend. Pokud u € W*°(Q), pak nutné musi platit v € WHP(Qf) pro kazdé
R>0ap € [1,00). Pokud ozna¢ime v podobném duchu jako vyse QF, pak mtizeme
pouzit predchozi krok a obdrzet

ou

AR i < |

Lr(QF) .
Nyni mtzeme vzit p — oo (viz Vétu A.3.16) a dostaneme

ou

AN gy < 5

Lo (QF) '

Konecné limitni pfechod R — oo dokoncuje dtikaz prvniho tvrzeni i pro p = oo.
Dtikaz druhé éasti véty: Zacnéme nejdiive s pfipadem p € (1,00). Dodefinujme
opét u nulou vné ) a vezméme posloupnost {h,} -, jdouci k nule. Definujme
funkce

v = A?"uxgzhn.
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Z predpokladt vidime, ze pro kazdé i plati ||v}'||1») < C;. Protoze prostory LP
jsou reflexivni (zde pouzijeme piedpoklad p € (1,00)), mizeme vybrat podpo-
sloupnost, kterou neptfeznacime, tak, ze

vt = v; slabé v LP(Q).

Navic ze slabé zdola polospojitosti normy (nebo také ze slabé zdola polospojitosti
konvexnich funkcionalti, viz Vétu A.3.42) ihned plyne

vill Lo () < Ci.

Zbyva tedy ukazat, ze v; jsou slabé derivace u, tj.

_ Ou
a 8@-

v; () (z) ve slabém smyslu a skoro vSude v €,

coz podle definice znamen4, Ze pro kazdou ¢ € C§°(Q2) plati

Iy
/Qvl(m)go(x) dz = —/Qu(x)azi (z) da. (2.14)

Protoze ¢ mé kompaktni nosic, existuje ny takové, ze pro vsechna n > ng supp ¢ C
Qop,,,. Z definice slabé konvergence tedy dostavame, ze

/ vi(x)p(x)de = lim [ v (x)p(x)dz = lim Al u(z) () dz
O n—oo Q n—oo thn
= lim Alny(z)p(x) dz = lim w(z) A7 () de
n—oo Rd n—oo Rd
=— lim u(x) @ = hnei) = p(x) dz = —/ u(x) Op (z)da,
n—o0 Jgrd —hn Q 8.131

¢imz jsme ovéfili (2.14) a dikaz pro p € (1,00) je tedy hotov. Ve vySe uvedené
limitni pfechodu jsme pouzily Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci (Véta
A.3.3) pro posledni rovnost a zaroven identitu

A?u(x)cp(x) dx :/ u(x)Ai_hcp(:c) dzx,

R4 R4

jejiz ovéfeni prenechavame ¢tenafi jako lehké cviceni.
Piipad p = oo se ukaze obdobné jako v predchozim kroku a je opét prenechan
laskavému Ctenari. O

Dausledek 2.3.2. Vsimnéte si (ovéite podrobné, Ze jsou splnény piedpoklady druhé
cdsti Vety 2.8.1), Ze lipschitzovské funkce patii do W (Q). Dokonce plati vnoveni
COL(Q) — W2 (Q). Obrdcené vnoreni obecné neplati a je k nému zapotrebi vétsi
hladkost hranice, jak bude ukdzdno pozdéji.
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Poznamka 2.3.3. Druhd cast Véty 2.3.1 vskutku neplati pro p =1, jak si étendr
muze sam ovéfit na funkci u(z) 1= signz na intervalu (—1,1). Nicméné, funkce
splriugict predpoklady druhé édsti véty s p =1 pati do prostoru BV (2) — funkce

§ omezenou vam’acilo.

V dtikazu ptredchozi véty jsme ukazali, Ze diferencni podil konverguje slabé ke slabé
derivaci kdykoliv p € (1, 00). Toto tvrzeni nyni zesilime na silnou konvergenci.

Véta 2.3.4 (O souvislosti diferenéniho podilu a slabé derivace II). Bud ) ote-
viend, p € [1,00) a u € WHP(Q). Pro § > 0 oznacme

Qs :={z € Q: dist(z,00) > d}.
Potom pro libovolné 6 > 0 plati

ou
8:@

= 0. (2.15)

LP(Qs)

lim ||APu —
h—0

Diikaz. Budeme pouzivat stejné znadeni jako v dikazu Véty 2.3.1. Bud tedy u €
WLP(Q). Stejné jako vyse zavedeme zhlazeni u., pro které obdrzime

1 (" ou
Aluc(z) = :
te) =3 | 5

(x + te;) dt.

Nyni pro pevné § > 0 zafixujeme hy, he € (0, g) Pro rozdil odpovidajicich diferen-

¢nich podili dostaneme z definice diferenéniho podilu a pomoci standardni véty o
substituci

1 (M ou 1 (" 0u
APy (z) = AM2y (z) = — < te;)dt — — - te;)dt
S lue(x) 2ue(x) A 6xi($+ e) I J, 3xi(x+ e)
1
Ou, ue

Nyni mizeme odhadnout LP-normu c¢lenu na levé strané pomoci Fubiniho véty,
Holderovy nerovnosti a trojithelnikové nerovnosti jako

h h
A7 ue — Af“s”’ip(g(;)

1 p
Ou, Ou,
< thie;) — thoe;)| dtd
< f, ) (et e = Grtas thaeo | ava
1 p
< / ‘aus ( + thlei) - Ouc + H Oue ( + thzei) — Oue dt.
0 8mz 8JLL' LP(Qs) 83:1- sz LP(Qs)

0Prostor BV (Q) je definovan jako podprostor funkci z L1(Q), jejichz vechny parcialni distri-
butivni derivace prvniho f4du jsou Radonovy miry, viz Kufner et al. [1977] ¢i Lukes and Maly
[1995].
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Diky vlastnostem zhlazeni mizeme déle pfejit s ¢ — 0, (pfipomenme, Ze hq, he <
)

5) a ziskdme odhad

||A?lu - A?”Hip(gé)

1 P

0 0 0 0
g/“”+mmp Y +HUCHM®—U' at
0 3:102 8%1 LP(Qs) 8%1 ZTj L ()
i ou p

< 2P sup / r+te;)) — —(x)| da.

t€(0,max(h1,h2)) J Qs (%Ei( 2 Bwi( )

Nyni ukézeme, na zdkladé vySe uvedené nerovnosti, Ze posloupnost diferenci je
cauchyovskd. Bud ¢ > 0 libovolné. Protoze % € LP(Q), mizeme dle Véty o

spojitosti v priméru (Véta A.3.25) nalézt h, < g takové, Ze pro vSechna h € (0, h.)

plati
/Q(;

Dosazenim do pfedchozi nerovnosti tedy kone¢né obdrzime, ze pro kazdé hq, hy €
(0, he) plati

P

ou ou

Ep
oz, (x + he;) — oz, (z)

1A = APl ooy <€

a tedy posloupnost je cauchyovska. Protoze prostory LP jsou tuplné, posloupnost
diferenci APu konverguje silné v LP(€2s) k néjakému v; € LP(Qs). Stejnym zptiso-
bem jako v dikazu predeslé véty se da oveérit, ze

u v
skoro vsude v Qg
T

V; =
a dikaz je hotov. O
Poznamka 2.3.5. ProtoZe silnd konvergence implikuje skoro vSude konvergenci,

Véta 2.3.4 garantuje, Ze pro libovolnou posloupnost h, — 0 existuje mnozina nu-
lové miry N C Q takovd, Ze (pro vybranou podposloupnost)

ou
lim [Aln —
h:glo i) ox;

()| =0 pro vSechna x € Q\ N.

Toto tvrzeni nezarucuje existenci klasické derivace, nebot funkci u miZeme zménit
na mnoziné nulové miry, kterd je vsak hustd v  a tedy u po této zméné nebude
spojita v Zadném bodé a tedy nebude mit klasickou derivaci. Jind situace je pro
p > d, kde uzZ existuje spojity reprezentant funkce. Tomuto pripadu se budeme
vénovat pozdéji.

Na druhou stranu, z vyse uvedeného, muzeme zesilit Lemma 2.1.4, ve kterém
) ) b
predpoklddame spojitost derivaci, nasledujicim zpiisobem.
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Lemma 2.3.6 (Souvislost slabé a klasické derivace II). Bud Q oteviend mnoZina
aue WhH(Q). Oznaéme mnozinu D C

D :={xe€Q: emistuje klasickd parcidlni derivace podle x;}

Pak slabd a klasicka derivace podle x; splyvaji skoro vsude v D.

Dikaz. Dukaz tohoto tvrzeni je zalozen na predchozi vété a je opét prenechan
Ctenafi jako cviceni. O

Jako posledni tvrzeni této ¢asti uvedeme lehké zobecnéni Véty 2.3.1.

Lemma 2.3.7 (O souvislosti diferenéniho podilu a slabé derivace III). Bud Q
oteviend, p € [1,00] a u € WHP(Q). Pro libovolné § > 0, h > 0 a libovolny
jednotkovy vektor e € R? oznacme

Qs :={z € Q: dist(z,00) > 0},
u(z + he) — u(x)
. .

Ahry(z) =

Potom plati
HAZUHL”(QQW) < [[Vu- e”L”(Q) )

Dikaz. Diikaz je prenechén Ctenafi. O

2.4 Rozsifeni W'P(Q) na WP(R?)

Ve Vété 2.2.15 jsme museli fesit zhlazeni funkci z W*? (Q) pomoci ,vysunuti“,
protoze na rozdil od Lebesgueovych prostori jsme nemohli funkce néjak jedno-
duse prodlouzit tak, aby prodlouzena funkce méla stejnou hladkost jako funkce
puvodni. V této kapitole si ukdzeme, jak lze tento problém vyfesSit. Budeme ale
potfebovat jistou hladkost hranice oblasti a minimalni pozadavek bude lipschit-
zovska spojitost. Hlavnim vysledkem této ¢asti je nasledujici véta.

Vé&ta 2.4.1 (Operéator rozsifeni). Bud Q € C%! a p € [1,00]. Pak ezistuje spojity
linedrnt operdtor
E:WhP(Q) = WP (RY)

tak, Ze
1. Fu=u na ),
2. Eu md kompaktni nosi¢ v R?,

3. existuje C = C(d,Q) > 0 tak, Ze

||Eu||W1,p(|Rd) <C ||u||W1P(Q) '
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Poznamka 2.4.2. V dalsim budeme nazjvat Eu rozsitenim u € W1P(Q) na
u € WHP(RY) a operdtor E budeme nazjvat operdtorem rozsiren.

Jesté nez pristoupime k samotnému dikazu Véty 2.4.1, zavedeme tzv. ,narov-
nani“ hranice, coz je obecna technika pouzitd nejen v dikazu Véty 2.4.1, ale i v
dalsich partiich teorie Sobolevovych prostort a navic i v samotné teorii parcialnich
diferencialnich rovnic.

Pfedpokladejme, Ze ¢ast hranice je explicitné popsana rovnici (pro jednoduchost
zde neuvazujeme piechod mezi riznymi systémy soutradnic)

zg=a(@), 2’ e A={2' e R Vie{l,....d— 1} |z;] < a}.
Pripomenime si oznaceni z Definice 2.2.11

vVt ={(2',2q) eR?: 2’ € A, a(2)) < x4 < a(z) + B},

Vo ={(2),24) €R?: 2/ €A, a(z)) — B <xq<alz)},
A={(2',zq) eR?: 2’ € A, a(a) =24},
V=VtuV - UA.

Nyni se budeme vénovat prechodu od piivodni hranice k hranici ,narovnané“.
Definujeme nové proménné (y',y,) a zobrazeni F : (—1,1)¢ — V vztahy

e , (2.16)
zg=a(ay’) + Bya, (tj- = F(y)),
respektive
y =1,
¢ ) (2.17)
Ya = a - Ba(x')» (tj. y = F~ ().

Déle oznac¢me
Ot = (~-1,1)%1 x (0,1),
C™:=(-1,1)41 x (~1,0).

Potom F' zobrazuje C™ na V*, C~ na V= a (—1,1)"! x {0} na A. Navic, pokud
a je lipschitzovska funkce, plati nasledujici klicové lemma.

Lemma 2.4.3 (Narovnéani hranice). Budte F' a F~' definované pomoci (2.16) a
(2.17). Bud a(-) funkce lipschitzovsky spojitd na A. Potom transformace F i jeji
inverze F~1 jsou lipschitzovsky spojité.

Navic ezxistugi kladné konstanty Ch = Ci(a,«, 8,d) a Cy = Cs(a,a, B,d) takové,
e pro kazdé u € WHP (V1) pro p € [1,00), funkce U :=uo F € WP (CT) a plati

Gy ||“||W1,p(v+) < ||U||W1,p(c+) <Oy ||U||W1,p(v+) . (2.18)
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Diikaz. Ditkaz lipschitzovské spojitosti F(y) = (Fi(y),...,Fa(y)) a F~1(z) =
(Fy Y (x),...,F;'(z)) je prenechan ¢tenafi jako lehké cviceni.

Dokéazeme zbyvajici tvrzeni. Nejdiive poznamenejme, ze diky lipschitzovské spoji-
tosti a vime (viz Rademacherovu vétu A.2.12), Ze a je diferencovatelna skoro vSude

v A a existuje konstanta ar;, takova, ze pro kazdé i =1,...,d—1
da(x’ a(z) —a(y
la;(2')| := ‘ (2) < sup 7| ( )/ I(y ) = GLip. (2.19)
axi {z' .y €Az’ £y’ } |‘T -y ‘

Nyni tedy mtZzeme oznacit derivace (skoro véude v C'", respektive ve V1) zobra-
zeni F a F~! pomoci

adyj proi=1,...,d—1,
Gijly) = ag;(y) =< aaj(ay’) proi=daj=1,...,d—1,
! B pro i = j = d,
. a_léij proi=1,...,d—1,
G;jl(x)::aFéil@: —B7taj(z’) proi=daj=1,...,d—1,
! g1 proi=j=d.

Odtud neni tézké ukézat, ze pro jakobidny zobrazeni F a F~! plati

Jr(y) = det G(y) = a®1p,
1

Jp-i(z) :=det G} (x) = pryE

Konecné, protoze F' je bi-lipschitzovské zobrazeni a u je méritelnd, pak i U je méfi-
telnd a pouzitim véty o substituci (viz [Lukes and Maly, 1995, Theorem 34.18)),

ziskame

01y = [ WPy = [ ) ay

ll s (2.20)
= /‘/+ |U($)|pJF—1(ZZ7) dzr = W
Predpokladejme nyni, Ze slaba derivace U existuje a plati
oUly) _ 3 O p)Guiy)  skoro viude v ) (2.21)

Poznamenejme, ze diky méfitelnosti D“u a vlastnostem F' je vyraz na pravé strané
méfitelnd funkce. Navic, pokud by u a a mély spojité derivace prvniho fadu, byla by
diky fetizkovému pravidlu identita (2.21) splnéna v§ude v C". Opétovnou aplikaci
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véty o substituci tak dostavame

P
U (y) [P / < ou
dy: - (F Yy Gji Yy dy
Hayz Lp(C+) /c+ y; o+ ; acj( (¥))Gji(y)
. p
< dP~ L P
d Z [ g rw| eswra
N / 2 iy ay
j=1 Cc+ aZE’]

dx

d
1oa du(z) [”
— P14t Giill? / ’
3G | |
< C%(a, B, a, d)Hu||€V1,p(v+)-

Kombinaci tohoto odhadu a (2.20) ziskdme druhou nerovnost z (2.18). Invertova-
nim vztahu (2.21) (matice G je reguldrni) a opakovanim stejného postupu ziskdme
i prvni nerovnost z (2.18).

Zbyva tedy ovéfit, ze (2.21) plati ve slabém smyslu. Myslenkou ditkazu je vhodné
aproximovat u hladkou funkci, pro niz uz bude platit (2.21), a poté vhodné pfejit k
limité. ProtoZe V' je oblast s lipschitzovskou hranici (ovéite podrobné), miiZzeme
aproximovat u pomoci {u"}¢, C C®(VT) tak, ze u™ — u ve WHP(VT). Nyni
miizeme zavést aproximaci U pomoci

U™(y) == u"(F(y)).

Protoze u™ je hladkd funkce a F' lipschitzovsky spojita (diky lipschitzovskosti a),
je i U™ lispchitzovsky spojitd a dle Rademacherovy véty (Véta A.2.12) ma skoro
vsude klasickou derivaci, tj.

3

U (y) <& ) .
8y Z )Gji(y) skoro vSude v C'. (2.22)

Navic dle Diisledku 2.3.2 vime, ze U™ € W (V1) a tedy i U™ € WLP(VT) pro
kazdé p € [1,00). Konecné, protoze klasickd derivace existuje skoro vSude a U™ je
sobolevovska funkce, mizeme pouzit Lemma 2.3.6 a vidime, Ze klasickd derivace
v (2.22) je rovna derivaci slabé skoro vSude.

Zopakovanim vysSe uvedeného postupu mizeme odvodit
”Un - Um”W“’(C*) < C(av a, B, d)Hun - umHW“’(V*)a

a protoze u™ je cauchyovska, je i U™ cauchyovska. Vzhledem k dplnosti Sobole-
vovych prostortt (Véta 2.1.14) existuje tedy U € W1P(CF) takova, ze U™ — U a
tedy nutné i
oum . ou
yi dyi

skoro vsude v C'T.
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Koneéné limitnim prechodem v (2.22) (ve ¢lenu na pravé strané piejdeme lehce
diky silné a nésledné tedy i skoro vSude konvergenci Vu™) ziskame (2.21). O

Jako uziteéné cviceni prenechavame ctenafi dikaz nasledujictho tvrzeni, které
plyne z dikazu Lemmatu 2.4.3.

Lemma 2.4.4. Budte F a F~! definované pomoci (2.16) a (2.17), a(-) funkce
lipschitzovsky spojitd na A, p € [1,00) a funkce U : (-1,1) 5 Rau:V — R
spliiugici U :=uo F. Potom U € WP (C) prdvé tehdy, kdyz u € WP (V). Navic
existujé kladné konstanty Cy = C1(a,a, f,d) a Cy = Ca(a, o, B,d) takové, Ze

i HUHWLP(V) < HUHWLP(C) <Gy ||U||W1,p(v) : (2.23)
Nyni se mizeme piejit k diikazu hlavni véty této casti.

Dikaz Véty 2.4.1. Uvazujeme nejprve p € [1,00).

Krok 1: Hladk4 funkce na krychli:
Bud U € C}(C) takova, ze suppU N dCH C (—1,1)?"1 x {0}, viz Obr. 2.4.

(-1,1) (1,1)

C+

supp U
('170) (170)

Obr. 2.4: Nosi¢ funkce U

Pro takovou funkci U pak definujeme jeji rozsireni jako

U(x) reCt,
EU(SC) = —3U(az1,...,xd_1,—xd)+4U(w1,...,xd_1,f%) xE?\F,
0 zeRN\C.

Ziejmé supp EU C C = (—1,1)%. Ukézeme, ze EU € C'(R?). Staéi prozkoumat
chovéni funkce EU pii pfechodu z C™ do C~, tedy ovéfit, ze pro pro libovolné
(z1,...,24-1) limita EU(z1,...,24) a jejich vSech parcidlnich derivaci jsou stejné
pokud z4 — 0. Z definice ihned dostavame, ze (nebot U je C'(CT))

lim EU(z1,...,24-1,2q4) = (=3 +4)U(z1,...,24-1,0) =U(z1,...,24-1,0)

rqg—0_
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a tedy nutné i EU € C(C). Pro véechna i = 1,...d — 1 stejnym zptisobem ziskame
O(EU)

rq—0_ 8331

(T1,.. ., T4—1,%q)

= -3 lim aU(xl,...,xd_l,f:rd)Jrél lim U (Il,...,xd_hf@)

a;d—)O, J’,‘i a:d—>0, ,’I,‘,L‘ 2
oUu
= 81‘1 (xl, ey Xd—1, 0)

Konecné pak pro derivaci podle x4 pfimo z definice EU obdrzime

a(BU)

mdh—>0, Oq (1,...,Ta-1,%q)
—3 1 ( )—2 i ( :Ud)
= xdl—{%, Dy T1y.-.,%d—1, —xq mdl—%, Ery L1yeeey Td—1, B
ou
= — ey Zg—1,0).
8.I‘d(x1’ y Ld—1, )
Navic evidentné plati
IEU s gy = IEU ey < K N1l - (2.24)

kde K je pevna konstanta, ktera nezavisi ani na d ani na p.

Krok 2: Funkce ze Sobolevova prostoru na krychli:

Bud U € WhP (CF) takova, ze suppU NICT C (—1,1)471 x {0}, viz Obr. 2.4.
Potom podle Véty o globalni aproximaci (Véta 2.2.15) existuje posloupnost funkci
{U,}22, C C=(CT) takova, ze U, — U v WP (C*). Navic z ditkazu Véty 2.2.15
plyne, Ze dist(supp U, supp U) — 0. Pro dostatecné velkd n pak vime, Ze supp U,,N
oC* C (—1,1)471 x {0} a pro funkce U,, miizeme pouzit predchozi krok. Existuji
tedy EU, € C'(R?) takové, Ze supp EU,, € C. Diky linearité operatoru E, pak z
(2.24) mame

I1EU, — EUmel,p([Rd) = |EU, — EUm”wlyp(c) < KU, - Um”wl,p(c+) :

Tedy je-li U,, cauchyovska posloupnost, pak je cauchyovska i posloupnost EU,,.
Hledané rozsifeni proto zadefinujeme jako limitu posloupnosti EU,, (pfipomerime,
7e prostor W1P(R?) je tplny, viz Vétu 2.1.14). Rozsifeni m4 ziejmé viechny poza-
dované vlastnosti a konstanta C' z 3. bodu véty nezavisi na d a p.

Krok 3: Funkce ze Sobolevova prostoru na ¢asti okoli hranice:

V dal§im budeme pouzivat znaceni z Definice 2.2.11. Bud v € W? (V1) takova,
Ze suppunNdV+ C A. Situace je ziejmé analogicka situaci na krychli, pouze hranice
neni rovna. Pouzijeme schéma narovnani hranice a Lemma 2.4.3. Oznacime U :=
u o F a pro funkci U definujeme rozsiteni EU tak, jako v predchozim kroku.
Rozsiteni funkce u pak definujeme jako Eu := EU o F~!. Rozsifeni ma ziejmé
vSechny pozadované vlastnosti, coz plyne z Lemmatu 2.4.4, a konstanta c ze tfetiho
bodu véty nyni bude ovsem zaviset i na a, o, 8,d, neboli na d a V7.
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Krok 4: Funkce ze Sobolevova prostoru na 2:

Podobné jako v dikazu Véty 2.2.15 oznacme pro » = 1,..., M mnoziny O, :=
T.(V;) a O} := T.(V,"), kde T, jsou zobrazeni z lokalniho systému soufadnic
(2], 2,,) do pevného systému (z’,z4). Potom Uivil O, je oteviené pokryti jis-
tého okoli hranice a na tomto okoli pouzijeme Lemma o rozkladu jednotky II
(Lemma 2.2.14).

Budte ¢, € C§°(O,) funkce tvorici rozklad jednotky na jistém okoli 9. Oznacme
ur = (u¢,) o T,. Funkce u, € WHP(VT) splituje predpoklady piedchazejictho
kroku a existuje tedy prislusné rozsifeni Fu,.. Potom zadefinujeme finalni operator
rozsifeni E jako

M

Eu:= Z(Eur) ot

r=1
7Z kroku 1-3 pak vyplyva, zZe takové rozsireni mé vsechy pozadované vlastnosti z
Véty 2.4.1, kde konstanta ¢ z bodu 3. bude zaviset pouze na d a na ). Tim je véta
je dokdzéna pro p € [1, 00).

Bud nyni p = co. Protoze je £ omezena, je W (Q) C WP (Q) a podle pied-
choziho proto existuje prodlouzeni Fu funkce u pro kazdé p < co. Mame

||EUHW1m([Rd) < C”“”wlyp(g) <a ||UHWL°<>(Q) )
pfi¢emz konstantu c¢; lze volit nezévislou na p. Z Véty A.3.16 potom plyne, ze
Euy € Whe ([Rd) a Fu splinuje pozadavky z véty pro p = oco. Diikaz je hotov. [J

Cviceni 2.4.5 (operator rozsifeni WP (Q) — WFP(RY)). Ukaste, Ze pro Q €
CF=LL existuje operdtor rozsiveni z WFP(Q) — WHP(RY). Modifikujete krok jedna
predchoziho dikazu tak, aby EU € C*(C) pokud U € C*(CF). Ovéite poté, Ze cely
dukaz bude témer beze zmén, pouze v kroku t¥i budeme potiebovat hladsi hranici.

Dalsi vyznac¢né pozorovani, zalozené na predchozi konstrukci je uvedeno v nasle-
dujicim cviceni.

Cviceni 2.4.6. Bud Q € C'. Ukazte, zZe operdtor E definovany ve Vété 2.4.1 je
také spojity linedrni operdtor z C*(Q) do C}(R?).

Rozsifeni provedené v prnim kroku dtikazu Véty 2.4.1 (rozsifeni na krychli) bylo
zkontruovano jakozto C! funkce. Nicméné, pokud nadm jde pouze o rozsifeni pro So-
bolevovy prostory, mtizeme postupovat piimocareji, jak uvadi nésledujici cviceni.

Cviceni 2.4.7. Modifikujte proni krok dikazu Veéty 2.4.1 ndsledujicim zpisobem.

U(x) xeCt,
EU(z) =< U(x1,...,24-1,—2xq) x € C™,
0 reRN\C.

Ukazte, ze U € Wl’w(C)ﬁWol’l(C). Rozmyslete si, Ze cely zbytek dukazu Veéty 2.4.1
se pak nezménid.
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Poznamka 2.4.8. Podminka na hladkost hranice v Cviceni 2.4.5 je ponékud re-
striktioni. Ezistuje jesté jind metoda rozsiveni funkci z WP (Q), tzv. Calderdnova
metoda (metodé z Véty 2.4.1 se vikd Nikolského metoda) a ke konstrukci roz§irent
pro libovolné k a p € (1,00) staci Q € C%L. Touto metodou vsak nelze zkonstruovat

rozsiveni prop =1 a p = co.!!

2.5 Veéty o spojitém a kompaktnim vnoreni

V této ¢asti budeme studovat rizné (spojitd, ¢i kompaktni) vnoreni Sobolevovych
prostorti. Z definice Sobolevova prostoru je zfejmé, ze kazda u € WkP(Q) patii i
do LP(2). Hlavnim cilem je ukdzat, Ze samotnéd u pak lezi v prostoru ,mnohem*
lepsSim, pokud 2 ma lipschitzovskou hranici.

Pripomenme si Piiklad 2.1.12. V ném jsme studovali pro jakd o € R patii funkce

f(x) = ||
do WP (B1(0)), resp. do L(B1(0)). Ukézali jsme, ze pokud a < %, potom
f € WHP(B1(0)), ale soucasné f € L4(B;1(0)) pro kazdé q € [1, dd—_";]. To na jednu
stranu mtize naznacovat, ze je-li funkce u € WP (), pro p < d, potom je i
u € LI(Q2) pro g € [1, dd_pp]. Na druhou stranu tento piiklad fikd, Zze pro p < d
miizeme nanejvys dokazat, ze WP (Q) — L(Q), kde q < ddfpp, vyssi exponent by
totiz byl v rozporu s citovanym ptikladem.

Kone¢ng, pokud p > d, potom piedpoklad u € WP (Q) implikuje, ze —a > 17% >

0. Poznamenejme, 7e pro tato o uz plati f € C%1*l(B(0)).
Tento jednoduchy piiklad nas tedy vede k domnénce, Ze pro ,rozumné“ oblasti €2
by mohlo platit
dp
La=7(Q) ro p € [1,d),
Wl”’(ﬂ)<—>{ ) propelld
™' 5(Q) prop e (d,0).

V dalsim textu pak ukaZeme, Ze tato domnénka je nejenom spravna, ale ze vnotreni
uvedend vyse jsou optimalni. Navic ukazeme, Ze vySe uvedend spojitd vnoreni
muzeme zesilit na kompaktni vnofeni, tj. pro omezené dostatecné hladké oblasti
dokézeme

L)  pro v8echna g € [1, ddfpp) pokud p < d,

WhP(Q) e _
() pro viechna p € [0,1 — %) pokud p € (d, 00).

Na zavér této tvodni asti tedy shriime hlavni vysledky této kapitoly. Bud Q €
C%!, potom plati nasledujici:

1 Calderénova metoda je zalozena na integralni reprezentaci funkci. Podrobnéjsi informace
(pro p = 2) je mozné nalézt v Nedas [1967] ¢&i Zenisek [2001], zobecnéni pro p # 2 si étenéf
ovladajici teorii Fourierovych multiplikdtort muze provést sim. Omezeni p # 1 a p # oo souvisi
s tim, ze LP — LP odhady singularnich integrali pro p = 1 a p = oo obecné neplati.
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1. Je-lip € [1,d), potom Vq € [1, ddfpp] plati WP () < L4(Q), pficemz vnoteni

je kompaktni pro ¢ € [1, ddfpp).

2. Je-li p = d, potom Vg € [1,00) plati W4 (Q) < LI(Q) (ale W4 (Q) +
L>(9)).

3. Je-li p € (d,00), potom Vu € [0,1 — %] plati WP (Q) — CO#(Q) pticemz
vnofeni je kompaktni pro p € [0,1 — %).

4. Je-li p = oo, potom W1 (Q) — COL(Q) a tudiz W (Q) —— CO*(Q)
pro libovolné p € [0,1).

2.5.1 Véty o spojitém vnoreni

Jak jiz bylo naznaceno v tvodu této sekce, véty o spojitém (i kompaktnim) vnofeni
se budou lisit v zavislosti na tom, zda p < d nebo naopak. Pro pifehlednost uvedeme
zédkladni véty o vnofeni (odpovidajici pfesné nasi domnénce z ivodu této sekce)
nyni a v dal$im se pak budeme zabyvat jejich dikazem. Nejdfive se zabyvejme
pfipadem p < d. Definujme

prfi= ——. (2.25)
Potom mame

Véta 2.5.1 (Véta o vnoreni WHP(Q) — L4(Q2) pro p < d). Bud Q € C%! a
p € [1,d). Potom pro kaZdé q € [1,p*] plati

Wh?(Q) — LY(Q).

Presnéji, pro kaZdé q € [1,p*] existuje konstanta C zdvisld pouze na p, d, q a 2
takovd, Ze pro kazdé u € W1 (Q) plati

[ull Ly < Cllullwrnq) - (2.26)
(2

Vyse uvedend véta nerika nic o pripadu p = d, nicméné pro omezené oblasti je
nasledujici vysledek snadnym dtsledkem Véty 2.5.1.

Véta 2.5.2 (Véta o vnoteni Wh4(Q) — L9(Q)). Bud Q € C%'. Pak pro kazdé
q € [1,00) plati
Whd(Q) — LYR).
Zabyvejme se nyni pripadem p > d. Definujme
d
w=1—— 2.27
) (2:27)

kde pro p = oo polozime p* := 1. Hlavnim vysledkem je pak nésledujici véta.
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Véta 2.5.3 (Véta o vnoteni WP(Q) — C%%(Q) pro p > d). Bud Q € C%! a
p € (d,0]. Pak pro kaZdé o € [0, u*] plati

WP (Q) < O (Q).

Presnéji, pro kazdé a € [0, pu*] existuje konstanta C zdvisld pouze na «, p, d a )
takovd, Ze pro kazdé uw € WP (Q) existuje reprezentant u* € C*(Q), tj. u* € [u],
splriugict

ooy < C lullrogey -

7 vyse uvedenych vét je vidét, ze pfipad p = d je svym zplisobem specidlni a
vnofeni uvedené ve Vété 2.5.2 neni ,,ostré“. Nicméné, jak je ilustrovano v néasledu-
jicim cviceni, lepsi vnofeni (ve smyslu Lebesgueovych prostort) o¢ekdvat nelze.l?

Cviceni 2.5.4. UkaZte, Ze funkce f(x) :=In <ln (1 + ﬁ)) je pro d > 2 prvkem
W (B1(0)), ale neni prokem L™ (B1(0)). Tedy W14 (Q) «£ L>2(Q).

Dukaz véty o vnoreni pro p < d

Zabyvejme se nejdiive pfipadem p < d, cilem je tedy dokazat Véty 2.5.1-2.5.2,
kde Q je oblast s lipschitzovskou hranici (a tedy omezend oblast). Pfesto nék-
teré vysledky, které jsou uvedeny nize, ziistanou v platnosti i pro {2 neomezenou.
Nejdfive poznamenejme, 7e pokud |Q}| < oo, pak pfimo z Holderovy nerovnosti

12V gasti 2.7 ukazeme, Ze je-li  omezend mnozina, potom

U

Volbou 2 = B1(0) a substituci z =« + ry, y € B1(0) dostaneme (provedte podrobné)

(e

Specialné pro p = 1 potom

7—1/ d‘pd>%<0||v I
|Q‘ o LP(Q)

1
U — —— udy

p P
dz < Cr||Vul| ) -
1Br(@)] /5, () > LP(By(x))

1

|Br(2)| /B, (2)

1
w—
|Br(z)] J B, (a)

< Cr% V| dz

udy| dz
|Br(z)| J B, (a)

1

1 d 1
<or / Vultdz | [Br@)'H < CVaull parga, -
1B, (@) < ) £ (R

Leva strana viak charakterizuje prostor BMO(R?) (bounded mean oscilations). Tento prostor je
Banachiiv a funkcional

1
U — ——— udy

dz
|Br(z)| /B, ()

1
[u] ay = sup =y
BMO(Rd) By (x)crd |Br(@)| J B, (2)

je seminormou na tomto prostoru. Tento prostor hraje vyznamnou roli v harmonické analyze,
kde ¢asto nahrazuje roli prostoru L (), viz napf. Stein [1993].
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plyne WP (Q) < L4(Q2) pro q € [1,p]. Cilem tedy bude ukazat, Ze ¢ mize byt
vétsi nez p.

Nejdfive pfipomenme (viz Pozndmku 2.1.8) znaceni

ou Ju

Potom velikost Vu definujeme jako

|Vu| :=

a také
VullLr ) = [[IVulllLr@)-

Potom si neni tézké uvédomit, ze vyraz
[ullp + IVul[ o)

je ekvivalentni normou na W1?(2). Pro zjednodusen{ a také zkraceni zépisu bu-
deme v nasledujicim pracovat s Vu namisto toho, abychom detailné rozepisovali
vSechny parcialni derivace popf. multiindexy.

Piiklad 2.5.5. Pokusme se najit nutnou podminku na q pro platnost ndsledugjiciho
turzeni: Bud p € [1,d), pak existuje konstanta C > 0 takovd, Ze pro kaZdou u €
witp (IRd) plati

HU”Lq([Rd) <C ||Vu||LP(IRd) : (2.28)

Vezméme si u € C3°(RY), pro které plati (2.28), a definujme si funkce
ux(z) :=u(Az), s libovolngm \ € RY.

Nerovnost (2.28) md platit pro vsechny funkce z WP ([Rd) s konstantou C nezd-
vislou na u. Specidlné proto must platit pro kaZdou funkci uy. Snadngm vypoctem
dostaneme pomoci véty o substituci, Ze

_d
”u)\HLq([Rd) =Au ||U||Lq([Rd)

_d
Vsl Lo ey = A7 IVl 1o gy
a z nerovnosti (2.28) (aplikované na uy ) tedy plyne
_d _d
A ||u||Lq(|Rd) < CATH ||VUHLp(er)'

ProtoZe parametr \ lze volit libovolné, je pro platnost vyse uvedené nerovnosti
nezbytné, aby bylo
d d d
1+-—-—-=0, neboliqzip.
a p d—p
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Ukézeme nyni, ze nerovnost (2.28) skuteéné plati pro u € C$°(R%). Nejdiive do-
kézeme nésledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 2.5.6 (Gagliardovo). Budi=1,...,d a @; € L>(RY™1) libovolné funkce
s kompaktnim nosicem. Pro kaZdé i pak definujme u; : R* = R pomoci

’LLZ(I) = ’Ill(i'l% kde €T; = (l'h. s L1, L1y - ,iCd).

Potom pro d > 2 plati

d d o ﬁ d
[ Iwnar<T1( [ jueor=@) ™ =TT,
i=1 i=1 N i=1

kde

g;i = d.’tl cee dl’i,1 dZL’iJrl cee dxd.

Dikaz. Dukaz provedeme matematickou indukci podle dimenze d.

Krok 1: Pfipad d = 2:
Platnost lemmatu pro d = 2 je snadnym dtsledkem Fubiniho véty

/W (@) fuz (@)} dz = / i (w2)lds (1) | dw de
= [tinteld [ fiater) dn.

R
Krok 2: Indukce podle dimenze d:

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro d — 1, a dokézeme, ze plati i pro d. Diky
tomu, Ze ug nezavisi na x4, ziskavame identitu

/ lug|...|uq|dey ... dag :/ |@al (/ |u1|...|ud_1|dxd> dzg.
Rd Rd—1 R

Vnitini integral pfes R odhadneme uzitim zobecnéné Hélderovy nerovnosti (viz
Lemma A.3.12) se vSemi p; = d — 1 nésledovné

_ d—1 ﬁ -
/ |ﬁ,d| (/ |u1| . |ud,1| dxd) dxg < / |ﬁd| H (/ |Uz“d_1 dCL'd) dxy.
Rd-1 R Rd—1 i1 R

Nyni pouzijeme Holderovou nerovnost na integral pies RY~! a dostaneme (p =



60 KAPITOLA 2. SOBOLEVOVY PROSTORY

d—1 _
/ laal I ] (/ Jui | 1dl‘d) dzq
B =1 R

ﬁ d—1 ﬁ/\ a-1
< g d-1 a:c\d> / < U; d=1 dl‘d) dzg
([, 1 AL

d—1 d—1
= [l@allpa-1 (ra-1) (/ ng T1,.. . Tg-1)day ... dwg- 1) )

1
d—2
gi(x1, ..., T4—1) (/ |t (z1,. .. 2 |d 1dxd)

jsou funkce nezavislé na x; a tedy jim p¥islusné g; € L>°(R?~2) maji kompaktni
nosi¢. Pro tato g; pak podle indukéniho pfedpokladu plati

kde

1
____\ T3
/ ng dzy...dzgy < H </ |6:|7% da, dﬂﬁd)
Rd-1 ;- vt Rd—2
d—1 N\
= H </[Rd . |ﬂi|d1dﬂii) = H HU1||Ld L(RA-1)
i=1 B
Celkem tedy po dosazeni mame
-1 =t
—1
d—1
/[Rd\ul\...|ud|dx1 - dag < ||tg]| pa-1 g1y (H ]| Fa2 1 o 1)>
=1
d
=[] il -2 ga-1),
i=1
coz jsme chtéli ukazat. O

Nyni uz mzeme pristoupit k zakladnimu tvrzeni o vnoreni pro hladké funkce s
kompaktnim nosi¢em. P¥ipomenime znadeni p* z (2.25).

Véta 2.5.7 (Gagliardo-Nirenbergova). Bud'p € [1,d). Pak pro kazdou u € C}(R?)
plati

p(d—1)
HU’HLP"(Rd) B d—p ||Vu||LP(IRd) ‘ (2:29)

Duikaz. Krok 1: Pfipad p = 1
Pro p = 1 je exponent p* . Déle pro hladké funkce s kompaktnim nosicem
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ziejmé plati

i Qu
u(z) = u(xy,...,xq) = 3 (T1ye ey Tio1, 8, Tig1y .-, 2q) ds
—o0 04

a tedy po zvétseni integracnich mezi mame pro kazdé 2 € R? odhad

—+oo
|u(x)|§/ V(@1 T51, 8, Ti11, - 2) |,

— 00

Odtud snadno nahlédneme, ze

d 1
_d_ d—1
lu(z)|7T < H (/ [Vu(z1,. .. i1, 8, Tit1, -, Zd)| ds)
i=1 /R
Tuto nerovnost zintegrujeme pies R? a dostaneme
atr - s
HUHZ%(W) < /d H </ [Vu (21,0 @im1, 8, Tit1, -+, Td)] ds> dz.
- R ;7 \JR

Na pravou stranu nerovnosti pouzijeme Gagliardovo lemma (Lemma 2.5.6), kde

volime )
d—1

w; (&) :== </[R |Vu (z1,...,2i—1,8, Tit1,--.,Tq)] ds) ,

a vysledkem je

1

i = e
TS || (/{R |Vu|d:c) — IVulE

i=1
coz jsme chtéli ukézat.

Krok 2: Dtkaz pro libovolné p € (1,d):
Bud v € C}(R?) a definujme si funkci u := |v|. Pak proy > 1 je funkce u € C}(R%).
Z Kroku 1 tedy plyne, zZe

ol gy = 1l gy < Il ey = 1910l sy = [ 197 i

Ve vyrazu na pravé strané spocteme gradient a pouzijme Holderovu nerovnost (na
pravé strané chceme mit [[Vvl|p, ga))

p—1

[ vloPias = [ sl velae <o ([ RO ) 9l
Rd Rd R4

Méme tedy

p—1

d—1
e il (=15
([oprea) " =erl, e, g < (100055 00) T 1900000
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Nyni zvolime ~ tak, aby exponenty u |v| byly na obou stranach stejné. Pozadujeme
tedy

d p
TIT-1 (v=1) 1
coz je ekvivalentni volbé
pd-1)
d—p
pe(

€ (1,d). Finalni nerovnost pak pfejde na

’-Y_ >17

kde nerovnost plati diky predpokladu

p—1

p(d—1) 2L ’
(/ |v\d P dx) < d—p </{Rd |v[#=> d93> IVoll Lo (gay

z ¢ehoz ihned plyne

d—p
pd_\ P4 p(d—l)
ol g, oy = (L, 1075) 7 < 2= 190l

a dikaz je hotov. O

Na zékladé hustoty hladkych funkci s kompaktnim nosi¢em tak ziskame:
Disledek 2.5.8 (Vnofeni prostori Wh?(R%) a W, () pro p € [1,d)). Bud
p € [1,d). Potom plati:

1. Whe (R?Y) — LP"(RY) a kazdd uw € WP (R?) spliuje nerovnost (2.29).

2. Necht Q C R? je oteviend. Pak WOI’Z’(Q) o P (Q) a kazdd u € Wol’p(Q)

splituje po dodefinovani nulou vné Q nerovnost (2.29).

Dikaz. 'V obou pfipadech jsou v daném prostoru husté hladké funkce s kompakt-
nim nosi¢em (u prostoru VVO1 "P(Q) je to pfimo definice a pro obdobné tvrzeni pro
WhP(RY) viz Lemma 2.2.2). Tvrzeni je proto diisledkem tiplnosti Lebesgueovych
prostorii a nerovnosti (2.29), detaily jsou ponechény ¢tenéfi jako cviceni. O

Nyni jiz mizeme pristoupit k dikazu Vét 2.5.1-2.5.2.

Diikaz Véty 2.5.1 a Véty 2.5.2. Nejdiive se zabyvejme pfipadem p € [1,d), tj. di-
kazem Véty 2.5.1. Protoze Q € C%1, existuje podle véty o rozsiieni (Véta 2.4.1)
operétor rozsiteni E : WP (Q) — WP (R?) takovy, ze

| Bullysn gy < lullyprn e -

kde konstanta ¢ nezavisi na u a navic nosi¢ rozsifené funkce Fu je kompaktni
mnozina v R%.
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Z Disledku 2.5.8 pak plyne

p(d—1)
ull Lor () < 1EUll por (ray < Td—p

p(d—1)
Td—p ||EUHW1,p([Rd) < C”“”wl,p(g) .

IV (Ew)ll Lo (gay

<

Tvrzeni véty je pak diisledkem této nerovnosti, trividlniho vnoreni LP™(Q) <
L1(§2) pro  omezenou a g € [1,p*] (viz Lemma A.3.13) a tranzitivnosti spojitého
vnofeni.

Uvazujme nyni piipad p = d. Je-li ¢ € [1,d] je diikaz zfejmy, nebot Q je omezen4,
a proto L4(Q) — L(Q). Bud tedy ¢ > d. Potom existuje p, € [1,d) takové, Ze

_ox _ _dpg
q_pq_ dqu

(tj. pg = dd—fq) a podle Véty 2.5.1 je
WhPa (Q) — L9(9).
Déle pro €2 omezenou a p, < d plati W1? (Q) < WP (Q). Celkem tedy
Wha(Q) — WhPa (Q) — LI(Q)
a dtkaz je hotov. O

Poznamka 2.5.9. Je dileZité si uvédomit, Ze zatimco na R plati (2.29), pro
omezenou mnoZinu ) s lipschitzovskou hranici mdme pouze (2.26), tj. na pravé
strané (2.26) je celd norma v WP (Q), nikoliv pouze norma gradientu, jako je
tomu v pripadé (2.29). Nerovnost typu (2.29) nemiZe obecné platit, protoZe pravd
strana se nezméni po zménéu o konstantu. Na omezenych mnozZindch lze nerovnost
typu (2.29) ocekdvat pouze ve specidlnich pripadech, kdy pFiddni této konstanty je
vylouceno, jako je tomu napiiklad v piipadé WP () (viz Disledek 2.5.8).

Naproti tomu, na celém prostoru mdme pouze WP ([Rd) < LY(R?) pro q € [p,p*].
Nelze totiZ obecné ocekdvat, Ze bude u € LY(R?) pro q < p.

Pfirozena otézka, kterd se také nabizi, je, zda predpoklad 2 € C%! je skutecné
nutny. V nésledujicim piikladu ukazeme, ze tomu tak skutecné je, pokud chceme
dostat optiméalni vnofeni.

Piiklad 2.5.10. UkdZeme, Ze nutnd podminka pro platnost WHP(Q) — LP (Q) v
tridé mmozin Q € CO® s o € [0, 1] je 2 € COL. Predpoklddejme, %e Q C R? md cdst
hranice popsanou na okoli bodu (0,0) rovnict |y| = =", kde p > 1 ax € (0,1), a Ze
zbytek hranice je hladky, viz Obr. 2.5. Rozmyslete si podrobné, Ze potom (2 € cOu
(je treba uvaZovat popis x = |y\i, y € [-1,1]).

—a

Nyni, podobné jako v Prikladu 2.1.12, wvaZujme funkce typu u(zx,y) :

=z
pridemZ se budeme zabjvat pouze okolim poddtku tj. mnoZinou Q = {(z,y) :

)
x €
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(0,1), y € (—z*,z*)}, nebol vné tuto mnoZinu je uwvaZovand funkce hladkd. Potom

1 zt 1
Jull o = | (/ xdy> do=2 [ o,

1 zH 1
A A R Py

Odsud ihned dostavdme, Ze

1
uELq(Q)<:>q< : )

1 —
ueWh?(Q) «— o< TEZP

Tento ptiklad ukazuje, Ze pro dvoudimenzionalni oblast Q2 € C%% méme v nejle-
psim pifpadé WP (Q) — L% (Q), kde g, = %. Tento ptiklad se da jednoduse

zobecnit do obecné dimenze d, kde je potom spravna volba ¢, = %. Je vidét,
ze g, je klesajici funkci proménné p, nabyvajici v 1, tj. pro lipschitzovskou oblast,
optimélni hodnotu ¢; = p*, a v nekone¢nu (tj. pro oblast se spojitou hranici) pouze

hodnoty g, = p.

y=at

y=—at

Obr. 2.5: Oblast € z Prikladu 2.5.10

Na zavér této ¢ésti si ukdzeme, Ze nerovnost (2.29) umoziuje dokazovat interpo-
la¢ni tvrzeni typu

1—
el gy < C IV ey Tl
pro vhodné zvolena g, r, p a a.

Piiklad 2.5.11. UkdZeme, Ze'®

3Konstanty, které ziskdme, nejsou optimalni a daji se najit lepsi, viz napt. Temam [2001].
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. 1 1 1
1. Pro d =2 je ||v| pa(gey < 22 [Vl F2gey [10]1 2 (ko) -
, 8\ i i
2. Prod=3 je ||UHL4([R3) < (5) ”VU”]iz([RB) HU”fz(RS) :

Budeme vychazet z nerovnosti (2.29) pro p = 1. Vezméme pro d = 2 u = |[v|? a
pocitejme za pomoci Holderovy nerovnosti

2 2
[oettar< ([ oprlar) <a( [ 9elllar) < 41900 ol

Odmocnénim dostaneme pozadovanou nerovnost.
8
Pro d = 3 volme u = |v|3, pak

[oettars ([ |V|v|§|dx) §<8)
R3 R3 3
8% 1, 4
< () (/ [Vollv|3|v]3 dx)
3 -

8\ * 3 3 2
< 3 ||VU||L2([R3) HU”Lz([RS) ||UHL4(R3) :

wjw

/ Vol[v]3 dx)
R3

v 2~ N\

PR, 2 ‘o v
Nyni staci vydélit [|v]|74 gs) a odmocnénim dostaneme poZzadovanou nerovnost pro
d=3.

Na zékladé analogickych tvah je mozné dokazat obecné tvrzeni, jez je pfenechano
¢tenarii jako cviceni.

Cvi€eni 2.5.12 (Obecnd interpola¢ni nerovnost). Ukazte, Ze pro libovolné « €
[0,1) a libovolnd r,p,q € [1,00] spliugici

1 1 1 1
T - 1—a)=
. a(p d)—i—( a)q

ezistuje konstanta C = C(p,q,r,d) takovd, Ze pro kazdé u € C3°(RY) plati
a -«
lull e gay < C I Vullpo(ray [[ull pagay - (2.30)

Navic, pokud p < d, lze volit 1 « = 1. Z hustoty je potom mozné rozsirit tyto
nerovnosti i na funkce u € L"(R?), pro které je Vu € LP(R?).

Dukaz véty o vnofeni pro p > d

V této Casti se budeme zabyvat diikazem Véty 2.5.3. Za¢neme s kli¢ovym tvrzenim,
ze kterého pak odvodime veskeré disledky.
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Lemma 2.5.13 (Morreyovo I). Budu € CA(R?). Pro libovolné pi € (0,1] oznac¢me

[Vu(z +y)|
[VU]LI "([Rd) = ;élﬁg)d il;}g /[;J e W dy (231)

Potom pro kazdé z1,xs € R? plati

2v/d
lu(z1) — u(z2)| < T|x1 — 22| [VUu] 1,1 (Ray- (2.32)

Diikaz. Zvolme si x1, x5 € R? libovolné, ale pevné a ozna¢me C), uzavienou krychli
o hrané délky p takovou, Ze x; a x5 lezi na protilehlych stranach této krychle. Pak

plati
p<|ry — x| < Vle. (2.33)

Diky hladkosti u déale pro kazdé « € C, a i = 1,2 ziskdme odhad

() — u(z:)| =

Y d
/0 gu(xb +s(z —x;))ds

- /O Vu(z; + s(x — ;) - (v — x;) ds

1 (2.34)
< /0 [Vu(z; + s(xz — ;)| |z — x4 ds

< Vap / Vu(z; + s(z — )] ds,

kde jsme v posledni nerovnosti vyuzili odhad (2.33).

Dale nas bude zajimat ,vzdalenost® stfedni hodnoty u na krychli C), od hodnot v
bodech z;. Vyuzitim vlastnosti Lebesgueova integralu ziskame

/C<> FHSRIORI [ B P o g G B P

P P P

Diky odhadu (2.34) a Fubiniho vété mzeme tuto nerovnost dale upravit do tvaru

/C 4 4~ () <f// ol bale =Dl gy, (a5

Nyni provedeme substituci

z:=x; + s(x — x;), C;S ={2€R?: z =2, + s(z — 2;) pro n&jaké z € C,,} ,

kde Cis je nyni krychle o hrané délky ps, a V}’fsledny integral pak ma tvar

|Vu(z; + s(z |Vu(z)
/ / pd—1 d ds ‘ sdpd— 1
[ V@)l
g /o ’ </o syt o ) 4
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Koneéné tedy dosazenim této nerovnosti do (2.35) a vyuzitim pfedpoklada na u

dostaneme
u(z) b / [Vu(z)|
2 qy — N < 3 " I D ad oA I
/C - dz — u(x;) <Vdp /0 s <C;s (ps)i—1+7 dz | ds
1
§ \/&[VU]Ll,u(Rd)p#/ S‘uilds (2'36)
0

, P
Vd

= I[VU]LW(W)P”-

Pomoci trojuhelnikové nerovnosti pak uz lehce dokonc¢ime cely dikaz. Vskutku

lu(z1) —u(za)| = ‘/C uﬁ(j)dm—u(xg)—/ ul()f)dx—i—u(wl)
< /Cppddx—u(xg)—i—/cppddx—u(xl)
< Q\M/g[u]Lw([Rd)P“
a tedy (2.32) plati. O

Je dilezité si uvédomit, Ze pro odhad (2.32) neni na pravé strané zapotiebi infor-
mace na celém R?, ale staci kvalitativné stejny ¢len berouci v ivahu pouze néjaké
okoli bodd x1 a xs. Toto zobecnéni nyni ukazeme.

Lemma 2.5.14 (Morreyovo II). Bud u € C'((—2R,2R)%). Potom pro kazdé
21,73 € (=R, R)? plati

24/d \Y%
u(en) — u(z2)] < 20—zl sup  sup [ Fueiley e
H z€(—R,R)? pE(O,R) J (—p,p)¢ P .

Diikaz. Diikaz snadno plyne z pfedchoziho lehkou modifikaci odhadu (2.35) a je
prenechan ctenafi jako cviceni. O

S pomoci Morreyova lemmatu I (Lemma 2.5.13) nyni uz pomérné lehce ukdZeme
nasledujici odhad davajici do souvislosti normy prostortt W1?(R?) a Cg H(RY).

Véta 2.5.15 (Morreyova I). Bud p € (d,00) a volme p := 1 —
kazdou u € C}(RY) plati

hSHISH

. Potom pro

4/d

||“Hcgv“(ued) = T lwll e ray - (2.38)
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Diikaz. Piipomenme si definici normy v Cg’”(ﬂ?d), viz (A.4), t]

|u(z) — u(y)|
lullon ey = Null ey +  sup 1) Z U]
Co " (R (R {z,yeRL: £y} |l‘ - y|,u

Krok 1: Odhad diferenci:
V tomto kroku pouzijeme Morreyovo lemma I (Lemma 2.5.13). Nejdfive diky Hol-
derové nerovnosti a nasi volbou p ziskdme odhad

1
» d

el (| o
O IN dy < v ray) < v ,
[ Tty ([ wuenpan) L <19l
coz okamzité vede k nerovnosti (pfipomenime definici (2.31))
V] gey < |Vl pegay-

S vyuzitim (2.32) tedy ziskdame

2/d
[u(z1) — u(wa)] < Tle — za|" [|Vull o (gay »

neboli

u(ry) —u(x 2\/&
ey 1 (2.39)

sup .
{z1,22€RY: z1#£w} ‘xl _zQ‘

Krok 2: Odhad ||u||co:
Zvolme si libovolné x,y € R%. Pak je dle (2.39)

2v/d
lu(z) — u(y)] < e IVull Lo gay |2 =yl

odkud s uzitim trojthelnikové nerovnosti ziskdme

2V/d
lu(z)| < |u(y )I+TIIVUIILP(W) |z —y|".

Tuto nerovnost zintegrujeme podle y na mnoziné C, := {y : Vi 2ly; — z;| < p} a
vysledkem je

2p“\/a||Vu||L,,([Rd)

[u(z)||C,| < / lu(y)|dy + |G|

P

Integral na pravé strané odhadneme Holderovou nerovnosti tak, abychom dostali
normu u v LP(R?)

QPM\/(?HVU’”LP([Rd)

[w(@)|Col < ICW| "7 N[ull (e, + 1y (2.40)
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odkud (volime napiiklad p = 1)
2v/d

sup [u(z)| < [lull g ey + —— IVull o (gay - (2.41)
zeRd 2

Z nerovnosti (2.39) a (2.41) pak pro u € C§°(R?) plyne
Hu”CO»u([Rd) < C(p7 d) ”uHWl,P([Rd) (242)

a dtkaz je hotov. O

Stejné jako v pfipadé Morreyova lemmatu muzeme vySe uvedeny odhad lokalizo-
vat.

Véta 2.5.16 (Morreyova II). Bud' p € (d,00) a volme p := 1 — %, Potom pro
kazdou u € C*((—2R,2R)?%) plati
lull Lo ((—2r,2R)4 . 2Vd
lellcon o S T g (14 RO =E Jullyo-anamyn - (2:43)

Diikaz. Dukaz je opét snadnou modifikaci pfedchoziho diikazu, zejména volby p v
(2.40), a je pfenechan Gtenafi jako cviGeni. O

Diky hustoté C5°(R?) v WP (R?) plati nerovnost (2.38) i pro u € W7 (R?). Zde
si ale musime dat pozor, nebot v € WP ([Rd) znamend, ze tfida ekvivalentnich
funkci, které se mohou lisit na mnoziné miry nula, patii do WP ([Rd). Proto mu-
sime byt opatrni a pracovat s vhodnym reprezentantem této tiidy a nize uvedeme
disledek predchozich vét.

Dusledek 2.5.17. Bud p € (d,o0). Pak proyp=1— % plati
Whe (RY) — CO*(RY).
Presnéji, pro kazdé uw € WP ([Rd) ezistuje reprezentant u* € CO*(RY), u* € [u],

takovy, Ze
4vd
[ llgo.n ey < u [ullyyrp (gey -

Dikaz. Ponechdvame na rozmyslenou ¢tenéri. O

7Z disledku napiiklad plyne, ze pro u € WP ([Rd), p > d, jsou vsechny body R?
Lebesgueovy body (viz Definici A.3.18) funkce v* a tudiz

uw (z) =1 !

im — u(y) dy.
r=0+ | Br.(2)| JB, (2 () dy

Nyni jiz pfistoupime k ditkazu hlavni véty této casti.
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Diikaz Vety 2.5.8. Protoze Q € C%!, existuje podle Véty 2.4.1 spojity linearni
operator rozsifeni

E:WhP(Q) = WP (RY)
a existuje C' = C(d, Q) tak, ze pro kazdé p € [1, oo] plati

Eu=wu skoro viude v Q [Eully.0®ay < Cllullyog)

a nosi¢ prodlouzené funkce Eu je kompaktni mnozina v R%.

*

Zabyvejme se nejdiive piipadem p € (d, o). Z Disledku 2.5.17 pak plyne (u* :=
11—
p

4vd C(d,Q)
[ llco.nr @y = 1(EW) llco.ur @) < o [ Eullyprrogey < Y [ullyyroq) -

Tvrzeni véty pro p € (d, 00) je pak disledkem této nerovnosti, vnoteni COr (Q) —
C%(Q) pro Q omezenou a o < p* (viz Cviceni A.2.11) a tranzitivnosti spojitého
vnoreni.

Nyni dokonéime dikaz pro p = oo. ProtoZze je ) omezend mnoZina, je zfejmé
W (Q) — WP (Q) pro libovolné p < co. Tudiz z predchoziho plyne, ze
C(d, Q)
gy < S

() — d ”u”WlaP(Q)'
(@ 1-¢

Limitnim pfechodem p — oo pak snadno obdrzime tvrzeni véty. O

Dusledek 2.5.18 (Pokud Q € C%' pak C%'(Q) = W'>°(Q)). Necht Q € C**.
Potom CO1(Q) = Wi (Q).

Dikaz. Jiz vime (viz Dusledek 2.3.2), ze pro kazdou otevienou mnoZinu plati
CoY(Q) — WH(Q). Na druhou stranu, pro lipschitzovské oblasti jsme prave
obdrzeli, ze Wh(Q) — C%1(Q) a tedy pro tyto oblasti nutné plati C%(Q) =
Whee(Q). O

Jedinou ,slabinou® vyse uvedeného postupu je pouziti Rademacherovy véty v di-
kazu véty o rozsifeni. Tuto slabinu nyni odstranime a dokazeme mnohem obecnéjsi
tvrzeni.

Jak jsme jiz zjistili, viz Lemma 2.1.4, slaba derivace sobolevovské funkce sou-
hlasi s klasickou ve skoro v8ech bodech, kde klasickd derivace existuje. Navic (viz
Poznamku 2.3.5) vime, Ze slaba derivace je skuteéné velmi dobrou aproximaci de-
rivace klasické. Nyni tyto dvé tvrzeni zobecnime a ukazeme existenci totalniho
diferencialu skoro vsude pro funkce u € WP (Q) s p > d. Tim zéroveii jako spe-
cidlni tvrzeni dokazeme i Rademacherovu vétu. Pfipomenme, Ze funkce u ma v x
totalni diferencial pokud existuje a € R? tak, ze

o July) — u(@) —a- (y = @)

=0.
yow [z —yl
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Poznamenejme, ze v tomto piipadé je a rovno gradientu u v bodé z v klasickém
smyslu. V tomto oddilu budeme vzdy uvazovat spojitého reprezentanta tiidy [u],
nebot dle Véty 2.5.3 plati WP (Q) — C°(Q).

Véta 2.5.19. Budu € WHP(Q) a p € (d,00]. Potom md funkce u totdlni dife-
rencidl skoro vsude na 2 a klasickd derivace je v bodech, kde totdlni diferencidl
existuje, rovnd derivaci slabé.

Diikaz. Bud nejdiive p € (d,00) a « € Q libovolny. Pfedpoklddejme dale, Ze r > 0
je tak malé, aby By.(z) C Q. Z hustoty hladkych funkci vime, Ze mizeme u
libovolné presné aproximovat pomoci hladkych funkci na B, (x). MiZeme tedy
pouzit Morreyovo lemma II (Lemma 2.5.14) a pro libovolné y € B,(z) a v €
WP (By,(z)) mame odhad'4

Vo) .,
() — v(y)| < C(d,p)le — yl* sup sup/ ISP
2€B,(z) pe(0,) I By(z) PUTITH

Dale muzeme odhadnout vyraz na pravé strané diky Holderové nerovnosti jako

|VU(Z/)| / 1—p—2 / / / !
———=d < C(d)pH Vou(z")IP dz
/| i () [ Fe)

a tedy

=

o) —v(y)| < C(d,p)r' 7 (/B ( )IVU(Z)I" dZ) - (2.44)

V dalsim se omezime na mnozinu Lebesgueovych bodu Vu(x) a |Vu(z)|P, tj na
mnozinu takovych x € Q) pro ktera plati

. 1 PY gy —
Jim /B (V) = Fula)| + Vule) = Vu(z) ) d= =0

Z Véty o Lebesgueovych bodech (viz V&tu A.3.19 a Cviceni A.3.23) plyne, ze vyse
uvedeny vztah plati pro skoro vSechna z € Q. Pro libovolny bod x € €, pro ktery
plati vyse uvedeny vztah, polozme

v(y) = u(y) —u(x) — Vu(z) - (y — x).

Pak ziejmé Vo(y) = Vu(y) — Vu(z) a v € WHP(By,.(x)) pro dostate¢né mald
r > 0. Navic vime, Ze v je spojitd a v(z) = 0. Pro kazdé y € B,.(z) tedy mame

u(y) — u(z) = Vu(z) - (y — 2)| = [v(y)] = [o(y) — v(z)].

14Ptestoze je Morreyovo lemma formulovano pro krychle, lehkym pieskalovanim mtizeme ob-
drzet obdobné tvrzeni i pro koule.
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Volme nyni y € 9B,(z) libovolné (a tedy r = |z — y|) a z nerovnosti (2.44)
dostaneme

u(y) —u(z) = Vu(z) - (y — )| _ |v(z) —v(y)|

|z =yl r

» v
ccvaf )
Ba,(z) r

_ Cpd) ( / . Vu(z) ~ Tul)p dZ)

1 p

==

Uvazujme nyni y — x, a tedy r — 0+ ve vySe uvedené nerovnosti. Protoze uva-
Zujeme pouze takova x, kterd jsou Lebesgueovy body Vu, vidime, Ze

o [10) = (@) = Vu(@) - (y = 2)

yoe |z -yl

p

< C(p,d) lim (1 : |Vu(z) — Vu(z)]P dz) =0.

=0 \ [Bar(2)| /s (0

Funkce v méa tedy klasicky totalni diferencial v bodé x. Navic tento klasicky
totalni diferencidl je roven slabému gradientu Vu(z). Zbyvajici éast tvrzeni pro
p € (d,00) je zfejma.

Krok 2: p = c©
Je-li w € W,2>°(Q), potom ziejmé u € W,-P(Q) pro viechna p < oo a mizeme
proto pouzit prvni ¢ast dikazu. O

2.5.2 Véty o kompaktnim vnofeni

Nyni zesilime tvrzeni predchozi sekce a zcela v souladu s tvodem této kapitoly

dokéazeme prislusnd kompaktni vnoreni pro Sobolevovy prostory funkci definova-

nych na lipschitzovskych oblastech. Navic ukdzeme, ze néktera tvrzeni plati i pro

méné hladké oblasti, specidlné pro oblasti se spojitou hranici. Opét budeme z;rléét’
p

studovat ptipady p < d, p = d a p > d. Pfipomenme nejdfive znaceni p* = i @

wr=1- %. Hlavnim vysledkem této ¢asti pro p < d je nasledujici véta.

Véta 2.5.20 (O kompaktnim vnoieni W1P(Q) pro p < d). Bud Q € C%! a
p € [1,d). Potom pro kaZdé q € [1,p*) plati

WP (Q) —— LYQ).

Pro p > d pak mame nésledujici vysledek.
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Véta 2.5.21 (O kompaktnim vnoteni W1P(Q) pro p > d). Bud Q € C%! a
p € [d,0). Pak pro kaZdé q € [1,00) plati

WP (Q) —— LI(Q).
Pokud je navic p > d, pak pro kaZdé o € [0, u*) plati

WP (Q) s CO¥(Q)
a tedy WHP (Q) < L>(Q).

Jak bylo ukézano v Prikladu 2.5.10, pfedpoklad na lipschitzovskost hranice je
klicovy, jinak nemfizeme dostat (kompaktni) vnofeni do kyZzenych prostori. Na
druhou stranu ten samy priklad indikuje, ze pro oblasti s holderovsky spojitou
hranici preci jenom jisté vylepseni integrovatelnosti lze ocekavat a tedy podobné
i jisty druh kompaktniho vnofeni. Ze tomu tak skuteéné je, pak uvadi nasledujici
véta, kterd bude klicova pro dikaz Véty 2.5.20.

Véta 2.5.22. Bud Q€ C° ap € [1,00). Potom plati
WP (Q) —— LP(Q).

Jako trividlni disledek (rozmyslete podrobné) tak dostavame.
Dusledek 2.5.23. Bud Q2 € C° a p € [1,d). Pak pro vsechna q € [1,p] plati
WP (Q) s LI(Q).

Nyni se budeme vénovat dukazim vysSe uvedenych vét.

Diikaz Veéty 2.5.22. 7 definice plyne, ze W1P(Q) je spojité vnoien do LP(Q). K
dikazu kompaktnosti takového vnoreni ndm tedy staci ukézat, ze mnoziny ome-
zené ve WHP(Q) jsou totdlné omezené v LP(Q2). Necht C* > 0 a A C WHP(Q)
jsou takova, Ze pro kazdé uw € A plati |lul|1, < C*. Nasim cilem je ukézat, Ze
tato mnozina je totalné omezend v LP(2). K tomu pouzijeme ekvivalentni cha-
rakterizaci pomoci Kolmogorovovy véty (Véta A.3.39). Dodefinujme kazdé u € A
nulou vné 2 a ovéfme predpoklady Kolmogorovovy véty. Predpoklad 1., tj. stejnéa
omezenost, je splnén trivialng, nebot ||ul|, < ||ull1,. Predpoklad 3., tj. stejno-
mérny pokles v nekoneénu, je opét splnén trivialng, nebot €2 je omezend mnozina.
Vénujme se tedy ovéreni predpokladu 2., tedy stejné spojitosti v primeéru.

Bud ¢ > 0 libovolné, ale pevné. Definujme dy := 55+ a bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, Ze dy < 1. Pro libovolné h € R? miizeme najit jednotkovy vektor
e € R? takovy, ze h = |hle. V dalsim tedy pro kazdé h budeme uvazovat tento
predpis. Nyni pouZijeme Lemma o souvislosti diferen¢niho podilu a slabé derivace
III (Lemma 2.3.7) a pokud |h| < d¢, ziskdme (pfipomeiime, Ze |e] =1 a |lull1,, <
C*)
I = ull Lo,y = IBIIAM wll 1o 0y, ) < TRV €l 1oy
e (2.45)

< do ||VU||Lp(Q) = 9"
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Proto diky trojahelnikové nerovnosti a vlastnostem posunuti mame (pfipomenme,
Ze vné ) je u dodefinovano nulou)

lrnu = ull e gy < llraw = ullLe(oy,) + Irnw = wlle ooy
| (2.46)
< 5 + 2||U||LP(Q\Q4\M)'

Nyni se soustfedime na odhad druhého ¢lenu, ktery se tykd chovani u hranice.
Ptidrzime se znaceni z Definice 2.2.11. Diky spojitosti hranice 2 mame M kartéz-
skych soufadnych systémt a zobrazeni T, z lokdlniho soufadného systému (7., z;.,)
do (2',z4) a mnoziny

V= {(m;,xrd) eRY 2 e A, ay(z)) < zpg < ap(z]) —I—ﬂ},

kde a, jsou spojité funkce. Diky spojitosti funkci a, existuje ; > 0 takové, ze kdy-
koliv k] < 81 pak Q\ Q) € UM, T0.(V;+). Déle, bud systém {¢,}21" rozdéleni
jednotky z Véty 2.2.15, kde funkce ¢, € C3°(T-(V,)) pro vSechna r = 1,..., M
a a1 € C§R(Q). Polozme u, := ug, (a tedy u = Zﬁf{l u,). Pak zcela jisté
existuje do > 0 takové, Ze pro vSechna |h| < 0y plati supp uar41 N (2 \ Qyypy) = 0.
Navic existuje konstanta C'(2) takové, ze pro vechna r =1,..., M

[urllwso (g, () < CQ)ully < CEQ)CT (2.47)

Z vySe uvedeného navic plyne, Ze posledni ¢len na pravé strané (2.46) miizeme
odhadnout jako

M
lullzr o < 22 Il iocr, v e
r=1
Nakonec si pro libovolé v < 3 ozna¢me nasledujici podmoziny V,*
VL = {(a),2,) €RY 2 € Ay, ar(2)) < 2, < ar(2)) +7}.

Nyni opét vyuzijeme spojitosti a,.. Neni tézké ukazat, ze existuje spojita rostouci
fukce v takova, ze v(0) = 0, a spliiujici navic

M
Q\ Q) C U Tr(VrZ(4|h|))7

r=1

pro kazdé |h| < min(dy, d2). Odtud a pomoci véty o substituci ziskdme

M M
lull 2o @\ < Z:l I|UTHLP(TT(VT+,W(4\M>)) B Z:l ||ﬂr||L’7(V:v(4|h\>)’ (248)
r= r=

kde ﬂT(a?;,xrd) = uT(TT(x’IF’ de))'

Ziejmé tedy staci odhadnout jednotlivé integraly na pravé strané pravé uvedené
nerovnosti. Diky spojitosti hranice 2 mame hustotu hladkych funkci a mizeme
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formalné pokracovat!'®. Pro libovolné, ale pevné r € {1,..., M}, a libovolné z, €

V;© mame (pfipomenime, ze 4, (.., a,(z,. + 3)) = 0) diky Holderové nerovnosti

ar(z)+8 g
/ — (2., 5)ds
x

‘ﬂr(‘r{r’w"'d”p = ds

p aT(:Ei-)+B
< ﬁp_l/ Vi, ()., s)P ds.
a

(@)

Td
Tuto nerovnost nyni zintegrujeme pres Vrt/( Al @ tedy

ikt = [, Nl P e oy

v (4|h +
v(4|hl) 4l

a(@)+y(Alh])  par(@))+6
< prt / / / Vi, (2, s)|P ds da,., da.
Ay Ja(xl) ar(x!)

— B (4h)) /V+ Vi ()P dr,
= tn) [ 9atpas < g @e,

kde jsme pro posledni nerovnost vyuzili (2.47). Dosazenim do (2.46) a (2.48) tak
ziskdme (pfipometime, Ze u je dodefinovand nulou vné )

5 ER, 1
lrpu — UHLP([Rd) < 3 + 287 C* (v(4|h[))>.

Definujme tedy konecné

03 1= 1771 (_51?> > 0.
4 4p gr=1(C*)p
Potom pro kazdé |h| < min(do, d1,d2,d3) plati
lrpu — uHLp(Rd) <e
a dtkaz je hotov. O

Poznamka 2.5.24. Nejobtiznéjsi cdsti dikazu bylo odhadnuti clenu u hranice.
Pokud bychom ale zesilili predpoklady nebo zeslabili tvrzent, dikaz by se vyznamné
zjednodusil. Pokud bychom napriklad wvazovali oblast s lipschitzovskou hranici, pak
bychom z vét o spojitém vnoteni védeli, Ze ||ul; < C pro néjaké g > p, a tedy z
Hélderovy nerovnosti

[l o @veaa ) < Nuallg] 2\ Qapy |7

Vidime, Ze élen na pravé strané mize byt jakkoliv maly v zdvislosti na velikosti |h|.
Obdobngm zpusobem bychom také mohli ,jednoduseji® dokdzat kompaktni vnorent
WLP(Q) < LI(Q) pro Q € C°, kdykoliv1 < q < p.

15Ptesnéji, u, muzeme aproximovat posloupnosti hladkych funkci, pro které dokdzeme ri-
gorozné kyzené odhady, které nicméné po limitnim pfechodu n — oo zustanou v platnosti i
pro puvodni u,.
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Nyni kone¢né pristoupime k diikazim hlavnich vét této sekce.

Dikaz Véty 2.5.20. Bud p < d. Je-li navic ¢ < p, je dikaz snadny, nebotf z
Véty 2.5.22 vime

WP (Q) s LP(Q) — LY(Q) = WP (Q) —— LIUQ).

Zabyvejme se tedy ptipadem q € (p,p*). Protoze Q € C%!, z Véty o spojitém
vnofeni pro p < d (Véta 2.5.1) vime, ze WP (Q) < LP"(Q). Pouzitim Interpolaéni
Holderovy nerovnosti (viz Lemma A.3.14) dostavame pro kazdé u € W1P(()

« 11—« « —o
ull Loy < Nl Zooy Il oy < C0e ) ullToqy luli,®,

kde « € (0, 1) je zvoleno tak, aby % =24 1;—*@. Bud nyni A ¢ W1P(Q) libovolna
omezena uzaviena mnozina. Diky Vété 2.5.22 vime, Ze tato mnozina je kompaktni
v LP(Q) a tedy pro kazdé e > 0 existuje e-sit {u;}¥_, C A, tj. pro kazdé u € A
plati

miin lu —u; ||, <e.

Diky vyse uvedené interpolaci dostavame, Ze
min fJu = uilly < C(p, ) u = willy Ju — will;,;* < C(p, g, 2, A)e.

Vidime tedy, Ze pro dané A a ¢ < p* miZzeme zkonstruovat konecné pokryti libo-
volné malymi koulemi a dikaz je hotov. O

Diikaz Véty 2.5.21. Prvni tvrzeni je ziejmym disledkem Véty 2.5.2 a Véty 2.5.20.
Druhé tvrzeni pak plyne z Véty 2.5.3 a kompaktniho vnofeni mezi prostory hol-
derovsky spojitych funkci (viz Vétu A.2.10). O

2.5.3 Obecna sobolevovska vnoreni

V minulé sekci jsme se zabyvali pouze vnotfenimi prostori W1P(Q). Nyni tato
tvrzeni zobecnime

Véta 2.5.25 (Obecnd sobolevovskd vnoteni). Bud Q € C%', k € N ap € [1,00].
Bud dale j € {0,1,...,k — 1} libovolné. Oznacme
1 k—yj 1
mO::f—i‘7 a je=limg #0 m= —.
p d mo

Potom plati nasledujici:

1. Je-li my > 0, pak

(a) WHEP (Q) — Wim(Q),
(b) pro kazdé my € [1,m) plati WFP () s Wi (Q).
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2. Je-li mg = 0, pak pro kazdé q € [1,00) plati WFP (Q) < W (Q).
3. Je-li mg < 0, definujme p := —dmg a plati
(a) pokud pu € (0,1), pak W*P (Q) < C7*(Q) a pro kazdé a € [0, ;1) mdme
WD (Q) e €I (Q),
(b) pokud pu =1, pak
p#oo: Yael[0,1): WhP(Q) —— C(Q)
p=o0: Wk>(Q)— Ck-11(Q),
(c) pokud p > 1, pak pro kazdé o € [0,1] plati WFP () <> C3*(Q).

Diikaz. Dukaz je zaloZen na matematické indukci a vét o vnoreni pro prostory
WLP(Q). Proto je ponechan ¢tenafi jako lehké cvideni. O

Vyse uvedena véta, jak jiz bylo feceno, je zalozena na matematické indukci a
vysledcich o vnofeni pro WP(€). Tyto vysledky, jak jsme ukézali, jsou presné
a nemohou b§t vylepSeny'®. Proto se miize zdét, Ze vysledky Véty 2.5.25 jsou
optimélni. Obecné tomu tak také je vyjma jediného piipadu W1(€2). V tomto
piipadé miizeme indukci obdrzet vnoreni W1 (Q) — W4(Q). Poznamenejme, Ze
toto vnofeni je skutecné presné a nemuize byt lepsi v fec¢i Sobolevovych prostori.
O prostoru W4(Q) v8ak vime, Ze neni vnofen do prostoru spojitych ba ani ome-
zenych funkci. Na druhou stranu jsme se vSak pii kazdém kroku indukce dopustili
,hepatrné* chyby ,neviditelné* pro Sobolevovy prostory. Vse tedy uvedeme na
pravou miru posledni vétou o sobolevovskych vnofenich.

Véta 2.5.26 (O vnoreni W%(Q)). Bud Q € C%'. Pak Wo1(Q) — C%(Q), kde
C(Q) = {u € C(); sup lu(@)] =: |lulley, @) < oo}

Diikaz. Dukaz je zaloZen na nasledujicim lemmatu, ve kterém je vyse uvedené

vnoreni ukdzano pro pripad kvadrd, a na vlastnostech oblasti s lipschitzovskou

hranici, specidlné na tom, Ze kaZdou takovou oblast mohu (aZ na mnoZzinu miry
nula) napsat jako nejvySe spocetné sjednoceni otevienych kvadri. O

Zbyvéa dokazat vyse zminéné lemma. Ozna¢me d-dimenzionélni kvadr pomoci R,
tedy
R= {1’6 [Rd;ai <wp < bi,i= ].,27...,d}

a d-1-dimenzionalni kvadr jako R’, tedy
R ={zeRi Ve <z <by,i=12...,d-1}.

Potom mutzeme dokazat nasledujici vysledek.

16112 skale Lebesgueovych prostori; pro obecnéjsi prostory funkei jako jsou naptiklad Besovovy

prostory viz napf. Bahouri et al. [2011].
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Lemma 2.5.27. Plati: -
W%(R) — C(R).

Diikaz. Protoze hladké funkce az do hranice jsou husté ve W%!(R), sta¢i dokazat
vnoreni pro tyto funkce. Pouzitim véty o stfedni hodnoté méame

by
el 1y :/ (/ [u(', 2a)| da’) dwa = (ba = aa) | u(a’, )| da’
ad R R’

pro jisté o € (ag4, bq). Potom pro libovolné x4 € (ag,bq)

lu(z’, xq)| < |u(z’,o)| + /E |Dgu(x’, )| dt.
Integraci pfes R’ a poté pfes (aq4, bg) tedy méme
lu(, Oy <llul o)llrry + [ Daull L g
<(ba — aa) " Hullr(ry + [1Daull L1 (r)-
Proto pro x4 jako vyse
[u(, za) lwn-r1(rry < Cllullwn(r),
kde C' zavisi pouze na (bg — a4). Indukei tedy dostaneme
lu( 22,25, Ta) [Wra (@ b)) < Cllullwna(ry-

Véta o stfedni hodnoté ndm proto déva existenci o € (aq,b;) takového, ze

||u(~,m2,x3, ce ,xd)‘lwl,l((al’bl)) = (bl — al)u(a, T2, ... ,xd).
Proto -
lu(z)| < |u(0,x2,...,xd)|+/ D (t, 2, 2a)| dt
<t J
—||u(-, x2, 23, ..., T 1((ay.by
= (b —a1) 2 )W ((a1,61)
+ ||D1u(~,;v2, s 7xd)HW1v1((a1,b1))

S CHUHWn,l(R),

¢imz je dikaz ukoncen. O

2.6 Véty o stopach

Protoze Sobolevovy prostory zavadime kvuli formulaci okrajovych tloh pro par-
cidlni diferencidlni rovnice, musime mit moznost hovofit o hodnotach sobolevov-
skych funkci na hranici oblasti 2. Tento problém je mozné fesit dvojim zptisobem.
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Jednak je moZné pouzit pojmu kapacita mnoziny (tento pfistup je mozno nalézt
napiiklad v Mazja [1985]), ¢astéjsi je ovSem postup zaloZeny na rozsiteni jistého
linearniho operatoru. Tento postup pouzijeme zde.

Jestlize je u € W1P (Q) pro p > d, potom za patfi¢nych predpokladii na hladkost
) existuje reprezentant u* € C(Q) tak, ze u = u* skoro v8ude na 2. Hodnota
na hranici je tudiz dobfe definovana a vime, Ze funkce je omezend (a dokonce
holderovsky spojitd). Proto se v celém oddilu soustfedime pouze na pfipad p < d.

V tomto ptipadé jiz neni jasné, co je hodnota funkce na hranici, nebot d-dimenzio-
naln{ mira hranice je nula. Na druhou stranu vime, ze v W17 (£2) jsou husté funkce
hladké az do hranice (alesponi pro Q € C°), ziZeni funkce u € WP () na 99 mé
tedy smysl pro hustou podmnozinu W1 (). Staci proto studovat, jestli je opera-
tor zzeni funkce u € C*°(Q) na A€ omezeny jako operator z WP () do jistého
prostoru funkci definovaného na hranici. UkdZeme nyni, Ze tomu tak skutecné je.

2.6.1 Plosny integral a prostory L*(0N2)

V celém oddilu budeme, pokud nebude feceno jinak, pracovat pouze s hranici typu
C%! a budeme diisledné pouzivat znadeni z Definice 2.2.11. Déle necht {¢T}fi1 je
rozklad jednotky na jistém okoli 92 odpovidajici ndmi zvolenému pokryti. Nejdiive
si zadefinujeme pojem mnoziny nulové miry.

Definice 2.6.1 (Mnozina nulové miry na 0). Bud A C 0. fekneme, Ze A je
nulové miry pravé tehdy, kdyz pro kazdé r € {1,..., M} plat(

Hz' € A, : Ty(2),a,(2))) € A} = 0.

Podobné jako v pripadé standardni Lebesgueovy miry, budeme v dalsim pouzivat
terminologii skoro vSude na 92, pokud dané tvrzeni plati pro vSechna x € 9Q\ A,
kde A je mnozina nulové miry.

Dale pokracujeme s definici méfitelné funkce.

Definice 2.6.2 (Méfitelné funkce na 9Q). Bud f : 0Q — R. fekneme, Ze funkce f
je méfitelnd pravé tehdy, kdyz pro kazdé r € {1,..., M} plati, Ze foT, je méritelnd
na A, vzhledem k d — 1 rozmérné Lebesqueové mire.

Konecné nyni pristoupime k definici plosného integralu.

Definice 2.6.3 (Integrél [,, dS). Budu : 9Q — R méritelnd. Oznacme u,(x) :=
u(x)o,(x). Potom integrdl pies OQ funkce u je definovdn jako

M
/udS::Z/ (T2, an (@) /I T V(@) P da. (2.49)
09 = Ja,

pokud kaZdy z integrdli na pravé strané existuje a je komecny.
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Poznamka 2.6.4. Poznamenejme, Ze v predchozi definici je kaZdy integrand na
pravé strané (2.49) méfitelnd funkce. Je tomu tak proto, Ze u je méritelnd a tedy
diky hladkosti @, je i u, méritelnd. Navic, protoZe a, jsou lipschitzovske, pak dle
Rademacherovy véty (Véta A.2.12) existuje Va, skoro vsude na A, a navic je
meéritelny.

Vyse zadefinovany plosny integral zavisi na prvni pohled na tom, jakou parametri-
zaci (popis) 92 jsme zvolili. Ze tomu tak ale neni, je uvedeno v nasledujici klicové
vete.

Véta 2.6.5 (Nezavislost plogného integralu na parametrizaci). Bud Q € C%! [i-
bovolnd. Bud {a,1, Arl,Trl}iw:ll a{ar2, AT27TT2}£/I:21 dva libovolné (vyhovujici De-
finici 2.2.11) popisy hranice. Bud ddle {¢,1}2, a {¢r, }22 jim odpovidajici dvé
(libovolné) rozdéleni jednicky. Potom u je méFitelnd vzhledem k proni parame-
trizaci prave tehdy, kdyZ je meritelnd k druhé parametrizaci. Navic pro kaZdou
méritelnou u plati

My

S [ T an @)1 VeGP,
ATl

rl=1

Mo
=Z/uwmeMM1ﬂwmwma
r2=17Ar2

(2.50)

a tedy plosny integral z u mezavisi na volbé parametrizace 2.
Dikaz. Dukaz prvni ¢asti véty o méfitelnosti je pfenechan ¢tenafi. V dal$im se

soustfedime na dtikaz rovnosti (2.50). Protoze {¢,1} a {¢-2} jsou rozdéleni jednicky
v okoli hranice 912, dostavame identitu

M
> [ walTialeln a1+ Vara(ar,) da
Ara

r2=1
Mo
=Y [ Tt a1+ Varalar,)P da,
r2=1 Ara
(2.51)
M2 M1
:ZZ/U%M%%MMMWHWWMWb
ro=1r1=1" Arz
My M,
=Y > [ wndalTaetn a1+ Vaa(ap,) d
r2=1r1=1"Ar2

Nyni se budeme soustfedit na posledni integral. Oznacme si nyni

(09)"7% := 0Q N supp ¢r1 N SUPP Gy

V dal§im budeme uvazovat pouze piipady, kdy (9Q)""? je mnozina nenulové miry

(jinak by byl pfisludny integral v (2.51) identicky roven nule. Pro tyto mnoZiny
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pak zadefinujeme jim prislusné lokalni popisy hranice
A = (1) O™, A2 = {aly € Ayt 2l = an(aly)},
Afy = (T2) O™, AT = {7, € gt 7y = apa(a,) -

Zadefinujme nyni zobrazen{ ¢ : A7} — A”? piedpisem

/

p(72) = ((Tr1) " (Tra (79, ar2(275)))) -

Lze snadno ovéfit, Ze toto zobrazeni je prosté a na (dikaz tohoto tvrzeni je pfene-
chan ¢tenafi). Navic s pomoci tohoto zobrazeni mtZeme pfepsat posledni integrél
v (2.51) jako

/ trbra(Tya (g, ara(@))\/1 + [V (i) [ A2

AT‘Z

- / tr1 (o (9(20), ara (9(2p)) /1 + [Vara ()P das.
JANSS

Na tento integral nyni pouzijeme vétu o substituci. Zbyva nam tedy vyjadrit Ja-
kobian zobrazeni ¢ a zaroven vyjadrit Va,,. Pro jednoduchost dalsiho zapisu de-
finujme nyni dvé pomocné zobrazeni

Er1(@h1) = T (@, 4 (270)), Bra(@h0) 1= Tra((272, ara(272)))

a dvé matice derivaci

(2.52)

Oy, ar1 (274)) O()g, ara()2))

Api(ahy) = T 0w, Ara(279) = oz, ,
tj.
i i <d, 03 i <d,
AP (2h) = Oap(2ly) A (ho) = § darg()s)
o =4, S t=d
a(xrl)j a(‘TTQ)j

Navic, protoze T;1 a To jsou pouze otoceni a posunuti, existuji ortogonalni matice
Q1 a Qo takové, Ze

_ %1 (77)

vrlzrl(x/rl) = ax;l = QTIA’FI(J);l)v
0%, o ().

VeaSia(aly) = 20 _ 400l
Lra

Nyni pouzijeme Sylvestrovo pravidlo pro determinant matice a definici matice
Ao a ziskdme (index T' znadi transponovanou matici a ; zna¢i d-dimenzionalni
jednotkovou matici)

14 |Vygam(2)y)]? = det
= det
= det
= det

Iy 4 Vioara (29)(Viara(z)y)) ")
la1 + (Vezara(25))" Vigara(2),))
(Apa(272)) " Ara(a)5))
(Ar2(279)) " (Qra2)" QraAra(a)s))

o~~~ o~
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kde posledni rovnost plyne z faktu, Ze Q2 je ortogonélni. Nyni za pouziti definice
Y1, Zro a ¢ a diky Fetizkovému pravidlu (které je mozno pouzit, nebot a1 i a9
jsou lipschitzovské funkce) obdrzime identitu
L[V 2,9 (75) [ = det ((Ar2(272)) (Qr2) T QraAra(a75))
(205)) " QroAra(aly))
Vr?zr?(x;a))Tvﬂzﬂ( rz))
((272))) V2 X1 (9(2]2)))
= det (Vi1 Z1 (p(272)) Virop(279)) T Vi Bt (9(272)) Viap () )
= |det V,200(2)) ? det (Vi Zr (o, )))Tvrlxrl@(x/rg)))
= |det Vyap(a)o)|” det (Qr1 A (0(272)) " Qri Ari ((27)))
= |det Vy20(275)[" det (Ar(p(a72))) " Ari ((272)))
= |det Voo (a10)* (1+ [Vinan (p(a)2)) ) -

Tuto identitu nyni pouzijeme v (2.52) a diky vété o substituci ziskame

/ ur1¢r2(Tr2(2rg, ara(272)))y/ 1 + [Vara(275)]? daly,
A

= [ wnbralEn (ol 1 Vo (o(afa) P et Vel
Ara

(2.53)
=/ume%DHMMMW%
Ary

— [ w6 @l an( )1+ Van(el)R dety
Arl

Koneéné pouzitim (2.53) v (2.51) a faktu, Ze ¢, je rozdéleni jednicky, ziskdme

Z/ Upo(Tro ()0, ar2(20.9)))/ 1 + [Vare(2),)]? day

r2=1
2
—ZZ/ummﬂmwwmnmmmwmlww
r2=1rl=1
M,
=3 [ w1+ Vet R ar,
rl=1
coz je kyzena identita (2.50). Dikaz je tim hotov. O

Plosny integral je tak dobfe (a jednoznaéné) definovan a miZeme proto piistoupit
k definici Lebesgueovych prostori na 9€2. Tato definice je v podstaté pfimocaré
zobecnéni prostort LP(€2).
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Definice 2.6.6 (Prostory LP(9R2)). Bud' Q) € C%! a budu funkce definovand skoro
viude na OS). Rekneme, Ze funkce u je prokem LP(9SY), p € [1,00), prdave kdyz

/ |ulP dS < .
[5}9]

Ddle fekneme, Ze funkce u je prvkem L (0Q), prdvé kdyZ

esssup |u(x)] < co.
€N

Na prostorech LP(0S2) budeme naddle uvaZovat ndsledujici normu

([ 1ras)” e,

ulllLeo0) == oQ (2.55)
esssup |u(x)] p = oo.
€N

Obdobné jako v klasickych Lebesgueovych prostorech chapeme prvky v LP(09)
jakozto tfidu ekvivalentnich prvku, tj. fikdme, ze u ~ v, pravé tehdy, kdyz u = v
skoro vSude na 9€2. S touto konvenci pak mizeme dokazat néasledujici vétu.

Véta 2.6.7 (Vlastnosti prostorit LP(9Q)). Bud Q € C%'. Potom je LP(99) s
normou definovanou v (2.55) Banachiv prostor, ktery je separabilni pro p € [1,00)
a reflexivni pro p € (1,00).

Dikaz. Dtkaz se provede obdobné jako pro standardni Lebesgueovy prostory a
lze jej nalézt napt. v Kufner et al. [1977] nebo Necas [1967]. O

Poznamka 2.6.8. Pripomernime, Ze je-li 1 € C%', potom je dle Rademacherovy
vety (Véta A.2.12) funkce a,(-) diferencovatelnd skoro vSude na A, a existuje

konstanta C > 0 takovd, Ze ‘ aa;f

p € [1,00) muZeme misto normy (,é 55) pouzivat ekvivalentni normu

< C < oo skoro vsude na A,. Proto pro

1
P

M
lull o om) = (Z /A (Tl an () dxr) , (2.56)

se kterou se ndm bude lépe pracovat.

Nejenom ze diky lipschitzovskosti hranice mizeme uvazovat pouze vyse uvedenou

normu, nasledujici lemma fika, Ze dalsi ekvivalentni norma muze byt zadefinovana
, « s .y M

bez pomoci rozdéleni jednicky {¢, L.

Lemma 2.6.9. Bud Q € C%', u méritelnd funkce definovand skoro viude na 052,
takovd, Ze je nenulovd pouze na T.(A,) pro néjaké r € {1,..., M} pevné. Necht
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ddle pro jisté p plati, Ze [, |u(T,(x),ar(2))))[" dz) < co. Paku € LP(0Q) a navic
existuje kladnd konstanta C = C(09) takovd, Ze

ooy < € ([, (et @l ot )

T

Dikaz. Dukaz je snadnym dusledkem definice a lze jej nalézt napf. v Kufner et al.
[1977] nebo Necas [1967]. O

2.6.2 Véta o stopach pro W7 ()

Nyni pfistoupime ke stézejnimu vysledku této ¢asti, ktery ndm umozni v teorii
okrajovych tloh pro PDR hovofit o hodnotach sobolevovské funkce na hranici 0S2.

Vé&ta 2.6.10 (O operétoru stop pro W'?(Q) s p € [1,d)). BudQ € C*'. Definujme
linedrni spojity operator stopy T : C*°(2) — C(9N) pomoci

Tu :=uloq
Pro libovolné p € [1,d) oznacme

dp—1p o1 1 p—1
ph= tj.—ﬁ:ffi.
d—p P p pld-1)
Potom existuje jednoznacné rozsirent operdtoru T takové, Ze je linedrnim zobraze-
nim

T:Wh?(Q) — LY(09)

a je omezené (a tedy spojité) pro viechna q € [1, pt].

Diikaz. Krok 1: Redukce na hladké funkce:
Predpokladdejme, ze ukédzeme platnost nasledujiciho tvrzeni

Vv €C®(Q): HTU”Lq(aQ) < C(q,09) ||UHW1~P(Q) : (2.57)

Poznamenejme, ze pro hladké funkce je operator Tv dobte definovan. Potom diky
Véteé 2.2.15 vime, Ze pro kazdé u € WP (Q) existuje posloupnost {u,},., C
C>=(Q2) takova, ze u, — u v WP (Q). Diky operatoru T a diky vztahu (2.57) je
pak posloupnost {Tu,}, -, cauchyovskd i v L%(92). Z uplnosti prostoru L%(9)
(viz Vé&tu 2.6.7) pak plyne existence limitniho prvku posloupnosti {Tu,} -, v
L9(09Q). Mizeme tedy zadefinovat

Tu := lim Tu,.
n—roo
Ziejmé plati, Ze definice je nezavisld na vybéru aproximujici posloupnosti (dikaz
tohoto tvrzeni je pfenechén ¢tenari) a tedy operator 7' mé vSechny pozadované
vlastnosti. Zbyva tedy se zabyvat platnosti (2.57). Navic, diky tomu, ze d — 1
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dimenzionélni mira hranice 2 je kone¢nd, diky Holderové nerovnosti plati, Ze pro
kazdé ¢ € [1,pf] mame vl a0y < C(p*,09) 0]l 0t (5g)- Namisto (2.57) staci
tedy ovérit pouze

Vv € C®(Q) : 10l Lot 90y < C ol () - (2.58)
Krok 2: Lokalizace a rozklad jednotky:
Piidrzme se opét znaceni v Definici 2.2.11 a bud {¢,}, € C5°(T(V;.)) rozklad

jednotky na jistém okoli 9. Ozna¢me u, := u¢, a pak tedy suppu, C T,.(V;.).
Predpokladejme nyni, ze plati

(/ (T (2 () dx;)”p”

<C/ /(:::Hﬁ |Vx,rur( (@) + Jun (T (xr))|p)dx dz,,.

(2.59)

Potom pouzitim ekvivalence norem (viz (2.56)) a standardni véty o substituci
(pfipometime, Ze T,. jsou ortogonalni transformace) dostdvame

M M
||U||L,,u 6Q) < CZ H“THLM ) < CZ ”ur © TT”WLP(VT)

M
= CZ ||Ur||W1,p(TT(VT)) <cC HUHWLP(Q) ’

r=1

kde jsme v posledni nerovnosti vyuzili faktu, ze ¢, jsou hladké funkce. Zbyva tedy
ovetit platnost (2.59) pro hladké funkce.

Krok 3: Diikaz nerovnosti (2.59):

Bez ujmy na obecnosti pfedpokladejme, Zze T, je identické zobrazeni (pokud by
tomu tak nebylo, sta¢i pouze uvazovat korespondujici pootoceni soufadnic) a tedy,
ze T,(VF) =V+. Bud p > 1 au € C®(Q). Z definice u, (QST mé kompaktni nosié
ve V,.) vyplyva, Ze pro kazdé =’ € A, plati u,.(z.,a.(x.) + 8) = 0. Uvazujme
nejdiive pifpad p > 1 a tedy i p* > 1. Diky hladkosti u, ihned dostédvame, Ze
|ur|pu € C1(V;7). Pokud tedy oznaéime

(@) = Jun(2, a(2))| T,

dostaneme

,U(:I;/) = |'U/r(x/ a(xl)”% - |ur(x’,a(x/) + 6)|ddp:p

a(z")+8 9 dp—p
_/a(z/) ds <|u7 (@ )= ) ds.

Pfimocarym vypoctem tak ihned dostavame

a(z’)+8 a(p—1)
v(z') < p? /( : [V, (2, 8)| |ur (2, )| 4 ds.
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Tuto nerovnost zintegrujeme pres A, a diky Holderovy nerovnosti (Véta A.3.11)
ziskame

a(z')+8
/ [v(z")] da’ <p/ / [V (2', 8)| |ur-(2', 5)| = dsda’
(')

d(p—
=1 [ V@@ do < 5 [Tl el

d(p—1)
P
p (V+)

Protoze V& € C%! (diikaz této vlastnosti pfenechavame ¢tenafi jako cviceni),
miZeme pouzit Vétu o spojitém vnorfeni p < d (Véta 2.5.1) a odhadnout posledni
¢len pomoci WP-normy. Celkem tedy dostavime

il n,y < O D) Nl (2.60)

kde konstanta C(d, p) zlstava omezend pokud p — 1. Limitnim pfechodem tedy
ziskdme platnost (2.60) i pro p = 1. Nerovnost (2.59) zfejmé plyne pfimo z (2.60)
a dikaz je hotov. O

V ptipadé p > d je situace mnohem jednodussi a plati nasledujici tvrzeni.

Véta 2.6.11 (O operatoru stop pro WHP(Q) pro p > d). Bud Q € C% a T
operdtor stop definovany ve Vété 2.6.10. Potom pro kazdé q € [1,00) je T spojity
z Wha(Q) do LI(0R). Navic pro kazdé p € (d, 0] a q € [1,00] je T spojity z
Whd (Q) do LI(09).

Dikaz. Situace p = d je analogickd situaci ve Vété 2.5.2, dikaz proto pfenecha-
vame Ctenari jako uzitecné cviceni.

Pro p > d vime diky Vété 2.5.3, ze WP (Q) je spojité vnoien do C°(Q) a dikaz
je tudiz trividlni a plyne primo z Holderovy nerovnosti. O

Nyni zesilime vétu o stopach a ukadzeme, ze vyjma pfipadu p = 1 je operator stop
kompaktni operator do jistych Lebesgueovych prostori.

Véta 2.6.12 (O kompaktnosti operatoru stop). Bud 2 € C%! a T operdtor stop
definovany ve Véte 2.6.10.

Je-li p € (1,d), pak je T kompaktni operdtor z WP () do L1(9Q) pro kazdé
q € [1,pF).

Je-li p > d, pak je T kompaktni z WP (Q) do LI(9) pro kazdé q € [1,00].

Pro kazdé q € [1,00) je operdtor T kompaktni z W1 (Q) do L1(0S).

Diikaz. Pro p > d mame z Véty 2.5.3 kompaktni vnoteni W17 () do C°() a
dikaz je tudiz trividlni. V dal$im se tedy budeme vénovat pfipadu p < d.

Nejdfive si dokdzeme obdobu nerovnosti z tfetiho kroku dikazu Véty 2.6.10 a to
nasledujici interpola¢ni nerovnost

1 1—1
||“HL<1(39) < C(g, Q) H“”[L/]Vl,q(ag) ”u”Lq(qQ) (2.61)
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platnou pro kazdé g € [1,00). PouZijeme strukturu dikazu Véty 2.6.10 a pozmé-
nime pouze nerovnost (2.59). Pro jednoduchost budeme v dal$im vynechévat index
r a opét vSe redukujem pouze na piipad, kdy 7;. je identita.

)+5
/|ua: a(z)|* da’ < // \ux s)|* dsda’
(ﬂ?’

< q/ / |Vu(x',s)| |u(17’,5)|¢k1 dsdz’
A Ja(z')

—q /V V(@) [u@)|" " do < | Vull gyl

Pozadovanou nerovnost pro €2 pak dostaneme pouzitim kroki jedna a dva z diikazu
Véty o stopach (Véta 2.6.10).

Bud nyni A ¢ WH?(Q) libovoln4d omezend mnozina. Nasim cilem je ukizat,
T(A) je totdlné omezend mnozina ve vhodném prostoru L(0€2). Ozna¢me C* :=
sup,eca ||ull1,p- Diky vété o spojitém vnoreni (Véta 2.5.1) mizeme najit C** <
oo takové, ze pro kazdé u € A a kazdé ¢ € [1,p*] plati |lul|, < C**. Nyni jiz
pristoupime ke konstrukci e-sité. Bud tedy € > 0 pevné. Z Véty o kompaktnim
vnofeni (Véta 2.5.20) vime, Ze pro libovolné 6 > 0 mlZzeme najit kone¢nou §-sit
{u;}%_, € A v prostoru LP(f2), ktera pokryvd A. Volme nyni

N<
@

§ =71 (C(p,Q)(2C%)7) 77,

Bud nyni u € A libovolny a u; takovy, Ze ||u—u;||, < d. Pouzitim nerovnosti (2.61)
dostaneme

5 1-1
Hu - uiHLp(aQ) <C(p,Q)|lu-— ui”{/)vl,p(ag) Hu - Ui”[,p(pg)

< C(p,Q)(2C*)76' 7 =

a tedy {Tu;}%_, tvoii e-sit v LP(0Q) a dikaz je timto hotov pro ¢ = p. Pifmym
dtsledkem spojitého vnofeteni LP(9Q) — L4(9Q) pro g € [1,p] je pak platnost
véty pro ¢ € [1,p].

Vénujme se nyni ptipadu ¢ € (p, p*). Obdobné jako nerovnost (A.3.14) miize byt
dokézana interpolac¢ni nerovnost

1 a 1—«a

|4 < ||ul|5, ul|, , kde - =—+ ,
|| ||L (69) || HL (89) H ||L ﬁ(aQ) q p pﬁ

jejiz dtikaz pfenechdvéame ¢tenéfi jako cvideni. Kombinaci této nerovnosti a (2.61)
ziskdme

1 11 \“
= oy < (COD = o e =l ) =l

< (C(p, Q)(QC’*)%(S“%)Q (20**)t =
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Ziejmé tedy vhodnou volbou ¢ v zavislosti na & mizeme sestrojit e-sit v LI(09),
¢imz je dikaz hotov pro vSechna p # d. Nicméné v piipadé p = d postupujeme
analogicky, pouze misto Véty 2.6.10 pouzijeme Vétu 2.6.11. O

V sekci o spojitych a kompaktnich vnofeni jsme vidéli, ze predpoklady na lipschi-
tzovskost hranice lze v jistych situacich zeslabit za cenu ziskani ,neoptiméalnich®
vysledkt. Nasledujici priklad vsak fika, ze jakékoliv oslabeni predpokladt na hra-
nice muze vést k nesmysluplné definici operatoru stop.

Piiklad 2.6.13. Uvazujme oblast Q C R? takovou, Ze ¢dst jeji hranice je tvorena
krivkou (srovnejte s Prikladem 2.5.10)

‘y| = xlt? T € [07 1]7 B> L.

V Prikladu 2.5.10 jsme ukdzali, Ze je-li zbytek hranice oblasti hladky, pak funkce
u(z,y) =z~ patii do WH2(Q) pokud je a < H4=2 = L1,

Spocteme-li integrdl pres hranici, dostanemel”

a<lse |u| dS < 0.
219

Pro p > 3 tudi? existuji funkce z W12 (Q), které nepari do Zddného L(0S)) pro
libovolné q > 1. Je tedy vidét, Ze podminku Q € C%' nelze rozumné zeslabit.

Nabizi se otazka, zda je prostor v (09) oborem hodnot operatoru stop (je-li
p € [1,d)). Tato otazka je velice diilezita v souvislosti s problematikou okrajovych
uloh pro parcialni diferencidlni rovncice. Odpovéd je zdpornd. Plati pouze, Zze obor
hodnot operatoru stop je husty v v (09). Pro pfesnou chrakterizaci oboru hodnot
je nutné uvazovat prostory s neceloc¢iselnou derivaci a této problematice se budeme
vice vénovat v Sekci 2.8.1.

2.6.3 Charakterizace W,”(Q) a integrace per partes

Véta o stopach mé mnoho dtlezitych disledkti. Nejenom, Ze ndm umoziiuje ho-
vorit o hodnotach na hranici €2 pro sobolevovské funkce, ale umoznuje nam napf.
zobecnit klasickou vétu o integraci per partes a presné charakterizovat prostor
WO1 P(Q). Vénujme se nejdiive integraci per partes, ktera se standardné formuluje
pro po ¢astech hladkou 2 a pro funkce majici spojité derivace az do hranice. Ve
Véte 2.1.21 jsme ukézali, ze predpoklad na spojitost prvnich derivaci mtze byt
oslaben, pokud uvazujeme funkce z VVO1 "P(Q). Tento vysledek nyni zobecnime pro
obecné sobolevovské funkce a pro oblasti s lipschitzovskou hranici.

1
17"Musime uvaZovat popis hranice = = |y|#, y € [—1,1] a tudiZ pocitame

1 _a 1 1_4q 2
/ [yl #q/1+( =lyl# dy,
-1 14

coz dava vysledek uvedeny vyse.
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Véta 2.6.14 (o integraci per partes II). Bud Q € C%'. Potom eristuje vnéjsi
normdla v skoro vsude na Q. Bud ddle p,q € [1, 0] takové, Ze je splnéna jedna z
ndsledugicich podminek:

1) pe[l,d) aqe[l,d) spliujici % —|—%
2) p=daqg>1(resp.g=dap>1),
3)p>daqg>1 (resp.qg>d,p>1).

Potom pro kazdé u € WP (Q) av € Wh1(Q) plati

u Ov dz :/ uoy; dS—/ auvdav. (2.62)
o Ox; o0 o Oz

Dikaz. Existence normaly skoro vSude na ) je pfenechdn étenaii (lze jej nalézt
napi. v Necas [1967].

Dale se budeme vénovat druhé ¢asti véty. Dukaz provedeme ponékud forméalné,
vynechdme totiz rozklad jednotky. Formule Greenovy véty (2.62) plati, je-li 0Q
po ¢astech hladkd a u,v € C*°(Q). Protoze kazdou lipschitzovskou oblast mtizeme
zevnitt aproximovat hladkymi oblastmi (viz Necas [1962]), je mozné ukazat, ze

formule (2.62) plati i v pifpads Q € C%, u,v € C=(Q).

Necht jsou nyni u a v sobolevovské funkce, tak jako ve znéni lemmatu. Potom

existuji posloupnosti hladkych funkei {u,} >~ ,{vn}oe; € C®(Q), které aproxi-
muji funkce w a v v [|*|lyy10(q) TeSP. [||lyyr1.4(q) normé. Ziejmé tedy plati
0 0
/ Uy, Un gy = / Up Uy S —/ Un vy, dx (2.63)
o Oz a0 o 0z

a staci ukéazat, ze za danych pfedpokladi miizeme provést limitni pfechod v prave
uvedené rovnosti. Zabyvejme se prvni variantou podminek, tj. p € [1,d), ¢ € [1,d),
ovéreni zbyvajicich dvou variant ponechavame ¢tenafi jako cviceni.

Uvazujme nejprve integral na levé strané vztahu (2.63). Ten bude pro n — oo

konvergovat k [, u 2% dz, jestlize
d—p 1

— 4+ -<1
dp tysh
d+1

coZ po tpravé dava podminku % + é < 1 ze znéni lemmatu.

i

bS]

Analogicky postupujeme pro objemovy integral na pravé strané (2.63). Uvazujme
nyni plo$ny integral. Zde pozadujeme (viz. Vétu 2.6.10)
d— d—
p + q <1
dp—p dg—q

coZ po upraveé dava podminku d (% + %) < d+ 1, které je zfejmé diky predchozi
podmince 1% + % < ‘%1 splnéna automaticky.
O
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Dalsim stézejnim dusledkem véty o stopach je charakterizace prostori WO1 P(Q).
Véta 2.6.15 (Charakterizace W, *(Q)). Bud Q € C%'. Potom

Wol’p(Q) = {u e WhP(Q); Tu = 0 skoro viude na 89} .

Diikaz. Nejdiive ukédzeme inkluzi ,C“. Bud u € WO1 "P(Q) libovolnd. Podle definice
prostoru W, *(Q) existuje posloupnost {u,}>>, C C5°(Q) takova, Ze u, — u ve
WP (Q). Ziejmé Tu, = 0 a za spojitosti operatoru stop pak plyne i Tu = 0 a
tedy Wy?(Q) C {u € W' (Q); Tu = 0 skoro viude na 9Q}.

V druhém kroku se zaméfime na obtiznéjsi inluzi ,D%, tj., pro danou funkci
u € WyP(2), musime najit posloupnost funkei {u”}52, C C*(2) takovou, e
[lu™ — ulj1,p — 0 pro n — oco. Nejdfive pouzijeme rozklad jednotky pomoci funkei
{& i\/[;[l a vidime, ze stac¢i uvazovat pouze funkce u, := ug,. Pro funkci upsq1
je situace zfejma a stac¢i uvazovat pouze standardni zhlazeni pomoci konvoluce.
Vénujme se nyni pripadu » = 1,..., M. Pro jednoduchost v dalsim vynechame in-
dex r a navic nebudeme uvazovat pfechod mezi jednotlivymi soufadnymi systémy.
Pripomenme znaceni z Definice 2.2.11

Vi={zeRY |z <ai=1,...,d—1,a(2)) <z4 <a(z')+B}.

Stac¢i tedy ukazat, ze pokud u € WP (V1) spliujici Tu = 0 na A a suppu N
{0V T\ A} = 0, potom existuje posloupnost {u,},., C C(V*) takova, ze u, —
uve Whe (V).

Funkci u nejdiive rozsifime nulou vné VT, tj. definujeme

(e mg) = u(@' zq) (2 zq) €VT
T 0 (2',2q) €V,

V dal$im kroku ukiZeme, Ze tato funkce pak patii do prostoru W1 (V) a jeji
slaba derivace je

Vie! 1) = Vu(z',zq) (2/,24) €VT
e 0 (2/,2q)€V™.

Pro dtikaz platnosti tohoto tvrzeni nyni pouzijeme Vétu o integraci per partes II
(Véta 2.6.14). Pro libovolné ¢ € C3° (V) mame

/116%0 dx:/ uﬁsﬁ de = — augpdx—&—/wpmds
v axl v+ 8%1 v+ 89@ A

ou 01
v+ 8331 L /V 8:52 P ez,

kde jsme vyuzili pfdedpokladu v = 0 na 9V .

Takto rozsifenou funkci nyni vhodnym zptsobem zhladime. Budeme postupo-
vat velice podobnym zptsobem jako v dikazu Véty 2.2.15, jen namisto vysunuti
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funkce u ,vné* Q, budeme uavazovat zasunuti ,dovnit“. Definujme 4" (2’ z4) :=
a(z',zq — 1). Funkce 4" patii pro dostatetné velké n do WP (V1) a navic
suppU, C VT. Déle je lim,_, ||a" —uHWl,p(Vﬂ = 0. Nyni sta¢i zadefinovat
funkce u™ = 1y, xu", kde np,, je regularizitor a h, je vhodné zvolené ¢islo mensi
nez + tak, aby u" € Cg°(V). Diky vlastnostem regulaizatoru (Véta A.3.32) neni

tézké oveiit, ze u™ — u ve WHP (V1) &imz je ditkaz hotov. O

2.7 Poincarého nerovnosti a ekvivalentni normy

V tomto oddilu ukézeme, ze v nékterych pripadech je mozno misto standardni
normy na W*? (Q) uvazovat i jiné funkcionaly, které definuji ekvivalentni normy
na WP (Q). Tyto ekvivalentni normy budou hrat diilezitou tilohu v teorii PDR,
pokud budeme predepisovat hondotu funkce na hranici, popf. jeji ¢asti. Zacneme
jednim obecnym lemmatem.

Lemma 2.7.1. Bud Q € C°, k € N a p € [1,00). Oznac¢me symbolem Py poly-
nomy stupné nejvyse k. Necht {fi}ézl jsou spojité omezené funkciondly (ne nutné
linedrni) nad WP (Q) spliujici pro kazdé u € Py,

l
Z |fi(u)]=0 < u=0 skoro vSude na <.
i=1

Necht ddle pro kazdé uw € WP (Q), \€ R ai=1,...,1 plati
|fi(u)| < [A[]fi(w)]-

Potom existuji kladné konstanty ¢, a co takové, Ze pro kazdé u € WLP (Q) plati

P

l
e l[ullwrniy < | D ID%ul oy + D 1L@I ] <callullyrsy - (2:64)
|| =k =1

Dikaz. Druhé nerovnost v (2.64) je trividlni, zabyvejme se proto prvni nerovnosti.
Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme tedy, Ze existuje posloupnost funkci

{0,122, C Wk (Q) takova, 7e plati
1
P ~
- ST [@nllwer @)
|a|=k i=1
Ziejmé U, # 0 muZeme tedy definovat w, := 4,/ ||&n||wk,p(m a po vydéleni vyse

uvedené nerovnosti vyrazem ||@y, i % a pouzitim predpokladu na f; ziskame
Wk (Q)

p

l
o 1
S0 1Dl gy + S0 Uil | < (2.65)
=1

lal=k
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a navic [lun |y rp(q) = 1. Protoze je posloupnost {u,}32, omezend ve Whr(Q),
miizeme diky kompaktnimu vnoteni WP (Q) —— WF=LP (Q) (Véta 2.5.22) vy-
brat podposloupnost (kterou nebudeme pfeznacovat) a najit u € W*=1P(Q) tak,
7e un, — u ve WF=1P(Q). Navic z (2.65) ihned plyne, 7e pro |a| = k je D%u,, — 0
v LP(2). Nutné tedy musi platit, ze u,, — u i ve W*P(Q).

Diky silné konvergenci tedy pro limitni fukci u plati, Ze ||uHWk,p(Q) =laD%=0
pro kazdé |a| = k. Pouzitim Lemma 2.2.3 a jednouduché indukce neni t&zké, ze
nutnd u € Pj,_;. Diky spojitosti funkcionéla f; je také 22:1 |fi(w)]” = 0 a protoze
jeu € Py_1, jeiu=0,coz je spor s Hu||Wk,p(Q) =1 O

Poznamka 2.7.2. Funkciondly spliiujici predpoklady Lemma 2.7.1 vidy existuji,
staci napriklad vzit

falu) = / au(@)dr, o] < k-1,

popripadé

fa = D%(z)dz, |a|<k-1,
Qr

kde Q* je libovolnd neprdzdnd podoblast €.

NP4

Lemma 2.7.1 m4 celou fadu riznych aplikaci. Uvedme alespon ty nejdtlezitéjsi.

Véta 2.7.3 (o ekvivalentnich norméach na W?(Q)). Bud'Q € C%'. Necht Q* C Q
takovd, Ze |Q¥|g > 0 a T' C 0N takovd, Ze |I'|4—1 > 0. Bud ddle p € [1,00) a
a;, 1 = 1,...,4, nezdpornd ¢isla takovd, Ze Zle a; > 0. Potom existuji kladné
konstanty c1 a co takové, Ze pro kazdou u € WLP (Q) plati

p
/udS
r

€1 ||U||W1m(sz)

< (190l o [P as+ o
T

<c ||U||W1m(Q) :

1
P)p

Diikaz. Oznacme fy(u) = ([ [ul? dS) =1/ = (fo |l dx)
a fa(u) = | fQ* udx| Vsechny tTi funk(:lonaly jsou zfejmé homogenm (ve smyslu
uvedeném v Lemma 2.7.1), omezené a spojité na W1? (Q) (zde pouzivame vétu o
stopéch a piedpoklad 2 € C%!). Pouzijeme Lemma 2.7.1 a staci ukézat, Ze pokud
u = konst., pak je pro libovolné ¢ € {1,...,4}

/ uwdx
Q*

+ ag/ |ulP da + ay
Q*

filu) =0 & u=0.

Tato ekvivalence je ale zfejma. O
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Poznamenejme, ze na rozdil od Lemma 2.7.1 predpokladame ve Vété 2.7.3 oblast
s lipschitovskou hranici. To je dano tim, Ze hovoiime o hodnotach funkce w na
hranici a pouzivdme vétu o stopach (Véta 2.6.10). Pokud bychom ale ve vySe
uvedeném lemma neuvazovali integrali pfes ¢ast hranice, vystacili bychom pouze
s predpokladem na spojitost hranice.

Neékteré nerovnosti (ekvivalentn{ normy) maji svd zavedend pojmenovani a nize
uvedeme jejich kratky seznam.
Poznamka 2.7.4 (vyzna¢né nerovnosti). Bud Q € C%'. Pouzitim Véty 2.7.8
mmauZeme lehce ziskat ndsledujici nerovnosti:
;
1) Nerovnost c1 [[ullyyp(q) < (||Vu||’£p(9) + Ji luf? dS) " se nazjvd Poincaré-
P
ho-Fridrichsova nerovnost. Ziejmé lze misto [ [u[P dS brdt i ([ |u[?7dS)“,

kde q € [1,‘3’:;] prop € [1,d) aq€[l,00) prop > d.

1
2) Nerovnost cy |[ully1q) < (||Vu|\ip(m + /o udx|p> " se nazjvd Poincarého
nerovnost. Jeji zobecnéni pro WP (Q) je uvedeno nize.

P

3) Misto [, |u|P dz lze wvazovat i ([, |u|?dz)?, kde q € [1, ddTpp] prop € [1,d)
aq€[l,00) prop >d.
Nakonec jesté zminime nékteré dilezité nerovnosti pro Sobolevovy prostory vyssich
radu.
Véta 2.7.5 (o ekvivalentin norméch na W*?(Q)). Bud'Q € C°, Q* C Q takovd, Ze

|Q*|g >0, p€[l,00) ak €N. Bud ay a ag nezapornd isla spliujict ay + ag > 0.
Potom existuji kladné konstanty ci a co takové, Ze pro kazdou u € WP (Q) plati

€1 ||UHW’W(Q)

1
P p\”
< Z ID%ul[p () + 01 (/ u|dx> + o Z / D%udx
|a|=k @ la|<k—1'"%
< e ||U||Wk,p(Q) .
Duikaz. Dtikaz je prenechan ¢tendii jako cviceni. O

Ve vysSe uvedené vété jsme neuvazovali integraly pies hranici. To mélo dva du-
vody. Vyse uvedeny vysledek plati i pro oblasti se spojitou hranici, protoze je
zaloZen pouze na kompaktnim vnofeni a nepotfebujeme tedy pouzit vétu o sto-
pach a lipschitzovskost hranice. Za druhé, na rozdil od Véty 2.7.3, pro Sobolevovy
prostory vyssich fadd nestaci kontrolovat pouze integral pres ¢ast hranice, ale mu-
sime pfedpokléddat i jisté kvalitativni predpoklady na cast hranice. Vse budeme
ilustrovat na ptipadu prostoru W27 () a obecny piipad pienechdme na rozmysleni
¢tenari.
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Véta 2.7.6. BudQ € C%' ap € [l,00). Bud T C 0Q takovd, Ze I neni nadrovina
a spliiuge |T'|4—1 > 0. Potom existuji kladné konstanty c1 a co takové, Ze pro kaZdou
u € WP (Q) plati

P

et lullaniy < | S5 1Dl 0 + / P dS | < ez llull e

lal=2

Protoze 02 nemize byt nadrovina, vyse uvedend nerovnost plati vidy pro I' = 0€2.

Diikaz. Diky Lemma 2.7.1 staci ovéfit, Zze pokud v € Py a [i [ulP dS = 0, potom
u = 0. Bud tedy u linedrni a u = 0 skoro vSude na I'. To ale miiZe nastat pouze v
pripadé, kdyz je I nadrovina. Tento pripad je ale diky predpokladim vyloucen. [

A7 dosud jsem fesili pfipady ekvivalentnich norem. Vidéli jsme, jak je dilezité
vyloucit moznost, Ze funkce u je nenulovy polynom (k — 1)~tého ¥adu. Ne vzdy je
to v teorii PDR mozné, jako je tomu napiiklad ve formulaci Neumannovy okrajové
ulohy. Proto zavedeme podprostory Sobolevovych funkci, které jsou ekvivalentni
az na polynomy jistého radu.
Definice 2.7.7 (faktorprostor W*? (Q) /P). Bud Q C R%, k € N and p € [1, o0].
Bud P C Py_1 podprostor polynomi (k — 1)—tého vddu. Oznacme WP (Q) /P
faktorprostor, tj. Tekneme, Ze pro ui,us € WFP(Q), plati uy ~ uy prdve tehdy,
kdyz u; — us € P. Tento prostor opatrime normou

HUHW’W’(Q)/P = ﬁewk,lpl}sfz):ﬁw ||U||Wk,p(sz) :
Tento prostor je ziejmé Banachtiv, pro p € [1,00) separabilni a pro p € (1,00)
reflexivni. Dukaz tohoto tvrzeni je prenechan ¢tenafi stejé jako dikaz néasledujici
vety.

Véta 2.7.8 (Poincarého nerovnost pro faktorprostory). Bud Q € C° a k € N.
Potom ezistuji kladné konstanty c; a co takové, Ze pro kazdou u € W*P(Q) plati

P

allillwrr@yp, < [ D 1Dl | < callillwrryp,-
la|=k

2.8 Nékteré dalsi vlastnosti funkci ze Sobolevo-
vych prostori

2.8.1 Prostory s necelociselnou derivaci, obor hodnot ope-
ratoru stop a inverzni véta o stopach

Jako analogie zde mohou slouzit hélderovsky spojité funkce, které mohou predsta-
vovat spojité funkce, které maji necelociselnou derivaci.
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UvaZujme nejdiive Q C R%.

Definice 2.8.1. (Sobolevovy prostory s neceloéiselnou derivaci)
Bud's € RY, p € [1,00). Necht [s] je celd ¢ast s. Potom W*P (Q) je podprostor
vsech funkei z WP (Q) (WOP (Q) = LP(Q)), které spliuji

4l _ | D*u(x) — Du(y)|”
Va,|a| = [s] 1 In(u) = /Q Tz — e dzxdy < 0.

Oznacme ddle

=

Hu||W>’yP(Q): ||u||W[S]vP(Q)+ Z I, (u)

= [s]

Potom plati
Véta 2.8.2. Prostor W*? (Q) je Banachiv prostor s normou |||y .., Tento
prostor je separabilni pro p € [1,00) a reflexivni pro p € (1,00).
Diikaz. viz. napt. Kufner et al. [1977] O
Poznadmka 2.8.3. Nechtp € [1,00) a 0 < s < 8 < 1. Potom

COP s WeP(Q),

nebot

|u(z) — u(y)[”
dxd
/Q o |-y Y
Hog // |x—y|d+ dxdy<l( (Hoﬂ( )) .

Dalsi vlastnosti téchto prostori je mozné nalézt ve specializovanych monografiich.
Nas spise zajimaji analogické prostory na 0f2.

Definice 2.8.4. (prostory WP (02))
Bud s € RT, p € [1,00), Q € ClIY. Oznaéme pror = 1,..., M funkce v,(z)) =
uyp o Ty (. ar( ')). Potom W*P (9Q) je podprostor Usech funkcz z LP(09), které
splnugi

Vre{l,...,M}: v, e WSP (A,).

Oznac¢me ddle'8 )
P

llullys.n (09) (Z ||UTHWsp A ))

18 Pripominame, ze A, C R4~L,
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Analogicky jako vySe plati (viz. napf. Kufner et al. [1977])
Véta 2.8.5. Prostor W*? (0%) je Banachiv prostor s normou |||y« oq)- Tento

prostor je separabilni pro p € [1,00) a reflexivnd pro p € (1,00).

Ukazuje se, Ze prostory Wi (09), p € (1,00) jsou piesné prostory charakteri-
zujici obor hodnot operatoru stop. Plati totiz

Véta 2.8.6 (inverzni véta o stopach). Bud 2 € C%', p € (1,00). Potom eristuje
jednoznacné definované spojit€ linedrni zobrazeni

T: WP (Q) — W' (09)),

takové, Ze
VueC™®(Q): Tu=ulsq -

Bud Q € C%1, p € (1,00). Potom existuje spojité linedrni zobrazeni
PW'5? (90Q) - WP (Q),

takové, Ze pro v = Pu plati uw = Twv.

Dikaz. Cely dikaz je ponékud technicky a je ho mozné naléz napt. v Kufner et al.
[1977] nebo Necas [1967]. O

Poznamenejme, ze dikaz prvni ¢asti pravé zminéné véty je zalozen na Hardyho nerovnosti, ktera
je dilezita i v aplikacich v parcidlnich diferencialnich rovnicich. Uvedme zde nékolik jejich forem.
Podrobnéjsi informace miize ¢tenar nalézt v knize Kufner and Opic [1990].

Véta 2.8.7. (Hardy)
Bud a,b € R, a < b, u € L?((a,b)), p € (1,00). Pak plati

/( /Iu |dy) d:c<( )/hw‘pdz
[ (G [ i) as< (S20) Mo

o P P proo
/ u(t) [P —Pdt < (7) / lu(t)Pedt,
0 le—p+1] 0

kde merovnost plati proe >p—1 pro u(co) =0 ae <p—1 pro u(0) =0.
Bud'u € W&’P(Q), p € (1,00) a oznaéme d(z) = dist(z, Q). Potom

dale

/ ‘E‘pdx < C/ |VulPdz. (2.66)
Qld Q

7Z hlediska slabého feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic je zajimavy néasledujici
Hadamardiv priklad.
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Piiklad 2.8.8. Bud'd =2 a Q = B1(0). Definujeme

Z " cos(2%"p) na B1(0)\ {(0,0)}

n=1
u(0,0) =0,

kde (p, ) jsou standardni poldrni sougadnice (tj. p € (0,1], ¢ € [0,27)). Po-
tom Fada konverguje stejnomeérné na B1(0) a tudiZ u € C*(B1(0)). Specidlné tedy
u € C(0B1(0)), ale primym vipoétem lze zjistit (provéite), Ze u & W2 (B1(0)).
Navic lze ukdzat, e u & W22 (0B1(0)) a tudiZ neezistuje Zddné u € W12 (B1(0))
takové, Ze jeho stopa by byla ddna funkci u |sp, (o). Neexistuje tedy slabé Teseni
u € W2 (B1(0)) dlohy Av = 0 na B1(0) s okrajovou podminkou v = u |op, (0)€
C(0B1(0)).

V tomto oddilu se budeme zabyvat dalgimi vlastnostmi funkci z W*? (Q). Nékteré
ze zde uvedenych vysledk jsme jiz vyuzili v pfedchazejicim vykladu.
Sobolevovy prostory a Fourierova transformace
Véta 2.8.9. Bud k € N. Potom
1. Punkce u € L*(R?) patii do WH?2 (IRd), pravé kdyz
(1+[¢") a(e) € L*(RY),
kde @ znaci Fourierovu transformaci'®funkce u € L%(R?).
2. Ezistuji kladné konstanty ¢y a co takové, Ze
Yu € W2 ([Rd> e [[ullype, 2(Rd) = H (1 + [¢] ) >HL2([Rd) < e ||“||W’»‘~2(Rd) )

Diikaz. Dukaz souvislosti Soboleva a Fourierovy transformace

Krok 1:

Bui u € WF2 (RY), tj. V]a| < k: D*u € L*(R?). Specialné pro u € C5°(R?) plati
Deu() = (i€)™a(€). Protore je C5°(R?) husté v W*?2 (R?), neni tézké ukazat, Ze
pro u € Wk:2 ([Rd) plati

ﬁ(f) = (i€)*u(¢) skoro viude na R

19Pouzivame definici

F(© =€) = —— [ul@)e s

(2m) J,

pro funkce z L'(R%).



98 KAPITOLA 2. SOBOLEVOVY PROSTORY

Potom ale (i€)*a(¢) € L*(R?) a volbou a = (0, k,...,0) (k na i-tém misté)

dostavame
[l pde < [ 1v4u(e)Pd
Rd R4
odkud )
2, . 2
(1 +1€%) " [a©)Pde ) < cllullynzga) -
[Rd
Krok 2:

Necht naopak (1 + [£[%) a(¢)] € L2(RY), |a| < k. Ziejmé

1) @) Fagay < el (1 +1€1F) @O 2 pa
Oznacme
uo = FH[(i€)*a(6)] (x) = ((i€)*a(€));

kde~znaéi inverzni Fourierovu transformaci. Bui ¢ € C3°(R?Y). Potom z Parsevalovy
rovnosti plyne

[ Dogude = [ Dogids = [ (o) et
—(—nle [ O Sie @ de = (—1)le
(vl [ eemmame = - [

pugder,
R4

tj. uq = D*u (ve slabém smyslu). Navic D%u € L?(R?) a tudiz u € W"? (R?).
Ziejmé
1Dl o gay = lluall pagay = 1) G0 2 gy < €[ (141 17) GO L2 oy

O

Pomoci Fourierovy transformace muzeme téz definovat Sobolevovy prostory s ne-
celociselnou derivaci.

Definice 2.8.10. Bud s € (0,00) a u € L*(R%). vekneme, Ze funkce u € H*(RY),
prave kdyz
(1+[¢[*) a(€) € L*(RY).

Pro s necelociselné definujeme
ull sy = 1L+ [ [°) @C)ll 2 gey -
Je mozné ukazat, ze H*(R?) = W*2 (R?), kde W*? (R?) zna¢i Sobolev—-Slobodec-

kého prostor definovany v 2.8.1. Stejné tak normy || - ||+ ey @ [|-llyye.2ga) Jsou
ekvivalentni.
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2.9 Duadlni prostory
Bud k € N ap € (1,00). Oznaéme
(w5 @) =w @),

1 1 _

Restrikce F' € W=%? (Q), k € N na C§°(f2) ziejmé definuje distribuci. V nasledu-
jicich tvrzenich se pokusime tyto distribuce blize charakterizovat. Plati

Véta 2.9.1. Bud p € (1,00), k € N. Potom F € W=FP (Q) pravé kdy? existuji
funkce {fa} o< C LP() takové, Ze

F= > (-1)"D"fa,

|| <k

kde D*f, znaci distributivni derivaci, tj. pro u € Wéc’p/(Q) plati

(Fouy= )" /Q faD%udz. (2.67)

lal<k

Navic

o=

||F||W—k,p(Q) = inf Z ||fa||1£p(9) )

|l <k

kde se infimum bere pres viechny takové mmnoZiny funkci {fa}\a|<k7 které splrugji
(2.67).

Dikaz. V obecném piipadé napt. Kufner et al. [1977], specidlni pfipad £ = 1 a
p = 2 lze nalézt napt. v Evans [1998]. O

Jind mozna charakterizace je

Véta 2.9.2. Budp € (1,00), k € N a Q € C*9(Q). Potom pro kazdé g € Wéc’p’(Q)
definuje predpis

)= Y [ DogD?sds, e WEr@)
la<k <
spojity linedrni funkciondl na Wok P(Q).
* /
Obrdcené, ke kazdému ¢ € (W(fp(Q)) existuje prdve jedno g € WE™ (Q) takové,
Ze

VFEWE@): 0.5y = 30 [ DDt faa.

lal<k



100 KAPITOLA 2. SOBOLEVOVY PROSTORY

Navic ezistuje kladnd konstanta K = K(d, k,p, ) takovd, Ze

K gl @) < 190l o an) < 19w g -

2.10 Ekvivalentni zavedeni Sobolevovych
prostori

Dalsi prostory, které jsou ve skute¢nosti shodné s Wk.P (£2), p € [1,00], jsou tzv. Beppo-Leviho
prostory. Jejich zavedeni je mirné komplikované, zato vSak pomérné snadno dokdzeme nékteré
vlastnosti téchto prostoru a nasledné tedy i Sobolevovych prostort zavedenych podle standardni
definice 2.1.6.

Ozna¢me P := {z =ta+ (1 —t)b|t € R, a,b € R¢}. Bud Q C R? oblast. Potom existuje po-
sloupnost otevienych intervalt J; (kone¢na nebo nekoneéna) takova, ze

L Vi£j:JiNJ;=0
2. QNP =U{z=ta+ (1 —t)b| t € J;}.
j

Bud u funkce definovand skoro vsude na 2. PoloZme

p(t) =u(ta+ (1 —t)b), prot € UJj.
J

Definice 2.10.1 (mnozina AC(Q)). ekneme, e funkce u je absolutné spojitd na pitmce PP,
je-li spojitd na vsech kompaktnich podintervalech intervali J;.

Budi € N, i =1,...,d. Oznaéme AC;(Q2) mnoZinu viech funkci definovanych na  pro které
plati:
Je-li M mnozina bodd (z1,...,Ti—1,%it1,..-,2q) C R4 takovych, Ze pro rovnobésky s osami
z;, tj. pro

P(xl,u.,aci,l,a:iJrl,m,acd) = {(1'17 s Tim 1,6, Tt 1, - xd) | g€ R}

je splnéno
QmP(z1,»-',Ii—1711+1,~~,zd) #0

a soucasné funkce u neni absolutné spojitd na této primce P(,,

L1,---,wi71»Ii+1,---71‘d)’ potom je
[M|q—1=0.

d
Znacime AC(Q2) = () AC; ().

=1

Definice 2.10.2 (Beppo-Leviho prostor). Bud p € [1,00] a Q C R%. Potom BLP(Q) - Beppo-
Leviho prostor — je mnoZina viech funkci u € LP(QQ), pro které exmistuje & € AC(Q) takové,
zZe

1. @ = u skoro vsude v 2,

2. Vi=1,...,d: [68771] € LP(Q), kde [5');1] znact klasickou?® parcidlni derivaci funkce .

Jinymi slovy funkce u € BLP(2) pravé kdyz zménou funkce v na mnoziné miry nula dostaneme
funkci 4, ktera je absolutné spojitd na skoro vSech rovnobézkach s osami, a navic u a vSechny

klasické parcidlni derivace [867&] patii do LP(Q2).

ou
ox;

20Diky absolutni spojitosti @ existuje [ ] skoro vsude na €.
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Cviceni 2.10.3. Ukazte, ze

1

=)
OzilllLe (o)

Véta 2.10.4 (Ekvivalence Beppo—Leviho a Sobolevovych prostori). Bud p € [1,00]. Pak plati
BLP(Q2) = WLP (Q) (tj. Beppo-Leviho prostory jsou izometricky izomorfni s odpovidajicimi
Sobolevovymi prostory).

d

lull 3o () = lull ooy + (Z

i=1

definuje normu ve vektorovém prostoru BLP(S2).

Dukaz plyne z nasledujicich dvou lemmat.

Lemma 2.10.5. Bud u € L} (Q)NAC:(Q). Je-li [57“] € Ll (Q), potom se [6“] shoduge

loc loc ox,

ou

= Dg,u
ox; :

se slabou derivact, tj.

skoro vsude na €.

Diikaz. Zvolme ¢ € C§°(Q) a prodluzme u a ¢ nulou vné Q. Potom

0 0
u ‘de:/ / u sodac.b- dzy...dx;—1dziqpqr ... dzg
o Oz; Rd—1 P Ox;
B perr @5 1,84 15015
0
:—/ / |: u:|go dzy...dz;—1dxiqyr ... dag
Rd—1 P 61}1
(ll ----- Tj— 15T 10 'I’d)
0
[ )
Q L0z;
pficemz jsme dvakrat pouzili Fubiniho vétu a vlastnosti absolutné spojitych funkci. O

Lemma 2.10.6. Bud u, Dy ,u € L} (Q). Potom existuje i € AC;(Q) takové, Ze u = @ skoro
vsude na €2 a navic
5
= Dg;u

ox;

skoro vsude na €.

Diikaz. Dodefinujeme u nulou vné Q. Bud {K, },> ; posloupnost kompaktnich mnozin takovych,
e o]

e Kn C Kny1a |J Kn = Q. Bud g, € C§°(Q) takova, Ze ¢ = 1 na Kn a on =0 vné Kpy1.
n=1

Polozme
Up = UPn, Wn = Dz, Un.

Ziejmé je Wy = Dz, upn+u %“;:‘ a T, Wn € L1(Q). Daleu, = uaw, = Dy, una K. Definujeme
17,
Up (@) =Ty (T1,5 0 vy T 1, Ty Tig 1, -+ o5 Tg) = / Wi (L1, Tim1, Y, Tig 1, - - -, Tq) dy.
— 00
Funkce u} je definovana pro takova (z1,...,%i—1,%i, Tit1,...,Tq) € RI—1 Ze

“+oo
/ Wi (L1, -+ s Tim1, Y Tig1s - - -, Tq) dy < 00,
— 00

coZ je splnéno pro skoro vSechna (z1,...,Ti—1,%i,Tit1,...,2q) € Re—1 (ve smyslu d — 1-
dimenzionélni Lebesgueovy miry). Evidentné uw} € AC;(Q2).
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Pokud se nam podari dokézat, ze

Uy = Up skoro vSude na 2, (2.68)

muzeme pro x € K, polozit
u(z) =uy(z), n=1,2,....

Pak je a(x) € AC;(R2) a z pfedchoziho lemmatu 2.10.5 plyne, ze

ou
= Dg,.
{axz} vt

coz jsme chtéli ukazat.

Vratme se k (2.68). ProtoZe &, mé kompaktni nosi¢ v 2, existuje posloupnost {ulfl };o:l C C5°(Q)

takova, ze2l
i [~
koo 117 7 UM Lo ()
ouk
lim ‘ N Wn =0.
k—oo || Ox; LP(Q)
Mame tedy
lim [T — Ty |1y < lim Hﬂnfule + lim H k_ay
k=00 @) = 350 L1(Q) | k—oo L1(Q)
= lim H
k— o0 T2
a
k k i
Hun_ wlo= ‘ n—un|dx:/ un—/ Un(:cl,...,zi,l,y,azi+1,...,xd)dy‘ dz
Li(@) Q —oo
T4
—wy | dy| dz
(G m) ol
ouk
// ‘8 L — wp| dydx
-
K2 NP0 ai g migrnma) | 0
ouk
< 2diam(Kp42) % Wn — 0,
(9:1?7; Ll(Q)
nebot suppw, C Kp41 a pro vhodnou volbu uﬁ muzeme docilit toho, Ze supp uﬁ C Kn+o.
Odtud tedy u}, = Uy skoro vSude na 2 a dikaz je hotov. O

Diky vété 2.10.4 dokdZeme snadno nasledujici vlastnosti W1:P () prostord.

Dusledek 2.10.7 (nékteré vlastnosti Sobolevovych prostort).
1. Necht Q = I = (a,b), a,b € R au € WHP(Q), p € [1,00]. Pak ewistuje reprezentant
u* = u skoro vsude na (a,b) takovy, Ze u* € C([a,b]).
2. Necht u € WHP (Q), p € [1,00] a necht Vu = 0 skoro vsude na 2 . Pak u = konst. skoro
vsude na €.

3. Oznaéme ut = max(0,u) a v~ = max(0,—u). Je-li u € WLP(Q), p € [1,00] pak je i
ut,u™, |lul € WP (Q).

217de ve skute¢nosti vyuzivame tvrzeni 2.2.1, které dokizeme v dalsim oddilu nezavisle na
vysledcich této casti. Neni ale tézké nahlédnout, ze muzeme vzit uﬁ = N1 % un, kde n1 je
Iz k

regularizator, viz. A.3.27.
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Dikaz. (1) Tvrzeni plyne okamzité z definice BLP ().

2) T'vrzeni plyne z toho, ze je-li @ € AC(Q2) a ﬂ =0proi=1,...,dpotom nutné 4 = konst.
ox;

(3) Je-li u absolutné spojita funkce, potom jsou absolutné spojité i ut,u™ a |u| a tvrzeni proto

plyne z rovnosti BLP(Q) a WP (Q). Navic zfejmé

Dy,ut =

7

{ Dy, u skoro vsude na u > 0

0 skoro vsude na u <0

I - —Dg,u skoro vSude na u < 0
LU =
i 0 skoro vSude na u > 0

Dy, u skoro vsude na u > 0

Dy, lu| = ¢ —Dg,u skoro véude na u < 0

0 skoro vSude na u = 0.
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Kapitola 3

Linearni eliptické rovnice
druhého radu

Eliptické rovnice druhého fadu patfi mezi nejvyznamnéjsi typy rovnic. Jsou také
nejvice studované a zaroven nejvice prozkoumané. Diivodem k intenzivnimu studiu
téchto rovnic je fakt, ze popisuji mnoho realnych problémi. Zde si ukdzeme nékteré
zakladni typy takovych rovnic, zformulujeme okrajovou tilohu v terminech slabého
feSeni a budeme se zabyvat jeho existenci a popf. jednoznacnosti. Dale se budeme
zabyvat otazkami na vyssi regularitu téchto feseni a budeme studovat, za jakych
podminek tato slaba feSeni jsou i feSenimi klasickymi. Ukazeme, Ze v nékterych
pripadech jsou slabéa feSeni také minimizéry urcitych tloh variaéniho poctu, popf.
i tzv. dudlnich tloh. Na zavér této Gvodni ¢asti bychom chtéli zdturaznit, Ze ac se
na prvni pohled bude zdat, Ze teorie je zcela kompletni a v nékterych pripadech i
pomérné jednoducha, pravy opak je pravdou. I v této nejvice prozkoumané oblasti
teorie PDR je stale velky pocet dilezitych otevienych problémt a na druhou stranu
existuji i vysledky, které ukazuji, zZe vSe neni tak jednoduché a primocaré, jak se
na prvni pohled muZe stat.

Tuto kapitolu rozdélime na dvé casti. V prvni budeme studovat linearni dlohy,
které pak povedou na teorii v obecnych Hilbertovych prostorech, coz ndm velmi
usnadni situaci. Na konci se pak budeme zabyvat i nékterymi problémy neline-
arnimi, prostory, ve kterych budeme hledat feSeni, budou vsak nadale prostory
Hilbertovy. Nelinearnimi tilohami, kde budou Hilbertovy prostory nahrazeny pro-
story Banachovymi, se pak budeme vénovat v nasledujici kapitole.

105
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3.1 Linearni parcialni diferencialni rovnice
2. fadu

V této ¢asti budeme studovat vlastnosti nésledujiciho diferencialni operatoru
druhého Fadu. Pro otevienou Q C R? a libovolnou funkci u :  — R definujeme

9 Au Coou Ko
Lui=—S L (g, 2% Shidel 2 (du) + bu, 1

kde A := (ag)f,_y : @ = R, &= (¢)l, : Q@ — R4, d:= (d)%, : Q@ — R
ab: Q — R jsou koeficienty operatoru L. Pro zkraceni zapisu budeme v dalsim
textu Casto pouzivat také Einsteinovu séitaci konvenci (s¢itdme pres dva opakujici
se indexy, od jedné do d), popf. budeme pouzivat vektorovy zépis, tj. operdtor L

budeme také ekvivalentné zapisovat jako

0 ou ou 0
U o7, (a,]awj> +c oz, + ami( u) + bu

-

= —div (AVu) + - Vu + div (du) + bu.

Prestoze nékteré diikazy budou provedeny pouze pro ,skalarni“ operator L de-
finovany ve (3.1), vSechny kromé principu maxima mohou byt zobecnény i pro
systémy rovnic, tj. pro problémy, kde je a-ta slozka operatoru L, s o € {1,..., N}
a N € N znadici pocet neznamych, definovana pro u: Q — RY jako

(3.2)

Parametry operatoru L pak stejné musime chapat v tomto smyslu a definujeme
zobrazeni A : Q — RIXIXNXN 2. o RIXNXN 5. () 5 RXNXN 53p:Q —
RY N pomoct (R) = atf, (97 1= ¢, @) = d* a (6)°7 = b7 Tato
zobrazeni nazyvame koeficienty operatoru L. Pro zkraceni zapisu budeme opét
pouzivat vektorovou symboliku

Lu = —div (A'Vu) + EVu + div (Ju) + bu,

ktery je nyni tieba chapat jako rovnost na RYV. Vyraz ¢Vu chapeme jako (cVu)® =
Zgzl SN CQB%L;, du jako (u)® = Egzl d*PuP | bu jako (bu)* = Elﬂvzl bBup.

a=1"1
Nyni si zavedeme pojem elipticky operator, ktery bude samoziejmé vztazen k
operatoru L.
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Definice 3.1.1 (Elipticky operator I). Bud Q) C R? oteviend. Rekneme, Ze operd-
tor L definovang v (3.1) je elipticky, pravé tehdy, kdyZ pro kaZdé i,j € {1,...,d}
plati a;j,c,c;,d; € L>®(Q) a existuje konstanta C; > 0 takovd, Ze pro vsechna
7€ R a skoro vsechna x € Q plati

d
ZTA(LU)Z: Z aij(x)zizj Z 01|5‘2 (33)
i,j=1
Velice podobnym zptsobem definujeme elipticitu i pro operétor definovany v (3.2).
Definice 3.1.2 (Elipticky operator II). Bud Q C R? oteviend. Rekneme, Ze ope-
rator L definovang v (3.2) je elipticky, pravé tehdy, kdyz pro kazdéi,j € {1,...,d}
aa,Be{l,...,N} plati a®?,d*? P b8 € L°°(Q) a existuje konstanta Cy > 0

1] 7 7
takovd, Ze pro vsechna Z € RN q skoro viechna x € Q plati

d N
ZA@)ZE=Y Y all(x)zrz] > Oz (3.4)

ij=1apf=1

Déle se zamétrime na samotnou definici problému, ktery chceme fesit. Pod pojmem
data budeme tedy v dalsim textu rozumét nasledujici:

e Oblast Q C R? bude vZdy s lipschitzovskou hranici a jeji hranice bude tvofena

Ctyfmi ¢astmi

0N=T,uUlLul'suM

kde T'; je oteviend v 9Q pro i = 1,2,3 a (d — 1)-rozmérna Lebesgueova mira

mnoziny M je nulova.
e Data na , tj.

f:0—RY.
e Data na 02
ug: 'y — |RN,
g:IyUl's —» RY,

0:I'3 — RVXN,

Cilem je vyfesit ulohu:

Definice 3.1.3 (Okrajova linedrni eliptickd tloha). Pro dand data ,f,up,g a ©
a operdtor L definovany v (3.2) hleddime u : Q — RN sphiugici

Lu=f v Q,
u=ugna I'y (Dirichletova okrajovd podminka),

(/XVu —du)-7=g na I'y (Neumannova okrajovd podminka),

@ w W w

~~ o~ o~
o N o W
S N N N

(AVu—2du)-7+ou=g na I's (Newtonova okrajovd podminka).
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Vyse uvedend definice tedy zahrnuje systém eliptickych rovnic se tfemi druhy
okrajovych podminek. Pfipomerime, Ze rovnice (3.5)—(3.8) se podrobnéji zapisi
takto. Pro kazdé o € {1,..., N} plati:

N d N d
0 [ op0u” ap OuP
B Sp (PO ES S w
< T, 7 Oz ox;
B=114,j=1 pB=11i=1
N d N
9 aB, B af, B a
+B§;8xi(d" u )+B§b W= v, (3.9)
u® =ugna I'y, (3.10)
N d d
XX a5 | - @) | vi=g® ma Ty (311)
B=1 1 j=1
N d d auﬁ N
ZZ Za?ﬁa— — (d?PuP) | vi + Za‘wuﬁ =g¢“ na I's.  (3.12)
g=1 i j=1 T B=1

V praxi se ¢len AVu - 77 Easto nahrazuje znacenim Vu - i, kde 1l je tzv. konormala
definovand vztahem n?ﬁ = a?jﬂ vi.

Pozorovani 3.1.4. Vsimnéme si, Ze pro N = 1 (skaldrni rovnice) vektor konor-
maly 7i(x) = (ny,...,nq) sméruje v kazdém bodé x € IQ ven z oblasti, protoZe diky
predpokladim na A (viz (3.3) a (3.4)) plati 7i(z)-V(x) = Z?,j:l a;j(z)v;(z)v(x) >

Cilv(z))? = Cy > 0.

Dale si uvedeme nékolik typickych prikladu, které zapadaji mezi okrajové linearni
eliptické tulohy.

Priklad 3.1.5. Bud N = 1 (tedy jde pouze o jednu rovnici) a Alxz) = 1 (4.
aij(x) = 8ij pro kazdé x € Q), b=0 a&=d =0 v Q. Potom se loha (3.5)~(3.8)
redukuje na tvar

—Au = f v,
u =ug vy,
ou Ou (3.13)
_— = — = F ‘
a7 _on 7V
8—%+0u =guvls.
on

Tato tloha popisuje napiiklad rovnovazné rozdéleni teploty v homogennim a izot-
ropnim materidlu za podminek, kdy na I'; je dané teplota ug, na I's je pfedepsan
tok tepla hranici a na I's je tento tok umérny rozdilu vnéjsi (dané) a vnitini (ne-
zndmé) teploty.

Dalsi ptiklad znazornuje, Ze elipticka tloha je obecné vhodné k popisu jevi diftize
a transportu.
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Priklad 3.1.6. Bud N =1, b =0, d=0a¢ takovy, Ze divé =0 v Q. Potom se
dloha (3.5) redukuje na tvar

—divA(Vu)+¢-Vu = f v Q. (3.14)

Tato rovnice obecné popisuje dva jevy: ¢len AVu reprezentuje diftizni tok (napf.
Brownuv pohyb) a ¢len ¢ - Vu reprezentuje transport veli¢iny u v nestlacitelné
tekutiné pohybujici se rychlosti é(x) v bodé x.

Konecné uvedeme jesté jednoduchy priklad na systém rovnic, ktery v sobé navic
bude zahrnovat i ,reaktivni“ ¢leny.

Piiklad 3.1.7. Bud N = 2, A = | (tj. af = 6;j00p), 0 = T =5 a b :=
(—=1)*(1 — dap). Potom se uloha (3.5) redukuje na tvar

Adt - =
A 4l = v Q. (3.15)
—Au' +u' =

Ve zbytku této kapitoly se budeme zabjvat fesSitelnosti a dalsim kvalitativnim
vlastnostem Feseni obecné tlohy zavedené v Definici 3.1.3, nicméné ¢tenar by mél
mit na paméti, Ze nasim prvoradym ukolem je porozuméni prototyptm rovnic
uvedenych v (3.5)—(3.8) spiSe nez budovani zcela abstraktni teorie. Tim bude také
motivovano zavedeni pojmu slabého feSeni, a¢ by v nékterych situacich definice
mohla byt jiné.

3.2 Definice slabého FeSeni

Postup ,,odvozeni“ slabé formulace byl uz naznacen v prvni kapitole. My se zde
pfidrzime této myslenky a pokusime se odvodit vhodnou formulaci naseho pro-
blému. Predpokladejme tedy, Ze u je klasické feseni (3.5)—(3.8) a Ze koeficienty
eliptického operatoru a data jsou hladké. Bud nyni pro kazdé « € {1,...,N}
©® € C*(2) libovolna splitujici »® = 0 na I';. Pokud vynéasobime a-tou rovnici v
(3.5) p“, sedteme pies o« = 1,..., N a zintegrujeme celou rovnost pfes 2, ziskdme
tim identitu (viz také zapis (3.9))

S 0 (g0’ R g0’ SO B 4 58P oo d
N

:/Zfacpo‘dm.
Qa=1
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Nyni u ¢lenti s divergenci budeme integrovat per partes a ziskame tak identitu

B 9 d d D™
ap Ou” Op b o, qoB,BOP L peB,B a)d
Z/ jl”amjaxi+;13¢ Z’uaxi+ A

a,B=1
+ Z/ Zaw 8—1@—1—26[0‘5 Buz *dS = /Zfo‘ * de.
a,B=1 5,j=1

Pro hrani¢ni integréal nyni vyuZijeme podminky (3.11)—(3.12) a fakt, ze ¢® = 0 na
I'1, a vySe uvedenou identitu pfepiSeme do findlniho tvaru (dodefinovanim g nulou
na Fl)

4oL 0uP dpe aa o a By
+ Z/ Bufp*ds = /waaderZ/

a,B=1
Navic pouzitim maticového, popf. vektorového zapisu, mizeme tuto identitu pie-
psat do mnohem pohlednéjsiho tvaru (zde oznacime u = (u',...,u") a podobné

pro ostatni veli¢iny)

/ (Z&Vu«V<p+€Vu'<p—5V<p.u+bu~go)da:+/ ou-pdS
& Ts (3.16)

:/f~<pd:c+/ g - pdS.
Q a0

Pro dalsi tcely této sekce si zkratime zapis levé strany jesté vice a zadefinujeme si
pro pevny operator L a pevné & nasledujici bilinearni formu

Br +(u,¢) ::/ (/KVU-V(p—&-E’Vuwp—ﬁ'ch-u—&-bu-cp) dx—i—/ ou-pdS, (3.17)
Q s
kde predpokladame, ze vSechny integraly existuji a jsou konecné. V prvni kapitole
uz bylo naznadéeno, ze nami hledané feseni by mélo nélezet do prostoru W12(Q).
Pro zopakovani této motivace uvazujme nyni specialni pripad A= li b=Jaf
libovolné a vSechna ostatni data a parametry nulové. Pokud poloZzime ¢ := u v
(3.16), ziskdme identitu

1 1
Julf = [ £ ude < G015+ 5 ul (3.18)

kde jsme na pravé strané vyuzili Youngovu nerovnost. Vidime, Ze druhy ¢len v
nerovnosti mizeme prevést na levou stranu a tedy, Ze prirozené se nabizejici norma,
kterou méame (formaln&) a priori pod kontrolou, je W'2-norma. Nyni a v celé
kapitole budeme nadéle piedpokladat, ze Uy € W12(Q) je takova funkce, Ze stopa
Uy je rovna ug na I'y. To nas tedy vede k nésledujici definici slabého feseni (3.5)—
(3.8).
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Definice 3.2.1 (Slabé feseni okrajové linearni eliptické tlohy). Bud Q € C%!
s prislusnymi ¢dstmi hranice {U;}3_, a operdtor L elipticky ve smyslu Definice
8.1.2. Definujme

Vi={p=(o'....,0oN): Ya=1,...,N ¢* € WH?(Q), To*|r, =0}

se standardni normou ||, = 25:1 ||g0a||%,vly2(9). Bud’ ddle pro kaZdé o, =

1,...,N funkce 0®% € L™(T3), u® € W'2(Q) a data g* € (W22(9Q))* a f* €
V*. Rekneme, Ze u je slabym fesenim (3.9)—(3.12), pokud

u—UgeV

AR - (3.19)
Bro(u,@) = (£,0)v + D (9% ¢%) 1.2 o PO PP kaZdé 9 € V.

a=1

Diky predpokladim na data a na koeficienty operatoru L jsou vSechny c¢leny v
(3.19) dobte definované a konec¢né. To lze snadno nahlédnout z Holderovy nerov-
nosti a Inverzni véty o stopach (Véta 2.8.6), coz je pfenechdno ¢tenaii jako snadné
cviCeni. Za povSimnuti také stoji pfedpoklad na f a g. Na rozdil od integralni for-
mulace (3.16), kde jak f tak g byly integrovatelné funkce, v (3.19) uvazujeme, ze
mohou nélezet do urcitych duala. Nicméné, pokud bychom navic predpokladali, ze

NN

fo e L*3(Q) ag® € L*(Q), mizeme zcela jisté fesit nasi tlohu prostym definovanim

Cplvim [ £rodn, (06, = [ o7 ds
Q w2%(69) o9
Na druhou stranu, obecnost definice (3.19) ndm umoziiuje pokryt i pfipad, kdy je
pravéa strana definovana jako derivace nehladké funkce. Pokud napi. I'y = 0f) a
f :=divF, kde F* € L?(Q), miizeme snadno definovat

f,o)v = —/ F . Vodz.
Q

Tato definice je navic zcela konsistentni s preferovanou integralni definici, pro-
toze pokud F* € W12(Q) a tedy f& € L?(2), mtizeme diky integraci per partes
(Véta 2.1.21) identifikovat

(f.0)v 3=—/ﬁ-V¢dx:/divf"sod:c:/f.(pdx.
Q Q Q

Na zacatku této sekce jsme ukazali, ze pokud u je klasické feseni, pak by mélo
splitovat i formulaci slabého feSeni. Nyni se budeme zabyvat i opa¢nou implikaci,
tj. pokud u je slabé feSeni, které je navic dostatecné hladké, pak uz jde o feSeni
klasické. Tato implikace je klicova pro ospravedlnéni slabé formulace, protoze rika,
ze kdykoliv jsme schopni ukazat dostatek regularity pro hladké slabé feseni, pak uz
dostavame i feSeni klasické. Navic pokud by se ndm podatila ukazat i jednoznacnost
slabého feseni, pak uz je slaba formulace jedina spravna volba. Ve je pak shrnuto
v nésledujici véte.
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Véta 3.2.2 (O konzistenci slabého feSeni). Necht jsou splnény vsechny predpoklady
Definice 3.2.1. Necht pro kazdé i,j € {1,...,d} a kaZdé o, € {1,...,N} plati
aif d?’ e CY(Q), ¢f” 608, f* € C(Q), 0P, g% € C(9Q) a U, u® € C(Q)NC(Q)N
W12(Q). Potom u je klasické reseni (3.9)—(3.12) prdvé tehdy, kdyZ u je slabé
resent.

Dikaz. Prvni ¢asti dikazu, tj. ukdzanim toho, ze kazdé klasické feseni je i FeSeni
slabé, jsme se zabyvali na zacatku této sekce, a proto dikaz nebudeme opakovat.
Vénujme se tedy diikazu druhé implikace. Mé&jme tedy u® € C(Q)NC?(Q)NW12(€)
pro kazdé a. Chceme tedy ukézat, ze pokud u spliiuje (3.19), pak uz také spliluje
(3.9)—(3.12). Bud pro kazdé « € {1,2,..., N} funkce p* € C5°(f2) libovoln4. Uzi-
tim této testovaci funkce v (3.19) a diky predpokladtim na f ziskdme (pozname-
nejme, Ze vSechny hraniéni integraly vymizi diky tomu, Ze ¢ mé kompaktni nosic)

/ (]&'Vu-V(p+EVu-<p—5V<p-u+bu-<p)dx:/ f pdx.

Q Q

Na prvni a tfeti ¢len na levé strané pouzijeme integraci per partes (diky silnym
predpokladtim na vSechny funkce tento postup nyni mizeme pouzit) a ziskdme
diky faktu, ze hrani¢ni integraly opét vymizi,

/Lu~<pdm:/f-<pdm.
Q Q

Protoze ¢ je libovolnd hladkd funkce s kompaktnim nosicem, ihned dostaneme
platnost (3.9). Platnost (3.10) je zfejmé a soustfedime se tedy jesté na plat-
nost (3.11)—(3.12). Zopakujeme cely postup jen s tim rozdilem, ze pfedpokladéame

funkce p® € C1(Q) takové, ze ¢ = 0 na I';. Tyto funkce spliuji ¢ € V a mohou
byt tedy pouzity v (3.19). Dostédvame

/(/XVu-V(p—i—EVu-cp—ﬁch-u—kbu-tp)dx—i—/ ou-pdS
Q

I's

:/f-godx+/ g-pdS.
Q I'ouUll's

Na prvni a tfeti ¢len na levé strané opét pouzijeme integraci per partes, jen nyni
musime zahrnout i hraniéni ¢leny (poznamenejme ale, Ze integrél pres I'y opét
vymizi, protoZe ¢ = 0 na I'y)

/Lu~<pdx+/ (A?Vuﬁwp—ﬁu~ﬁ>-<pd5+/ ou-pdS
Q TaUl'g I's

:/f-(pdm+/ g - pdS.
Q I'yUl's

Diky predchozimu kroku jiz vime, Ze prvni ¢leny na obou strandch se rovnaji.
Protoze vsak ¢ mtze byt volena na I'y UT's libovolné, ihned dostavame platnost
(3.11)—(3.12). O
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Zavérem této Casti jesté zformulujeme pojem TeSeni leziciho mezi klasickym a sla-
bym feSenim.

Definice 3.2.3 (Silné feSeni). Necht jsou splnény vSechny predpoklady Definice
3.2.1. Necht pro kaZdé i,j € {1,...,d} a kazdé o, 8 € {1,...,N} plati afjﬁ,df’g €
Whee(Q), f e L?(Q), g* € L*(09Q) a Uy € W2(Q). Rekneme, Ze u takové, Ze
u® € W22(Q) pro kazdé o € {1,2,..., N}, je silné vedend, prdvé tehdy, kdyz (3.9)
plati skoro vsude v Q a (3.10)—(3.12) plati skoro vSude na OS2.

Neni opét tézké ukézat, Zze pokud u® € W22(Q) pro kazdé o € {1,...,N} a

u=(ul,... ,uN) je slabé feSeni, pak je to i feseni silné a obracené. Diikaz tohoto

tvrzeni se provede stejné jako dukaz Véty 3.2.2.

3.3 Existence slabého reseni, jednoznac¢nost
a spojita zavislost na datech pro koercivni
operatory

V této Casti se soustiedime na takové eliptické operatory, které, podobné jako v
ptikladu Laplaceovy tlohy, formalné vedou k W'-2-odhad@im. Pro ilustraci uvedme
nejdiive jeden jednoduchy ptiklad. Uvazujme rovnici

—Autu=fvQ,
u = 0 na 0.

Slabé formulace tlohy se nyni redukuje na nalezeni funkce u € WO1 2(Q) takové, Ze
. 1,2 .
pro viechny ¢ € W;"°(Q) plati

Br(u, ) := /Q(Vu-Vw+us0)dx=/Qf@dx = (f w2

Vsimnéme si, ze bilineadrni forma By, neni nic jiného nez skalarni soucin na prostoru
1,2 R o e o .
Wy2 (), ktery je Hilbertiv, a vyse uvedend tloha se redukuje na tvar

(u, SO)WOW(Q) =/, SD>W01’2(Q) pro kazdé ¢ € Wol’z(ﬂ)-

Toto je ale pfesné tvrzeni Rieszovy véty o reprezentaci (Véta B.2.2), neboli pro
kazdé f € (W,°(Q))* existuje pravé jedno u € W, () takové, 7e vyse uvedend
identita plati.

Tento postup nyni zobecnime a ukizeme, ze na zakladé Rieszovy véty muzeme
zformulovat mnohem obecnéjsi tvrzeni pro obecnéjsi bilinedrni formy na Hilberto-
vych prostorech.

Véta 3.3.1 (Laxova-Milgramova). Bud'V rediny Hilbertiv prostor se skaldrnim
soucinem (-,-)y a normou || - ||y = (-,-)"/2. Bud B : V. x V — R bilinedrni forma
na V', kterd je
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a) V—eliptickd, tzn. ezistuje m > 0 takové, Ze pro vdechna u € V' plati

B(u,u) > m||u\|%, (3.20)

b) V-omezend, tzn. existuje M > 0 takové, Ze pro vdechna u,v € V plati

|B(u,v)| < Mjullv[[o][y. (3.21)

Potom pro kazdé F € V* existuje prdvée jedno u € V takove, Ze pro kazdé v € V
plati
B(u,v) = (F,v)y. (3.22)

Navic u splriuje odhad

1
lullv < —(I1F v (3.23)

Diikaz. Vénujme se nejdiive lehéi ¢asti duikazu. Pokud w splituje (3.22), pak volbou
v:=u v (3.22) a pouzitim (3.20) dostaneme

mllully, < B(u,u) = (F,u)y < ||F|

Vv UHV,

coz piimo implikuje (3.23). Navic, budte uq, us dvé FeSeni (3.22). Pak z bilinerity
B (a linearity duality) ihned dostaneme

B(uy —ug,v) =0 pro kazdé v € X.
Volbou v := u; — ug a pouzitim V—elipticity ihned ziskame, ze u; = us a tedy, ze
feSeni existuje nejvyse jedno.
Zbyva tedy ukézat existenci u, které fesi (3.22). Nejdfive pouzijeme Rieszovu vétu
o reprezentaci (Véta B.2.2) pro dané F' € V* najdéme w € V takové, zZe pro kazdé

v € V plati (w,v)y = (F,v)y. Rovnice (3.22) pak piejde tlohu nalézt v € V
takové, Ze pro vSechna v € V plati

B(u,v) = (w,v)y. (3.24)

Levou stranu nejdfive prepiseme do tvaru skaldrniho soucinu. Piesnéji, diky bi-
linearité a V-omezenosti B vidime, Ze pro pevné u € X plati B(u,-) € V*. Dle
Rieszovy véty existuje pravé jeden prvek, oznacme jej A(u) € X, takovy, Ze pro
kazdé v € V

B(u,v) = (A(u),v)y. (3.25)

Rovnice (3.24) tedy pfejde na tvar
(A(u),v)v = (w,v)v. (3.26)

K dokonéeni ditkazu existence u € V splilujiciho pro vSechna v € V' (3.26) staci
tedy ukazat, Ze zobrazeni A: V' — V je na.

Nejdiive shrneme zakladni vlastnosti A, které pfimo plynou z vlastnosti formy B.
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(i) A je linedrni. Vskutku, protoze B je bilinedrni, mame pro kazdé uy,uq,v € V

(A(uy + ug),v)v (3.25) B(uy + ug,v) = B(u1,v) + B(uz,v)

3.25
C29 (A(ur), v)v + (Aua), v)y
a tedy A je linearni.

(ii) A je prosty a A(V) je uzavieny podprostor V. Fakt, ze A(V') je podprostor,
plyne z linearity A. Déle diky V—elipticité B mame pro kazdé u € V

mllull} < Bu,u) = (A(u),u)yv < [[Aw)||v]|ullv
a tedy
1
< —||A
lellv < =A@y,

coz diky linearité ihned implikuje prostotu. Navic, pokud {A(u™)}nen je
cauchyovska, pak diky linearité A a vysSe uvedeného odhadu je i posloupnost
{u"}nen cauchyovskd a tedy vidime, ze A(V) je uzavieny podprostor.

(iii) A je omezeny. Vskutku, diky V—-omezenosti B mame

JA@W) 1% = (A(w), A@w)v 2 Bu, A(u)) < MlJullv [ Aw)|lv

a tedy ()l < Milullv.

Z vyse uvedeného tedy plyne, ze A : V — V je linedrni, omezeny (a tedy spojity)
a prosty operator s uzavienym oborem hodnot A(V'), ktery navic tvofi podprostor
V. Pfedpokladejme nyni, ze A(V) # V. Potom existuje v € V' \ A(V), ktery lze
zvolit tak, Ze ||v|]|y = 1, a navic pro kazdé w € A(V) plati (v, w)y = 0. Volbou
w:= A(v) € A(V) a pouzitim V—elipticity ale ziskdme

0= (v,A())y = (A(v),v)v = B(v,v) > ml|jv||? = m > 0,
coz je spor. Operator A je tedy na a diukaz je tim hotov. O

Nasim cilem v této sekci je zformulovat piredpoklady na koeficienty operatoru L
a data tlohy (3.5)—(3.8) tak, abychom mohli aplikovat Laxovu-Milgramovu vétu.
Jesté nez tomu tak bude, vénujme se velmi specidlnimu pfipadu Neumannovy
tlohy. Polozme tedy ¢ =9 = 6 a b = o v definici operatoru L a predpoklédejme,
ze |I'y] = |0Q. V tomto piipadé se prostor V' v Definici 3.2.1 redukuje na

Vi={p=(p'...,0"); pro kazdé a € {1,..., N} plati, ze o> € W"?(Q)}

a slaba formulace pfejde na problém

/Ql\'vu -Vedr = (f,o)y + <ga<P>W%,2(aQ)-
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Pokud nyni zvolime ¢ := (0,...,0,1,0,...,0) ve vySe uvedené identité, ziskame,
ze pro kazdé « € {1,..., N} musi platit
<fa7 1>W1.2(Q) + <ga, 1>W%2(BQ) = 0, (327)

coz, pokud f a g jsou napiiklad L2-funkce, neznamend nic jiného, nez
/fo‘dx+/ g%dS =0 pro kazdé a € {1,...,N}. (3.28)
Q oQ

Vidime tedy, ze podminka (3.27), popf. (3.28), je nutnd podminka pro existenci
feseni. V dal$im navic ukdzeme, Ze je i postacujici.

Nyni zformulujeme abstraktni vétu, ktera nam fekne, Ze postacujici podminkou
pro existenci pravé jednoho slabého feseni je V-elipticita bilinearni formy By
definované v (3.17).

Véta 3.3.2 (O existenci a jednoznacnosti pro koercivni operatory). Necht jsou
splnény vsechny predpoklady Definice 3.2.1.

a) Pokud By, , je V-eliptickd, pak existuje prdvé jedno slabé fesend dlohy (3.5)—
(3.8).

b) Pokud ¢ =0 = 0, b = o, [T2y| = |09Q| a je splnéna podminka (3.27), pak
existuje slabé Tesent, ktere je jednoznacné az na aditivni konstantu.

Diikaz. Vénujme se nejdiive jednodussimu pfipadu b). V (3.27) jsme si ukazali
nutnou podminku pro existenci feseni. Protoze v tomto ptipadé se redukuje fesi-
telnost na

N
/QAVu Veodz = (f,0)y + ;<ga,w“>wé.zm),
vidime, Ze zménou 1 := u + k, kde k € R" je libovolné, je opét feSeni, pokud u
bylo feseni. Tato tivaha pak pfimo vede k tomu, ze namisto prostoru V bychom
méli spise uvazovat faktorprostor V/PY, tj. fekneme, Ze u; ~ ug pravé tehdy,
kdyz u; — uz = k € RY skoro vSude v €. Prostor (V/Py)V je opét Hilberttiv a
diky Véte 2.7.8 ho miizeme opatfit normou

N
lall$) py = Va3 =D Va3

a=1
a ziejmé (u,v)y py = Jo Vu - Vvdz je skalarni sou¢in. Diky pfedpokladiim na
matici A je zrejmé
B(u,v) := / AVu - Vv dz
Q

bilinedrni omezena forma. Navic z predpokladu (3.4) méme

B(u,u) == /invu -Vudz > C1[|Vullf = Cillully,) px
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a B je tedy i eliptickd forma. K tomu, abychom mohli aplikovat Laxovu—Milgra-
movu vétu (Véta 3.3.1), musime jesté najit F € (V/PV)* tak, aby

N
<F7Q0>V/P({V = <f7(p>V =+ Z<g’¢>w%’2(6ﬂ)'

a=1

Diky vété o stopach vidime, Ze mizeme definovat F € V* pomoci

N
<F7(P>V = <f>(p>V + Z<ga ¢>W%2(8Q)

a=1

Zbyva nam ukézat, Ze toto F nélezi i do (V/PY)*, neboli potiebujeme ukézat, Ze
pro kazdé k € RV a kazdou ¢ € V plati, ze

(F,o+k)v = (F,p)v.

Toto je ale snadny dtsledek pfedpokladu (3.27). MuZeme tedy nyni aplikovat
Laxovu-Milgramovu Vétu (Véta 3.3.1) a ziskdme existenci jednozna¢ného u €
V/PY fesiciho nasi tlohu. Vzhledem k tomu, Ze u je jednozna¢né ve faktorpro-
storu V/ P}, ziskdme ihned i jednoznaénost slabého feseni az na aditivni konstantu
a tim je diikaz pro Neumannovu tlohu hotov.

Zabyvejme se nyni pfipadem a). Obdobné jako vyse je V Hilberttiiv prostor a diky
Vété o stopach (Véta 2.8.6) a predpokladim na f a g mizeme polozit F € V*
pomoci

N
(F.o)v = (F.0)v + Y {8:0) 12 0
a=1

Uvazujme nyni formu By, ; definovanou v (3.17) a diky linearité integralu a pfed-
pokladtim na data neni tézké ovérit (a je ¢tenafi pfenechano jako cviceni na pouziti
Hélderovy nerovnosti), Ze jde o bilinedrni omezenou formu na (W12(Q2))¥. Pro-
toZe je V uzavieny podprostor tohoto prostoru (coZ plyne ze spojitosti operatoru
stop), pak je Br o i bilinedrni omezena forma na V. Pfedpokladejme tedy dle a),
ze Br ¢ je V-elipticka.

Nejdrive se budeme vénovat jednoznacnosti feSeni tilohy
Br o(u,) = (F,)v pro kazdé ¢ € V. (3.29)

Budte tedy u; a up dvé feseni takové, ze u; — U} € V auy—U3 € V (pfipomeiime,
7e ug je predepsand hodnota na 'y a Uj a U3 jsou dvé funkce, majici na I'y
stejnou stopu rovnou ug). Potom ale také U} — U3 € V a v (3.29) mtzeme volit
@ :=1u; —uy € V. Odectenim pfislusnych rovnic pro u; a us tedy ziskdme

B o(u; —ug,u; —uy) =0,

coz diky V-elipticité (kterou lze nyni pouzit, protoze u; —uy € V), vede k u; = uy
a tedy k jednoznacnosti feseni.
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Zabyvejme se nyni existenci feseni. Budeme hledat u ve tvaru u = v + U, kde
v € V. Pouzitim tohoto pfedpisu v (3.29) a diky linearité By, zjistime, Ze pro
existenci Teseni u stac¢i ukazat existenci v € V, které spliuje

Bro(v,¢) = (F,¢)v — Bro(Uo,p) prokazdé p € V. (3.30)

Nejdiive diky bilinearité a omezenosti By na (W52(Q))Y miizeme najit F € V*

takovy, ze
(F,@)v = (F,@)v — BLo(Uo, ) pro kazdé ¢ € V.

Rovnice (3.30) tak prejde do tvaru

BL,G(Vv(p) = <i57S0>V (331)

Nyni jiz miZzeme aplikovat Laxovu-Milgramovu Vétu (Véta 3.3.1), protoze jsme
jiz diive ukéazali, ze Br, , je V-omezend bilinedrni forma a z predpokladii vime, ze
je téz V-eliptickd. Existuje tedy pravé jedno v € V spliujici (3.31) a tedy existuje
i u, slabé feSeni ulohy (3.5)—(3.8). O

Zjistili jsme tedy, Ze k dtikazu existence pravé jednoho slabého Feseni (3.5)—(3.8)
staci ukazat, ze B, je V-eliptickd forma. Navic pro Neumanovu tlohu jsme uka-
zali, Ze podminka (3.27) je nutna a postacujici k existenci slabého feseni. V dalsim
se blize zaméfime na identifikaci predpokladd na parametry operatoru L, které
nam umozni ukazat kyzenou elipticitu. Podotknéme, Ze podminka na elipticitu je
zcela zasadni a jak uvidime v dal$ich sekcich, nesplnéni této podminky miize vést k
neexistenci popf. nejednoznac¢nosti reseni. Navic, v nelinedrnim p¥ipadé bude tato
podminka pozdéji nahrazena podminkou na tzv. koercivitu, coz bude pouze ekvi-
valent elipticity v obecnych Banachovych prostorech. Zaroven vysledky, které nize
zformulujeme a dokazeme, pouzivaji pouze ,hrubou silu“ na dokazani elipticity
Br s a v mnoha pfipadech, jak bude ukdzdno v pfikladech niZe, nejsou apliko-
vatelné, prestoze mize byt ukdzano pomoci jemnéjsich technik, ze forma By, , je
opravdu elipticka.

Pro dalsi ¢ast si nejprve definujeme dvé pomocné funkce

N
b(z) :=
(517) {ZG[RN \z| 1} BZ
v (3.32)
o(x) =
( ) {zE[RN,|z| 1} /BZ

Poznamenejme, ze ve skalarnim pfipadé, tj. NV = 1, trivialné plati b=bags=o0.

Nejdfive zformulujme existenéni vétu pro pfipad, kdy je alesporl na ¢asti hranice
zadana Dirichletova okrajovéd podminka.
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Véta 3.3.3 (O existenci pro [I'y1| > 0). Necht jsou splnény viechny predpoklady
Definice 3.2.1 a [I'1| > 0. Potom existuje ¢ > 0 zdvisejici pouze na  a I'1 takové,
ze pokud data a koeficienty L splriugji

Cib(w) — [e(@)* — [3(x)?

> 76012 skoro vsude v (,
o(x) > —eCy  skoro vsude na I's,

(3.33)

kde b a jsou definovdny v (3.32), pak ezistuje prdvé jedno slabé feseni (3.5)—
(3.8). Navic existuje konstanta C > 0 zdvisejict pouze na Q,T'1,C1 a € takovd, Ze
Tesent u spliuge

lull, o < € (€l + Tolls.2 + g, (3.34)

W%'2<6sz>>*> '

Tato véta nam fika, Ze pokud je na kousku hranice predepsana Dirichletova okra-
jova podminka, pak existence a jednoznac¢nost slabého feSeni je zarucena pokud
Cleny b a & jsou dobré (nezdporné) a prevazi nad potencidlné Spatnymi ¢leny ¢ a
9. Navic je ziejmé, Ze se zvysujici se elipticitou matice A (a tedy zvySujicim se C1)
je moznost pokryt i horsi pfipady. Jako snadné cviceni je prenechan nyni dikaz
existence a jednoznac¢nosti pro (3.13) pro o > 0 a |I'1]| > 0, tlohu (3.14) pro ¢ =0
a [I'1| > 0 a (3.15) pokud |T'y| > 0.

Nyni si zformulujeme vétu pro pripad, kdy predepisujeme pouze Neumannovu
nebo Newtonovu okrajovou podminku. Na rozdil od pfedeslé véty pro tento pripad
budeme potfebovat, ze alespon jeden z ¢lent bad nejenom, ze neni Spatny, ale ze
je i dostatecné dobry.

Véta 3.3.4 (o existenci pro |I'1| = 0). Necht jsou splnény viechny predpoklady
Definice 3.2.1 a |T'1| = 0. Potom plati:

1) Necht
Cib(z) — [€(@))? = P(x)]> >0 skoro vsude v 9,

~ . ; (3.35)
/ Cy(b(z) — (x> — |D(x)|2) dz > 0.
Q
Potom existuje € > 0 (nyni uZ ovSem zavisi na (3.35), Cy a Q) takové, Ze
pokud & splnugje
o(x) > —e skoro vsude na I's,

pak existuje prdvé jedno slabé Tesent (3.5)—(3.8).

2) Necht

o(x) >0 skoro vSude na T's,

3.36
/ odS > 0. ( )
s
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Potom ezistuje ¢ > 0 (zdvislé na (3.36), C1 a Q) takové, ze pokud b, ¢ a d
splriugi B
C1b(x) — |¢(x)]? — [0(x)]> > —e  skoro vsude na T3,

pak existuje pravé jedno slabé fesent (3.5)—(3.8).

V obou pripadech navic existuje konstanta C > 0 zdvisejici pouze na Q,1'1,Cy a e
takovd, Ze Tesent u spliuje

[ull, , <C <||f||v +1Uoll12 + gl (3.37)

W%ﬂ(am)*) '
Dausledek 3.3.5. Protoze 4loha je linedrni, tak zobrazeni F : [f,g,Ug] — u
jakoZto zobrazeni z V* x (W2:2(Ty UT3))* x V do V je omezené a spojité.

Diikaz Vety 8.3.3 a Véty 3.8.4. Diky Vété 3.3.2 staci ukazat, ze forma By, , je V-
eliptickd. Vezméme tedy libovolné u € V' a dosadme do definice (3.17). Pouzitim
elipticity matice A (viz (3.4)) a definice b a & (viz (3.32)) postupné ziskéme nerov-
nost

BL,,,,(u,u):/ (/XVu~Vu+EVu~u—5Vu~u+bu~u)dac—l—/ o-udS

Q s
2/ (cl|vu\2—\€||vu||u|—|5||vu\|u|+5|u|2dx+/ 5|u|2) ds.
Q I's

Diky Youngové nerovnosti mtizeme dale odhadnout

&2 + 02
Cq

iy = C
[cllVullu| + [o[[Vul[u] < 71|Vu|2 + [uf?

a vyse uvedend nerovnost se redukuje na tvar
b—1c2 — 1312
Bro(u,u) > / (ﬁwu\2 + \qu) da + / Flul?ds.  (3.38)
0 2 Cl Fg

Nyni uz rozdélime ditkaz na dvé éasti a to pokud |T';| > 0 a |T'y| = 0.

V prvnim pfipadé pouzijeme Poincarého nerovnost a Vétu o stopach, abychom
ziskali kyzenou nerovnost. Presnéji, pouzitim Véty 2.7.3 dostaneme existenci c;,
ktera zavisi pouze na () a I'y takové, ze

S, < / VuPdet [ [ufde.

I
Obdobné diky Vété o stopach 2.6.10 ziskdme existenci konstanty ¢y zavisejici pouze
na (2 takové, ze

¢ | u?ds <|ul?,.
s
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Pouzitim téchto nerovnosti v (3.38) tak mame
|

b [P _
B olww) > G ulls + [ o |2£,—de+/ Flul? ds

s

C

>t Gl + g [ ks
T 72 N2
+/ u|2de+/ Flul?ds
I's

= aY vl +op / P (4102 + Oy — [? — () de (3:39)
+/ (334710 +7)|ul?dS
s
c . . L
> Plulls+ Ot [ (0 + O - @~ ) da
+/ (334710 4 7)|ul? ds,
s

kde jsme v posledni nerovnosti opét pouzili Vétu 2.7.3. Pokud tedy zvolime
£ :=c34 ' min(1, c3),
a tedy € > 0 zavis{ pouze na Q a I'1, pak pro kazda data splitujici (3.33) plati

Cl Cl
Brg(uu) > ey —=[[ullty = i [ulfy-

Forma By ; je tedy V-eliptickd a diikaz je hotov.

Vénujme se nyni p¥ipadu |T';| = 0. Nyni uz nemtizeme pouzit Poincarého nerovnost
pracujici s hodnotami funkce na hranici, ale potfebujeme, aby alespon jeden ze
dvou poslednich ¢lentt v (3.38) byl pfiznivy. Uvazujme nyni piipad 1) z Véty 3.3.4.
Diky (3.35) musi existovat 2* C 2 a az > 0 takové, ze |Q2*| > 0 a

g - e~ 0206
Cib(e) — [{@)? - (@) = L2

Pouzitim této nerovnosti v (3.38) a vyuzitim nezapornosti vyrazu v (3.35) na celé
Q, tak mame

Bro(u,u) > % (/ |vu|2dx+a3/ uzdx) +/ alu*ds. (3.40)
Q Q* '3

Nyni uz jen aplikujeme predesly postup, tj. pouzijeme Vétu 2.7.3, abychom z prv-
niho ¢lenu ziskaly celou normu, a Vétu o stopach 2.6.10, abychom mohli odhadnout
posledni ¢len. Celkem méame

skoro viude v Q*.

2
c1Cy 2
B ||u||1,2

_ e G
+/ 5luf*ds > Cl4l||u||§72+/ (6265 ! a> lul? ds.
I's s

BL 0(u7 u) Z
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Volbou

a0,

2
tak ziskdme kyzeny odhad, pokud & splituje pfedpoklady bodu 1). Bod 2) se dokaze
obdobné a je pfenechan ¢tenafi. O

V této casti jsme si doposud probrali zakladni techniku a postupy, jak odvodit,
zZe je kyzeny operator elipticky (a tedy forma By , V-eliptickd). Ukazali jsme si,
7e v pripadé predepsani okrajové podminky alespon na ¢asti hranice ndm dovoli
zvladnout i nepriznivé ¢leny, pokud nejsou prilis velké, a ze v pripadé, kdy nepte-
depisujeme Dirichletovu okrajovou podminku, alespon jeden ze zbyvajicich ¢lent
musi byt dostatecné dobry. V celém ditkazu jsme ale nepouzili jakoukoliv strukturu
nepftiznivych ¢lenti a v nasledujicich cvicenich si ukazeme, jak zvladnout i nékteré
pripady, které ne zcela zapadaji do zatim vybudované teorie.

Cviceni 3.3.6. Uvazujme Q C R? otevienou omezenou a tedy ne nutné lipschit-
zovskou. Pro dané f € L*(Q), chceme resit problém

—Au=f v,
u =0 na 0.

Reseni. V tomto pfipadé nems smysl hovofit o stopé u, nicméné jako piirozeny
kandidat na vhodny prostor funkci se nabizi V := VVO1 2(Q). (PFipomefime, Ze tento
prostor je definovan jako uzévér hladkych funkei s kompaktnim nosi¢em.) Slabym
fesenim pak nazveme u € V spliujici

B(u, @) ::/QVU~V<pdac:/Qu<pdx =:(F,¢)y prokazdé p € V.

Forma B je zcela jisté bilinedrni a V-omezend, staci tedy ovérit elipticitu, abychom
z Laxovy—Milgramovy Véty (Véta 3.3.1) ziskali existenci préavé jednoho slabého
feSeni. Protoze je ) omezend, muzeme najit dostateéné velikou kouli Br(0) C
RY takovou, ze Q1 C Bgr(0). Pokud dodefinujeme u vné € nulou, ziskdme u €
Wy ?(Bg(0)). Tento krok ovéite peclivé. Protoze ma ale koule lipschitzovskou hra-
nici, mizeme na ni pouzit Vétu 2.7.3 a ziskdme

B(u,u) = / Vul? dz = / IVul? dz > el s,00 = Elullie).
Q Br(0)

Forma B je tedy eliptickd a dikaz existence a jednoznacnosti je tim hotov. O

Toto cviceni ukazuje, ze pokud predepiseme Dirichletovu okrajovou podminku ug
na celé hranici, nemusime se nutné zabyvat pouze lipschitzovskymi oblastmi, ale
staci pouze predpokladat, ze existuje Uy € W12(Q) tak, Ze stopa Uy je rovna ug
na ). Nami hledané feseni u pak bude ve tvaru u = Uy + v, kde v € V, neboli
(u—Up) € Wy2(Q).
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Cviceni 3.3.7. Bud Q = (—1,1)2. Pro danou funkci f € L*(Q) a a € L>=(—1,1)
takovou, Ze ||al|co < 2, dokaZme existenci pravé jednoho slabého Tesent ulohy

9? 9? 0?
Lu(z) := —87%‘(90) - 2872‘@) + a(xl)wauu(x) = f(z) v Q,

u(z) =0 na Q.

Reseni. Vyraz na levé strané neni v divergentnim tvaru a tedy nemiizeme piimo
pouzit vybudovanou teorii. Nicméné nasi snahou bude prepsat zejména treti ¢len
do tvaru s divergenci. Velikou chybou by bylo ho pfepsat takto

9%u 0 ( 8u> da Ou

“0x10m; Oz \ Owy) O 02

61‘1 81‘2 '

Formalné je to sice pfesné ten popis, ktery potfebujeme, ale nezapominejme, ze dle
predpokladt nemusi a mit derivaci (a to ani slabou) a tedy vyraz na pravé strané
nedava dobry smysl. Naproti tomu, protoze a nezavisi na xs, miZeme mnohem
jednoduseji postupovat takto

LT )
81‘18.%2 a 8.1‘2 81‘1 '

Pokud si nyni zadefinujeme matici A(x)

—div (A(z)Vu(z)) = = Y (;;i ((A(x))ijgz) = Lu(z).

ij=1

Nyni jiz mame operator L prepsan na potfebny tvar a je uz jen treba oveérit
elipticitu matice A, tj. podminku (3.4). Jednoduchym vypoétem zjistime, Ze pro
kazdé z € R? plati

2
3 (M) ,jm = 2+ 222 — a(e)am 2 2 - 221 -2) -
i,j=1

W)g

> g2 1-—
521+< 41—¢))

kde jsme pouzili Youngovu nerovnost. Vidime tedy, Ze pokud |a]lc < 2, volbou
€:=(2— |lalloc)/2 > 0 zajistime

(1 — M) >¢  skoro viude v {2
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a tedy
d
Z (A(z))ijzizj > ¢|Z)2.
i,j=1

Operéator L je tedy elipticky a mizeme pouzit teorii vybudovanou vyse k dokazani
existence a jednoznacnosti slabého Feseni. O
Nasledujici cvifeni se zabyva rovnici (3.14). Jiz vime, Ze pokud |¢] < 1 (malost
nyni zavisi na konstanté elipticity C7 matice A), pak existuje pravé jedno slabé

v

casto pouzivaji v praxi.

Cviceni 3.3.8. Bud Q C R? lipschitzovskd, f € L*(Q), p € (2,00] a & =

(c1,...,¢q) takovy, Ze ¢; € LP(Q). Necht navic divé < 0 v Q ve smyslu distri-
buct, tj. pro kaZdou nezdpornou ¢ € C5°(2) plati
d B
¢-Vepdz = / Ci dz > 0. (3.41)
/sz sz; "0

Pro co moznd nejvétsi interval pro p dokazte existenci a jednoznacnost slabého
feSend ulohy (3.14) s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou i pokud je
Il > 1.

Reseni. Nejdfive musime tilohu dobfe zformulovat. Volba prostoru je nyni ziejma,
V.= WO1 2 (), a u € V nazveme slabym feSenim pokud pro kazdé ¢ € V spliiuje

/Q (AVu~V§0+E'. pr) dz =: B(u,p) = (F,p)y = /Qf(pdx.

V této situaci jsou ndmi zatim dokazané véty k nepouziti, diky mozné neomezenosti
¢é. Proto se pokusime pfimo aplikovat Laxovu—Milgramovu Vétu (Véta 3.3.1) na
tento problém. Ziejmé F' € V* a B je bilinearni. Zbyva tedy ovéfit, ze je V—
omezena a V—eliptickad. Za¢néme s omezenosti. Diky Holderoveé nerovnosti ziskdme
odhad

Bl < [ (1#IVulI9el+1aVallpl) da
< 18 loell Tl Vil + 1Vl ol 2,
< O ullv (el + el 22,).

V poslednim ¢lenu vystupuje jistd norma a abychom ji mohli odhadnout normou
2

ve V, potfebujeme nutné vnofeni W12(Q) — L7-2(Q). Pouzitim Véty 2.5.1 tak

ziskdme nutny predpoklad

p>2 prod=2,

Wi2(Q) = Li2 (Q) &
p>d prod>2.
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V dalsim tedy uvazujeme pouze tato p a dostavame tak, ze forma B je V-omezena.

Nyni se zaméfime na V—elipticitu. Dosazenim a pouZitim pfedpokladi na A (viz
(3.4)) a pouzitim Poincarého nerovnosti (viz Vétu 2.7.3) ziskdme odhad

B(u,u):/ (AVU-VU—F5~VUU) deC’lHVuH%—!—/aVuudx
Q Q
EC%C’lHuH%/qL/aVuudx.
Q

Vénujme se nyni zbyvajicimu integralu. Z deﬁmce prostoru Wo (Q) mizeme najit
{u"}nen € C§°(Q) takovou, ze u™ — u v W0 2(Q2). Navic ze spojitého vnoreni a

diky volbé p také mame, Ze u"* — u v Ltz (Q). Posledni integril tedy mizeme
také zapsat takto

4 un
¢+ Vuudzr = lim ¢-Vu™u"dr = lim g C; u" dx
Q n—oo0 n—oo Jo £ o0x;

Q

8|u |2 341)
- 5 Jim, /QZ dz

V posledni nerovnosti jsme pouzili (3.41) s o := (u™)?, kterd je zfejmé nezdporna a
diky vlastnostem u"™ i hladké s kompaktnim nosicem. Forma B je tedy V—elipticka
a existence a jednoznac¢nost slabého feseni pro p > d (popf. p > 2 pokud d = 2)
plyne z Laxovy—Milgramovy Véty 3.3.1. g

3.4 Existence slabého feseni pomoci Fredholmovy
alternativy

V predeslé sekci jsme se soustiedili na dokazani existence slabého feSeni pro ja-
kakoliv data a ukazali jsme, Ze je to mozné, pokud je operator koercivni, neboli
pokud jsme schopni ziskat apriorni odhad. To bylo typicky mozné v pripadech,
kdy b popt. o bylo dostateéné dobré (kladné). V této sekci se spiSe soustfedime na
charakterizaci dat, pro ktera ma dany operator feseni, které je popt. jednoznacné.
Pro jedndoduchost! se nebudeme zabjvat nehomogennni Dirichletovou okrajovou
podminkou a v pfipadé, Ze na nékteré ¢asti hranice budeme pfredepisovat ug, pak
vzdy budeme volit ug = 0. Pfipomeﬁme nejdiive operétor L

S 3 D (VLIS B 3yt

[311,]1 B=11i=1

N d 4 N
DR IWCLETES S
B=1i=1 "

=1

(3.42)

1Cela teorie lze vybudovat i pro obecné Dirichletovy okrajové podminky, které nicméné musi
byt v jistém smyslu hladsi.



126 KAPITOLA 3. LINEARNI ELIPTICKE ROVNICE DRUHEHO RADU

popf. jeho zkraceny zapis
u = —div ([&Vu) +¢- Vu + div (du) + bu,

ktery bude elipticky, tj. koeficienty spliiuji Definici 3.1.2. Pfipomenme také, ze
nam jde o TeSitelnost nasledujici tlohy
Lu=f v Q,
u=0 na Iy,
- - (3.43)
(AVu—0u)-7=g na I'g,
(AVu—du)-7+ou=g na Is.

Nyni pristoupime k definici adjungovaného operatoru L*.

Definice 3.4.1 (Adjungovany operator). Bud L elipticky operdtor definovany po-
moct (3.42). Operator L* definovany jako

(3.44)

nazveme operdatorem adjungovanym k L.
Tento operator budeme také zkracené zapisovat jako

L*p = —div (A*ch) — div () — 3* - Ve + b,
kde jsme oznacili

(B2 = (&), (@)= @, @97 = @), (69 =P

Ju?

Poznamenejme jesté, ze ve skalarnim pripadg, tj. pokud N =1, mame A* = AT a
b*=b, & =¢ d =d. Nyni zadefinujeme adjungovanou tlohu.

Definice 3.4.2 (Adjungované tloha). Rekneme, Ze ndsledugici problém

L'o=1f v Q,

¢=0 na I'y,
o 3.45
(A*Vep +cu)-V=g na T, (3.49)

(A*Vgitru) -7+ o*p =g na Ts

je adjungovany k (3.43). V (3.45) jsme oznadili (o*)* := (o).
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Protoze se v celé této sekci soustiedime zejména na otazku, pro jakd data existuje
slabé TeSeni (na rozdil od pfedeslé sekce, kde jsme chtéli mit existenci a jednozna-
¢nost), zavedeme nésledujici znaceni.

Definice 3.4.3. Rekneme, e (f,g) € 12, prdvé tehdy, kdyz £ = (f',..., V) a
g=(g"...,9") aprokaidé a € {1,...,N} plati f* € L*(Q) a g* € L*(T'yUT}3).
Prostor L2 je navic Hilbertiv opatieny skdldrnim soucinem

((f,g), (f, g)) /Qf-t_"dx+/FUF g-gds.

Nyni jiz mizeme osvétlit, pro¢ hovoiime o adjungovaném operatoru a adjungované
uloze. Zadefinujeme-li nasledujici bilinedrni formy

aaﬁa ot
= 3 [ 50 (/505 S

ozBl i,5=1

_ Z /Zdaﬁf)w )

aﬁ 1
+ Z /baﬁ Bo*dx + Z / o*Puf ™ ds,
a,f=1 a,f=1
aﬁ&p ou® d ap Ou®
Brs o aﬁzl/ le 4 Oz, Oz +;(C )i ox; 14 )dx
- Z /Zd* 58“’ u da
a,B=1
+Z/b*al3 ﬁuaderz/ BBy ds,
a,B=1 a,Bf=1

vidime, ze u € V je slabé feSeni dlohy (3.43), pravé tehdy, kdyZ pro kazdé ¢ € V
plati (viz Definici 3.2.1)

Bpo(u,¢) :/f~<pd:r+/ g-pdS. (3.46)
Q I',Ulg

Podobné (opét z Definice 3.2.1) ¢ € V je slabé feSeni (3.45) préavé tehdy, kdyz pro
kazdé u € V plati

BL*yﬁ*(<p,u):/foudm+/ g-udS. (3.47)
Q I';ul's

Navic z definice A*, ¢*, 0*, b* a ¢* dostavame, Ze pro kazdé u,p € V

BL,D‘(u7 QD) = BL*p* (‘pau)' (348)
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Vztah (3.48) muZzeme také zapsat jako
<Lu790>V = <L*S0,u>v,

proto tedy hovofime o adjungovaném operatoru a o adjungované tiloze. Ve vztahu
vyse vSak musime mit na paméti, Ze je vztazen také k urcité Newtonoveé okrajové
podmince reprezentované o, respektive o*.

V dal§im budeme studovat vlastnosti tiloh (3.43) a (3.45). Nejdfive uvedeme diisle-
dek Vét 3.3.3-3.3.4.

Véta 3.4.4 (Zobecnéna existenéni véta I). Bud Q C RY lipschitzovskd, {T';}3_,
prisusné cédsti hranice a L elipticky operdtor. Pak existuje o > 0 takové, Ze pro
viechna v > 7o a libovolné (f,g) € L2 existuje prdvé jedno slabé fesent ilohy

Lu:=Lu+yu=f v Q,

u=0 na I'y,
o - . (3.49)
(AVu—0ou)-v+~yu=g na Ty,
(AVu—2du)-7+ou+~yu=g na Is.

Navic ezistuje konstanta C' zdvisld pouze na L, o a Q tak, Ze pro kazZdé v > g
reseni u splnuje

[allv < O£, g)ll- (3.50)

Diikaz. V ptipadg, ze |I'1| > 0, pouzijeme Vétu 3.3.3. Postacujici podminka (3.33)
ma v tomto piipadé tvar

> —5012 skoro v8ude v €2,

v+ 0o(x) > —eCy skoro vSude na I's, (3.51)
> —e(C; skoro vsSude na I's.

Pokud tedy zvolime v := C7([|dl1% + 9|2 + |bllee + llo]loo), Pak pro kazdé

v > 7 je (3.51) splnéna, tedy tvrzeni Véty 3.3.3 dokoncuje dikaz. V pfipadé
IT'1| = 0 pouzijeme obdobnym zpiisobem Vétu 3.3.4. O

Bez dtikazu uvedeme jesté vétu pro adjungovanou ulohu, jejiz diikaz je nicméné
identicky dtkazu predeslé véty.

Véta 3.4.5 (Zobecnéna existenéni véta I1). Bud Q C R? lipschitzovskd, {T';}3_,

prislusné casti hranice a L elipticky operdtor. Pak existuje yo > 0 takovd, Ze pro
vsechna v > 7o a libovolné (f,g) € L2 existuje prdavé jedno slabé Fesent tulohy

Lyp=L¢+yp="Ff v Q

=0 na I'y,

(A?*Vw—i—?k(p) V+yp=g na Iy,

(A*Vo+Tp)-T+op+vp=g na Ts.

(3.52)
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Navic existuje konstanta C zdvisld pouze na L, o a  tak, Ze pro kazdé v > 7o
resent @ spliuje
lellv < ClI(f, &)l (3.53)

Dalsi vysledky budou zaloZeny na Fredholmové alternativé a jejich dusledka (viz
Vétu B.3.7). Pro prehlednost ji nicméné pfipomeneme i zde.

Véta 3.4.6 (Fredholmova alternativa). Necht H je Hilbertiv prostor a K : H — H
je kompatni linedrni operdtor. Pak plati

(i) N(I — K) je konecnédimenziondini.

(i) R(I — K) je uzavieny.
(I-K

)
(iii) R(I — K) =
(iv) N(I — K) = {0} & R(I - K)=H.
(v) dim N(I — K) = dim N(I — K*).

N(I - K*)*.

(vi) Spektrum K je nejuyse spocdetné a obsahuje 0. Pokud je spektrum nekoneéné,
pak 0 je jedinyg hromadny bod.

Pfipomenime znaceni pouzité vyse: N znaci jddro operatoru, R znaci obor hod-
not a K* je adjungovany operator, tj. operator spliiujici pro vsechna uw,v € H
(Ku,v)g = (u, K*v) . Koneéné, Fredholmovou alternativou se ¢asto nazyva pou-
ze vlastnost (iv) z Véty 3.4.6, kterd fikd, Ze bud méa pro kazdé f € H tloha
u—Ku = f (jednozna¢né) feSeni, nebo existuje netrividlni feSeni alohy u—Ku = 0.

vvvvvv

Véta 3.4.7 (Fredholmova alternativa pro eliptické operatory). Bud Q C R?
lipschitzovskd, {T'1};_, prislusné édsti hranice a L elipticky operdtor.

1) Bud md pro kazdé (f,g) € L2 tloha (3.43) prdvé jedno slabé vesent, nebo pro
(f,g) :=(0,0) ezistuje netrividlni Tesent ulohy (3.43).
2) Oznacéme
N :={u € V; u je slabé feseni (3.43) pro (f,g) := (0,0)},
Np- = {p € V; ¢ je slabé teseni (3.45) pro (f,g) := (0,0)}.

Potom Ny, a Np~ jsou uzavien€ podprostory V a plati dim Ny, = dim Ny« <
0.

3) Pro dané (f,g) € L2 md tiloha (3.43) slabé vesent prdvé tehdy, kdyz pro kazdé
0= ((f7g)7 (‘107()0|F2UF3))H_2 = /

f-(pdx+/ g - pdS.
Q TaUl's
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Diikaz. Pro libovolné v > 0 definujme bilinearni formy

Bz,o(u7so) = BL7®(U7‘P)+7/U‘Pd$+’Y/ u<pdS,
Q TaUll'y

(3.54)
Bz*,c*(%u) = BL*J*QP’U)—F’Y/(‘ZQD.UCI:L‘—F,Y/F (pudS

22Ul

Tyto bilinearni formy nyni odpovidaji iloham (3.49) a (3.52). Tj. pro (f,g) € L2
nazveme u € V slabym fesenim (3.49) pravé tehdy, kdyz pro kazdé ¢ € V plati

BY,(u,¢) = /Q £opdet /F g0ds = (Le) (pelrn)) s (59)
2Ul's

Podobné plati, ze pro (f,g) € L2 je ¢ € V slabym fesenim (3.52) pravé tehdy,
kdyz pro kazdé u € V plati

Bj. 4 (p,u) = / f-gdx+/ g-udS = ((f,g), (w,ulr,ur,)),.-  (3.56)
Q T'oUl's

Pfipomenime zde, Ze diky operatoru stop a lipschitzovskosti 2 mé smysl hovorit
o hodnotéch funkci z V' na hranice a v tomto smyslu také chdpeme u|r,ur, a
@lr,urs-

Nyni diky Vétam 3.4.4-3.4.5 miizeme zvolit od nynéjska pevné v > 0 takové, ze
tilohy (3.49) a (3.52) maji pro kazdé (f,g) € L? pravé jedno feseni. Definujme
operator L' : .2 — [ pfedpisem

L' (f,8) = (u,ulr,ur,),

tzn. (f, g) piifadime jednoznac¢né slabé feSeni (3.49), tedy u spliujici (3.55). Ob-
dobnym zptisobem zadefinujeme operator (L)™' jako

(L)' (£,8) = (@, @lruury),

kde ¢ € V je jednoznacéné slabé feseni (3.52), tedy spliiujici (3.56). Oba ope-
ratory jsou ziejmé liedrni a diky odhadtm (3.50) a (3.53) také omezené (pouzi-
vame zde Vétu o stopach, tedy Vétu 2.6.10). Navic, diky kompaktnimu vnofeni
Wh2(Q) —— L*(Q) (Véta 2.5.20) a diky kompaktnosti operatoru stop (Véta
2.6.12) jsou oba operétory, tj. L7 i (L%)~!, linedrni spojité kompaktni operatory
z 12 =12

Definujme operdtor K: L — L? predpisem K := yL.'. Zcela ziejmé je i tento
operator linearni spojity kompaktni operator.

Nyni pouze ekvivalentné zapiSeme Fesitelnost tilohy (3.43) v terminech operatoru
K. Vyuzitim slabé formulace (3.46), slabé formulace pro operator L., tj. identity
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(3.55), definice operatoru Ly ! a definice a linearity operatoru K postupné ziskdme

u €V fesi (3.43)

‘gBL,U(uup):/fwodxwL/ g-pdS VpeV,
Q I>Uls

ﬁBZ,U(u,w):/Q(qu)wpder/F (yu+g)-@dS VYoeV, (3.57)

2UlM'3
< (w,ulr,ur,) = L;1 ((7u + 1), (vulr,ur; + g))

1
< (u,ulr,urs) — K(w,u|r,ur,) =h, kde h:= ;K(f,g).

Vénujme se nyni diikazu 1) z tvrzeni véty. Protoze je K kompaktni, mizeme pouzit
Fredholmovu alternativu (Véta 3.4.6), kde bod (iv) ¥ik4, Ze bud existuje netrividlni
feseni (a,b) € L2 problému

(a,b) — K(a,b) = (0,0), (3.58)
nebo pro kazdé (a, b) € 1.2 existuje pravé jedno feseni (a,b) € L2 problému

(a,b) — K(a,b) = (a,b). (3.59)
Nejdiive ukazme, ze K(f,g) = (0,0) pravé tehdy, kdyz (f,g) = (0,0). Jedna
implikace je diky linearité K zfejmé. Ukazme si tedy, ze pokud K(f,g) = (0,0),

pak (f,g) = (0,0). Z definice operatoru K pak plyne, ze u = 0 je Feseni (3.43),
coZ znamena, ze pro ¢ € V

/f~<pdx+/ g-dS=0.
Q LUl

Protoze [C5°(2)]Y C V, ihned vidime, Ze f = 0. Obdobné obdrzime i g = 0. Déle
ukédzeme, ze (3.58) je ekvivalenti existenci netrividlniho FeSeni (3.43). Z definice K
plyne, Ze libovolné netrividlni feSeni (a,b) (3.58) miize byt zapsano jako (a,b) =
(u,ulp,ury), kde u € V' a tedy netrividlni Feseni (3.58) existuje pravé tehdy, kdyz
existuje netrividlni u € V spliujici

(u’ u‘F2UF3) - K(u7 u‘FzUrg) = (0’ 0) = K(O’ 0) (360)
Porovnanim s (3.57), vidime, Ze tato vlastnost je ekvivalentni existenci netrivial-
niho FeSeni (3.43).

Koneéné tedy mame, Ze pokud neexistuje netrividlni feSeni (3.43), pak neexistuje
netrivialni fegeni (3.58) a tedy pro kazdé (a,b) € L? existuje pravé jedno feSeni
problému (3.59) a tedy specidlné pro kazdé (f,g) € 12 existuje jednoznac¢né feseni
(a,b) € 1.2 problému (pouzijeme zde fakt, ze K(f,g) € L?)

(a,b) — K(a,b) = %K(ﬂg). (3.61)
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Vzhledem k definici operatoru K, existuji u',u? € V takové, ze

_ 1
(u17u1|F2UF3) = K(aa b)a (u27u2|F2UF3) = ;K(f7g)7

_ = _ = 1
(a7 b) = K(a7 b) + ;K(fvg) = (u17u1‘F2UF3) + (u27u2‘F2UF3) = (u7 u|F2UF3)’

kde u := u' +u? € V. Proto z (3.61) dostéavame, Ze pro kazdé (f, g) existuje jediné
u € V takové, ze

1
(u7 u|F2UF3) - K(u’ u‘FQUF:s) = ;K(f’ g)

Nyni jiz mizeme pouzit (3.57) a ziskdme, Ze pro kazdé (f,g) existuje slabé FeSeni
ulohy (3.43).

Necht nyni existuje netrividlni feSeni u € V pro ulohu (3.43) s (f,g) = (0,0).
Potom pokud libovolné u € V fesi (3.43), pak diky linearité i (u+ u fesi ten samy
problém a tedy ziskdvame nejednoznacné feseni.

Dokazme tvrzeni 2). V pfedeslé ¢asti jsme si ukdzali N(I — K) = {(u,u|r,ur,) :
u € Np}. Konetna dimenze Ny, tedy plyne z bodu (i) Fredholmovy alternativy
aplikované na operator K. Protoze nyni jiz potfebujeme hovotit o adjungovaném
operatoru, definujme nyni operator (ktery nemusi byt jesté nutné ajungovany ke
K) K* := ~(L%)~". Opakovanim kroku jedna miizeme ukézat, ze N(I — K*) =
{(p,|rours) : @ € Np«}. Abychom dokonéili cely diikaz, musime nyni ukazat, ze
K™ je opravdu adjungovany operator k K, tj. musime ukazat, ze

(K(v.9), %, %)), = ((v,¥), K*®,9)),. pro kazdé (v,¥V), (4,9) € L% (3.62)

Z definice obou operatort a diky linearité je (3.62) ekvivalentni

(L31(v,9), @, 9) . = (v, ¥), (L2) ' (#,9)) . pro kazdé (v, V), (4,9) € L2,
(3.63)
Z definice operatort a diky Vétam 3.4.4 a 3.4.5 nyni miZeme najit u,p € V

spliwjici (u, u|p,ur,) = L' (v, V) a podobné (¢, @lraur,) = (L) (¥,4). Tedy u
a ¢ jsou jednoznacné feseni

B o(ww) = |

u-wdz + / v-wdS pro kazdé u e V, (3.64)
Q IoUTs

Bj. o (p,2) = / Y-zdr + / 17) -zdS pro kazdé z € V. (3.65)
Q [,UTs

Identita (3.63) se da tedy pfepsat do tvaru

/u-@/}dx—k/ u-'(,Nde: v-cpda:+/ v-pdS. (3.66)
Q T'oUl's Q I'2Ull's
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Volbou w := ¢ € V v rovnici (3.64) a z := u € V v (3.65) zjistime, Ze rovnost
(3.66) je stejnd jako

Bz*,o'* (‘p7 u) = Bz,ﬁ(u’ (p)
S vyuZitim definice (3.54) neni t&zké nahlédnout, Ze tato rovnost je ekvivalentni

Br o« (p, 1) = Br o(u, ).

Tato rovnost ale plati vZdy diky adjungovanosti Gloh, viz (3.48). Tedy operator
K* je skute¢né adjungovany k operatoru K a dikaz 2) je hotov.

Dokazme tvrzeni 3). Diky (3.57) vime, Ze feSeni u € V tlohy (3.43) existuje pravé
tehdy, kdyz u € V spliuje

1
(u7 u‘FzUFs) - K(u, uleUFs) = %K(fv g)' (3'67>

Stejné jako v (3.57) mizeme ukdzat, ze ¢ € V tesi (3.45) s (f,g) := (0,0) (a tedy
@ € Np+) je ekvivalentni tomu, Ze

* 1 *
(‘p7‘P‘F2UF3) -K (¢7S0|F2UF3) = ;K (070) = (0’0)' (368)

Dle bodu (iii) Fredholmovy alternativy (Véta 3.4.6) feseni (3.67) existuje pravé
tehdy, kdyz pro kazdé ¢ € N« plati

0= (FKUE). (o plraon)) | = (KE).Gplror )

= ((f7g)7K*(<ﬂ07‘p|F2UF3))ﬂ_2 = ((fvg)7 (So?w‘FzUFs))[l_? (369)

:/f~<pdx—|—/ g pdS,
Q TaUll'g

kde jsme postupné pouzily adjungovanost K a K* a identitu (3.68). Tim je dikaz
bodu 3) hotov. O

Fredholmova alternativa nam ekvivalentnim zptisobem charakterizuje Fesitelnost
ulohy (3.43). Nyni ukadZeme, %e diky Fredholmové alternativé miizeme jeSté pres-
néji specifikovat fesitelnost eliptickych tloh. UkéaZeme, Ze je to tizce spojeno s
problémem spektra operatoru. Budeme nyni uvazovat néasledujici zobecnéni tlohy
(3.43)

Lu=Xu+f v Q,

u=20 na I'q,

" - 3.70
(AVu—odu)y = u+g na Iy, (8.70)

(AVu—9du)7+ou=Xu+g na I
Resitelnost této tlohy pak souvisi s volbou A. Jiz jsme ukazali (viz Véty 3.4.4 a
3.4.5), ze pokud A < 0 bude dostateéné malé, pak je vySe uvedend tloha vzdy Fesi-

telna. Nyni se budeme vénovat podrobnéji této problematice. Nejdiive si uvedeme
prirozenou definici.
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Definice 3.4.8 (Spektrum eliptického operatoru). Bud Q C RY lipschitzovskd a
{T;}3_, prislusné édsti hranice. Bud L elipticky operdtor jako vijse a 0®® € L>°(T'3)
proa, B=1,2,...,N. Rekneme, %e A € R ndlez do redlného spektra operdtoru L,
pravé tehdy, kdyZ existuje netrividing feSent dlohy (3.70) s (f,g) = (0,0). Mnozinu
takovych A, tedy realné spektrum, oznacime 3.

Je dulezité si uvédomit, ze definice spektra se nevztahuje jen k operatoru L, ale
bere v ivahu i okrajové podminky. Tj. jiné spektrum budeme mit pro homogenni
Dirichletovu tlohu a homogenni Neumannovu tlohu.

Konecéné ukazeme, jak souvisi spektrum s fesitelnosti ptivodni tlohy a také ukéa-
zeme, ze spektrum je nejvyse spocetné.

Véta 3.4.9 (O vlasnostech spektra). Bud Q) C R? Lipschitzovskd a {T;}3_, prislu-
$né cdsti hranice. Bud L elipticky operdtor a {U‘lﬁ}g’ﬁ:l € L>®(T'3) a X jeho redlné
spektrum. Potom plati:

1) ¥ je nejvyse spocetnd. Navic pokud je nekoneénd, pak plati ¥ = {Ap}72 4,
kde A\, — oo.

2) Ndsledugici dvé tvrzend jsou ekvivalentni:

- A¢X
— pro kazdé (f,g) € 12 emistuje prdvé jedno slabé veseni (3.70).

8) Pro kazdé \ ¢ ¥, pak ezistuje C > 0 takové, %e pro vsechna (f,g) € L2 a
odpovidagici jednoznacénd slabd teSeni u € V dlohy (3.70) plati

Jally < CII(f, &) 12 (3.71)

Diikaz. Zacnéme s ditkkazem 1). Diky Vétam 3.4.4 a 3.4.5 jiz vime, ze plati ¥ N
(—o0, —y0] = 0. Navic je zfejmé, Ze pokud A < —~p, véta plati. MiZzeme tedy
uvazovat A > —vo. Pouzitim (3.57) s v > 7o miizeme opét ukazat, ze u € V fesi
(3.70) préave, kdyz

1
(u, u|I‘2UF3) - K(ll, u‘FQUFB) = ;K(f + Au’ g + )\u‘F2UF2) (372)

A 7(11’ u‘F2UF3) - ('Y + A)K(ua u|F2UP3) = K(f7 g)

Bud tedy (f,g) = (0,0) a u € V netrivialni FeSeni (3.72). Potom (poznamenejme,
Zey+A>y—7 >0)je
v
0< —— =
v+ A a

vlastni ¢islo operatoru K. Dle bodu (vi) Véty 3.4.6 je spektrum K nejvyse spocet-
né. Tedy mnozina takovych A C ¥ musi byt nejvyse spocetna. Navic pokud je
nekoneénd, tj. ¥ = {\;}72,, pak musi existovat i vlastni ¢isla operatoru K takova,
ze

7~ Hk
= uk — >\]€ = —

0<
v+ Ak i
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Protoze jediny hromadny bod spektra K je 0, vidime, Ze Ay — oo a dtikaz 1) je
hotov. Bod 2) pfimo plyne z bodu 1) Véty 3.4.7.

Dtikaz bodu 3) provedeme sporem. Bud A ¢ 3 pevné. Necht existuji {(f, gx)} € L2
a jim odpovidajici {ui} € V (dle bodu 2) FeSeni uj existuji a jsou jednozna¢nd)
takova, ze |[uk|lv > k(||fellz2() + lI8k|lL2(r,ury)) Pro viechna k € N. Navic diky
linearité tlohy miiZzeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze ||ug|lyv = 1. Tato
feseni splnuji pro kazdé ¢ € V

BLyﬁ(ukﬂp) = / (fk + )\uk) ~pdx + / (gk + )\uk) -pdS. (373)

Q I'oul's

Protoze V je reflexivni prostor a ||ug|ly = 1, miZeme vybrat podposloupnost,

kterou nebudeme preznacovat, takovou, ze

u, —u slabé ve V. (3.74)

Z kompaktniho vnofeni, Véty o stopach (viz Vétu 2.5.20 a Vétu 2.6.12) a definice
posloupnosti {(fx,gr)} vime, Ze pro nepfeznacenou podposloupnost a kazdé o €

(,....N}
Q),
Iy UF3),
Q),
Iy UTy).

up = u” silng v L*
up — u® silné v L?

fi—0 silné v L?

AA/—\A

gr — 0 silné v L?

Nyni pfejdeme k limité & — oo v (3.73). Diky (3.75)—(3.78) je zfejmé, Ze

lim </ (fk+>\uk)-<pdx+/ (gk+)\uk)~<pd5>
k—o00 Q I';ul's

:/)\u~<pdx+/ Au - pdS.
Q I'oUl's

Soustiedme se nyni na levou stranu (3.73). Z (3.74) plyne, 7e pro kazdé w € L?(£2),
ge{l,...,N}taje{l,...,d} plati

(3.79)

li dz —wd .
im 83:] —ka / oz, wdz. (3.80)

k—o0

af gv™
ij Oz,

d 8 d
Ouy, 0p® ouP dp®
lim a®f =k dz 2/ a®f =— dz,
k—>oo/91§_:1 Y 8{17j 8.%1 Q i;l K (%cj axz

oub ouP
lim PRy qy = / P *de.
Q ! al’z 7 Q ! 8:@ 7

k—o0

Postupnou volbou w := a; aw:= c <p tak z této identity ziskdme
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Pouzitim téchto konvergenci a také (3.75)—(3.76) ziskdme
lim BLyg(uk,tp) = BL’U(U, QD)

k—o0

Celkem tedy i s (3.79) jsme ziskali, Ze pro kazdé ¢ € V plati

Bro(u,¢p) = / Au - pdz +/ Au - pdS. (3.81)
Q LUl

To znamend, ze u € V je slabé feseni (3.70) s (f,g) = (0,0). Protoze ale A ¢ X,
mus{ byt u = 0. Pokud nyni ukdzeme, Ze ||ully = 1, bude to kyZeny spor. Protoze
v8ak |[ug|ly = 1 pro kazdé k € N, sta¢i ndm ukazat, ze up, — u ve V. Z (3.75)
jiz. vime, Ze u;, — u v L*(2), a proto nam staci ukazat, Ze |Vuy — Vullz — 0 a
tim bude dikaz hotov. Pouzitim elipticity, tj. (3.4), definice By , a identit (3.73)
a (3.81) ihned odvodime odhad

C1||Vug — Vu|)z < / AV (u; —u) - V(up — u)dz
Q

= Bro(up —u,u; —u) — / o(ug —u) - (u —u)dS

s

—/ (3~V(uk—u)(uk—u)—5~V(uk—u)(uk—u))dx
Q
:/}m+xam_u»-mk—mdx

Q

+/F . (gr +A(uy —u)) - (up —u)dS

—/F o(ugr —u) - (up —u)dS

— [ (& V= o = ) =5 Vo, — ) ) e

Kone¢né pouzitim Hélderovy nerovnosti a silnych konvergenci (3.75) a (3.76)
miizeme ve vySe uvedené nerovnosti poslat k — oo a dostaneme

lim ||[Vug — Vul|2 = 0.
k—o0
Nakonec tedy s pomoci (3.75) a pfedpokladi na posloupnost {uy} plati
1= lim [jugllv = [lully
k—o0

a to je spor. O

3.5 Princip maxima pro slaba reseni

Tato ¢ast se tyka vyluéné skaldrnich rovnic. Vime-li, Ze feSeni nasi tlohy je hladké
= regulérni, pak lze vyuzit vét o slabém a silném principu maxima zavedené v kla-
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sické teorii PDR. Cilem této ¢asti je ukéazat, Ze slaby princip maxima plati i pro
slaba Teseni.

Pfipometime si Dtsledek 2.2.5, ktery nam fikd, ze pokud u € W1P(Q), pak také
(u— M)T € WHP(Q) pro libovolné M € R.

Uvazujme tlohu

( i 8%) (3.82)

=wug na 0.

Vime, Ze (za piislusnych predpokladii) existuje pravé jedno slabé Feseni u €
W12(Q) této tlohy tak, ze

u—Uy € Wo2(Q), (3.83)

/ aij a@u 3@ dr =0 pro kazdé ¢ € W01’2(Q). (3.84)
Q Ly

Zformulujme nyni hlavni tvrzeni.

Véta 3.5.1. Je-li u slabé Fesent dlohy (3.82), pak

[ulloo.0 < U0l - (3.85)

Diikaz. Pokud ||uo|| o, oo = 00, tvrzeni zfejmé plati. V opacném piipadé oznac¢me
M = |Juo|| o, 5o Chceme ukézat, ze

—M <u(z) <M sv.vQ. (3.86)

Protoze (u — M)™ je dle vyse uvedeného prvkem W12(Q) a stopa této funkce je
nulové, vidime, ze (u — M)* € Wol’Z(Q). Lze ji tedy pouzit jako testovaci funkci
v (3.84). Pomoci (3.84) a Dusledku 2.2.5 dostavame

_ M)t _ Mt _ At
0= / Ou I(u— M) do — / 0 O(u— M)*" O(u— M) d
¢ i Q

) Y D, aij ox; 8xj 8:@

> a||Vu— M5 > al - M)*;,,

kde jsme vyuzili elipti¢nost a ekvivalenci norem na VVO1 2(Q) Odsud
(u—M)T=0 sv.v§; mneboliu<M sv.vQ.

Protoze —u tesi stejnou rovnici s okrajovou podminkou —ug, plyne z pravé doka-
zaného

(—u—M)T=0 sv.v; mneboliu>-M sv. v
Nerovnosti v (3.86) jsou tedy dokdzany. O
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3.6 Regularita slabého reseni

Uvazujme tlohu

Lu=f v Q,
3.87
u = upgna 0, ( )
kde .
1o} ou

Predpoklddejme, Ze ug € W%’Q(GQ), fe (W&’Q(Q))*, A splituje podminku elipti-
city, pfiGemz pro i,j = 1,2,...,d mame a;; € L*(Q) abe L*°(Q),b>0s.v. v
Q. Potom diky Laxové-Milgramové vété (Véta 3.3.1) vime, Ze existuje pravé jedno
slabé FeSeni tlohy (3.87).

Teorie regularit slabého feSeni hled4 odpovéd na nésledujici otdzku: Necht jsou
data tlohy hladsi (lepsi) neZz pozaduje existencéni véta, je pak slabé FeSeni také
hladsi?

Pro linearni eliptické tlohy je odpovéd kladnd, teorie je vSak technicky kompliko-
vana. Proto se nejprve omezime na jednodussi situaci, kdy Q = R?. Studujeme
tedy tdlohu ,bez hranice®

0 Ju B d
~ % (aijé)x]) +bu=f vR" (3.88)

Dokazte si vétu (pouzijte Vétu 3.3.1):

Véta 3.6.1. Necht a;; € L=(R%) pro vsechna i,j = 1,2,...,d, b € L®(R?) > 0,

b>by >0 s.v. na R, Z:’ij:l a;;(x)&&; > a|§_]2 pro s.v. © € R? a vsechna 56 R4,

a>0. Je-li f € (WY2(RY))*, pak ezistuje pravé jedno u € WL2(R?) takové, Ze

ou 0
/ idx+/dbu<pdx = (f,Q)wizrs Vo€ WH(R?). (3.89)
R R

(077 B
d J 8.’L‘j axi

Navic
[ullwrzgaey < Cllf (w2 gay)-- (3.90)

Nyni predpokladejme, ze data jsou hladsi, tedy
aij € WHR(RY), 4,5 =1,2,...,d, b€ Wh°(RY) a f € L*(R?). (3.91)
Je pak slabé feseni u € W22(R%)?

Véta 3.6.2. Necht a;;,b a f spliuji (3.91). Pak jednoznacné definované slabé
reseni u € WH2(RY) qilohy (3.88) patii do W22(R%) a plati

[ullgo < ClIfll2- (3.92)



3.6. REGULARITA SLABEHO RESENI 139

Dikaz. 1. Formalni. Ozna¢me pro pevné [ € {1,2,...,d}: Z' = ‘g—fl pro funkci Z.

Derivujme rovnici (3.88) dle z; : (8%(3.88)) =

O (N L 0 ()
oz, (a”(“)xj>+bu_8xj <aij8:10j) bu+ f'. (3.93)

Nasobme (3.93) v/, integrujme pies R? a uzijme integraci per partes (Greenova
véta). Dostaneme

ou' ou’
i d b(u')*d
/[Rdajﬁxjaxi SU+/[Rd (U) .
Ou ou’
- L(@)=——— — [ buu'd / 'w'dx. (3.94
[t ge G [yt [ puan @y
Piipomeiime, ze u spliuje (3.90) a || f||w1.2way+ < |fllp2way, je-li f € L3(RY).
Leva strana (3.94) je diky podmince elipticity zdola omezena «||Vu' Hg Pra-

vou stranu (3.94) nejdiive upravime pouzitim integrace per partes [ f'u’dz =
— | fu” dz a pak odhadujeme

[PS (3.94)[ < sup - |ag;(@)[ [[Vully [Vl + Suﬂgl|b/|||u||2||u/||2
EAS

2 ~ 2 o 2
Sl 1lly < CUFl VU o+ C A+ F 1l VNl < Cla) [ fllo+5 1Vl -
(3.95)
Déme-li dolni odhad levé strany (3.94) dohromady s hornim odhadem pravé strany
(3.94), obdrzime
2 2, & 2
a|[Vu'lly < ClIfI; + 5 IVellz

coz diky (3.90) implikuje odhad (3.92). O

Tento diikaz je formalni (nespravny), nebot vychézel z klasické formulace tlohy.
My vsak nevime, Ze slabé feseni u € W12(R?) splituje rovnici (3.88) skoro vsude (&
bodové) v RY, tim méné pak, Ze rovnici miizeme derivovat. Musime tedy k ditkazu
vyjit ze slabé formulace (3.89).

Diikaz. 2. Rigorézni. Véta 2.3.1 iika

1
ueWH(RY) <= u e LQ&W [rnu —ully < C < oo V|h| < ho.

Chceme ukazat, ze u € W22(R?). K tomu sta¢i ovéfit (nebot jiz vime, Zze u €
W172(|Rd))

/ |Vu(z + héx) — Vu(x)|
Rd |h|?

2
dz < CfII5 Vk=1,2,....d, (3.96)



140 KAPITOLA 3. LINEARNI ELIPTICKE ROVNICE DRUHEHO RADU

kde vektor €, = (0,...,1,0...) je k-ty vektor kanonické baze v R%.
Odhad (3.92) pak plyne z Véty 2.3.1, bodu 2. Oznaéme Afu(z) = u(r+heéy)—u(z),
kde k je pevné. Protoze u € WH2(R?), tak ziejmé Alu € W1’2([Rd)
Polozme ;"¢ = ¢(x — héy). Je-li ¢ € WH2(RY), pak ;"¢ € WH2(RY) pro
libovolné k = 1,2,...,d a mizeme ji pouzit jako testovac1 funkci v (3.89). P
substituci dostaneme
&p Ju
/le Z a” ( )8.%]

(x + héy)dz + / b(x + héy)u(x + héy)p(z) do
R4

y f(z + hég)e(x). (3.97)

Nyni od (3.97) odec¢teme (3.89) a do vysledku dosadime za ¢ := Al'u. Po tpravich
mame

h
/ Z a;;(x 8Aku z) 98y ulx) dx +/ b(z)|Ahu(z)|? dz
Re Rd

Ox; o0x;
d
. ou(z + héy) OAIu(x)
= —/[R HZZI (aij(x + heél) — aij (JC)) oz, 5331 dx

_ /[Rd (b(z + hér) — b(x))u(z + héy)Aju(z) dz
+/ (f(z + héy) — f(z))Aju(z)dz. (3.98)
Rd

Substituci upravme posledni ¢len na tvar

F(@) A" (Afu(x)) dz

R4

-, f(@) (u(z + héy) — 2u(z) + u(z — héy)) dz.

(R?) nezavisle na h,

Podélme vyslednou rovnici h2.
plyne z Véty 2.3.1, ze (polozme (g = ARu/h))

1 _n [(Aru
] HAk (5

Posledni ¢len v (3.98) je tedy odhadnut shora pomoci

h
Alu

Vo

|h| ||Ak gH2 CHVgHQ =c

2 2

A u
cllfllo ||V

2
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Ostatni éleny v (3.98) jsou odhadnuty podobné jako ve formalnim dtikazu. Proto

dostévame

AZu
h

Ahp

aHV h

< o(| 5l o HV -,

2

5] o S, o 5 )

< O Do) (171 + 1l 2) + S |9 2 H
Pouzitim (3.90) je nerovnost (3.96) dokazana.

Méame-li tlohu v omezené oblasti 2 C RY, pak postupujeme podobné (nikoliv
stejné): musime vsak ddvat pozor, aby hodnoty u(z + he®) byly definovdny. To vede
k rozdéleni tlohy na zkoumani regularity

1. Vnitini. Neciti hrani¢ni podminky, je citlivd jen na koeficienty rovnice a f.
Odhady se provadi na podoblasti mnoziny ) a zavisi na vzdalenosti této
podoblasti od 0f2.

2. Hraniéni. Ta se déle déli na regularitu derivaci v teénych smérech (podél
hranice) a regularitu derivaci v normalovych smérech.

Prikladem véty o vnitini regularité je nasledujici tvrzeni:

Véta 3.6.3. Bud Q omezend oblast. Necht u € W12(Q) spliuje
L oud
/ g aij g — ago dz +/bu<pdw—/fg0dx V<p€W012(Q). (3.99)
Q.=
J=1

Necht f € L*(2), a;; € WH®(Q) proi,j = 1,2,...,d, b € WH>(Q), b > 0 s.v.
na Q. Pak VY C ¥ CQ

[ully 2,00 < CEO) [ fll20-

Dikaz. Bud € € D(),{ =1 na 2,0 < ¢ < 1. Vezméme misto ¢ v (3.99) funkci
p€? a prepisme (3.99) pro veli¢inu w = u&, pak w rozsifme nulou vné Q. Potom
lze chépat rovnici na R?. I kdyZ neni b striktné kladné na RY, vime, Zze vSechny
funkce maji v R? kompaktni nosi¢. Navic mame

[ulli2 < C[[fll2-

Proto mtizeme pouzit Vétu 3.6.2. Presndji, pokud u € WH2(Q) fesi

/ 3y O 08
Q ”axj 8$i

ij=1

= / foda (3.100)
Q
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pro ¢ € Wy*(Q), vezmeme-li za ¢ v (3.100) &2, kde £ = 1v U, € € D(),£(x) €
[0,1], dostaneme

[ (w22 by 06)) o

- 0 (4 098 AU
= /Q(fg)(cpg) dz /ani (a”uaxj> pEdx /Qaw D, O, p&dx.  (3.101)
Dodefinujeme-li a5, b, f, &, u& vné € nulou a oznacime-li w = u§, ¥ = p§ a g =

d 5 a d ou O .
fE=2>70 - 8%1- (aij“aTi) = D=1 aiJ'adTiaTi’ dostavame z (3.101)

/ < ow o0 +buﬂ/’> :/ gde Vi € WH(R?), supp ¢ C Q.
R4 Re

Qi e T
* 81‘]' 83:1
Protoze vime, ze
w1z < C[lf2,
lze nyni s tspéchem vyuzit Vétu 3.6.2. O

Mluvime-li o globalni regularité (tj. vniténi i hraniéni dohromady), pak plati na-
sledujici tvrzeni.

Véta 3.6.4. Necht () je tridy Ck=b1 k > 2. Bud'a;; € WE=12°(Q), b >0 s.v. v Q,
be Wk_l’oo(Q), Z;‘i,jzl aijglfj > Oé|€|2. Bud ug € Wk_%’2(89) afe Wk_2’2(Q).

Pak u, jediné slabé reseni Dirichletovy ulohy

0 ou
~ oz (aijamj) +bu=f vQ,

u =ug nadf,

patii do WF2(Q) a plati
lulle s < € (1220 + luoll—3 2.00))

Poznamka 3.6.5.

o Je-li d = 3 pak z Veéty 2.5.25 o spojitém vnofeni dostdvime u € C*32(Q) (pro
k=4). Tedy u je klasickym fesenim pivodni dlohy.

e Pro Neumanniv problém plati podobnd véta. Za analogickych predpokladii na a; ;,
1,7=1,2,....d, b a f jako ve Vété 8.6.4 mdme

gEeWF32(0Q) = u e WF2(Q), k> 2.

e Pro smisenou dlohu si ale musime ddt pozor. Singularita muzZe vzniknout na pre-
chodu mezi I's a T'y.
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3.7 Souvislost s varia¢nim poc¢tem — rFeSitelnost
pro symetricky koercivni operator

V této ¢ésti si ukdzeme, jak pro jisté operdtory souvisi FeSitelnost (3.9) s minima-

lizaci jistych kvadratickych funkcionalt. V celé této sekci tedy nebudeme uvazovat

obecny elipticky operédtor L, ale soustfedime se na symetrické operatory L (samo-
adjungované), které jsou navic koercivni. Zavedeme tedy dva nésledujici pojmy.

Definice 3.7.1 (Symetricky linedrni elipticky operdtor). Bud L elipticky operdtor.
Rekneme, Ze je symetricky, pokud je zaddn pomoci

N d P N
(L) ==Y > <a§‘jﬁa> + > b’ (3.102)
B=1i,j=1 i B=1

a pro kazdé o, € {1,...,N} ai,j € {1,...,d} plati

0
(9!1,'1'

of — gl B = pP skoro viude v Q. (3.103)

@yj i o

Takovy operator budeme opét ¢asto zapisovat ve zkracené formé
Lu := —div (/XVu) +bu
a podminku (3.102) budeme zapisovat jako
F=i', B=b"

Namisto (3.5)—(3.8) budeme tedy uvazovat zjednoduseny problém

Lu=f v Q,
u=uy na I,
S (3.104)
AVu-v=g na Iy,
[&Vuﬁ'—kouzg na I's,
kde budeme navic pfedpokladat symetrii o, tj.,
0% = ¢P* pro kazdé o, B € {1,..., N} skoro viude na OS. (3.105)

Pfipometime jesté znadeni z (3.32)

N
D — ; af a B
b(x) := {zeR}Vl:l\fz|:1} Z b (x) 242", x € Q,
a,f=1
N
o(x) = inf Z 0P (2)2%2P, x € 00

RN |z|=1
{seRY; lal=1} 2~
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a v této sekci budeme uvazovat vzdy pripad
b(xz) >0, o(x) >0 skoro v8ude. (3.106)

Piislu$né bilinedrni forma pro problém (3.104) ma tvar

Br +(u, ) ::/ (%Vu-V(p—FBuwp) dx+/ ou-@dS.
Q r

3

Slabym Fesenim problému (3.104) (porovnej s Definici 3.2.1) pak rozumime u ta-
kové, ze u — Uy € V, Ug € WH2(Q), stopa Uy = ug na I'y, a pro kazdé ¢ € V
plati

BL,o(uaSO) = <f790>v + <g7(p>W%’2(F2UI‘3). (3107)

Vsimnéme si, ze diky pfedpoklddanym symetriim plati By, (u,¢) = B o(p,u), a
tedy nase tloha je samoadjungovand. To ndm umozni formulovat problém existence
feSeni ekvivalentnim zpisobem jako problém hledani minima jistého funkcionélu.
Oznacme si prostor

W2 RY) :={p = (¢1,---,oN) : o € WH(Q) pro kazdé o € {1,...,N}}
a definujeme funkcional ®: W12(Q; RY) — R piedpisem

1
Dy 5(u) = §BL70(u, u). (3.108)

Potom plati néasledujici véta.

Véta 3.7.2 (Vztah slabého feseni a minima funkciondlu). Bud Q € C%! s pii-
slusnymi édstmi hranice {U;}2_, a operdtor L symetricky elipticky ve smyslu De-
finice 3.7.1. Bud ddle pro kazdé o, = 1,...,N o*8 € L>®(I's) spliujici na-
vic (3.105) a spolecné s b také (3.106). Konecné bud u € Wh2(Q; RN) libovolné
spliugici u — Uy € V', Uy jako vyse. Potom ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce u je slabé fesend, tj. spliuje (3.107).
(i) Pro kazdé ¢ € V plati, Ze

<I>L,a‘;’(u +90) - <I)L,a')'(u) 2 <f7(p>v + <g’(p>W%’2 (3109)

(Fz Urg) :

Jesté neZ pristoupime k dtikazu této véty, uvedme si ekvivalentni zapis (ii) v pfi-
pads, ze £ € (WH2(Q;RY))*. Pro tato lepsi f mtizeme skute¢né zformulovat (ii)
jako problém minimalizace na konvexni mnoziné a dostdvame (dikaz je pfenechan
Ctendfi jako snadné cviceni), Ze najit u spliiujici (ii) je ekvivalentni nalezeni u
takového, ze u — Uy € V' a ze pro kazdé v spliujici v — Uy € V plati

(I)L,G(u) —(f,u)v — <g’u> < (I)L’O(V) - <f7 v)v + <g7V>W%,2

1 .
W2 2('9Uls) (T'2Ul's)
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Problém (3.107) se pak také nazjva Eulerovymi-Lagrangeovymi rovnicemi

funkcionalu @, (u) — (f,u)y — (g, u>W%'2(F2uF3) a (3.107) se da obdrzet jako

d
|5 (Prelutto) = Euttpy —(Eutie) 1. )| =0,
nebo-li, ze t = 0 je kritickym bodem funkcionalu @, ,(u + tp) — (f,u + tp)y —

(g,u-+ tw)W%‘z(qum) pro kazdé ¢ € V.

Dikaz Véty 8.7.2. Zacnéme s implikaci (i) = (ii). Pfimo z definice &7, (viz
(3.108)), z faktu, ze u fesi (3.107), a z toho, Ze By o je diky pfedpokladim syme-
trickd bilinedrni forma, ziskdme

1 1
éL,o(u + (P) - éL,v(u) = EBL,G(U +e,u+t QO) - §BL,o(ua 11)
1 1 1
- iBL,aJ(ua 11) + BL,U(uv QD) + §BL,U(90580) - iBL,U(ua 11)
1
={E0lv + (8012 g, r, T 3 BLe(e. @)
K dokonceni dikazu prvni implikace tedy staci ukazat, ze Br (p,¢) > 0 pro
kazdé ¢ € V. To je ale ziejmé diky pfedpokladiim na elipti¢nost matice A (viz
(3.3)), a nezapornost b a o (viz (3.106)).

Pfikro¢me nyni k dikazu druhé implikace (ii) = (i). Bud nyni ¢ € V libovolné.
Pouzitim pfedpokladu (ii) a stejnym vypoctem jako vySe zjistime, Ze

0 § (DL,U(u +'¢') - (pL,fD‘(u) - <f7'¢'>V - <g’¢>W%’2(F2UI‘3)

= Bro(#) + 5 Bro@.9) ~ (E9)v — (691

Pro libovolné ¢ > 0 a ¢ € V volme ve vySe uvedené nerovnosti ¢: = tp, coz diky
bilinearité vede k

1
0 < tBro(W,p) + 5t*Bro(p,¢) — H{E, @)y = H&: @) 1o oy

Vydélenim ¢ > 0 a limitnim pfechodem ¢ — 01 tak dostaneme

) 1
0= t1—1>r(§1+ <BL’0(U790) + itBL’g((p’(p) — el - <g’(p>Wé’2(F2UF3))
= BL,U(ua ) —(£,0)v — <g’90>wé12(1‘2u1‘3)'

Tato nerovnost plati pro vSechna ¢ € V a tedy i pro —¢, coz diky linearité ne-
rovnice v proménné ¢ uz vede k tomu, ze je splnéna rovnost (3.107) a tedy plati
(i)- O
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Vyse jsme si ukdzali, Ze najit slabé FeSeni je pro nékteré typy tloh (pfesnéji pro
symetrické) ekvivalentni tomu najit minimizér jisté varia¢ni tlohy. Nyni si navic
ukizeme, ze v piipadé, kdy b*® = 0 a |['3] = 0, mizeme problém formulovat
na prvni pohled zcela odlisné, ale stejné jsme vedeni ke stejnému cili. Tato nova
formulace se nazyvd dualni formulace. Zde dudlni bude znamenat, Ze namisto
varia¢ni formulace pro u se budeme zabyvat varia¢ni formulaci pro T = AVu. K

tomu si tedy zadefinujeme nejdiive vhodnou uzavienou podmnozinu L2?(€; R?*V)
V= {’f‘ € L*(Q,R™N): pro kazdé ¢ € V plati
/ T Vede = (f,0)v + (8.¢),, (Fgurg)}
(3.110)

Tato definice neznamena nic jiného nez to, ze Tev: spliiuje ve smyslu distribuci
nasledujici alohu

—divT =f v Q,
. (3.111)
T-v=g na I'y

a tedy pokud u je slabé FeSeni, pak automaticky T = AVu € V*. Zavedme jesté
tedy dualni funkcional

—

1 - -
“(T) f/A —/VUO-de, (3.112)
2 Q
k

kde A~! znagi inverzni matici ﬁ tj. plati

U

N
DD B RN = bapdiy.

=1

o

v=1

Poznamenejme, Ze diky méfitelnosti, omezenosti a elipti¢nosti matice A (viz (3.4)),
inverzni matice A~! existuje a je opét méfitelnd, omezend a eliptickd. Koneéné
muzeme zformulovat vétu o ekvivalenci dualni formulace a existenci slabého fesSeni.

Véta 3.7.3 (Dudlni varia¢ni formulace). Bud Q € C%' s prislusnymi édstmi hra-
nice {T;}3_1, |T's| = 0 a operdtor L symetricky elipticky ve smyslu Definice 3.7.1.
Bud ddle b = 0 pro kazdé o, 3 € {1,...,N}. Potom jsou ndsledujici vjroky jsou
ekvivalentns.

(i) Funkce T € V* je takovd, %e pro kazdé W € V* plati
*(T) < &*(W).
(i3) T = AV, kde u je slabé vesend, tj., u— Ug € V a spliuje (3.107).

Diikaz. Diikaz za¢neme implikaci (i) = (i). Je-li u slabé FeSeni, pak pfimo z
definice V* (viz (3.110)) a slabé formulace (3.107) plyne, ze T = AVu € V*. Bud
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nyni W € V* libovolné. Diky elipticité matice A=! a definici ®* ziskdme

. L1 e L
<I>*(W)7<I>*(T):§/Q(A*1W~W7A*1T~de7 VU0~(W7T))dx

kde posledni rovnost vyuziva faktl, ze u —Ug € V a ’f‘, W € V*. Vidime tedy,
ze ®* (W) > @*(T) pro kazdé W € V*.

Nyni se budeme vénovat implikaci (i) = (ii). Nejdfive si odvodime Eulerovy—
Lagrangeovy rovnice pro problém formulovany v (i). Bud tedy T € V* mini-
mizér. Bud déle Z € L2(Q; R¥N) libovolna funkce splitujici pro kazdé ¢ € V/

/ Z-Vedz =0. (3.113)
Q
Pro libovolné ¢ > 0 polozme W := T + tZ. Protoze T € V* a Z spliuje (3.113),

potom je zfejmé, ze W € V* a mize byt tedy pouzito ve varia¢ni formulaci.
Z vlastnosti (i) tedy mame

1 =, - 1 — — —

0< z(<I>*(W) —®*(T)) = ¥(<I>*(T +tZ) — ®*(T))
1 1ay o R R

== A YT +tZ) (T +tZ)— =A'T-T — -7
t/Q(Q (T +1Z) - (T +1Z) - 5 tVU - Z) d

204 / (BT — VU,) - Z da.
Q

—

Protoze vSak (—Z) také spliuje (3.113), ziskdme obracenou nerovnost, a tedy pro
kazdé Z € L%(Q; R¥N) spliujici (3.113) plati

/ (A"'T — VU,) - Zdz = 0. (3.114)
Q

Rovnice (3.114) jsou Eulerovy—Lagrangeovy rovnice minimaliza¢ni tlohy pro ®*.
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Ve druhém kroku ditkazu si ukdzeme, Ze platnost (3.114) vyzaduje od T jisté
vlastnosti a to zejména existenci u takového, Ze u —up € V a T = AVu. Pokud
tedy takové u skutecné existuje, pak musi spliiovat Vu = A=1T skoro viude v €.
Namisto tohoto na prvni pohled silného pozadavku hledejme nejdtive u takové, ze
u—UygeVa

/ Vu-Vedr = / A'T - Vedxr pro kazdé ¢ € V. (3.115)
Q Q

Protoze je A1 omezena, mizeme zadefinovat (f, @)y := fQ £_1T~V¢ dz a vidime,
Ze hleddme slabé feseni eliptického problému. Diky Vété 3.3.2 (ovéfeni predpokladii
je prenechano ¢tenéfi) vime, Ze existuje pravé jedno feSeni (v pfipadé, ze |T';| = 0,
pak jde o Neumannovu tlohu a feSeni je jednozna¢né az na konstantu) problému
(3.115). Nyni si jiz ukdzeme, jak z (3.114) a (3.115) plyne (ii).

Diky (3.115) plati, Ze Z definované pomoci Z := A~'T — Vu splituje (3.113) a tedy
muze byt pouzito v (3.115). Tim ziskdme identitu

/ AT (A7'T — Vu)dz = / VU - (A7'T — Vu) dz. (3.116)
Q Q
Déle volba ¢ :=u— Uy v (3.115) dava
/Vu~ (Vu— VUg)dz = / A7'T - (Vu — VUp) da. (3.117)
Q Q

Sectenim (3.116) a (3.117) a prevedenim vSech ¢lend na jednu stranu rovnice tak

—

ziskdme (i diky symetrii A)
0=
/ (A’*IT (AT — Vu) + Vu - (Vu — VUp) + Vuy - Vu — AT - (vu)) da
Q

- / [(BEP 2K T - Vu+ [VuP) do = / AT — Vul da.
Q Q

Plati tedy, ze T = AVu skoro viude v Q au—UgeV. Navic, protoze T € Vv,
pak u musi spliiovat (vyuzivdme faktu AVu = T € V*) slabou formulaci (3.107)
a tedy je i slabé Teseni. Dtikaz je tim hotov. O

Poznamka 3.7.4. V predchozim textu jsme vidéli, Ze pro symetrické operdtory
bez absolutnich clend, tj. v pripadech kdy b = 0 = 0, jsou primdrni variacni tloha
(minimizér pro ®) a dudlni dloha (minimizér pro ®*) v jistém smyslu ekvivalentni
a vedouct k témuz teseni. Rozdil spocivd v tom, Ze minimalizaci ® vynucujeme
platnost rovnice Lu = f, zatimco minimalizaci ®* vynucujeme platnost vztahu
T = AVu. Z pohledu aplikaci je pak vyhodnéjsi resit ulohu pro ®, pokud nds zajima
predevsim tvar u, a ulohu pro ®*, pokud nds zajimd predevsim tvar T = AVu.
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V prvni ¢asti této kapitoly jsme si ukézali fesitelnost pomoci Laxovy-Milgramovy
véty. Nyni ukazeme, ze v piipadé symetrickych operatort, které jsou V—eliptické,
Ize dikaz existence provést mnohem jednoduseji za pomoci hledani minima funk-
cionélu.

Piiklad 3.7.5 (Existence pomoci minimalizace funkciondlu). UkaZte existenci
reSent pro (3.104) tim, Ze hleddte u splriugict (3.109).

Reseni. Uvazujeme nyni eliptickou tilohu se symetrickym operatorem a piedpoklé-
dejme, Ze plati (3.106) a bilinearni forma By, ; je V-elipticka. Ukazeme, jak je pak
mozno Fesit tlohu (3.104). Hledejme feseni u = Uy + w, kde w € V. Véta 3.7.2
nam 1iké, Ze u je slabé feSeni praveé tehdy, kdyz

Cro(ute) = Pro(u) = (f.0)v +(8,0) 120, 0,

Bud 4 € V libovolné a volme ¢ := 9% —w € V, kde w je ddno u = Uy + w. Potom
vyse uvedend nerovnice prejde na tvar
(DL,G(UO + W) - <f7 W>V - <g7 W>W%’2(F2UF3)
S (I)L,U(UO +1/)) - <f7 1/)>V - <ga'¢>

1 .
W2 2(['9Uls)

Protoze ¥ € V je libovolné, hledame vlastné minimizér jistého funkcionalu. Uva-
zZujeme tedy

I:= “111611; O (Upg+w)—(f,w)y — (g,w)W%’Q(mUm).

Z definice infima je zfejmé, ze pro kazdé ¢ € V plati

I <®14(Uo+9) — (£,9)v — <g’¢>w%’2(rgum)

a volbou ¢ = 0 tedy mame
I< ®L7@(UO) < 00.

Z definice infima mtZeme najit posloupnost {w"},cn C V takovou, ze

I = lim ((I)L,G(UO + Wn) - <f, Wn>V - <ngn>

1
n— o0 W2’2(F2UF3)>

a navic vime, Ze existuje ng takové, ze pro kazdé n > ng

01 o(Up +w") — (£, w")y — (g, w") <T+1<®(Up)+1. (3.118)

1
W 22(T',Uls)

Vidime tedy, Ze posloupnost w” je omezena ve V', a ze spojitosti operatoru stop
- L. . by . R

také vidime, 7e je omezena ve W 2-2(9Q). Diky reflexivité existuje podposloupnost

(opét nebudeme preznacovat) takova, ze

w" —=w slabé ve V,

. (3.119)
w" —w slabé ve W25(Q).
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Vyuzitim definice ® a V-elipticity, symetrie a bilinearity By, , ziskdme navic na-
sledujici odhad

1
@Lﬁﬁ(Uo =+ Wn) = §BL,0(UO + Wn7 Ug + Wn)

= %BL’G(UO +w,Ug+w") + %BL@(WH —w,Uy+w)
+ %BL’G(W” —w,w" —w)

= %BL@(UO +w,Ug+w) + Bro(Up+w,w" —w)
+ %BL@(W” —w,w" —w)

> ®(Ug+w) + Bro(w' —w, Uy +w).

Navic diky V-elipticité vime, Ze existuje F € V* takové, ze F = By, ;(-, Uy + w).
Z definice infima I a diky slabym konvergencim (3.119) tak ziskdme

[ = lim (@L,C(UO +w") — (£, W)y — (g, w")

1
n— 00 W2’2(F2UF3))

> O(Up+w) + lim ((F,w" = w) — (f,w")y — (g, w")
=o(Up +w) = (f,w)v — (g, w)

W%’2(F2UF3))
1, .

w2 (FQ qu)

7 definice infima I vSak na druhou stranu plyne, Ze

I<P(Up+w)—(f,w)y — <g’w>wé’2(rgur3)

a tedy nutné
I=3(Up+w)—(f,w)y — <g’W>W%*2(F2uF3)
= ®(Uo +¢) — (f.0)v —(8:0) 12 1,0ry)
pro kazdé ¢ € V. Funkce w je tedy minimizér a nasledné diky Vété 3.7.2 u =
Uy + w je slabé feseni. O

3.8 Nelinearni verze Laxovy—Milgramovy véty

UvaZujme obecnéjsi nelinearni diferencialni rovnici 2. fadu s pravou stranou f :
Q—R

d
-3 a%(am u(@), Vu(@))) + ao(z, u(z), Vu(z)) = f(z) v Q

P (3.120)

uw =wug na ON.
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Rovnici 1ze napriklad ziskat z rovnovahy energie v klidu, kdy rychlost je nulova,
vyjadfenou vztahem
—divg+r =0, (3.121)

kde g = (q1,...,qq) reprezentuje tok tepla a r je zdroj tepla. Pfipoustime zcela
obecnou zavislost ¢; a r na poloze z € Q C R?, teploté u a jejim gradientu, tzn.

qi(z) = a;(z,u(zx), Vu(z)), 1=1,2,...,d,
r(z) = ap(x, u(x), Vu(zx)).

Dosazenim téchto konstitutivnich vztahti do (3.121) ziskdme (3.120) s pravou stra-
nou f = 0. Predpokladejme:

Proi=0,1,...,d jsou funkce a; : @ x R x R = R

Carathéodoryho funkce, tzn.

e pro viechna z € R a € R? jsou a;(-, z, p) méfitelné v (A1)
e pros.v. z € Q jsou a;(x,-,-) spojité v R x R,
a
Existuji C; > 0, =0,1,...,d, tak, ze pros.vz € Q)
(A2)

a pro viechna z € R, 5 € R? je |a;(z, z,p)| < Ci(1 + |2 + |p).

Zatimco predpoklad (A1) je dostateéné obecny, pfedpoklad (A2) vyrazné omezil
uvazovanou tiidu nelinearit: vSechny maji tzv. linearni risty jak v u tak v Vu.
Predpoklad (A2) tak pfipousti nelinedrni funkce, ty vSak maji stejné rilisty jako
operatory studované v predchozim sekcich. Snadno si v8ak ¢tenadf vymysli nelinea-
rity s polynomialnimi, logaritmickymi, exponencialnimi rusty.

Definice 3.8.1 (Slabé feseni tilohy (3.120)). Rekneme, Ze u € W12(Q) je slabé
fesend ulohy (3.120), jestlize

o u—UyeW,?(Q)

° / (ai(x7u,Vu) Op —l—ao(m,u,Vu)ap) dx = / fodr Vee W01’2(Q).
Q Ox; Q
(3.122)

Predpokldddme, 7e (A1) a (A2) plati a f € L*(Q).
Cviceni 3.8.2. UkaZte, Ze za predpokladi (A1) a (A2) je

/ {ai(m,u,Vu) g@ + ao(z,u,Vu)ga} der < oo pokud u,p € Wol’Q(Q).
Q Ti

Nyni je pfirozené zavést (nelinedrni!) T: W01’2(Q) — (W01’2(Q))* predpisem

~ 3}
(Tu, @) 1219y = / [ai(-,u,Vu)—@ + ao(-,u, Vu)p| dz. (3.123)
0 Q Ox;
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Ze Cviceni 3.8.2 plyne, ze T: W01’2(Q) — (W&’Q(Q)* je omezeny.
Nyni zformulujeme nelinearni variantu Laxovy—Milgramovy véty.
Véta 3.8.3. Bud X Hilbertiv a T : X — X je lipschitzovsky spojity, tzn.
(M > 0)(Vu,v e X) ||[Tu—Tv|y < Mlu—0v|y, (3.124)
a siln€ monotonni, tzn.
(m > 0)(Vu,v e X) (Tu—Tv,u—v)x >mlu— v||2X . (3.125)
Pak pro kazdé F € X existuje prdve jeden u € X tak, Ze
Tu=F. (3.126)
Diikaz. VSimnéme si nejdiive, ze
mlu— ol < (Tu—To,u—v)x < [Tu—Tolly fu—ovlly <M Ju—ol%

a tak m < M. Bez Gjmy na obecnosti lze pfedpoklddat, ze m < M. (Jinak M
zvétsime.) Pro e > 0 a F € X libovolné definujme operator A : X — X predpisem

Au=u—e(Tu—F). (3.127)

Ukézeme-li, ze A je kontrakce v X, pak dikaz véty plyne z Banachovy véty o
pevném bodu. Pro kazdé u,v € X vSak mame
[|[Au — AvHi =(u—v—e(Tu—Tv),u—v—¢e(Tu—Tv))x
=u—v,u—v)x —2e(u—v,Tu—Tv)x
+&*(Tu — tv, Tu — Tv) x

=|lu—o|% = 26(Tu — Tv,u —v)x + &2 | Tu - To|% .
Vyuzijeme-li lipschitzovskosti a silné monotonie T', dostaneme

|Au — Av|% < (1= 2em + &2 M?) ||u — v|% -

Funkee g(¢) := 1—2em+e?M? nabyva minima pro € = iz ag (%) = 1—%22 < 1.

Zobrazeni A je tedy kontraktivni a tvrzeni Véty 3.8.3 je dokazéno.

Vratme se k nasi tdloze (3.120). Vétu 3.8.3 nelze vyuzit pfimo na operdtor T,
nebot ten nezobrazuje Wy>(€2) do sebe. Mizeme vSak vyuzit Rieszovu vétu a

~ *
kT e (W372(Q)) pritadit T'(u) € Wh2(Q) tak, ze

(Tu, @) yr2q) = (Tu, @)yr2 g, (3.128)
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[ Tully 2= ||T“H(W01’2(Q))*' (3.129)

K tomu, abychom ovéfili, ze T : Wo (Q) — VVO1 () je lipschitzovsky a silné
monoténni, tedy staci ukézat, ze T : W2 (Q) — (W) 3(Q))* je lipschitzovsky a
silné monotdénni, tzn.

<=l (3130

IM >0 Yu,v € wh2(Q HTU—TUH <
(357 > 0)( 12(@) S

(3m > 0)(Yu, v € Wy () (Tu = To,u— v)yyia i) > mllu— o, (3.131)
Nasledujici lemma déva postacujici podminky, kdy (3.130) a (3.131) plati.

Lemma 3.8.4. (1) Jestlize

da; Oa; . = )
di g, L jsou omezené v A x Rx R proi=0,1,...,d, (A3)
0z dp

pak T je lipschitzovsky spojity.
(2) Jestlize plati

(Ba > 0)(s.0. x € Q) (V€ = (&, - ., &) € RUY)
Oa; Oa;
3 (5 + Greto) = aleP. (a)
=
pak T je silné monotonni.

Diikaz. Zékladem dikazu obou tvrzeni je néasledujici identita

- d¢
<TU — T’U, (10>W012(Q) :/Q ((ai('7 u, vu) - ai('a v, V'U)) al’i

+ (ao(-,u, Vu) — ao (-, U,Vv))gp) dz

/[/ R (-, v+ s(u—wv), Vv—i—sV(u—v))dngi

/—ao v+s(u—v),Vv+sV(u—v))dsap] dz

:/Q{O z;(...)(u—v)ds 33;

L da; O(u; — v) Op
+ o (“')78371 ds 6%} dz
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Zbytek dikazu je ponechan ctenafi. O

Véta 3.8.5 (Existence, jednoznacnost a spojité zavislost na datech). Necht f €
(Wy 2 (Q))* a rozdireni Uy hranicni podminky uo splituge

Up € WH2(Q) a stopa Uy = ug.
Necht koeficienty a; : @ x R x R? — R spliuji (A1) — (A4). Pak eristuje prdvé

jedno slabé feseni u € Wol’Q(Q) dlohy (3.120), které spliiuje (3.122). Navic existuje
C >0 tak, ze

”UHLQ <C|fll wh2)) T HUOHLQ,Q +1). (3.132)
(W (2)

Diikaz. Nejdiive zavedeme operator T : Wh2(€2) — (Wy2(€2))* vztahem (3.123).
Cilem je ukazat existenci u € W2(Q) tak, ze

u— Uy € Wy2(Q)

~ (3.133)
(T(u), ‘P>W01v2(9) = (/, ‘P>W01v2(9) Vo e WOLQ(Q)

Hledejme u ve tvaru v = Uy + w, kde w € WOI’Q(Q). Definujme operator S -
Wol’z(Q) — (W(}’Z(Q))* predpisem

Sw=T(Uy 4 w).
Ztotoznime-li S s operdtorem S: Wy () — Wy (Q) as f e (WH2(Q))* po-
moci Rieszovy véty (viz (3.128)-(3.129)) a uzijeme-li Lemma 3.8.4 a Vétu 3.8.3,
dostavame existenci a jednoznac¢nost feseni tlohy

Sw=g v (W),

coz davé tvrzeni. Abychom dokazali (3.132), bereme nejdiive v (3.133) za ¢ =
u — Uy a pak k této rovnici pficteme —(T'(Up), u — U0>W01,2(Q). Dostaneme

(T(w) = T(Uo) u = Uo)ywy 2y = (.= Vo)) = (T(U0). 1 = Vo).
S vyuzitim silné monotdnie T a linearniho riistu a;, 1 =0,...,d, dostaneme
lu=Toll32 < € [Iflawpqay- + 100l o+ 1) = Vsl
Protoze u = u — Uy + Uy, (3.132) je dokdzano. O

Priiklad 3.8.6. Uvazujme ulohu

—Au + (arctgu + m)u = f v Q,

3.134
u=20 na OS). ( )
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Ukazme, Ze pro libovolné f € W—12(Q) existuje prave jedno slabé veseni tilohy
(3.134). Ziejmé md funkce ag := (arctgu + w)u linedrni rast, staci tedy ovérit
predpoklady Lemmatu 3.8.4. Pokud oznacime a; := %, jsou zrejmé splnény pod-

minky z prong édsti lemmatu a stact overit, Ze % > ag > 0. Pocitejme

dag arct + 7+ > >1
— =arctgu+ 1+ 5—— > - — =
du & @2+1-2 27

tedy vsechny potrebné predpoklady jsou splnény a dloha (3.134) md pro libovolnou
pravou stranu f € (W2(Q))* prdvé jedno tesent.
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Kapitola 4

Nonlinear elliptic equations
of second order

In this chapter we shall present several techniques which can be used to solve
nonlinear problems.

4.1 Application of the theory of monotone opera-
tors
We consider a similar problem as in the previous section, hence we look for a
function u: Q@ — R solving the problem
0
— —a;(z,u(x), Vu(zx)) + ao(z, u(x), Vu(z)) = f(x in Q,
D g ula). Vo) + o), V) = 10 W
U = U on 01},
where  C R?, functions a;: © x R x R? — R are Carathéodory, similarly as in
the previous section, thus for any z € R and p € R? are the functions a;(-, z,p)

measurable on € and for a.e. x € € the functions a;(z, -, -) are continuous in R x R%,
1=0,1,...,d, and

lai(z, 2,P)] < Ci(|2]" "1 4+ [pI"Y) + hi(z), i=0,1,...,d, (4.2)

where h; € L1 (), 1 < r < co.
Recall that due to Theorem A.3.41 we know that the mappings

u > a;(z,u, Vu), 1=0,1,...,d

157
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are continuous from W17 () to L7 (Q), 1 < r < co. We further assume that the
following two conditions are fulfilled. First, let the coercivity condition hold:

d
S aila, 2, )i + ao(w, 2.9z > CLlpY + Cala) 2 — Ca(a),  (43)
=1

where C; > 0, Ca(z) > 0a Cs5 € L1(£2), and second, let the monotonicity condition
hold:

d
Z (al x, 2t pt ai(x,z{ﬁz)) (pllfpf)+(a0(x,Zl’ﬁl),ao(z,22752)(zlfz2) >0
i=1

(4.4)
for arbitrary z!, 22 € R and arbitrary 5, p? € R? the latter will be in some
situations replaced by the strict monotonicity condition

2

d

Z (ai(a:, 21725‘1)—&1‘(3:, 22715‘2)) (pzl_pg)—k(ao(l', zl’ﬁl)_ao(l', 22752)(21_22) >0

i=1
(4.5)
for all 2!, 22 € R and all 5, p? € R? such that (z!,p?) # (22, 5?).

The definition of a weak weak solution is similar to the case of the nonlinear version
of the Lax—Milgram lemma

Definition 4.1.1 (Weak solution for problems with a monotone operator). A
function u € WL (Q) is called a weak solution to (4.1), if u — Uy € Wy (),
Uy € WHT(Q), the trace of Uy is ug on 99, and the following identity holds

/(Zaz

for any o € Wy ().

(z,u, Vu)p )dx = (f, @)W&,T(Q) (4.6)

Note that all integrals in the weak formulation of (4.6) are due to our assumptions
finite. We look for the solution in the form u = v + Uy. We define the operator T
Wy () = (Wy " (Q))* = W1 (Q) as follows:

<T(U>7<P>W01vr(9)

d
- / (Zai(x,v + Uy, Vo + VUy) ¢
Q O0x;

i=1

(z,v+ Uy, Vv + VUO)@) dz.

(4.7)
Then the weak formulation can be rewritten as operator equation

T(w)=f  in W b'(Q). (4.8)

Assumptions formulated on a; ensure the following properties of T'.
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Lemma 4.1.2. Let (4.2)-(4.4) or (4.5) hold. Then
(i) The operator T is continuous from Wy (€2) to W1 ().
(i) The operator T is coercive, i.e.

lollwir @ —oe  Jollwir)

(iii) The operator T is monotone, i.e. for v',v* € Whr(Q), v! —v2 € W) (Q)
1 2y 1 _ 2
(T(v") = T(w*),v —v >W01,7~(Q) >0
or strictly monotone, i.e. for vt v € WHT(Q), vt —v? € Wol’T(Q), vl #£ 02

(T(v') = T(v?), v — 112>W01,T(Q) > 0.

Proof. (i) The continuity follows from the Theorem on Nemytskii operator (The-
orem A.3.41), due to which the mappings u — a;(z,u, Vu) are continuous from
W, (Q) to LT™1().

(ii) Let us compute

8(1} + Uo)

d
(;ai(x,’u +Up, Yo+ V) =5

T ohwpre = [

Q
+ ag(x,v + Uy, Vo + VUp) (v + Uo)) dz

d
- / (Z ai(x,v + (]07 Vo + VUo)aUO
o\ Ox;
+ao(z,v + Uy, Vv + VUO)U0> da
> C1(IV(v + Uo)llpr@) — 1) = Callv + Ul o 1 0o llwr o)

> ClIV(v+ Uo)lzr @) — €

which yields claim (ii).
(iii) Finally, due to the fact that v! —v? = (v + Up) — (v2 + Up), the monotonicity
(the strict monotonicity) follows directly from property (4.3). O

We will also need one corollary of the Brouwer Fixed Point Theorem proved later:

Theorem 4.1.3 (Brouwer Fixed Point Theorem). Let i: Br(0) — Br(0) C RY
be a continuous mapping, N > 1. Then there exists at least one fized point of the
mapping @ in Br(0), i.e. there exists ¥ € Br(0) such that u(¥) = Z.

The proof will be given later, in Section 4.5.

We in fact need its corollary
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Corollary 4.1.4 (Variant of the Brouwer theorem). Let g: RY — RY be conti-
nuous. Assume there exists R > 0 such that

(G(0), O)gn > 0

for all ¥ € RN, |7] = R. Then there exists at least one 7 € Bgr(0) such that
g(z) = 0.
Proof. Assume that such Z’ does not exist, hence

§@) #0  VZe Br(0).

Denote

Then F is a continuous mapping which maps Bg(0) into itself. Due to the Brouwer
fixed point theorem (Theorem 4.1.3) there exists 1 € Br(0), a fixed point of the

mapping F. Then

g(#1)

7= —RIS—-.
|g(71)]

e
S
|

Hence |Z1]| = R, and

which yields a contradiction. O

We can now formulate and prove the main result from this section.

Theorem 4.1.5 (Existence result for the problem with monotone operator). As-
sume that the Carathéodory functions {a;}%_ fulfil (4.2)—(4.4), where 1 < r < co.
Let f € Wb (Q), Uy € W (Q), where the trace Uy = ug on 8. Then there
exists a weak solution to (4.1) in the sense of Definition 4.1.1. If the condition of
strict monotonicity (4.5) holds, the solution is unique.

Proof. Let the operator T be as above. We look for a solution to the problem
Tw)=f ve WL ().

Let {h;}, i € N be a countable dense subset of W,""(Q2) and we denote by V;, the
linear hull of the first n such functions. We define

A: (a1,a2,...,a,) € [R”l—)Zaihi =, € V.

=1
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Furthermore, denote (recall that for a fixed n our space V,, is finite dimensional
and thus all norms are equivalent)

l@llre = llvnllwr@) = [[Aallwir (o).
We also define g: R — R™ by
g(a@) = {(T(Ad) = f, hi)yr ) tiza-

As the operator T is continuous (a weaker notion of continuity would be enough
at this moment), the mapping § is also continuous. Moreover, the mapping 7' is
coercive, therefore

(9(@),ad)rn = <T(vn)>vn>W01f"(Q) —{f, 'Un>W01*T(Q)
(<T(vn)»vn>wg»f<m

- —1,r/ 1,7 > 9
ol = 1 h-sr@ ) onlw i) 2 0

if |lvn|lw1.r ) > R for a sufficiently large R (independent of n!). Therefore due to
Corollary 4.1.4 for any n € N there exists at least one @™ € R™ such that

g(@a" =0,
hence
(T(AG™) — f, h)Wl,r(Q) =0, h e LIN{h;},
and moreover, for v := """ | afh; the estimate |[v"||w1.rq) < R holds for R

independent of n.

Therefore due to Theorem B.2.7 we know that there exists v € WO1 () and a
subsequence {v"* }ren C {v"}pen such that

TSN} in W“(Q).

Moreover, as T'(v™) is a bounded sequence in W=7 (Q) and {h;}sen is a dense
subset of W17 (Q), we also have

() = f

in W=1(Q) (and due to the reflexivity the sequence converges also weakly).
Furthermore,

lim (T (v™*), v"™* >W1 o) = hm (f, )Wu« =(f,v >W17' ©)- (4.9)

k—o0
Using the monotonicity of T', we have for arbitrary ¢ € VVO1 Q)
(T(v™) = T(p),v"™ — <p>W01,T(Q) > 0. (4.10)
By virtue of (4.9) and letting £ — oo v (4.10) we get
(f =T(),v = @)yiry =0 for any o € Wy (). (4.11)
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We now perform Minty’s trick. We set ¢ := v — Aw in inequality (4.11), where
w € W' (Q) is arbitrary and A > 0. This yields
1,r
(f = T(v—w), /\w>W0“(Q) >0 for any w € Wy (). (4.12)
Dividing (4.12) by A, we have
1,r
(f-Tw- )\w),w>WO1,T(Q) >0 for any w € Wy (Q). (4.13)
Due to the continuity of T, letting A — 0, we have
1,r
(f - T(v),w)W(},T(Q) >0 for any w € Wy (). (4.14)
Finally, it is enough to recall that (4.14) holds for arbitrary w € Wy (€) (and
thus also for —w). We get equality
_ 1,r
(f — T(v),w>W01,w-(Q) =0 for any w € Wy (Q) (4.15)

and thus u := v + Uy is a weak solution to our problem.

Assuming additionally the strict monotonicity condition (4.5) (hence the operator
T is strictly monotone, see Lemma (4.1.2), item (iii)), we can show the uniqueness.
Assume that u' and u? are two different solutions to our problem. As u! — u? €
1,r
Wy" (£2), we have
1 2y 1 2 _ 1 2 _
0<(T(uw)—Tu),u —u >W01,'r'(Q) ={(f—fiu —u >W01,7'(Q) =0,
1 2

which yields a contradiction. Therefore u* = u*. O

Example 4.1.6. Consider problem (4.1), where

0
a;(z,u, Vu) = |Vu|r72a—;:_, i=1,2,...d,

ao(z,u, Vu) = [u|""?u.

The coercivity condition (4.3) and the growth condition (4.2) are indeed fulfilled.
Let us verify that the strict monotonicity condition (4.5) holds. We compute

(|VU1|T72V’M1 o |vu2‘r72vu2) . (vul o VUQ) + (|u1|T72u1 o ‘u2|r72u2)(u1 7u2)
1
= / %OV(UZ +t(ut —u?)|"AV (W 4 t(u — uz))) dt - V(u' —u?)
0
td
+ /0 T (|u2 +t(ut —u?)" 2 (u? 4 t(ut — u2))> dt(u' —u?)
1
(- 1)/ V(U2 + ! — )2 AtV (u! — u?)?
0

1
+ (r— 1)/ [u? + t(u' —u?)|" 2 dtjut —u?*> >0
0
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and even, for u' # u?, the inequality is sharp. Therefore the strict monotonicity
condition (4.5) holds and thus for any f € W=7 (Q) and any ug € W'=+7(Q)
there exists unique weak solution to

! X e -
—Zazi(‘ Y 3@)+;|u| u=fo i (4.16)

i=1

U = ug on 0N

in the sense of Definition 4.1.1.

4.2 Compact perturbations

The aim of this section is to show that some nonlinear problems can be solved
using the compact embedding theorems together with the compactness of the
trace operator. We will demonstrate this on the following example. We consider

! u .
— Z 87%(&2]67) + f(u) =F in

3,j=1 J
B (4.17)
—+4+gu) =G on I’
o, g9(u) 1
u=20 on I's,
where Q c R%, Q € CO1, aaTuA = Z;{j:l aijg—;ni is the derivative with respect

to the conormal, 7 is the outer normal to 02, and 9Q = I'y U Ty U M, where
|M|4—1 =0 and I'1, 'y are open subsets of 09).

We will assume the following
;5 € LOO(Q), i,7=1,2,...,d

d
Z aij&i&; > aplé?, ap > 0,€ € R, arbitrary

i,j=1

/ f(v)vdx+/ g(v)vdS >0,Yv eV ={uecWh?(Q);Tu=0onTy}
Q I

\]

d
f: R — R is continuous , | f(v)] SC’(l—G—Mp),lSpgd%(p<ooifd:2)
d
g : R — R is continuous , [g(v)| < C(1 + |v]?),1 < ¢ < m(q<oo if d = 2)

FeV*GeW 23Iy) = (W22()))".

[\)

(4.18)

We aim at proving the following result.
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Theorem 4.2.1. Under the assumptions (4.18) there exists a weak solution to
(4.17), i.e. a function v € V such that

d ou Oy
/Q<§: 9 oz O

forallpeV.

(u)p )dx +/F g(u)pdS = (F,p)v + <G7<P>W%,2(F1)

Proof. Before starting, note that all terms in the weak formulation in Theorem
4.2.1 are finite. We proceed very similarly as in the proof of the main result from
the previous section, i.e. for the monotone operator case. We only modify the
arguments in order to pass to the limit from the Galerkin approximation to the
continuous one.

Step 1: Approximation. We take {w;}32; a dense subset of V. Note that we may
take in particular such functions that w; € C*°(Q2) and w; = 0 on I'y for all 4 € N.
Let us fix n € N and look for

)= 3 chwi(a)
i=1

such that
d
ou™ o
[ (3 g G+ famw)do+ [ gu)unds
Q=1 Oz Oz Iy (4.19)
- <F7 wk>V + <G7wk>W%,2(F1)a
k=1,2,....n

Step 2: Existence of a solution for the approximation. We use as before Corollary
4.1.4 (corollary of the Brouwer fixed point theorem). We consider the mapping ®:

@i o{ [ (35 o 2T (S )
i,j=1 ¢ =1

n

+/F g(Zdlwl)wk ds — <F, ’wk>v — <G7wk>W%’2(F1)}k_1.
1 =1 N

Indeed, the mapping ®: R™ — R™ is continuous. Moreover (we multiply the k-th
equation by di and sum up, for k =1 to n)

[ (5 B ) (5 ) S

/F1 (Zdlwl) Zdlwl ds — <F,;dlwz>v - <G’Zdlwl>W%12(rl)
> ozo/Q ‘V(Z dlwl)’ dx — <F,Zl:dlwl>v - < Zdlwl> b, >0
=1 1=1
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provided || > diwy||p2(0) > E, where R depends on «q, F'; G, but in particular,
is independent of n. Due to the Poincaré—Friedrichs inequality there exists R > 0

such that if "
E d H >R— (® _',di > 0.
Hl - LW W1=2(Q) - ( ( ) Rn =

Hence using the corollary of the Brouwer fixed point theorem (Corollary 4.1.4)
there exists {c'}_; such that
o(e™) = 0.

Moreover, for u™ := > | cw; we have

[u™lwrz@) < R,
where R is independent of n.
Step 3: Limit passage. We consider the limit n — oo. As W12(Q) is a Hilbert
space, there exists {u™*}7° | C {u,}s2; such that

u™ =y in W2(Q),

where the limit function w € V. Moreover, for another subsequence (however, we
do not relabel it)

. 2d
u™t — u in I(Q),1<p< -3 (compact embedding),
. 5 . 2d—-2
b in L902),1 < ¢ < ——3 (compactness of the trace operator).

We now easily have for £ — co (the weak convergence suffices here)
oumr 0wl ou 8wl
a; a;
/ ”21 g Oz 8:01 / Z 99z, 3zz
for any [ € N. Next, we want to show that as k — oo,

fWwdz = [ f(uw)w dz
2 Q

for any [ € N. To this aim, we apply the Vitali’s convergence theorem. Recall that
for a suitable subsequence (we do not relabel it) we have

u™ —u a.e.in Q,

hence

f@W™) — f(u) a.e. in Q

due to the continuity of f. As the functions w; are bounded for any [ € N and the
growth of f is subcritical, we know that due to the Holder inequality

‘ /E fu™)w; dz
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are uniformly small provided the measure of F is sufficiently small.

More or less similarly we may show that for k£ — oo

/ g(u™)w,dS — | g(uw)w,; dS
Ty Iy

for any | € N. Hence we have

d
ou 8wl
/Q (2;1 aij(’?ixjaixi + f(u)wz) dz —l—/ g(u)w; dS = (F,w;)v + <G’wl>W%*2(r‘1)

I
(4.20)
for any [ € N and therefore, for any test function ¢ from the linear hull of {w;}$2;.

Step 4: Closure of the test function. Using that for arbitrary v € V there exists
V"™ — v in WH2(Q), where v™ belongs to the linear hull of {w;}$,, we easily verify
that the weak formulation (4.20) holds for any test function v € V. Theorem 4.2.1
is proved. O

Remark 4.2.2. (i) It is not difficult to see that if we relax condition on the
test function in the weak formulation, i.e. we require that the test functions are
continuously differentiable functions in ) which are equal to zero on I's, then we

may relax the conditions on f and g in (4.18). More precisely, we may assume
that

2
f:R =R is continuous , | f(v)] < C(1+ |[v|P),1 §p<di_d2 (p<ooifd=2)

2
g : R —= R is continuous , |g(v)] < C(1+ |v|?),1 < g < )

(¢ < o0 if d=2).

(ii) Assumptions (4.18) for f and g are fulfilled e.g. if f(v) = f(v)v, where f >0
satisfies the growth condition above for p < d4—2 and g(v) = g(v)v, where g > 0

satisfies the growth condition above for g < ﬁ. As in part (i), this condition can
be further relazed if we require smoother test functions.

4.3 Methods based on fixed point theorems
We plan to use the following fixed point theorem. All Banach spaces are assumed
real.

Theorem 4.3.1 (Banach Fixed Point Theorem). Let T: X — X, where X is a
complete (metric or normed) space, such that

o(T(u1), T'(u2))x < aolur,uz)x
for the metric space, or

[T (u1) = T(u2)lx < allur —usallx
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for the Banach space, where o € [0,1). Then there exists a unique fized point ug
of T in X.

Theorem 4.3.2 (Brouwer Fixed Point Theorem). Let T: B C R™ — B be conti-
nuous, where B is a convez, closed and bounded set. Then there exists a (generally
non-unique) fized point of T in B.

Theorem 4.3.3 (Schauder Fixed Point Theorem). Let T: K C X — K be con-
tinuous, where K is compact and convexr and X is a Banach space. Then there
exists a fized point of T in K.

Theorem 4.3.4 (Schaeffer or a version of the Schauder Fixed Point Theorem).
Let T: X — X be continuous and compact, X Banach space, and let the set

{u € X;u=XT(u) for some0<\<1}
be bounded. Then there exists a fized point of T in X.

We start with an application of Theorem 4.3.1. Note that the theorem is classical
and its proof can be found in almost every advanced textbook on mathematical
analysis.

4.3.1 Application of the Banach fixed point theorem

We already used this theorem in the proof of the nonlinear version of the Lax—
Milgram theorem (see Theorem 3.8.3). Another typical application are local exis-
tence theorems for nonlinear problems (local in time existence of nonlinear pro-
blems or global in time existence for small data as well as existence of solutions
to nonlinear elliptic problems for data closed to a known solution, typically a zero
one). We will consider the latter.

We assume the following problem

—Au+ f(u,Vu) =g inQ

(4.21)
u=0 on 09,

where QO C R? is a C1'! domain and g € L%*(Q) is a given function such that
lgll22(q) < 1. Moreover, we assume that f is a Lipschitz function in R x R* such
that

fv,2) < C(lz]" + Dol
|f(v1,2) = f(v2,2)| < Clor = wa| (|27 + 1) (for 7" + oo "7) (4.22)
|f(v,21) = f(v,22)| < Clay — zof[v]" (|22 7" + |22]77),

1<¢<3,1<7r<oo,for any v, v; and vy € R and z, z; and z, € R3.

We aim at showing the following
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Theorem 4.3.5. There exists a 6o > 0 such that if ||g|[z2(0) < do, then there
exists a unique solution (weak and strong) of (4.21) in the ball

Bs = {u € W2(Q)n Wy*(Q); lullw=220) < 0}
for a suitable § > 0.

Proof. Take v € W2(Q) N W, (), lullw2200) < 0, where § < 1 will be fixed
later. Assume d > 0 sufficiently small (will be fixed later) and consider a mapping

T W>2(Q) N W,2(Q) — W*(Q) N Wy *(Q)
such that T'(v) = u, where

—Au=g— f(v,Vv) in O
u=0 on 0f).

Since due to our assumptions g — f(v, Vv) € L?*(Q), there exists unique u €
W22(Q) N W,7?(Q), a solution to (4.21), and
[ullwz22() < Clllgllrz@) + 1/ (v, Vol L29)) < CllgllLz@) + [[0lI522())
for some a > 1 (here we used that § < 1). Therefore, in order justify that 7" maps
Bjs into itself, we need to verify that
C(dp + 6%) < 6.
Indeed, taking § sufficiently small so that C'd¢ < g and then §p small so that
Cép < g we verify our required property of 7.
Furthermore, for vy, vo € Bs we have
—A(ur —uz) = f(va, Vz) — f(v1, Vo)
= f(v2a VUZ) - f('UQ, V'Ul) + f(UQ7 v’Ul) - f(vla vvl)
Uy — Uz = 0 on Jf).
Using our assumptions we have
lur — wszllwz2(0) < Cll(v1 —v2)([Vor | + 1) (Jor "™ + Jv2] ")l L2
+ C|[[Vor = Vo foa|"(|Vor |71 + [ V2|77 1) L2 (@)
S C(S’BHUl — ’UQHWQ’Q(Q)
for some 8 > 0. Choosing ¢ sufficiently small (possibly smaller than in the previous

considerations) we may conclude that C3” < 1, hence T is a contraction in Bj.
The theorem is proved. [

Example 4.3.6. We may take e.g. f = |Vu|?|u|" for somer > 1 (evenr =1 is
enough) so that assumptions (4.22) are verified (for r =1 a slight modification is
needed).
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Exercise 4.3.7. A following generalization of the Banach Fized Point Theorem
holds:

Theorem 4.3.8. Let X, Y be Banach spaces, X is reflexive and X — Y. Let H
be a non-empty, closed, conver and bounded subset of X and let T: H — H be a
mapping such that

[T (u) = T()lly < &llu—vly

foranyx, y € H and 0 < k < 1. Then T possesses a fized point in H.

Prove it!

4.3.2 Application of the Schauder Fixed Point Theorem

First, using the Brouwer Fixed Point Theorem 4.3.2 we show the Schauder Fixed
Point Theorem 4.3.3.

roof. (o eorem 4.3.2.) Step 1: oose € > 0 and {u; ;5 C such that
Proof. (of Th 4.3.2.) Step 1: Ch 0 and {u;}15, C K such th

Lj Bs(ui) O K.

i=1

This follows due to the fact that K is compact. Denote by K. the convex hull of
points {u;}Ye, ie.

N¢ Ne
K. = {inui; 0<A<Li=12...,N,Y A= 1}.
i=1 i=1

Since K is convex, we know that K. C K. Define P.: K — K, as
SN dist (u, K\ B (u;) ) us
SN dist (u, K\ Be(u))

As K is covered by the union of the balls, the denominator is non zero for any
u € K. Clearly, P. is continuous, and for any u € K

P.(u) :=

Yo dist (u, K\ Be(u:)) [Jus — ul|x
SN dist (u, K\ Be(u;))

(Recall that either ||u; — u||x < ¢ or dist (u, K \ B:(u;)) =0.)

Step 2: Consider A, := P.(A(u)), v € K.. Now K. is finite dimensional and
homeomorphic to RM, M < N.. Then the Brouwer Fixed Point Theorem (Theorem
4.3.2) yields existence of at least one u. € K, such that

1P (u) —ullx <

A (ug) = ue Ve > 0.
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Step 3: Since K is compact, there exists a sequence €; — 07 and u € K such that
ue; — u in X. Let us show that u is a fixed point of A in K. We have

||u5j - A(uﬁj)HX = HAEJ' (uf':j) - A(UEJ)HX = ||P€j (A(ufj)) - A(u€j>||X < €j-

As A is continuous, [Juc; — A(ue,)||x — |[u — A(u)||x which is due to the compu-
tation above equal to zero. The theorem is proved. O

Next, we show Theorem 4.3.4.

Proof. (of Theorem 4.3.4.) Step 1: Choose M > 0 such that if u = AA(u) for some
0 < X <1, then ||u||x < M. Define

Au) MA“(‘(L)L)’ if [ Au)|x < M
T IA@lx > M.

Now, A: By(0) — By (0). Define K as convex hull of A(Bj;(0)). As A is compact,
then also A is compact. Hence, K is a convex, compact subset of X. Furthermore,
A maps K into K.

Step 2: Let us now show that v is a fixed point of A. If not, then necessarily,

[A(u)||lx > M and u = AA(u) for A = m € [0,1). Then |ju|lx = ||K(u)||X =

M which contradicts to the choice of M. O

Exercise 4.3.9. Prove the following easy corollary of the Schaeffer Fized Point
Theorem.

Corollary 4.3.10. Let K C X be convex, 0 € K and A: K — K be continuous,
compact such that
{uv e Kju=MA(u),0 <A< 1}

is bounded. Then A has a fized point in K.

Next we consider the following example

—Au+ F(Vu) +pu = f in

4.23
u=20 on 0f), ( )

where Q C R? is of class C1!, F: R? — R is smooth, globally Lipschitz continuous
with linear growth

[F(p)| <C(L+lp) VpeR’, C>o. (4.24)

We aim at proving the following result

Theorem 4.3.11. Let f € L?(Q) and pu > 0 be sufficiently large. Then under the
assumptions above there exists a unique strong (and weak) solution to (4.23) such
that u € W22(Q) N Wy *(Q).
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Proof. Step 1: We recall that for a given u € Wol’Q(Q)
f—F(Vu) € L*(Q).
Next we denote by w € W, *(Q) the unique weak solution to

—Aw+ pw = f — F(Vu) in Q
w=0 on 0f.

Moreover, we know that w € W22(Q2) and
[wll22 < Cllf = F(Vu)ll2 < CA+ [ fll2 + [IVull2).
Hence we define the operator
T : Wy?(Q) = Wy(Q)
such that T'(u) = w. We have
ITW)llr2 < COA+[Fll2 + [lull2)-

Step 2: We show that T: Wy () — Wy*(R) is continuous and compact. Let
uy, — u in Wy *(Q). Then
sup ||wg|2,2 < +o0,
k

where wy = T'(uy). Thus there exists a subsequence {wy;}32; C {w}72, and
w € W22(Q) N W,*(Q) such that
Wy, — W in Wy2(Q)

(and wy, = w in W>2(Q)). As

/ (Vwg, - Vo + pwy,v) do = / (f = F(Vuy,)) du,
Q Q

we get letting j — oo
/(Vw«Veruv)dx = /(ffF(Vu))d:c
Q Q

for all v € VVO1 (). To pass to the limit in the nonlinear term we use again the
continuity of F', its linear growth and the Vitali convergence theorem. Hence w =
T(u). Due to the uniqueness of the solution in fact the whole sequence T'(uy) —
T(u) in W2(Q) and T is continuous.

The compactness is immediate. As suppey ||ux|li,2 < —+o0o, we have that
suppep |7 (ug)|l2,2 < +oo and the compact embedding W22(2) —— W12(Q)
that a bounded sequence in W2(Q)) provides a convergent subsequence of T (uz)
in the same space.
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Step 3: We have to verify that the set of possible fixed points
{u e Wy?(Q);u=AT(u) forsome0<\<1}

is bounded provided p is sufficiently large. Since the case A = 0 is trivial, let

u = AT(u), 0< A<,
i.e. ¥ = T'(u). Therefore

—Au+ pu = AN f — F(Vu)).
Multiplying the equality by u and integrating it over 2 we obtain

IVl + sl < A [ 171+ Vul + Dlul do < 3IVall + (el + 1),
Assuming C < p we get
ull1,2 < C,

where the constant depends only on the data of the problem.

Step 4: Schaeffer’s Fixed Point Theorem (Theorem 4.3.4) implies the existence of
a fixed point of T, i.e. existence of a solution to (4.23) which belongs to W22(2) N
Wy ().

Step 5: Uniqueness. Let w; and we be two different solutions. Then, denoting
W = w; — ws, we have

—AW + pW = F(Vw;) — F(Vws) in
W =0 on 0f.

Multiplying the equation by W we get using the Lipschitz continuity of F’
IVW 72 0;ra) + BlIIW 1220y < CIVW L2 (@ira) [IW ]| £2(02)
1
< §HVW||%2(Q;DN) +C1 W22

The uniqueness follows provided Cy < p. O

4.4 Introduction to the calculus of variations

4.4.1 Basic ideas

We consider the problem
A(u) =0 (4.25)

for a special class of operators A, namely such that A is a ”gradient” of a potential,
ie.

A(u) = I'[u] = 0. (4.26)
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It means (at least formally) that a solution to (4.25) is a critical point of the
functional I. Under additional assumptions on I we even show that the critical
point is a minimum of /. The advantage is that to prove existence of a minimum
for certain class of functionals is easier than to prove existence of a solution to a
nonlinear equation.

Definition 4.4.1. Let L: R x R x Q — R. Then we call L the Lagrangian and
we define

Iu] :z/QL(Vu(~),u(~),~)dx.

We also use the following notation:

L(p,Z,LL') = L(p17p27- "apdaz7xlax23"'7xd)

0L OL oL
VoL i=(—, —,..., —
P (3101 Opa 3Pd)
oL
V.L =2
oL OL oL
Li=(—,—,...,— ).
va: (811’ (9£E27 ’ 8xd)

We consider the following problem. We look for

U = argmily, e x..y=g on BQI[w]7

where X is a certain function space (typically a Sobolev space) with fixed boundary
condition. We show that if the function L is smooth and v is sufficiently smooth,
then u is a (classical) solution to a certain partial differential equation.

We set i(7) := I[u + 7v], where 7 € R, w = g on 9Q and v € C§°(f2). Then
u+ 70 = g on 0N). Assume that u is a minimizer of I. Then 4(7) has a minimum
at 7 = 0. Since the function i is according to our assumptions smooth, we have

i'(0) = 0.

(This derivative is in the context of the functional analysis called the Géateaux
derivative or differential of the functional I.) Formally we get

i'(T) = / (VPL(V(U +71v),u+TV,-) - Vo+ V,L(V(u+ 70),u + 10, )v) dz.
Q
Therefore
0=14'(0)= / (VPL(Vu, u, ) - Vo + V,L(Vu,u, )U) dz
Q

for all v € C§°(Q2). Therefore, under our smoothness assumptions

d
8 oL oL
0= /Q (_;8@ 5y, (Vi) + E(vu,u,-))wdx
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for all v € C§°(£2). The Du Bois—Reymond lemma yields finally

d

_ Z 8?57: g}i (Vu(x),u(z),z) + é;fi(Vu(oc),u(:c), z)=0 in Q,

u=gq on 0f).

The equation above is called the Euler-Lagrange equation corresponding to the
functional I.

Example 4.4.2. a) Let

d
1
L(p,z,m) = 5 Z aij(x)pipj - Zf(l.)v
ij=1
where a;; = aj; fori,j=1,...,d in Q. Then
d
1 ow Ow
Tw| = - ii(T)=— — dz.
[w] ‘/Q (2 i7j221 “ J(x) 8xj 8587; wf) .

The corresponding Euler—Lagrange equation is then

d ou
_iJZZI (a”(x)a—xj) = f.

b) Let

where F'(z) = f(z). Then

and the Fuler—Lagrange equation is

—Au = f(u).
c¢) Let
L(p.z2) = (1+p[*)?

(minimal surface problem). Then
Iw] = / (1+ |Vw\2)% dz,
o

and the Fuler—Lagrange equation is

9 S _
> o (Jrvier) =
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in Q. Adding the boundary condition u = g on 92 we get a problem whose solution
solves the following problem. Let Q C R? be given. We look for a graph of function
u = u(x) defined in Q with fized value w = g on 0N such that the area of the
surface (x,u(zx)), x € , is minimal.

We next consider the second derivative of our function 4(7). Recall that under

the smoothness assumption the necessary condition for having a minimum of i at
7 =01is i’(0) > 0. We compute

0L ov Ov
i"'(T :/ Vu+1Vv,u+ 10, ) ———
™ Q [Z apiapj( )&vi Oz
d v
Zl ™) VU+TV1) U+ TV, )V oz,
2
+ g S(Vu—f—TVv u+ TV, v 2} dz.
Hence
ov d ov
/ Z »JUg—
|: g1 a zap] 61‘] =1 8331 (427)
5‘2L
822 (Vu,u, v 2] dx

for all v € C§°(€2). By approximation, we can in fact use functions which are only
Lipschitz continuous, however, still compactly supported in 2. We now aim at
proving the necessary condition for the minimum. We fix £ € R%, take ¢ > 0 and
a function ¢ € C§°(Q2) and define

where the function

IAINA

. z, 0<z %,
Q(z)_{lz, %<z 1,
and extend the function as l-periodic to R, i.e. o(2)

= o(z+1) for all z € R.
Therefore |¢'(z)| = 1 a.e. in R, and

2@ = (ZE)a@i@ + 06 oreo,

Using this function in (4.27) and passing with ¢ — 04 we get due to the fact that
i"(0) >0
d 2

L
og/Q Z  Opidp, (Vu, u, )&E;¢? da.
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As this inequality holds for arbitrary ¢ € C§°(£2), we get

0 92L

OpiOp;

(Vu(z), u(z), )€€ >0

ij=1

for all ¢ € R? and all # € Q. This indicates (but does not prove!) that the existence
of a minimum for our class of functionals is connected with the convexity of L in
the first variable.

4.4.2 Systems

We now assume that the Lagrangian depends on vector-valued function, i.e. its
gradient is a tensor (matrix); hence

L:RY* x RTx QO - R.

We use the notation

L=L(P,zz),
where
pi - Py
Pl
py - oY
and define

where w: Q — RY,

Bwl 8w1

811 tee 8&?,1
Vi =

8’LUN (9’LUN

Oxry "' Oxg

and we fix again the boundary condition @/ = g. We now deduce the Euler—
Lagrange equations (or rather the system of Euler-Lagrange equations) for the
minimizer of I. We set i(7) = I[ii + 7], where ¥ € C§°(£2; RY) and compute i’ (0)
which we set to be equal to 0. We get

d N ,Uk
ozi'(o)=/Q(ZZ§T)L,_€(W(-),U(-),~)3%

=1 kl

N
£ 2R (V). (), et do,
k=1
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i.e.
d

_Z aii (gjﬁ(vqjm’ﬁ(x) $)> 5% (Vilz), d(@),2) =0 (4.28)

inQ, k=1,2,...,N, and 4 = g on 0.

4.4.3 Null Lagrangians. Proof of Brouwer Fixed Point The-
orem

There exist special Lagrangians such that any smooth function is a solution to the
corresponding Euler-Lagrange equations.

Definition 4.4.3. The function L: RN*?xR?x R — R is called a null Lagrangian,
if the corresponding Fuler—Lagrange equations

—Z<

k=1,2,...,d, are fulfilled by any smooth function @: Q — RY.

. oL . . _
gy (V@) (2. 2)) + 5 (Vo). ala), 2) =

In the scalar case (N = 1) only the linear functions in p (with constant coefficients)
are null Lagrangians. A more interesting situation is in the vectoriel case, especially
if d = N, as we shall see later.

We start with one special property of the null Lagrangians which says that the
corresponding energy depends only on the boundary conditions of the functions.

Theorem 4.4.4. Let L be a null Lagrangian. Let iy and iy be two functions from
C?(Q;RY) such that
’Jl = ﬂg on 89

Then

Proof. Define

Then

N ) k
Zi(TVUl+(1—T)Vu277ul+(1_T)v Ty, - )<8U1 8“’2)
k=1
oL

Z

= (TViy + (1= 7)Vida, Tl + (1 — 7)Viiz, ) (u T ué)} dz

N ,
: Z—:/Q {Z ori (glfz‘“ (Vi + (L= 7) Vi, 7ily + (L= 7) Vi, )

+ (%L(Tvul (1= 7)Vio, ity + (1 — 7)Vida, ) (ub — u’;)] dz =0,
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where we used in the application of the Gauss theorem that @; — s = 0 on 9 as
well as the fact that L is a null Lagrangian. O

Definition 4.4.5. Assume A is an d x d matriz. Then we define cof A as a matriz,
whose (k,i) entries are as follows:

(cof A) = (—1)"+idet (AF),
where the matriz (Af) is matriz obtained from the matriz A by deleting the k-th
row and the i-th column.

Lemma 4.4.6. Let u: R? — R? be a smooth function. Then

d
0
Z@x

i=1

k
_(cofVu)':(), k=1,2,...,d.
roof. Step 1: We recall the following linear algebra identity
Proof. S 1: W 1l the following li lgebra identi
(det P)I = PTcof P

which holds for any P, matrix of the type d x d. We may rewrite the identity above
component-wise

d
(detP)d;; = pr (cof [P)?, (4.29)
k=1
1,7 =1,2,...,d. Therefore
O(det P) &
W = (COf IP)m

for k,m =1,2,...,d (recall that (cof P)* does not contain the entry p¥,).

Step 2: Take P = Vu in (4.29), differentiate the identity with respect to x; and
sum the identity over j. It yields

d d
0?uk 0?uk ,  OuF 9 &
Z d;(cof Vu)maxma% = Z (ami(’“)mj (cof V)7 + oz, 37j(00f Vu)j).
.k, 1=1 k,j=1
Hence

Z oz, (iaa (cof Vu(z))j ) =0. (4.30)

Step 3: If det(Vﬁ)(a@o) ;é 0 then
)
Z . k
.:1%(C0fvu($0))j :O7 k:1,2,...,d

where we used that the non-zero determinant implies unique solvability (the trivial
one) of (4.30). If the determinant is non-zero, we choose € > 0, sufficiently small,
such that det(Vu(zo) + €l) # 0 and we repeat Steps 1-3 for u := u(z) 4+ ex and
finally let ¢ — 0. O



4.4. INTRODUCTION TO THE CALCULUS OF VARIATIONS 179

We have the following non-trivial example of a null Lagrangian.

Lemma 4.4.7. The determinant function is a null Lagrangian.

Proof. We have to show that

0 (O0(det(Vu(z)))\ B
1:1 axl (8—pi€) —_— 0’ k — 172’. 7d
Recall that Bdet(V
eta(ﬁ(u)) = (cof(Vu))k.

Then, due to Lemma 4.4.6

Z 0 (3(det(Vu)) )

d
9 k
4 F Y —(cof Vu)f =0,  k=1,2....d
Oz op; P ox;

i=1

Using this result we may now prove the Brouwer Fixed Point Theorem

Theorem 4.4.8 (Brouwer Fixed Point Theorem). Let u: By (0) — B1(0) C R? be
continuous. Then u possesses at least one fixed point in B1(0), i.e. there exists at
least one x € B1(0) C R? such that

u(zg) = xo.

Proof. Step 1: We first claim that there does not exist a smooth function

w: B:= B(0) » 0B
such that
w(z) ==z on 0B. (4.31)

Step 2: Suppose that such a function exists. Let I denote the identity mapping, i.e.
I(x) = x for all x € B. Due to our assumption, w = I on 0B. As the determinant
is a null Lagrangian, Theorem 4.4.4 implies

/ det (Vw) dx = / det (VI)dz = |B| # 0. (4.32)
B B

On the other hand, as w: B — 9B, we have |w| = 1. Therefore
(Vw)Tw = 0.

As |w| = 1, the equality says that 0 is an eigenvalue of (Vw)? for all x € B, whence
det(Vw) = 0 in B which contradicts to (4.32) and thus the smooth function
considered in Step 1 cannot exist.
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Step 3: Let us show that even no such merely continuous function may exist. Let w
be such a continuous function. We extend it by the identity function (w(x) := x)
for z € R\ B. Observe that w(z) # 0 for z € R%. Fix ¢ > 0 and mollify the
function, i.e. w. := 1. *w. Then also w. # 0 in R?%. As 7, is a radial function, we
also have w.(z) = x for € R\ By(0) if & < 1 (recall that [..(z—y)n-(y) dy = z).

Then
2w,

o |we|

would be a smooth function fulfilling assumptions from Step 1 (with B = B»(0)).
Hence such a function cannot exist.

Step 4: Let u: B — B be continuous such that u does not possess any fixed point
in B. Define w: B — 9B so that « is the point which hits B on the ray starting
at u(x) and going through z. Since u(z) # x and u is continuous, the mapping w
is well defined and continuous on B such that w maps B to 9B and w(z) = x on
OB. This contradicts to Step 3. [

4.5 Existence of minimizers for some problems of
calculus of variations. Convexity

Let us start with the following abstract problem. We look for a function u (provided
it exists) such that the functional I[-]: X — R, where X is a Banach space and
A C X, has its minimum at u, i.e.

u = argmin,, ¢ 4I[w], i.e. I[u] = min I{w].

weA
Let u,, € A be a minimizing sequence. We would like to extract an at least weakly
convergent subsequence. To this aim, we assume that
(1) A is non-empty
(2) I is bounded from below on A (inf,ec4 I[w] > —o0)
(3) I is coercive on A, i.e. imjj, |, oo I[w] = +00
Then the sequence {uy, }nen is bounded. Further
(4) X is a reflexive Banach space
(5) the set A is closed and convex (hence weakly closed)
Then the sequence contains a weakly convergent subsequence whose limit belongs
to A. However, we can hardly expect that I[u,,] — I[u] for k& — oo, such a
condition would restrict the class of functionals considerably. We therefore assume
a weaker condition, namely that
(6) I is weakly lower semicontinuous, i.e. I[u] < liminfy_, o I[ug] whenever up — u
in X.
Then we know that I[u] < inf,c4 I[w], thus the equality holds, and u is the
minimizer. We proved
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Theorem 4.5.1 (Main Theorem of the Calculus of Variations). Let X be a re-
flexive Banach space, A C X non-empty, closed and convex. Let I: A — R be
coercive, bounded from below and weakly lower semicontinuous on X. Then there
exists u € A such that I[u] = ming,e I[w].

We restrict ourselves on functionals which can be represented by means of Lagran-
gians, i.e.

] = /Q L(Vu(@),u(x),z)dz,  ue A, (4.33)

and we aim at formulating suitable conditions on L(-,-,-) and A so that we will
be able to apply Theorem 4.5.1. We deal separately with the case when u is a
scalar-valued and a vector-valued function.

4.5.1 Scalar case (one Euler-Lagrange equation)

In order to verify that the functional is coercive, we assume that
L(p,Z,I) Z O[|p‘LQ(Q) 7B7 (434)

pERY 2€R, z €. Then
Ml = [ (V@) we).0)de > [ (@]Fult =) ds = ol Vol g~
Therefore I[w] — 400 as [|[Vw||q(q;re) — +00. Additionally, if we assume
A= {w e WhH(Q); w =g on 89}

and fix g € Wl_%’q(BQ), then even
Iw] = 400 as  fwlyg = +o0,
as [|[Vwl|pa()ray + l|gllzeo) is @ norm equivalent to the W' 9-norm on A. Note

also that A is weakly closed.

The only condition which remains to verify is the weak lower semicontinuity of I
on Wh4(Q). We already know that a necessary condition for a function u to be a
minimizer of a smooth Lagrangian is

d

0L
Z Bp:0p; (Vu(z),u(z), )& >0

i,j=1
for all £ € RY.

We will show that the convexity is indeed the right condition. We will assume
(for simplicity) that L(-,-,-) is a smooth function on R% x R x € at least twice
continuously differentiable with respect to p and z and once with respect to x. We
have the following result
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Lemma 4.5.2. Let L be as above, additionally bounded from below and let the
mapping
p— L(p,zx)

be convex Vz € R and x € Q on RY. Let Q € C°. Then
Iw] ::/L(Vw,w,x) dz
Q
is weakly lower semicontinuous on WH4(Q), 1 < ¢ < co.

Proof. Step 1: Let {uy }rew C WH9(Q) be such that uy — u (weakly) in W14(Q).
Let

¢ := liminf Ifug].
k— o0

We aim at showing that Iu] < .

Step 2: Note that we may choose a subsequence (we do not relabel it) such ¢ =
limyp 00 I[ug] and up — u in L(Q). Moreover, supy,cy ||uk|lwi.a) < +00.

Step 3: We fix £ > 0. Then there exists E. C Q, |\ E.| < € such that u; = u in
FE.. We set

1
F. = {x € Q; |lu(z)| + |Vu(z)| < g}
Recall that |2\ F.| — 0 as € — 0. Finally set
G, = F; m E.

(note that |2\ G¢|] - 0ase— 0.
Step 4: By adding a suitable constant we may without loss of generality assume
that L(-,-,-) is non-negative in 2. Then

I[uk]z/L(Vuk,uk,x)dxz/ L(Vuy, ug, z) dz
Q GE

d
oL Oup _ du
— /GEL(Vu’uk,g:) da:—&—/G Z@(Vu,wc,x)(aixi - axi)dsc.

€ =1

Now it is easy to verify, due to the definition of G.,
/ L(Vu,up,x)dx —>/ L(Vu,u,x)dx
Gg Gs

and due to the weak convergence of Vuy — Vu in L9(Q)

4 oL ou,  Ou
/G Za—pi(VU,uk,x)(axi — 3:52-) dxr — 0,

< i=1

both for £ — co. Whence

62/ L(Vu,u,z)dz
G

=
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for any € > 0. Passing with ¢ — 0 and using the Lebesgue Monotone Convergence
Theorem A.3.2 we conclude

> / L(Vu,u,z)dx = I[ul,
Q
which finishes the proof. U

Therefore we have

Theorem 4.5.3. Let A = {u € WH(Q); u = g on O} with g € Wl_%’q(aQ).
Let L fulfil the coercivity condition (4.34) and let L be convez in the first variable.

Then there exists at least one u € A such that

Iu] = 51619‘[[11}]

Proof. As A is non-empty, closed and convex, L is coercive and weakly lower
semicontinuous, we may apply Theorem 4.5.1. O

In order to ensure the uniqueness, we have to require more. One possibility is

L=L(p,x) (L does not depend on z), (4.35)
9L
36 >0 Z W(p, T)&E > 0)E)? (uniform convexity).  (4.36)
ij=1 17

Then

Theorem 4.5.4. Under assumptions (4.35)—(4.36), for L sufficiently smooth, the
minimizer of I[-] over A (defined above) is unique, provided it exists.

Proof. Assume that uq, us are two different minimizers. As A is convex, we have
that “13%2 € A. We show that

I[U1 + U2
2

with strict inequality provided w; # wusy. Note that

| < 31ha] + 31l

0
Op;

d
1 6
L(p) > L(ao) + 5 > o Lia,a)(pi — 40) + 51p — af*
=1

Taking p = Vui, q = 3(Vuy + Vug) we get

[P [ 3 a(T T ) (G G

0
+*/ (Vg — Vug|* de < T{u],
8 Ja

(4.37)
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and for p = Vug, q = %(Vul + Vuy) we get

[T o [ 3 (P ) (- 5

0
+*/ |VU1 *VU2|2C1ZE S I[Ug]
8 Ja

(4.38)

Summing up (4.38) with (4.37) and multiplying the resulted inequality by 1 we
obtain

0 I 1
I[Lul + VW} + 7/ |V — Vug|? da < 1] + Iuz] [uz]
2 8 /o 2
Evidently, if I[u;] = I[uz] and u; and wug are minimizers, then Vu; = Vugy a.e.
in Q. But since u; = us a.e. on €, then u; = wuy a.e. in Q which finishes the
proof. O

Next, under certain growth conditions on L, we verify that the minimizer solves
the corresponding Euler-Lagrange equation. We assume

IL(p, 2, 2)] < C(lp|* + |27 + 1), (4.39)

and

IVoL(p,z,@)| + [V.L(p, z,2)| < C(Ip|* ' + 127! + 1) (4.40)
for some 1 < ¢ < o0.

Theorem 4.5.5. Assume conditions (4.39)—(4.40), where L is a sufficiently re-
gular function. Let u be a minimizer of I over A = {u € Wh4(Q;u = g on 00}
with q as in (4.39)—(4.40). Then u is a weak solution to the corresponding Fuler—
Lagrange equations, i.e.

d
oL ov OL
/Q (; o (Vu, u, m)afxl + E(Vu,u, x)v) dz =0

for all v e W, ().

Proof. We performed the formal proof at the beginning of Section 4.4. We now
present a rigorous proof, based on the verification that we may differentiate the
function (i.e., an integral) with respect to a parameter.

We set i(7) := I[u + 7v]. Due to (4.39), i(7) is finite. We study for 7 # 0 the
difference quotients

M /L(Vu—I—TVv,u—I—TU,J:)—L(Vu,u,x) d ::/LT(J:) Az
o T Q

T
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and aim at computing the limit when 7 — 0. We see that due to our assumptions
lim L7 (z) =

a.e. in Q. Using the Theorem on Integrals dependent on a Parameter (consequence
of the Lebesgue Dominated Convergence Theorem) we get the desired equality
since estimate (4.40) provides an integrable majorant. Since u is a minimizer of
I[], we know that i'(0) = 0. O

Remark 4.5.6. If L is convex in p and z, then each weak solution is a minimizer.
In this case namely

(p,Z,Jﬁ)(’/‘ - Z) < L(qa T,.I‘).

oL oL

Taking p = Vu, q = Vw, z = u, r = w, integrating over  yields

I[u] +/Q (2; (Vu,u,x)(g;ui - g;‘i) + gi(vu u,@)(w = ) do < Tu].

Hence
T[] < Iu]

for all w € A due to the fact that uw —w = 0 on Q implies that the integral on the
left-hand side above vanishes.

4.5.2 Vectoriel case (system of equations)

Since the Fundamental Theorem of Calculus of Variations (Theorem 4.5.1) holds
also in this case, we can modify the previous conditions to get existence of a
minimizer, its uniqueness and connection to the solution of the (now system of)
Euler-Lagrange equations under basically the same assumptions as above. As be-
fore, we assume that L is at least twice continuously differentiable with respect
the the first two variables and once with respect to the last variable. Furthermore,
let

IL(P,Z,z)| > Cl| P)|? = Cy, coercivity, (4.41)
L is convex in the variable P, (4.42)

and
A= {ﬁ e WH(Q;RN); i = g on 89} is non-empty, (4.43)

(ie. g€ W' 29(99; RY)). Then

Theorem 4.5.7. Under assumptwns (4.41)—(4.43) (for L sufficiently smooth)
there exists a minimizer of I[W fQ (VW, W, ) da over the set A, i.e. a function
u € A such that

I[d] < I[w) Vi € A.
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If we assume further that

5 SN PL B kel s glEp
i,5=1k,l=1 g J

for all E € RV*4 and some 6 > 0, then

Theorem 4.5.8. Under the assumptions (4.44) and (4.43), the minimizer of I[w]
(provided it exists), is unique.

Finally, let . .
LP,Z,x)| < C(P|T+ 2] + 1), (4.45)

and

— —

Vs L(P, Z,2)| + |VzL(P, 7,2)| < C(P|*"" + |27 + 1) (4.46)
for some 1 < ¢ < co. Then

Theorem 4.5.9. Let L, sufficiently smooth, satisfy (4.45) and (4.46). Let i@ be a
minimizer of I[-] over the set A. Then @ is a solution to the corresponding system
of the Euler—Lagrange equations, i.e. U € A, and

N d
oL oL avk oL o .
;/Q (Z@(Vu,u,.)aixi_y @(un,-)v )dx_o

i=1
for any 7€ Wy '(Q; RY).
However, in applications (e.g. in the elasticity theory), the convexity of the Lagran-
gian in P contradicts physical principles. However, we may replace the convexity
by so-called polyconvexity, namely that for d = N the Lagrangian is a convex
function of P and of the determinant of P, see below. The fact that the theory

works perfectly in this case is based on the following partially counterintuitive
result

Lemma 4.5.10. Let d < g < oo and let
ugx —~u in WH(Q;RY),
where Q C RY is at least of class C%'. Then
det Vug — det Vu
in L1(Q).
Proof. Recall that we have det Pl = P(cof P)T (see Lemma 4.4.6). Hence

d
det[P:Zp;’»(cof[P);, 1=1,2,...,d.

J=1
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Step 1: Let w € C>°(€2; R?). Then

d

det (Vw) Z

w'

cofVW 1=1,2,...,d.
Due to Lemma 4.4.6

i 5 . -
;%[(cofVW)j], i=1,2,...,d.

Therefore

%( i(cofvw);l), i=1,2,....d.
J

M&

det (Vw) =

Il
—

J

Hence for arbitrary v € C§°(Q2)

i Qu
det E f — i =1,2,...,d.
/Qve (Vw)d / COVW (‘3» z, 1 32,0,

Lj

Step 2: Due to the last inequality

i Qv
det (V fV —d i =1,2,...,d, ke N.
/Qv et (Vuy) Z/uk co uk 19, x, i ,2,...,d, k€

As WH1(Q) —— O(9), the sequence uy — u in C(Q;R?). (In fact, the compact
embedding ensures this only for a subsequence, but as u;, — u in W4(Q; R?), the
convergence holds for the whole sequence). Assume for a moment that we know

/Q ) (cof Vuk)z» dax — /Q w(cof Vu); dx

for any ¢ € C§°(£2). Then we have the desired weak convergence

d .
. i Qv
vdet (Vug) dax = — /uZ cof Vu, ) — da
e Ty as = =3 [ (cor ) o
d

ov
- — cof Vu)i —— dz = / vdet (Vu) dz
;/ ( J a.’I]] 0

However, (cof Vuy) is a matrix whose entries are determinants of matrices of the
type (d — 1) x (d — 1). Therefore they can be analyzed as above and they can
be rewritten as above after integration by parts to a product of a determinant of
order (d — 2) x (d — 2) of derivatives of the function and the function itself. After
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finitely many steps we end up with a product of a derivative and the function; the
function converges strongly even in the C(2) and the derivative converges weakly
in L1(Q).

Step 3: As det (Vug) is bounded in L (Q), there exists a subsequence such that
det (Vug, ) ~ A

in L7(Q). But due to Steps 1 and 2 A = det(Vu) and as we can from any
subsequence get a subsequence with the same limit, then the whole sequence must
converge to the same limit, i.e.

det (Vug) — det (Vu)
in L(Q). O
Assume now that N = d and let
L(P,z,z) = F(P,det P, z, x).

Finally, let
Vz € R?, = € Q the mapping
([P7 T) H F([P7 T? Z’ x)

be convex. We call such Lagrangians polyconvex.

(4.47)

Lemma 4.5.11. Let d < q < oo, L is bounded from below, sufficiently smooth
and polyconvex. Then the functional

I[w]:/L(VW,W@)dw:/L(Vw,det (Vw),w,z)dx

Q Q

is weakly lower semicontinuous on W14 (Q; R%).

Proof. We proceed similarly as in the proof of Lemma 4.5.2. Let upy — u in
Whe(Q;RY). Then due to Lemma 4.5.11 det (Vug) — det (Vu) in L (Q). We

define the set G. similarly as in Lemma 4.5.2 and assume without loss of generality
that I > 0. Then

I[uk]:/L(Vuk,uk,x)de/ L(Vuy,ug, z)dz
Q GE

:/ F(Vuk,det(Vuk),uk,x)dxz/ F(Vu,det (Vu),ug, z)dz
G G.

d .
oF Ou;,  Ouy
+/ _(Vu, det (Vu), ug, © k_ — ) dx
G. ”2221 Bp}( (Va), u )(&vj axj)
OF
+/ —(Vu, det (Vu), ug, z) (det (Vuy) — det (Vu)) dz.
G. 87’

We finish the proof as in Lemma 4.5.2. O]
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We can therefore prove, exactly as above

Theorem 4.5.12. Let d < q < oo, let L be sufficiently smooth and fulfil (4.41),
(4.43) and (4.47). Let F be also sufficiently smooth. Then there exists u € A such
that

I[u] = svnelgl[w]
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Kapitola 5

Function spaces for
evolutionary equations

In this chapter, we introduce the necessary function spaces and tools needed later
for the correct formulation of the evolutionary partial differential equations in the
weak setting. We will try to prove most of the results, even though part of the
text will rather remind a textbook in functional analysis or measure theory, where,
however, some of these results are not so carefully studied due to the fact that most
of the applications of them are connected with the theory of partial differential
equations.

We aim at studying mappings
ffTCR—= X,

where X is a Banach space. Most of the results in this section remain true even
if we replace the one-dimensional interval by a measurable subset of R?, however,
since we do not need this level of generality, we remain in R. Moreover, instead of
the Lebesgue measure on R we may as well consider a more general measure .
The space X is always a Banach space; sometimes, however, we will require more
properties (separability, reflexivity etc.). For simplicity, we always assume in this
chapter that I C R is open and bounded, even though most of the results remain
true for arbitrary interval in R; however, the proof must be slightly modified in
this case.

5.1 Bochner integral

First, we construct a new type of integral, in order to be able to integrate functions
with values in general Banach spaces.

191
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Definition 5.1.1. A function s: I — X is called a simple function, if we can
write

s(t) = Z wiX, (1),

where x; € X, E; are pairwise disjoint, measurable, and Y~ M\ (E;) < +o0.

Definition 5.1.2. a) A function f: I — X is (strongly) measurable, if there exists
a sequence of simle functions {s, }nen such that

Jim [sn(t) = f(B)[[x =0

for almost allt € I.
b) A function f: I — X is weakly measurable if

(@', f)x
is measurable for all x' € X*, where X* denotes the dual space to X.

Definition 5.1.3. A function f: I — X is called almost separably valued, if there
exists a set N C I, A\{(N) =0 such that f(I\ N) is separable.

We have the following important result

Theorem 5.1.4 (Pettis). A function f: I — X is measurable if and only if [ is
weakly measurable and almost separably valued.

Proof. ”=": If f is measurable, there exists {s, }nen @ sequence of simple functi-
ons such that s, — f a.e. in I (in the norm of X). Then (z/,s,)x — (o', f)x
pointwise a.e. in I which implies that f is weakly measurable. Moreover, up to
a set of measure zero, f takes values in the closure of values taken by {s;,}nen,
therefore f is almost separably valued.

7«<=": Let f be weakly measurable and almost separably valued. Let N C I be a
null set such that f(I\ N) is separable. Let {x,}nen be dense in f(I\ N). Due
to the Hahn-Banach Theorem there exists a sequence {z] },en C X* such that
|z} ||x« = 1 and (z),,zn) = ||zn||x- Let t € I\ N and let z,, — f(t). Then for

n?

every € > 0 there exists k € N (sufficiently large) such that

(@ FO)x < NFBllx < Mo, Ix +& = (@, 20, )x €
= (@, T = F(O)x + (2, f(0) x + & < (af,,,, f(£))x + 2.

Letting ¢ — 0" and recalling that [|z],, [|x- =1 we get

If(®)llx = sup(ay,, , f(t))x,
neN

therefore, as ||f(t)||x is a pointwise supremum of countably many measurable
functions, it is measurable.
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Define
fa) = 11f() — 2al x,

then as above, f,, is measurable. Let ¢ > 0 and F,, = {t € I; f,,(t) < e}. Then E,
is measurable. Define g: I — X as follows

_Jxnifte Ex\U,cn Em,
g(t) = { 0 otherwise.

Then ||f — gllx < € a.e. (as {@n}nen is dense). Let ¢ = 27", n € N. We thus
construct a sequence g, = Zfil TinXE; .., Wwhere x; , € X and Ujen b = 1, of
countably valued functions which converge to f a.e. For each n € N, let F,, =
Ur F; ., where k,, is chosen so large that \; (I \ F,) < 27"

Let s, := gnXxrF,. Then s, are simple functions, s,, — f a.e. in I. To see this,
let t € N22  F,, for some k € N. Then for all n > k we have s,(t) = g,(t), thus
| f(t) — sn(t)|lx < 27™ and therefore s, (t) — f(t) for all ¢ € U2, N2, F),. But
for each j and each k > j we have

M(I\ (O'O] F,) < i M\ F,) <27k,
n=k n=k

whence I\ U2, N2, F, is a null set. Thus s,, — f outside a null set. O

We have the following corollaries

Corollary 5.1.5. Let I C R be open and let f: I — X be continuous. Then f is
measurable.

Proof. As f is continuous, then f is separably valued (recall that rational num-
bers from I are dense in I). Moreover, for any ' € X*, the sequence (z/, f)x is
continuous and thus measurable. We may therefore use Theorem 5.1.4. O

Corollary 5.1.6. Let f,, be a sequence of measurable functions such that f,(t) —
f@) for a.e. t € I. Then f is measurable.

Proof. For any x' € X* and t outside a null set N C I we have (z/, f,(t))x —
(@', f(t))x. Thus (2, f)x as a pointwise a.e. limit of measurable functions is me-
asurable. Let us show that f is almost separably valued. For each n € N cho-
ose E, a null set such that f,(I \ E,) lies in a separable subspace X,, and let
E = UpenE, UN. Then A\ (F) = 0 and f\I\E takes values in the weak closure
of the span of U,cnX,,. As this set is convex, then this set is also closed by the
Mazur theorem (Theorem B.2.13) and thus f|p g is separable. We may therefore
use Theorem 5.1.4. O
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We are now ready to define the Bochner integral. For a simple function s, evidently,
we may set

/8(31)\1 = sz)\l(Ez)7
! i=1

where s = Y I | x;xg,. It can be easily shown, similarly as for the Lebesgue
integral, that this definition is independent of the representative of s and that

H/sdle §/||s|\Xd)\1.
I X I

We now extend the definition to measurable functions.

Definition 5.1.7 (Bochner integral). A measurable function f: I — X is Bochner
integrable, if there exists a sequence {s,}nen of simple functions converging to f
a.e. such that

lim /Hf_SnHXd/\l =0.
n— oo I

Then for such a function f we define
/fd)\l = lim s, dA;.
I n—oo

Note that the definition is correct in the sense that

H/sndAl—/smdAlH g/usn—smndil g/usnffndil
I I X I I

+/||5m7f||Xd)\14>0 as n,m — oo.
T

Hence [ ; SndA1 is a Cauchy sequence and due to the completeness of X it is conver-
gent. If {5, }nen is another sequence of simple functions approximating f in X a.e.,

it is easy to see that the limits of sequences { fl Sn d)\l} and { fI Sn d/\l}
neN neN

are the same which shows that the definition of the interval is independent of
the approximating sequence of the simple functions. The linearity of the Bochner
integral is a consequence of the linearity of the integral for simple functions.

The following fundamental theorem yields the correspondence of the Bochner and
Lebesgue integrals.

Theorem 5.1.8 (Bochner). Let f: I — X be a measurable function. Then f
is Bochner integrable over I if and only if || f||x is Lebesgue integrable over I.

Moreover,
| [ran, < [isixan.
I X I
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Proof. "=": Let f be Bochner integrable, {s,, } nen be the corresponding sequence
of simple functions. As ‘||f||X —Isnllx| < |If = snllx, we see that || f||x is the a.e.

limit of {||sn||x }nen and thus || f||x is Lebesgue measurable. Moreover, we have

/|\f||XdA1 s/Hf—snnxdxl+/||anXdA1-
I I I

The second integral on the right-hand side is finite due to the properties of the
simple functions while the first integral is finite due to the definition of the Bochner
integral, at least for n sufficiently large. Therefore || f| x is Lebesgue integrable over
1. Furthermore,

n—00 n—oo

Hfd)\lH — lim H/snd)\lu < lim /Hsn”Xd)\l,
X I X I

as [;sndA — [; fdAin X. As [} ||f — snllx dA\1 — 0, the last term converges
to [, [|fllx dA; which proves the second claim of the theorem.

7<=": Let || f| x be measurable and [} || f||x d\; < oo. Let {s;, }newn be a sequence
of simple functions converging to f a.e. We define new simple functions

Enlt) = {8n<t> if [lsn(O)lx < 21£®)]x,

0 otherwise.

Then ||(5, — f)(t)||x — 0 a.e. as well as ||(S, — f)(t)||x are measurable for any
n € N. Thus

15n = HOllx <3Ol x + IFOlx <37 @) x-

As || f]|x is integrable, the Lebesgue Dominated Convergence Theorem (Theorem
A.3.3) yields

J1Gs = nolx axn o
I
Therefore f is Bochner integrable. O

Corollary 5.1.9 (Dominated Convergence Theorem). Let {f, }nen be a sequence
of integrable functions and let f be a measurable function such that f, — f a.e.
in I. Let g € L'(I;R) be such that ||fullx < g for alln € N a.e. in I. Then f is
Bochner integrable and

/fou1 = lim [ f,d\.
I n— oo I

Proof. By Lebesgue Dominated Convergence Theorem we know that || f||x is in-
tegrable and thus f is Bochner integrable. Now

1f = Fallx < [Ifllx + lfnllx < 1fllx + 9,
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hence we may apply again Lebesgue Dominated Convergence Theorem to compute

H/,fndAl—/IfdAlHX S/Il\fn—fHXdAl%o,

i.e. fIfnd)\l—)fIfd)\l O

Corollary 5.1.10. Let f be Bochner integrable. Then the sequence s, of simple
functions converging to [ can be chosen such that ||s,(t)||x < 2| f(¢)||x holds for
a.e. tel.

Proof. We can use the construction from Theorem 5.1.8. O

Corollary 5.1.11. Let ' € X* and let f be Bochner integrable. Then

/I<fr’,f>x A\ = <x’,/1fd>\1>x.

Proof. By definition, for every s, a simple function, and every ' € X*,

/ o /
/I<x ,8)x dA = <$ ,/ISd)\1>X

Let {s,}nen be a sequence of simple function from the definition of the Bochner
integral of f, possibly modified by Corollary 5.1.10, i.e. ||s,(t)||x < 2[|f(t)]x a-e.
in I. Then (z/,s,)x — (¢, f)x a.e. in I and |(2/, s,,(t)) x| < 2]|2' || x~ || f ()] x a-e.
in I. Thus by Corollary 5.1.9

/(m’,f}x A = lim [ (2, s0)xd)\ = lim <x’/sn d>\1>
I X

I n—oo n— 00

I
<x’, /1 fd)\l>x7

where the last equality follows from the continuity of z’ and the definition of the
Bochner integral. O

Corollary 5.1.12. Let f be Bochner integrable over I. Then

lim /fd)\lz()eX.
A (J)—=0+,JCT J g

Proof. As ||f||x is Lebesgue integrable by the Bochner Theorem 5.1.8, then

| [ ran] = [isixan —o

as J C I, \(J) =0, hence [, fd\; = 0€ X. O

We finish by a generalization of the Fubini theorem for the Bochner integral.
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Theorem 5.1.13 (Fubini). Let J = I; x Iy be a product measure space with
respect to the measure A1 @ \; = Ao and let f: J — X be measurable. Assume that
the integral

/ 1f1lx dArdy
I, J1Isy

exists. Then f is Bochner integrable over Iy X Iy and we have

/ fd/\gz/ fd/\ld/\lz/ Fdr d).
lelg Il IQ 12 Il

Conversely, if f is Bochner integrable over Iy X Iy, then the integrals above exist
and the equalities hold.

Proof. If the double integral exists, then the Fubini theorem for the scalar case
implies that | f||x is integrable and therefore f is integrable by virtue of the
Bochner Theorem. Further, the integrals fIi I f(t1,t2)]|x dX1(t;), @ = 1,2 also exist
a.e. on I;, i - j = 2, and the same is true for fli ft1,t2) AN (), i = 1,2. Recall
that f is almost separably valued and the functions t; — fji [ f(t1,t2)||x dX1(t:)
are almost separably valued as well. For arbitrary 2’ € X* the duality pairing
(@', f)x is measurable and integrable ((z’, f)x < ||2'||x+||f|lx)-

By virtue of the scalar version of the Fubini theorem the functions

b [ Ht) ane)

i-j = 2, are measurable and integrable. Hence these functions are equal to

<x/1 f(tl,tg)d)\l(ti)>x.

The Pettis theorem yields that t; — fI’_ flt1,t2) AN (¢;), ¢ - j = 2 are measurable
and thus by Bochner integral integrable. For 2/ € X* the Fubini theorem yields

that
/ <x’,f>Xd/\2:/ /(x’,f>Xd)\1d>\1:/ / (', f)x dA; d)g.
IlXIZ 11 12 I2 Il

Therefore we may interchange the integration and the duality pairing with 2’ in
the line above. Hence the claim holds.

Conversely, if f is Bochner integrable, then || f| x is integrable due to the Bochner
Theorem. Fubini’s Theorem for the scalar case yields that

/ / 17l dr dAg
I, J1Isy

exists and we may use the first part of the proof. O
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5.2 The spaces L'(I; X)

We now introduce an analogue of the Lebesgue spaces.

Definition 5.2.1. A measurable function f € LP(I;X), 1 < p < oo, if for 1 <
p < o0

/ T
I

and for p = oo
esssup || f|lx < oc.
I

Remark 5.2.2. Note that a function form LP(I; X) is (recall that I is bounded)
Bochner integrable. In case we would accept the possibility that I is unbounded,
then the function is at least locally Bochner integrable over I. We also introduce
the notation

1
t<p<oo ([l dN)",

p = ooesssup; || fllx-

”fHLP(I;X) =

We now prove several results which are more or less similar to the standard results
for Lebesgue spaces and which will finally lead to the result that the spaces defined
above (sometimes called Bochner—Lebesgue spaces) are complete normed spaces.

Lemma 5.2.3. Let 1 < p < oo, f € LP(I; X) and g € L? (I;R), L4+ L =1. Then
f-geLYI;X) and
| [ raan] < [1sxlalan < Wl ol

Proof. Evidently, fg is measurable as both functions are limits of simple functions.
Using now the standard Hoélder inequality

gl axs = [ 1fxlolah < 1fllrcaolall o,
By virtue of Bochner Theorem 5.1.8 we conclude fg € L*(I; X) and the second
part of the estimate holds. The first part is trivial. O

Lemma 5.2.4. Let 1 < p < oo, f € LP(I;X) and g € LP (I : X*),
and X* is the dual space to X. Then (g, f)x € L*(I;R) and

1 1 _
I+l =1

| [ton x| < 1o ol ey

Proof. The proof is similar to Lemma 5.2.3 as (g, f)x is measurable due to the
fact that it is a limit of (s}, s,,) x which is a simple function with values in R. The
estimate follows then by virtue of the standard Holder inequality. O
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Corollary 5.2.5. We have for 1 <p < q < oo that LY1(1;X) — LP(I; X) and

1_1
I fllzerxy < AP~ 7| fllza(rx)-

In general, for I possibly unbounded, we have at least that any f € LI(I; X) is
locally integrable over I and belongs to L}, .(I; X).

Proof. The proof is a trivial consequence of the results above. O

Lemma 5.2.6. Let 1 < p < oo and let f, — f in LP(I; X). Then there exists a
subsequence { fr, }rew which converges to f a.e. in I (in the norm of X ).

Proof. The sequence || f,, — f||x converges to zero in LP(I; X), hence there exists
a subsequence {fy, }ren such that ||f,, — f||x converges to zero pointwise a.e.
Therefore f,, — f pointwise a.e. in I. O

As in the scalar case we therefore have

Theorem 5.2.7. The spaces LP(I; X) are Banach spaces with respect to the
norms || f||r»(r;x) introduced above, where we consider two functions identical,
f1 = fa, provided fi(t) = fa(t) for a.e. t € I (in the sense of equality in X ).

If p=2 and X is a Hilbert space, then L*(I; X) is a Hilbert space with respect to
the scalar product

(f,9)L21x) = /(Uav)x dA;.
I
Proof. The proof is similar to the scalar case X = R. O
We now study the question of the density for different classes of functions in

the spaces LP(I; X) and the related question of the separability of these function
spaces. We denote (recall, I is a bounded, open interval in R)

C(I; X)={f: I = X; continuous},
CHI;X)={f:T—X:f,f,...,f* continuous},

C(I;X)={f: I — X; continuous up to the endpoints},
C*ILX)={f:T—=X;f f,..., %) continuous up to the endpoints},
C(L;X)={f:1— X;feC(;X),f compactly supported in I},

(I X) = (] CH(T; X),

keN

O (LX) = C=(I; X) () CelL; X).

Theorem 5.2.8. Let 1 < p < co. Then
(i) Simple functions are dense in LP(I; X)
(i) Functions of the form s(t) = >7_, v;(t)x;, p; € CZ(I;R), x; € X, are dense
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in LP(I; X)

(i11) If the space Y is dense in X, then C°(I;Y) is dense in LP(I; X)

(iv) Let w, be the regqularizing kernel in R and suppose f is extended by zero outside
I; then f*w. — f in LP(I; X) fore — 0%

Proof. (i) Let f € LP(I; X) be given. Then there exist a sequence of simple functi-
ons {S, }nen such that 5, — f a.e. in I. Define

) o {500 Bl < T4
nAv 0 otherwise.

Then s, (t) — f(t) for a.e. t € I, but also ||s,(t)[|x < 14| f(¢)||x for all t € I.
Hence

Isn = fII% < (L +2]fllx)” € L'(D).
We may therefore use the Lebesgue Dominated Convergence Theorem (Theorem
A .3.3) to conclude.

(ii) We know that functions of the type

n

ZXE]' (t)xj7 zj € X

Jj=1

are dense in LP(I; X). We may approximate the characteristic functions of a mea-
surable set in R (in the norm of LP(I; R)) by smooth compactly supported functions
in I exactly as for the standard theory of the Lebesgue spaces, which yields the
result.

(iii) Functions

sn(t) = Xn:sﬁj(t)xj’ ¢; € C(LR), zj € X
j=1
can be approximated in LP(I; X) by
5n(t):i<ﬁj(t)yja ¢; €CZ(LR), y; €Y
j=1
which yields the result.
(iv) Let n > 0. We find v € C2°(I; X) such that || f —v||L»(r,x) < 7. Then we write

f-werxf=f—-v4+v—we*xv+w.*xv—w:* f.
Since
wexv—v=30 inl

by standard argument for mollification, we have for ¢ sufficiently small using tri-
angle and Young inequalities

[f —wex fllzoax) SN —vllzeax) + v — we *vllLex)

+ HwEHLl(I;[R)Hf - UHLP(I;X) < 3n,

which finishes the proof. O
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Corollary 5.2.9. Let X be a separable Banach space, then LP(I; X) is separable
for1 <p<oo.

Proof. Tt is a consequence of Theorem 5.2.8, item (iii), combined with the standard
approach based on density of polynomials with rational coefficients in C'(I). O

Theorem 5.2.10 (Lebesgue Points). Let f € L (I; X). Then

loc

h

i h [f(t+s) = f()llx dAi(s) = 0

for h — 0% for a.e. t € I. In particular,

h
F(t) = lim i/_hf(Hs)dAl(s)

h—0+ 2h

a.e. in 1.

Proof. As f is measurable, then f is almost separably valued and therefore we may
without loss of generality assume that X is separable. Let {z, }»en be a countable
dense subset of X and consider functions || f — x| x. By the Theorem on Lebesgue
Points for scalar-valued functions we know that

. 1 h
I =l = Jim 5o [ 10+ 9) = zallx (o)

for all t € I\ N,,, where \;(N,,) = 0. Let N = UpenN,. Then A (V) = 0. Let
n>0,t€I\N and let n € N be such that ||f(t) — z,[[x < 5. Then

1 h
0 <timswp o [ 17(t+5) = £ A (o)

h—0t -

h
< limsup o / (19 =l + 170 = 2lx) dh)

h—0t
Sf(E) = aallx <e.

The second claim follows as in the scalar case. O

Finally, we have

Lemma 5.2.11. Let f, be a sequence of functions from LP(I;X), 1 < p < o0
such that || fn|lLe(r,x) < C < +o00 for all n € N, Let there exists f: I — X such
that for allt € 1

fo — f(2) in X.

Then f (S LP(I,X> and ||fHLp(I;X) S C
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Proof. By Corollary 5.1.6 the function f is measurable. For ¢ € I choose 2'(t) €
X* such that [|2/(¢)||x- = 1 and (z'(¢), f(¢t))x = ||f(t)]|x. By Fatou lemma for
1<p<o

iy = [ IF@OI ah = [ a0, 70 ax
:/ lim (2 (1), fu(£) x| dAy gnnrg;gf/l|<x’<t)7fn(t>>X|dA1

I n— oo

< liminf/ I fnllBdA < CP,

hence f € LP(I; X). For p = oo we first proceed for p < oo as above and then pass
with p — oo. O

5.2.1 The Radon—Nikodym Property and the dual space to
LP(I; X)

We might expect that the dual space to L?(I; X) for p < oo is 5 (I; X*). However,
this is in general not true for arbitrary Banach space and we have to add some
properties of X. On the other hand, using Lemma 5.2.4, we at least know that for
arbitrary Banach space X we have

LP(I; X*) < (LP(I; X)) "
Moreover, for any g € LP' (I; X*) we also have
lgllczecrxy- < llgllpe (r,x)- (5.1)

In fact, we also have:

Proposition 5.2.12. For 1 < p < oo the inclusion mapping I: L?' (I X*) —
(L”(I;X))* is an isometry, i.e. equality in (5.1) holds.

Proof. First, let g = Y .2, #ixp,(t) € LP(I; X*), where 2, € X*, E;, i € N are
pairwise disjoint and U, E; = I. Then ||g||x- € L¥ (I;R) and there exists a
non-negative function h € LP(I;R) such that ||k zr(r,r) = 1 and

3
9l = Dl vy < [ Bllalls dha + 5

Choose z; € X, ||z|]|x = 1 such that

g

! !
Tillx+ <X, Ti)x + 5o
Il (i, i) 2||R |z (1;R)
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and define f:= Y7, x;hxp, (t). Then

e S B e e
=1 i

and for this f

/I (g, Fhx dAy = / (9.3 hithzox, ()

(oo}

= [0 (ato) e (0

I 1

oo

> [ ht 2lxe — =V (£) X
> [0 3 (It — g e B ax

i=1
3
= [ 1 Olgllx- ah = § = gl ey~

Therefore, as we may obtain this inequality for arbitrary € > 0,

lgllze )y = 119l Lo (1,4
and the equality holds.
Ifge LV (I; X*) is arbitrary, then there exists a sequence {g, } nen such that g,, are
countably valued, g, — g in L? (I; X*). As ||gn — 9ll(zr(1,x))* < l|9n —g||Lp/(I;X*),
the convergence holds also in (L”(I; X))" and thus

lgll(Lrr:x))- = nh_?;o lgnll(zr.x))- = nh_>H§o ”gnHLP’(I;X*) = ||9||Lp'(1;x*)-

Note that we used that I is bounded. The proof can be extended to unbounded
interval by approximation of the unbounded interval by a sequence of bounded
intervals. O

We have the following abstract result the proof of which can be found in [Benyamini
and Lindenstrauss, 2000, Theorem 5.21].

Theorem 5.2.13 (Radon—Nikodym-Rademacher Property). Let X be a Banach
space and I C R an interval. Then the following two assertions are equivalent:
(i) For any vector measure v: ¥ — X with bounded variations, where ¥ denotes
the o-algebra of measurable subsets of I with respect to the Lebesgue measure A1,
that is absolutely continuous with respect to \i, there ewists f € L'(I; X) such
that

v(4) = /A fdn

for any A € X.
(ii) Every Lipschitz continuous function f: I — X is differentiable a.e. in I.
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The first property is called the Radon—Nikodym property, the second one the
Rademacher property.

We will now present one class of spaces that possess property (ii).

Proposition 5.2.14 (Modified Dunford—Pettis theorem). Let X be a separable
reflexive (real) Banach space. Then X has the Rademacher property.

Proof. We will show that for X separable reflexive Banach space the claim (ii)
from Theorem 5.2.13 holds true. Let F: I — X be a Lipschitz continuous function
with Lipschitz constant L. Let a € I. We may assume without loss of generality
that F(a) =0 and L = 1 (we may consider G(¢) := M) Therefore for any
y € X* the function (y, F'(-))x is Lipschitz continuous with the Lipschitz constant
bounded by ||yl x~-

By the scalar version of the Rademacher theorem there exists g,, unique up to
sets of measure zero, such that ||g||z7,z) < |lyllx+, and

t
(g, F(£)) x = / g(s)dh e in T,
As X is separable and reflexive, then X* is also separable. Let D C X* be a

countable dense subset and consider y = 21;1 «;y; for some n € N, y; € D and
a; € Q. Then

(v, <ialyza > iaz yz»

=1 i=1
n t
= Zal/ Gy, (s)dA1(s / Zalgyl )dAi(s),
=1
hence .
=D aigy:
i=1
Therefore

IZazgyl )| = lau N < laplieirmy < Il =1 cullss 62
i=1

for a.e. t € I. Thus there exists a null set £ C I such that (5.2) holds for every
t € I'\ E and all choices (n € N; {o; }71 C (Q)™;{v:}71)- As Q is dense in R, the
estimate holds for all choices (n € N;{a;}7-; C R™;{y;}1~,). Thus y — g,(¢) is a
linear mapping from the span of D to R with a norm bounded by 1. By density
of D it can be uniquely extended to X*. We obtain an element f(¢) € X**,
[f(t)]|x== < 1. We identify this element, via the canonical mapping, with an
element from X (we use the same notation) and || f(¢)||x = 1. Therefore we have
for all y € D and a.e. s € I that

9y(s) = (y, f(s)) x
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which is measurable and bounded. Let y € X* and {y,, }nen C D such that y, — y
inY. Then gy, (s) = (yn, f(-)) x are measurable and bounded by ||y, || x-. Therefore
(y, f(-)) x is measurable and

t

Now, as f is measurable due to Pettis Theorem 5.1.4 (it is weakly measurable and
X is separable) and bounded, it is Bochner integrable and

W FO)x = [ (56 an(e) = (. [ F51an) |
for all y € X*. Hence
F(t) = / £(5) i (5)

and by Theorem on Lebesgue Points (Theorem 5.2.10) the function F' is a.e. diffe-
rentiable on I. Whence X has the Rademacher property and by means of Theorem
5.2.13 also the Radon—Nikodym property. O

Remark 5.2.15. In fact, the previous proposition holds also under less restrictive
assumptions. It is enough if either X is reflerive or X = Y™* and X is separable.
The proof is similar and requires only few changes.

The previous proposition has the following connection to the characterization of
the dual space to LP(I; X).

Theorem 5.2.16 (Duality). Let X be a Banach space such that X* has the
Radon—Nikodym property. Then (LP(I;X))* is isometrically isomorphic to the
space Lp'(I;X*) for1 <p<oo.

Proof. We use the Radon—Nikodym characterization. Let ¥ denote all measurable
subsets of I and recall that I is bounded. We define for [ € (LP(I; X))* a vector
measure v: % — X* as

(V(E),z)x = (I, xXE) Lr(1:x)

for any £ € ¥, x € X. Then

rXEl L (1;x)
1
zl|x (M (E))7.

[(Laxe)raix) | < Ml x)

= [ltllzo(1;3))-
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Therefore v(F) € X* and |[v(E)||x+ < ||lH(Lp(I;X))*()\1(E))%. Let {E,}nen be
pairwise disjoint and measurable. Let x € X. Then

<V( Upzq En)7$>X = (lafEXu:f:lE Lr(I;X) < ZxxE >Lp 5:x)

= 2 ure) = 2 (W) )

n=1

Note that all series converge as (I, Txus r(1;x) converge. Finally, let us show

E.)Lv
that v has bounded variation. We have fo FE;

[v(Ei)llx-= sup (V(E:i),zi)x = sup (L, ZiXE)Le(1:x)-

zi[|x=1 [lz:|lx=1
Therefore for any partition 7 of
Z [v(Ei)llx- = Z sup (L, @i XE,) Lr(1;x)
E;em E;em llzsllx=1

= sup Z<l7$iXEi>LP(I;X)-
H:EiHXIlVi Eie’ﬂ'

As
Z <l7$iXEq,>Lp(];X) = Z <l, Z xiXEi>Lp(I.X)
E;em E;en E;ex 3
r"‘LP(I;X)
1
< Wl oy (X Iaallfer(E)”
E;em
1
< (12l e sx) ()\1(1)) ,
we have

D) < My (D) <.

and v is of bounded variation. Recall X* has the Radon-Nikodym property, hence
there exists g € L'(I; X*) such that

V(E):/gd)\l, Eex.
E

Let s =Y """, #;Xg, (t) be a simple function. Then

n n

<l7 S>LP(I;X) = Z<la miXEz‘>LP(I;X) = Z<V(Ei)7$i>LP(I;X)

i=1 i=1

:;</Ei9d)\1,xi>x :;/Ei<g,xi>Xd)\1
= Z/I<g’xiXEi>X d\ = /1<g’S>X d\;.
=1
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We need to extend the formula for arbitrary LP-function. We define the set FE,, :=
{t € I;]|lg(t)||x+ < n}. Recall that U2, E, =TI\ E, where \;(E) = 0. For a fixed
n we have gxg, € L>®°(I; X*) C L? (I; X*) and thus

fes /E (9, P)x A\

is a bounded functional in (LP(I;X))* which is equal to (I, f)rr(r,x) if fis a
simple function supported in E,. For any f € LP(I; X) there exists a sequence
{5k }ren supported in E,, which converge to fxg, in the a.e. in I in the LP(I; X)
norm. Thus

(L fXE,) Lr(rix) = Hm (1, sg) pe(r;x) = lim (9, sk) x A\

k—o0 k—o0
n

:/ <gaf>Xd>\13
E,

where the last equality is a consequence of gxyp, € L? (I; X*) C (LP(I;X))*.
Then we can compute

||gXEn||Lp’(I;X*) = ||gXEnH(Lp(I,X))* = sup /<gXEn7f>X d)\l
1flep(r;xy<1JI
Tl / {9: ixddi = sup (L fxp.) e rx))-
flepaix) <17 En [[floer;x)<1

< zrr;x)-

We have that ||gxnlx+ — |lg|lx- for n — oo for a.e. t € I and the conver-
gence is monotonically incresing. By the Monotone Convergence Theorem then
9 € LP (I; X7), lgll Lo (1,x+) < lUll(zr(15x))=- We now have

(L floerxy = im (I, fXE,)Lr(r;x) = lim / (9, f)x d\
n— oo n—oo E'n

n—oo

= lim [ {gxg,,f)xd\ = /(g,f)x dA;
I I

for all f € LP(I; X). Thus (LP(I; X))* = L¥(I; X*) in the sense that the identity
mapping conserves the norm and is bijective. For unbounded intervals we may
proceed by means of an approximation of the interval by bounded ones. O

Remark 5.2.17. Using the remark before this theorem we see that we can identify
(Lp(I; X))* with Lp'(I; X*) if either X is reflexive of if X* is separable.

Corollary 5.2.18. If X is reflezive and separable, 1 < p < oo, then LP(I; X) is
reflexive.

Proof. We know that (L”(I; X)) = LP(I; X**) = LP(I; X). To show the reflexi-
vity, we proceed similarly as in the case of the standard LP-spaces. O

As above, Corollary 5.2.18 holds if X is merely reflexive.
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5.3 Spaces Wr(I; X)

Definition 5.3.1. Letu € L} (I; X) and g € L}, .(I; X). We say that g is weak

loc loc
derivative of u with respect to t, i.e., g =u', if

/ w(t)g! (1) dAa (1) = — / a(t)p(t) A (1)

I I

for all p € C(I;R).

We have

Proposition 5.3.2. Let 1 <p < oo, f € LP(R; X). Define for any h >0

t+h
MO [ 6. (5.3)
Then M, (f) € LP(R; X) N C(R; X) and
Tim Mi(f) = |

in LP(R; X) and a.e. in R (in the sense of convergence in X ).

Proof. As I = [t,t+h] is finite, f € L*(I;R), thus (5.3) is well defined. Let t,, — t.
We set f(s) := f(5)X[t,,tn+r]- Then f, is bounded by f and on [t,,, t,+h], frn — f
a.e. (in the sence of convergence in X). By the Dominated Convergence Theorem
(Corollary 5.1.9) we have

M (f)(tn) = Mn(f)(2),
hence M, (f) is continuous. By Holder’s inequality
t+h . t+h 1
OO <5 [ Il <0 ([ I )

hence
D I p
MR (/DO < E/t £ ()% dAv(s).

By standard Fubini’s Theorem

, 1 t+h ,
IO < 3 [ [ I dxts) dri o)

h
=5 L e g aneane

1 h
i [ 1 O AN = 151
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thus Mh(f) € Lp([R,X) and M}, € ﬁ(Lp(R,X)) with HMh”L(L}J(R;X)) <1

We already know (see Theorem on Lebesgue Points, i.e. Theorem 5.2.10) that
My (f) — f a.e. To show the convergence in the LP(R; X)) norm, we compute

||f - Mh(f)”LP([R;X) < ||f - @n”LP([R;X) + ||Mh(f - @n)”LP([R;X)
+ lon — Mronll e (®;x),
where ¢, € C°(R; X) is such that ¢, — f in LP(R; X). Then

1f = Mu(F)llrwx) <20 = enllee®x) + lon — Manll Lo (r;x),

and as ||, — Mpp,||x converges uniformly in R and both functions have bounded
support, we proved that

Ilf = Mp()llr@;x) — 0
for h — 0t. O

Remark 5.3.3. Note that if f € LP(I; X) with I a bounded interval in R, we can
always extend f to R by zero outside I, so the previous proposition holds also in
this case.

The previous proposition yields

Corollary 5.3.4. Let g € LlOC(I; X), to € I and I is an open interval. Let

f@) ::/t g(s) dA1(s).

Then f € C(I;R) and
=9

in the weak sense and a.e. in I.

Proof. In what follows we consider sufficiently small h so that ¢+ h and ¢t € 1. We
know that My (g) = w, hence the continuity of f and differentiability a.e.
follows from Proposition 5.3.2. We prove the weak differentiability. Let ¢ € C2°(I).
Then

_ i ng d)\l /f hli}r(()l+ t + h})l @(t) d\ (t)
- hlgf)l+ I 1) A hf)L e ()
o A0

= lim M n(9)()p(t) dAr ().

h—0t

By a direct modification of Prop051t10n 5.3.2 we know that M_j,g — ¢ a.e. and in
LP(I; X)) which implies that the last limit equals to [, g d;(t). O
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We further have
Corollary 5.3.5. Let f € L} (I;X) be such that f' = 0 a.e. in I. Then there

loc
erists xog € X such that f = xg a.e. in I.

Proof. Let ¥ € C°(I) be such that [, 9 ds = 1. Define

Xo :/fﬁdAl
I

Let supp® C [a, b], to < a. Then for any ¢ € C°(I) we set
t
vlt) = [ ()= 06s) [ elr)dr) ds.
to I

Hence ¢ € C(I), and

0= /I fo' dry = /1 7 (it) — 9(2) [o dr) dau (1) = /1 fodh — o /1 o(t) dt.

Therefore f =z a.e. (by a variant of Du Bois-Reymond Lemma). O

Definition 5.3.6. Let 1 < p < oo andu € LP(I; X) such thatw' € LP(I; X). Then
we say that u belongs to the Sobolev—-Bochner space WP(I; X) and we define

lullwrr ) = llullLe x4+ 19 Le i)

Proposition 5.3.7. Let 1 < p < oo, then WYP(I; X) is a Banach space. If X
is a Hilbert space, then W2(I; X) is a Hilbert space with respect to the scalar
product

(u, V) wrmrx) = / (u,0)x Ay + / (', v')x dAs
I I

for anyu, v € WH2(I; X). The induced norm is an equivalent norm on W12(I; X).

Proof. Let u, be a Cauchy sequence in W1?(I; X). Then there exist u, v €
LP(I; X) such that w,, — u in LP(I; X) and u}, — v in LP(I; X). Since evidently

/ungo’ d\; — /wp’ dAq,

I I
/u;god)\l — /wpdAl
I I

(in X), we have that u/ = v. Hence W1?(I; X) is complete, the fact that the above
defined functional is a norm, follows from properties of the norm in LP(I; X). The
claim for the Hilbert spaces is trivial. O

Proposition 5.3.8. If X is reflevive and separable, then WP (I; X) is for 1 <
p < oo separable and reflexive.
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Proof. We know that under the assumptions of the proposition, the space LP([; X)
is separable and reflexive and so is LP(I; X) x LP(I; X). As WYP(I; X) is a closed
subset of LP(I; X) x LP(I; X), the claim follows. O

Remark 5.3.9. The reflexivity holds if X is merely reflexive as well as the sepa-
rability if X is only separable. This is a consequence of the remarks stated above;
the separability follows from Corollary 5.2.9.

Proposition 5.3.10. Let 1 < p < oo and u € WYP(I; X). Then there exists
to € I such that for almost allt €

u(t) = ulty) + / W/ (s) dAi (s).

to

Proof. Let t; € I and let g(t ft s)dAi(s). Let w(t) = u(t) — g(t). By
virtue of Corollary 5.3.4 we see that w ( ) = 0, hence Corollary 5.3.5 yields that
w(t) = z9 € X. Thus u(t) = xo + ft s)dA1(s) a.e. in I. We choose ty € I such

that the previous equality holds, therefore

u(t) -~ u(to) = | o (s) da(s) — / " (s) dan(s) = / " (s) A s)

t1 t1 to

O

In fact, Proposition 5.3.10 yields existence of N C I, a null set, such that u(t) =
to )+ ft d)\l( ) for all ¢, to € I\ N. Recall that if g € L'((a,b); X) and
f g(s d)\l , then also ||g||x € L'(a,b) and f € AC([a,b]; X) as || f|x €
AC([ b)). Note that f [a,b] — X is absolutely continuous on [a, b] if Ve > 03§ > 0:
Yo ||f(bl) — f(a;)||x < e for all {[a;, b;}_,, disjoint collection of subintervals of
I at the total length less than 6. Therefore, if u € W1P(I; X), then there exists a
representative of u, a function u € AC([a, b]; X) such that u is differentiable a.e.,
@ = and u = u a.e. in [a,b]. We therefore often assume that we work directly
with this representative.

We further have

Proposition 5.3.11. Let 1 < p < co. We have WHP(I; X) — CO(I; X), i.e
working with the representative from above, we have

lullo@.x)y < Cllullwrra:x)-

Proof. Due to Proposition 5.3.10
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holds for the continuous representative for any ¢y, ¢t € I. Therefore
max fluflx < fluto)lx + / [l x dAs.
I

Furthermore,

MDluto)lx < [ Jullx dh+2a(D) [ fo']x
1 1

Combining the last two inequalities we get the claim of the proposition. O

Theorem 5.3.12. Let u € LP(I; X), 1 < p < co. Then the following assertions
are equivalent.

(i) uw € WhP(I; X)

(ii) u is absolutely continuous on I and v’ € LP(I; X)

(i) there ezists a function v € LP(I; X) such that for all ' € X* the function
P(t) := (2',u)x is absolutely continuous on I and ¢’ = (', v)x.

Proof. ”(i) = (ii)” follows from Proposition 5.3.10 and the remark below it, and
from Corollary 5.3.4.

7 (ii) = (iii)” follows from the linearity of ' and from Corollary 5.1.11.

7 (iii)) = (i)” is more demanding. We define

g(t) == u(to) Jr/t v(s) dA1(s), to € 1.

Then g € WHP(I; X) by Corollary 5.3.4. For any 2’ € X* the function v defi-
ned above is absolutely continuous on I, therefore by the standard properties of
absolutely continuous functions

t t
(@' u(t))x = P(t) = 1(to) +/ P (s) dA(s) = (o', u(to)) x +/ (@', v)x dAs.
to to
Thus by Corollary 5.1.11
(@', 9(t)x = (2, u(t)) x,
which yields that
t
u(t) = u(to) —|—/ v(s) dA(s),

to
hence v’ = v and u € W1P(I; X). O
Furthermore, we have

Theorem 5.3.13. Let 1 < p < co. Then C*°(I; X) is dense in W1P(I; X).
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Proof. Let uw € W1P(I; X). Then v/ € LP(I; X) and thus there exists a sequence
{¢n}nen of functions from C°(I;X) such that ¢, — in LP(I'X) By Pro-

position 5.3.10 there exists to such that u(t) = u(ty) + j; s)dA1(s) a.e. in I.
Define .
un(t) = ulte) + [ uls) AN (o)
to
Then u,, € C*(I; X), ul, = ¢, in I. It remains to show that u, — u in LP(I; X).
We have

len—ullx = | /:«on—u')(s)dAl(s)H < Jt—to] / o)) ha(s))

Therefore
t
e / (o — u')(3) % da(s) dAa(2)
0

Lr+1
< (D)7 pn = ull gy = 0
as n — o0. O
We next continue with a more general setting, where the time derivative in general
belongs to a different space than the function itself.

Definition 5.3.14 (Gelfand triple). Let X be a separable reflexive Banach space
such that there exists a Hilbert space H, where X — H densely. Then we call the
triple X, H =2 H* and X* the Gelfand triple.

In what follows we will prove that
X~ H>2H"— X*,

where both embeddings are dense. The identification of H and H* is through
the Riesz representation theorem. Let X € X and Ix € H, where I: X — H
represents the embedding. Let ®: H* — H is the mapping which represents the
Riesz representation theorem. Then we may define i: X — X* as follows

(izg, x)x = (Izg, Ix) g = (® ' Ixg, [2) gy

where z, 2o € X. The mapping i: X — X* is injective and i(X) is dense in X*
(due to the fact that both embeddings are dense).

Example 5.3.15. Let X = W, 2((2) and H = L*(Q). As Wy 2() is densely em-
bedded into L*(Q), the spaces Wy > (Q), L2() and W~12(Q) = (Wol 2(Q ))* form
the Gelfand triple. By the Riesz representation theorem, for any f € W—12(Q)
there exists unique uy € W, *(Q) such that

0wy = (s 0Dg ey = [ Fu-Voda,
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where the scalar product is equivalent to the standard scalar product on W2(Q).
Now, if u € C(Q) (which is dense in Wy*(Q)), then

() 12y = / Vu-Vodr = —/ Auv dx
0 Q Q

for any v € Wy*(Q). Hence for any f € W12(Q) there exists {u, }nen such that
U — uyp in Wy 2 (Q), thus

(f,v>W01,z(Q) = nl;rréo A —Au,vde = nl;ngo(fAun,v)L2(Q)
= nh_{go@(_Aun)a U>W112(Q) =: nlLIr;o<i(fTL)7U>W&’2(Q)a

where f,, € C°(2). Clearly, i is injective by definition and i(W,*(Q)) is dense in
L?(Q). Moreover, if f € L*(Q), then —Au,, — f in L?(Q) and we have that

0wy = /Q foda
for any v € Wy ().

In this setting, we can generalize the definition of the time derivative

Definition 5.3.16. Let u € LP(I; X), where X, H and X* form the Gelfand
triple. Then we say that v € LY(I; X*) is the time derivative of u, if

[wuxvan == [ an
I I

forallw e X, ¢ € C°(I). We denote v’ := v.

We have the following important result.

Theorem 5.3.17. Let X, H, X™ be the Gelfand triple, and let u € LP(I; X) with
uw € LP (I;X*). Thenu =1 a.e. in I, where u € C(I; H). Moreover, t — |lu(t)||%
is weakly differentiable, and

SOl =200, u(t)x

a.e. in I. In particular
ta
[a(t2)7 = llatt)lI +/ 2(u/(s), u(s)) u ds.
ty

Remark 5.3.18. Similarly as in Theorem 5.3.17 we may also show that if u,
veLP(I; X),uw,v € LP (I; X*), ¢ € C*(I), then

/ ((UlaU>X + <UI7U>X) dt = — /(u,v)Hw’ dt.

I I
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Before proving the theorem we need several auxiliary results.

Lemma 5.3.19. Let u € LP(I; X) and v’ € LY(I;Y), 1 < p,q < 0o, where X, Y
are Banach spaces. Then there exists a sequence {un}fnen C C%°(I; X) such that
{ul,}nen C C(1;Y), and

Up = U in LP(I; X) and ul, — u’ in LY(L;Y).
Proof. Let without loss of generality I = (0,7"). We define
u(—t) te (-T,0),

v(t) := u(t) t e (0,7),
Wl —t)  te(T,20),

and s
1 te(—3,37),
n(t) = 0 t<—€, ort>%T,
€ [0,1] otherwise

such that n € C°((—T,2T)). Denote J = (—%,2T). Then vy € LP(J;X) and
(nv) € L1(J;Y). Define
Up = (un) xwa1,

where w1 is the standard molifier. Using Theorem 5.2.8 we finish the proof, as

[
n =

o
U u *wai in J. O
n

Lemma 5.3.20. Let X be a reflexive Banach space, Y a Banach space and X —
Y densely. Then Y* — X* densely.

Proof. Denote I: X — Y the continuous injective mapping (the identity) which
describes the embedding of X into Y. We know that I(X) is dense in Y. We define
I":Y* - X™* as

(I'(y'),2)x =y, I(2))y.

We show that I* is the (identity) mapping from Y* to X* which is injective,
continuous and I*(Y*) is dense in X*.

Let I*(y") = 0, i.e. (I*(y'),z)x = 0 for all x € X. Then (y',I(z))y = 0 for all
x € X,ie y =0 as I(x) is dense in Y. Thus I* is injective. Clearly, from the
definition it follows that I* is bounded. Let us show the density of the embedding.

Recall that X is reflexive and assume that Y* # X*. Then there exists 2"/ € X**
such that for all ¥’ € Y* we have (', I*(y'))x+ = 0, but «” # 0. Hence there
exists ¢ € X such that 2" = J(z) (canonical mapping) such that

(I'(y'),z)x =0 Vy e Y = (y,I(z))y =0 Yy € Y™,

thus I(z) = 0, i.e z = 0 which leads to a contradiction. Hence Y* = X*. O
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Definition 5.3.21 (Weak continuity). Let X be a Banach space. We say that
u: I — X is continuous in the weak topology of X (weakly continuous in X ),
u € C(I; Xy), if the mapping

t— (2, ut))x
s continuous in I for all x' € X*.

Clearly, if u € C(I; X), then u € C(I; X,,), the other implication is generally true
only if X is finite dimensional.

Lemma 5.3.22. Let X, Y be two Banach spaces, X reflezive, X — Y densely,
I C R be bounded, open. Let ¢ € L>(I; X) and p € C(I;Yy,). Then ¢ € C(I;X,,).

Proof. Due to Lemma 5.3.20 we know that Y* < X* densely. Further, the map-
ping
te (n, Ip(t))y

is continuous in I for all n € Y*, and ¢: I — X, where I: X — Y represents the
embedding of X to Y. We aim at showing that

ter (s, To(t)) x

is continuous for all p € X*. We first define ¢: I — X as

t+h
(@) W x- = liminf / (11 0()) x A (s).

h—0;t+hel

Clearly, the right-hand side is bounded by |||l o (1,x) || ]| x+, hence T (&(t)) € X**
for all t € I. As X is reflexive, € X is uniquely defined. Moreover,

[e@lx = sup (u,&(t)x < sup [l zx)llullx= < el x)-

H# X*<1 H# X*<1

In particular, we may take p € Y* (hence I*u € X*) and get

(I, o) x = (u, Ip(1)) v

As Y™ is dense in X* and Ip(t) = Ip(t) due to the weak continuity in Y, we see
that @(t) = ¢(t) for all ¢ € I. Therefore

le®llx < llellzer:x)

for all t € T.

Now, as Y* is dense in X*, for any u € X* and arbitrary € > 0, there exists
e € Y* such that

117 (pe) = pill x+ < e
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Let us fix € > 0. Then we write

(1, 0(t) — p(to)) x = (1 — I pe, p(t) — @(to)) x + (I"pe, p(t) — ¢(to)) x-

Therefore

(= I pe, 0(t) — @(to)) x| < |lpp — I prell x[l(t) — @(to) [l x < 2[lllLoe(1,x)€5

and

[(I7 e, o(t) = p(to)) x| = [pe, I((t) = o(to)))y | < [luelly=1(e(t)) — I((to))ly-

Taking t sufficiently close to ty we can also the second term make smaller than e.
The lemma is proved. U

We are now prepared to prove Theorem 5.3.17.

Proof. (of Theorem 5.3.17). Step 1: Using Lemma 5.3.19 we know that there exists
{tm tmen € C(I; X) such that u,, — v in LP([; X) and ), — «’ in LP (I; X*)
asm — 00. As X — H and H* — X*, both embeddings being dense, we have

d

(see Example 5.3.15) and integrating the identity we also see ||u,| g is bounded
in I. Moreover, we easily get that the sequence ||u,,[|7; is a Cauchy sequence in
C(I) and as {um, }men converges in LP(I; H) to u, the limit is [|u||%,. Therefore we
have

ta
ut)1F — lult)llF = 2/ (u',u)x dAi,
t1

as well as
= [l an = [ v an
I I

for arbitrary ¢ € C°(I).

Step 2: As u € C(I; X*), due to Theorem 5.3.12, we have u € C(I; X,,) and hence
by Lemma 5.3.22 u € C(I; Hy,) as due to Step 1 we know that « € L>°(I; H).

Step 3: Let to € I be arbitrary. As limy_, (u(t),©)n = (u(to), »)n and due to
Step 1 limy—yy, [[u(t)||% = |lu(to)||%, we see that

lim [Ju(t) — u(to) % = 0

t—to

which yields u € C(I; H). O
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5.4 Compact embedding of spaces with time de-
rivative

We close this chapter by showing a result which will for the evolutionary equations
replace the result on compact embedding of Sobolev spaces and thus allow to solve
nonlinear problems. We consider

W = W;g;?l = {v e L*(I; Xo);v' € L**(I; X1)},
where I C R is and open bounded interval, and define
[ullw == HUHLGO(I;XO) + ||U/HL‘11(I;X1)~

First we have
Lemma 5.4.1 (Ehrling). Let X, X1 and X be Banach spaces such that Xy ——
X < Xy. Then for all n > 0 there exists C,, > 0 such that for any v € Xq

[vllxo < nllvllx, + Cyllvllx, - (5.4)

Proof. We proceed by contradiction. Let (5.4) be not true, i.e. there exists n > 0
such that for any m € N there exists w,, € Xp, such that

[wmllx > nllwmlx, + mllwmn | x,-

We set v, : ie.

W
[[wm || x
va”X >n+ m”UmHXr

As |Jlum|lx, = 1, then v, is bounded in X and thus ||v.,||x, — 0. Furthermore,
since Xo —<— X, there exists {v,, fren such that v,, — v in X. However,
necessarily, v = 0, but on the other hand,

[omellx >,

which leads to a contradiction. O

The main result is

Theorem 5.4.2 (Aubin-Lions). Let Xy, X1 and X be Banach spaces such that
Xo == X — Xj. Let Xo, X7 be reflezive, 1 < ag, 1 < oo and let I be bounded.
Then W «—— L*(I; X).

Proof. Step 1: Let {u, }men be a bounded sequence in W. We aim at showing that
there exists {um, }ren a subsequence such that u,,, — v in L§([; X) as k — oo.
As Xy, X are reflexive, there exists u € W such that u,,, — v in W, i.e.

Uy, — U in L (I; Xy),
u, —u in L (I; X1).

mg
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We need to show that vy, := tm,, —u — 0 (strongly) in L*°(I; X).

Step 2: In fact, it is enough to verify that v,,, — 0 in L*°([; X;). Under this
assumption, by virtue of Lemma 5.4.1, we have

[l ||Lao(I;X) < 77||Umk|\mo(l;xo) + CUHUmk ||Lao(I;X1)-

AS ||V, || Lo (1;x,) is bounded, we have

[V, ”Lao(I;X) < Cn+ Cyllvm, ”L“O(I;Xl)'

Let us fix € > 0. Then there exists n > 0 such that Cn < § and to this n there
exists kg € N such that for k& > ko, Cpl|vim, |lLeo(r;x,) < 5. Hence vy, — 0 in
Loo(I; X).

Step 3: Repeating the procedure from Proposition 5.3.11 we get that
W — 0(77 Xl),
ie.

I?a;(HU(t)HXl < Cllullw.

Step 4: As ||vm,|lx, < C for all ¢t € I, it is enough to show that vy, (t) — 0
(str(ingly) in X, for arbitrary ¢ € I. Let us assume, without loss of generality, that
0 € I and let us show that v, (0) — 0 in X;. Then

Oy (0) = Oy (1) — / ol (7) da (7).

We integrate this inequality, from 0 to s. Then

Uy (0) = %{ /O o () A0 () — /O ) ( /O t W (7) d)\l(T)) d/\l(t)}

1 [* 1 [°
= f/ U, (8) dA1 (E) — 7/ (s — T)U:nk () dAL(T) =t amy, + by,
s Jo s Jo

where we used Fubini Theorem 5.1.13 which holds for the Bochner integral as well.
We choose ¢ > 0. Then

S

3

lem s < [ il da < 5
0

provided s is sufficiently small (recall, &y > 1). As we know that v,,, — 0 in
Lo (I; Xy), then ||am, || x, is bounded and hence ||a,, || x, — 0 strongly for a fixed
s > 0. Therefore, for s fixed from the estimate of b,,,, we choose kq sufficiently
large so that for any k > kg ||am, ||x, < §. The theorem is proved. O
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Kapitola 6

Linear evolutionary
equations

We will now study problems which describe evolution of certain quantities in time.
In this chapter we restrict ourselves to linear problems which are easier to study
and we present most important techniques used in the study of especially linear
parabolic problems (as e.g. the heat equation) and linear hyperbolic problems (as
e.g. the wave equation).

6.1 Second order parabolic equations

Let 2 C R? be open, bounded and let 7' € (0,00). We set Q7 := (0,T) x Q and
consider

Ou+Lu=f in Qr
u=0 on (0,7) x 990 (6.1)
u(0,-) =g in Q,

where f: Qr — R and g: 2 — R are given, and u: Q7 — R is unknown. Moreover,
we assume that

d

e 3 (o) S

ij=1
where {a;;}¢,_,, {b;}{_, and ¢: Q7 — R are given functions.

Definition 6.1.1. We say that the operator 0; + L is parabolic if there exists
0 > 0 such that

d
Z (t,2)&8; > 0l

221
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for all ¢ € R? and a.e. (t,2) € Qr.

Example 6.1.2. Taking a;; = 0;5, b =0 and ¢ = 0 we get that Lu = —Au and
the corresponding equation (6.1); reduces to the heat equation

Oyu — Au = f.

. o o . . o d I5) I5)
Keeping b = 0 and ¢ = 0, but considering Lu = —Zm.:l Tm(aijaTuj) we get
a generalized heat equation (corresponding to an inhomogeneous material with
respect to the heat conductivity)

O — i (,zi(aij;:) =7

ij=1

In order to come to a weak formulation for our problem, we define

d Ou Ov 4 ou
Blu,v](t) ::/Q [ E aija—xja—xi + E bia—xiv—i—cuv} dz
ij=1 i=1

which is well defined for a.e. in (0,7) if u, v € W"?(Q) and {as;}{;_;, {bi}i=;,
c € L>®(Q) for a.e. t € (0,T). We first reformulate the problem into the setting we

studied in the previous chapter.

We consider the mapping
w: [0,T] = Wy2(Q)

defined by
[u(®))(z) := ul(t, x), xeQ,te(0,T),

and
f:00,T] = L*(Q) or W~ 12(Q).

Since we consider u € L?(0,T; W~12(Q)) and a;;, b; and ¢ € L>°(Qr), using

LR A o
8tu:ijz_18xi<aij8xj> —;b,aizz —cu+f,

we may expect that dyu € L2(0,T; W~12(Q)). Therefore we have

Definition 6.1.3. Let f € L*(0,T; W~12(Q)), g € L*(Q), and let the functions
{aij}f’jzl, {b;}4 |, c € L>=(Qr), where (0,T) is finite. Thenu € L*(0,T; W012(Q))
with Oyu € L*(0,T; W~12(Q)) is a weak solution to our problem (6.1), provided

(Oru, v)yyr2(q) + Blu, v](t) = (f,
u(0) =g
holds for a.e. t € (0,T) and all v € Wy ().

Ul o)
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Remark 6.1.4. If u € L*(0,T;W,*(Q)) and dyu € L*(0,T; W~12(Q)), then
u e C([0,T); L3(Q)), as Wy2(Q), L2(Q) and W=12(Q) form a Gelfand triple.
Therefore the initial condition at t = 0 is satisfied in the sense that

li t) — =0
t_1>%l+ [|u(t) gHL?(Q) )

where we work with the continuous representative from Theorem 5.3.17.

We first aim at showing the following fundamental result

Theorem 6.1.5. Under the assumptions stated in Definition 6.1.3, for any T <
00, there exists a unique weak solution to Problem (6.1) in the sense of Definition

6.1.3.

Proof. Step 1: Galerkin approximation. We assume that {wy, }ren is a given ortho-
normal basis in L?(Q) and orthogonal in W12(Q). We may assume that wy €
C> () N W2(Q) (or, if we need it, also wy € C>(Q)) for any k € N. In the
former, the system can be constructed by eigenfunctions of the Laplace operator
in 2 subject to the homogeneous Dirichlet boundary condition.

We now look for the approximate solution in the form

d
Up(t, ) = Zd:‘(t)wk(x) (6.2)
k=1

and we have that

where
dp(0) := /ngk dz = (g9, wr)12()- (6.4)

Further, we assume that u,, solves our problem for test functions from finite di-
mensional subspace of VVO1 2(Q) only, i.e., from the linear hull of {wy}7_,. Then
we can write our approximate problem as follows

Brun(t, ). wi) g2y + Blutn, wil (1) = (F(£), wi) oz, (6.5)

k=1,2,...,n,and u,(0) fulfils (6.3)—(6.4). The main point is that we may rewrite
(6.5) as a system of ordinary differential equations for the unknown functions
{d}*_, as follows

n

Oudi (1) + B[ > 2 (Bws, we| (1) = (£t ), w0k a0 66
=1 '

mn

1 (0) = (9, wk) L2(0)-
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Note that (6.6) is a system of linear ordinary differential equations of first or-
der, where the right-hand side belongs to L?(0,7). Therefore we may apply the
Carathéodory theory to deduce existence of a unique vector-valued absolutely
continuous function d solving (6.6) a.e. in (0, 7). (If the reader prefers to use the
classical theory for ODEs, it is possible to mollify the function f in time which
will not do in the lecture notes.)

Step 2: Energy estimates. Since we intend to pass with n — 0o, we need to control
the sequence of approximate solutions independently of n, i.e. we need to prove
so called a priori estimates. To this aim, we multiply the Galerkin approximation
tested by wy, by df(¢) and sum up with respect to k, from 1 to n. It is in fact the
same as using as test function the solution itself. We get

d
/atunu”dx—l—/ ( Z azg 8'Lbn 8un Zb u”+C|Un| )dl': <f7un>W01v2(Q)
Q

(6.7)
We have:
/Qatunu dzr = 5&/ |ty |? daz,
and
Bltn, un)(t) > 0| Vun 720y = ClVunl 2o [unll 2 ) = Cllunll7 o),

and therefore

d

&”un”2L2(Q) + allunlfyre @y < Cllunlliz) + Cllf Ify-12(0)- (6.8)

We now employ the Gronwall lemma. Recall that

n'(t) < Cin(t) + CaF (1)
in (0,T) implies

t
) < (n(0) + Ca [ F(s)ds)
0
n (0,T). Denoting 7(t) := [[unl|72 (o, F(t) = | f(t)[[Fy-1.2(y we end up with
lun () 720y < CT) (lun(0)172(0) + 1122 0.6w-1.2(2)))

for arbitrary ¢ € (0,7). Due to the Bessel inequality

[un (0)]| 2y < [lgll72 (0
hence we get

tg%é%% [|un (t )||L2(Q) < C(||9||L2(Q) + ”fHL?(O,T;W*lv?(Q)))-
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We now return back to (6.8) end read from it

T T t
o [ Tl dt < € [ unlay e [ 1710 d6) + lun(O) e
0 0 0
therefore, together with the estimate above

wnllLo(o,7:02)) + llunllL20,7w12) < C(”fHL?(O,T;W*L?(Q)) + Hg||L2(Q))-

We, however, need also an estimate of the time derivative. For arbitrary v €
W) 2(Q) we can write
v = v}z + ’UTQL,

where v,, belongs to the linear hull of {w;}}_,, and v2 is perpendicular to this set

1
in L2(2). We easily get

/ Oupvdr = | Opuy (v +02)de = / Opun vl dx +0
Q Q Q

and we may use the Galerkin approximation for wu,. It yields

(8tun,v,1L>W01,2(Q) = / upv) de = (f, U71L>W01‘2(Q) — Blup, vi](t),
Q

and therefore

| Ostin |l —1.2(0) = sup <atun7U>W01’2(Q) = sup / Opupv dx
vewd 2 () vew 2 (@) Q
”'”HW1,2(Q)S1 HU”W12(Q)§1
= sup / ﬁtunv}l dzx
vewd 2 () Q

”")HW1,2(Q)S1

1 1
= sup ((f, vn>W01,2(Q) - B[un,vn])
vewy 2 ()
HUHW1~2(Q)S1

< sw ([Ifllwre@) + lluallwrz@) [onllwz@
vewg 2 ()
H'UHWI,2(Q)S1

< C(IIfllw-r2@) + luallwiz@))s

where we used that |[v}|lw1.20) < C||v]|w12(q)- Therefore we have

0stn |l 20, w-122) < C(If 20, 7:w-12(0)) + lunllL20,m:w12(02)))
< C(IIflz20,mw-12(0)) + lgll2(e))-
Step 3: Limit passage. Next we want to let n — oo. As the spaces L?(0, T’ Wol’2 ()

and L2(0,T; W~12(Q)) are Hilbert spaces and the space L>(0,T; L*()) has se-
parable pre-dual space, there exists u € L2(0,T; Wy () N L>(0,T; L2(€)) with
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Oyu € L?(0,T;W~12(Q)) such that for a chosen subsequence {ny}ren C {n}nen
we have for k — oo

Un, —u  in L2(0,T; W, (Q)),
Up,, = U in L°°(0,T; L*(Q)),
Oy, — Opu in L2(0,T; W~5%(Q)).

Passing to the limit in the modified Galerkin approximation

T T T
/0 <8tumc7wl>Wol'2(Q)¢dt+/o B[unk’wl](t)wdt:/o <f,wz>w[}’2(9)¢dt,

where ¢ € C°(0,T), we get

T
/0 <8tu, wl>W01,2(Q)’L/J dt + /0

for all I € N and all ¢y € C°(0,T). As the linear hull of {w;};en is dense in
Wy2(€2), we easily show

T
/0 <atu,U>W(},2(Q)1/)dt+/0

for all v € W, *(Q) and all ¢ € C5°(0,T). Hence

T

T
B[u,wl](t)wdt:/o <f,wl>WO1,z(Q)1/)dt

T

T
B[u,v](t)wdt:-/o <f,v>W01,2(Q)1/)dt (6.9)

<3tu,v>W01,z(Q) + Blu,v](t)v = (f, U>W01’2(Q)

for all v € W2(Q) a.e. in (0,7).

Let us now verify that lim, o+ |[u(t) — g||z2(q) = 0. First, we have from (6.9) due
to the definition of the time derivative

T T T
- [ o ars [ BuslOva= [0y

for all v € W3(Q) and all ¥ € CX(Q). As (u,v) 120y € C([0,T]) for any
v € WOI’Q(Q), we may take a sequence of ¢, € C2°(0,T) such that it conver-
ges to a function ¢ € C2°([0,T) locally uniformly in (0,7") (and v’ converges in
distributions to —1/(0)d). Then we get

T
— / (8tu, ’U)L2 (Q)w/ dt + (U(O), U)L2(Q)’¢(O)
0 (6.10)

T T
—|—/0 B[u,v](t)¢dt:/0 <va>W(}’2(Q)wdt

for all v € Wy?(Q) and ¢ € C2°([0,T)). Similarly, starting now from the Galer-
kin approximation, we have (we multiply the kth equation by ¢ € C2°([0,T)),
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integrate over the time interval and use the integration by parts with respect to
time)

T
—/O (Detmy s wi) L2 dt 4 (tn,, (0),w1) L2 (21 (0)

T T
+/ B[unk,wz}(t)wdt:/ (frwi) iz o)y dt
0 0
for any I € {1,2,...,n.}. Using the fact that (un, (0),w:)r2q) = (9, wi)r2(q) for

any ! < ng, we may pass to the limit £ — oo to get

T
- / (Ovu, wy) L2y dt + (g, w1) L2(0) ¥ (0)
0

T T
+/0 B[u,wl](t)z/)dtZ/O (fswn) o2y dt

for any | € N and any ¢ € C2°([0,T)). Next, using the density of the linear hull
of {w;}1en in W% (Q) we easily get

T
_/o (D¢u, v) 20?0 dt + (g, v) L2 (23 (0)

T T
+/0 B[u,v](t)z/;dtZ/O <f7fU>W01’2(Q)wdt

for any v € W, %(Q) and any ¢ € C°([0,T)). Hence
(u(0),v)r2(q) = (9: V)12 Vv € W2(Q) D C(Q)
which yields
u(0) = g,
and since u € C([0,T]; L*(Q2)), we also have

li t) — =0.
Jim [[u(t) = gl 220

Step 4: Uniqueness. Since the problem is linear, it is enough to verify that unique
solution to our problem with f = 0 and ¢ = 0 is u = 0. As the solution u is an
appropriate test function, we have

li —
(u ,u>W01,2(Q) + Blu,u](t) = 0.
Using now Theorem 5.3.17 and the properties of the bilinear form, we have

1d
2dt

The Gronwall lemma together with the fact that the initial condition is zero yields

lullZz(q) + allullfyrzy < Cllullizq)-

Hu(t)H%Q(Q) =0 for any ¢ € (0,7,

whence u = 0 a.e. in Q. O
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Let us now look at the problem of the regularity of the solution. We first present
formal argument why we may expect a better regularity than we get from the
definition of the weak solution. For the sake of simplicity, we consider only the
heat equation in R?, i.e.

Ou— Au = f in (0,T) x RY,
u(0,) =g in R?,
and let f € L2((0,T)xR%) = L2(0,T; L2(R%)), g € W12(R?) = W *(R%). Further-

more, we assume that u — 0 when |z| — oo so that all integrations by parts we
use below are allowed. Then we have

frdx = / (Opu — Au)? dx = / (((“)tu)2 + (Au)? — 2Au8tu) dz
Re R¢ Re
= / ((atu)2 dz 4+ / (Au)?*dz +2 | 0;Vu-Vudz.
Re Re Re

Now, the second integral can be rewritten as

d 2 2
= Z Ou__Ou dx:/ |V2u|? dz,
Py R4 8l‘k8$l 8.1%6])1 Rd
and the third integral

2 atVu-Vudx:g |Vu|? da.
|Rd dt [Rd,

Therefore
T
sup |Vu|? dz + / / (|V2u|2 + (3tu)2) dz dt
R4 0 Jre

t€[0,T)
T
:/ |Vu(0)|2d1’+/ fAdadt
R4 0 R4

T
= / |Vg|2dx+/ f2dzdt.
Re 0o Jre

Next we differentiate the equation with respect to time. We get
aftu — A@tu = 8tf,
hence testing the equation by dyu

1d

2 2 —
§&H8tu||Lz([Rd) +/Rd |V8tu| dz = /[Rd 8tf8tudac
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Thus, using also the Gronwall lemma and the fact that 9;u(0) = Au(0) + f(0),

sup HatuH%Z(le) + ”vatU”%Z((O,T)x[Rd)
t€[0,T]

<8122 0.1y xray + 1Vl 22 Ray + 1 O)I72 (gay-
Since
1£O)lL2ray < CN0:f 20,1y xrey + 1 fllL2 (0,1 x )

we get

sup ||0rul|2(ray + | VOrul| L2 0,1y xR
t€[0,T)

< C(Ifllwrz@r2ray) + V29l L2 0,1y x ) -

Combining all the estimates together, we finish with

SBPT](HatUHLz(ued) + IVl 2ray) + V0wl L2 (0,7 x ey + V2Ull £2((0,7) x Re)
te|0,

< C(If w22 Ray) + IVgllwrzgay).-

We will now show the estimates rigorously, for our general parabolic operator. We
will assume the following:

a;j(t,z) = a;;(t, x) Vi, j=1,2,...,d, (t,z) € Qr
{aij}ﬁj:h {b:}{y,c € C'(@r), (6.11)
FeLX(0,7) x Q), g€ W;?(),
and, for higher regularity, additionally,
of € L2(0,T) x Q),  Vige L*Q). (6.12)

We have
Theorem 6.1.6. Let u € L2(0,T; W, 2()) with dyu € L2(0,T; W-12(Q)) be a

weak solution to our parabolic problem in the sense of Definition 6.1.3. Assume that
Q € C? and that assumptions (6.11) are fulfilled. Then u € L?(0,T; W22(Q)) N
L0, T; Wy () with dyu € L2((0,T) x Q) and

sup ||Vl r2(q) + 10sull 20,1y 0) + IV ull L2((0,7)x02)
t€[0,T)

< C(Ifllez0,1:029)) + IVl L2@))
where C' depends on T, Q and coefficients of L. If, additionally, (6.12) is ful-

filled, then u € L>°(0,T; W2(Q)) with dyu € L>(0,T; L*(Q))NL3(0, T; Wy *(2)),
OZu € L*(0,T; W=12(Q)), and

S[UPT](||V2UHL2(Q) + 10wl p2(0)) + 110wl 20, mwr2(0)) + 100wl L2(0,mw-1.2(0))
telo,

< C(Ifllwre0.15220)) + IVgllwrz))-
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Proof. Recall that due to the assumptions of Theorem 6.1.6, there exists unique
weak solution to the parabolic problem in the sense of Definition 6.1.3. Therefore
we may work either with the Galerkin approximation or with the weak formulation.
Step 1: We start with the Galerkin approximation

d
8un8wk
Ayunw d > aij § b g ) dz = (f,
J “/g(k_lafaxj B, 2 g et ) 4 = (g

k=1,2,...,n. We multiply the kth equation by 9,d}(t) and sum up for k from 1
to n (i.e, we test by the time derivative of the approximate solution). We get

d

Ouy, 0(Opuy,) 8Un
/Q(atun)2 dx —l—/ﬂ ( Z aij% oz, dx —|— 6 —Oyup + cunatun) dx
7,j=1 J
= <fa atun>W01*2(Q)'
Asa;; =aj; foralli,j=1,2,...,d, we have

8un8u
L / Z " dr = (f, By o

ouy, ou, Ouy,
/Q;biamiatundx/cunatunder Z Opaij—— oz, O, dz.

i,j=1

Due to our assumptions we can estimate the right-hand side as
[RHS| < || fllz2()|0sunll L2 (0) + C(L) (I Vun | 22() | Ostunll 22 (0)
+ [lunll L2 @ 19sun | L2() + IV unl|72 ()
and due to the bounds from Theorem 6.1.5 and parabolicity of the operator d; + L

(e Vullfaiqpey < C Jo 205 -1 0 59»5 gﬁ ) we get

d
ou,, Ou,
L P
tes[%%]/gig_:laja or; &+ [|8sun 172 ((0,7yx )

< C(If 1220y <) + 972 + 1 Vun(0)[|72(0))-
Recall that ||V, (0)|/z2(0) < [|VgllL2(q)- Then
[Vun || Lo 0,7522(0)) + 10cunllL2(0.m)x9) < C(If1IL2(0,1)x0) + l9llwr2(e))

where the constant C' depends on the coefficients of L, on T" and 2. We may
therefore let n — oo to get

IVull Lo 0,7522 () + [10cull 20,1y x 2y < CIIf 20,1y x2) + 19wz ()
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Step 2: We may write now

t):/Qf(t)vdx—/Qatu(t)vdx,

ie.,

/iaijguaavdx:/f(t)vdx—/ Opu(t)vda— /(Zb SU— cuv)()dx
Q50 Tj OLi Q Q

for all v € W12(Q) and a.e. t € (0,T). Therefore, using the elliptic regularity, we
get
u(®)llwzz20) < C(IIf @)Lz + 10:u®)] L2 + [[ult)lwr2@),

hence, integrating over (0,7,

llull 20,7522 () < C(Hf”L?((O,T)XQ) + ”gHle?(Q))-

Above, the constant C depends again on 7', on the smoothness of 2 and on the
coefficients of L.

Step 3: We now continue with the second part of the theorem. We return back
to the Galerking approximation and differentiate the corresponding system of or-
dinary differential equations with respect to time. This is, due to the regularity
theory for ODEs, possible, and we get

o, Ow
2 n B mn / _/ 7 “ k
/Qattu wy, dx 4+ B[Oy, wi]( Oy fwy, dz Z Orij—— e axz

1,7=1
/ (Z O b; wk + &cunwk) dz.
(6.13)

We multiply the kth equation by 0,d}(t) and sum for k from 1 to n (i.e., we test
by Oiuy,). We get

/8t2tun8tun dz + B[Ottn, Orun](t) = | O0:fOpu, dx
Q

Oty OO o duy
/ Z Ora 2] T dx — /Q (Z atbi%&gun + 3tcun8tun) dx
v i=1 ?

i,j=1
Therefore we have

1d

5 00y + 1 90unl3eay < 1007 120 [Oeunll 12y

+ ClVun| 2@ I VOrunl L2(0) + CllVun || 2 (@) | Orun |l L2 (0
+ Cllunl|z2(o)|0un| L2 (o)
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which after employing the Gronwall and Young inequalities provides the estimate
T
sup (|87 20y + / IV Bstun||F 2 dt
t€[0,T) 0
< C10ef 720,722 + 106n (0)[|72(c))-

Looking once more at the Galerkin approxmation we see that

10 (0)]| 720y < 1F(0) 1222y + Cllun (052,202
< C(”f”%/vlv?(O,T;L?(Q)) +lglw22@)),
where we used that ||u,(0)[|w22) < C|lgllw22(q). We can therefore let n — oo
and get
[0sun || Lo (0,1;L2(02)) + IVOrtnllL2(0,7522(02))
< C(10efllwr 20,20 + lgllwz2())-
Step 4: We look again at the problem

Blu, v](t) = /Q fodz — /Q dyuv da

for any v € W, *(Q) and a.e. t € (0,T), and get, similarly as above

[ullw2.2(0) < C(I1fllL2) + 10l 2(0))
due to the elliptic regularity. Therefore

||UHL°°(O,T;W2,2(Q)) < C(Hf||L°°(O,T;L2(Q)) + ||atuHL°°(0,T;L2(Q)))
< C(IIflwrzorscz@) + lgllwz2(a)-

Step 5: The last step is to show that 0Zu € L2(0,T; W~12(Q)). Since (6.13) holds,
we may proceed exactly as in the proof of the existence of a solution in Theorem
6.1.5 that dyu,, is bounded in L2(0,T; W ~12(Q)). O

Similarly as in the case of the elliptic regularity, we may improve the smoothness
provided all the data are smooth enough. In order to simplify the presentation, we
assume here that the coefficients of the operator L are independent of time.

Theorem 6.1.7. Let Q be of class C?™ 2. Let g € W2™12(Q) and O f €
L2(0,T;W?m=2k2(Q)), k = 0,1,2,...,m. Let the coefficients of L be sufficiently
smooth in the spatial variables and independent of time, and let gy := g € VVOl’2 (),
g1 = f(0) — Lgo € Wy (Q), ..., gm = O3 f — Lgm—1 € Wy *(Q). Then dhu €
L2(0,T; W2m+2=2k(Q)), k=0,1,...,m+ 1, and

m+1

Z ||8fku||L2(07T;W2m+2—2k(Q)) < C(”85’6fHLZ(O,T;WQ’"—M(Q)) 4+ Hgszerl(Q)),
k=0

where the constant C depends on T, 2, m and on the coefficients of L.
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Remark 6.1.8. We will not prove the result, however, let us at least indicate,
where does the compatibility condition come from. Formally, Oyu =: w solves

Oyw + Lw = 0 f in Qr
w=0 on (0,T) x 0N
w(0) = f(0) — Ly,

and recall that we needed above g € Wy'> (). Hence we must require that f(0) —
Lg € WOI’Q(Q) which is the second compatibility condition. Similarly for higher
order estimates.

Therefore
Theorem 6.1.9. Let g € O®(Q), f € C®(Q1), L € C™, the coefficients of L

are time independent and of class C*(Q)) and let infinitely many compatibility
conditions from Theorem 6.1.7 above hold. Then the solution to our problem is
smooth, i.e.

u € C™(Qr).

6.1.1 Maximum principles to parabolic problems

We first discuss the maximum /minimum principle which holds for classical soluti-
ons and whose proof is, unfortunately, not possible to reproduce for weak solutions
only. We will assume that

Owu— Lu <0 (or >0).

We restrict ourselves to the case when ¢ =0, i.e.

d 2 d

Qij 3 et
i,j=1 90 J i=1 Oz

and {aij}?’jzl, b1 S C(@), Zij:l aij&fj Z 0‘§|2 for all E S |Rd, and Qi = Ajq,

i,j=1,2,...,d. Denote further I'r := Q7 \ Qr \ {T} x Q. We have

Theorem 6.1.10. Let u be twice continuously differentiable with respect to the
space variables and once with respect to time. Further, let u € C(Qr).

(i) If Oyu + Lu < 0, then Maxg— U = maxry, U.

(i) If Oyu + Lu > 0, then ming—u = minr, u.

Proof. Assume first d;u + Lu < 0 in Qr, but there exists (tg,z9) € Qr U (T x Q)
such that u(to, z9) = maxg-u.

(a) If 0 < t9 < T, then (tg,x0) is an interior point of Qr, hence dyu = 0 at
(to, zo). However, then also Lu > 0 at the maximum (the first part is concave and
necessarily, g—; = 0 at the point of maximum). Then d;u + Lu > 0 which leads to
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a contradiction.
(b) If to = T, then J;u > 0 at the point of maximum and we may proceed as in
part (a).
(¢) If Oyu + Lu < 0, consider v(t, x) := u(t, z) — et. Then
O+ Lv=0u+ Lu—¢e<0.

Then v attains its maximum over Qp in I'z which holds for arbitrary e > 0.
Letting € — 0 we obtain the result of the theorem.

(d) If w fulfils O;u + Lu > 0, then denoting w = —u we get dyw + Lw < 0 and we
may use (a)—(c). O

Next, we would like to prove the maximum principle for our parabolic problem
and for weak solutions only. We restrict ourselves to the case when ¢ > 0 a.e. in
Qr, —divb > 0 in the weak sense and f < 0 in the following sense

Definition 6.1.11. A distribution f € L*(0,T;W~12(Q)) > 0 (or < 0), provided
T
/0 <f7 90>W01v2(9) >0 (07' < 0)
for all o € L*(0,T; W, *(Q)) which are a.e. in Qr non-negative.

We first present the heurisitic idea of the proof. Assume that the function (ut)’ is
an appropriate test function. Note that this function equals to the composition of
the Heaviside function with «. Then

d
(Oyu, (u+)'>WO1.2(Q) =/, ut dx,
d
ou 0
= ((u™))dz =0,
/Q =1 8:5]- 890@
¢ ou
/ Zbif(zﬁ)'dx = —/ divbu™ dz > 0,
Qi 8371 Q
/ cu(ut) dz = /,chJr dz >0
Q
(f, (")) >0,
therefore we get
i utdz <0,
dt Jq

hence u™ () < 0 provided u™(0) < 0. However, we need several technical tools to
justify the computations above.

Note that for the function z — 2T there exists a sequence of functions z — 1, (2)
such that 0 <1, <27 in R, ¥, /27 in R and ¢/, ¢!/ > 0 and they are bounded
uniformly with respect to n.

We may therefore use the following lemma
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Lemma 6.1.12. Let ¢b: R — R be such that o', ¥ are bounded and ¢ (0) =
(i) If u € W)2(Q), then ¢(u) € W) 2(Q) and

Vip(u) = ¢’ (w)Vu

in the weak sense and u — (u) is continuous from WOI’Z(Q) — WOIQ(Q)
(it) If u € L*(0,T; Wy (), 8yu € L2(0,T; W—12(Q)), then

[ vtatenas = @u oy
a.e. in (0,7)
Proof. Item (i) follows from Theorem 2.2.4. We therefore prove item (ii). Let first

we CH[0,T); Wy 2(Q)) and ¢ € C%(R) with bounded first and second derivative.
Then for t1, ty € [0, T]

u(te) —u(ty) = /t ’ Oru(s) ds in Wy2(Q),

ie. u(ty, ) —u(ty,x) = fttlz Owu(s, x) ds for a.e. © € Q. Therefore, for a.e. x € Q

O (ult, x)) = ¢’ (u(t, 2))Opult, ),

and
Y(u(te, z)) — Y(u(ty, x / ' (u(s, z))0su(s, z) ds for a.e. x € Q.

Then, integrating the identity above over Q2 and using the Fubini theorem and
properties of the Gelfand triple

Aq{)(u(h@))dx—/Qw(u(tl,x))d:ﬂ:/:Aw’(u(s,x))atu(s,x)dxds

:/2<8tu(s),W(U(S)))W(j*?(ﬂ) ds.

t1

Now, if u € L?(0, T} VVO1 %(Q)) and d,u € L*(0, T W’M(Q)), there exists a sequen-
ce u, € CH([0, ] Wy*(€2)) such that u,, — uin L2(0,T; W, *(Q)) and dyu, — du
in L2(0,T; W1 (Q)) see Lemma 5.3.19. Moreover, due to Theorem 5.3.17, we
also have un( ) = u(t) in L*(Q) for all t € [0, T] (Where we take u as the continuous
representative). Then

Dlunta,))do — [ Dun(tr,))do = [ @run(5), /(092 0
Q Q

ty
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Letting n — oo and recalling that ¢ grows at most linearly we end up with the
desired formula

/Qw(u(tz,x))dx—/Qw(u(tl,@)dx:/t2<atu(s),¢/(u(s))>wol,z(m ds.

O

Theorem 6.1.13. Let u € L2(0,T;Wy*(Q)) with d,u € L*(0,T; W12(Q)) be
a weak solution to our parabolic problem, where 0; — L is a parabolic operator,
divb < 0 (in the weak sense on Qr), ¢ > 0 a.e. in Qr, f < 0 in the sense of
Definition 6.1.11 and g <0 a.e. in 2. Then

u(t) <0 a.e. in Q for a.e. t € (0,T).
Proof. We consider the sequence ,, approximating the function z — 2z as pre-

sented above. We use ] (u) as a test function in the weak formulation of our
parabolic problem. Whence

Ou Oy (u)
<8tu ’(/Jn Wl 2 / Z ” 6Ij axz d{L'

/QZb 3u dx—|—/ cur), (u) dw = (f, 9, (W) 1.2 (q) -

’L

Now, due to Lemma 6.1.12, our assumptions and properties of the approximation
1, we have

d
<atua7/’n>wlv2(g) :a/lbn(u(t))dx

ou Oy, (u ou Ou
>
/Z 49 0, 6xz /Z 4 5z, o, V(W 4 2 0

1,j=1 i,j=1
/Qzlzbit?;%(u)dx:/gzl:biwdxzo’
[ evviwar >0,
(o () 2y < 0.
Then d
G [, ru®)az <o,
hence

| vntut®yaz < [ gz <o
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for all ¢ € (0,T] (provided we consider the continuous representative of u). Letting
n — oo and using the Lebesgue Monotone Convergence Theorem we end up with

/Qu+(t) dz <0

for all ¢ € (0,T], hence u(t) < 0 for all t € (0,7]. O

6.2 Second order hyperbolic equation

We will consider the following equation of the hyperbolic type

Opyu+ Lu=f in (0,7) x Q =: Qr,
u(0,-) =g in Q,
Ou(0,-) =h in Q,
u=0 on (0,T) x 99,

where
d

a0 L9
Lu=— Z a—mi(aijaTuj) +Zlbiagi + cu.

W=
Definition 6.2.1. We say that the operator Oy + L is (uniformly) hyperbolic, if

there exists a constant 6 > 0 such that

d
Z ai;&i&; > 0|€? for all € € RY a.e. in (0,T) x Q.

i,j=1

Example 6.2.2. Assuming a;; = 0;5, b; =0,i=1,2,...,d and c =0, we get the
classical wave equation

8ttu —Au= f

As in the parabolic case, we introduce

¢ Ou Ov 4 ou
Blu,v](t) = /Q ( Z aij%j% + Zbiﬂv +cuv) dz
i,5=1 b=l ¢

for all u, v € Wy*(Q).
We expect the weak formulation in the form

(Orru,v) + Blu,v](t) = (f, 'U)Lz(ﬂ)a

where the reason why we prefer to have more regular right-hand side than in the
parabolic setting will be explained later. Therefore we expect, by analogy with
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the parabolic case, that u should belong to L?(0,T; WOIQ(Q)), while Oy u should
belong to L2(0,T; W~12(Q)).
We assume L

aijabiac GCI(QT)a aij:aji ivj:172a"'7d7

Uy (6.14)
h e L*(Q), g € Wy(Q), f € L*(0,T; L*(2)).

Definition 6.2.3. We say that u € L*(0,T; W, () with dyu € L*(0,T; L*(R2))
and Oyu € L2(0,T; W=12(Q)) is a weak solution to the hyperbolic initial-boundary
value problem problem provided

<8ttu,v>W01,z(Q) + Blu,v](t) = (f,v)r2(0)
for all v € Wy () and a.e. t € (0,T), and
u(0) =g, Oyu(0) = h.

Remark 6.2.4. Recall that the assumptions above imply that u € C([0,T]; L*(2))
and Oyu € C([0,T); W=12(Q)).

Theorem 6.2.5. Under assumptions (6.14) there exists a unique solution to our
hyperbolic problem in the sense of Definition 6.2.3.

Proof. Step 1: Galerkin approximation. We proceed similarly as in the case of
the parabolic problem. We take {wy}7°, the orthonormal basis in L?(£2) and

orthogonal basis in VVO1 () formed by eigenfunctions of the Laplace operator
with the homogeneous Dirichlet condition. We write

un(t,z) =y d (t)wy(z),
k=1

where
(attuna 'lUl)LQ(Q) + B[UTU wl}(t) = (fv wl)L2(Q)7 I = 17 27 BN
i.e. .
4" (0) + B Y di(tywi, w| (1) = () 20
=1 ; (6.15)
di'(0) = (9, wi) r2(0)
d’(0) = (h,wy) 20,

[ =1,2,...,n. We obtained a system of the second order linear ODEs (n equations)
which can be easily transformed into a system of 2n ODEs of the first order.
We may now apply the Carathéodory theory which yields existence of a unique
generalized solution on the time interval [0,7] such that d}' € AC[0,T], | =
1,2,...,n. The fact that the solution is global follows from the fact that the
system is linear.
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Step 2: Energy estimate. We now multiply (6.15) by d}'', sum for [ = 1,2,...,n
and get

(Ot atun)L2(Q) + Blun, Oyun] = (f, atun)LZ(Q)-
First, we have
1d
(Orttim, Optin) L2(02) = 2dt|\5’tun||L2(Q)

Next

d
Oou,, 00;uy, 8un
B[Un,atun] = /Q ( Zl i al'] 8% + (9 8tun + cunﬁtun) dx

ou,, 8un oun, 5un
2dt/ Z Ui Gy Dy O **/ Zaﬁ“”a S o, ¢

2]7

/ (Z b; un atun + cun(“)tun> dz
ouy, 8un
/ Z ij Oz: 5‘z2

3,7=1

S na "
(/ Z% O dg;+||atun||ig(9)).

v
Q‘\

1d
2

Therefore we have

d
1d 2 Ouy, Oun,
5 < (1ol + / Zau o G )

ou,, Bun
(171300 + / Za” " d Oyl )

Employing the Gronwall lemma and the parabolicity of the operator, we get
10t (D12 () + lun (DI q) < CUl9151200) + 111Z202) + 111220 i)
hence
max ([|9yuen (8)]] 2 (@) + 1t (6) | p12 )

[0,7]
< C(HQHWDM(Q) + I”ll L2y + 1 flL20,m5220))) -

In order to estimate the second time derivative we proceed as in the parabolic
problem. We write v = v} +v2, where v, belongs to the linear hull of {w;}_, and
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v2 is perpendicular to it (both in L?(£2) and Wol’2 (€2)). Recall that |‘U,,1.L||W01,2(Q) <
[lv|lyy12 (- Then
Wy ()

(Oretin, v) 12y = (Oretin, v)2(0) = (Opttin, vp) 12()

= —Blun, v2](t) + (f, v}) 2(0)-

Thus
||attunHW—1v2(Q) = sup <8ttumv>w1=2(g) < C(”Un”Wlﬂ(Q) + ||fHL2(Q))a
oll 1.2 6y <1 0 °
wi 2 (@)
hence

18seunllL20mw-12(0) < C(IflL20,7:L20) + gl 2oy + 1Bl L2(e))-
Step 3: Limit passage. We now let n — oco. As in the parabolic problem, for suitably
chosen subsequence
Un, = u  in L=(0,T; W) 2(Q)),
O, =" Opu in L>(0,T;L*(Q)),
Oy, — O in L2(0,T; W +%(Q)),
and we can pass to the limit in the modified weak formulation to get

T

T T
| @yt s [ Bluwlude= [ (7w b
0 0 0

for all [ € N and all v € C2°(0,T). Hence, exactly as for the parabolic problem

T
/0 <attu7’l)>W01,2(Q)’(ﬁ de¢ -+ /0

for all v € W, *(Q) and all ¢ € C°(0,T), i.e.

T

T
BWMwM:A(ﬁwm@w&

(Oru, v)yyr2q) + Blu, v] = (f,v)L2(0)

for all v € W, %(Q) a.e. in (0, 7).

Next we look at the initial condition. Here, the problem is slightly more complex
than for the parabolic problem. First, using the definition of the time derivative
of the first time derivative of u we have

T T
/ <attu,v>W01,2(Q)1/) dt = —/ (atu7U)L2(Q)’L// dt
0 0

for all v € Wy?(Q) and ¢ € C°(0,T). Therefore, taking a sequence 1, €
C2°(0,T) such that v, converges uniformly to ¢ € C2°(]0,7T)) we end up with

T T T
—/ (Opu, v)y" dt + / Blu, vy dt = / (fsv)L2(@) dt + (0ru(0),v) L2(2)¥(0)
0 0 0
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for all ¢ € C°([0,T)). Now, as u € AC([0,T); L*(Q)), we finally have

T T T
/0 (u, )y dt+/0 B[u,v]z/Jdt:/O (f,v) L2 dt
+ (61571/(0)7’())L2(52)1l)(0) — (’U,(O),’U)L2(Q)77/JI(O).

We now return to the Galerkin approximation and multiply it by ¢ € C2°(]0,T))
and integrate over the time interval. We get

T

T T
/ (Orettms 1) 2yt lt + / Bl wiltb dt = / (o wn) ooy dt.
0 0 0

We integrate twice in the first term by parts and get

T T T
/ (Un,wl)l//ldt"'/ B[un,wl]@/}dt:/ (f,wi) L2yt dt
0 0 0

+ (Puhywi) 2(2)¥(0) — (Pug, wi) L2)¥'(0).

We let n — oo and use the density of finite linear combination of {w;};en in
1,2
Wy 7 (2) to get

T T T
| wowraes [ Buvar= [ (romepar
+ (h,v) L2 ¥(0) — (g, 0) r2()¥' (0)
for all v € Wy*(Q) and ¢ € C°([0,T)). Therefore

(9ru(0),v) L2 () = (h,v)L2(q)
(u(0),v)r2(0) = (9,v)L2()

for all v € W, (). Due to the density of Wy*(€2) in L?(Q) we get the desired
equality.

Step 4: Uniqueness. We now show the uniqueness of weak solutions to the hyperbo-
lic equation. As for the parabolic case, it is enough to show that if f =g=h =0,
then the only solution is u = 0. However, we cannot proceed as in the part devoted
to the a priori estimates, as the function d;u cannot be due to the lack of regularity
used as test function. Therefore we use the "minus first” derivative. To this aim,
let us define

u(r)dr, 0<t<s,
v(t) = /t (7)
0, s<t<T,

where u solves our hyperbolic problem with f = g =h = 0. Then v(t) € Wol’z(Q)
for a.a. t € (0,T) (even Oyv € L*(0,T; W%(Q))), and

<3ttu, ’U>W01,2(Q) + B[u, ’U} = O
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a.e. in (0,7), thus

/0 {(&gtu, 'U>W01,2(Q) + Blu, v]} dt = 0.
As 0yv = —u, Opu(0) = v(s) = 0, we get using the definition of the time derivative

(and consequently, by approximation, using as test function in the time variable
a constant function ¢ = 1)

/0 ) [— (Brtt, Dyv) 22y + B[u,v]] (t)dt = 0,

hence s
/ [(8tu, u) 2 () + Blow, v]} (t)dt =0.
0

Therefore we have

d
*1d 9 ov Ov B
/0 5&(”“”L2(9) - 4)24::1 “”87]-8?1—) dt =
_,/ / Z Outij Ov a” g

i,j=1

+/s/ (cv@tv—kibiaaﬂ]v) dz dt.
0 /e o O

We rewrite the last term as

d d d
00w ob; ov
/Q ;bz O, vdr= /Q ; O /szzz_; bzua% d

Then
S
||U(3)H2L2(Q) + HU(O)”%/VOLQ(Q) < C/o (”’UH%/V[}‘Q(Q) + ||U||i2(9)) dt + CHU(O)”%P(Q)

We denote

then

o)1z + () 121200 < € / (lwo(s) = w(®) Bz + Iu(®) 320 )
+ Cllw(s )H%Q(Q)

<€ [ (210 By + o) + IOy ) e

+ C/o Hu(7')||2L2(Q) dr.
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Hence

Iy + (1= 208)0(s) By 0y < C [ (0Ol + Ol ) .
We choose T7 so small that
2CT, = -

Then on [0, 73] we have

()32 + I0(8) 2z < € / (lo(®)12,1.2.0) + Nu®)]32a) ) at

which yields the uniqueness on the possibly short time interval [0, T}]. Since we may
use u(7T7) as a new initial value. We proceed as above and prove the uniqueness on
the time interval [T, 27}]. After finite number of steps we reach the time instant
T. The proof is complete. O

Next we study the regularity of the solution. As above, we start with a simple
model case: here it is the wave equation in R?. We consider

Opu — Au = f in (0,T) x R?
u(0,-) =g in R?
owu(0,-) =h in R%.

We compute
li/ (‘8u|2+|vu|2)dx:/ (Opudyu + Vu - 0, Vu) dw
2dt Jra ! Rd Lot t
= / u(Oyu — Au) do = foyudz.
R4 Rd

Therefore

d

T (|8tu|2—|—|Vu| dx</ f2dx+/ |0u|? d,

which after employing the Gronwall inequality yields

tS(Up (||atu||L2 R<) "‘”VUHL? R<) ) < C(||fHL2(OTL2([Rd +Hh||L2 R<) +||9||2 1,2 [Rd))
€(0,

Next, denote w := 0;u. Then
Ouu—Au=f  in(0,T) xR%,
u(0,-) = Ou(0,-) = h in R?,
8tﬂ(07 ) = 8ttu(0a ) = AU(O, ) + f(ov ) = Ag + f(Ov ) in le'
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As

max 11172 ey < C(Ifllz2 0,22 ®ey) + 106 f 20,7522 %))

we get

sup ([|seull72 (gay + 118:Vull 72 (ga))
t€(0,T)
< C(I1F1220 02 ®ay) + 196 F 12202 ey) + IV 2(Ray + [1A9]172(Ra))-

Finally, we write

Au = attu— f

and we have due to the elliptic regularity

IV2ul|7 o0 (0,722 2))
< C(Hf“%z(o,T;m(Rd)) + ||3tf||2L2(o,T;L2(Rd)) + ||h||$4/0172(w) + ”gH%/V?v?([Rd))'
We now show these bounds rigorously. We assume the validity of (6.14) and ad-
ditionally
0f € L0, T;L7(Q),  ge W™ (Q),  heWy?(Q),

) d ) ) (6.16)
Qel”, {aij}i =1 are independent of time.

Theorem 6.2.6. Let conditions (6.14) be fulfilled. Let u € L2(0,T; Wy'* () with
Owu € L*(0,T; L*(2)) and dyu € L2(0,T; W—12(Q)) be a weak solution to
Oyu~+ Lu=f in (0,T) x Q,
uw(0,) =g n Q,
Ou(0,-) =h in £,
u(-,-) =0 on (0,T) x 09.

Then u € L°°(0,T; Wy () with ,u € L>®(0,T; L*(Q)) and

||u||Loo(o,T;W01v2(Q)) + [10cull L 0,1522(02))

< C(IIfllz2o,7;c2(0)) + lgllwr2ay + 1Rl L2 ().

Moreover, if (6.16) holds, then u € L>(0,T; W22(Q)), dyu € L*(0,T; Wol’Q(Q)),
Oy € LOO(O,T, LZ(Q)), Ot € LQ(O,T, W71’2(Q)) and
[ull Lo 0.75m22()) + HatuHL‘X’(QT;WOl'z(Q))
H0wul| Lo 0,712 (02)) + |Ostetul| 20,7 w-1.2()

< C(”f”WLQ(O,T;L?(Q)) +lgllw22(0) + ||hHW01'2(Q))'



6.2. SECOND ORDER HYPERBOLIC EQUATION 245

Proof. Step 1: The first estimate was shown in the existence proof. Due to the
uniqueness of weak solutions we know that it holds for arbitrary weak solu-
tion. Recall that the estimate follows from the Galerkin approximation, u, =

Zz ld?() (J?),
(&,tun,wl)Lz(Q) + B[un,wl} = (f, wl)LQ(Q), l=1,2,...,n,

where {w;}°, is a complete orthonormal system in L?(§2) and complete ortho-
gonal system in WO1 2(Q) formed by eigenfunctions of the Laplace operator with
homogeneous Dirichlet conditions. We may multiply the I-th equation by d!¥'(t),
sum up for [ = 1 to n and integrate over (0,T") (i.e., we test the equation by dyu,,).
We get the estimate for u,, with the right-hand side independent of n.

Next, let us assume (6.16). Using the regularity of the ordinary differential equati-
ons we differentiate the Galerkin approximation with respect to time and get

(Oesttnm, wr) 2(0) + B[@tun, wl]
= (Ouf, W) L2() — / Zat wz dx — / Orcupw; dx.

We intend to use as test function y;u,,; we multiply the [-th equation by d}*”(t)
and sum for ! from 1 to n. It yields

(Ottttn, Optun) L2 () + B[atuna Ot

= (O f, 3ttun)L2(Q / Z Orb; 3un 8ttun dz — / Orcun Oppun, dz.

Then

1d 00y, D0y,
537 (10wl + [ o 5" e w) = C (1007l [ustall 2o
+ 10stunl L2 () [ Octin || L2y + | Vn| 2 ) |08t tn || L2 ()

+ [Junll2 @10 un | 2 (@) + Hatf”L?(Q)”attUnHL?(Q))-
The Gronwall inequality yields

Hattun”LOC(O,T;L?(Q)) + ||atvun||L°°(0,T;L2(Q))

< C(J19un(0) | 2(0) + 10Vt (0) 2
+ Iflw oz + I9lwe 2oy + I0ll2@ )-

As
1VOiun(0)||L2() < VR L2,
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and (v) = P,v)

10t11n (0)[| L2y < sup ((f(o)vvi)m(ﬂ) - B[umv?](O))

”U”L?(Q)Sl
< C(lun(0)w22() + 1£(0)llz2@) < C(llgllw22) + I1fllwr20,r:L202))
we get
10tttn || oo (0,7522 () F 1106V Loo (0,722 (02))

< C(llgllwz2c@) + 1fllwr2,riz20) + 1hllwre )

and passing to the limit we obtain the desired estimate.

Step 2: Next, we write

du 0
/Qz%au 3;:2 /( Opu+ f — Zb —CU)de

and using the elliptic regularity we have
[ullwz2(0)(t) < C(l10seull 20y + [1fll2@) + I Vullra(o) + [[ull20)) (1)
Hence

[ullLoe 0. mw22 ()
< C(I10uullL=o.riz2@) + [ fll=(o.rz2() + Ul o0.7:22(0)
< C(Ifllwreo.msz2 ) + l9llw22 ) + [hllwr2@))-
Step 3: We now return back to the Galerkin approximation and differentiate it
with respect to time. This is, indeed, possible due to the structure of the Ga-

lerkin approximation and regularity properties of systems of ordinary differential
equations. We get

(Ottetin, wi) L2(0) + BlOstn, wi]

= (Ocf,wi)2(0) /Zat wz dw—/atcunwl

Similarly as in the existence part we may compute that

Hatttun||L2(0,T;W_1’2(Q))
< C(10ef 20,20 + 10¢unllL2o,miwr2(9)) + llunllL2omw2(0))
< C(Iflwr2msza@) + lgllwe2c@) + [1Rllwr2@)-

Exactly as in the parabolic problem we may proceed further
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Theorem 6.2.7. Let {aij}ﬁjzl, {b;}L,, c be independent of time and sufficiently
smooth in Q, a;; = aj; fori,j =1,2,...,d. Let g € WmTL2(Q), h € W™2(Q)
and gtk € L2(0,T;Wm=k2(Q)), k = 0,1,...,m. Let the following compatibility
conditions hold
go =g € Wy (Q),hy :=h e Wy *(Q),...,
62172]0

921 = 555 (0,) = Lgai2 € Wy () if m =2,
R § 1,2 .
h2[+1 = W@’ ) — thlfl c WO, (Q) /Lfm = 2l + 1
Then
8k o0 m —
ok € L0, T; WmH1=k2(Q)), E=1,2,...,m+1,
and
izssgp H £ I,

m+1,2 h m, )
L2(0,T;Wm—+:2(Q)) + HgHW TH2(Q) + ” ”W 2(Q)

m K
<o(X |5

Remark 6.2.8. The role of the compatibility conditions is similar as in the case
of parabolic problems and we saw partially its use above.

Therefore also

Theorem 6.2.9. Let {a;;}¢,_, {b:i}{_,, ¢ be C(Q) (and independent of time),

aij = aj; fori,j = 1,2,....d, f € C®(Qr), g and h € C>(Q), and let the
compatibility conditions from Theorem 6.2.7 hold for any m € N. Then the unique
solution to the hyperbolic problem is such that u € C*(Qr).

6.2.1 Finite speed of propagation of data for hyperbolic
equation

Unlike the parabolic problem, there is no increase of regularity for the parabolic
problem. Note that if u(0) € L?(Q) for the parabolic problem (and, for simplicity,
f = 0), then for arbitrarily short time interval (0,7*) there exists t; € (0,7%)
such that u(t;) € Wy*(€2). Using this as initial value, we find in (¢;,7*) a time
instant ¢ such that u(ty) € W22(Q) etc.

Anything like this is impossible for the hyperbolic equation.

There is another property which is connected with the hyperbolic equation: the
finite speed of propagation of data. Recall that for the parabolic problem, the
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speed is infinite. We consider
Opu+ Lu =0 in (0,7) x R?
u(0,-) =g in R? (6.17)
0u(0,) = h in R?

with
d
0%u
Lu=— Qi ———
Z Y 6%8;}3] ’
1,7=1
where a;; depends only on x in a smooth way, a;; = a;; for all 4,5 = 1,2,...,d

and Z?’j:l aij&i&; > 0/€|* for some 0 > 0 and all £ € R™.

Let us fix (tg,70) € (0,00) x R? and let us try to find K — a cone-like domain
with vertex (to,x0) such that v = 0 provided u = u; = 0 on Ky = K N {t = 0}.
We try to guess that such a region could be a level set {p = 0}, where p solves

d 1
dp Op\z2
Osp — ( a;j —) =0
tp Z Y 83:1 61,‘]‘
3,j=1
in (0,00) x R? (note that if a;; = 05, i.e. we consider the wave equations, then
2\ L
the equation above reduces to O;p — <Zf=1 (aaf,) )2 = 0 with the solutions
p=Zdx+t.

We assume the solution in the form
p(t,x) = q(x) + t — to,
zeRYand 0 <t < tg, hence
d

0q 9q _
> ai; 5 Oy~ 1, (6.18)

i,j=1

q > 0in R?\ {z0}, ¢(x¢) = 0. We introduce

K ={(t,2);p(t,z) <0} = {(t,2); q(x) < to —t},

and for ¢t > 0

Ky = {z;q(z) <to—t},
cross section at time ¢ > 0. Recall that (6.18) implies that |Vq| # 0 in R? \ {x¢}
and 0K, is a smooth d — 1-dimensional surface for 0 < t < ¢.

Theorem 6.2.10. Let u be a smooth solution to (6.17). If u = dyu = 0 on Ko,
then u =0 within K.
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Remark 6.2.11. Note that the claim of the theorem can be restated in the form
that if u(0,-) = g and O;u(0,-) = h in R?, then u(ty, zo) depends only on values of
g and h in Kgy.

Proof. We define

d
ou Ou
2
e(t) = / (@M +Za”8 8;@) x,  0<t<t.

1,j=1

Recall that due to the coarea formula
d /
f dx / ——d&s.
dt ok, V4|

d

du 99
Dpe(t) = / (Orudheu+ Y a5 )do
K i,j=1 H J

—1/ (|au|2+§d: a“a“) dS =:A— B.
2 Joxk, ' ] i B oz, / |Vq

We compute, using (6.17) and Gauss theorem,
d
0 ou
A= At atu(attu - i]z::l 87% (CLL] aixz)) dx

3u
/am” 1a”8 VjatudS / Oru Z BI] a” 835 dz,

i,j=1

Then

where v is the outer normal to 0K;. We have, due to (6.18)

;i 0q Ogq 1
G4y
E Qv = E — =,
= i |Vq|2 Ox; oz; |Vg|?
hence using the generahzed Cauchy inequality

d Ou OuNsf &
Z “”a vi = (_Zl oz 895]) (,Zla”j”“’f)
INES )=

7,7=1

=

d 1
S(Z%%i“y L
) Ox; 0z;/ |Vq|
Then
d

Ou Ou \ 3 |Opul
( Z s o, 8@) [Vq| ds

ij=1

1A] < cate+/

0K,

d
1 ou Ou
< Ce(t)+ = dpul? i — ) =—d5<C
= e()+2/m (10w +iz7j: ' 9, 8x])|Vq\ (i) +
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Therefore
Oe(t) < Ce(t),

and as e(0) = 0, we have e(t) = 0 for all 0 < ¢ < tg. Therefore dyu = Vu = 0 in
K, hence u =0 in K. O

6.3 Semigroup theory

We will now present another point of view to linear evolutionary PDEs: instead of
studying a PDE in R%*! we consider an ODE in a Banach space. This approach
is closer to functional analysis.

6.3.1 Homogeneous equation

Recall that the ODE

— = au, u(0) = ug

dt

has a unique solution
u(t) = upe™.

By analogy, considering
Oru — Au = 0, u(0) = ug

(together with some boundary conditions) we expect the solution in the form

u(t) = uge™t

for suitably defined exponential of the Laplace operator. More generally, let A:
X — X, where X is a Banach space. (Note that in the energy method we consi-
dered the Laplace operator as an operator from WO1 2 to W12 je. it is not the
same.) We consider the problem

d
ditl = Au, u(0) = ug
and hope to get the solution in the form

u(t) = uge™.
However, as A is generally an unbounded operator, it is not always true that the

series
> tn A"
>

n=1

converges, at least, not for arbitrary t € R.
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Before solving this problem, we slightly change our point of view. We consider the
solution to our ODE in a Banach space u; [0,00) — X. We assume that X is a
Banach space, A: X — X a linear operator with D(A) C X, a linear subspace of
X. The operator A is usually unbounded. We will consider such A that

(a) the ODE has unique solution for arbitrary u(0) = ug € X

(b) the theory covers as many as possible interesting PDEs.

Assume for a moment that (a) and (b) hold true and we write

u(t) = S(t)uo, t>0.

We expect the following properties:

(i) S(t): X — X is linear

(if) S(0)u = w for all w € X in the sense of the limit in X, i.e. lim; ,o+ S(¢)u = u.
(iii) S(t+ s)u = S(t)S(s)u = S(s)S(t)u Vt,s >0 u € X.

Definition 6.3.1. A family {S(t)}i>0 of bounded linear operators mapping X to
X is called a semigroup (a co-semigroup) if (i)—(iii) holds. Moreover, if it holds
1S()]|zxy < 1, we call the semigroup a contraction semigroup.

Remark 6.3.2. A contraction semigroup fulfills ||S(t)ullx < ||u|x-

Lemma 6.3.3. Let S(t) be a co-semigroup in X. Then
(a) There exists M > 1, w > 0 such that

[S®lex)y < Me®t vt >0.

(b) The mapping t — S(t)y is continuous from [0,00) — X, for allu € X.

Proof. (a) We proceed by contradiction. We claim that there exists M > 1 and
6 > 0 such that ||S(t)||z(x) < M for all t € [0,6]. If not, then there exists t,, — 0T
such that ||S(t,)| z(x) — oo, but S(t,)u — wu for allu € X. Therefore ||S(t,)ul|x is
bounded. This contradicts to the principle of uniform boundedness, as ||S (%)l z(x)
are bounded if and only if ||S(¢,)u| x are bounded for all u € X.

Now, let w := %ln M, i.e. M = e*®. Then for t > 0 arbitrary, t = nd +¢, € € [0,6),
we have

[SE)llecx) = 1S +0 4+ +5+¢)llex) = 15(6)5(0) ... S(9)S(e)lle(x)
< ISOzoISEN ey < M™- M < Me*".

(b) The continuity at 0" is property (ii) from the definition of the semigroup.
Continuity from the right at ¢ > 0 is a consequence of the following:

S+ h)u=S8(t)S(h)u — S(t)u

for h — 0% due to the continuity of S(¢) in X and the fact that S(h)u — u in
X for h — 0. Similarly, we consider the continuity from the left. Let 0 < h < ¢.
Then

S(t —h)yu— S(tyu = S(t —h)(u— S(h)u).
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As u— S(h)u — 0in X for h — 0% and ||S(t — h)||z(x) < Me“" independently of
h, we have

[S(t = h)u—S(t)ullx <|SE—h)llzx)llu—Sh)ullx < Me“*|lu—S(h)ullx =0
for h — 0t. O

Definition 6.3.4. An unbounded operator A: X — X with the domain D(A) is
called a generator of the semigroup, if

Au= lim M7
h—0+ h

where
1
D(A) = {U €X; lim —(S(h)u—u) exists in X}.

h—0+
Remark 6.3.5. Note that the above defined operator is linear and D(A) C X is
a linear subspace.

Theorem 6.3.6. Let A be a generator of a co-semigroup with its domain D(A).
Then

(i) u € D(A) = S(t)u € D(A) ¥Vt >0

(ii) u € D(A) = AS(t)u = S(t)Au = SS(t)yu for allt > 0 (at t =0 from the
right)

(iii) u € D(A), t >0 = fot S(s)uds € D(A) and A(f(;E S(s)uds) = S(t)u — u.

Proof. (i) Let u € D(A) and t > 0 be given. We ask whether +(S(h)S(t) —
S(t)u) — y in X, where y € X. Then S(t)u € D(A) and A(S(t)u) = y. However,

%(S(h)S(t) - S(t)u) — S(t) (% (S(hyu — u)) 5 S()Au

in X, as S(¢) is linear and bounded.

(ii) Let w € D(A). Above in (i) we also proved that A(S(t)u) = S(t)(Au) and
L S(tyu = S(t)(Au) from the right for ¢ > 0. We need to compute the derivative
from the left. We have

St —h)u—S(t)u _ St h)(u— S(h)u)7

—h —h
therefore
S(t - h)fh‘ SY ) (Au) = St — ) ( _f}gh)”) — 5(t — h)S(h)(Au)
u—S(h)u
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as S(t — h) is bounded uniformly with respect to h and both terms in the bracket
tend to Au.
(iii) Denote

t
y:/S(s)udx, veX, t>0
0

(as S(s) is bounded, the Bochner integral exists). Then
1 1 t t
E(S(h)y —y) = E(S(h)/o S(s)uds — /0 S(s)uds)

- ;(/};Jrh S(s)uds — /OtS(s)uds)
= % /tt+h S(s)uds — % /Oh S(s)uds) — S(t)u — S(0)u = S(t)u — u.

Therefore y € D(A) and Ay = S(t)u — u. O

Remark 6.3.7. (i) Note that for u € D(A)

St —u = S(t)u— S(O)u = /0 %S(s)uds - /0 S(s)(Au) ds.

(i) We proved that D(A) is invariant with respect to S(t), and S(t) and A
commute in D(A). Moreover, t — S(t)ug is a classical solution to Su = Au,
u(0) = o, if up € D(A).

Recall that an unbounded operator A with its domain D(A) is closed, if for u,, €
D(A), up - uin X, Au,, — v in X we have u € D(A) and Au = v. It follows that
A with its domain D(A) is closed <= D(A) is a Banach space (complete) with
respect to the norm |lul|x + ||Aul/x (the graph norm).

Theorem 6.3.8. Let A with D(A) be a generator of a co-semigroup S(t) in X.
Then D(A) is dense in X and A with its domain D(A) is closed.

Proof. (i) Density. Let € X be given. Then = lim,_,o+ foh S(s)z ds, due to the
continuity of S(s) and standard properties of the Bochner integral. Let us show

that z), := foh S(s)uds € D(A). We have

B h+r h
S(rjzn —an _ l/ S(s)zds — %/ S(s)zds
r 0

T r
1 h+r 1 T

:7/ S(s)xds—f/ S(s)xds — S(h)x —x
h 0

r r

as r — 0T. Therefore z;, € D(A) and Az, = S(h)x — .
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(ii) Closedness. Let ux € D(A) and suppose ux — u, Aup — v in X. We have to
verify that u € D(A) and v = Au. According to Theorem 6.3.6

t
S(t)ug —ux = / S(s)Auy, ds.
0

Letting k — oo (recall that [.S(s)(Aux) — S(s)v||x < [|S(s)llcox)|[Aur —vl|x — 0
uniformly with respect to s from a bounded interval)

Sty —u= /0 S(s)vds.

Therefore
— 1 [t
lim Su=u = lim f/ S(s)vds = v.
t—0+ t t—0+ ¢ Jo
Then v € D(A) and v = Au. O

We also need the following uniqueness result.

Lemma 6.3.9. Let S(t), S(t) be two co-semigroups with the same generator. Then
S(t) = S(t) for all t > 0.

Proof. (Idea): Let u € D(A). Define y(t) = S(T — t)S(t)u. We have
Y (t) = —AS(T — t)S(t)u+ AS(T — t)S(t)u = 0,

hence y'(t) = 0 in (0,7) and y(t) € C([0,T]; X), we have S(T')u = y(0) = y(T) =
S(T). Finally, we use the density of D(A) in X. O

Definition 6.3.10. Let A with its domain D(A) be an unbounded operator. We
define

(i) The resolvent set p(A) :={\ € R;A\I — A: X — X is one to one} (can also be
considered as a subset of C)

(ii) The resolvent Ry(= R\(A)) = (M — A)~1: X — D(A),\ € o(4)

(i4i) The spectrum o(A) = {\ € C; A\I — A is not invertible} (generally, o(A) =
C\ o(4)).

Remark 6.3.11. The operator A: D(A) — X is continuous, therefore the same

holds for \I — A. Hence R) is by Banach theorem on open mappings continuous
(X - D(A)).

Lemma 6.3.12. (i) Let A € o(A). Then ARyx = AR\x — x for all z € X and
RyAx = ARyx —x for all x € X.

(ii) Let A, p € o(A). Then Ryx — Ry = (u — A)RaR,x for all x € X; whence
R\R,, = R, Rx.
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(iii) Let A with its domain D(A) be a generator of a co-semigroup. Let further
1S(t)|lz(x) < Me“". Then A € o(A) for all X > w and

for all z € X; thus |Rxl|zx) < 324
Proof. (i) We have
ARyx = (A — M + M)Ryz = —x + AR)x.
Similarly
RyAx = R\(A— M+ AX)x = —x + Ry Az = AR\z — .

(ii) Recall that

(A=XD)"' =Y (A= (A=)
n=0
Then -
Ry—=Ry==Y (A=p)"(A—pl) """+ (A—pul)™!
n=0

= (=0 =W A=)+ 1) (A= p1)
n=0

= =N = 2O =" A= ) ™) (ul = A)7

n=1

= (= N = A (T — A)7 = (= \RyR,.
As R, — Ry = (A — p)R, Ry, we easily see that

Ry — R,

By = Rty = = —

(iii) Note that we may assume, without loss of generality, that w = 0. Indeed,
if A with its domain D(A) generates the co-semigroup S(t), then A = a — wl
with D(A) = D(A) generates the semigroup S(t) = e~“!S(t). Moreover, Ry(A) =
RA+M(A)~

Assume therefore that ||S(t)||zx) < M and A > 0. We show that A € o(A).
Denote

Rz z/ e MS(t)xdt
0
(Laplace transform of the semigroup {S(t)}:>0). As

le™S(t)zllx < e ™ Mlz|x € L'(0,00),
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we have
~ © M
IRellx < [ Ml dt = .
Thus R € £(X) and ||]§||L(x) < A Let us show that Rz € D(A). We compute

1 -
E(S( —I)Rx =

/ e
h
h _ 1 [eS) Ah h
= / e MS(t)zdt — c e MS(t)x dt
hJo hJo

— ARz —z as h — 0T,

/OO (™M S(h)S(t)x — e M S(t)x) dt
0

S

*W*h)S(t)xdt—%/ e MS(t)dt

h)
1
h 0
A

It means that Rz € D(A), ARz = ARz — z for all z € X, i.e. (\] — A)Rz = .
Then AI — A: D(A) — X is onto.

We now show that it is injective. Let 2 € D(A) be fixed. Then (see homework)

ARz = A(/Oo e MS(t)x dt) = /00 A(e_’\tS(t)x) dt
0

0

= / e MS(t) Az dt = RAx due to Theorem 6.3.6.
0

Thus AR = RA in D(A) and therefore R(AI — A)z = ARz — RAz = ARz —
ARz + x = x. Hence (A\] — A)x = 0 = = = 0, Al — A is injective, A € p(A4) and
R= (M —A)! = Ry(A). O

We are now prepared to prove the main result of this subsection.

Theorem 6.3.13 (Hille-Yosida). Let A with its domain D(A) C X be an un-
bounded operator. Then A with its domain D(A) is a generator of a contraction
semigroup {S(t) }1>04f and only if A with its domain D(A) is closed, D(A) is dense
in X, (0,00) C 0(A) and ||Rx||z(x) < 5 for A > 0.

Proof. ?=—>"Density and closedness follow from Theorem 6.3.8. The fact that
(0,00) C p(A) together with the estimate of the resolvent follow from Lemma
6.3.12.

7«<="We use the Yosida approximation. We set 4,, := nAR,(A) and aim at
showing that lim, . ¢4 = S(t). We also recall that if F,,: X — X linear,
|Fullzcxy < C and Fpy — y for all y € S, S dense in X, then F,z — = for all
reX.

Step 1: We claim that A,, = n?R,,(A) — nl, hence A,, € L(X), nR,(A)x — x for
all z € X, Apx — Ax for all x € D(A).

(i) AR, (A) = A(nI—A)"' = (A-A)(nl —A)"'+nl(nl—A)~' = —T+nR,(A).
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Therefore nAR,(A) = n’R,(A) —nl € L(X), as R,,(4) € L(X).
(ii) Take F), := nR,(A). Then ||F,[lzx) <1 as [|[Ru(A)]lzx) <
S := D(A) is dense in X. Then we have for all y € D(A) that

for all n € N,

1
n

nR,(A)y =y+ AR,(A)y = (due to Lemma 6.3.12) y + R, (A)(Ay) — y

for n — oo.
(iii) Therefore nR, (A)x — z for allz € X and A,z = nAR,(A)z = nR,(A)Az —
Az as n — oo for all z € D(A).

k gk
Step 2: We set S, (t) :=e!dn =372 % € L(X), as A, € L(X) due to Step 1.
It also holds A,, = n?R,,(A) — nl, hence

etA’" — etn2Rn(A)7tnI _ efntefnztRn(A).
Now
n k k
“n2tR,(A) _ H (nt)"(nR,(A)) H
e ||£(X) ];) 7l £(X)
o0
(nt)*
< X [nBn(A)llzx) <e
k=0 ’
Thus

1S (B)llzxy <1

for all n € N, hence S,,(t) are contractions.
Step 3: We now study lim,_,o Sy (t)x for z € X. First, let x € D(A). Let t be
fixed for a moment. We have

Su(t)x — S (t)T = [Sp(t — 8)Sm(s)]img = [t AnesAma]!

td
:/ a[e(t*S)A"eSAmm] ds
0

t
= / [ — A, et=9)AngsAm g 4 e(t_s)A”AmeSAmx] ds.
0

=0

Recall that A, A, = A, A, (as R,(A) and R,,(A) commute, see Lemma 6.3.12).
Then

t
Sp(t)x — Sy (t)x = / el=)AnesAm (A o — A,x)ds
0

t
= / Sn(t — 8)Sm(8)(Apx — Apx) ds.
0
Hence
[Sn(t)x — Spm(t)zl|x < t|Amz — Anz| x.

Asboth A,z and A,,x — Az, then A,x— A,z — 0asm, n — oo and {S,(t)x}t>0
satisfies the Bolzano—Cauchy condition uniformly with respect to t € [0,7], T <
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00, i.e. Sp(t)x =2 S(t)x as n — oo, for all x € D(A). Thus, due to the convergence
principle above
Sp(t)x =2 S(t)x Vo e X,

where S(t) is a cg-semigroup of contractions.
Step 4: Let us show that S(¢) is generated by A with the domain D(A). Let A

with the domain D(A) be the generator of S(t). Let 2 € D(A). Then

¢ t
Sp(t)r —z = / iSn(s)m ds = / ApSp(s)zds
0 ds

0
t ¢
:/ Sn(8)Apzds —>/ S(s)Axzds as n — oo,
0 0
due to the fact that S, (t) = S(¢) in £(X) and A,z — Az in X. Therefore
¢
St)r —z = / S(s)Az ds.
0

It implies

1 I

—(S(h)z —x) = 7/ S(s)Azxds — Ax,

h h /g
as h — 07. Hence = € D(g), Az = Az, ie. D(A) C D(g)7 Az = Az for all
x € D(A). Now, let A > 0. As [[S(t)|lz(x) <1, A € o(A) (due to our assumptions)
and A € g(A) (due to Lemma 6.3.12), we have A\l — A — Al — A in D(A). Hence
A — E|D(A) is onto, injective. Then D(A) = D(A), A = A and A with its domain
D(A) is the generator of {S(t)}i>0. O

Remark 6.3.14. A semigroup {S(t)}:>0 is called w-contractive, if [|S(t)|zx) <
ewt.

Corollary 6.3.15. Let A with the domain D(A) C X be an unbounded opera-
tor. Then A with the domain D(A) is a generator of an w-contractive semigroup
{S(t)}+>0 if and only if A with its domain D(A) C X is closed, D(A) is dense in
X, (w,00) C 0(A) and ||Rallz(x) £ 525 for A > w.

Proof. As S(t) := e “!S(t) is a contraction semigroup, we may proceed as in
Theorem 6.3.13. Note that even the case M > 1 can be treated similarly, however,
we do not need it here. O

Remark 6.3.16. If ug € D(A), then S(t)ug is a classical solution to
d
= A u(0) =,

where S(t) is a co-semigroup generated by A with its domain D(A). If ug € X

merely, then we may take S(t)ug := limy, 00 S(t)un, where {uytnen C D(A) and
Uy, — Ug N X.
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Example 6.3.17. Consider the second order parabolic problem
Ou+Lu=0 in (0,T) x Q
u=0 on (0,T) x 0%
u(0) =g in Q,

where 4 .
0 ou ou
7,7=1 =1
with smooth coefficients {aij}g’j:l, {b;}L, and c in the x-variable, independent

of the time variable t. Moreover, let Q € C?, g € W, *(Q). We take X = L*(Q),
D(A) = W>2(Q) N Wy*(Q) and Au = —Lu. Then A is an unbounded linear

operator. Recall that O‘”“H;,l,z(ﬂ) < Blu,u] + 'yHuHQLQ(Q) holds for oo > 0, v > 0
0

and BJ-, | defined via Lu as above.

Theorem 6.3.18. The operator A generates a co-semigroup {S(t) }s>0 on L*(Q)
which is y-contractive.

Proof. We must verify assumptions of Corollary 6.3.15 with w := .
(i) Clearly, D(A) is dense in L?(Q).
(ii) The operator A is closed. To this aim, let {ug}ren C D(A) be such that

up, — u in L*(Q)
Auy, — f in L*(Q).

Let wuy, solve
Auy, = Gy, in Q

uE =0 on 0f).
Then due to a generalized result on the elliptic regularity we have
urllw22) < C(|GrllL2) + lluklle @) = C(|AukllL2(@) + llukll2@)),
hence due to the linearity of the operator A we have
||uk — ul”Wz,z(Q) < C(||Auk — AulHL2(Q) + Huk — ul||L2(Q)).
Whence uy, — u in W22(Q2), which implies Au = f (as Auy — Au in L*(Q)).
We know that for each A > + the boundary value problem
Lu+Xu=f in
u=0 on 0f)

has unique solution u € WO1 2(Q) and due to the elliptic regularity, further, u €
W22(Q). Thus u € D(A). Therefore we may write

Au — Au = f.
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Thus A\ — A: D(A) — X is one to one, onto, for A > ~. Hence o(A) C (v, 00).
Therefore, using as test function u in the weak formulation,

A =DllulZ2) < Ifllz2@llullL2@)-
As u = Ry f, we have
1
[Rxfllz2 (o) < m”f”LZ(Q)

for any f € L*(Q2). Whence
1

< .
IRAllz(x) < Py

O

To summarize the difference between the energy method and the semigroup ap-
proach for the parabolic problems, by the semigroup theory we immediately get
regular solution and the method is elegant, however, it requires more restrictive
assumptions on the coefficients of the problem and the regularity can anyway be
proved by other methods.

Example 6.3.19. We now consider the hyperbolic problem

Opu+Lu=0 in (0,7) x Q
u=0 on (0,T) x 0N
u(0) =g in Q
Ou(0) = h in Q.

We first rewrite the system as a system of first order equations

Ou=v in (0,T) x Q
Ow+Lu=0 in (0,T) x Q
u=0 on (0,T) x 00
u(0) =g in Q
v(0) =h in €.

We assume that .,

0 ou
Lu=— —(a--—) cu,
Z 83?2 I 81}1‘ +
i,7=1
where ¢ > 0 and a;; = aj;, 4,5 = 1,2,...,d are sufficiently smooth in = (and
independent of time).

We denote X = W, () with the norm

Nl

o)l = (Bluul + [ola )
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where J
ou Ou
B = — —— 2dzx.
[u, u] /Q”z_:l a;j du; Oz, dz + /Q cu” dx
We define
D(A) := (W*2(Q) N W2 () x Wy (Q)
and set

A(u,v) = (v, —Lu), u,v € D(A).

We show that A with its domain D(A) fulfills the assumptions of the Hille-Yosida
Theorem 6.3.13.

Theorem 6.3.20. The operator A generates a co-contraction semigroup {S(t)}+>o0
on Wy (Q) x L2().

Proof. We have to verify the assumptions of the Hille-Yosida theorem.

Step 1: Density of D(A). Clearly, (W22(Q) N WOM(Q)) x W32 (Q) is dense in
W, 2 () x L*(Q).

Step 2: Closedness of A. Let (ux,vx) C D(A) be such that (ug,vr) — (u,v)
and A(ug,vr) — (F,G) in X. As A(ug,vr) = (vg, —Lug), we have F' = v and
Luy — —G in L%*(). Using the same argument as in the previous theorem (here
the situation is even easier) we get

lur — willwz20) < [[L(up —w)lz2(0),

and we see that uy, is a Cauchy sequence in W22(Q). Whence uy, — u in W22(Q)
and Lu = —@. Since v, € W,*(Q) and vj, — v in W,"*(Q), we have that (u,v) €
D(A), A(u,v) = (v,—Lu) = (F,G).

Step 3: Properties of the resolvent. Let A > 0, (F,G) € X = W, *(Q) x L*(Q) and
consider

Au,v) — A(u,v) = (F,G). (6.19)
This is equivalent to
M—v=F ueW*?*Q)nWw,*Q),

6.20
WA Lu=G  veW, Q). (6.20)

Then \2u + Lu = AF + G. As \? > 0, there exists unique solution u € W22(Q) N
Wé2(9) (due to the regularity of the elliptic problem). Then v = Au — F €
W, 2(£2), hence (6.19) has unique solution (u,v). Consequently, o(A) C (0, 00).
Step 4: Resolvent estimate. We write the solution to (6.19) as

(u,v) = RA(F, G).

From (6.19)2 we see that

Mol + Bluo] = [ Goda.
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Since v = Au — F, we have (here we need the symmetry of {a;;}¢._,)

i,j=1

Mol + Blud) = Blu Fl+ [ Guda

N

< (||G||%2(Q) + BIF, F]) % (||v|| 2(0) + Blu,u])*.

Whence )
1w 0)[x < SIE Gllx,
and .
[Bxllcx) < % A > 0.
O
6.3.2 Nonhomogeneous equation
We consider now
du _ Au+ f(t)
dt (6.21)
u(0) = up € X.

Above, f(t): I — X is Bochner integrable, I = [0,T] and A with its domain D(A)
is an unbounded operator.

Definition 6.3.21. A function u(t) is a

(i) classical solution to (6.21), if u € C*((0,T); X) N C([0,T]; D(A)) and equality
(6.21)1 is fulfilled for all t € (0,T)

(ii) strong solution to (6.21), if u € WH1(0,T;X) N C([0,T]; D(A)) and (6.21)
is fulfilled for a.e. t € (0,T).

Definition 6.3.22. Let A with its domain D(A) be a generator of a co-semigroup
{S5(t)}t>0. Then the function

u(t) = S(t)uop + /0 S(t—s)f(s)ds vt € [0,T)

is called a mild solution to (6.21).

Remark 6.3.23. The motivation for this definition comes from the variation of
constants formula.

Lemma 6.3.24. Let {S(t)}i>0 be a co-semigroup, v(t) := fot S(t—s)f(s)ds.

(i) If f € L*(0,T; X), then v € C([0,T); X).

(ii) If f € C*1([0,T); X), then v € C*1([0,T]; X).

(iii) If f € CY([0,T]; X), then v € C'([0,T); X) and v'(t) = S(t)f(0) + [y S(t —
s)f'(s)ds for all t € [0,T].
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Theorem 6.3.25. (1) Letug € D(A), f(t) € C1([0,T]; X). Then the mild solution
from Definition 6.3.22 is a classical solution to (6.21).

(2) Let ug € D(A), f(t) € C*L([0,T); X). Let X be reflexive. Then the mild
solution from Definition 6.3.22 is a strong solution to (6.21).



264 KAPITOLA 6. LINEAR EVOLUTIONARY EQUATIONS



Kapitola 7

Nonlinear parabolic
equations

We now consider two examples of nonlinear equations of parabolic type which can
be studied using combination of methods presented above.

7.1 Linear parabolic equation with a nonlinear
compact perturbation

We consider a system of parabolic equations
1
8tu+u-Vu+§udivu—Au:f in (0,7) x Q,
u(0) = ug in Q, (7.1)
u=20 on (0,7) x Q,

where (for simplicity)  C R?® is bounded, open, u = (uy,us, u3) is the unknown
(vector-valued) function and f = (f1, f2, f3) is the given right-hand side. The
system above can be considered as a simplified model for the 3-D incompressible
Navier—Stokes equations.

Definition 7.1.1. The function u € L2(0,T; Wy*(Q; R?)) such that its time de-
rivative dyu € LI(0,T; W=12(Q;R3)) for some q > 1 is called a weak solution to

(7.1), if
1
(u, V>W01’2(52;[R3)+/Q (u.Vu.v+§u~vdiv u+Vu: Vv) dz = {f, V>W01'2(Q;[R3) (7.2)

holds for all v € Wol’Q(Q; R3) and a.e. t € (0,T), and

u(0) = uy.

265
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Remark 7.1.2. (i) Note that for g < 2 (which will be our case), we cannot expect
that u € C([0, T); L2(%4 R3)) (recall that Wy (€ R3), L2(Q; R?) and W~12(€; R3)
is the Gelfand triple) since then q and 2 are not Holder conjugate exponents.
Therefore we only have u € C([0,T); L2 (;R3)) (see Lemma 5.3.22) and thus

lim u(t7~)~vdx:/u0~vdx
Q Q

t—0t

for all v € L?(Q;R3). We will, however, construct a solution with slightly better
properties.

(i1) Using formally as test function in (7.2) v := u (the solution) and assuming
that we may perform all necessary operations below, we end up with

1d 1 .
§a||u||2L2(Q;[R3)+||Vu||2L2(Q;[RD)+/Q (u-Vu~u—|—§|u|2d1vu> dz = <f7u>W01'2(Q;[R3)'
Now, as u(t) € Wy (% R3),

1 1
/ (u -Vu-u+ *|u|2divu) dz = f/ (u-|u]® +divulu?) dz
Q 2 2 Ja
1

= 7/ (—divulul® + divulul?) dz = 0.
2 Ja

Thus

1 ¢ ¢ 1
SOt | 170y ds = [ (ot ol (73

We call this identity energy equality. In fact, we will be able to prove a weaker
relation, so called energy inequality

1 ¢ ¢ 1
IO + [ 190y 0 < [ (0 wipzoqginn ds+ g ol
(7.4)

We have the following result

Theorem 7.1.3. Let ug € L?(;R?), £ € L2(0,T;W-12(;R?)), T € (0,00).
Then there exists a weak solution to (7.1) in the sense of Definition 7.1.1. Mo-
reover, the weak solution fulfills the energy inequality (7.4) a.e. in (0,T) and the
initial condition is satisfied in the sense

th(I)l+ ||u(t) - u0||L2(Q;[R3) =0.
Remark 7.1.4. Note however, that u is generally not a continuous function with
values in L*(Q;R®), the continuity holds only from the right at t = 0, otherwise
the function is only continuous in the weak topology in L?(Q;R3). Moreover, no
uniqueness is claimed.
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Proof. Step 1: Galerkin approximation. We follow the strategy developed in the
proof of existence of a solution for the parabolic problems. We consider a basis
{wh}2e | such that AwF = A\pwk, i = 1,2,3, k € N. Then we look for a solution
in the form

u'(t,z) =Y ct)wh(z), neN
k=1

such that
1
/@u” ~wldz + / (u” -Vu” + §div u”u”) -whdz
Q Q

= / Vu" : Vw! = (f,wl)WJ,z(Q;Rg_), 1=1,2,...,n (7.5)
Q

u”(0) :Pnu:Z(/

u0~wkdx)wk, n € N.
k=1 7%

Note that we may rewrite the problem above as a system of the first order ordinary
differential equations

av'(t) —}—/Q [(ic}j(t)wk) : V( E”: c:fn(t)wm) - w

k=1 m=1 (76)
(Z CZ(t)Wk) : VWZ dI = <f, WZ>W01,2(Q;[R3)
k=1

+
—
<

Step 2: Existence of a solution for the Galerkin approximation. We may use again
the Carathéodory theory (classical one if we regularize the right-hand side) and
get, now locally in time, existence of unique solution to the Galerking approxi-
mation such that ¢ € AC;.([0,7%)), 1l = 1,2,...,n for some 0 < T* < T. The
question is whether T* = T. If T* < T, then due to the theory of ODEs it holds
limsup,_, 7« |}, (t)] = oo, at least for one 1 < [ < n. We exclude this possibility
by proving suitable a priori estimates below.

Step 3: A priori estimates. We multiply each equation in (7.6) by ¢j'(t) and sum
from 1 to n (i.e., we use as test function the solution u™). We get

1
(Opu™u") 2R3 + / (u” -Vu" + idiv u"u") -u"dx
Q

" /Q Vua" s Vu'dr = (f,u") 12 g.ps)-
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Now, we repeat the computations from the formal proof of the energy inequality

/Q(u"-Vu")-u"dx:/Zu—u de = - /Zu

i,j=1 i,j=1

n 1 n|23: n
:_7/28:51 :—§/Q|u|d1vu dx

2

Hence 1
/ (u" -Vu" + =div u"u”) -u"dx =0.
Q 2

Therefore we have

1d " n
5 310 o + [ 997 do = (0o

This yields

1, . t )
5”11 (t)||%2(Q;RS)+\/ / |[Vu |2 dx ds
o (7.7)

t
1 T
:/0 (f,u™) 12 (gups) ds + iHuL(O)H%Z(Q;[R?’)’

and consequently

2 ! n|2
Py . \Y dx dt
e " () B + [ [ (V07 Par

IN

n 1 n
€[] £20,mw 1.2 (32 [0 ||L2(O,T;W01‘2(Q;[R3)) + 5”‘1 (0)||2L2(Q;R3)

1 /7 . T 1, .
1 / / VU dedt 4 C / 112 syt + 107 (0) 2 -
2 Jo Ja 0 2

IN

However
[u™(0)[[z2(are) < lluollr2(:re)

T T
/0 1121 s < / T o——"

and we have

max ||u"(t)||2Lz(Q.[R3) +/ |Vu"|*dzdt < C,
[0,7] ’ 0o Ja

where C'is independent of 7 < 7™ (and also of n), depends linearly on |[uo|| z2(o:r3)
and on HfH%?(O,T;W—lv?(Q;IW‘))'

Back to Step 2: Thus the solution remains bounded when 7 — T~ and hence
T=T".

Back to Step 3: We proved

0™ | Lo 0,7;02(R2)) + ||un||L2(o,T;W&v2(Q;ue3)) <C,
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where C' depends on the data of the problem, but is independent of n.

Next we need to estimate the time derivative of the approximate solutions. We
have, as in the linear problem, that arbitrary v € L?({;R3) can be written as
v 4+ v%, where v{ belongs to the linear hull of {w*}7_, and v} is perpendicular
to it. Moreover,

VT 2 (irsy < [IVIz2(iRe), VT w2 ursy < 1Vllwp2 gy -
Furthermore,
<8tu",v>wé,2(Q;R3) = (atu",v)Lz(Q;[Rg) = (atl_l”,V’iL)LZ(Q;DQB)7

and we may for v € WO1 2(Q) use the Galerkin approximation to deduce

n n n
sup  (Oyu ,V>W01,2(Q;[R3) = sup  (Gyu", Vi) L2 (iR?)
vew, 2 (;R3) vewd 2 (@;Rr3)
HVHW&’Z(Q)SI Hv”wgﬂz(n)g
1.
= sup - / (0™ Vu" + §d1V u"u”)-v{ + Vu": Vvi)dz
Q

IVl 0y <a
(£ V) aen)
< O™l zsrs) VU™ || L2 (@ire) + VU™ |2 (ire) + [[Ellw-1.2(ir3))-
Hence

n
15w ”L%(O,T;W*L?(Q;[W)

< HHunHLS(Q;lRS)Hvun”Lz(Q;RQ) + HvUnHLQ(Q;[RQ) + ||f||W*1’2(Q;[R3) L%(O 7

3 1
< O 12 0 g oy 10" Vi 0 2059
+ Hun||L2(O,T;W01’2(Q;[R3)) + ||f||L2(O,T;W*LZ(Q;RS)O'
Therefore we proved

0™ 1 4 o oy 1.2y S CUN0llz2(05m0), 1Ell 200,75 -1.2(0:5))

(C depends on the data nonlinearly).
Step 4: Limit passage in the Galerkin approximation. We know that there exists
a subsequence {u™* }rcn such that it holds

u™ —u in LQ(O7 T; WOIQ(Q; R?’))
du™ = in L3(0,T; W 2(Q;R?))
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as k — 0o. Due to the presence of nonlinear terms this is not enough to pass to the
limit in the nonlinear terms. We therefore apply the Aubin—Lions Theorem, where
we take Xo = Wy 2 (4 R?), X; = W L2(Q;R3) and X = L2(;R?), ap = 2, ) =
%. Then we have, in addition to (7.8) (taking, if necessary, another subsequence
which we do not relabel)

u™t —u in L2(0,T; L*(S; R%)). (7.9)
It yields, when combined with the a priori estimates

u™ - u in L9(0,T; L*(;R?)), 1<¢g< o0

u™ —u in L2(0, T; L™ (1 R3)), 1<r<6 (7.10)
1
u"t — u in L°((0,T) x 4 R?), 1<s< 30.

We may now try to pass to the limit in the Galerkin approximation. As in the
linear problem, we multiply the Galerkin approximation by ¢ € C2°(0,7T) and
integrate the resulted identities over (0,7"). We have

T
/ (O™, w >W12(Q[Rs)¢dt+/ / u - vu"t 4 dlvu”ku"k) w!dazyp dt

//Vu"k vw!dzy dt = /(f,wl>W01,2(Q;[R3)1/)dt Vi=1,2,...,n.

We consider each term separately. First

T
/0 (Opu™* >W1 2 9)1/) dt %/ (Opu, w > 12(q)  dt.

/ / SVu™) - wldap dt = / / ) - Vu™) - wldzy dt
+/0 /Q(u-V(u”’“—u))-wldxwdt—i—/o /Q(u~Vu)-wldxwdt.

The first terms on the right-hand side

\ / / )-Vu™) - w dwdt)

< / [[u™* —u”LS(Q;RS)||vunkHLZ(Q;RQ)le”LfS(Q;[Ri%) dt
0

Next

< COllu™ —ull 20,13 @ir2)) VU™ || 20, 7,22 (2:R9)) — 0

for k — oo, while the second term tends to zero as Vu™ — Vuin L2((0,7T)x; R?)
and

law!|| L2 0,1y xsrey < [[all 220,720 (me) W' | 3 ey < o0
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Exactly in the same way we may treat the third term and get

1 /T 1 /T
- / / divu™u™ - wldayp dt — = / / divuu - w! dze dt.
2Jo Ja 2Jo Ja

T T
/ / Vu™ . Vw!dzyp dt — / / Vu- Vw!dzy dt
0 Q 0 Q

due to the weak convergence of Vu™ in L?((0,7) x Q;R?) and we end up with

Finally

T
/0 (O, WZ>W01,2(Q;[R3)¢ dt

T
+/ / ((u-Vu—i—%divuu) wl+ Vu: Vw) day dt
0o Ja

T
_ /O (W) 12y 0

for all I € N and all ¢ € C°(0,T). Now, as in the linear case, it is an easy matter
to verify that

1.
<8tu,v>W01,z(Q;R3) + /Q (u-Vu+ §dw uu) v+ Vu: Vv)dzs = <f,V>W01,2(Q;[R3)

for all v € W,*(Q) and a.e. in (0, 7).
Step 5: Initial condition. As in the linear case we may show that u(0) = ug in the
sense that

t£%1+(u(t), V)LQ(Q;W) = (uy, V)LQ(Q;[RS) Vv € WOLQ(Q; [Rg).

Moreover, since u € C([0,T]; L2 (£;R?)) (recall that u € L>(0,T; L*(Q; R?)) and
u € C([0,T); W~12(Q; R?))) we easily see that the limit above holds even for all
v € L2(R3).

Step 6: Energy inequality. We return back to (7.7), multiply it by a non-negative
1 € C(0,T) and integrate over (0,7). We get

T 1 T t
/ f||u"’“(t)||2La(Q;[R3)1/Jdt+/ (/ / \Vu”’“|2dxds)d}dt
0o 2 0 0 Ja

T t T 1 .
:/O (A <f’un>wc}’2(Q;[R3)ds> +/0 ql)dti”un(o)”L?(Q;[RS)-

We now let k — co. Since

t t
liminf/ / \vu"k|2dxdsz/ /|Vu|2dmds,
k—oo Jo Ja o Ja
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due to the Fatou lemma we have
T t T ¢
liminf/ (/ /|vu"k|2dxds)¢dt2/ (liminf/ / \vu"k|2dxds) dt
k—oco 0 0 Q 0 k— o0 0 Q
T t
z/ (/ / \Vu|2dzds) at.
0 o Ja

The limit passage in the other terms is trivial and we end up with

T ) T t ,
/ §Hu(t)||L2(Q;n23)1/fdt+/ (/ /|Vu| dxds)qﬁdt
0 0 0 Ja

T t T 1 )
< = o
< [ (] @z ds) + [ vzl

hence

1 ¢ t 1
SO + [ [ Vularas < [ s ds+ 5 luolE oo

a.e. in (0,7).
Back to Step 5: Due to the weak continuity we have

. 2 2
liminf [u(t)l|z20rs) = [WollZ2(ire)-
On the other hand, the energy inequality yields
lim sup [ u(t)[|72 o.re) < [luol|Z2(0;x0)-
t—0+

Hence
Jim [l @) = 0l 7 00

which together with the weak continuity implies

. 2 _
tl_lgﬂr [a(t) - u0HL2(Q;[R3) =0.

O

7.2 Rothe’s method for parabolic monotone ope-
rator problem

Let us consider the following problem

Opu + diva(z, u(x), Vu(z)) = f in (0,7) x Q
u(0) = ug in Q (7.11)
u=0 n (0,7) x 09,
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where a: R x R x R — R? is a given function.

We assume
l1<p<oo, la(z,v,V)|<C@A+ VP

uo € L*(Q), f e LY (0, T;W=17(9),
where W17 (Q) = (W, *(€2))*. Then

Definition 7.2.1. We say that u € L*(0,T;L*(Q)) N LP(0,T; WP(Q)) with
Opu € LP (0, T; WP (Q)) is a weak solution to (7.11), provided

(7.12)

(Oyu, v)W(},p(Q) Jr/ﬂa(~,u,Vu) -Vodz = (f, U>W01,p(Q)

for all v e WyP(Q) and a.e. t € (0,T), and u(0) = uo.

Remark 7.2.2. Note that u € C([0,T); L*()) (as W, *(Q) N L2(Q), L*(Q),
(WP(Q) N L2(Q))* form a Gelfand triple). Note also that the intersection with
L?(Q) is important only for small p’s, more precisely, for p < dQ—fQ; for larger p's,
WP(Q) — L%(Q).

In order to prove existence of a solution, we will need additional assumptions

{ai(-,-,-)}%_, are Carathéodory functions
(a(z,v, V) —a(z,v,W))- (V-W) >0 ae inQ YweR, and V,W € R?

a(z,v,V)-V>a|lV|P —C, forsomea >0, ae. z€, allveR,VeR?
(7.13)

Theorem 7.2.3. Under assumptions (7.12) and (7.13), there exists a weak solu-
tion to (7.11) in the sense of Definition 7.2.1. Moreover, if a is independent of the
second variable (i.e. a = a(x, Vu)), then the solution is unique.

Proof. Part I: Uniqueness. Let u, w be two (possibly) different solutions corre-
sponding to the same data. Then we have

<3tu,v>W01,p(Q) +/ a(-,Vu) - Vodz = <f7U>W01,p(Q)
Q
(atw,v>W01,p(Q) + /Q a(-,Vw) - Vode = (f,v>W01,p(Q)

for all v € WO1 P(Q2). Denote U = u — w, subtract the equalities above and use
v:i=u—w="U. Then

(O, U) () +/Q (a(-, Vu) — a(-, Vw)) - V(u — w)dz = 0.

Due to property (7.13)3 we have
<atU7 U>W01’1‘7(Q) < 07



274 KAPITOLA 7. NONLINEAR PARABOLIC EQUATIONS

i.e. d
&”U”%ﬁ(ﬁ) <0.

As U(0) =0, we have U(t) =0 for all t > 0, i.e. u = w a.e. in (0,T) x Q.

Part II: Existence. We present here another method how to construct solutions
to evolutionary problems. The method uses as approximate solution a variant of
the corresponding steady problem and therefore we may take advantage that we
already constructed such solutions. On the other hand, the limit passage is slightly
more difficult.

We divide the time interval (0,T) into a finite number of subintervals of the length
%7 m € N and on each subinterval we consider a steady problem based on the fact
that we replace the time derivative by the corresponding differences. We may use
Theorem 4.1.5 to construct approximate solutions on all subintervals. Then we let
m — oo and show that the corresponding limit of the approximate solutions is our
weak solution to the evolutionary problem.

Step 1: Approximate solution u,,. Let us fix m € N, denote 7 = %, ty = kT,

k=0,1,...,m —1 and define

1 [te+1 ,
fr = 7/ fdt e W=7 (Q) (Bochner integral mean).

T Jty

We define u,, (to) := up and look for functions constant on each interval (g, tgy1].
We define 7 := upm (tx) € Wy P(Q) N L2() and look for 7,11 as weak solution to

Nk+1 — Tk

[ ot [ almn, Vi) - Veds = (e owpr
Q T Q 0

for all ¢ € Wy () N L?(Q). Using the method from Theorem 4.1.5 we can prove

existence of a solution 7,1 (x). Note that, using ¢ := nx41, we get the following a

priori estimate

1 1
*/ |77k+1\2d$+0/ ‘nk+1|pd$SO+<flm77k+1>wlvz’(g)+*/77k77k+1 dz. (7.14)
T Ja Q 0 T Ja

Since the right-hand side can be easily bounded, we see that nz1 € Wy (Q) N
L?(2). Repeating the construction for k = 0,1,...,m — 1 we obtain u,,. Note that
generally, u,, may be non-unique.

Step 2: A priori estimates. We take (7.14) with ¢ := 7,41 and sum it up for
k=0,1,...,M < m. We get

M M

/ {Z(nkJrl — )1 + 7 Al e, Vigga) - Vnkﬂ} dz
@ k=0 k=0
M

=7 (o) wie ()
k=0
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We use that

_ (77k+1)2 (ﬁk)z (77k+1_77k)2
(M1 — M) M1 = 5 5+ 5 ,

which yields

M M
(Nrr41)? (M1 — Mk)?
( 2 +Z 2 +T2a('7nk+17vnk+l) 'vnk+1) dz

Q k=0 k=0

O S )
= L2 ks k417 whe ()

k=0

Note that 7 are constant on (tg,tg+1], um is defined as n; on (tg,tg+1] and
T = tgy1 — tr. We have

%

NE

a(, M1, Vieg1) - Vg do

=
i

0

tr41
/ / M1y Vk+1) - Vg1 da dt
Q

tht1
/ / Uy V) © Vg, dodt
t

(M+1)T
/ a(ty Um, V) - Vi, do dt,
Q

HME HMS

Il
s~

and
M M thit
T {femer1)w = </ fdt777k+1> )
kZ:O '@ kZ:O ty Wy ()

M tet1 (M+1)T
- Z {f; nk+1>W1”’(Q) dt = (f 1)y WP (Q) de.
t 0 0
Therefore we have

/ ((um(tM+1))2 +§: (v (ths1) —Um(tk))2) d
Q

2 2
k=0

(M+1)T
+ a/o IVum 70 .ra) dt

1 ) (M+1)T
< Ct 5ol + / 1 =10t 2t 1
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The Young inequality yields

M
/Q ((um(tM+1))2 + Z (wm (trs1) — Um(tk))z) dz
k=0
(M+1)7
+ 04/0 IVt |70 ()

<O(Ut ol + [ W1 gy ) < CDATA)

Since M was arbitrary, we have

-1

[t (tr41) = m (t) 12 dt < C
0

3

=
Il

wmllzo(0,7;22(0)) < C

Hum HLP(O,T;WOI”)(Q)) S C.

Moreover, we also have

Ha('aumvvum)HLP/(o,T;LP’(Q;[Rd)) <C.
Thus we can extract subsequences such that

Um, —u  in LP(0,T; Wy P (Q))
Uy, =" U in L°°(0,T; L3(Q))

k

a, tm,, Vim, ) = A in L¥ (0,T; L” (; RY)).

In what follows, we write without loss of generality w,, instead of u,,, .
Step 3: Another sequence and its limit. We now modify wu,, by redefining it on
(tg,tk+1) to be linear. Hence

t— 1t tr
(Um(tk+1) — um(tk)) =Nk + T(ﬁkﬂ — k)

U (t) = um (k) +
for ¢t € (tg,trs+1). We easily see that
[tmllLo< 0,522 () < C and [l Lo o,7w27 (02))

and 1
8t17m = ;(um(tk_H) — um(tk)), t e (tk,tk+1).

We now compute an estimate of the time derivative. For ¢ € (¢x, tx+1) it holds
/ Oy da = —/ a(, Mp+1, Vre1) - Vodz + ([, SD>W01’P(Q)
Q Q

< C(L+ IV 12 e IV oy + il sy 1l )
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Thus on the same time interval

Hatﬂmnw—l‘p’(g) = sup <3tam,80>wolyp(g) = / gt p dx
HVJHWLP(U)Sl llell 1p<n><1

< C(l + ank+1||Lp Q;R%) + ”kaW—lvP’(Q))

which yields

T
~ /
/O 9617, 1. g

o1+ HWmhmmdw+§j TR g ) <€
( ) Q)

since

m—1 g , m—1 g 1 th+1
1 gt =2 [ [ sl
kZ:O/tk wohr) kzzo R L WL ()
m—1 g, 1 thy1 P’
[ (G [ Ml ds) at
k

=0 k

tet1 1 tht1
/ /‘|mmHﬂmmw=/|mmlp)msa

| A

| /\

=0

where we used the Holder inequality. Thus

Up — U in LP(0,T; W, P(Q))
Oytim — Oy in LP (0, T; W17 (Q))

and due to the Aubin-Lions Theorem applied on spaces Wy*(Q) << LP(Q) <
WL (Q) also

Um = in LP(0,T; LP(S)).
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Let us show that @ = u. We have

T tr41 9
/O i — thm 2y It = Z / i — tim 2y et

m—1

_ Z /tk+1

2

t— 1t
Nk+1 — (m + 7(77}’@-&—1 - %))’ L2(9)

>
I
,_o

3

|
M

Pt t—tp)2
I = el (1= =5 )t

=
Il
,_.o

3
3

1—

IN

kg1 — 1]l 72 ) At

-,
~

k=0

— CcT
Z [7h+1 — 77k||%2(g) < W -0

for m — 0. Therefore @, — u,;, — 0 in L2(0,T; L?(Q)). Since u, — wu in
LP(0,T; W) P()) and @, — @ in LP(0,T; Wy* (), we easily see that u = .
Step 4: Initial condition. First, since u € LP(0,T; W, *(Q) N L*(Q)) and du €
LY (0,T; (WyP(Q) N L2(Q))* 2 (the former follows from the a priori estimates, the
latter from the fact that (W, 7 (Q))* < (Wg*(Q) N L2())*) we may use proper-
ties of the Gelfand triple to verify that u € C([0,T]; L?(2)). Let us show that
u(0) = ugp in this sense. We fix § and h > 0 and define

1 tel0,d)
d(t) 1—3(t—206) te(8,6+h]
0 t>é+h

and multiply the weak formulation for w,, by ®(¢) and integrate over (0,7"). It

yields
tht1 T
/ fkv W&,p(g)@dt:/ /3tﬂm<pCI>dxdt
tr 0 Q

T
+/ /a(-,um,Vum)-ngI)dxdt: —/ /ﬁmgoatq)dmdt
0 Ja o Ja
T
*/u7n(0)<p<1>(0)dx+/ /a(-,um,wm)~wq>dzdt.
Q 0 Jo

We now let m — oo

1 d+h o+h
f/ /wpdxdt—/uo(pda?—i—/ /A-Vapq)dxdt
h Js Q Q 0 Q

d+h
= /0 (f, <P>W(}»P(Q)‘I)dt

m—1

k=0

(7.15)
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(recall that @, — u in L*((0,T) x Q), un(0) = wug, a(-,um, Vi,,) — A in
LY (0,T; L7 (Q; RY)), Vopd € LP(0,T; LP(€; R%)), and finally

/ " < / " f(s)ds,@wgvp(m@(t) dt

k=0 tk

/ () F(6) D pry ds) £ B(E)
(

kZ: Lk <
_ 1 tht1 1 tht1
P /tk (f(s), )wrv ds; /tk (1) dt(tp41 — tk))

m
k

m—1

Il
— O

0
= [ G0t

The last limit passage above uses the fact that ® is uniformly continuous on [0, 7.
Letting h — 0%

5
/u(é)cpdx—/uogoder/ /A~Vgp‘1>d:£dt:/ (fsedwrr®dt.
Q Q 0 Ja

Finally, letting 6 — 07 (recall, u € C([0,T]; L*(2)))

/u(O)gpdx:/uowdx
Q Q

for all ¢ € W,P(2) N L?(Q); in particular for all ¢ € C2°(Q) which due to the fact
that u € C([0,7T]; L?(2)) implies the equality also for all ¢ € L?(12).

Step 5: Weak formulation. Let us multiply the weak formulation for u,, (m € N)
by ¥ € C°(0,T). We get

T T
/ /&ﬂmgm,bdxdtJr/ /a(~,um,Vum)~ng/)dxdt
0 Q
m—1 tht1
_ Z/ (s Pt oy dt.

As above (the first term, which is different, can be treated easily) we get

T T T
/0 /Q@tu,go)WOl,p(Q)z/;dxdtJr/o /QA.ng/;d:rdt:/o (f,go)Wol,p(Q)@/Jdt.

It remains to show that A = a(-,u, Vu).
Substep 5(i): Let us show that

Up (1) — u(t) in L?(Q) (7.16)
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for a.e. t € (0,7). Recall that @, — v in LP((0,T) x Q) and Uy, — Uy — 0 in
L3((0,T) x Q). Thus

U —> U in L1((0,T) x Q)
with ¢ = min{2, p}. Therefore
U (B) — u(t) in LI(Q) (7.17)

for a.e. t € (0,T) (possibly for a subsequence). However, for a.e. t € (0,7") the
sequence {tm, (t)}ee(o,r) is bounded in L?(Q2) and thus it contains a weakly con-
vergent subsequence in this space. If ¢ is such that (7.17) holds, then u,, (t) — u(t)
in L2(€2). Since all this can be repeated for arbitrary subsequence, (7.16) holds for
all ¢’s such that (7.17) is valid, for the whole sequence.

Substep 5(ii): Let us show that

t t
lim sup/ / a(c, U, Vi) - Vg, deds < / A - Vudrds
o Ja 0 Ja

m—roo

for a.e. t € (0,T). Let us take ¢ such that (7.16) holds. For fixed m € N take
k = k(m) such that ;" <t <t} ;. Since ' | — t;* — 0 for m — oo, we have

t
/ /a(-,um,Vum)-Vumdxds
0 Ja
k1
= / / (a(~7um,Vum) — a(~,um,0)) - (Vuy, —0)dads
0 Q
tha
—/ / (a(-,um,Vum) — a(-,um70)) - (Vuy, —0)dxds
t Q
t tha
—|—/ /a(~,um,0))~Vumdxds§/ /a(~,um,Vum)'Vumdxds
0 Ja 0 Q

that
f/ /a(~,um,0))~Vum dz ds
¢ Q

tita
< / / a(s, Um, Vi) - Vg, deds + o(1) as m — 0o,
0 Q

where we used that

24 24}
‘/ /a(-,um,O))~Vumdmds‘ SC/ /|Vum|dacds.
t Q t Q
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We now have (recall that w,,(t) is constant in (2}, 7" ])

tih 1 ) k
/0 /Qa(~, Uy V) - Vi, deds = 3 /Q uf dx + TjZ:()(fk, um>W01,p(Q)

1 may 2
_5/9“2 k) / E um 1) — um(t] )) dx

1 ” ) thit

< 5ol = hon( B Ba@) + [ (Frtmbugnay

1 ) K

< 5ol = HnOa(o) + | (Frtdgocayds +o)

(as m — o). Hence, using the weak lower semicontinuity of the norm in L?((2)
and our choice of ¢, we have

t
limsup/ /a(-,um,Vum)-Vum dxds
Q

m—0oQ

1 t
< 5ol = [uOlEae) + [ (e ds

1 t
3 (ol ) = [0 Eaey) + | (0o ds

t
+/ /A-Vudxds:/A~Vudxds,
o Ja Q

where we used the properties of the Gelfand triple, in particular, that the function
ue C(0,T]; L2(Q)).

Substep 5(iii): We now finish the proof by employing the Minty’s trick. We fix
B € L?(0,T; LP(Q;R?)) and get

¢
0< limsup/ / (a(, um, Vum) — a(-, uy, B)) - (Vu, — B)dzds
0o Jo

m—r 00

t
< lim sup/ / a(s, U, Vi) - Vi, dzds
Q

m—r oo

t
- liminf/ / (a(, wm, Vup) - B+a(-, uy, B) - (Vu, — B)) dzds

m—0oQ

//A Vudxds—// (A-B+a(,u,B)- (Vu—B))dxds
// —a(-,u,B))(Vu - B)dzds.

Note that a(-,um, B) — a(-,u,B) in L ((0,T) x Q;R%) due to the Lebesgue
Dominated Convergence Theorem, as |a(-,-,B)| < C(1 + |B|P~1).
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We now set B := Vu — AH, A > 0 and H € LP(0,T; L?(Q;R?Y)), arbitrary. Then
we have

t
og/ / (A —a(-,u, Vu — AH)) - Hdz ds.
0 JQ

We let A — 07 and use the properties of Carathéodory functions (continuity of
the Nemytskii operator) to conclude

0§/0 /Q(Afa(~,u,Vu))'deds (7.18)

for all H € L?(0,T; LP(Q; R%)). Therefore, equality in (7.18) holds and, moreover,
A = a(-,u, Vu). The proof is finished. O



Pfiloha A

Prostory funkci

A.1 Uvod a znadeni

Zakladnimi prostory pro feSeni linedrnich (resp. nelinedrnich) rovnic a jejich sou-
stav eliptického typu jsou Sobolevovy prostory W*P(Q2) a pro slaba feseni evo-
lu¢nich rovnic a jejich systémi jsou zakladnim kamenem Bochnerovy prostory
WkP(0,T; X). Vychozim bodem teorie téchto prostorti jsou vsak prostory spoji-
tych a spojité diferencovatelnych funkci, jimz je vénovana Sekce A.2, a Lebesgueovy
prostory, jimz je vénovana Sekce A.3. S témito prostory se ¢tenaf mohl podrobné
seznamit v zakladnich kurzech matematické analyzy a teorie miry a integralu, ale
pro ¢tenarovo pohodli uvadime zakladni prehled vysledki z teorie téchto prostort
v piislusnych kapitolach. Dikazy téchto tvrzeni lze dohledat napt. v Kufner et al.
[1977] a Lukes and Maly [1995]. Specidlnéjsi tvrzeni, které pak budou potifeba v
dalsim textu, jsou prezentovany s diikazy. Sobolevovy prostory jsou pak podrobné
studovany v Kapitole 2.

NeZ se zatneme vénovat jednotlivym prostorim funkci, pfipomeneme jesSté stan-
dardni znaceni multiindexu a zkraceného zapisu parcidlnich derivaci.

Znaceni A.1.1 (Multiindex). Usporddanou d—tici o = (aq,...,a4), a; € Ny,
nazgvame multiindex. Vysku multiindexu znacime || a definujeme ji jako || =
ay+ -+ ag.

Znacéeni A.1.2 (Zapis parcidlnich derivaci uZitim multiindexu). Symbolem D%¢
znacime parcidlni derivaci funkce ¢

ol b
Do) - 0l0)

- %) [P
oxi™* ... Ox
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A.2 Prostory spojitych, hélderovsky spojitych a
spojité diferencovatelnych funkci

V této sekci pfipomeneme nékteré vlastnosti prostori spojitych funkei, holderovsky
spojitych funkci a spojité diferencovatelnych funkci. Véty budeme uvadét zpravidla
bez ditkazu, ¢tenaf je muze nalézt i s diikazy napiiklad v monografii Kufner et al.
[1977].

Definice A.2.1 (Spojité a spojité diferencovatelné funkce). Bud Q C R? oteviend
mnozina.

1. MnoZinu viech spojityjch funkci na 0 znacime C(2) resp. C°(Q).

2. Bud k € N, pak C*(Q) oznacuje mnoZinu vsech funkci u, které maji na
mnoziné€ ) véechny parcidlni derivace az do 7ddu k a pro kazZdy multiindex
a spliugici || < k plati, Ze D*u € C(92).

3. C>®(Q) znaci mnoZinu viech nekonecnékrdt spojité diferencovatelnijch funket
na §, tedy C>(Q) = Njen C* ().

4. Oznacme suppu = {z € Q| u(z) # 0} nosic¢ funkce u. Potom pro libovolné
k € No U {oo} definujeme prostor C§(2) := {u € C*()| suppu C ,suppu
je kompaktm’}.

5. C(2) resp. C°(Q) znaci mnoZinu vsech funkei z C(SY), které jsou omezené a
stejnomeérné spojité na €.

6. Bud k € N, pak definujeme prostor C*(Q) := {u € C*(Q)| Vo, |o| < k :
Du € C(Q)}.

7. C2(Q) = N CH(Q).

keN

Pozndmka A.2.2. Je-li ) omezend mnoZina, je (5) v predchozi definici ekviva-
lentni s tim, Ze existuje spojité prodlouzeni funkce na 2. V dalsim proto uwvazZujeme,
Ze k takovému prodlouzeni doslo.

Zakladni vlastnosti téchto prostori funkei jsou shrnuty v nasledujici vété.

Véta A.2.3 (Vlastnosti prostoru C*(Q)). Bud k € No. Oznacme pro u € C*(Q2)

luller @ = Z sup |D%u(z)]. (A1)

{a:|al<k} T€Q

Potom plati nasledujici tvrzeni:

1. |+ ller @) Je norma na Cck Q).
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2. C*(Q) je vzhledem k vyse uvedené normé Banachiv prostor.
3. Je-li Q navic omezend, je C*(Q) separabilni.

4. Prostor C*(Q) neni reflexivni.
Proof. Viz [Kufner et al., 1977, sekce 1.3-1.7]. O

Vzhledem k tomu, Ze prostor C*({2) neni reflexivni, uvedeme i pfesnou charakteri-
zaci dudlniho prostoru. Tato charakterizace bude pozdéji vyuzita k popisu vlast-
nosti nékterych specidlnich Sobolevovych prostori.

Véta A.2.4 (Reprezentace dudlniho prostoru k C(9)). Bud Q C R? oteviend
omezend mnozina. Bud ¢ spojity linedrni funkciondl na C(S2). Potom existuje praveé
jedna konecnd reguldrni Radonova mira p na ) takovd, Ze plati

YueC(Q): ¢u) = (¢p,u) = / udpy. (A.2)

Q

Navic plati, Ze Hfb”(c@))* = |u|(Q), kde |u|(Q) je totdlni variace miry p na Q.
Proof. Viz Dunford and Schwartz [1988]. O

Nasledujici véta udava piesnou charakterizaci prekompaktnich mnozin v C(Q2).
Véta A.2.5 (Arzela-Ascoliho véta). Bud Q C R? oteviend omezend mnoZina.
Necht A C C(Q)). Mnozina A je totdlné omezend prdvé tehdy, kdyz

1. je stejné omezend, tj.

3C e R : sup HfHC(ﬁ) ‘= sup m@(‘f(l’)l <,
feA fEA zeQ

2. je stejné stejnomerné spojitd, tj.
Ve>036>0VfEAVr, 20 €Q: |11 — 22| <5 = |f(z1) — f(x2)] <&

Proof. Viz [Kufner et al., 1977, Theorem 1.5.3]. O

V nésledujicim zavedeme prostory hélderovsky spojitych funkei, které mohou byt
chapany jakozto interpolacni prostory k prostorim spojitych a spojité diferenco-
vatelnych funkci.

Definice A.2.6 (Holderovsky spojité funkce). Bud 2 C Re oteviend mnozina,
k€ No au e C¥Q). Pro libovolné X € (0,1] a multiinder « takovy, Ze |a| < k,
oznacme

|D%u(x) — D*u(y)|

F—” (A.3)

Hya(u)=  sup
z,yeQ, z#y

Potom definujeme C**(Q) = {u € C*(Q)| Vo, |a| =k : Haa(u) < 0o}
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Zakladni vlastnosti prostort holderovsky spojitych funkei jsou shrnuty v nasledu-
jicl vété.

Véta A.2.7 (Vlastnosti prostoru CFA(Q)). BudQ C R? oteviend mnoZina, k € Ny
a X € (0,1]. Prou € C*(Q) oznacme

||“Hck=x Q) — ||U||ck Q Ha x(u). (A.4)
() (€2)
{a: |a|=k}

Potom plati
1. |- llerr @ je norma na CFA Q).

2. C*Q) je k vyse uwvedené normé Banachiiv prostor.

3. CFM(Q) nend separabilnd.
Proof. Viz [Kufner et al., 1977, sekce 1.3-1.5]. O

Neékteré prostory holderovsky spojitych funkci maji v teorii vyznacné postaveni a
proto zavadime nasledujici znaceni.

Znaceni A.2.8 (Lipschitzovsky spojité funkece). Je-li « = (0,...,0) budeme pou-
Zivat misto H,.. 0),x(u) znaceni Hox(u). Navic, je-li X = 1, mluvime o a(®)
jako o prostoru lipschitzovsky spojitych funkcich. Pokud je A = 0, ztotozZnime pro-
stor C%0(Q) := C(Q).

Stejné jako v pripadé spojitych funkci muzeme studovat podmnoziny prostori
holderovsky spojitych funkci, které jsou prekompaktni v prostoru spojitych funkci.
Nasledujici véta pak fika, ze jakakoliv omezena podmnozina uz tuto vlastnost ma.

Véta A.2.9 (Kompaktni vnoreni CO*(Q) do C(Q)). Bud Q oteviend omezend
mnoZina. Pak pro kazdé X € (0,1] plati

COMNQ) —— C(Q).
Proof. Tvrzeni je disledkem Arzela—Ascoliho Véty A.2.5. O

Plati dokonce i silnéjsi tvrzeni.

Véta A.2.10 (Kompaktni vnoreni C%#(Q) do C%(Q)). Bud ) oteviend omezend
mnozina. Pak pro kaZdé a, B € [0,1] takové, Ze 0 < a < B < 1, plati

COP(Q) —— CO*(Q).

Proof. Véta je snadnym dusledkem interpola¢ni nerovnosti z nasledujiciho cviceni.
O
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Cvicéeni A.2.11. Ukazte, Ze pro kazdd 0 < \1 < Ay < 1 plati

A=A
A2

A1

Hon, () <2 (Jlullemy) = (Ho ()

Véta A.2.12 (Rademacherova véta). Funkce z C%1(Q) je diferencovatelnd skoro
vSude' na Q a |D%u(z)| < Ho1(u) plati skoro vsude na Q pro |a| = 1.

Proof. Viz [Luke$ and Maly, 1995, Theorem 30.3]. O

A.3 Lebesgueovy prostory

Predpokladame, Ze Ctenaf je v dostateéné mife obeznamen se zéklady teorie Lebe-
sgueova integralu. Podrobnéjsi informace je mozno nalézt ve skriptech Lukes and
Maly [1995]. Tamtéz je dokdzana vétSina vét, které uvadime v této sekci. Dalsim
vhodnym zdrojem je Kufner et al. [1977].

Nebude-li feceno jinak, bude Q v této sekci znacit libovolnou méfitelnou (vzhledem
k Lebesgueové mife) mnozinu v R%. Integralem rozumime Lebesguetiv integréal a
mirou Lebesgeuovu miru.

A.3.1 Zakladni vlastnosti méritelnych funkci a Lebesgueova
integralu
Nejdfive pfipomeneme charakterizaci méritelnych funkci.

Véta A.3.1 (Luzinova véta). Bud f : Q — R, f skoro vsude koneénd a Q@ méii-
telnd. Pak je ekvivalentni

1. funkce f je méritelnd,
2. pro kaZdé ¢ > 0 existuje oteviend mnozina G C €2 tak, Ze |G| < ¢ a f |o\¢
je spojitd.
Proof. Viz [Lukes and Maly, 1995, Theorem 18.1]. O

Déle pfipomeneme zékladni véty o charakterizaci posloupnosti méfitelnych (inte-
grovatelnych) funkci.

Véta A.3.2 (Leviho véta o monoténni konvergenci). Bud Q C R? méFitelnd
mnozina a { fn}521 posloupnost méritelngch funkci takovd, Ze pro kazdé n a skoro
vSechna x € Q plati f,(z) < fot1(z), a navic

/Qfl(x) dz > —o0.

ITermin skoro véude znamen4 a7 na mnoziny Lebesgueovy miry nula, viz Sekci A.3.
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Pak existuje méritelnd funkce f takova, Ze

lim f,(x) = f(z) pro skoro viechna x € €,
n— oo

lim fn )dx:/f(x)d:ﬂ
Q

n—oo

Véta A.3.3 (Lebesgueova véta o majorizované konvergenci). Bud Q C R? méri-
telnd mnoZina, {fn}22, posloupnost meéritelngch funkei a funkce f takovd, Ze pro
skoro vsechna x € Q plati

lim f,(x) = f(x).

n—oo
Navic, necht existuje méritelnd funkce g takovd, Ze pro vsechna n € N a skoro
vSechna x € )

ful@)] <glz)  a /Q o(z) dz < oo.

Potom

lim fn )dx:/ﬂf(:r)dz

n—oo

Véta A.3.4 (Vitaliho véta). Bud Q C R? omezend méritelnd mnoZina, {fn}5
posloupnost méritelnych funkci a funkce f takové, Ze pro skoro vsechna x € ) plati

lim fo(x) = ().
Navic, necht je dand posloupnost stejné stejnomérné integrovatelnd, tj.

Ve>030 >0Vne NVH CQ: |H| <6 = / |fr(x)] <e.
H

Potom

lim fn )dm:/f(x)dx
Q

n—oo

Véta A.3.5 (Fatouovo lemma). Bud Q C R? méritelnd mnoZina, {f,}°%, po-
sloupnost nezdpornych méritelnych funkci. Potom

/Hminffn( ) dx <hm1nf/ fn(z
Q

n— oo n— oo

Véta A.3.6 (Jegorovova véta). Bud Q méfitelnd a || < oo. Bud f a {fn}52,
meritelné funkce, které jsou konecné skoro vsude na Q). Pak je ekvivalentni:

1. Pro skoro vsechna x €

lim_ f, () = f(x).

n—oo
2. Pro kaZdé £ > 0 existuje oteviend mnoZina G C Q) tak, Ze |G| < ¢ a

fn = f stejnomérné na Q\ G.

Proof. Dtikazy Vét A.3.2-A.3.6 lze nalézt v [Lukes and Maly, 1995, sekce 8 a
12). O
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A.3.2 Zavedeni Lebesgueovych prostora, Holderova nerov-
nost a jeji dasledky

Nyni zadefinujme zakladni pojem v teorii Lebesgueovych prostort.

Definice A.3.7 (Tfida £P). Bud p € [1,00). Pak znacime

LP(Q) = {f méritelnd na ) | / |fIP dx < oo},
Q

Wller = 17l = ( /Q Iflpdrv>p . (A.5)

Pro p = 0o znacime

L£2() == {f méritelnd na Q| 3C € RY : |f(z)| < C skoro vsude na Q},

o 1= eSS Ssu z)| = inf su T A6
Iflle~ o= esssuplF(@)| =, nt - sup |7(2) (A.6)

= inge {a | |f(z)| < a skoro viude na Q}.
(¢S

Zména funkce f na mnozing miry nula nem4 vliv na to, zda f € LP(Q), p € [1, o],
ani na hodnotu funkcionalu || - ||z». Pro funkce f € LP(Q) tedy neni funkcionél
| - | z» norma. Uvazujeme proto misto individualni funkce f tfidu ekvivalence [f]
definovanou jako

f1 €[f] & f1 = f skoro vSude na Q.

Misto tiid [f] budeme (ponékud nepfesng) hovotit o funkcich f, pfiéemz budeme
mit na mysli celou t¥idu ekvivalentnich funkeci.

Definice A.3.8 (Lebesguetiv prostor). Bud p € [1,00]. Oznaéme
L) == A{f] | f e L2 (D)}

Potom LP () nazgvdme Lebesguetiv prostor. Pro otevienou mnoZinu Q) ddle zavd-
dime

LP

loc

(Q) := {f méritelnd na Q| VK C Q, K kompakini: f e LP(K)}.
Zakladni vlastnost funkciondlu definovaného v (A.5) a (A.6) je nésledujici.
Véta A.3.9 (Minkowského nerovnost). Bud p € [1,00] a f,g € LP(Q). Pak plati
1. f+g€LP(Q)
2. f + 9l o) < Mfllpo) + 191 po -

Proof. Viz [Luke$ and Maly, 1995, Theorem 10.4]. O
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Na jejim zakladé pak mtzeme dokazat nasledujici zakladni vlastnost Lebesgueo-
vych prostori.

Véta A.3.10 (Uplnost Lebesgueovych prostori). Bud p € [1,00]. Pak plati, Ze
funkciondl || - ||c» definovang v (A.5) a (A.6) je na LP(Q2) norma a prostor LP(2)
je vzhledem k této normé Banachiv. Navic, pro p = 2 je L?(Q) Hilbertiv prostor
se skaldrnim soucinem definovanym jako

(u,v) p2(q) Z/Qu(x)v(m)dx.

Proof. Viz [Luke§ and Maly, 1995, Theorem 10.6]. O

Zcela zasadni roli nejen v teorii Lebesgueova integralu ale i v teorii parcidlnich
diferencidlnich rovnic pak hraje néasledujici nerovnost.

Véta A.3.11 (Holderova nerovnost). Bud p € [1,00] a f € LP(Q), g € LP' (),

kde % 4 i =1 (s dmluvou p =1 = p’ = 0o a naopak). Pak plati

1. fge LY(Q),
2. ||f9||L1(Q) < ||f||Lp(Q) ”g”Lp’(Q)'

Proof. Viz [Lukes§ and Maly, 1995, Theorem 10.3]. O

Holderova nerovnost mé nékolik pfimych disledk.

Lemma A.3.12 (Holderova nerovnost pro vice funkei). Budte proi =1,...,k,
pi € [1,00] takové, Ze plati Ele 1% = 1. Budte ddle f; € L (). Pak plati

1. Iy fi € LY(Q),
k k
2 || |, ) < T 1illos -

L(©)
Lemma A.3.13 (Trividlni vnofeni LP(Q) prostortl). Bud? |Q)] < oo, pak pro
P1,D2 S [1700]) P2 2 D1 plati

1. LP2(Q)) — LP(Q),

p2—Pp1
pLp2 Hf”Lm(Q)-

2. ”fHLm(Q) < |Q|

Lemma A.3.14 (Interpola¢ni Holderova nerovnost). Bud pi,ps € [1,00], p2 > p1
a f € LPr(Q) N LP2(Q). Potom Vr € [p1,p2], plati

1. feL"(Q),

2Symbol | - | znaéi d-dimenzionalni Lebesgueovu miru mnoziny Q C RY.
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o e’
2. Hf“Lr(Q) = ”f“LPl(Q) HQHLm(Q),

o l1—a

kde o spliuge % = Pt

Cviceni A.3.15. Uzitim Véty A.8.11 dokazte Lemmata A.3.12-A.3.14.

Jako posledni v této sekci uvedeme charakterizaci L>°(Q).

Véta A.3.16 (Souvislost norem v L>(Q) a LP(Q)). Bud | < oco. Je-li f €
L>(Q), pak plati

1. Vpel,o0): feLP(Q),
2. im0 ||f||LP(Q) = ||fHL°°(Q)'

Ezistuje-li posloupnost {p;}32, takovd, Ze lim; ,oo p; = 0o a konstanta C € Ry
takovd, Ze sup;ey || f|l 0. () < C, pak plati

1. f e L>(Q),

2 | fllpoe () < C-

Proof. Dtikaz je pomérné jednoduché cviceni a lze jej nalézt v [Kufner et al., 1977,
Theorem 2.11.4-2.11.5]. O

A.3.3 Hustota spojitych funkci v Lebesgueovych prostorech

Z konstrukce Lebesgueova integrélu plyne, ze v prostorech LP(Q), p € [1,00),
jsou husté jednoduché funkce. V kapitole o konvoluénim zhlazovani si ukazeme
hustotu hladkych funkci. K tomu ale budeme potfebovat vétu o Lebesgueovych
bodech, jejiz diikaz vyuziva hustotu spojitych funkci v L(£2). Tento vysledek si
nyni dokazeme.

Véta A.3.17 (Hustota spojitych funkei v L' (). Necht Q C R? je oteviend. Pak
spojité funkce jsou husté v L1(£2).

Proof. Zvolme u € L'(Q)) a ¢ > 0. Pfedné s vyuzitim Lebesgueovy Véty A.3.3
snadno ukazeme, Ze existuje R > 0 tak velké, ze [[u—ux g, () l/1 < €. Nyni ndm staci
spojité aproximovat funkci u; = uxp,(0), kterou dodefinujeme nulou mimo defi-
ni¢ni obor u. Diky vlastnostem Lebesgueova integralu existuje jednoduché funkce
uy € LY(R?Y) takova, Ze |lug — ui|; < e. Zfejmé miizeme piedpokladat, ze us = 0
na R\ Br(0). Tato funkce mé jen kone¢ny pocet nenulovych funkénich hodnot,
jejichz vzory jsou méfitelné podmnoziny Br(0). Diky vnitini regularité Lebesgue-
ovy miry mtzeme kazdou takovou mnozinu zevniti libovolné pfesné aproximovat
kompaktem.
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Umime tedy ziskat jednoduchou funkci ug takovou, ze ||us —ul|; < 3¢ a

n
uz = E AGiXK;»
=1

kde n € N, a; jsou redlnd ¢isla a K; C Br(0) jsou disjunktni kompakty. Nutné pak

d:= min dist(K;, K;) > 0.
1<i<j<n

Nyni jiz staéi zvolit & € (0, ¢) a polozit
ug(x) = iai max{l - 1dist(ac,Ki), O}.
=1 0

Ziskali jsme tak spojitou funkci, kterd navic pro § dostateéné malé spliiuje |luz —
ugl|1 < e. Skute¢né, hodnotu funkce us jsme zménili jen na mnozinach, kde 0 <
dist(z, K;) < ¢ pro nékteré i, mira téchto mnozin jde do nuly pro 6 — 04 (spojitost
miry) a funkéni hodnotu jsme zménili nejvysSe o max;—1 ., |a;]. O

,,,,,

A.3.4 Lebesgueovy body

Pfipomenime nyni Luzinovu vétu A.3.1, ktera fikd, Ze je-li 2 omezend, muZeme
volit G tak, ze Q\ G je kompaktni a u je spojita funkce na Q\ G, coz je mnozina
témér celé miry. Kdyby byla spojita vSude v €2, nebylo by tézké ovéfit, ze plati

1
VreQ: lim 7/ u(y) dy = u(x).
r—0+4 \Br(x)| B,(z) ( ) ( )

Protoze vyse uvedena vlastnost je zcela zadsadni pro vybudovani teorie PDR, bude
nas zajimat, pro jak velkou mnozinu bude uvedena rovnost platit, pokud bude w
pouze lokalné integrovatelna funkce. Zadefinujme proto nejdfive nasledujici pojem.

Definice A.3.18 (Lebesguetiv bod). Bud u : R? — R lokdlné integrovatelnd
funkce. Rekneme, Ze bod x € R? je Lebesguetiv bod funkce u prdvé tehdy, kdyz

1 B
Jim s | ) u@ldy =o. (A7)

Odpovéd na otézku, jak velkd je mnozina Lebesgueovych bodt, dava nésledujici
véta.

Véta A.3.19 (O Lebesgueovych bodech). Bud u: R? — R lokdiné integrovatelnd
funkce. Pak skoro viechny x € R? jsou Lebesgueovy body funkce u.

Dtikaz tohoto tvrzeni obycejné nebyva soucasti zékladniho kurzu z teorie Lebes-
gueova integrélu a pfestoze ¢tendf muZe najit dikaz tohoto tvrzeni v [Lukes and
Maly, 1995, Theorem 23.9], uvadime pro aplnost tento dikaz i zde.

Nejprve si odvodime dva pomocné vysledky.
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Véta A.3.20 (Vitaliho pokryvaci lemma). Necht {B,,(z;)}iz1,..n C R je ko-
necny systém kouli. Pak existuje jeho disjunktni podsystém {B. (x;)}jes, J C
{1,...,n}, takovy, Ze

U Bri (l‘l) C U Bgrj (Z‘J) (A8)
i=1,...,n

jeJ

Proof. Mizeme predpokladat, Ze koule jsou sefazeny sestupné podle velikosti. Pod-
systém {B, (x;)}jes, J C {1,...,n}, vybereme nasledujicim zptisobem. Nejprve
polozime j; = 1 a odstranime vSechny koule, které protinaji nejvétsi kouli B, (z1).
Déle jo > 71 je poradové Cislo druhé nejvétsi ze zbyvajicich kouli. Nyni odstra-
nime vSechny koule, které protinaji B, (x,), a do dalsiho kroku pokracujeme se
treti nejvétsi kouli ze zbyvajicich. Takto pokracujeme, dokud neziskdme disjunktni
systém. Vlastnost (A.8) plyne z toho, Zze byla-li n&jakd koule B, (z;) vyfazena,
musi existovat j € {1,...,i — 1} takové, Ze B,,(x;) je mezi vybranymi koulemi a
B, (x;)NBy, (x;) # 0. Zaroven vSak mame r; > r;, a proto B, (z;) C Bs,, (z;). O

Dale si predstavime operator, ktery hraje vyznamnou roli v harmonické analyze.

Definice A.3.21 (Hardytv-Littlewoodtv maximélni operator). Hardytv-Little-
wooduv mazximdlni operdtor je operdtor, ktery lokdiné integrovatelné funkci u :
RY — R priradi funkci Mu definovanou predpisem
1
Mu(z) = sup = lu(y)| dy.
(B (2): 2B, (=)} | Br(2)] JB, (2

Véta A.3.22 (Hardyova-Littlewoodova véta). Nechtu € L'(R?). Pak pro viechna
t >0 plat®

d
o € RY: (Mu)(@) > 1} < - Jull.

Proof. Mnozina Gy := {z € R?: (Mu)(x) > t} je zfejmé oteviend, coz plyne ze
spojité zavislosti integralu na mnoziné pres kterou integrujeme (ovéfte podrobng).
Zvolme K C G, kompaktni. Pro kazdé z € K existuji z, € R? a r, > 0 takova, ze

/ ()| dy > 1B, (z2)].
B, (z2)

Systém {B,_(z.)}.cx pokryvd mnozinu K C R? a lze z néj tedy dle Lindelsfovy
véty vybrat spocetné podpokryti. Protoze K je navic kompaktni, mizeme z to-
hoto podpokryti vybrat dle Borelovy véty konec¢né podpokryti, ze kterého lze zase
pomoci Vitaliho Véty A.3.4 vybrat disjunktni podsystém {B,, (x;)}i=1,...» tak, ze
{BBT,; (xi)}izl,...,n pOkI‘yVé K. Proto

<t |Bar (@)l = 3% Y |Br,(2i)] <37 /B il < 3% ul1.
i=1 i=1 i=1 r; (X4

3Tento odhad se nazyva ,slaby (1, 1)-odhad“.
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Nyni staéi prejit k supremu pfes K C G na levé strané pfedchozi nerovnosti
(Lebesgueova mira je zevniti regularni) a véta je dokdzana. O

Konec¢né muzeme pristoupit k ditkkazu véty o Lebesgueovych bodech.
Dikaz Vety A.83.19. Pro € > 0 polozme

1
_ d. ; _
N, = {x € R%: limsup ERE] /B,‘(ac) lu(y) — u(z)| dy > 35}.

r—04

Nasim cilem je ukazat, Ze |N.| = 0, kdykoliv ¢ > 0. Zafixujme tedy ¢ € (0,1) a
dale 6 € (0, 1). Protoze spojité funkce jsou husté v L'(R?), miizeme najit takovou
spojitou funkci v € LY(R?), ze ||u — v|; < J. Definujme jesté

N.s={x € R M(u—v)(z) >e}U{z e R |u(z) —v(z)| > e}
Zafixujme nyni x ¢ N, ;. Diky spojitosti v miZeme najit o > 0 takové, ze

lv(y) —v(z)| <e  profy—z[ <o
Pro vSechna r € (0, ¢) tedy mame (pfipomenime = ¢ N, )

1
o @] Jp " O
1
S B Sy, 10— 0@+ ) = )] + lo(e) = @)D dy

<e+ Mu-—v)(zr)+e<3e,
a proto N, C N.;.

Zaroven diky Cebysevové nerovnosti a Hardyové-Littlewoodové Vété A.3.22 mame

3d 1 )
[Nesl < {M(u—v) 2 e} + {lu—v| 2 e} < Zu—vlli + Zfu—v] = —.

Celkové tedy dostavame |N.| < [N, 5| < %, a protoze 0 > 0 bylo libovolné, musi
platit [N.| = 0. O

Cviceni A.3.23. Jako ne zcela trividlni rozsiteni véty o Lebesgueovych bodech
dokazte ndsledujici. Bud v € LP(2) a p € [1,00). Pak pro skoro viechna x €
plati

1
lim 7/ u(y) —u(z)|Pdy = 0.
R TN Br(r)l (y) — u(z)]
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A.3.5 Regularizator a operator zhlazeni, spojitost v pramé-
ru v p-té mocniné, separabilita L”(()) prostoru

Definice A.3.24 (Spojitost v primeéru v p-té mocniné). Bud f € LP(Q) ap €
[1,00). Polozme f(x) =0 pro x & Q. fekneme, Ze funkce f je spojitd v priméru v
p-t€ mocniné prdve tehdy, kdyz

V5>036>0VheRd:\h|<6:>/\f(sc+h)—f(a:)|”dx<5p. (A.9)
Q

Véta A.3.25 (O spojitosti v praméru v p-té mocning). Bud'p € [1,00). Pak kaZdd
funkce z LP(Q) je spojitd v priméru v p-t€ mocniné.

Proof. Pro x € R\ Q méame f(x) = 0. Ziejmé lze volit R > 0 tak, aby pro dané
e >0 bylo

/[Rd\BR(O) [f@)l” dz < (%)p’

EN\P
[flz+n)fPde< (=),
Ad\BR+1(0) <6>

pfiGemz jsme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladali, ze pro ¢ z (A.9) plati § < 1.
Diky vySe uvedenym vztahim dale mtzeme pracovat jen na kouli Br1(0).

Zvolme n > 0 takové, ze VE C Br42(0), |E| < 27, plati
P
/ Fapdr < (5) (A.10)
E 6

Funkce f je zfejmé métitelnd na Br1o(0) a podle Luzinovy Véty A.3.1 pak existuje
kompaktni mnozina Ff C Bry2(0) takova, ze f € C(FF) a |Bry2(0) \ FF| < n.
Pak zfejmé existuje § € (0, 1) tak, ze
€

—
3|Br+1(0)]?
Oznacme F" .= {z € Bri2(0): z+h e FF} a F, := FFEnF" 0 By (0).
MnoZina F;, je kompaktni a plati

|Br11(0) \ Fy| = | (Br+1(0) \ FiF) U (Bry1(0) \ B | < 20,
nebot diky volbé n mame

[Br41(0) \ EY| < [Bre2(0) \ FY| <1,
[Bre1(0) \ Fy"| = [Bria (=h) \ F'| < |Bre2(0) \ Fj| <,

Vm,yeFf:|x—y\<5:>|f(x)—f(y)|< (A.11)

kde jsme pro druhy odhad vyuzili pfedpoklad |h| < 1. Celkem tedy z pfedchoziho
a z (A.10) plyne

2 /BR+1(0)\F7; (|f($ +h)P + |f($)|p) dr < (g)p
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a déle pro vSechna h € Bs(0) mame z (A.11)
NP
_ p <
[t m = @< (5)

Kone¢né pro |h| < § plati

[ laen - s@ra <z [

R4

RI\Br+1(0)

vt [ (If+ WP +1£(@)) da
Br+y1(0)\Fy

(1f@+n + 1 @)) de

+/ [f(z+h)— f(z)Pde < P,
F

n

coz jsme chtéli ukazat. O

Cviéeni A.3.26. Modifikujte dikaz pfedchozi véty a ukaZte ndsledujici: Bud p €
[1,00) au € LP(Q) libovolné. Pro T € (0,1] definujeme u.(x) = u(rx). Potom pro
kazde e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze ||u — ur||Lr(o) < €.

V teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic hraje vyzna¢nou tlohu operator zhlazeni,
ktery je dén konvoluci s vhodnym zhlazovacim jadrem (regularizatorem).

Definice A.3.27 (Regularizator). rekneme, Ze funkce n: R* — R je reqularizdtor
(zhlazovact jddro), prdvé kdyz jsou splnény ndsledujici podminky

~

. n€C(RY),

2. suppn C By (0),

3. Yr € RY: n(x) >0,

4. Yo,y € Rzl = Jy| = n(z) = n(y),

) f[Rd n(z)dr = 1.

Piiklad A.3.28. Prikladem zhlazovaciho jadra je funkce

v

1
n(z) = Cel=P-1 pro |z| < 1,
0 prolx|>1,

kde konstanta C' je volena tak, aby byla splnéna podminka f[Rd n(z)dz = 1.

V dalsim budeme znadit 7. (pro € > 0) funkci definovanou jako

Ne(z) :== Eidn (E) .

€
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Definice A.3.29 (Zhlazen{ funkce). Bud Q C R? otevrend a u € L}, (). Funkci
ue : Qe = R definovanou na Qe := {x € Q| dist (z,0Q) > €} jako

TR — (tj. u(z) = /Rd Ne(x = y)uly) dy = /B » Ne(x = y)u(y) dy)

nazgvdme zhlazenim (regularizaci) funkce u.

Véta A.3.30 (O konvoluci). Bud p,q € [1,00] takové, Ze ]l? + % > 1. Pak pro
kazdou f € LP(R?) a g € LY(R?) plati

I,f*gGL’"([Rd),kde%:: + =21,

1,1
P q

2. Hf*!JHLr([Rd) < ||fHLp([Rd) HgHLq([Rd)-

Proof. Viz [Lukes and Maly, 1995, Theorem 26.20]. O

Cviceni A.3.31. Dokazte odhad 2. ve vété pomoci Hiolderovy nerovnosti.

Véta A.3.32 (O vlastnostech zhlazeni). Bud Q C R? oteviend a u € L}, ().
Bud u. zhlazeni funkce u. Pak plati:

1. u. € C>®(Qe).

2. lim wu.(z) = u(x) pro skoro vSechna x € €.
e—0+

3. Je-liu € C(Q), pak u. = u na kaZdé kompaktni mnoziné K C Q.

4. Je-liue LY

loc

() prop € [1,00), pak u. — u v L} ().

5. Je-li u € LP(RY), pak je luellpogay < llullpogay prop € [1,00] @ ue = u v
LP(R%) pro p € [1,00).

Proof. Dtikaz tvrzeni 1: Z definice je
ww) = [ no =yl
R

kde 7. € C>(R?). Staci tedy pouzit vétu o spojitosti integralu podle parametru a
o derivaci integralu podle parametru a ihned dostaneme pozadované u, € C*°(£.).
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Dikaz tvrzeni 2: VyuZijeme Definice regularizatoru A.3.27 a spoc¢teme pro libo-
volné = € Q.

u(e) — ue(2)| =

u(x) /{Rd Ne(z —y)dy — /Rd n=(z — y)u(y) dy’

/ ne(@ — ) (u(z) — u(y)) dy
B.(x)

1 T—y

=gl () e -
C

<G [ e - uwlay

Podle Véty A.3.19 pak pro skoro vSechna z plati 5% fBE(w) |u(x) —u(y)|dy — 0 pro
€ — 0 a tvrzeni je dokazano.

Dtkaz tvrzeni 3: Postupujeme stejné jako v ditkazu tvrzeni 2, pouze pfi odhadu
vyrazu

C
— u(x) —u(y)|dy
o, ) )

vyuzijeme stejnomérné spojitosti funkce u na kompaktni mnoziné K.

Dtkaz tvrzeni 4: Tvrzeni je dusledkem Véty A.3.25 a vlastnosti regularizatoru
(dist(K, 092) > €). Skute¢né (pouzivame Holderovu nerovnost a Fubiniho vétu)

e = ey = [ fuela) = (o))" da

-/ ( /| e —lut) - u(x)|dy)p de
-/ ( [ et e o dz>” &
<cf ( [ e~ Wdz) da
—cf . ([ ute 29t az)

Vnitini integral pres K jde podle Véty A.3.25 k nule pro ¢ — 0 a tvrzeni je
dokézano.

Dukaz tvrzeni 5: Podle Véty o konvoluci A.3.30 mame pro libovolné p € [1, 0]

luellp < Nullplinells = llullp:
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Necht nyni p € [1,00) a u € LP(RY). Zvolme é&islo ¢ > 0 libovolné. Ziejmé existuje

R > 0 tak, ze
P
/ |ulP do < <Q)
R\ B1(0) 4

Analogicky jako vySe miZeme pro € < 1 dokazat, ze

P
/ |ue|P dz < (Q)
RINBr+1(0) 4

Nyni podobné jako v diikazu tvrzeni 4 mizeme dokazat, Ze existuje €9 > 0 tak, ze
pro libovolné € € (0, e¢] plati, Ze

P
/ |u — ue|Pda < (Q)
Br+1(0) 2

Potom kombinaci vyse uvedenych nerovnosti dostaneme

Ju = uellp < [lu— el Lo R\ Brii(0)) + 14— Uell Lo (Bry (0))

< ullLo®erBr(o)) + luellLo®a\Br 1 (0) T 1t = UellLr(Brys(0)) < 0

O

Z predchozi Véty A.3.32 plyne napt. nasledujici. Je-liu € LP(Q2), p € [1,00), potom
ue — u v LP(Q). Stadi totiz prodlouzit « nulou vné € a pouzit patou ¢ast zminéné
veéty.

Poznamenejme, Ze patd ¢ast Véty A.3.32 nemuze platit pro p = oo, protoze kon-
vergence v L% ()-normsé je pro hladké funkce konvergenci stejnomérnou. Plati ale
slabsi tvrzeni, totiz

ue = u v L(Q)
(tj. Vo € L'(Q) : [ ucpde — [, updz, viz oddil o reflexivité a dudlnich prosto-
rech A.3.6 a riznych konvergenci A.3.7).

Pomoci Bernsteinovy véty o aproximaci spojité funkce polynomy v C°(Q) normé (a
tudiz polynomy s racionalnimi koeficienty v LP(£2) normé, p € [1,00)) dostavame
jako trivialni disledek prvni ¢ast nasledujici véty.

Véta A.3.33 (Separabilita LP(Q2) prostori). Prostor LP(Q) je pro p € [1,00)
separabilni. Prostor L>=(Q) separabilni nen.

Proof. Viz také [Kufner et al., 1977, Theorem 2.6.1]. O

Cviceni A.3.34. Pomoci charakteristickych funkci intervali ukaZte, Ze L>°(Q)
nemuze byt separabilni.
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A.3.6 Spojité linearni funkcionaly nad L?()

Véta A.3.35 (Reprezentace spojitého linedrniho funkcionalu nad LP(2)). Bud 2
neprdzdnd oteviend mnoZina. Bud ddle ¢ spojity linedrni funkciondl nad LP(2),
p € [1,00). Pak existuje prdvé jedna funkce g € LP (£2), % + i =1, takovd, Ze
plati

VF D) o) = (0.f) = [ fada (A12)
Navic [|9]l(zr ) = 19l L (o) -
Proof. Viz [Kufner et al., 1977, Theorem 2.9.5]. O

Predchozi vétu vyuziva nasledujici vysledek.
Véta A.3.36 (reflexivita LP(2)). Bud'p € (1,00). Pak je LP(QY) reflexivni. Pro-
story L*(Q) a L*(Q) reflexivni nejsou.

Proof. Viz [Kufner et al., 1977, Theorems 2.10.1, 2.11.2 a 2.11.10]. [

A.3.7 Ruzné typy konvergenci, relativné (slabé) kompaktni
mnoziny v L*(Q)

Podivejme se nyni na to, v jakém smyslu miZe posloupnost f, konvergovat k
limitni funkci f a jaké jsou vztahy mezi riznymi typy konvergenci.

Definice A.3.37 (Typy konvergenci). Bud {f,}>2, posloupnost méfitelnych
funkci a f méritelnd funkce na Q.

1. Rekneme, Ze posloupnost {f,}52, konverguje k f bodové na Q prdvé tehdy,
kdyz pro kazdé x € Q je lim,_, fu(z) = f(2), .

Ve e Q,Ve>0,3ng € N,Vn>mng: |fu(z) — flz)] <e.

2. Rekneme, Ze posloupnost {f,}°, konverguje k f stejnomérné na Q prdavé
tehdy, kdyz
Ve >0, Ing € N, Vo € Q, Vn > ng : |fu(z) — f(z)| <e.
3. Rekneme, Ze posloupnost {f,}°, konverguje k f lokdlné stejnomérné na

Q pravé tehdy, kdyz VK C Q, kde K je kompaktni, konverguje posloupnost
{fn}22, stejnomerné k f na K.

4. Rekneme, Ze posloupnost {f,}52, konverguje k f stejnomérné na Q aZ na
malé mnoZiny prave tehdy, kdyz

Ve>0,3IM CQ, |M| <e:{fn}22, konverguje k f stejnomérné na Q\ M.
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Rekneme, Ze posloupnost {f,}52, konverguje k f skoro viude na Q prdvé
tehdy, kdyz

IM CQ, |M|=0: {f,}>2, konverguje k f bodové na Q\ M.

Rekneme, Ze posloupnost {f,}°, konverguje k f v mire na Q prdvé tehdy,
kdyz
Ve>0: lim [{z € Q| |fu(x)— f(z)| >} =0.
n—roo

Rekneme, Ze posloupnost {f,}°; konverguje k f v LP(Q), p € [1, 0], prdvé
tehdy, kdyz

T [~ £l ey = O
Budp e [l,00) ap' = # (s obvyklou imluvou p’ = oo pro p = 1). fekneme,

Ze posloupnost { f}°2 1 konverguje k f slabé v LP(QY), znaéime f, — f, prdvé
tehdy, kdyz

voe 1@ lim [ fugde= [ foda.

Rekneme, Ze posloupnost { f,}5°; konverguje k f slabé s hvézdickou (slabéx)
v L®(Q), znaéime f, = f, prdvé tehdy, kdyz

Vg € L'(Q) : lim frngdx = / fgdx.

Nékteré vztahy mezi vyse uvedenymi konvergencemi jsou schématicky zachyceny
na Obrazku A.1. Tyto vztahy se daji lehce ukazat z definice a za pomoci vét o
limitnich prechodech uvedenych na zacatku této sekce.

stejnomérnda konvergence

N

lokalné stejnomérné konvergence =
konvergence v LP

bodova konvergence .
konvergence v mire

konvergence skoro vsude ,
\ vybranéa podposloupnost
konverguje skoro vSude
konvergence v mife

Obr. A.1: Nékteré vztahy mezi konvergencemi
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Poznamka A.3.38. Pro p € (1,00) vyse uvedené slabé konvergence spljvaji
diky Vété A.3.35 se standardni Definici slabé konvergence B.2.5. Pro p = oo
Véta A.8.35 vikd, Ze (L*(Q))* = L>(Q), a proto slabd s hvézdickou konvergence za-
vedend vyse odpovidd Definici B.2.5. PrestoZe bychom mohli zavést i slabou konver-
genci na L™= (), neuvddime ji, protoze Véta A.8.35 nerikd nic o tom jak vypadd*
(L*(2))*. Naproti tomu na L*(Q) nezavddime slabou s hvézdickou konvergenci,
nebot neexistuje Banachiv prostor X, pro ktery by platilo X* = L1 (£2).

Navic, na LP(Q), p € (1,00), mdme k dispozici slabou i slabou s hvézdickou kon-
vergenci, ale protoze na reflexivnich prostorech (coz LP(Q)) pro p € (1,00) podle
Vety A.3.36 jsou) obé konvergence splyvagi, viz Vétu B.2.6, neni pouZivdni obou
typu konvergenci nutné.

Na z&vér se podivejme na charakterizace totalné omezenych mnozin v LP(Q), p €
[1,00). Ptjde o analogii Arzela—Ascoliho véty A.2.5, roli stejnomérné spojitosti ale
bude hrat spojitost v priméru v p-té mocniné.

Véta A.3.39 (Kolmogorovova véta). Budp € [1,00). Oznacme ry, f(z) := f(x+h)
(mimo mnozinu Q definujeme f(x) :=0). MnoZina A C LP(Q)) je totdlné omezend
prave kdyz

1. je stejné omezend, tj.

sup ||fHLP(Q) < C < oo,
feA

2. stejné spojitd v pruméru v p-t€ mocnine, tj.

Ve>036>0Vf e A: b <6 = |rnf — fllpp <&

3. stejné stejnomérné klesa v nekonecnu, tj.

Ve >03R>0Vf € A:|fll 1o Ba) <&
Proof. Krok 1: Dikaz implikace ,, = “
Krok la: stejnd omezenost
Je z¥ejméa z definice totalni omezenosti (provedte podrobns).

Krok 1b: stejna spojitost v priméru v p-té mocniné

Necht {fi}ilil je 5—sit v A. Ztejmé plati, ze sit {fz}iv=1 je stejné spojitd v pruméru
v p-té mocninég (sit tvoti koneén& mnoho funkei z LP(£2) a pro kazdou z nich plati
Véta A.3.25). Pak

lraf — fHLP(Q) <lruf — Thfi”[,p(g) +llrnfi — fiHLP(Q) +1fi — fHL:D(Q) <e

4Prostor (L°°(£2))* je dobte definovany, ale jeho charakterizace vysoce pfesahuje ramec téchto
skript.
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pro vhodné zvolené i € {1,..., N} z vlastnosti sité (nebot mame || f; — f|| 50 <
Sllrnfi — rhf||Lp(Q) < §) avhodné zvolené h (nebot ze stejné spojitosti v priiméru
v p-té mocniné sité mame || f; — fill o) < 5)-

Krok lc: stejnomérné klesani v nekoneénu

Oznac¢me opét §-sit v A pomoci {fi}ilil. Protoze pro kazdé i je f; C LP(QQ) a
funkci f; je kone¢né mnoho, plati

. 9
Ve >03R > 0%i € {1, N} Ifilloonmaion < 5-

Pak lze pro libovolné € > 0 nalézt vhodné ¢ € {1,..., N} a R > 0 tak, Ze

||fHLP(Q\BR(0)) <|f- fi”LP(Q\BR(O)) + HfiHLP(Q\BR([))) Se.

Krok 2: Dikaz implikace ,, <=

Myslenka dtkazu je nésledujici. Nejdiive ukdzeme, Ze staci najit sit na néjaké
omezené oteviené mnoziné M C R? (pfipomeiime, Ze f je definovana vné 2 nulou).
Specialné pak bude M kompaktni.

Funkce z A zhladime a dostaneme mnozinu A, spojitych funkci na M. Ukazeme,
ze tato mnozina spliiuje pozadavky na totalni omezenost v C (M) podle Arzela—
Ascoliho véty A.2.5 a existuje tedy koneéna sit na Ay, C C(M).

V zavéreéném kroku pak dokdzeme, ze funkce z A, jejichz zhlazeni tvori koneénou
sit na A, C C(M), uz tvoii sit na A C LP(Q).
Krok 2a: stac¢i uvazovat omezené mnoziny

Skuteéné, bud {fl}f\;l 5-sit na LP(2N Br(0)) pro R vybrané tak, aby

L)

Vi€ A: fllpo\Bro) <

To je jisté mozné, nebot predpokladéame stejné stejnomérné klesani v nekoneénu.
Nyni je snadné ukazat, zZe {fz}iv=1 je e-sit na LP(£2), nebot pro kazdé f € A:

f - fi”Lp(Q) <|f- fi”LP(QnBR(O)) + ”fHLP(Q\BR(O)) + ||fi||Lp(Q\BR(o)) <e€

pro vhodné vybrané i € {1,..., N}.
Bez Gjmy na obecnosti proto miuzeme v dalsim predpoklddat, Ze €2 je omezend

mnozina.

Krok 2b: zhlazeni, pouziti Arzela—Ascoliho véty

Ozna¢me A, = {f,| f € A}, kde f, = f * 1, je zhlazeni funkce f na RY. Pak je
Ay C C(Q). Navic je Aj, totdlné omezend v C(£2), nebot jsou splnény pozadavky z
Véty A.2.5, a sice stejnd omezenost

()| < \ [ e = 000) 0| < CW 00y < OO
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Ih@+w%<mmﬂg/

|5 ((272) - (55 ))f(y)‘dy
_|ﬂuwmhd</W( () (%))

< CR)Iz[ Nl () < CR)I2]-

3

, 1
P »’
dy)

£ -sif mnoziny Aj, v C(Q). Oznacéme (f;)n,
2|Q|»
i=1,..., N, prvky této sité. Pro libovolné f, € A tedy existuje j € {1,...,N}
tak, ze

K ¢islu € > 0 tudiz existuje konecna

€
1fn = Fidnlle@ < —=- (A.13)
i)rlle@) 2

Krok 2c¢: sit mnoziny A v LP(Q)
Ukazeme, ze { fi}f-vzl, kde f; jsou nezhlazené funkce odpovidajici (f;)n ze sité Ap
v C(Q), tvoii e—sit v A v LP(Q).
Zvolme 0 > 0 tak, ze
el

iz (A

Vfe AVzeRY |z <6 (/Q|f(x+z)—f(x)|p dx)p <

kde C' je konstanta, kterou upfesnime pozdéji. Existence § > 0 zajistujiciho splnéni
vyse uvedené nerovnosti je zfejméa z pozadavku na stejnou spojitost v primeéru v
p-té mocniné pro mnozinu A.

Potom

Hf] - fHLP(Q) < Hf] - (fj)hHLp(Q) + ”(f])h - fh”Lp(Q) + Hfh - fHLp(Q) .

Prvni ¢len na pravé strané je mensi nez §, nebot pouzitim Hélderovy nerovnosti,

Fubiniho véty a vlastnosti  dostavame
» 1
dac)

||fJ - (fj)h”Lp(Q) = </Q
X ]
Q

<C(n) (/ Ifj(x+h2)—fj(x)|pdxd2> <
B1(0) JQ

B

/ (F(2) — £3(9) m(z — ) dy
By (z)

/ (f3() - f(@ + h2))n(z) dz
B1(0)

| o

coz plyne z (A.14), kde jsme zvolili C' = C(n)|Bl(O)\%. Obdobné odhadneme i

posledni ¢len na pravé strané. Konecné druhy ¢len na pravé strané je mensi nez 5,
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coz plyne z (A.13). Celkem
||f] - fHLP(Q) <g,

a {fi}ﬁvzl je proto n-sit v A v LP(Q).

A.3.8 Némytského operator a slaba zdola polospojitost

V této zavérecné casti pripomeneme dva vysledky, které jsou zakladem pro vy-
budovani teorie nelinearnich PDR. Tyto vysledky uvedeme i s dikazy, protoze
nejsou standardni soucasti zakladnich kurzi z teorie miry a integralu. Budeme se
zajimat o chovani slozené fukce f(z,u(x)). Jsou-li f a u pouze méfitelné funkce
svych proménnych, nemusi byt slozena funkce f(z,u(z)) méfitelnd. V nasledujici
definici uvedeme postacujici podminku pro méfitelnost takového zobrazeni.

Definice A.3.40 (Carathéodoryho zobrazeni). Bud Q2 C R? méritelnd a N € N.
rekneme, Ze zobrazeni f : Q x RNV — R je Carathéodoryho zobrazeni prdavé tehdy,
kdyz plati

1. pro skoro vsechna x € Q je zobrazeni f(x,-) : RN — R spojité,

2. pro viechna y € RN je zobrazeni f(-,y) : Q — R méritelné.

Nyni uz mtzeme zavést zékladni pojem potfebny pro teorii nelinearnich PDR.
Véta A.3.41 (Némytského operdtor). Bud Q C RY mévitelnd a f : Q x RV — R
Carathéodoryho zobrazeni. Pro u = (uy,...,uy) : 2 — RV definujme Némytského
operdtor

WV (w)](z) = f(z, u(z)).
Potom plati, Ze pokud u je mévitelné zobrazeni, pak i N'(u) je méritelné.

Navie, necht pro i = 1,...,N existuji p; € [1,00), p € [1,00), g € LP(Q) a

konstanta C > 0 tak, Ze pro skoro viechna x € Q a viechnay := (yi,...,yn) € RN
plati
N .
[f@,9)] <g(@)+CD |yl 7 (A.15)
i=1

Potom N': u— N(u) je spojityj operdtor z LP1(Q) X --- x LPN(Q2) do LP(Q).

Proof. Krok 1: méfitelnost

Protoze u je méfitelnd, existuje posloupnost jednoduchych funkei {u, }52 ; takova,
ze u, — u skoro vSude na Q. Definujme funkce f,(z) := f(z,u,(z)). Pak f, —
N (u) skoro viude na € diky vlastnosti 2 pro Carathéodoryho zobrazeni f. Navic
fn jsou méfitelné, jak snadno nahlédneme aplikaci vlastnosti 1 z Definice A.3.40
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na jednotlivych droviiovych mnozindch funkef w,,. Koneéné tedy méme, ze N (u)
je métitelné.

Krok 2: omezenost

Pokud u € LP* () x- - - x LPN (€2), pak kone¢nost [N ()| 1r(q) plyne z Minkowského
nerovnosti a ristové podminky (A.15), nebot

Py
P

N
9l +C > Jui

i=1

[NV ()l ey <

Lr (A.16)

N p;
< Ngllir +C 3 il fo g < o
=1

Zaroven vidime, %e N zobrazuje omezené mnoziny v LP1(Q) x --- x LPN(£2) na
omezené mnoziny v LP(Q).

Krok 3: spojitost
Zbyvéa dokazat spojitost zobrazeni N. Nechf u™ — w v LP1(Q) x --- x LPN(Q).
Ptfechodem k podposloupnosti mizeme zajistit, Ze u"™ — u skoro vSude v 2 a

llui — will i) <277 pro véechnan € Nai e {1,...,N}.
Pak funkce

o0
vi::|ui|+2|u?—ui| ie{l,...,N}
n=1

jsou LPi (Q)-majoranty jednotlivych slozek vektorovych funkei z posloupnosti {u"}.
Z predpokladu (A.15) a odhadu (A.16) vidime, Ze funkce

N
Pi
gl + L |vi| » € LP()
i=1

je majorantou posloupnosti {f(-,u")}. Dale pak diky (A.16)
[f (@, u"(2)) = f 2, u(@)) [P < 2°[f (2, u" ()" + 2°[f (2, u(z))|”

N P
<o <g+LZ |vl-|‘?f> + 29| f (2, u(2)) [P € LY(Q),
i=1

neboli jsme nasli integrovatelnou majorantu. Vzhledem k tomu, ze f(z,u"(x)) —
f(z,u(x)) pro skoro vsechna =z € Q (z konvergence u™ — u skoro vSude a spo-
jitosti f v druhé proménné), mizeme pouzit Lebesgueovu vétu o majorizované
konvergenci (Véta A.3.3) a dostdvame

/Q [, u" (2)) — f(,u(@) P da "5 0,

Snadno se dokéze sporem, Ze vysledek plati pro celou posloupnost. O]
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Nakonec formulujeme posledni klicovou vlastnost Carathéodoryho zobrazeni, ktera
jsou navic konvexni v posledni proménné.

Véta A.3.42 (Slaba zdola polospojitost). Bud Q C R? méritelnd a f : Q x (RN x
RM) — R Carathéodoryho zobrazeni. Navic predpoklddejme, Ze

1. f je zdola omezend integrovatelnou minorantou, tj. evistuje g € L' () tak,
e pro vsechna (u,v) € RN x RM a skoro viechna x € Q) plati

f(ﬂ?,u,’l)) Z -9,

2. f je konvexni v poslednich proménniych, tj. pro viechna u € RY, vsechna
v1,v2 € RM | kazdé a € [0,1] a skoro vsechna x € Q plati

flx,u,avy + (1 — @)vg) < af(z,u,v1) + (1 — @) f(x, u,vs).

Potom pro kaZdou posloupnost {u"}>2, = {uf,...,u}5L; spliujici pro kazdé
i=1,...,N
ul' = u;  silné v L*(Q) (A.17)
a kaZdou posloupnost {v"}52; = {v}, ..., v}, }°2 spliugici pro kazdéi=1,..., M
v = v;  slabé v LM(Q) (A.18)
plati

/f x,u(z),v(x)) dx<hm1nf/ flz,u™(x),v" (x)) da. (A.19)

n—oo

Proof. Nechf plati (A.17)—(A.18). Oznacéme

L= liminf/ﬂf(x,u"(a:),v"(x))dx.

n—oo

Ptechodem k podposloupnosti mtzeme docilit toho, ze

/ flz,u™(z),v™(z))doe — L,
Q

ul = u; v L'(Q) Vi=1,...,N,
u — u; skoro vsude v Q Vi=1,...,N.

V dalsim budeme tedy uvazovat pouze tuto podposloupnost. Navic, protoze g €
L'(Q), pfipadnym prechodem k funkci f(z,u,v) + g(z) mizeme docilit toho, ze f
je nezapornd Carathéodoryho funkce, ktera je konvexni v posledni proménné. V
dalsim tedy budeme navic predpokladat, ze f je nezaporna.

Krok 1: Myslenka dikazu
Predpokladejme na moment, Ze funkce f nezévisi na druhé proménné, tedy ze
f(z,u,v) = f(x,v). StéZejni myslenkou dikazu je pouziti Mazurovy véty (Véta
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B.2.13). Diky ni a (A.18) mtizeme najit posloupnosti {w"}>; € L}(Q) a {k"}>,
a ¢isla ap € [0,1] tak, ze

Kk Kk

k" >mn, Zakv Zak—l

Vi=1,...,M: w! — v silné v L*(Q).

Nakonec diky konvexité f v posledni proménné ziskame

/Qf(x,w dx<Zak/f:cv dx<sup/fxv

k>n

a limitnim prechodem n — oo, kde na levé strané pouzijeme bodovou konvergenci
(pro vhodnou podposloupnost), nezidpornost f a Fatouovo lemma (Véta A.3.5),

/f x, v( dx<hm1nf/f z,w" dx<hm1nfsup/ f(z, vk (x)) da

n—oo n— oo k>n
Slimsup/fxv ydx =L,

n—oo
coZ je presné nerovnost (A.19). Zbyva tedy vytesit pfipad, kdy f zavisi i na u™.
Krok 2: ,e-porucha® diky zavislosti na u™
Bud Q C Q libovolna omezend méfitelnd mnozina a € > 0 libovolné. Definujme

Qe =A{z € Q: |f(z,u"(2),0"(2) — f(z,u(z),v"(z))] = €}
Ukazeme, ze B
1Q:.0| "= 0. (A.20)

Pro spor predpokléddejme, Ze (A.20) neplati. Pfechodem k podposloupnosti a pfi-
padnym zmensenim ¢isla € > 0 dostavame

|§E,n| > 4e pro vSechna n € N. (A.21)
Diky (A.18) existuje C1 > 0 takové, Ze [[v"|z1(q) < C. Polozime-li C. := % a
definujeme-li

QU= {z € Q: v"(x)| > C.},

pak mame pro vsechna n € N odhad

1Y) < — |v” )| dz < < — == (A.22)

6

Pouzitim Jegorovovy véty (Véta A.3.6), miZeme najit mnozinu Qv takovou, ze
uwelQ\ Q) a

Q"] <,
(A.23)

u" — u stejnomérné na O\ Q.
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Muzeme tedy najit Cy > 0 tak, Ze pro vSechna n € N, ||u”HLoo(§\§u) < Cs.
Kone¢né diky Luzinové vété (Véta A.3.1) a faktu, Ze f je Carathéodoryho funkce,
mizeme nalézt QF tak, ze

Q7| <e, fje stejnomérné spojitd na (Q\ Q) x B, (0) x Be, (0).  (A.24)
Kombinaci (A.21)—(A.24) neni té7ké nahlédnout

1., \ (UQ“NQY)| >c  pro kazdé n € N. (A.25)

Koneéné pouZitim stejnomérné konvergence (A.23) a stejnomérné spojitosti (A.24)
mame

n—0o0

1fCou™0™) = FOuv") L@ @rudenany)  — 05
coz s pouzitim definice €. ,, vede ke sporu s (A.25). Tim je (A.20) dokézéno.
Krok 3: Dokonceni dikazu
Diky (A.20) mtzeme vybrat podposloupnost, a po op&tovném precislovani miizeme
piedpokladat, ze Q2. ,| < 27"e. Polozme Q. := |J,—, Q. ,. Pak mame Q.| < ¢ a
pro v8echna x € Q\ . a vSechna n € N plati
[f(z,u™(x),v"(x)) = flz,u(x),v"(x))| < e. (A.26)

Nyni budeme postupovat podobné jako v Kroku 1. Nejdfive stejnym zptisobem na-
jdeme posloupnost {w"}2 ; a pouZitim konvexity f v posledni proménné ziskdme
bodovy odhad
kn
fla,u(@), w" (@) < ap fz,ul@), 0" (x))
k=n

km

<Y aplf (@ ul@), v (@) = fla,u" (@), " (2))]
k=n

X8

+ 3 0 flay b (@), o5 ().
k=n

Integraci pies Q \ Q. a vyuzitim (A.26) spolu s ZZ;L ap =1 ziskdme

o
/Q\ﬂs f@,u(z), w(z)) de < €lQ\ Q| + /ﬁ\ﬂe kz:%a};f(x,uk(x), o () da

ga|ﬁ|+sup/ Fo b (2), 0% (2)) da.
k>nJQ

Nyni mizeme stejné jako v kroku 1 piejit k limité na pravé strané a na levé strané
pouzit Fatouovo lemma (Véta A.3.5)

[ ut@)o@)de < e + L

a\Q.
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Nyni pfejdeme s ¢ — 0. Na pravé strané vyuzijeme omezenost Q a na levé strané
Leviho vétu (Véta A.3.2), tedy (pfipomenme [2.| < ¢€)

/~f(x7u(x),v(:r)) dr < L.
Q

Koneéné bud Q" C Q posloupnost omezenych mnozin spliujici Qr ' Q, potom
limitnim p¥echodem ve vySe uvedené nerovnosti (pouzitim Leviho véty, tedy Véty
A.3.2) dostaneme (A.19). O



Priloha B

Nékteré poznatky z
funkcionalni analyzy

Nize uvedené vysledky shrnuji ten ty nejdtilezitéjsi vysledky, které v téchto skrip-
tech pot¥ebujeme. Dalsi detaily je mozno nalézt napiiklad v Lukes [1998], Edwards
[1995] ¢ Dunford and Schwartz [1988].

B.1 Banachovy a Hilbertovy prostory

Definice B.1.1 (Norma, normovany prostor). Zobrazeni x — ||z||, kde x pati
do néjakého redlného (komplexniho) vektorového prostoru V, se mazgvd norma,
jestlize

o ||z|ly > 0 pro vsechna x € V, pficemz ||x||y = 0 prdvé tehdy, kdyz x =0

o [ Az|lv = [Al|z|lv pro viechna A € R (A € C) a vSechna x € V

o ||lx+yllv < llzllv + |lyl|lv pro vSechna x ay € V.

Vektorovy prostor V, na kterém je definovdna norma, se nazyvd normovany vek-
torovy prostor.

Definice B.1.2 (Skaldrni soucin, unitarni prostor). Zobrazeni (z,y) — (z,y)v,
kde x, y patii do néjakého redlného (komplexniho) vektorového prostoru V, se
nazyvd skaldarni soucin, jestlize

o (z,2)y >0 pro vSechna x € V, pricemz (x,xz)y = 0 prdvé tehdy, kdyz x =0

e (z,y)v = (y,x)y pro vSechna xz, y €V

<

o (Az,y)v = Az,y)v pro vdechnax, y e V, A€ R (A€ C).

311
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Vektorovy prostor se skaldrnim soucinem se nazyvd unitdrni prostor.

Definice B.1.3 (Silnd konvergence, neboli konvergence v normé). Rikdme, Ze
posloupnost {vy, }nen prokd normovaného vektorového prostoru V- konverguje silné
(tedy v normé) k prvku v € V, jestlize

lim |lv, — |y =0.
n—oo

Definice B.1.4 (Cauchyovskd posloupnost). Rikdme, Ze posloupnost {vn}nen
prvki vektorového prostoru V' je cauchyovskd, jestliZe pro kaZdé € > 0 existuje
ng € N takové, Ze pro kazdé m, n > ng plati

lvn — vm|lv < e.

Zatimco kazda silné konvergetni posloupnost je nutné cauchyovskd (coZ si ¢tenér
zajisté sdm ovéfi), opaénd implikace neni obecné pravda.

Definice B.1.5 (Uplné prostory, Banachovy a Hilbertovy prostory). Normovany
vektorovy prostor V, ktery spliuje, Ze kaZdd cauchyovskd posloupnost jeho prvki
md ve V silnou limitu, se nazyjvd dplny. Uplné normované prostory se nazjvaji
Banachovy prostory, iplné unitdrni prostory (vici normé indukované skaldrnim
soucinem) se nazyvaji Hilbertovy prostory.

Definice B.1.6 (Separabilni prostor). Normovany linedrni prostor V' se nazyjvd
separabilni, jestlize v nem existuje spocetnd hustd podmnozina, tedy mnozina M =
{Vn}tnen C V takovd, Ze pro kazdé ¢ > 0 a kaZdé v € V existuje prvek vy, € M
takovy, Ze |lv —v|lv <e.

B.2 Dualni prostory, slaba konvergence

Definice B.2.1 (Dudlni prostor). MnoZina viech spojitych linedrnich funkciondli
nad Banachovym prostorem X se nazyvd dudlnim prostorem a znaci se X*.

Dualni prostor je opét Banachovym prostorem vzhledem k normé

||L||X* = sup <L7U>X7
veX;|lv||x <1

viz [Lukes, 1998, Véta 2.4]. Dudlni prostor k LP(f2), 1 < p < oo, lze ztotoznit s
prostorem L (Q), %4— ; = 1, dudlni prostor s C(2) s prostorem Radonovych mér

nad Q. Pro p¥ipad, kdy je piislusny Gplny normovany prostor navic prostorem se
skalarnim soucinem, plati

Véta B.2.2 (Rieszova reprezentacni véta). Necht L je spojity linedrni funkciondl
nad Hilbertovym prostorem H. Potom existuje pravé jeden prvek v € H takovy, Ze

(Lyuyg = (v,u)q.

Navic, | L||g- = ||v]|g-
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Dtikaz lze najit naptiklad v [Lukes, 1998, Véta 2.9].

K duélnimu prostoru X*, kde X je Banachuv prostor, mizeme definovat jeho
duélni prostor X** (druhy dudl k X) a mZeme definovat kanonické zobrazeni E:
X — X** predpisem

Eu=u"", kde (u"*,Lyx+ =(L,u)x pro vSechna L € X*.

Definice B.2.3 (Reflexivni prostor). Banachiv prostor X se nazyvd reflexivni,
jestlize kanonické zobrazent spliiuje E(X) = X**.

Zatimco kazdy Hilbertiv prostor je reflexivni, naptiklad na tfidé Lebesgueovych
prostorti to plati jen pro p € (1,00). Néasledujici vysledek je elementarni.
Véta B.2.4 (Vlastnosti uzavienych podprostort). Bud X Banachiv prostor, Y

jeho uzavieny podprostor. Pak plati:

o Je-li X separabilni, pak Y je separabilni.
o Je-li X reflexivni, pak'Y je reflexivni.

Definice B.2.5 (Slab4 a slaba hvézdicka konvergence). Rikdme, Ze posloupnost
{vn}nen v Banachové prostoru X konverguje slabé k proku v € X, znacime v,, —
v, jestlize

lim <L, Un)X = <L7 ’U>X

n—oo

pro kazdé L € X*. Rikdme, Ze posloupnost { Ly, }nen C X* konverguje slabé* (slabé
hvézdicka) k proku L € X*, znadime L, XL, jestlize

lim (Ln,v)x = (L,v)x

n—oo
pro kazdé v € X.

Véta B.2.6 (Alaogluova—Bourbakiova—Banachova). Bud X Banachiv prostor.
Pokud ezistuje separabilni'Y takové, Ze Y* = X, pak lze z kaZdé omezené posloup-
nosti ve X wvybrat slabé hvézdicka konvergentni podposloupnost.

Diikaz 1ze najit napiiklad v [Lukes, 1998, Véta 16.6].

Véta B.2.7 (Eberleinova—Smulyanovova). Necht X je Banachiv prostor. Nasle-
dugici dvé tvrzent jsou ekvivalentni:

o 2 kazdé omezené posloupnosti v {v, }nen C X lze vybrat slabé konvergenini
podposloupnost

o X je reflexivni.

Diikaz 1ze najit napiiklad v [Lukes, 1998, Véta 16.9].
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Definice B.2.8 (¢-sit). Bud' X Banachiiv prostor. Rekneme, Ze neprdzdnd mnozi-
na A C X jee-sit v X, prdvé tehdy, kdyZ systém oteviengich kouli {B:(z)| = € A}
pokryva X .

Definice B.2.9 (Totalné omezend mnozina). Rekneme, Ze neprdzdnd mnozina
M C X, X Banachiv prostor, je totdlné omezend, privé kdyZ pro kazdé € existuje
konecnd e-sit, tj.

Ve > 0,3N € N,3{m;}iL, C M tak, se U, tvoit e-si.
Véta B.2.10 (Vztah relativné kompaktnich a totalné omezenych mnozin). Necht
X je Banachiv prostor. Potom je jeji podmnoZina Y relativné kompakini (tj. jeji
uzdvér je kompaktni mnoZina) prdavé tehdy, kdyz je Y totdlné omezend.
Dtikaz 1ze najit napiiklad v [Lukes, 1998, Odstavec 24.4].
Definice B.2.11 (Spojité vnoteni). Bud X,Y Banachovy prostory. Rekneme, Ze
X je spojité vnofen do'Y (znacime X <Y ) prdvé tehdy, kdyz

1. XCY

2. identita, jakozto zobrazeni X — 'Y, je spojité zobrazeni
3C > 0,Vz € X: ||z||y, < Clz| -

Definice B.2.12 (Kompaktn{ vnoten{). Bud X,Y Banachovy prostory. Rekneme,
Ze X je kompaktné vnoten do 'Y (znacime X —<— Y ) prdvé tehdy, kdyz

1. X Y

2. identita, jakoZto zobrazeni X — 'Y, je kompakini zobrazeni (kaZdd omezend
podmnoZzina B C X je vY totdlné omezend).

Véta B.2.13 (Mazurova véta). Necht X je Banachiv prostor a u, — u v X. Pak
existuji posloupnost {k,} C N, k,, > n pro viechnan € N, a ¢&sla ak >0, n € N,
ke{n,... k,}, takovd, Ze pro viechna n € N

kn kn
E al;;:]_ a Up 1= E aﬁuk%usilnévX.
k=n k=n

Diukaz lze najit napiiklad v Brezis [1993].

B.3 Spektrum operatoru v Hilbertovych prosto-
rech, Fredholmova alternativa

Uvazujme zobrazeni (operator) A: H — H, kde H je realny Hilbertiv prostor.

Budeme uvazovat pouze linearni operatory, tedy

A(Qu + pv) = MA(u) + pA(v)
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pro libovolné u, v € D(A) (defini¢ni obor A) a libovolné A, u € R. Navic pfedpo-
klddejme, ze A je omezeny (a tedy spojity), tj. existuje C' > 0 takové, Ze

[A(w)|a < Cllullg
pro vSechna u € D(A).

Definice B.3.1 (Rezolventa, spektrum). Necht A: H — H je omezeny linedrni
operdtor. Potom rezolventou A, znacdime p(A), nazgvdme mnoZinu viech n € R
takovijch, Ze A—nl, kde I: H — H je identita, je prosté a na. Spektrum operdtoru
A je mnoZina o(A) = R\ p(A4).

Definice B.3.2 (Vlastni hodnota, vlastni funkce, bodové spektrum). Necht A:
H — H je omezeny linedrni operdtor. Cislo X € o(A) nazveme vlastnim cislem
operdtoru A, jestlize jadro operdtoru A— NI neni trividlni (tedy existuje netrividlni
xx € H takové, ze A(xy) = Axy. Takové X nazgvdme vlastni funkci operdtoru A.
Sjednoceni vSech vlastnich cisel operdtor A se nazgvd bodové spektrum operdtor
A, znaéime ho o,(A).

Definice B.3.3 (Kompaktni operdtor). Necht A: H — H je operdtor. Tento
operdtor se nazyvd kompakini, jestliZe zobrazuje omezené mnoZiny na mnoZiny
relativné kompaktny.

Kompaktni operator tedy zobrazuje omezené posloupnosti v H na relativné ko-
mapktni, tedy takové, Ze z nich lze vybrat konvergentni podposloupnost. Je-li
kompatni operator navic linedrni, potom je také omezeny (a tedy spojity).

Definice B.3.4 (Adjungovany operator). Necht A: H — H je linedrni operdtor.
Adjungovanym operdtorem A*: H — H nazvu takovy operdtor, ktery pro vSechna
u, v € H spliiuje

(Au,v)g = (u, Axv)g.

Véta B.3.5 (Kompaktnost adjungovaného operdtoru). Necht linedrni operdtor
A: H — H je kompaktni. Potom je kompaktni téZ k nému adjungovany operdtor
A*:H— H.

Dtikaz lze najit napiiklad v [Evans, 1998, Appendix D].

Definice B.3.6 (Samoadjungovany operator). Operdtor A: H — H nazgjvdme
samoadjungovany, jestlize A = A*.

Véta B.3.7 (Fredholmova alternativa). Necht H je Hilbertiv prostor a K: H —
H je kompakint linedrni operdtor. Pak plati

(i) N(I — K) je konecnédimenziondlni
(i) R(I — K) je uzavieny
(iii) R(I — K) = N(I — K*)*
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(iv) NO—-K)={0} & RI-K)=H
(v) dim N(I — K) = dim N(I — K*)

(vi) Spektrum K je nejvyse spocetné a obsahuje 0. Pokud je spektrum nekonecéné,
pak 0 je jeding hromadny bod.

Dukaz lze najit napfiklad v [Evans, 1998, Appendix D].

Véta B.3.8 (Spektrum kompaktniho operatoru). Necht dim H = co, A: H — H
je linedrni kompaktni operdtor. Potom

e 0co(A)
o o(A)\ {0} = 0,,(A4) \ {0}

e Bud je 0(A)\ {0} konecnd mnozina, nebo o(A)\ {0} je posloupnost s limitou
rovnou 0.

Dtikaz 1ze najit napiiklad v [Evans, 1998, Appendix D].

Véta B.3.9 (Odhad na spektrum). Necht A: H — H je linedrni, omezeny, sa-
moadjungovany operdtor. Oznacme

m= inf  (Au,u)m, M= sup  (Au,u)py.
u€H;||ull =1 weH;||ull =1

Potom o(A) C [m,M] am, M € o(A).

Dtikaz 1ze najit napiiklad v [Evans, 1998, Appendix D].

Véta B.3.10 (Spektrum kompaktniho samoajungovaného operatoru). Necht A:
H — H je linedrni, kompakini, samoadjungovany operator, H je separabilni. Po-
tom existuje spocetnd ortonormdlni bdze H tvotend vlastnimi funkcemi operdtoru
A.

Dtikaz 1ze najit napiiklad v [Evans, 1998, Appendix D].
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