3. zapoctovy test
Matematicka analyza I, pondéli 7. ledna 2019

Jméno:

Vyfteste nasledujici priklady. VSechny kroky zdtvodnéte.

1. piiklad (18 bodu)
Vysettete prubéh funkce : )
sin(2x 4+ 1
Jw) = sin(2x)
Podrobné zduvodnéte:
1) Urcete defini¢ni obor Dy.
2) Urcete, kde je f(z) spojita.
3) Naleznéte jednostranné limity v bodech nespojitosti nebo v krajnich bodech defini¢niho oboru.
Pak urcete obor hodnot H(f).
4) Urcete a zduvodnéte, zda je funkce f(x) a) sudd, b) licha, c) periodicka. Pokud je periodicka,
urcete periodu.
5) Naleznéte pruse¢niky f(z) s osami.
6) Funkci zderivujte a urcete lokalni a globélni extrémy, mnoziny a typ monotonie.
7) Funkci zderivujte podruhé a urcete inflexni body a mnoziny, na kterych je funkce konvexni a
konkavni.
8) Naleznéte asymptoty.
9) Nacrtnéte graf funkce f(x).

2. priklad (2 body)

Dokazte:

o(x?) B
x—0 ,’1;‘3

Vyuzijte definici o(-).



RIESENTA

1. prlklad
(SL’) __sin 22;+)1).
1)sin(2r) Z0 & 2x # kr & v # k%, k€ Z= Dy =R\ {k7, k € Z}.
2) f(x) je spojita na celom Dy (podlel dvoch spojitych funkeii je spojita funkcia).
3) Limity pre x = 400 neexistuju (napriklad preto, ze definicny obor tam nie je suvisly).
' sin(2x + 1) 1 omezena>0/ (k"/T)
li 1 — = oF ’ = kelZ
x%ll?}r+ f( ) z;]ﬁ%+ Sln(2l‘) { /ome%e_na<0/, ( + ]{ZT(') +OO, €
; omezena>0’
PN z—kz—  sin(2x) MOMEERASS = (% + km)~

Na kazdom spojitom intervale (k7, (k4 1)7) funkcia dosiahne vsetky hodnoty, preto H(f) = R.

4) a) suda? f(—x) = f(x)? Nie (vyuzijeme ze sin je licha, sin(—z) = —sin(z) ):
~osin(—2z+1)  —sin(2r—1) sin(2v—1) , sin(2v+1)
J(=2) = sin(—2r) ~ —sin(2r)  sin(22) sin(2z) /(@)
b) licha? f(—x) = —f(x)? Nie:

sin(2e —1) |, sin(2x +1)
sin(2x) sin(2x)

f(=z) = =—f(z)

c¢) periodicka? Ano, sin(2z 4 1) = sin(2x) cos 1 + sin 1 cos(2x) je sucet dvoch funkcii s periodou 27
a arumentom 2z (tvaru konstanta.sin(2x), resp. konstanta.cos(2z)), sin(2x 4+ 1) ma teda periodu
7 (porovnavame s x). Rovnako, sin(2z) ma tiez periodu 27 vzhladom k argumentu 2z, teda 7
vzhladom k . Mame teda podiel dvoch funkcii a kazda ma periodu m, takze po intervale dlzky m
sa opakuju hodnoty v citateli aj menovateli, funkcia ma preto periodu 7.

5) Priesecniky s osou x:

in(2 1 1
f(:z:):%:O(:)sin(Zx—l—l)—0<:)Zx—|—1:k7r(i>x—k‘g 2 keZ
Priesecnik s osou y: f(0) nie je definovana lebo z = 0 nie je v Dy.
6)
) = 2 cos(2z + 1) sin(2z) — 2 cos(2x) sin(2z + 1) 2 Sin(2r — 20— 1) 2 s1121( 1)7
sin?(2z) sin?(2z) sin”(2x)

R.

f'(z) # 0 pre vsetky x z Dy, takze funkcia nema lokalny extrem, a ani globalne lebo H(f)
Tiez f'(x) < 0 na celom Dy, takze funkcia je vsade klesajuca.
7)

8sin 1
sin?(2x)

takze znamienko druhej derivacie je rovnake ako znamienko funkcie cotan(2z).

f"(x) = 2sin(—1)(—2) sin"*(2z)2 cos(2z) = cotan(2x),

f"(z) =0« cotan(2z) =0 & 22 = g + k7, takze IB = {% + k‘g, ke Z}

f"(z) >0 < cotan(22) >0 & x € /{:z—+k . k € Z, tu je konvexna
274

f'(x) <0< cotan(22) < 0 & x € il k k+1z , k € Z, tu je konkavna
4 2 )



8) Vsetky limity v 3) nam vysli 00 (podla definicie staci ked je limita aspon z jednej strany rovna
+00), preto ma f(x) vertikalne asymptoty pre z = k7, k € Z. V x = 00 nema ani limity, preto
ani asymptoty.

9) Z vypoctov vyssie a nasledne aj z obrazku vidime, ze funk01a ma periodu 7, nielen 7. Vsimnite

si, ze funkaa sa meni z konvexneJ na konkavnu v = kj—7,alexovu os pretlna vboder = k% —3 1

sm(2*x+1],-’sm(2*x]
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Bodovanie:

1) Dy 1b, 2) obor spojitosti 0,5b, 3) limity v krajnych bodoch 1b, v bodoch nespojitosti 1b, obor
hodnot 1b, 4) suda 0,5b, licha 0,5 b, periodicka 1b, 5) s x 1b, s 'y 0,5b, 6) f’(z) 1b, lokalny extrem
0,5b, globalne 0,5 b, mnoziny monotonie 1b, 7) f”(x) 1b, inflexne 1b, mnoziny konvex vs konkav
3b, 8) asymptoty 0,5 b, 9) graf 1,5b.

2. priklad
Definicia o(-): f(x ) o(g(x)) pre & = o & lim, ., 253 = 0.
Dosadime: g(z) = 2°, teda f(z) = o(z®) a zg = 0: lim,_o (g’) =0.

Bodovanie: definicia 1b, dosadenie 1b



