Sada piikladi 1/1

Opakovani

Opakovani ze SS

1. Naleznéte redlnou a imaginarni ¢ast

2 .
b) (1 +i4/3)3
2) ) (1+1v3)
2. Naleznéte velikosti a argumenty nésledujicich komplexnich ¢isel
a) -2 —2i b)1 + il
3. Dokazte .
a) 2+Z=2Rez b) z—Z=2ZTm= ¢) 2] =
d) [z] = || e) |z122] = |1z

f) arg (z122) = argz + argzy (mod2m) z(,22#0
g) arg(Z) =argz; —argz; (mod2m) 21,2 #0

4. Redte v C:
a)z®+1=0 b)z?+z+1=0
5. Reste v R:
a) [z + 1]+ |r—1] > 2 b) |t —3|+z+2| <0

Vyroky, mnoZiny, zobrazeni

6. DokaZte, Ze plati
a) A=A
b) (A= BAB=C)= (A= C)
c)As A
d) (A< B) e (Be A)
) (A2 BAB«C)= (Ae0)
f) non(nonA4) < A
g) (A= B) < (non B = non A)
h) (A< B) < (non B < non A)
i) (non (A\/ B)) & ((non A) A\(non B))
j) (non (A A B)) < ((non A) \/(non B))
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10.

11.

k) (non (A = B)) & (A /\(non B))
1) (non (A & B)) < ((A \(non B)) \/(B /\(non A))

Zapiste negaci vyroku

JreR:cosz=+1—sin’z

a rozhodnéte, ktery z vyrokd je pravdivy.

. Plati néasledujici vyroky?

a)Va €R3e >0Ja e RVz € (g,a+¢):z€(a,a+e) ez —a|l <1
b) e e RVe > 0Va e RIz € (a,a+¢€): v € (ag,at+e) e |r—al <1

Dokazte:
a) C\ (AUB) = (C\A)(C\B)
b) C\ (4()B) = (C\ 4)U(C\ B)

c) Necht A;, ¢ = 1,2,... je systém libovolngch mnoZin a necht B, =
n oC o0

U A;. Potom U A, = U B
i=1 n=1 n

=1

Dokazte, Ze je-li f zobrazeni, pak

S(M)N\ f(Mz) C f(My\ My) .

(M;, My jsou podmnoziny definiéniho oboru f.) Kdy plati rovnost?

Nechf ¢ : [0,00) — [1,00) je bijekce a nechi 9(z) = /p(z)? — 1.
DokaZte, #e existuje inverzni funkce ¥~! a vyjddiete ji pomoci ¢~
Urcete Dy-1.
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Opakovani II

Matematicka indukce

DokaZte matematickou indukei nésledujici rovnosti a nerovnosti

n{n+1)(2n+1)

P22 4. +nf= 5

—

S

P24 4R = (1424, +n)?

n
3. H l+z)>1+ Zm“ x; 2 —2, x; maji stejnd znaménka
i=1 i=1

T

4. (a+b)" Z ( ) a™ *b* (binomicks véta)

5 ()

k=0

O O+l l(:221 +...2p),2:20,i=1,2,...,n (AG nerovnost)
n

7.nl s (222

8. (2n)! < 2*"(n!)?

9. ‘sin(ka)‘ <Y sinay, € 0,7, k=1,2...,n
k=1 k=1

135 2n —1 - 1

246 2n van+1

11, "' > (n+1)", n>3

10.



12.

13.

14.

15.

Ciselné obory

Supremum, infimum mnozin

U nésledujicich mnoZin nalezn&te sup, inf, max a min (pokud existuji).
Ovéite z definice!

a) M = (0,1] b) M =[0,1] ¢) M = (0, 00)
d)Mz{%;m,neN} e)M={U,5;O,55;0,555;...}

Hy M= {:U €Q;z? < 3}. UkaZte, e sup M ¢ Q.

Necht A, B jsou neprazdné omezené podmnoziny R. DokaZte:

a) inf(—A) = —sup A4

b) sup(A + B) =sup A+sup B

c) inf(A— B) =inf A —sup B

d) sup(A - B) =sup A - sup B,

kde A, B obsahuji pouze nezdporné prvky.

Mnoziny —A = {z;—z € A}, A+ B={znz=x+y,x € A,y € B},
ostatni jsou definovany analogicky.

Necht A, B jsou neprizdné omezené podmnoziny R. Lze obecné vyjad-
fit sup(A U B) a sup(A N B) pomoci sup A a sup B?

Necht M je neprazdnd mnoZina a necht f: M — Rag: M — R jsou
omezené funkce. Dokaite, Ze

a) sup,ep(f(z) 4+ g(x)) < sup,ep f(x) +sup,ep g(x). Musi platit rov-
nost?

b) sup e (f(2) + g(2))
c) sup,ep(f(z) — g(x))

Definujeme
sup f(z) = sup{z; z = f(z),x € M}.
zEM

> sup,en f(2) + infeenr ()
S SupmeM f(m) - infoM' Q‘(I)



10.

11.

12.
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Limity funkeci I

. Dokazte z definice, Ze

. zy3 1 .
a) lim (5) =3 6) i fe]=1
Spoctéte
z z? —1 : x?—1
(a)nlg%Q:rz—x——l (b)}}i&&rz—m—l

, lim( : ‘ )

2 -2z z?-4

m(1+m)(1+2x)...(1+n:c)A1

T—2

li ,neN
z—0 T

lim 0 — 2z 41
Tl %0 —2p 41

. (1 " —(1 m

hm( il 2( =) ,mnéN
z—0 T

.zl —(n+lz+n

3131_131i o1 ,neN

B o A SRR L

lim T n,neN

z—1 r—1

. m n
alcl—rﬂ(l—a:mAl«——x”)’m’nEN

2
lim i
z—0 m%_a:_ﬁQ+5

lim
z—0+

, 1 1 1 1 1 1
lim (J—Jr = ufe ——J—-— -+ —)
z—0+ \\| I % & T 2 z

(fF+T-yED)
T




13.

14,

15.

16.

17.

18.

18,

STz -2 —x
e gt oV
Y1+ r—Yl+x
m

i
z—0 T

A1+ —-d1 -2
lim

:c—>[}\‘71+g;—\/1—:1’;

5§ VI —+a+z—a
im

=~ Va? —a?

. Vl+azy1+bz—1
lim

z—0 o

My € N

,a €Ry

smoneN abeR
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Limity funkei I

Zakladni limity

im S _ . i€l it
c—0 z—0 T z—0 x

=1

Pro vypocet limit typu “1°°":

lim (f (2))9®) = glima—age) (/)

Priklady

t —t
1. lim 27 8% R

I—ra T —a

v 1 — cosz?

2. lim
z=0 1 —coszx
. tgx —sinx
3. lim ————
x—0 ;{;3
. 1 —coszcos2zcos3x
4, lim
z—0 1—cosz
. sinnz
5. lim — ,n,meN
=7 sin ma
. sin7wx
6. lim
z—=1 ] — 1

: T
7. 211_1)1% tg (2z)tg (Z - 3:)

sin(a + 2z) — 2sin(a + z) + sina

8. lim ,a€R
z—0 T2
t 2z) — 2
9. lim cotg (a + 2x) co;‘cg(a—i-x)-l-cotga,sina%o
z— T
0. Ty arccos(1l — z)

z—0+ \/E

) (-’23 — arcsin ;H)
11. lim
=0+ E




1% Thm e
25 In cos bz

13, lim In(a + z) + In(a — z) — 2lna

14.

15.

16. 1i

20 In(z + V1 + z2)
17.
18.

19.

20.
21.
22
23.

24.
25.
26.
e

28. 1

28,

i

r—0

lim

0

Incosax

a,bER,b#£D

,a>0

In(tg (§ + ax))

2

o0+

sin bz

,a,beR, b#£0

lim In(zlna)ln (lliqﬁ), a>0
n

E.

In(1 + ze®)

li_)ml(l — z)log,2

lim (1 + )=

0t

lim (sin z)'"
z—=%

lim
z—0

lim(1 + sin 7wz
z—1

(

L+toy

1+sinz

1
) sind

)cotg T

lim (cos \/E)%
z—0+

hm(l + w?)cotgﬂ'z
x—0

lim (tg m)tg =

.
T2

lim

z—1 sin k'’

lim

z—0 sin aex — sin B’

lim

sin wx®

a,feR, B#0

eftE _ eﬁa:

T a

r=a T —

1m
x—0

lim

z—0

(
(

1+ :rZ‘”)
1+ z3=

a® + b*°

o + b

o, BeER, a#p

i ERF

1
22

)%, a, beRY
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Spojitost a derivace funkci

Spojitost funkci

1. Dodefinujte funkci v bodé 0 tak, aby byla spojité:

I —coszx

f@) =520, zeR\ {0}

2. Zjistéte, kde }'sou nespojité funkce
a) f(z)=e"z b) f(z) = sgn cos 1.

3. VySetiete spojitost sloZenych funkei f(g(z)) a g(f(z)), je-li
@) =smz  gla) = (1 - 7).

4. Zjistéte, zda jsou spojité funkce

sinzx

D) = T a0
| z=0
b)f(z) = :csin% z =0
0 z=0

5. Dokaizte, Ze jsou-li f(z) a g(x) spojité v zg, pak jsou spojité v x, i
funkce a) min{f(z), g(z)} b) max{f(z),g(z)} .

6. Uvedte piiklad funkce nespojité v kaZ?dém z € R, jejiZ druhd mocnina
je spojita na R.
Derivace funkci

7. Existuje derivace funkce f(z) = z|z| v bodé 07

1



10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Pro jaké o redlné ma funkce

derivaci v bodé 0. Kdy je tato derivace v bodé 0 spojita?

(o R
/(;;):{ JD:13| sin — z#0

Dokazte, Ze funkce

f(z)

3:.2
={o

mé derivaci pouze v nule.

UkaZte, %e derivace sudé funkce (pokud existuje) je funkce licha.

Nechf

IOR

=0

z je raciondlni
x je iracionalnd.

z? z<1
ax+b z>1.

Urdete a, b tak, aby f(z) méla v bodé 1 derivaci.

Uréete rovnici teény a normély ke grafu funkee f(z) = 2*+22%—42—3

v bodé& [-2, 7] grafu.

Elementarni funkce

Dokaite, Ze

arctgz + arccotgz = 7, z € R

arcsinz + arccosz = §, ¢ € [-1,1]

argsinhz = In(z + vz? + 1),z € R

argcoshz = In(z + vz2 - 1), |z| 2 1

argtghz = $In £, z € (-1,1)

argeotghz = %ln

T

z+1

z—1?

|z| > 1



19.

20.

21.

22.

23.

24,
25.
28,

ar.

28.
29.

30.

31.

32,
33.

Derivace elementarnich funkci

DokaZte vztahy pro derivace cyklometrickych, hyperbolickjch a hyper-
bolometrickych funkei.

Vypoctéte derivace nésledujicich funkei v libovolném bodg z, kde deri-
vace existuje:

ot

o) =

i 1+2°
@) =10

sin® x
J(2) = sin 22
Jf(z) = sinsinsinz
f(z) = 282

f(z) = 2% + a® +a*
f(IE) - (sin x)cosm 4 (COS x)sinx

+

1
= t
f(z) = arctg

f(z) = zarcsin®z + 2v/1 — z2arcsinz — 2z
f(z) = In(e” + V1 +e%).

Derivace vyssich fada. Parcidlni derivace
Ovéfte, Ze funkce u(z) = ﬁ, kde |z|? = z? + 22 + 22, spliiuje v R* \ 0

S i e 583 B
Laplaceovu rovnici Au = ¥3;_; ot = 0.

o 5 .
Ovétte, %e funkce v(z) = Se™ 5, kde |z|* = 2% + 22 + 22, spliluje v
17

(0,00) x {R*\ 0} rovnici vedeni tepla 2 — Ay = 0, kde Av = 2, g%.

Spoététe fU19(x) je-li f(z) = /=
Spoététe fO9(z) je-li f(z) = x?sin 2z.

3
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Primitivni funkce I

Naleznéte nésledujici primitivni funkce na maximalnich moZnych intervalech.
Urcete i tyto intervaly.

1; /(l;$)2d$

g+l _ 5w—1
2, | —————
/ T

3 ftgzacdx
1
Y
22—z +2 x
./max{l,mz}dm
/:t:e_:"'2 dzx
1
o
J eT 4 e
! ] e cos 2z dx

12
9.fnmd$
&

at

o

~J

co

10 dx

1
' /\/1 — z?(arcsin z)2
1
11. /—da:
14 cosx
1
12 / — dx
sin

P
SIN T COS™ T




14. [ Inzdz

15. [2%a da

16. /azarctg (z+1)dzx
17. /JSQarccos:L'dJr

18, [—S—da
COos° I

19. fsin(ln:c) dz

20. fsiandx'
21. ]coszxda:

22. Naleznéte rekurentni vztah pro f cos"zdz, n €N



Sada pifkladt 1/7

Primitivni funkce I1

Naleznéte néasledujici primitivni funkce na maximalnich moZnych intervalech.
Urcete i tyto intervaly.

241
1. / dz
z3 — bzt + 6z

1
2. /—,d
(23 + 1)? o

Vhodnou substituci pfevedte integraly na integraly z racionalnich funk-
ci a ty se pokuste vyresit.

3 f ! s
“Jo2(l+ 2z + I7)
fow2—2x+2d:c

5 /’ 24+ V142 + 22
S 14z +VIrz+ 22

/m—\/:r2+3:c+2

2+ 3z + 2

L

dx

&

dz

Naleznéte nasledujici primitivni funkce

-9
sin® x
7. P P d.’L'
1 +sin“z
1
8. - dz
2sinT — cosx + 5
sinzcosz
1+sin®z

L
SlIl™ T
10. f 5 dz
COos* o



|
(1-22)}

12. f\/aﬁ L d



10.

13
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Limity funkci podruhé

Limity funkeci v nevlastnich bodech

I anw"—l-...ala:—kag
1
Lre A,,Lib'm +... Az + AQ’

an;éO,Am?EU

. 222 + 1
lim

" @00 /31 — 622 + 5

: 1”li_)nelo,1':(\/:',"2 +1—va2-1)

. “Lh_}rg’mé'(\g/ﬁ +1— vz -1)

Limity funkci I’"Hospitalovym pravidlem

t -
Hifets %
z—0 xr —sinx

o 1) — 26 — 1
limgc(e + i) e )

x—0 ;1;'3

lim (tgx)%®2®

Symboly O, o, ~, &

Dokazte platnost nasledujicich tvrzeni
arctgzr = O(1), 2 = oo

z?e™% = 0(z?), = 0, a < 0



12. yfz+ /2 + V£ = O(¥z), x = 0F
13. yJx+ e+ /2= /z, =0

Najdéte redlné a, tak aby platilo

l1+=z

14.
1+t

~z% = 00

15, & —cosx ~ 2% = — 0.
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Limita posloupnosti

Vypocitejte

2. lim a—,aER

n—oo nl

5. T}H)I(}o U, kde 1 = V2, @pp1 = Va, + 2,02 1
1

1
6. ,}i_fgoa"’ a; >0, Gpp1 = §(an +—),n>1

7. Zjistéte, pro kterd x € R existuje lim sinnzx.
N—ro0

Najdéte limsup a liminf
n—oo

8. a _n_ICOSZR
3 n—n+1 3 i
9, ap, =n(2+ (-1)")

2
10. a, = cos” =
iy, = COS" o

Najdéte hromadné body nasledujicich posloupnosti

Tl 12k, S5, By B 7, 0 P N

L oty iy, o oo, = v v, a
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Hlubsi vlastnosti funkci

Lokalni a globédlni extrémy funkci

Naleznéte lokalni extrémy funkci

1.
2

flz)=2"-622+92 -4,z €R
f(z) =¢"sinz, z € R
fle)=23(1-12)5, z R

Dokazte nésledujici nerovnosti

TP yq ]. 1
zy < -—+?, z,y > 0,1 <p,g <oo, =+ - =1 (Youngova nerovnost)
P P q

L e>z+1,zeR\ {0}

DokaZte, Ze funkce
1
) e prox#0
/(=) { 0 prozxz=0

ma v bodé 0 ostré lokdlni minimum a funkce

gla) = re = pro x 7_6 0
0 proxz =10

nemé v bod& 0 lokédlni extrém, pfestoZe plati f™(0) = g™ (0) = 0,
1=y P e

Naleznéte globalni extrémy funkce f(z) = z* — 4z + 6 na intervalu
[~3,10].

Naleznéte supremum a infimum funkce f(z) = ze™%%® na intervalu
(0, c0).

Nddoba naplnéné vodou se svislou sténou vysky A stoji na vodorovné
roviné. Vypoditejte vysku otvoru nddoby nad vodorovnou rovinou tak,
aby voda stiikala co nejdéle.



10.

11.

12

13.
14.

15.

Mezi dvéma svislymi tydemi, jejichZ vzdélenost je d, je upevnéna za
konce nit délky . Rozdil vySek upevnéni je h. Po niti mizZe volné klouzat
hmotny bod. Najdéte rovnovaZnou polohu bodu za podminky, Ze po-
tencidlni energie md byt miniméalni.

Monotdnie funkei

Naleznéte intervaly, na kterych je funkce f(z) = z”e™*, n € N, rostouci
a klesajici.

Pro atomové teplo prvku plati

rle®

G-U = 3Rm,

kde z = %, T je absolutni teplota v kelvinech, T* je tzv. charakte-
ristickd teplota a R je plynova konstanta. DokaZte, Ze atomové teplo
prvku je rostouci funkce teploty.

Konvexita, konkavnost

Naleznéte intervaly, kde je funkce konvexni/konkévni, a najdéte inflexni
body

flz)=e*,zeR

f(z) =zsinlnz, z € R*

1 n
DokaZte nerovnost §($” +3") > (#) >k EZagnr la

vysvétlete jeji geometricky vyznam.
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Tayloriv polynom

1.
2

Napiste Taylorfiv polynom funkce f(z) = ¢2*~*" stupné 3 v bods 0.
Napiste Taylortiv polynom funkce f(z) = /= stupn& 3 v bodg 1.
Spoététe pfiblizng /250.

Spodtéte priblizné arcsin 0, 45.

Energie volné éstice je v teorii relativity ddna vztahem F = mc® =

2
e s
O Ukaste, Ze pro v &€ c predstavuje veli¢ina T = E — myc?

]

kinetickou energii newtonovské mechaniky.

PouZitim Taylorova rozvoje spodtéte limity

2

. Cosx — ¢ 2
lim ———
x—0 ,’L‘4

L aF+a -2

lim —————— a € R*
xz—0 2

. e*sinz —x(x+1)
lim -

z—0 13
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Pribéh funkci
Vysetfujte pribéh nasledujicich funkei

1. flz) =8z -2t

g7 =1

2. Jiz)= P —

3. f(z) =+8x2 — zt

Cos T

4. J(z) =

cos 2x

5. f(z) =e*®sin’x
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Newtontv a Riemannuv integral

Spoctéte

In2
f N
0

—

1
2. f arccos z dz
0

(UN]

® k-1, L
f e T dx, kelN
0

A ]_ d
/0 1+aniz

2w 1
S'f ik o 4
0 S x4+ costx

o« 1
7.] e 3 dy
0

1
. / zlnzdz
0

=N

dx

o

oo

=2

/ &% cos{bx) dr
0

10. [i tgxdz
0

11. Spoctéte pouZitim definice Riemannova integralu

fwln(l—ZacosaH-az)da:,
0

lof # 1.



12.

13.

14.

15.

16.

17,

18.

19.

Zjistéte, zda konverguji integraly

0

/mzz:”d:zr, peER

/ z’dz, peR
1

10
f dz, pelR
0

)

® arctg x
El
T2

dx



