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Mgr. Milan Pokorný, Ph.D.
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1.1 Proč zavád́ıme pojem slabého řešeńı . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Proč zavád́ıme pojem slabého řešeńı

Úvodńı kapitola sleduje několik ćıl̊u:

• Na př́ıkladu Dirichletovy úlohy pro Laplaceovu rovnici ukážeme v Sekci 1.1.1,
že klasické řešeńı úlohy vyžaduje a priori jistou hladkost dat úlohy. Pokud
data tyto požadavky na hladkost nesplňuj́ı, je třeba zobecnit pojem řešeńı.
My se vydáme jednou z možných cest, která nás přivede k pojmu slabého
řešeńı, a která nám také vytyč́ı jak základńı problémy, kterým se budeme
v texty věnovat, a současně i požadavky na prostory funkćı, v nichž slabé
řešeńı hledáme.

• V Sekćıch 1.1.2 a 1.1.3 uvedeme dvě matematické oblasti, kde se (parciálńı)
diferenciálńı rovnice vyskytuj́ı v slabé formulaci přirozeným zp̊usobem. Ji-
nak řečeno, slabé řešeńı parciálńı diferenciálńı rovnice (PDR) je v těchto
oblastech prvotńı pojem, zat́ımco klasické řešeńı je pojem odvozený, tedy
sṕı̌se druhotný. Prvńım př́ıkladem jsou nutné podmı́nky existence kri-
tických bod̊u funkcionál̊u jako jsou délka křivky, obsah plochy, celková
energie částice a podobně. V klasické mechanice jsou kritickými body
řešeńı Eulerových-Lagrangeových rovnic. Tyto rovnice jsou však objekt
druhotný, nebot’ jsou odvozeny z podmı́nky

Gateauxovská derivace funkcionálu v kritickém bodě je v libo-
volném směru nulová.

což je ekvivalentńı výroku, že kritický bod je slabým řešeńım Eulerových-
Lagrangeových rovnic.

Bilančńı rovnice mechaniky kontinua formulovaná na libovolných
”
kul-

turńıch“ podmnožinách oblasti (takzvané kontrolńı objemy), kterou těleso
vyplňuje, je daľśım př́ıkladem problému, kde je slabé řešeńı prvotńı pojem.
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6 KAPITOLA 1. ÚVOD

Ukážeme totiž, že z bilanćı (hmoty, energie, hybnosti) formulovaných na
kontrolńıch objemech lze př́ımo źıskat pojem slabého řešeńı, aniž by bylo
nutné formulovat bilančńı rovnice klasickým zp̊usobem.

• Stručně také ukážeme, že pojem slabého řešeńı parciálńıch diferenciálńıch
rovnic je základem numerické metody zvazné metoda konečných prvk̊u.
Výhodou této metody, která je vhodná jak k numerickým simulaćım, tak
k teoretické analýze (např́ıklad odhad chyb), je skutečnost, že se tato
diskrétńı metoda oṕırá o hluboké teoretické výsledky źıskané pro spojitý
problém. Tato kniha by měla sloužit jako úvodńı text, kde se lze seznámit
s některými teoretickými výsledky pro spojitý problém.

1.1.1 Homogenńı Dirichletova úloha pro Laplaceovu rovnici

Vezměme omezenou otevřenou množinu Ω ⊂ Rd s hranićı ∂Ω a uvažujme
následuj́ıćı úlohu1

−∆u = f, ∀x ∈ Ω (1.2a)

u = 0, ∀x ∈ ∂Ω, (1.2b)

kde f : Ω → Rd je daná funkce.

Klasickým řešeńım úlohy (1.2) rozumı́me funkci u ∈ C2 (Ω)∩C
(
Ω
)
, která splňuje

(1.2a) a (1.2b) bodově. Je-li u klasické řešeńı (1.2), pak nutně muśı být f ∈ C (Ω).
Pokud však funkce f na pravé straně rovnice neńı spojitá (což může nastat
při popisu nějakého fyzikálńıho problému), je zřejmě pojem klasického řešeńı
nedostačuj́ıćı, nebot’ i úlohy tohoto typu je potřeba matematicky zvládnout. Je
tud́ıž nutné zavést obecněǰśı definici řešeńı zadané úlohy a źıskat tak objekt, se
kterým můžeme v takovýchto př́ıkladech pracovat.

Předpokládejme, že
f ∈ L2 (Ω) , (1.3)

vynásob́ıme rovnici (1.2a) libovolnou funkćı ϕ ∈ D(Ω) a zintegrujme výsledný
vztah přes Ω. Dostaneme

−
∫

Ω

∆u ϕdx =

∫

Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ D(Ω).

1Připomeňme označeńı: Je-li ~q =
(
q1, . . . , qd

)T
vektorová veličina (např́ıklad tok tepla),

pak rovnice
div ~q = f, ∀x ∈ Ω (1.1)

dává do rovnováhy tok veličiny ~q přes hranici ∂Ω a objemové zdroje veličiny f . Je-li tok ~q

úměrný gradientu ∇u (to jest je lineárně závislý na ∇u), kde u je skalárńı funkce u : Ω → R

(např́ıklad teplota), pak z (1.1) plyne (1.2a), nebot’ po dosazeńı ~q = ∇u do levé strany rovnice
(1.1) dostaneme

div ~q =
d∑

i=1

∂qi

∂xi

=
d∑

i=1

∂

∂xi

(
∂u

∂xi

)
=

d∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= ∆u.
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Levou stranu rovnice uprav́ıme pomoćı Greenovy věty (přesněji řečeno podle
jej́ıho d̊usledku pojednávaj́ıćıho o integraci per-partes) a uvědomı́me si, že in-
tegrál přes hranici ∂Ω je nulový, protože funkce ϕ má kompaktńı nosič v Ω.
Výsledkem je ∫

Ω

∇u ∇ϕdx =

∫

Ω

fϕ, ∀ϕ ∈ D(Ω), (1.4)

neboli
(∇u,∇ϕ)L2(Ω) = (f, ϕ)L2(Ω) , ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.5)

Mohli bychom pokračovat dále a přenést ještě jednu derivaci z u na ϕ, touto
cestou ale nep̊ujdeme, chceme totiž, aby prostor, ve kterém budeme hledat
řešeńı, byl shodný (nebo alespoň bĺızký) prostoru, odkud budeme brát funkci
ϕ. Speciálně se ptáme,

Otázka 1.1.1 Lze v rovnici (1.5) položit ϕ = u?

Pokud ano, pak z (1.2a) plyne

‖∇u‖2
L2(Ω) =

∫

Ω

|∇u|2dx = (f, u)L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω) ‖u‖L2(Ω) , (1.6)

kde jsme v posledńım kroku využili Hölderovu (či Cauchy-Schwartzovu) nerovnost.

Mysleme si, že
∃c > 0, ∀u : ‖u‖L2(Ω) ≤ c ‖∇u‖L2(Ω) , (1.7)

neboli norma funkce je kontrolována normou gradientu. Toto obecně neplat́ı, jak
lze snadno nahlédnout dosazeńım konstantńıch funkćı. V našem př́ıpadě však
v́ıme, že plat́ı u|∂Ω = 0, což vylučuje všechny netriviálně konstantńı funkce.
Otázka však z̊ustává

Otázka 1.1.2 Pro jaké funkce lze očekávat platnost (1.7)?

Pokud plat́ı (1.7), pak z (1.6) vyplývá

‖∇u‖L2(Ω) ≤ c ‖f‖L2(Ω) .

Odsud a z předpokladu (1.3) pak plyne, že ∇u ∈ L2 (Ω), což vede k přirozené
definici prostoru

W 1,2 (Ω) =

{
v ∈ L2 (Ω) ,∀i =, . . . , d :

∂v

∂xi
∈ L2 (Ω)

}
.

Ještě zavedeme prostor

W 1,2
0 (Ω) =

{
v ∈W 1,2 (Ω) | v |∂Ω = 0

}
.

Připomeňme, že pro funkce v ∈ Lp (Ω), p ∈ [1,+∞], nemá smysl mluvit o hod-
notách funkce na hranici, protože hranice ∂Ω je množina nulové (d-rozměrné)
Lebesgueovy mı́ry. Funkce z W 1,2 (Ω) však tvoř́ı podprostor v L2 (Ω) a kromě
hodnot funkce lze něco ř́ıci i hodnotách jej́ıch derivaćı – otázkou je, zda tato
informace bude stačit k tomu, abychom mohli mluvit o hodnotách funkce na
hranici. Bude tedy nutné vyřešit následuj́ıćı problém.
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Otázka 1.1.3 Lze pro v ∈W 1,2 (Ω) mluvit o hodnotách na hranici? Pokud ano,
v jakém smyslu?

Vrat’me se ještě k otázce 1.1.1. Z (1.5) plyne, že odpověd’ bude kladná, pokud
je kladná odpověd’ na otázku

Otázka 1.1.4 Jsou funkce s kompaktńım nosičem husté W 1,2
0 (Ω)?

Pokud ano, nazveme u ∈W 1,2
0 (Ω) slabým řešeńım úlohy (1.2) právě když ∀ϕ ∈

W 1,2
0 (Ω) plat́ı rovnost

(∇u,∇ϕ)L2(Ω) = (f, ϕ)L2(Ω) .

Zavedli jsme tedy pojem řešeńı, který vyžaduje méně informaćı o hladkosti
funkćı (a to jak daných, tak hledaných). Užit́ım nové definice řešeńı okamžitě
vyvstávaj́ı následuj́ıćı otázky.

1. Jak je to s existenćı řešeńı a s jeho jednoznačnost́ı? Lze ukázat spojitou
závislost řešeńı na datech úlohy? Pokud ano, v jaké metrice? Souhrnně se
tyto otázky označuj́ı jako problém existence jednoznačnosti slabého řešeńı
a jeho spojité závislosti na datech.

2. Lze źıskat dodatečnou informaci o hladkosti řešeńı v př́ıpadech, kdy jsou
data úlohy hladš́ı, než je požadováno pro samotnou existenci? Za jakých
podmı́nek na data bude slabé řešeńı řešeńım klasickým? Souhrnně se tyto
otázky označuj́ı jako problém regularity slabého řešeńı.

Tyto základńı problémy budeme v této učebnici zkoumat nejen pro motivačńı
problém (1.2), ale předevš́ım pro (lineárńı) eliptické, parabolické a hyperbolické
úlohy (viz př́ıslušné kapitoly).

Poznamenejme, že problém existence a jednoznačnosti je lehč́ı než problém regu-
larity a to proto, že je založen na obecněǰśıch pojmech, funkćıch,. . . a pro lineárńı
eliptické úlohy vše vyřeš́ıme Rieszovou větou o reprezentaci a jej́ım zobecněńım.

Ještě dř́ıve, než se pust́ıme do otázek zabývaj́ıćıch se řešitelnost́ı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic ve slabém smyslu a kvalitativńım chováńım těchto řešeńı,
zavedeme Sobolevovy prostory W k,p (Ω) a budeme zkoumat jejich vlastnosti.
Speciálně se zaměř́ıme na otázku hustoty hladkých funkćı D(Ω), C∞(Ω), C∞(Ω)
v Sobolevových prostorech, otázku interpretace hodnot funkćı na hranici (věta
o stopách), otázku souvislosti Sobolevových prostor̊u s jinými prostory funkćı
(věty o spojitém a kompaktńım vnořeńı) a konečně také otázku platnosti Poincarého-
Friedrichsových nerovnost́ı (př́ıkladem je nerovnost (1.7) uvedená výše).

1.1.2 Úlohy variačńıho počtu – nutné podmı́nky

Variačńı počet se zabývá studiem kritických bod̊u (tzv. extremál) funkcionál̊u, to
jest zobrazeńı z Banachova2 prostoru, obvykle nekonečné dimenze, do prostoru

2Úplný normovaný lineárńı prostor.
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reálných č́ısel. Typicky je ϕ : X → R, kde X je prostor funkćı (např́ıklad
C1(((, a), b)), C1(Ω) ∩ C0(Ω) a podobně).

Připomeňme několik základńıch pojmů.

Definice 1.1.5 (lokálńı maximum (minimum)) Řekneme, že funkcionál ϕ :
X → R má v bodě x0 ∈ X lokálńı maximum (resp. minimum) pokud

∃δ > 0,∀x ∈ Uδ(x0) : ϕ(x0) ≥ ϕ(x) (resp. ϕ(x0) ≤ ϕ(x)),

kde Uδ(x0) = {x ∈ X| ‖x− x0‖X < δ}.

Definice 1.1.6 (Gateaux derivace) Řekneme, že funkcionál ϕ : X → R má
v bodě x0 ∈ X Gateaux derivaci, právě když ∀h ∈ X, ‖h‖X = 1 existuje limita

δϕ(x0;h) = lim
t→0

ϕ(x0 + th) − ϕ(x0)

t
.

Pokud je x0 lokálńım minimem (resp. maximem) funkcionálu ϕ, aneb x0 je
extremála funkcionálu ϕ, a pokud limita δϕ(x0;h) existuje pro nějaké h ∈ X,
pak nutně δϕ(x0;h) = 0. Speciálně, je-li ϕ Gateaux diferencovatelná v bodu
x0 ∈ X, pak nutně

∀h ∈ X : δϕ(x0;h) = 0. (1.8)

Důkaz předchoźıho tvrzeńı je elementárńı. Označme gh(t) = ϕ(x0 + th). Protože
gh(t) má v bodě 0 lokálńı extrém, z teorie reálných funkćı plyne, že pokud
existuje g′h(0), pak je g′h(0) = 0. Avšak dle definice Gateaux derivace je g′h(0) =
δϕ(x0;h).

Uved’me několik př́ıklad̊u úloh klasického variačńıho počtu.

Př́ıklad 1.1.7 (brachystochrona) Bud’

γf =
{
(x, y) ∈ R2|x ∈ [0, a], y = f(x), y(0) = 0, y(a) = b

}

křivka spojuj́ıćı počátek souřadného systému s bodem [a, b], která je zadaná jako
graf funkce y(x). Úloha o brachystochroně (úloha o křivce nejrychleǰśıho spádu)
je problém nalézt takovou funkci y z př́ıpustné tř́ıdy funkćı

Y =
{
y ∈ C1((a, b)) ∩ C([a, b])| y(0) = 0, y(a) = b

}
,

která minimalizuje funkcionál

T [y] =
1√
g

∫ a

0

√
1 + (y′(x))2

b− y(x)
dx,

který udává čas potřebný k tomu, aby se v homogenńım gravitačńım poli g
dostal hmotný bod samospádem po křivce y(x) z startovńı pozice [a, b] do počátku
souřadného systému.
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Př́ıklad 1.1.8 (délka křivky) Užijeme-li označeńı z předchoźıho př́ıkladu, pak
funkcionál

L[y] =

∫ a

0

√
1 + (y′(x))2dx,

udává délku křivky zadané jako graf funkce y(x). Úlohou je minimalizovat L[y]
na tř́ıdě př́ıpustných křivek Y .

Př́ıklad 1.1.9 (minimálńı plocha) Bud’ Ω ⊂ R2 nějaká (rozumná) množina
a bud’ dána funkce g : ∂Ω → R. Úloha o minimálńı ploše je problém nalézt
takovou funkci ω : Ω → R, že ω minimalizuje funkcionál

A[u] =

∫

Ω

√
1 + |∇u|2dx

který udává obsah plochy popsané funkćı u, přičemž množina př́ıpustných ploch
je určena jako

Y =
{
u ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω)| u |∂Ω = g

}
.

Prostory Y zavedené v př́ıkladech 1.1.7 a 1.1.9 ovšem nejsou lineárńı. V př́ıkladech
1.1.7 a 1.1.8 tedy voĺıme

X = C1((a, b)) ∩ C0([a, b])

a kritický bod (extremálu) y hledáme ve tvaru

y(x) = y0(x) + ξ(x), (1.9)

kde ξ ∈ X a y0 : [0, a] → R je nějaká hladká funkce splňuj́ıćı okrajové podmı́nky
y0(0) = 0 a y0(a) = b. Podobně v př́ıkladu 1.1.9 voĺıme

X = C1(Ω) ∩ C0(Ω)

a kritický bod (extremálu) ω hledáme ve tvaru

ω(x, y) = ω0(x, y) + ξ(x, y),

kde ξ ∈ X a ω0 : Ω → R je nějaká hladká funkce splňuj́ıćı okrajové podmı́nky
ω0|∂Ω = g.

Na př́ıkladu 1.1.8 ukážeme, že požadavek na nulovost Gateaux derivace (1.8)
odpov́ıdá požadavku na nalezeńı slabého řešeńı Eulerových-Lagrangeových rovnic,
samotné Eulerovy-Lagrangeovy rovnice jsou však v tomto př́ıpadě druhotným
pojmem, nebot’ jsou odvozeny za předpokladu vyšš́ı hladkosti uvažovaných funkćı.

Pro libovolné ϕ ∈ X plat́ı

δL(y0 + ξ;ϕ) =
d

dt

∫ a

0

√
1 + ((y0(x) + ξ(x))′ + tϕ′(x))2dx

∣∣∣∣
t=0

=

=

∫ a

0

(y′(x) + tϕ′(x))ϕ′(x)√
1 + (y′(x) + tϕ′(x))2

dx

∣∣∣∣∣
t=0

=

∫ a

0

y′(x)ϕ′(x)√
1 + (y′(x))2

dx.
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Podmı́nku (1.8) v tomto konkrétńım př́ıpadě tedy přeṕı̌seme jako

∀ϕ ∈ C1((a, b)) ∩ C0([a, b]) :

∫ a

0

y′(x)ϕ′(x)√
1 + (y′(x))2

dx = 0. (1.10)

Teprve za daľśıho předpokladu na hladkost uvažovaných funkćı, např́ıklad

(
y′(x)√

1+(y′(x))2

)′
∈

C((a, b)), dostáváme (po provedeńı integrace per partes) z předchoźı rovnice vz-
tah

∀ϕ ∈ C0([a, b]) : −
∫ a

0

(
y′(x)√

1 + (y′(x))2

)′

ϕ(x)dx = 0, (1.11)

který již implikuje bodovou platnost Eulerovy-Lagrangeovy rovnice3

−
(

y′(x)√
1 + (y′(x))2

)′

= 0, (1.12)

Je na mı́stě se ptát, proč nenazveme slabým řešeńım rovnice (1.12) funkci y ∈
C1((a, b))∩C0([a, b]) splňuj́ıćı rovnost (1.10), a proč raději pracujeme s obecněǰśımi
funkcemi4.Velice vážnou námitkou proti této konstrukci je skutečnost, že pros-
tor C1(Ω) neńı úplný vzhledem k integrálńı normě ‖u‖C1(Ω),

∫ =
∫
Ω
|u′(x)|dx,

přičemž integrálńı norma je pro danou úlohu přirozená.

Je-li y ve tvaru (1.9), pak je funkce ξ ze zmı́něného rozkladu vhodná testovaćı
funkce v rovnosti (1.10). Polož́ıme-li skutečně ξ = ϕ, dostaneme

∫ a

0

y′(x)ϕ′(x)√
1 + (y′(x))2

dx = 0 ⇔ (y′(x))2√
1 + (y′(x))2

dx =
y′(x)y′0(x)√
1 + (y′(x))2

dx.

Tuto rovnost a skutečnost, že |y′(x)|√
1+(y′(x))2

≤ 1, využijeme k odhadu

∫ a

0

|y′|dx =

∫ a

0

|y′|
(1 + |y′|2) 1

4

(1 + |y′|2) 1
4 dx ≤

≤ 1

2

∫ a

0

|y′|2√
1 + |y′|2

dx+
1

2

∫ a

0

√
1 + |y′|2dx ≤

≤ 1

2

∫ a

0

|y′|√
1 + |y′|2

|y′0|dx+
1

2

∫ a

0

√
1 + |y′|2dx ≤

≤ 1

2

∫ a

0

|y′0|dx+
a

2
+

1

2

∫ a

0

|y′|dx.

3Zde jsme využili platnost tvrzeńı: Je-li u ∈ C(Ω) a plat́ı-li pro každé ϕ ∈ C(Ω) rovnost∫
Ω u(x)ϕ(x)dx = 0, pak je u = 0 pro všechna x ∈ Ω.

4Prvńım kandidátem na vhodný prostor funkćı by mohl být Sobolev̊uv prostor
W 1,1 ((=, 0)a) =

{
u ∈ L1

(
(0, a), u′ ∈ L1 ((0, a))

)}
nebo sṕı̌se prostor funkćı s omezenou

variaćı.
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Celkově tedy dostáváme

∫ a

0

|y′|dx ≤
∫ a

0

|y′0|dx+ a, (1.13)

což ukazuje, že L1-norma derivace je norma přirozená pro danou úlohu.

Na závěr ještě uvedeme tvrzeńı spojuj́ıćı tuto a předchoźı sekci.

Lemma 1.1.10 (variačńı formulace Laplaceovy rovnice) Funkce u ∈W 1,2
0 (Ω)

je extremálou (lokálńım minimem funkcionálu)

φ[u] =
1

2

∫

Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

fudx,

právě když u je slabým řešeńım úlohy (1.2), to jest splňuje rovnost (1.4).

D̊ukaz. i) Je-li u ∈ W 1,2
0 (Ω) extremálou funkcionálu φ, pak nutně δφ(u;ϕ) = 0

pro všechna ϕ ∈W 1,2
0 (Ω). Avšak

φ[u+ tϕ] =
1

2

∫

Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

fudx+ t

{∫

Ω

∇u · ∇ϕ− fϕdx

}

+
t2

2

∫

Ω

|∇ϕ|2dx.
(1.14)

Odsud snadno plyne, že

δφ(u;ϕ) = (∇u,∇ϕ)L2(Ω) − (f, ϕ)L2(Ω) ,

č́ımž je jedna implikace dokázána.

ii) Naopak, použit́ım (1.14) s t = 1, snadno nahlédneme, že (1.4) implikuje

φ[u+ ϕ] ≥ φ[u] ∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω).

�

1.1.3 Bilančńı rovnice mechaniky kontinua

Rovnice, které popisuj́ı pohyb tělesa v rámci termodynamiky kontinua, vycháźı
z bilančńıch zákon̊u, jejichž platnost je požadována pro každou otevřenou pod-
množinu B oblasti Ω vyplněné materiálem. Obecná formulace těchto bilančńıch
vztah̊u má pak tvar

d

dt

∫

B
D(t, x)dx+

∫

∂B
~F (t, x) • ~ndS =

∫

B
P (t, x)dx, (1.15)
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kde D znač́ı hustotu fyzikálńı veličiny (hmoty, složek vektoru hybnosti, složek

vektoru momentu hybnosti, entropie, celkové energie), ~F je odpov́ıdaj́ıćı tok
této veličiny hranićı a P je objemová produkce př́ıslušné veličiny.

Ze všech bilančńıch vztah̊u si pro lepš́ı představu o tvaru funkćı D, ~F a P
uved’me bilanci hmoty

d

dt

∫

B
ρ(t, x)dx+

∫

∂B
ρ(t, x)~v(t, x) • ~ndS = 0, (1.16)

bilanci hybnosti

d

dt

∫

B
ρ(t, x)~v(t, x)dx+

∫

∂B
(ρ(t, x)~v(t, x) ⊗ ~v(t, x) − T )~ndS =

∫

Ω

ρ(t, x)~b(t, x)dx,

(1.17)
a bilanci celkové energie

d

dt

∫

B
ρ(t, x)

( |~v(t, x)|2
2

+ e(t, x)

)
dx+

+

∫

∂B

(
ρ(t, x)

( |~v(t, x)|2
2

+ e(t, x)

)
~v(t, x) − ~q − T~v(t, x)

)
• ~ndS =

=

∫

Ω

ρ(t, x)~b(t, x) • ~v(t, x) + ρ(t, x)r(t, x)dx. (1.18)

Standardńı postup odvozeńı rovnic termomechaniky kontinua je založen na
přepisu (1.15) pomoćı Greenovy věty a záměny derivace a integrálu do tvaru

∫

B

(
D,t + div ~F − P

)
(t, x)dx = 0,

kde B ⊂ B ⊂ Ω je libovolný kontrolńı objem. Za předpokladu, že integrand je
spojitý pak z předchoźı rovnosti plyne, že ∀x ∈ Ω, ∀t ∈ (0, T ) plat́ı

D,t(t, x) + div ~F (t, x) = P (t, x). (1.19)

Je zřejmé, že (1.19) vyžaduje diferencovatelnost funkćı, která neńı v (1.15)
potřeba. Slabá formulace bilančńıch zákon̊u se pak

”
obvykle“ odvozuje z (1.19)

a okrajových podmı́nek.

Naš́ım ćılem je ukázat, že obecná forma bilančńıho zákona (1.15) př́ımo imp-
likuje slabou formulaci. K tomu budeme potřebovat následuj́ıćı tvrzeńı, jehož
d̊ukaz lze nalézt např́ıklad v Evans and Gariepy [1992] či Lukeš and Malý [1995].

Věta 1.1.11 Bud’ η : Rn → R lipschitzovská funkce a bud’ v ∈ L1 (Rn). Pak
plat́ı

• v|{x∈Rn| η(x)=r} je integrovatelná ve smyslu (n−1) rozměrné plošné (Haus-

dorffovy) mı́ry,
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•
∫

Rn v(x) |∇η(x)| dx =
∫

R

(∫
{x∈Rn| η(x)=r} v(x)dS

)
dr.

Nyńı sledujeme postup navržený v Feireisl [2004]. Bud’ η nezáporná nekonečně
spojitě diferencovatelná funkce s kompaktńım nosičem, tedy η ∈ D(Ω), η ≥ 0.
Pak množina {x ∈ Ω| η(x) > r} má pro skoro všechna r ∈ [0,+∞) hladkou
hranici {x ∈ Ω| η(x) = r}. Uvažujme nyńı obecnou formu bilančńıho zákona
(1.15) s kontrolńım objemem B = {x ∈ Ω| η(x) > r} pro r ∈ (0,+∞) a zin-
tegrujme bilančńı zákon s takto zvoleným objemem od 0 k +∞. Máme

d

dt

∫ +∞

0

∫

B={x∈Ω| η(x)>r}
D(t, x)dxdr+

+

∫ +∞

0

∫

∂B={x∈Ω| η(x)=r}
~F (t, x) • ∇η(x)

|∇η(x)|dSdr =

=

∫ +∞

0

∫

B={x∈Ω| η(x)>r}
P (t, x)dxdr.

Využijeme-li nyńı k úpravě druhého členu tvrzeńı 1.1.11 a prvńı a třet́ı člen
přeṕı̌seme s pomoćı následuj́ıćıho mezivýpočtu (h(t, x) = D(t, x) popř́ıpadě
h(t, x) = P (t, x))

∫ +∞

0

∫

B={x∈Ω| η(x)>r}
h(t, x)dxdr =

∫ +∞

0

∫

Ω

sign (η(x) − r)
+
h(t, x)dxdr =

=

∫

Ω

h(t, x)

∫ +∞

0

sign (η(x) − r)
+
drdx =

∫

Ω

h(t, x)η(x)dx,

dostaneme pro libovolné η

d

dt

∫

Ω

D(t, x)η(x)dx+

∫
~F (t, x) • ∇η(x)dx =

∫

Ω

P (t, x)η(x)dx,

což implikuje platnost (1.19) ve smyslu distribućı.



Kapitola 2

Teorie parciálńıch

diferenciálńıch rovnic

2.1 Eliptické parcálńı diferenciálńı rovnice 2. řádu

2.1.1 Existence slabého řešeńı, jednoznačnost a spojitá

závislost na datech pro jednu tř́ıdu eliptických operátor̊u

Lawrence C. Evans: ”Neexistuje žádná obecná teorie zaměřená na řešitelnost
všech PDR. Vzhledem k obrovské r̊uznorodosti jev̊u (geometrických, fyzikálńıch,
stochastických), které jsou modelovány PDR–emi, takováto teorie těžko bude
nalezena. Mı́sto toho je výzkum zaměřen sṕı̌se na r̊uzné speciálńı typy PDR,
které jsou d̊uležité z pohledu aplikaćı, s naděj́ı, že náhled na p̊uvod těchto rovnic
může dát cit pro jejich řešeńı.”

”V moderńı teorii PDR je velké úsiĺı věnováno matematickým d̊ukaz̊um exis-
tence řešeńı r̊uzných PDR, a nikoliv odvozováńı vzorečk̊u pro tato řešeńı. To se
může zdát zbytečné až bláznivé, leč matematici jsou jako teologové: považujeme
existenci za základńı vlastnost toho co studujeme. Avšak nemuśıme, jako většina
teolog̊u, spoléhat vždy jen na v́ıru samotnou.”

Prvńı tř́ıda eliptických úloh 2. řádu bude vedena dvěma směry
(a) Vlastńı operátor nebude zcela obecný, sṕı̌se uvažujeme jen př́ıznivé členy.
(b) Soustřed́ıme se na r̊uzné typy okrajových podmı́nek.

(OBLAST) Bud’ Ω ⊂ Rd (Ω ∈ C0,1 tj. Ω je omezená, otevřená s lipschitzovskou
hranićı). Necht’ hranice ∂Ω je složena ze čtyř část́ı

∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪N

kde Γi je otevřená v ∂Ω pro i = 1, 2, 3 a (d − 1)–rozměrná Lebesgueova mı́ra
množiny N je nulová.

15
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Bud’ dány funkce: (DATA)

f : Ω → R g : Γ2 ∪ Γ3 → R A := (aij)
d
i,j=1 : Ω → Rd×d

b : Ω → R u0 : Γ1 → R
σ : Γ3 → R

Ćılem je vyřešit úlohu: hledáme u : Ω → R tak, že

−div (A∇u ) + bu = f v Ω (2.1)
(

podrobněji − ∂

∂xj

(
aij(x)

∂u(x)

∂xi

)
+ b(x)u(x) = f(x)

)

(Dirichlet) u = u0 na Γ1

(Neumann)
∂u

∂n
= g na Γ2

(Newton)
∂u

∂n
+ σu = g na Γ3

∂u
∂n = ∇u · n, kde n = (n1, . . . , nd) = n(x) je takzvaná konormála definovaná
vztahem ni ≡ aijνj , kde ν = (ν1, . . . , νd) = ν(x) je vněǰśı normála k ∂Ω v bodě
x ∈ ∂Ω

Př́ıklad 2.1.1 Je–li A(x) = I (⇔ aij(x) = δij ∀x ∈ Ω) a b ≡ 0, pak úloha
(2.1) přejde ve tvar:

−∆u = f v Ω

u = u0 v Γ1

∂u

∂ν
= g v Γ2

∂u

∂ν
+ σu = g v Γ3

(2.1’)

Tato úloha popisuje např́ıklad rovnovážné rozděleńı teploty v homogenńım a
izotropńım materiálu za podmı́nek, kdy na Γ1 je daná teplota u0, na Γ2 je
předepsán tok tepla hranićı a na Γ3 je tento tok úměrný rozd́ılu vněǰśı (dané) a
vnitřńı (neznámé) teploty.
Obecněji: pro u= teplota se źıská z energetické rovnice v termodynamickém
ekvilibriu: −div q = r, kde r je zdroj tepla a q je tok tepla daný zobecněným

Fourierovým zákonem qi(x) = kij(x)
∂u(x)
∂xj

.
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Předpoklady:

(A0) Ω ∈ C0,1

(A1) Existuje C1 > 0 tak, že pro s.v. x ∈ Ω a pro každé ξ ∈ Rd plat́ı

ξT · Aξ = (Aξ, ξ) = aij(x)ξiξj ≥ C1|ξ|2
(A2) aij , b ∈ L∞(Ω), σ ∈ L∞(Γ3)

(A3) f ∈ L2(Ω), g ∈ L2(Γ2 ∪ Γ3)

(A3*) f ∈ V ⋆ a g ∈ (W
1
2 ,2 (Γ2 ∪ Γ3))

⋆

(A4) b, σ ≥ 0

(A5) existuje ũ0 ∈W 1,2(Ω) tak, že T ũ0|Γ1
= u0

Pozorováńı 2.1.2 Všimněme si, že vektor konormály n(x) = (n1, . . . , nd) směřuje
v každém bodě x ∈ ∂Ω ven z oblasti: n(x)·ν(x) = aij(x)νj(x)νi(x) ≥ C1|ν(x)|2 =
C1 > 0.

Věta 2.1.3 (Lax–Milgramova) Bud’ X reálný Hilbert̊uv prostor se skalárńım
součinem (·, ·)X a normou |·|X = (·, ·)1/2. Bud’ B : X×X → R bilineárńı forma
na X, která je
(a) X–eliptická (tzn. ∃m > 0 tak, že ∀u ∈ X : B(u, u) ≥ m‖u‖2

X)
(b) omezená (tzn. ∃M > 0 tak, že ∀u, v ∈ X : |B(u, v)| ≤M‖u‖X‖v‖X

Pak pro každé F ∈ X⋆ existuje právě jedno u ∈ X tak, že

B(u, v) = 〈F, v〉 pro ∀v ∈ X (2.2)

a

‖u‖X ≤ 1

m
‖F‖X⋆ . (2.3)

D̊ukaz. (a) Necht’ nav́ıc B je symetrická (což je častý př́ıpad v aplikaćıch)
(B(u, v) = B(v, u) ∀u, v ∈ X). Pak B(u, v) je skalárńı součin na X (a d́ıky
podmı́nkám (a) a (b) generuje normu ekvivalentńı p̊uvodńı normě na X). Exis-
tenci a jednoznačnost řešeńı úlohy (2.2) pak dostaneme př́ımo z Rieszovy věty
o reprezentaci. Dosad́ıme–li do (2.2) za v = u, pak

m‖u‖2
X ≤ B(u, u) = 〈F, u〉 ≤ ‖F‖X‖u‖X

implikuje (2.3) a d̊ukaz je hotov.
(b) B neńı symetrická. Pro u ∈ X pevné B(u, ·) ∈ X⋆. Dle Rieszovy věty
existuje tedy prvek, označme jej Au ∈ X, tak, že

B(u, v) = (Au, v)X ∀v ∈ X

Z vlastnost́ı B plyne:

(i) A je lineárńı, nebot’ B je bilineárńı



18 KAPITOLA 2. TEORIE PARCIÁLNÍCH DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC

(ii) A je prostý a R(A) je uzavřený, což plyne z

m‖u‖2
X ≤ B(u, u) = (Au, u)X ≤ ‖Au‖X‖u‖X ⇒ ‖u‖X ≤ 1

m
‖Au‖X

(iii) A je omezený, nebot’

‖Au‖X = sup
v∈X
‖v‖≤1

|(Au, v)| ≤ sup |B(u, v)| ≤M‖u‖X ‖v‖X ≤M‖u‖X

⇒ ‖Au‖X ≤M‖u‖X

Tedy A : X → X je lineárńı, omezený a prostý operátor. Ukážeme, že A je
zobrazeńı na. Kdyby A(X) $ X, pak existuje v ∈ X \ A(X), který lze zvolit
tak, že ‖v‖X = 1, v ⊥ A(X). Pak ale 0 = (v,Av) = B(v, v) ≥ m‖v‖2

X = m, což
je spor.
Protože F ∈ X⋆, existuje w ∈ X tak, že 〈F, v〉 = (w, v)X ∀v ∈ X. K w tedy
existuje u ∈ X tak, že

B(u, v) = (Au, v) = (w, v) = 〈F, v〉X⋆,X ∀v ∈ X.

�

Odvozeńı slabé formulace
Definuj V ≡ {ϕ ∈ C∞(Ω);ϕ|Γ1

= 0} jako prostor testovaćıch funkćı.

Mysleme si, že u je řešeńım (klasickým) úlohy (2.1). Násobme základńı rovnici
z (2.1) libovolným prvkem ϕ ∈ V a integrujme přes Ω. Dostaneme

∫

Ω

fϕdx =

∫

Ω

buϕ dx −
∫

Ω

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
ϕdx =

=

∫

Ω

buϕ dx +

∫

Ω

aij
∂u

∂xi

∂ϕ

∂xj
dx −

∫

∂Ω

aij
∂u

∂xi
νjϕds.

Protože aij
∂u
∂xi

νj = ∂u
∂n a ϕ = 0 na Γ1, dostáváme z hraničńıch podmı́nek

∫

Ω

fϕdx =

∫

Ω

(
buϕ+ aij

∂u

∂xi

∂ϕ

∂xj

)
dx −

∫

Γ2∪Γ3

gϕds +

∫

Γ3

σuϕ ds. (2.4)

Označ́ıme-li

B(u, ϕ) ≡
∫

Ω

(
aij

∂u

∂xi

∂ϕ

∂xj
+ buϕ

)
dx +

∫

Γ3

σuϕ ds, (2.5)

přejde rovnost (2.4) na tvar:

B(u, ϕ) =

∫

Ω

fϕdx +

∫

Γ2∪Γ3

gϕds.

Nyńı do této rovnice dosad́ıme za u ze vztahu

v ≡ u− ũ0, (2.6)
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kde ũ0 je definováno v (A5) a zavedeme ještě

〈F,ϕ〉 ≡
∫

Ω

fϕdx +

∫

Γ2∪Γ3

gϕds −B(ũ0, ϕ). (2.7)

Snadno nahlédneme, že v je řešeńım úlohy

v|Γ1
= 0

B(v, ϕ) = 〈F,ϕ〉 ∀ϕ ∈ V

Pozorováńı 2.1.4 Všimněme si, že plat́ı

B(u, u) =

∫

Ω

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
dx +

∫

Ω

bu2 +

∫

Γ3

σu2 ≥ C1

∫

Ω

|∇u|2 dx = C1 ‖∇u‖2
2

To nám naznačuje, ve kterém prostoru bychom měli V uzavř́ıt. Definujeme proto

V ≡ uzávěr V ve W 1,2–normě.

Definice 2.1.5 (Slabého řešeńı úlohy (2.1)) Řekneme, že u je slabým řešeńım
(2.1), pokud

u− ũ0 ∈ V

B(u, ϕ) =

∫

Ω

fϕ dx +

∫

Γ2∪Γ3

gϕ ds je splněno pro ∀ϕ ∈ V

v ∈ V

B(v, ϕ) = 〈F,ϕ〉 ∀ϕ ∈ V kde v := u− ũ0

Abychom mohli aplikovat Lax–Milgramovu větu, potřebujeme ukázat, že

[1] V je Hilbert̊uv

[2] B(·, ·) je bilineárńı forma na V

[3] B(·, ·) je V –eliptická

[4] B(·, ·) je omezená

[5] F ∈ V ⋆ spojitý lineárńı funkcionál na V

ad [1] V je Hilbert̊uv

V je uzavřený podprostor Hilbertova prostoruW 1,2(Ω). Tedy V je také Hilbert̊uv.

ad [2] B(·, ·) je bilineárńı forma na V

Elementárńı, plyne z linearity integrálu.

ad [3] B(·, ·) je V –eliptická
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Lemma 2.1.6 Necht’ plat́ı (A1) — (A4). Pak B(·, ·) je V –eliptická, pokud je
splněna alespoň jedna z následuj́ıćıch čtyř podmı́nek

(A6)





(α) mı́ra Γ1 > 0,

(β) b > 0 na podmnožině množiny Ω kladné d–mı́ry

(γ) σ > 0 na podmnožině množiny Γ3 kladné (d− 1)–mı́ry

(A7) (δ)

∮

Ω

u dx =
1

|Ω|

∫

Ω

u dx = 0.

D̊ukaz. Tvrzeńı: ∃C > 0 tak, že B(v, v) ≥ C ‖v‖2
1,2 ∀v ∈ V

Sporem: Necht’ tvrzeńı neplat́ı. Pak ∀n ∈ N ∃ vn ∈ V tak, že ‖vn‖2
1,2 >

nB(vn, vn). Bez újmy na obecnosti můžeme zvolit ‖vn‖1,2 = 1. Prostor W 1,2 je
Hilbert̊uv a tedy reflexivńı a posloupnost vn je omezená. Z funkcionálńı analýzy
v́ıme, že v reflexivńım prostoru lze z každé omezené posloupnosti vybrat slabě
konvergentńı podposloupnost. Existuje tedy v ∈ V tak, že pro jistou vybranou
posloupnost plat́ı

vnk ⇀ v ve V, tj. ve W 1,2.

Z věty o kompaktńım vnořeńı (po př́ıpadném přechodu na daľśı posloupnost)
plyne

vnk → v v L2.

Z pozorováńı 2.1.4 v́ıme, že

C1 ‖∇vnk‖2
2 ≤ B(vnk , vnk) < 1/nk

a limitńım přechodem v nerovnosti pro k → ∞ dostáváme (za použit́ı slabé
zdola polospojitosti normy) rovnost

‖∇v‖2 = lim
k→∞

‖∇vnk‖2 = 0,

z čehož vyplývá
∇vnk → ∇v = 0 v L2.

Zjistili jsme tedy, že vnk → v ve W 1,2 a že v ≡ const. Dále

1 = lim
k→∞

‖vnk‖1,2 = ‖v‖1,2 .

Funkce v je konstantńı v = C a má jednotkovou normu. Ale:

(α) je–li mı́ra Γ1 > 0, pak muśı být C = 0. Jedině při této volbě má v nulovou
stopu na Γ1 a tedy lež́ı ve V . Jenže ‖0‖1,2 = 0. (spor)

(β), (γ) B(v, v) = limB(vnk , vnk) = 0. Z definice ovšem plyne (při ∇v = 0)

B(v, v) =

∫

Ω

b|v|2 +

∫

Γ3

σ|v|2 = |C|2
(∫

Ω

b+

∫

Γ3

σ

)

Výraz v závorce je kladný, tud́ıž B(v, v) = 0 jedině při C = 0 (spor).
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(δ)
∮
Ω
v = 0, tedy nutně C = 0 (spor).

�

ad [4] B(·, ·) je omezená

Lemma 2.1.7 Necht’ (A2) plat́ı. Pak ∃M > 0|B(u, ϕ)| ≤M ‖u‖1,2 ‖v‖1,2.

D̊ukaz. Cvičeńı č. 9. (užij Hölderovu nerovnost, (A2), ale i větu o stopách). �

ad [5] F ∈ V ⋆ spojitý lineárńı funkcionál na V

Lemma 2.1.8 Necht’ (A2), (A3), (nebo (A3*)) a (A5) plat́ı. Pak F ∈ V ⋆ a
∃CF > 0 tak, že

‖F‖V ⋆ ≤ CF

[
‖f‖2 + ‖g‖L2(Γ2∪Γ3)

+ ‖ũ0‖1,2

]
(2.8)

(
nebo CF

[
‖f‖V ⋆ + ‖g‖

(W
1
2

,2(Γ2∪Γ3))⋆
+ ‖ũ0‖1,2

])

D̊ukaz. Cvičeńı č. 10. �

Věta 2.1.9 Bud’ Ω ∈ C0,1. Necht’ (A1) — (A5) plat́ı. Necht’ dále jedna z podmı́nek
(A6) je splněna. Pak existuje právě jedno slabé řešeńı u úlohy (2.1), které splňuje

‖u‖1,2 ≤ C
[
‖f‖2,Ω + ‖g‖2,Γ2∪Γ3

+ ‖ũ0‖1,2

]
(2.9)

D̊ukaz. Polož v = u − ũ0 ∈ V . Dle Lax–Milgramova lemmatu ∃!v ∈ V jakožto
řešeńı úlohy B(v, ϕ) = 〈F,ϕ〉 a nav́ıc ‖v‖V ≤ M

m ‖F‖V ⋆ . Odsud

‖u‖1,2 = ‖u− ũ0 + ũ0‖1,2 ≤ ‖v‖1,2 + ‖ũ0‖1,2 ≤

≤ C
[
‖f‖2,Ω + ‖g‖2,Γ2∪Γ3

+ ‖ũ0‖1,2

]

Samozřejmě jsme využili lemmat 2.1.6, 2.1.7 a 2.1.8. �

Důsledek 2.1.10 Protože úloha je lineárńı, tak zobrazeńı F : [f, g, ũ0] 7−→ u
jakožto zobrazeńı z L2(Ω) × L2(Γ2 ∪ Γ3) ×W 1,2(Ω) do V je omezené a spojité.

Neńı–li splněna ani jedna z podmı́nek (A6) pak řeš́ıme Neumannovu úlohu

− ∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
= f v Ω

∂u

∂n
= g na ∂Ω

(2.10)

Slabým řešeńım této úlohy nazveme u ∈W 1,2(Ω) splňuj́ıćı
∫

Ω

aij
∂u

∂xi

∂ϕ

∂xj
dx =

∫

Ω

fϕdx +

∫

∂Ω

gϕds ∀ϕ ∈W 1,2(Ω) (2.11)



22 KAPITOLA 2. TEORIE PARCIÁLNÍCH DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC

Př́ıklad 2.1.11 Jednodimenzionálńı prototyp našich úloh jsou rovnice

• u′′ = 0 na (a, b)

• u(a) = α, u(b) = β Dirichlet

• u′(a) = α a u(b) = β smı́̌sená úloha

• u′(a) = α a u′(b) = β Neumann

Obecné řešeńı má tvar Ax+ b.

Lemma 2.1.12 Nutná podmı́nka existence slabého řešeńı Neumannovy úlohy:
∫

Ω

f dx +

∫

∂Ω

g ds = 0 (A8)

D̊ukaz. Vezmi ϕ ≡ 1 v (2.11). �

Věta 2.1.13 Necht’ plat́ı (A1) — (A3), Ω ∈ C0,1. Necht’ nav́ıc f, g splňuj́ı
(A8). Pak existuje právě jedno slabé řešeńı u ∈ W := {v ∈ W 1,2(Ω);

∮
Ω
v = 0}

Neumannovy úlohy. Plat́ı pro něj

‖u‖1,2 ≤ C
[
‖f‖2,Ω + ‖g‖2,∂Ω

]
(2.12)

Ostatńı řešeńı jsou ve tvaru

u+ konstanta

D̊ukaz.B(u, v) je dána vztahem
∫
Ω
aij

∂u
∂xi

∂v
∂xj

dx. Tato forma je bilineárńı, omezená

a dle lemmatu 2.1.8 (podmı́nka (A7)) také W–eliptická. Funkcionál F defi-
novaný vztahem 〈F,ϕ〉 =

∫
Ω
fϕdx +

∫
∂Ω
gϕds je spojitý, lineárńı funkcionál

na W 1,2(Ω), tedy F ∈ W ⋆ (i F ∈ (W 1,2(Ω))⋆). Dle Lax–Milgramovy věty
dostáváme tvrzeńı i odhad (2.12). Je jasné, že u + const. je také slabé řešeńı.
Opačně, jsou-li u a v dvě slabá řešeńı (2.10), pak B(u−v, ϕ) = 0 ∀ϕ ∈W 1,2(Ω).
Volbou ϕ = u− v dostaneme ‖∇(u− v)‖2 = 0. Tedy ∇(u− v) = 0 skoro všude.
Odsud u = v + const. �

2.1.2 Existence slabého řešeńı pro úlohy s obecnými lineárńımi

eliptickými operátory – Fredholmova alternativa

Uvažujme nyńı obecněǰśı formu na W 1,2
0 (Ω) než B(u, ϕ), a to:

a(u, ϕ)
df.≡
∫

Ω

aij
∂u

∂xj

∂ϕ

∂xi
dx +

∫

Ω

bi
∂u

∂xi
ϕdx +

∫

Ω

ciu
∂ϕ

∂xi
+

∫

Ω

buϕ dx (2.13)

To odpov́ıdá operátoru

Lu ≡ − ∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+ bi

∂u

∂xi
− ∂

∂xi
(ciu) + bu
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s okrajovou podmı́nkou u = 0 nebo ∂u
∂n = 0 na ∂Ω ale i operátoru

L⋆ϕ ≡ − ∂

∂xj

(
aij

∂ϕ

∂xi

)
− ∂

∂xi
(biϕ) + ci

∂ϕ

∂xi
+ bϕ

s okrajovou podmı́nkou ϕ = 0 nebo ∂ϕ
∂n = 0 na ∂Ω.

Opět předpokládáme podmı́nku elipticity (A1). Dále

aij , bi, ci, b ∈ L∞(Ω) (žádný předpoklad na znaménko b!!) (A)

Plat́ı

Lemma 2.1.14 Existuj́ı C̃1, C̃2, a γ > 0 tak, že pro ∀u, ϕ ∈W 1,2
0 (Ω) plat́ı

|a(u, ϕ)| ≤ C̃1 ‖u‖1,2 ‖ϕ‖1,2 (2.14)

C̃2 ‖u‖2
1,2 ≤ a(u, u) + γ ‖u‖2

2 (2.15)

D̊ukaz. (2.14) zřejmý (ověřte si)
(2.15)

α ‖∇u‖2
2 ≤

∫

Ω

aij(x)
∂u

∂xj

∂u

∂xi
dx =

= a(u, u) −
∫

Ω

bi
∂u

∂xi
u dx +

∫

Ω

ciu
∂u

∂xi
dx +

∫

Ω

bu2 dx ≤

≤ a(u, u) +

(
max

i=1,...,d
‖bi‖∞ + max

i=1,...,d
‖ci‖∞

)
‖u‖2 ‖∇u‖2 + ‖b‖∞ ‖u‖2

2 ≤

≤ a(u, u) +
α

2
‖∇u‖2

2 +

[
1

2α

(
max

i=1,...,d
‖bi‖∞ + max

i=1,...,d
‖ci‖∞

)2

+ ‖b‖∞

]
‖u‖2

2

kde jsme využili nerovnost 2ab ≤ a2 + b2. Přičteme-li ke vzniklé nerovnosti
α
2 (‖u‖2

2 − ‖∇u‖2
2), dostáváme požadovanou nerovnost. �

Věta 2.1.15 (1. existenčńı) Existuje γ ≥ 0 tak, že pro každé

ν ≥ γ

a pro ∀f ∈ L2(Ω) (mohlo by být (W 1,2
0 (Ω)⋆) ∃! slabé řešeńı u ∈W 1,2

0 (Ω) úlohy

Lu+ νu = f v Ω

u = 0 na ∂Ω.
(2.16)

D̊ukaz. Vezmi γ z (2.14) v Lemmatu 2.1.14. Pak aν(u, ϕ) = a(u, ϕ) + ν(u, ϕ)
splňuje předpoklady Lax–Milgramovy věty, což dává tvrzeńı. �

Bez d̊ukazu uvád́ıme následuj́ıćı d̊uležitou větu z funkcionálńı analýzy:
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Věta 2.1.16 (Fredholmova alternativa) Bud’ H Hilbert̊uv, a K : H → H
lineárńı, kompaktńı, omezený. Pak

(i) N(I −K) je konečnědimenzionálńı

(ii) R(I −K) je uzavřený

(iii) R(I −K) = N(I −K⋆)⊥

(iv) N(I −K) = {0} ⇔ R(I −K) = H

(v) dimN(I −K) = dimN(I −K⋆)

Fredholmova alternativa: Bud’ Kh−h = f v H má řešeńı pro každé f ∈ H nebo
∃ netriviálńı řešeńı Kh = h.

Věta 2.1.17 (2. existenčńı) (i) Bud’ ∀f ∈ L2(Ω) ∃! (slabé) řešeńı

Lu = f v Ω

u = 0 na ∂Ω
(2.17)

nebo existuje netriviálńı (slabé) řešeńı úlohy

Lu = 0 v Ω

u = 0 na ∂Ω.
(2.18)

(ii) Existuje-li netriviálńı (slabé) řešeńı úlohy (2.18), označ́ıme N ⊂ W 1,2
0 (Ω)

množinu jej́ıch řešeńı a dále N⋆ ⊂W 1,2
0 (Ω) množinu řešeńı adjungované úlohy

L⋆v = 0 v Ω

v = 0 na ∂Ω
(2.19)

Plat́ı: dimenze N je konečná a rovná se dimenzi N⋆.
(iii) Pro dané f ∈ L2(Ω) má úloha (2.17) řešeńı ⇔ (f, v)2 = 0 ∀v ∈ N⋆.

D̊ukaz. (i) Volme γ jako v Lemmatu 2.1.14. Definujme

aγ(u, ϕ) ≡ a(u, ϕ) + γ(u, ϕ)

odpov́ıdaj́ıćı operátoru
Lγu = Lu+ γu.

Dle věty 2.1.15. ⇒ ∀g ∈ L2(Ω) ∃! slabé řešeńı u ∈W 1,2
0 (Ω) splňuj́ıćı

aγ(u, ϕ) = (g, ϕ)2 ∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω) (2.20)

Označme u = L−1
γ g, plat́ı-li mezi u a g vztah (2.20).

(ii) Plat́ı následuj́ıćı ekvivalence:

u ∈W 1,2
0 (Ω) řeš́ı (2.17)

⇔ aγ(u, ϕ) = (γu+ f, ϕ) ∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω)

⇔ u = L−1
γ (γu+ f)

⇔ u−Ku = h, kde Ku ≡ γL−1
γ u a h ≡ L−1

γ f
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(iii) Tvrd́ıme: K : L2(Ω) → L2(Ω) je omezený, lineárńı, kompaktńı (K je γ–
násobek L−1

γ , a L−1
γ řeš́ı (2.20)). Vı́me:

α

2
‖u‖2

1,2 ≤ aγ(u, u) = (g, u) ≤ ‖g‖2 ‖u‖2 ≤ c ‖g‖2 ‖∇u‖2 ,

což dává

‖u‖1,2 ≤ c̃ ‖g‖2 ,

tedy L−1
γ : L2 →W 1,2

0 (Ω), což je prostor, který je kompaktně vnořen do L2 ⇒ K
je omezený, kompaktńı.
(iv) Aplikuj obecné výsledky z FA. Mimo jiné v́ıme:

u−Ku = h má řešeńı ⇔ (h, v)2 = 0 ∀ řešeńı v úlohy K⋆v = v.

Poč́ıtejme

(h, v)2 =
(
L−1

γ f, c
)

=
1

γ
(Kf, v) =

1

γ
(f,K⋆v) =

1

γ
(f, v),

což dává (iii). �

Věta 2.1.18 (3. existenčńı věta) (i) Existuje nejvýše spočetná množina Σ ⊂
R tak, že je ekvivalentńı

λ 6∈ Σ ⇔ ∀f ∈ L2(Ω) ∃!u ∈W 1,2
0 (Ω)

řeš́ıćı

Lu = λu+ f v Ω

u = 0 na ∂Ω
(2.21)

(ii) Je–li Σ nekonečná, pak se Σ skládá z {λk}∞k=1 s λk → ∞.

Definice 2.1.19 Σ se nazývá (reálné) spektrum operátoru L. Poznamenejme:
speciálně úloha

Lu = λu v Ω

u = 0 na ∂Ω

má netriviálńı řešeńı w 6≡ 0 ⇔ λ ∈ Σ. Pak λ je vlastńı č́ıslo L a w odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektor.

D̊ukaz. (i) Volme γ jako v Lemmatu 2.1.14. Dle věty 2.1.15 lze předpokládat
λ > −γ (jinak v́ıme, že (2.21) má jednoznačné řešeńı). Lze též předpokládat, že
γ > 0.
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(ii) Dle Fredholmovy alternativy máme následuj́ıćı ekvivalence:

u řeš́ı (2.21) ⇔ ∃ jen triviálńı slabé řešeńı
{
Lu = λu v Ω

u = 0 v ∂Ω

⇔ ∃ jen triviálńı slabé řešeńı
{
Lγ = (λ+ γ)u v Ω

u = 0 na ∂Ω

⇔ úloha u = L−1
γ ((λ+ γ)u) =

γ + λ

γ
Ku má jen nulové řešeńı

⇔ γ

γ + λ
neńı vlastńım č́ıslem operátoru K

(iii) Nyńı FA ⇒ K má nejvýš spočetně mnoho vlastńıch č́ısel hromad́ıćıch se
k {0}, avšak γ

γ+λk
→ 0 ⇔ λK → ∞ �

Věta 2.1.20 (omezenost inverze) Jestlǐze λ 6∈ Σ, pak existuje C tak, že

‖u‖2 ≤ C ‖f‖2 (2.22)

kdykoliv f ∈ L2(Ω) a u je jediné slabé řešeńı úlohy (2.21).

D̊ukaz. Sporem: Pokud (2.22) neplat́ı, pak

∃fk ∈ L2(Ω) a uk ∈W 1,2
0 (Ω) tak, že

{
Luk = λuk + fk v Ω

u = 0v ∂Ω

a

‖uk‖2 > k ‖fk‖2

‖uk‖2 = 1

}
⇒ fk → 0 silně v L2(Ω)

{uk} omezená ve W 1,2
0 (Ω)

(z apriorńıch odhad̊u)

}
⇒

uk ⇀ u ve W 1,2

uk → u silně v L2

Pak u řeš́ı

Lu = λu v Ω

u = 0 na ∂Ω.

Protože λ 6∈ Σ ⇒ u ≡ 0 ale ‖u‖2 = 1. �
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2.1.3 Regularita slabého řešeńı

Uvědomme si nejdř́ıve, že věta o existenci jediného slabého řešeńı úlohy

− ∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+ bu = f v Ω ⊆ Rd

u = u0 na Γ1

∂u

∂ν
+ σu = g na Γ2 ∪ Γ3

aij , b ∈ L∞(Ω), σ ∈ L∞(Γ3)

b ≥ 0 v Ω, σ ≥ 0 na Γ3, σ = 0 na Γ2

∃α > 0 : aij(x)ξiξj ≥ α|ξ|2 ∀x ∈ Ω ∀ξ ∈ Rd (2.23)

plat́ı za slabš́ıch předpoklad̊u na data z úlohy, tj. na u0, f, g.
Připomeň:

V ≡ uzávěr {ϕ ∈ C1(Ω̄);ϕ = 0 na Γ1} ve W 1,2(Ω),

W ≡
{
ϕ ∈W 1,2(Ω);

∮

Ω

ϕdx = 0

}
.

Uvaž podmı́nky:

(i) Γ1 . . . neprázdná množina

(ii) b > 0 na H ⊂ Ω, |H|d > 0

(iii) σ > 0 na ΓH ⊂ Γ3, |ΓH |d−1 > 0.

Zobecněńım věty 2.1.9 je následuj́ıćı věta

Věta 2.1.21 (α) Necht’

g ∈
(
W

1
2 ,2(Γ2 ∪ Γ3)

)⋆

, f ∈ V ⋆, u0 ∈W
1
2 ,2(Γ1).

a necht’ jedna z podmı́nek (i) — (iii) plat́ı. Pak ∃!u ∈W 1,2(Ω) tak, že

u− ũ0 ∈ V (ũ0 je rozš́ıřeńı u0 na Ω)

((u, ϕ)) = 〈f, ϕ〉V ⋆,V + 〈g, ϕ〉
(W

1
2

,2(Γ2∪Γ3))⋆
∀ϕ ∈ V.

(β) Je–li Γ1 prázdná, b1 ≡ 0 v Ω a σ ≡ 0 na ∂Ω a pokud

〈f, 1〉(W 1,2(Ω))⋆ + 〈g, 1〉
(W

1
2

,2(∂Ω))⋆
= 0,

pak ∃!u ∈W splňuj́ıćı

((u, ϕ)) = 〈f, ϕ〉(W 1,2(Ω))⋆ + 〈g, ϕ〉
(W

1
2

,2(∂Ω))⋆
∀ϕ ∈W 1,2(Ω)
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D̊ukaz. Je–li u0 ∈ W
1
2 ,2(Γ1), pak existuje právě jedno rozš́ı̌reńı ũ0 ∈ W 1,2(Ω)

tak, že ũ0 = u0 na Γ1 ve smyslu stop. Nalezeńı u je (srovnej s d̊ukazem věty
2.1.9.) ekvivalentńı nalezeńı ω ∈ V tak, že

((ω, ϕ)) = ((−ũ0, ϕ)) + 〈f, ϕ〉V ⋆ + 〈g, ϕ〉
W

1
2

,2(Γ2∪Γ3)
≡ 〈F,ϕ〉

Protože

((ω, ϕ))
df.≡
∫

Ω

aij
∂ω

∂xj

∂ϕ

∂xi
dx +

∫

Ω

bωϕdx +

∫

Γ3

σωϕ ds

je omezená, bilineárńı, V –eliptická forma a F ∈ V ⋆ (ověř!), Lax–Milgramova
věta dává tvrzeńı (α). V př́ıpadě Neumanovy úlohy (viz. (β)) postupujeme
podobně (srovnej s větou 2.1.13.). �

Teorie regularit slabého řešeńı hledá odpověd’ na následuj́ıćı otázku: Necht’ jsou
data úlohy hladš́ı (lepš́ı) než požaduje existenčńı věta, je pak slabé řešeńı také
hladš́ı?

Pro lineárńı eliptické (a také parabolické) úlohy je odpověd’ kladná, teorie je však
technicky komplikovaná. Proto se omeźıme na jednodušš́ı situaci, kdy Ω = Rd.
Tzn., studujeme úlohu ”bez hranice”:

− ∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+ bu = f v Rd (2.24)

Dokažte si větu (použijte větu 2.1.21):

Věta 2.1.22 Necht’ aij ∈ L∞(Rd), b ∈ L∞(Rd) ≥ 0, aij(x)ξiξj ≥ α|ξ|2 ∀x ∈
Rd ∀ξ ∈ Rd. Je–li f ∈ (W 1,2(Rd))⋆, pak ∃!u ∈W 1,2(Rd) takové, že
∫

Rd

aij
∂u

∂xj

∂ϕ

∂xi
dx +

∫

Rd

buϕ dx = 〈f, ϕ〉(W 1,2(Ω))⋆ ∀ϕ ∈W 1,2(Rd). (2.25)

Nyńı předpokládejme, že data jsou hladš́ı, tj.

aij ∈W 1,∞(Rd), b ∈W 1,∞(Rd) a f ∈ L2(Rd) (2.26)

Je pak slabé řešeńı u ∈W 2,2(Rd)?

Věta 2.1.23 Necht’ aij , b a f splňuj́ı (2.26). Pak jednoznačně definované slabé
řešeńı u ∈W 1,2(Rd) úlohy (2.24) patř́ı do W 2,2(Rd) a plat́ı

‖u‖2,2 ≤ C ‖f‖2 . (2.27)

D̊ukaz. 1. Formálńı. Označ pro pevné l ∈ {1, 2, . . . , d} : Z ′ ≡ ∂Z
∂xl

pro funkci Z.

Derivujme rovnici (2.24) dle xl :
(

∂
∂xl

(2.24)
)
⇒

− ∂

∂xi

(
aij

∂u′

∂xj

)
+ bu′ =

∂

∂xj

(
a′ij

∂u

∂xj

)
− b′u+ f ′. (2.28)
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Násob (2.28) u′, integruj přes Rd a užij integraci per–partes (Greenova věta).
Dostaneme

∫

Rd

aij
∂u′

∂xj

∂u′

∂xi
dx +

∫

Rd

b(u′)2 dx =

= −
∫

Rd

a′ij(x)
∂u

∂xj

∂u′

∂xi
−
∫

Rd

b′uu′ dx +

∫

Rd

f ′u′ dx (2.29)

Protože u je slabé řešeńı, tak

‖u‖1,2 ≤ C ‖f‖2 . (2.30)

Levá strana (2.29): podmı́nka elipticity +b ≥ 0 ⇒ LS(2.29)≥ α ‖∇u′‖2
2

Pravou stranu (2.29) nejdř́ıve uprav́ıme:
∫
f ′u′ dx = −

∫
fu′′ dx a pak odhadu-

jeme

|PS (2.29)| ≤ sup
x∈R

d

i,j=1,...,d

|a′ij(x)| ‖∇u‖2 ‖∇u′‖2 + sup
x∈Rd

|b′| ‖u‖2 ‖u′‖2 +

+‖f‖2 ‖u′′‖2 ≤ C ‖f‖2 ‖∇u′‖2+C ‖f‖2
2+‖f‖2 ‖∇u′‖2 ≤ C̃ ‖f‖2

2+
α

2
‖∇u′‖2

2 .

(2.31)

Dáme–li dolńı odhad LS (2.29) dohromady s horńım odhadem PS (2.29) obdrž́ıme

α ‖∇u′‖2
2 ≤ C ‖f‖2

2 +
α

2
‖∇u′‖2

2 , což implikuje (2.27).

�

Tento d̊ukaz je formálńı (nesprávný), nebot’ vycházel z klasické formulace úlohy.
My však nev́ıme, že slabé řešeńı u ∈W 1,2(Rd) splňuje rovnici (2.24) skoro všude
(či bodově) v Rd. Muśıme tedy k d̊ukazu vyj́ıt ze slabé formulace (2.25).

D̊ukaz. 2. Rigorózńı. Věta A.3.92 ř́ıká

u ∈W 1,2 ≡ u ∈ L2&
1

|h| ‖rhu− u‖2 ≤ C <∞ ∀|h| ≤ h0.

Chceme ukázat, že u ∈W 2,2(Rd). K tomu stač́ı (nebot’ u ∈W 1,2(Rd))

∫

Rd

|∇u(x+ hei) −∇u(x)|2
|h|2 dx ≤ C ‖f‖2

2 ∀i = 1, 2, . . . , d, (2.32)

kde vektor ei = (0, . . . , 1, 0 . . . ) je i-tý vektor Euklidovské báze v Rd.

Tvrzeńı (2.27) pak plyne z věty A.3.92 a ze skutečnosti, že

vK ⇀ v v X (reflexivńı, Banach) ⇒ ‖v‖X ≤ lim inf
K→∞

‖vK‖X .

Označme ∆hu(x) = u(x + hei) − u(x), kde i je pevné. Protože u ∈ W 1,2(Rd),
tak ∆hu ∈W 1,2(Rd).
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Označ r−hϕ = ϕ(x − hei). Je–li ϕ ∈ W 1,2(Rd) ⇒ r−hϕ ∈ W 1,2(Rd) a můžeme
ji použ́ıt jak testovaćı funkci v (2.25). Po substituci dostaneme

∫

Rd

aij(x+ hei)
∂ϕ

∂xi
(x)

∂u

∂xj
(x+ hei) dx +

∫

Rd

b(x+ hei)u(x+ hei)ϕ(x) dx =

=

∫

Rd

f(x+ hei)ϕ(x). (2.33)

Nyńı od (2.33) odečteme (2.25) a do výsledku dosad́ıme za ϕ := ∆hu. Po
úpravách dostaneme

∫

Rd

aij
∂∆hu(x)

∂xj

∂∆hu(x)

∂xi
dx +

∫

Rd

b(x)|∆hu(x)|2 dx =

= −
∫

Rd

[aij(x+ hei) − aij(x)]
∂u(x+ hei)

∂xj

∂∆hu(x)

∂xi
dx−

−
∫

Rd

(b(x+ hei) − b(x))u(x+ hei)∆hu(x) dx+

+

∫

Rd

[f(x+ hei) − f(x)]∆hu(x) dx. (2.34)

Substitućı upravme posledńı člen na tvar

∫

Rd

f(x)∆−h(∆+hu(x)) dx =

= −
∫

Rd

f(x)[u(x+ hei) − 2u(x) + u(x− hei)] dx.

Podělme výslednou rovnici h2. Protože ∆hu
h ∈W 1,2(Rd) ∀h, plyne z věty A.3.92,

že (g = 1/h∆hu)

1

h

∥∥∥∥∆−h

(
∆hu

h

)∥∥∥∥
2

=
1

h

∥∥∆−hg
∥∥

2
≤ c ‖∇g‖2 = c

∥∥∥∥∇
∆hu

h

∥∥∥∥
2

.

Tak posledńı člen v (2.34) je odhadnut shora členem

c ‖f‖2

∥∥∥∥∇
∆hu

h

∥∥∥∥
2

.

Ostatńı členy v (2.34) jsou odhadnuty podobně (= stejně) jako ve formálńım
d̊ukazu. Např. levá strana (2.34):

LS(2.34) ≥ α

∥∥∥∥∇
∆hu

h

∥∥∥∥
2

atd.

Nerovnost (2.32) je dokázána. �

Máme–li úlohu v omezené oblasti Ω ⊆ Rd, pak postupujeme podobně (nikoliv
stejně): muśıme však dávat pozor, aby hodnoty u(x + hei) byly definovány. To
vede k rozděleńı úlohy na zkoumáńı regularity
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1. Vnitřńı. Nećıt́ı hraničńı podmı́nky, citlivá jen na koeficienty rovnice a f .
Odhady se provád́ı na podoblasti množiny Ω a záviśı na vzdálenosti této
podoblasti od ∂Ω.

2. Hraničńı. Ta se dále děĺı na regularitu derivaćı v tečných směrech (podél
hranice) a regularitu derivaćı v normálových směrech.

Př́ıkladem věty o vnitřńı regularitě je následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 2.1.24 Bud’ Ω omezená oblast. Necht’ u ∈W 1,2(Ω) splňuje
∫

Ω

aij
∂u

∂xj

∂ϕ

∂xi
dx +

∫

Ω

buϕ dx =

∫

Ω

fϕ dx ∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω). (2.35)

Necht’ f ∈ L2(Ω), aij ∈W 1,∞(Ω), b ∈W 1,∞(Ω), b ≥ 0. Pak ∀Ω′ ⊂ Ω′ ⊂ Ω

‖u‖2,2,Ω′ ≤ C(Ω′) ‖f‖2,Ω

D̊ukaz. Bud’ ξ ∈ D(Ω), ξ ≡ 1 na Ω′, 0 ≤ ξ ≤ 1. Polož mı́sto ϕ v (2.35) ϕξ2 a
přepǐs (2.35) pro veličinu w = uξ, pak w rozšǐr 0 vně Ω a vše lze chápat na Rd

a už́ıt větu 2.1.23. Přesněji, pokud u ∈W 1,2(Ω) řeš́ı
∫

Ω

(
aij

∂u

∂xj

∂ϕ

∂xi
+ buϕ

)
dx =

∫

Ω

fϕdx +

∫

∂Ω

gϕds, (2.36)

pak vezmeme–li za ϕ v (2.36) ϕξ2, kde ξ ≡ 1 v Ω′, ξ ∈ D(Ω), ξ(x) ∈ 〈0, 1〉 ,
dostaneme
∫

Ω

[
aij

∂(uξ)

∂xj

∂(ϕξ)

∂xi
+ b(uξ)(ϕξ)

]
dx =

=

∫

Ω

(fξ)(ϕξ) dx −
∫

Ω

∂

∂xi

(
aiju

∂ξ

∂xj

)
ϕξ dx −

∫

Ω

aij
∂u

∂xj

∂ξ

∂xi
ϕξ (2.37)

Dodefinujeme–li aij , b, f, ϕξ, uξ vně Ω nulou a označ́ıme–li w = uξ, ψ = ϕξ a

g ≡ fξ − ∂
∂xi

(
aiju

∂ξ
∂xj

)
− aij

∂u
∂xj

∂ξ
∂xi

, dostáváme z (2.36)

∫

Rd

[
aij

∂w

∂xj

∂ψ

∂xi
+ bwψ

]
=

∫

Rd

gψ dx ∀ψ ∈W 1,2(Rd), supp ψ ⊆ Ω0.

Nyńı lze s úspěchem využ́ıt větu 2.1.23. �

Mluv́ıme–li o globálńı regularitě (tj. vnitřńı i hraničńı dohromady), pak plat́ı
následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 2.1.25 Necht’ Ω je tř́ıdy Ck−1,1, k ≥ 2. Bud’ aij ∈ W k−1,∞(Ω̄), b ≥
0, aijξiξj ≥ α|ξ|2. Bud’ u0 ∈ W k− 1

2 ,2(∂Ω) a f ∈ W k−2,2(Ω). Pak u, jediné
slabé řešeńı Dirichletovy úlohy

− ∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+ bu = f v Ω

u = u0 na ∂Ω,
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patř́ı do W k,2(Ω) a plat́ı

‖u‖k,2Ω ≤ C
(
‖f‖k−2,2,Ω + ‖u0‖k− 1

2 ,2,(∂Ω)

)

Bez d̊ukazu.

Poznámka 2.1.26

• Je–li d = 3 pak z věty A.3.59 o spojitém vnořeńı dostáváme u ∈ C2, 1
2 (Ω) (pro

k = 4). Tedy u je klasickým řešeńım p̊uvodńı úlohy.

• Pro Neumann̊uv problém plat́ı podobná věta:

g ∈W k− 3
2 ,2(∂Ω) ⇒ u ∈W k,2(Ω), k ≥ 2

• Pro smı́̌senou úlohu: pozor!! Singularita m̊uže vzniknout na přechodu mezi Γ2 a
Γ1 apod.

2.1.4 Spektrum symetrického lineárńıho operátoru

Motivace: Fourierova metoda pro smı́̌sený parabolický problém. Formálně: hlede-
jme řešeńı úlohy

∂u

∂t
− ∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
+ bu = 0 v QT = (0, T ) × Ω,

aij = aji,∃α > 0 : aijξiξj ≥ α|ϕ|2

u = 0 na (0, T ) × ∂Ω (2.38)

u(0, x) = u0(x) x ∈ Ω

ve tvaru u(t, x) = v(x)h(t). Po dosazeńı dostaneme (hledáme netriviálńı řešeńı)

ḣ

h
=

∂
∂xi

(
aij

∂v
∂xj

)
− bv

v

Rovnost je možná jen jsou–li obě strany rovny konstantě ⇒
ḣ = −δh u0(x) = h(0)v(x) (2.39)

− ∂

∂xj

(
aij

∂v

∂xj

)
+ bv = δv v Ω v = 0 na ∂Ω (2.40)

(2.40) je úloha na spektrum. Dle věty 2.1.27 ńıže (viz též FA) existuje báze
vlastńıch funkćı {vi}, vi ∈W 1,2

0 , odpov́ıdaj́ıćıch vlastńım č́ısl̊um 0 < λ1 ≤ λ2 ≤
. . . λk → ∞.

Uvažujme úlohu (2.40) ve slabé formě: Hledáme wr ∈ W 1,2
0 a λr ∈ R tak, že

(aij = aji,∃α > 0 : aijξiξj ≥ α|ξ|2, b ≥ 0)

((wr, ϕ)) = λr(w
r, ϕ) ∀ϕ ∈W 1,2

0 (Ω) (2.41)
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Věta 2.1.27 Existuje spočetná množina {λr}∞r=1 a vlastńı vektory {wr}∞r=1

splňuj́ıćı (2.41) tak, že

• (wr, ws)2 = δ ∀r, s ∈ N. Také

((
wr

√
λr

,
ws

√
λs

))
= δrs

• 1 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ . . . a λr → ∞ pro r → ∞
• {wr}∞r=1 tvoř́ı bázi ve W 1,2

0 (Ω)

Nav́ıc, definujeme–li HN ≡ lin. obal {w1, . . . , wN} a PNv ≡ ∑N
r=1(v, w

r)wr

dostáváme ∥∥PN
∥∥
L(W 1,2,W 1,2)

≤ C
∥∥PN

∥∥
L(H,H)

≤ C.

2.1.5 Princip maxima pro slabá řešeńı

Tato část se týká výlučně skalárńıch rovnic. Vı́me–li, že řešeńı naš́ı úlohy je
hladké = regulárńı, pak lze využ́ıt vět o slabém a silném principu maxima
zavedené v klasické teorii PDR. Ćılem této části je ukázat, že slabý princip
maxima plat́ı i pro slabá řešeńı.

Uved’me si nejdř́ıve tvrzeńı o složeńı hladkého zobrazeńı s funkćı ze Sobolevova
prostoru a zaj́ımavých d̊usledćıch tohoto tvrzeńı.

Věta 2.1.28 (i) Bud’ F ∈ C1(R) taková, že F ′ ∈ L∞(R). Je–li u ∈ W 1,p(Ω)
pak F ◦ w ∈W 1,p(Ω) a plat́ı

∂(F ◦ u)
∂xi

= (F ′ ◦ u) ∂u
∂xi

s.v. v Ω (2.42)

(ii) Je–li u ∈W 1,p(Ω), pak také u+, u− a |u| ∈W 1,p(Ω) a plat́ı

∇u+ =

{
∇u s.v. na {u > 0}
0 s.v. na {u ≤ 0}

∇u− =

{
0 s.v. na {u ≥ 0}
−∇u s.v. na {u < 0}

∇|u| =





∇u s.v. na {u > 0}
0 s.v. na {u = 0}
−∇u s.v. na {u < 0}

(iii) ∇u = 0 s.v. na {u = 0}

D̊ukaz. (i) Chceme ukázat že slabá derivace F ◦u je Lp–integrovatelná a splňuje
(2.42), tedy

−
∫

Ω

(F ◦ u) ∂ϕ
∂xi

=

∫

Ω

(F ′ ◦ u) ∂u
∂xi

ϕdx ∀ϕ ∈ D(Ω) (2.43)
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∫

Ω

(F ◦ u) ∂ϕ
∂xi

= lim
ε→0

∫

Ω

(F ◦ uε)
∂ϕ

∂xi
, (2.44)

kde uε = u ⋆ µε je regularizace. Užijeme–li skutečnosti, že ∂(uε)
∂xi

=
(

∂u
∂xi

)
ε
, tak

máme

−
∫

Ω

(F ◦ u) ∂ϕ
∂xi

dx = − lim
ε→0

∫

Ω

(F ◦ uε)
∂ϕ

∂xi
dx = lim

ε→0

∫

Ω

(F ′ ◦ uε)
∂uε

∂xi
ϕdx =

= lim
ε→0

∫

Ω

(F ′ ◦ uε)

(
∂u

∂xi

)

ε

ϕdx =

∫

Ω

(F ′ ◦ u)
(
∂u

∂xi

)
ϕdx.

(ii) Aproximujeme nyńı funkci u+ funkcemi Fε ◦ u, kde

Fε(r)

{
(ε2 + r2)

1
2 − ε2 pro r > 0

0 pro r ≤ 0.

Zřejmě Fε◦u→ u+, F ′
ε(r) = r

(ε2+r2)
1
2
−−−→
ε→0

1 pro r > 0, a F ′
ε◦u→ 1 na množině

{x ∈ Ω;u(x) > 0}.
Dle části (i)

−
∫

Ω

u+ ∂ϕ

∂xi
= − lim

ε→0

∫

Ω

(Fε ◦ u)
∂ϕ

∂xi
dx =

= lim
ε→0

∫

Ω∩{u>0}
(F ′

ε ◦ u)
∂u

∂xi
ϕdx =

∫

Ω∩{u>0}

∂u

∂xi
ϕdx.

Ostatńı tvrzeńı jsou d̊usledkem vztah̊u

u− = (−u)+ a |u| = u+ + u−.

(iii) u = u+ − u− a ∇u = ∇u+ −∇u−. Na množině {u = 0} jsou jak ∇u+, tak
∇u− rovny nule skoro všude. Tedy i ∇u = 0 s.v. na {u = 0}. �

Uvažujme úlohu

− ∂

∂xi

(
aij

∂u

∂xj

)
= 0 v Ω

u = u0 na ∂Ω.

(2.45)

Vı́me, že (za př́ıslušných předpoklad̊u) existuje právě jedno slabé řešeńı u ∈
W 1,2(Ω) této úlohy tak, že

u− ũ0 ∈W 1,2
0 (Ω) (2.46)∫

Ω

aij
∂u

∂xj

∂ϕ

∂xi
dx = 0 pro každé ϕ ∈W 1,2

0 (Ω). (2.47)

Zformulujme nyńı hlavńı tvrzeńı.
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Věta 2.1.29 Je–li u slabé řešeńı úlohy (2.45). Pak

‖u‖∞,Ω ≤ ‖u0‖∞,∂Ω . (2.48)

D̊ukaz. Pokud ‖u0‖∞,∂Ω = ∞, tvrzeńı zřejmě plat́ı. V opačném př́ıpadě označme
M := ‖u0‖∞,∂Ω. Chceme ukázat, že

−M ≤ u(x) ≤M s.v. v Ω. (2.49)

Protože (u − M)+ je dle věty 2.1.28 prvkem W 1,2(Ω) a stopa této funkce je
nulová vid́ıme, že (u−M)+ ∈W 1,2

0 (Ω). Lze ji tedy použ́ıt jako testovaćı funkci
v (2.47). S pomoćı (2.47) a (ii) ve větě 2.1.28 dostáváme

0 =

∫

Ω

aij
∂u

∂xj

∂(u−M)+

∂xi
dx =

∫

Ω

aij
∂(u−M)+

∂xj

∂(u−M)+

∂xi
dx ≥

≥ α
∥∥∇(u−M)+

∥∥2

2
≥ α̃

∥∥(u−M)+
∥∥2

1,2
,

kde jsme využili eliptičnost a ekvivalenci norem na W 1,2
0 (Ω). Odsud,

(u−M)+ = 0 s.v. v Ω; neboli u ≤M s.v. v Ω.

Protože −u řeš́ı stejnou rovnici s okrajovou podmı́nkou −u0, plyne z právě
dokázaného

(−u−M)+ = 0 s.v. v Ω; neboli u ≥ −M s.v. v Ω.

Nerovnosti v (2.49) jsou tedy dokázány. �

2.1.6 Souvislost s variačńım počtem

V této sekci si nejdř́ıve ukážeme, že slabé řešeńı úlohy (2.1) je zároveň minimizér
jistého kvadratického funkcionálu za předpokladu, že matice A(·) je symetrická,
tj.

aij = aji i, j = 1, . . . , d. (2.50)

Poté zformulujeme základńı větu variačńıho počtu a ukážeme několik daľśıch
př́ıklad̊u, jak lze tuto větu využ́ıt k d̊ukazu existence slabého řešeńı nelineárńıch
(eliptických) diferenciálńıch rovnic.

Definujeme funkcionál φ : W 1,2(Ω) → R předpisem

φ(u) ≡ 1

2
B(u, u) − 〈F, u〉,

kde

B(u, ϕ) =

∫

Ω

(
aij

∂u

∂xj

∂ϕ

∂xi
+ buϕ

)
dx +

∫

∂Ω

σuϕ ds

〈F,ϕ〉 =

∫

Ω

fϕdx +

∫

∂Ω

gϕds

s úmluvou g = 0 na Γ1 a σ = 0 na Γ1 ∪ Γ2.
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Věta 2.1.30 Následuj́ıćı dva výroky jsou ekvivalentńı:

(1) u− ũ0 ∈ V a B(u, ϕ) = 〈F,ϕ〉 pro každé ϕ ∈ V

(2) u− ũ0 ∈ V a φ(u) ≤ φ(u+ h) pro každé h ∈ V.

D̊ukaz. (1) ⇒ (2) Protože B(u, h) = B(h, u) d́ıky (2.50) a B(h, h) ≥ 0 pro každé
h ∈ V , př́ımým výpočtem dostáváme

φ(u+ h) =
1

2
B(u+ h, u+ h) − 〈F, u+ h〉 =

=
1

2
B(u, u) − 〈F, u〉 +

1

2
(B(u, h) +B(h, u)) − 〈F, h〉 +

1

2
B(h, h) =

= φ(u) +
1

2
B(h, h) ≥

≥ φ(u).

(2) ⇒ (1) Protože u je minimizér, nutně

d

dt
φ(u+ th)|t=0 = 0 pro každé h ∈ V. (2.51)

Př́ımý výpočet dává

d

dt
φ(u+ th)|t=0 = B(u, h) − 〈F, h〉

a (1) je ověřeno. �

Definice 2.1.31 Bud’ (X, ‖·‖X) Banach̊uv (nebo normovaný vektorový) pros-
tor. Řekneme, že funkcionál φ : X → R je koercivńı, právě když

φ(u) → ∞ pokud ‖u‖X → ∞. (2.52)

Definice 2.1.32 Bud’ X reflexivńı Banach̊uv prostor. Řekněme, že funkcionál
φ : X → R je slabě zdola polospojitý, právě když

Jestlǐze un ⇀ u slabě v X(n→ ∞), pak φ(u) ≤ lim inf
n→∞

φ(un). (2.53)

Následuj́ıćı věta je často nazývána základńı věta variačńıho počtu. Je př́ıkladem
př́ıslov́ı ”Těžko v definici, lehce ve větě”.

Věta 2.1.33 Bud’ X reflexivńı Banach̊uv prostor. Necht’ funkcionál φ : X → R
je koercivńı, slabě zdola polospojitý a zdola omezený. Pak existuje u ∈ X tak, že

φ(u) ≤ φ(v) ∀v ∈ X (u je minimizér). (2.54)
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D̊ukaz. Označme

m := inf
v∈X

φ(v). (2.55)

Protože φ je zdola omezený, je m > −∞. Z definice m plyne existence posloup-
nosti {vn}∞n=1 ⊂ X tak, že

lim
n→∞

φ(vn) = m. (2.56)

Protože φ je koercivńı, existuje R > 0 (dostatečně velké) tak. že

(∀n ∈ N) ‖vn‖X ≤ R. (2.57)

Z reflexivity X a z (2.57) plyne existence u ∈ X tak, že

vnk ⇀ u slabě v X (k → ∞) (2.58)

alespoň pro vybranou podposloupnost {vnk}∞k=1 ⊂ {vn}∞n=1. Z výše uvedeného
a ze slabé zdola polospojitosti funkcionálu φ vyplývá

m ≤ φ(u) ≤ lim inf
k→∞

φ(vnk) = lim
k→∞

φ(vnk) = m.

Odsud

m = φ(u)

a u je minimizér. �

Př́ıklad 2.1.34 Z funkcionálńı analýzy v́ıme (viz též poznámka 2.1.35 ńı̌ze), že
norma ‖·‖X v úplném normovaném prostoru je slabě zdola polospojitá. Speciálně
tedy pro p ∈ (1,∞) je

φ(v) =
1

p
‖∇v‖p

p −
∫

Ω

fv dx =
1

p

∫

Ω

|∇v|p dx −
∫

Ω

fv

slabě zdola polospojitý funkcionál na W 1,p
0 (Ω). Protože

∫

Ω

fv ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

fv

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|fv| dx ≤ ‖f‖p′ ‖v‖p ≤

≤ c ‖f‖p′ ‖∇v‖p ≤

≤ 1

2p
‖∇v‖p

p + c̃ ‖f‖p′

p′ ,

(
p′ =

p

p− 1

)

je

φ(v) ≥ 1

2p
‖∇v‖2

p − c̃ ‖f‖p′

p′

a φ je koercivńı ve W 1,p
0 i zdola omezený. Dle věty 2.1.33, existuje u ∈W 1,p

0 (Ω)
tak, že

φ(u) ≤ φ(v) ∀v ∈W 1,p
0 (Ω).
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Nutně tedy

0 =
d

dt
φ(u+ th)|t=0 ∀h ∈W 1,p

0 (Ω).

Př́ımým výpočtem zjǐst’ujeme, že u splňuje

∫

Ω

|∇u|p−2∇u∇ϕ dx =

∫

Ω

fϕ dx ∀ϕ ∈W 1,p
0 (Ω).

Tedy, u ∈W 1,p
0 (Ω) je slabým řešeńım úlohy

−div (|∇u|p−2∇u) = f v Ω

u = 0 na ∂Ω

Operátor −div (|∇u|p−2∇u) se nazývá p–Laplace̊uv operátor; pro p = 2 se re-
dukuje na lineárńı Laplace̊uv operátor −∆u.

Poznámka 2.1.35 Připomeňme následuj́ıćı tvrzeńı o oddělitelnosti:
Bud’ Y ⊂⊂ X, X Banach̊uv. Necht’ X0 ∈ X − Y . Pak existuje jediný F ∈ X⋆

tak, že ‖F‖X⋆ = 1, F = 0 na Y a F (X0) = dist (X0, Y ). Pomoćı tohoto tvrzeńı
ukážeme, že

Jestlǐze Xn ⇀ X slabě v X, pak ‖X‖X ≤ lim inf
n→∞

‖Xn‖X . (2.59)

D̊ukaz. Protože Xn ⇀ X slabě v X, tak pro každé F ∈ X⋆

〈F,Xn〉 → 〈F,X〉 a také |〈F,Xn〉| → |〈F,X〉|. (2.60)

Také v́ıme, že
|〈F,Xn〉| ≤ ‖F‖X⋆ ‖Xn‖X .

Odsud a z (2.60) dostáváme přechodem k lim inf

|〈F,X〉| ≤ ‖F‖X⋆ lim inf
n→∞

‖Xn‖X .

Dle tvrzeńı o oddělitelnosti, aplikované pro Y = {0} a X0 = X, v́ıme, že existuje
F ∈ X⋆ tak, že ‖F‖X⋆ = 1 a 〈F,X〉 = ‖X‖. Dosazeńım do posledńı nerovnosti
dostáváme (2.59). �

2.1.7 Nelineárńı verze Lax–Milgramovy věty

Uvažujme obecněǰśı nelineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu s pravou stranou
f : Ω → R

− ∂

∂xi
(ai(·, u,∇u)) + a0(·, u,∇u) = f v Ω

u = u0 na ∂Ω,

(2.61)
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kde sč́ıtáme přes i = 1, . . . , d. Rovnici lze např́ıklad źıskat z rovnováhy energie
v klidu, kdy rychlost je nulová, vyjádřenou vztahem

−div q + r = 0, (2.62)

kde q = (q1, . . . , qd) reprezentuje tok tepla a r je zdroj tepla. Připoušt́ıme zcela
obecnou závislost qi a r na poloze x ∈ Ω ⊂ Rd, teplotě u a jej́ım gradientu, tzn.

qi(x) = ai(x, u(x),∇u(x)),
r(x) = a0(x, u(x),∇u(x)).

Dosazeńım těchto konstitutivńıch vztah̊u do (2.62) źıskáme (2.61) s pravou stra-
nou f = 0. Předpokládejme:

Pro i = 0, 1, . . . , d jsou funkce ai : Ω × R × Rd → R
Carathéodoryho funkce tzn.

• pro všechno z ∈ R a p ∈ Rd jsou ai(·, z, p) měřitelné v Ω,

• pro s.v. x ∈ Ω jsou ai(x, ·, ·) spojité v R × Rd.

(A1)

a

Existuj́ı Ci > 0, i = 0, 1, . . . , d, tak, že pro s.v x ∈ Ω

a pro všechna x ∈ R, p ∈ Rd|ai(x, z, p)| ≤ Ci(1 + |z| + |p|).
(A2)

Zat́ımco předpoklad (A1) je dostatečně obecný, předpoklad (A2) výrazně omezil
uvažovanou tř́ıdu nelinearit: všechny maj́ı tzv. lineárńı r̊usty jak v u tak v ∇u.
Předpoklad (A2) tak připoušt́ı nelineárńı funkce, ty však maj́ı stejné r̊usty jako
operátory studované v předchoźım sekćıch. Snadno si však čtenář vymysĺı ne-
linearity s polynomiálńımi, logaritmickými, exponenciálńımi r̊usty.

Definice 2.1.36 (slabého řešeńı úlohy (2.61)) Řekneme, že u ∈ W 1,2 je
slabé řešeńı úlohy (2.61) jestlǐze

• u− ũ0 ∈W 1,2
0 (Ω)

•
∫

Ω

(
ai(x, u,∇u)

∂ϕ

∂xi
+ a0(x, u,∇u)ϕ

)
dx =

∫

Ω

fϕ dx ∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω)

(2.63)

Předpokládáme, že (A1) a (A2) plat́ı a f ∈ L2(Ω).

Cvičeńı 2.1.37 Ukažte, že za předpokladu (A1) a (A2) je

∫

Ω

[
ai(x, u,∇u)

∂ϕ

∂xi
+ a0(x, u,∇u)ϕ

]
dx <∞ pokud u, ϕ ∈W 1,2

0 (Ω).
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Nyńı je přirozeně zavést (nelineárńı!) T̃ : W 1,2
0 (Ω) → (W 1,2

0 (Ω))⋆ předpisem

〈T̃ u, ϕ〉 =

[
ai(·, u,∇u)

∂ϕ

∂xi
+ a0(·, u,∇u)ϕ

]
dx (2.64)

kde 〈·, ·〉 označuje dualitu mezi
(
W 1,2

0 (Ω)
)⋆

a W 1,2
0 (Ω). Z cvičeńı plyne, že

T̃ : W 1,2
0 (Ω) →

(
W 1,2

0 (Ω
)⋆

je omezený.

Nyńı zformulujeme nelineárńı variantu Lax–Milgramovy věty.

Věta 2.1.38 Bud’ X Hilbert̊uv a T : X → X je lipschitzovsky spojitý, tzn.

(∃M > 0)(∀u, v ∈ X) ‖Tu− Tv‖X ≤M ‖u− v‖X , (2.65)

a silně monotónńı, tzn.

(∃m > 0)(∀u, v ∈ X) (Tu− Tv, u− v)X ≥ m ‖u− v‖2
X . (2.66)

Pak pro každé F ∈ X existuje právě jeden u ∈ X tak, že

Tu = F. (2.67)

D̊ukaz. Pozorujme nejdř́ıve, že

m ‖u− v‖2
X ≤ (Tu− Tv, u− v)X ≤ ‖Tu− Tv‖X ‖u− v‖X ≤M ‖u− v‖2

X

a tak m ≤ M . Bez újmy na obecnosti, lze předpokládat, že m < M . (Jinak
M zvětš́ıme.) Pro ε > 0 a F ∈ X libovolné definujme operátor A : X → X
předpisem

Au ≡ u− ε(Tu− F ). (2.68)

Ukážeme–li, že A je kontrakce v X pak d̊ukaz věty plyne z Banachovy věty o
pevném bodu. Pro každé u, v ∈ X však máme

‖Au−Av‖2
X =(u− v − ε(Tu− Tv), u− v − ε(Tu− Tv))X =

=(u− v, u− v)X − 2ε(u− v, Tu− Tv)X+

+ ε2(Tu− tv, Tu− Tv)X =

= ‖u− v‖2
X − 2ε(Tu− Tv, u− v)X + ε2 ‖Tu− Tv‖2

X .

Využijeme–li lipschitzovskosti a silné monotonie T , dostaneme

‖Au−Av‖2
X ≤ (1 − 2εm+ ε2M2) ‖u− v‖2

X

Funkce g(ε) := 1−2εm+ε2M2 nabývá minima pro ε = m
M2 a g

(
m

M2

)
= 1− m

M2 <
1. Zobrazeńı A je tedy kontraktivńı a tvrzeńı věty 2.1.38 je dokázáno. �
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Vrat’me se k naš́ı úloze (2.61). Větu 2.1.38 nelze využ́ıt př́ımo na operátor T̃ ,
nebot’ ten nezobrazuje W 1,2

0 (Ω) do sebe. Můžeme však využ́ıt Rieszovu větu a

k T̃ ∈
(
W 1,2

0 (Ω)
)⋆

přǐradit T (u) ∈W 1,2
0 (Ω) tak, že

〈T̃ u, ϕ〉(W 1,2
0 (Ω))⋆ = (Tu, ϕ)W 1,2

0 (Ω), (2.69)

a

‖Tu‖1,2 =
∥∥∥T̃ u

∥∥∥
(W 1,2

0 (Ω))⋆
. (2.70)

K tomu, abychom ověřili, že T : W 1,2
0 (Ω) → W 1,2

0 (Ω) je lipschitzovský a silně
monotónńı, tedy stač́ı ukázat, že T̃ : W 1,2

0 (Ω) → (W 1,2
0 (Ω))⋆ je lipschitzovský a

silně monotónńı, tzn.

(∃M̃ > 0)(∀u, v ∈W 1,2
0 (Ω))

∥∥∥T̃ u− T̃ v
∥∥∥

(W 1,2
0 (Ω))⋆

≤ M̃ ‖u− v‖1,2,Ω (2.71)

a

(∃m̃ > 0)(∀u, v ∈W 1,2
0 (Ω))〈T̃ u− T̃ v, u− v〉(W 1,2

0 (Ω))⋆ ≥ m̃ ‖u− v‖2
1,2 . (2.72)

Následuj́ıćı lemma dává postačuj́ıćı podmı́nky, kdy (2.71) a (2.72) plat́ı.

Lemma 2.1.39 (1) Jestlǐze

∂ai

∂z
a
∂ai

∂p
jsou omezené v Ω × R × Rd pro i = 0, 1, . . . , d, (A3)

pak T̃ je lipschitzovsky spojitý.
(2) Jestlǐze plat́ı

(∃α > 0)(s.v. x ∈ Ω)
(
∀ξ = (ξ0, . . . , ξd) ∈ Rd+1

)

d∑

i=0
j=1

(
∂ai

∂pj
ξiξj +

∂ai

∂z
ξiξ0

)
≥ α|ξ|2, (A4)

pak T̃ je silně monotónńı.
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D̊ukaz. Základem d̊ukazu obou tvrzeńı je následuj́ıćı identita

〈T̃ u− T̃ v, ϕ〉 =

∫

Ω

( [ai(·, u,∇u) − ai(·, v,∇v)]
[
∂ϕ

∂xi

]
+

+ [a0(·, u,∇u) − a0(·, v,∇v)]ϕ ) dx =

=

∫

Ω

[∫ 1

0

d

ds
ai(·, v + s(u− v),∇v + s∇(u− v)) ds

∂ϕ

∂xi
+

+

∫ 1

0

d

ds
a0(·, v + s(u− v),∇v + s∇(u− v)) ds ϕ

]
dx =

=

∫

Ω

[∫ 1

0

∂ai

∂Z
(. . . )(u− v) ds

∂ϕ

∂xi
+

+

∫ 1

0

∂ai

∂pl
(. . . )

∂(ul − v)

∂xl
ds

∂ϕ

∂xi

]
dx+

+

∫

Ω

ϕ

∫ 1

0

[
∂a0

∂z
(. . . )(u− v) +

∂a0

∂pl
(. . . )

∂(u− v)

∂xl

]
ds dx.

Zbytek d̊ukazu je ponechán čtenáři. �

Věta 2.1.40 (existence, jednoznačnost a spojitá závislost na datech) Necht’

f ∈ (W 1,2
0 (Ω))⋆ a rozš́ıřeńı ũ0 hraničńı podmı́nky u0 splňuje

ũ0 ∈W 1,2(Ω) a stopa ũ0 = u0.

Necht’ koeficienty ai : Ω × R × Rd → R splňuj́ı (A1) — (A4). Pak existuje
právě jedno slabé řešeńı u ∈W 1,2

0 (Ω) úlohy (2.61), které splňuje (2.63). Nav́ıc,
existuje C > 0 tak, že

‖u‖1,2 ≤ C
[
‖f‖(W 1,2

0 (Ω))⋆ + ‖ũ0‖1,2,Ω

]
. (2.73)

D̊ukaz. Nejdř́ıve zavedeme operátor T̃ : W 1,2(Ω) → (W 1,2
0 (Ω))⋆ vztahem (2.64).

Ćılem je ukázat existenci u ∈W 1,2(Ω) tak, že

u− ũ0 ∈W 1,2
0 (Ω)

〈T̃ (u), ϕ〉 = 〈f, ϕ〉 ∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω).

(2.74)

Hledejme u ve tvaru u = ũ0 + w, kde w ∈ W 1,2
0 (Ω). Definujme operátor S̃ :

W 1,2
0 (Ω) → (W 1,2

0 (Ω))⋆ předpisem

S̃w = T̃ (ũ0 + w).

Ztotožńıme–li S̃ s operátorem S : W 1,2
0 (Ω) → W 1,2

0 (Ω) a s f ∈ (W 1,2(Ω))⋆

pomoćı Rieszovy věty (viz. (2.69) — (2.70)) a užijeme–li lemma 2.1.39 a větu
2.1.38 dostáváme existenci a jednoznačnost úlohy

Sw = g v (W 1,2(Ω))⋆,
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což dává tvrzeńı. Abychom dokázali (2.73), bereme nejdř́ıve v (2.74) za ϕ =
u− ũ0 a pak k této rovnici přičteme −〈T̃ (ũ0), u− ũ0〉. Dostaneme

〈T̃ (u) − T̃ (ũ0), u− ũ0〉 = 〈f, u− ũ0〉 − 〈T̃ (ũ0), u− ũ0〉.

S využit́ım silné monotónie T̃ a lineárńıho r̊ustu ai, i = 0, . . . , d, dostaneme

‖u− ũ0‖2
1,2 ≤ C

[
‖f‖(W 1,2

0 (Ω))⋆ + ‖ũ0‖1,2

]
‖u− ũ0‖1,2 .

Protože u = u− ũ0 + ũ0, (2.73) je dokázáno. �

2.2 Evolučńı rovnice

V této části se budeme zabývat rovnicemi parabolického a hyperbolického typu.
Protože tyto rovnice často popisuj́ı vývoj nějaké veličiny v čase, ř́ıká se jim též
rovnice evolučńı.

Necht’ Ω je otevřená podmnožina Rd s hranićı ∂Ω. Pro T > 0 označme časový
interval I ≡ (0, T ) a množinu QT ≡ I × Ω nazveme časoprostorový válec.

Pro dané funkce aij , bi, c : QT → R(i, j ∈ {1, . . . , d}) označ́ıme symbolem L
obecný lineárńı operátor 2. řádu

L ≡ − ∂

∂xi

(
aij

∂

∂xj

)
+ bi

∂

∂xi
+ c (2.75)

Jestliže

(∃C1 > 0)
(
∀ξ ∈ Rd

)
(s.v. (t, x) ∈ QT )

(
aij(t, x)ξiξj ≥ C1|ξ|2

)
(A1)

pak operátor L daný vzorcem (2.75) je eliptický (v souladu s předchoźı kapi-
tolou). Podmı́nka eliptičnosti může být zapsána i vektorovým zp̊usobem

(
označ́ıme A = (aij)

d
i,j=1

)
:

Existuje C1 > 0 tak, že pro všechna ξ ∈ Rd a skoro všechna

(t, x) ∈ QT plat́ı ξT · A(t, x)ξ ≥ C1|ξ|2.
(A1*)

Zaměř́ıme se na dvě d̊uležité úlohy.
(1) Pro dané funkce f : QT → R, a0 : Ω → R a u0 : (0, T ) × ∂Ω → R hledejme

řešeńı u : QT → R parabolické úlohy

∂tu+ Lu = f v QT , (parabolická rovnice)

u(0, ·) = a0 v Ω, (počátečńı hodnota) (P1)

u = u0 na I × ∂Ω. (nehomogenńı Dirichletova

okrajová podmı́nka)



44 KAPITOLA 2. TEORIE PARCIÁLNÍCH DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC

(2) Pro dané funkce f : QT → R, a0, a1 : Ω → R a u0 : (0, T ) × ∂Ω → R
hledejme řešeńı u : QT → R hyperbolické úlohy

∂ttu+ Lu = f v QT , (hyperbolická rovnice)

u(0, ·) = a0 v Ω, (počátečńı výchylka)

ut(0, ·) = a1 v Ω, (počátečńı rychlost) (H1)

u = u0 na I × ∂Ω. (nehomogenńı Dirichletova)

okrajová podmı́nka)

Při studiu evolučńıch rovnic má proměnná t postaveńı odlǐsné od prostorové
proměnné x. Je–li totiž v : QT → R a t ∈ [0, T ] pak symbol v(t) označuje
zobrazeńı

x 7−→ v(t, x).

Tak pro (skoro) každé t je v(t) prvkem nějakého prostoru funkćı
(např. Lp, Ck,α,W k,p, . . . ). Zobrazeńı

t 7−→ v(t)

pak zobrazuje I do tohoto prostoru funkćı. Prostory funkćı definovaných na I
s hodnotami v nějakém Banachovu prostoru se nazývaj́ı Bochnerovy prostory.
Základ̊um této matematické teorie se věnujeme v appendixu (Sekce A.4).

Abychom dosáhli větš́ı přehlednosti zápisu, zavedli jsme v (P1) a (H1) značeńı

∂tu ≡ ∂u
∂t a ∂ttu ≡ ∂2u

∂t2 .

Existuje několik př́ıstup̊u k vybudováńı matematických základ̊u evolučńıch rovnic.
Zde se zaměř́ıme na tzv. metodu energetickou.

Energetické metodě budeme věnovat pozornost z několika d̊uvod̊u: (i) metoda je
založena na apriorńıch odhadech, které vycházej́ı v některých př́ıpadech (např. pro
rovnice pohybu kontinua) z bilance mechanické energie; (ii) jde o metodu kon-
struktivńı, která tvoř́ı vhodný základ pro numerické metody; (iii) kĺıčovým po-
jmem metody je pojem slabého řešeńı, je zde tedy př́ımá návaznost na výsledky
předchoźı kapitoly; (iv) myšlenky metody lze rozš́ı̌rit i na nelineárńı úlohy.

V Sekci 2.2.1 aplikujeme energetickou metodu k řešeńı parabolického problému
(P1), Sekce 2.2.2 je pak věnována hyperbolickému problému (H1). Kromě otázek
existence, jednoznačnosti a spojité závislosti na datech se zaměř́ıme na některé
daľśı kvalitativńı vlastnosti řešeńı obou problémů. Pro (P1) uvedeme slabý prin-
cip maxima. U obou úloh budeme zkoumat otázku hladkosti řešeńı za předpokladu,
že data jsou hladká. Uvid́ıme, že řešeńı parabolických úloh má zhlazuj́ıćı efekt
(smoothing property). Ten pro (H1) neplat́ı, slabý princip maxima také ne.

2.2.1 Energetická metoda pro parabolické úlohy

Ćılem této části je ukázat, že pro vhodně zvolená data existuje právě jedno slabé
řešeńı úlohy (P1), které spojitě záviśı na datech, splňuje slabý princip maxima,
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má nav́ıc zhlazuj́ıćı vlastnost a pro řešeńı plat́ı podobné výsledky o regularitě
jako pro eliptické úlohy.

Zaved’me označeńı potřebné k definici slabého řešeńı. K operátoru L z (2.75)
přǐrad́ıme pro t ∈ I operátor A(t) : W 1,2 (Ω) →W−1,2 (Ω) předpisem

〈A(t)u, ϕ〉W−1,2(Ω),W 1,2(Ω) ≡
∫

Ω

[
aij(t, ·)

∂u

∂xj

∂ϕ

∂xi
+ bi(t, ·)

∂u

∂xi
ϕ+ c(t, ·)uϕ

]
dx,

kde u ∈W 1,2 (Ω) a ϕ ∈W 1,2
0 (Ω). Na data úlohy (P1) klademe, kromě předpokladu

elipticity (A1), následuj́ıćı požadavky:

(A2) aij , bi, c ∈ L∞ (QT ) ,

(A3) f ∈ L2
(
I;L2 (Ω)

)
,

(A3*) f ∈ L2
(
I;W−1,2 (Ω)

)
,

(A4) a0 ∈ L2 (Ω) ,

(A5) Existuje ũ0 ∈ L2
(
I;W 1,2 (Ω)

)
∩ L∞ (I;L2 (Ω)

)
s ũ′0 ∈ L2

(
I;W−1,2 (Ω)

)

tak, že pro s.v. t ∈ I je stopa ũ0(t) shodná se stopou u0(t).

Lemma 2.2.1
Necht’ jsou splněny předpoklady (A1) a (A2). Pak existuj́ı C1, C2, C3 > 0 tak, že
pro každé ϕ, u ∈W 1,2

0 (Ω), v ∈W 1,2 (Ω) a pro skoro všechna t ∈ I plat́ı

〈A(t)u, u〉W−1,2(Ω),W 1,2(Ω) ≥
C1

2
‖∇u‖2

2 −
C2

2
‖u‖2

2 , (2.76)
∣∣∣〈A(t)v, ϕ〉W−1,2(Ω),W 1,2(Ω)

∣∣∣ ≤ C3 ‖v‖1,2 ‖ϕ‖1,2 . (2.77)

D̊ukaz. Dle (A1)

C1 ‖∇u‖2
2 ≤

∫

Ω

aij(t, ·)
∂u

∂xj

∂u

∂xi
dx =

= 〈A(t)u, u〉 −
∫

Ω

[
bi(t, ·)

∂u

∂xi
u+ c(t, ·)u2

]
dx ≤

≤ 〈A(t)u, u〉 + max
i

(‖bi‖∞ + ‖c‖∞)
[
‖∇u‖2 ‖u‖2 + ‖u‖2

2

]
≤

≤ 〈A(t)u, u〉 +
C1

2
‖∇u‖2

2 +
C2

2
‖u‖2

2 ,

kde pro zjednodušeńı neṕı̌seme indexy u dualit a d́ıky Youngově nerovnosti
máme

C2 ≡
(

2max
i

(‖bi‖∞ + ‖c‖∞) +
1

C1
max

i

2(‖bi‖∞ + ‖c‖∞)

)
.

Odečteńım C1

2 ‖∇u‖2
2 + C2

2 ‖u‖2
2 od obou stran nerovnosti dostáváme (2.76).

Nerovnost (2.77) je snadným d̊usledkem (A2) a Hölderovy nerovnosti. �
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Definice 2.2.2 Necht’ plat́ı (A1) — (A5). Funkce u je slabým řešeńım úlohy
(P1) jestlǐze

u− ũ0 ∈ L∞ (I;L2 (Ω)
)
∩ L2

(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
, (2.78)

u′ ∈ L2
(
I;W−1,2

0 (Ω)
)
, (2.79)

u(0) = a0, (2.80)

a

〈u′(t), ϕ〉W−1,2(Ω),W 1,2(Ω) + 〈A(t)u(t), ϕ〉W−1,2(Ω),W 1,2(Ω) =

= 〈f(t), ϕ〉W−1,2(Ω),W 1,2(Ω)

∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω) a s.v. t ∈ I. (2.81)

Pozorujeme, že z (2.78) a (2.79) plyne dle Lemmatu A.4.4 (i), že

u ∈ C
(
I;L2 (Ω)

)
.

Požadavek (2.80) spolu s předpokladem (A4) je tedy smysluplný. Rovnost (2.80)
je však třeba pro slabé řešeńı dokázat spolu s jeho existenćı a daľśımi vlastnos-
tmi.

Věta 2.2.3
Necht’ plat́ı (A1) — (A5) a T ∈ (0,∞) je libovolné. Pak existuje právě jedno
slabé řešeńı u úlohy (P1), které nav́ıc splňuje

sup
t∈I

‖u(t)‖2
2 +

∫ T

0

‖∇u(s)‖2
2 ds ≤ C(T )

(
‖a0‖2

2 +

∫ T

0

‖f(s)‖2
W−1,2 ds+

+ sup
t∈I

‖ũ0(t)‖2
2 +

∫ T

0

(
‖ũ0(s)‖2

1,2 + ‖ũ′0(s)‖
2
W−1,2

)
ds

)
. (2.82)

Protože úloha (P1) je lineárńı, nerovnost (2.82) implikuje nejen jednoznačnost
(jen nulová fce je řešeńım úlohy s nulovými daty), ale i spojitou závislost na
datech ve vhodných normách.

D̊ukaz. Dokažme nejdř́ıve nerovnost (2.82) za předpokladu, že u je slabé řešeńı.
Zvoĺıme–li ϕ = (u−ũ0)(t) v (2.81) a přičteme–li k oběma stranám člen −〈ũ′0(t), (u− ũ0)(t)〉−
〈A(t)u(t), (u− ũ0)(t)〉 dostáváme

〈u′ − ũ′0, u− ũ0〉 + 〈A(u− ũ0), u− ũ0〉 =

= 〈f, u− ũ0〉 − 〈ũ′0, u− ũ0〉 − 〈Aũ0, u− ũ0〉 (2.83)

Integrujeme–li (2.83) od 0 do t, užijeme–li (A.54) na prvńı člen, (2.76) na
druhý člen a odhadneme–li pravou stranu pomoćı vztahu (2.77) a Poincarého
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nerovnosti, dostáváme

1

2
‖u(t) − ũ0(t)‖2

2 −
1

2
‖u(0) − ũ0(0)‖2

2 +
C1

2

∫ t

0

‖∇(u− ũ0)(s)‖2
2 ds ≤

≤ C2

2

∫ t

0

‖u(s) − ũ0(s)‖2
2 ds+

+

∫ t

0

(‖f(s)‖W−1,2 + ‖ũ′0(s)‖W−1,2) ‖∇(u− ũ0)(s)‖2 ds+

+ C3

∫ t

0

‖ũ0(s)‖1,2 ‖∇(u− ũ0)(s)‖2 ds. (2.84)

Youngova nerovnost aplikovaná na členy s ‖∇(u− ũ0)‖2 pak dává

‖u(t) − ũ0(t)‖2
2 + C̃1

∫ t

0

‖∇(u− ũ0)(s)‖2
2 ds ≤

≤ ‖a0 − ũ0(0)‖2
2 + C2

∫ t

0

‖(u− ũ0)(s)‖2
2 ds+

+ C

∫ T

0

(
‖f(s)‖2

W−1,2 + ‖ũ′0(s)‖
2
W−1,2 + ‖ũ0(s)‖2

1,2

)
ds. (2.85)

Gronwallovo lemma A.4.6 (viz. appendix) použité pro y(t) = ‖u(t) − ũ0(t)‖2
2 na

nerovnost (2.85), kde vynecháme 2. člen, pak dává

sup
t∈I

‖u(t) − ũ0(t)‖2
2 ≤ eC2T

(
‖a0‖2

2 + ‖ũ0(0)‖2
2 +

+ C

∫ T

0

‖f(s)‖2
W−1,2 + ‖ũ′0(s)‖

2
W−1,2 + ‖ũ0(s)‖2

1,2 ds

)
. (2.86)

Podobný odhad dostaneme na člen
∫ T

0
‖∇(u− ũ0)‖2

2 ds s t́ım, že vezmeme t = T
v (2.85) a prvńı člen na pravé straně nerovnosti odhadneme pomoćı (2.86)

∫ T

0

‖∇(u− ũ0)(s)‖2
2 ds ≤ C(T )

(
‖a0‖2

2 + ‖ũ0(0)‖2
2 +

∫ T

0

‖(u− ũ0)(s)‖2
2 ds+

+ C

∫ T

0

‖f(s)‖2
W−1,2 + ‖ũ′0(s)‖

2
W−1,2 + ‖ũ0(s)‖2

1,2 ds

)
. (2.87)

Nerovnost (2.82) pak dostaneme tak, že ‖u(t)‖2
2 = ‖u(t) − ũ0(t) + ũ0(t)‖2

2 (totéž

pro ‖∇u(s)‖2
2), užijeme △–nerovnost, vztah (2.86), (2.87) a spojité vnořeńı

W →֒ C
(
I;L2 (Ω)

)
, což umožňuje odhadnout ‖ũ0(0)‖2

2 pomoćı
∫ T

0
(‖ũ0(s)‖2

1,2 +

+ ‖ũ′0(s)‖2
W−1,2) ds. Podrobnosti přenecháváme čtenáři.

Nyńı se zaměř́ıme na existenci řešeńı. Důkaz provedeme v několika kroćıch.
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Krok 1. Galerkin̊uv systém a jeho řešitelnost
Prostor W 1,2

0 (Ω) je separabilńı. Existuje tedy spočetná báze {ωr}N
r=1, kterou

můžeme generovat prvky z W 1,2
0 (Ω). Galerkinovy aproximace uN jsou defi-

novány vztahem

uN (t, x) =

N∑

r=1

CN
r (t)ωr(x) + ũ0(t, x) (2.88)

kde koeficienty CN = (CN
1 , . . . , C

N
r , . . . , C

N
N ) najdeme řešeńım systému

N–obyčejných diferenciálńıch rovnic
(

duN

dt
, ωr

)
+
(
A(t)uN , ωr

)
= (f(t), ωr), r = 1, . . . , N,

uN (0) = PNa0,

(2.89)

kde PN je ortogonálńı projektor z L2 (Ω) do lin{ω1, . . . , ωN}. Závorky (·, ·)
označuj́ı v (2.89) skalárńı součin v L2 (Ω) . (Pokud předpokládáme (A3*) a ne
(A3), pak je člen (f(t), ωr) nahrazen členem 〈f(t), ωr〉W−1,2(Ω),W 1,2(Ω).)

Ačkoliv některé části d̊ukazu lze provést pro obecnou bázi {ωr}N
r=1, je výhodněǰśı

uvažovat bázi s lepš́ımi vlastnostmi. Uvažujme nadále tedy bázi {ωr}N
r=1, která

je tvořena vlastńımi funkcemi Laplaceova operátoru s homogenńı Dirichletovou
podmı́nkou, tzn ωr řeš́ı

∆ωr = λrω
r v Ω,

ωr = 0 na ∂Ω. (2.90)

Takto lze sestrojit bázi, která je dle výsledk̊u Sekce 2.4. ortonormálńı v L2 (Ω),
ortogonálńı vW 1,2

0 (Ω) a z výsledk̊u o regularitě plyne hladkost funkćı ωr v závislosti
na hladkosti hranice ∂Ω. (Je–li např. Ω = BR(0), pak ωr ∈ C∞(Ω).) Užijeme–li
ortonormality {ωr}N

r=1 a označ́ıme–li G = (G1, . . . , GN ),C0 = (C01, . . . , C0N ) a
A(CN ) = (A1(CN ), . . . AN (CN )), kde

Gr := (f(t), ωr), C0r := (a0, ω
r) a Ar(CN ) := (A(t)uN (t), ωr),

pak (2.89) lze přepsat do tvaru

ĊN + A(CN ) = G

CN (0) = C0 (2.91)

Samozřejmě závislost A na CN je lineárńı, koeficienty matice však také závisej́ı
na t.

Systém (2.91) resp. (2.89) splňuje Carathéodoryho podmı́nky a lokálńı existence
jediného řešeńı je zřejmá. Existence globálńıho řešeńı plyne bud’ z linearity nebo
z apriorńıch odhad̊u jak objasńıme ńıže v Kroku 2.

Krok 2. Globálńı apriorńı (energetické) odhady
Vynásobme r–tou rovnici v (2.89) koeficientem CN

r (t) a sečteme tyto rovnice
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přes r = 1, . . . , N . Dostaneme

(
duN

dt
, uN − ũ0

)
+
(
AuN , uN − ũ0

)
=
(
f, uN − ũ0

)
. (2.92)

Necht’ nadále ũ0 ≡ 0. Čtenář si může sám doplnit modifikace vzniklé přidáńım
členu ũ0 (viz. též prvńı část d̊ukazu). Využijeme–li Lemma 2.2.1, pak (2.92)
implikuje pro f ∈ L2

(
I;L2 (Ω)

)

1

2

d

dt

∥∥uN
∥∥2

2
+
C1

2

∥∥∇uN
∥∥2

2
≤ C2

2

∥∥uN
∥∥2

2
+ ‖f‖2

∥∥uN
∥∥

2
≤

≤ C2 + 1

2

∥∥uN
∥∥2

2
+

1

2
‖f‖2

2

(2.93)

S pomoćı Gronwallova lemmatu pak dostaneme

sup
t∈I

∥∥uN (t)
∥∥2

2
≤
∥∥uN (0)

∥∥2

2
e(C2+1)T

(∫ T

0

‖f(s)‖2
2 e

−(C2+1)s ds + 1

)
≤

≤ ‖a0‖2
2 e

(C2+1)T

(∫ T

0

‖f(s)‖2
2 e

−(C2+1)s ds + 1

)
=: K1(a0, f).

(2.94)

Integrujeme–li (2.93) od 0 do T a užijeme–li (2.94) dostaneme

∫ T

0

∥∥∇uN (t)
∥∥2

2
dt ≤ C2 + 1

C1
K1(a0, f)T +

1

C1

∫ T

0

‖f(s)‖2
2 ds =: K2(a0, f).

(2.95)

Spoč́ıtejme odhad časové derivace. Necht’ je ϕ ∈ L2
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
. Pak plat́ı

(
duN

dt
, ϕ

)
=

(
d

dt
PNuN , ϕ

)
=

(
PN duN

dt
, ϕ

)
=

(
duN

dt
,PNϕ

)
=

= (f,PNϕ) −
(
AuN ,PNϕ

)
.

Odtud a z (2.77) plyne

∣∣∣∣
(
duN

dt
, ϕ

)∣∣∣∣ ≤ ‖f‖2

∥∥PNϕ
∥∥

2
+ C3

∥∥∇uN
∥∥

2

∥∥∇(PNϕ)
∥∥

2
. (2.96)

Využijeme–li vlastnosti spojitého operátoru (projekce) PN v L2 (Ω) i veW 1,2
0 (Ω)

a integrujeme–li (2.96) podle proměnné t od 0 do T , dostaneme

∫ T

0

∣∣∣∣
(
duN

dt
, ϕ

)∣∣∣∣ dt ≤ C

∫ T

0

‖f‖2 ‖ϕ‖2 dt + C̃3

∫ T

0

∥∥∇uN
∥∥

2
‖∇ϕ‖2 dt. (2.97)
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Užijeme–li nyńı Hölderovu nerovnost s p = p′ = 2 v čase na integrály napravo
v (2.97), pak (2.95) implikuje

∫ T

0

∣∣∣∣
(
duN

dt
, ϕ

)∣∣∣∣ dt ≤



C

(∫ T

0

‖f‖2
2 dt

) 1
2

+ C̃3

√
K2(a0, f)





(∫ T

0

‖ϕ‖2
1,2 ds

) 1
2

.

(2.98)

Uvědomı́me-li si nyńı, že plat́ı
(
(Lp (I;X))

⋆
= Lp′

(I;X⋆) kde p′ = p
p−1

)
,

pak přechodem k sup přes ϕ z jednotkové koule v L2
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)

odvod́ıme

∥∥∥∥
duN

dt

∥∥∥∥
L2(I;W−1,2(Ω))

=

∥∥∥∥
duN

dt

∥∥∥∥
(L2(I;W 1,2

0 (Ω)))
⋆

=

= sup
‖ϕ‖

L2(I;W
1,2
0 (Ω))

≤1

∣∣∣∣
〈

duN

dt , ϕ
〉

L2(I;W−1,2(Ω)),L2(I;W 1,2
0 (Ω))

∣∣∣∣
‖ϕ‖L2(I;W 1,2

0 (Ω))
≤ K3(a0, f), (2.99)

kde K3 jsme označili složenou závorku ve výrazu (2.98).

Označ́ıme–li K = max(K1,K2,K
2
3 ), pak můžeme shrnout źıskané stejnoměrné

odhady do následuj́ıćı tabulky:

sup
t∈I

∥∥uN (t)
∥∥2

2
≤ K,

∫ T

0

∥∥∇uN (t)
∥∥2

2
dt ≤ K,

∫ T

0

∥∥∥∥
duN (t)

dt

∥∥∥∥
2

W−1,2(Ω)

dt ≤ K.

(2.100)

kde K bud’ záviśı na ‖a0‖2 a
∫ T

0
‖f(t)‖2

2 dt nebo na ‖a0‖2 a
∫ T

0
‖f(t)‖2

W−1,2 dt
podle toho, zda předpokládáme (A3) či (A3*).

Speciálně, z (2.92) dostáváme, že pro všechna t ∈ I

∣∣CN (t)
∣∣2 ≤ K.

Neńı tedy možné, aby řešeńı vykázalo singularitu v čase dř́ıvěǰśım než T . Vı́me,
tedy že systém (2.89) má pro každé N globálně (tj. na (0, T ) definované) jed-
noznačné řešeńı CN (respektive uN ). Tato řešeńı nav́ıc splňuj́ı stejnoměrné
odhady (2.100).

Krok 3. Limitńı přechod
Z (2.100) plyne existence podposloupnosti (kterou je zvykem označovat stejně
jako p̊uvodńı posloupnost) vybrané z {uN}∞N=1 a existence u ∈ L∞ (I;L2 (Ω)

)
∩
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L2
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)

s u′ ∈ L2
(
I;W−1,2 (Ω)

)
tak, že

uN ⇀ u ⋆–slabě v L∞ (I;L2 (Ω)
)
,

uN ⇀ u slabě v L2
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
, ũ0 ≡ 0 (2.101)

duN

dt
⇀ u′ slabě v L2

(
I;W−1,2 (Ω)

)
.

Vynásobme (2.89) uvažovanou v čase t hodnotou h(t) funkce h ∈ D(R) a inte-
grujeme takto źıskanou identitu od 0 do T . Dostaneme nejen

∫ T

0

{〈
duN (t)

dt
, ωr

〉
h(t) +

〈
A(t)uN (t), ωr

〉
h(t) − 〈f(t), ωr〉h(t)

}
dt = 0,

(2.102)
ale volbou h ∈ D((−∞, T )) také

∫ T

0

{
−(uN (t), ωr)h′(t) +

〈
A(t)uN (t), ωr

〉
h(t) − 〈f(t), ωr〉h(t)

}
dt =

= (PNa0, ω
r)h(0). (2.103)

Využijeme–li (2.101) lze snadno provést limitńı přechod v (2.102) a (2.103) pro
pevné ωr a h. Dostaneme

∫ T

0

{〈u′(t), ϕ(t)〉 + 〈A(t)u(t), ϕ(t)〉 − 〈f(t), ϕ(t)〉} dt = 0

pro ∀ϕ ∈ D
(
R;W 1,2

0 (Ω)
)

(2.104)

a

∫ T

0

{−(u(t), ϕ′(t)) + 〈A(t)u(t), ϕ(t)〉 − 〈f(t), ϕ(t)〉} dt = (a0, ϕ(0))

pro ∀ϕ ∈ D
(
(−∞, T );W 1,2

0 (Ω)
)
. (2.105)

Je zřejmé, že (2.104) plat́ı i pro ϕ ∈ L2
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
, u je tedy slabé řešeńı a

splňuje (2.81).

Krok 4. Nabýváńı počátečńı podmı́nky

Zvolme v (2.104) speciálně ϕ ∈ D
(
(−∞, T );W 1,2

0 (Ω)
)

a proved’me ”integraci

per partes v čase”. Źıskáme

∫ T

0

{−(u(t), ϕ′(t)) + (A(t)u(t), ϕ(t)) − 〈f(t), ϕ(t)〉} dt = (u(0), ϕ(0))

pro ∀ϕ ∈ D((−∞, T );W 1,2
0 (Ω)). (2.106)
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Porovnáme–li (2.106) a (2.105), dostáváme

(u(0) − a0, ϕ(0)) = 0 ∀ϕ(0) ∈W 1,2
0 (Ω). (2.107)

Odsud snadno nahlédneme, že

u(0) = a0.

Věta 2.2.3 je dokázána. �

Následuj́ıćı věta a jej́ı d̊ukaz nám ukáž́ı jaké postupy se už́ıvaj́ı při studiu hlad-
kosti řešeńı parabolických rovnic. Zhruba řečeno kombinujeme dvě metody:
(a) zlepš́ıme informaci o časové derivaci, kterou přesuneme do pravé strany a
(b) užijeme výsledky o regularitě eliptických úloh z předchoźı kapitoly. Protože
tyto výsledky jsme zformulovali jen pro podtř́ıdu operátor̊u (2.75), omeźıme se
na ně i v této části a budeme předpokládat, že

bi = 0, aij = aji, c ≥ 0 (2.108)

a

aij , c nezávisej́ı na t. (2.109)

Věta 2.2.4
Necht’ je Ω ∈ C1,1, a koeficienty aij , bi a c splňuj́ı (2.108) a (2.109). Necht’ u je
slabé řešeńı úlohy (P1) s u0 = 0. Jestlǐze

aij , c ∈W 1,∞ (Ω) (2.110)

a

a0 ∈W 1,2
0 (Ω) a f ∈ L2

(
I;L2 (Ω)

)
, (2.111)

pak

u ∈ L∞
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
∩ L2

(
I;W 2,2 (Ω)

)
,

u′ ∈ L2
(
I;L2 (Ω)

) (2.112)

a plat́ı odhad u v normách těchto prostor̊u pomoćı norem a0 a f . Je–li nav́ıc

a0 ∈W 2,2 (Ω) a f ′ ∈ L2
(
I;L2 (Ω)

)
, (2.113)

pak

u′ ∈ L∞ (I;L2 (Ω)
)
∩ L2

(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
,

u ∈ L∞ (I;W 2,2 (Ω)
)
.

(2.114)
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D̊ukaz. Postup rozděĺıme do čtyř krok̊u.
Krok 1. Zlepšeńı regularity u′.

Násobme r–tou rovnici (2.89) funkćı
d CN

r (t)
dt , źıskané rovnice sečtěme přes r od

1 do N . Dostaneme
∥∥∥∥
duN

dt

∥∥∥∥
2

2

+

∫

Ω

aij
∂uN

∂xj

∂

∂xi

(
duN

dt

)
dx =

(
f,
duN

dt

)
−
∫

Ω

cuN duN

dt
dx.

Využijeme–li symetrie matice A = (aij)
d
i,j=1 a pravou stranu odhadneme pomoćı

Schwarzovy, Hölderovy a nakonec Youngovy nerovnosti

1

2

∥∥∥∥
duN

dt

∥∥∥∥
2

2

+
1

2

d

dt

∫

Ω

aij
∂uN

∂xj

∂uN

∂xi
dx ≤ C

(
‖f‖2

2 +
∥∥uN

∥∥2

2

)

Integraćı této nerovnosti od 0 do t (t ∈ (0, T ]), a použit́ım (A1) a (2.89)1
źıskáváme

∫ T

0

∥∥∥∥
duN

dt
(s)

∥∥∥∥
2

2

ds + C1

∥∥∇uN (t)
∥∥2

2
≤ C

(
∥∥∇PNa0

∥∥2

2
+

∫ T

0

‖f(s)‖2
2 ds + 1

)
,

což implikuje

sup
t∈I

∥∥∇uN (t)
∥∥2

2
≤ K, (2.115)

a

∫ T

0

∥∥∥∥
duN

dt
(s)

∥∥∥∥
2

2

ds ≤ K. (2.116)

Vzhledem k jednoznačnosti slabého řešeńı, vid́ıme, že u splňuje

∫ T

0

‖u′(t)‖2
2 dt ≤ K a sup

t∈I
‖∇u(t)‖2

2 ≤ K, (2.117)

kde K záviśı na ‖∇a0‖2 a ‖f‖L2(I;L2(Ω)). Dva výroky o regularitě z (2.112) jsou
tak dokázány.

Krok 2. Prvńı využit́ı eliptické regularity.
Přeṕı̌seme–li si (P1) do tvaru

Au(t) = f(t) − u′(t), (2.118)

vid́ıme, že pravá strana je pro skoro všechna t ∈ I v L2 (Ω). Z eliptické regularity
pak plyne, že pro tato t ∈ I je u(t) ∈W 2,2 (Ω) a nav́ıc existuje C > 0 tak, že

‖u(t)‖2,2 ≤ C (‖f(t)‖2 + ‖u′(t)‖2) . (2.119)

Odtud vyvod́ıme
u ∈ L2

(
I;W 2,2 (Ω)

)
. (2.120)
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Krok 3. Daľśı využit́ı regularity u′

Nyńı nejdř́ıve zderivujeme r–tou rovnici v (2.89) podle času, pak ji násob́ıme

funkćı
d CN

r (t)
dt a rovnice sečteme. Máme vztah

1

2

d

dt

∥∥∥∥
duN

dt

∥∥∥∥
2

2

+

∫

Ω

aij
∂2uN

∂xj∂t

∂2uN

∂xi∂t
dx =

∫

Ω

f ′
duN

dt
dx −

∫

Ω

c

∣∣∣∣
duN

dt

∣∣∣∣
2

dx

Z (A1) a z odhad̊u pravé strany pak dostaneme

1

2

d

dt

∥∥∥∥
duN

dt

∥∥∥∥
2

2

+ C1

∥∥∥∥∇
duN

dt

∥∥∥∥
2

2

≤ C

(
‖f ′‖2

2 +

∥∥∥∥
duN

dt

∥∥∥∥
2

2

)
. (2.121)

Protože duN

dt (0) = −AuN (0) + f(0) ∈ L2 (Ω) dle předpoklad̊u

(
f ∈ L2

(
I;L2 (Ω)

)
, f ′ ∈ L2

(
I;L2 (Ω)

))
⇒ f ∈ C

(
I;L2 (Ω)

)
,

integrace (2.121) od 0 do t pak dává

sup
t∈I

∥∥∥∥
duN (t)

dt

∥∥∥∥
2

2

+

∫ T

0

∥∥∥∥∇
duN (t)

dt

∥∥∥∥
2

2

dt ≤ K, (2.122)

kde K záviśı tentokrát i na ‖a0‖2,2 a ‖f‖W 1,2(I;L2(Ω)). Stejnou úvahou jako

v kroku 1. dostáváme (2.114)1, tj.

u′ ∈ L∞ (I;L2 (Ω)
)
∩ L2

(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
. (2.123)

Krok 4. Druhé využit́ı eliptické regularity
Pod́ıváme–li se opět na (2.118) vid́ıme, že tentokrát je pravá strana v
L∞ (I;L2 (Ω)

)
. Z (2.119) tak plyne (2.114)2.

Věta 2.2.4 je dokázána. �

Poznámka 2.2.5 Indukćı lze dokázat vyšš́ı regularitu řešeńı za předpokladu,
že data, koeficienty eliptického operátoru a ∂Ω jsou hladš́ı. Nav́ıc data muśı
splňovat tzv. podmı́nky kompatibility, zachycuj́ıćı odpov́ıdaj́ıćı regularitu okra-
jových a počátečńıch podmı́nek v ”roźıch” časoprostorového válce.

Poznámka 2.2.6 Pokud tyto podmı́nky kompatibility nejsou splněny, nebo a0 ∈
L2 (Ω) a neńı lepš́ı, pak lze ukázat, že slabé řešeńı je hladké v libovolném kladném
čase (∞–rychlost š́ıřeńı vln) neńı však hladké až do počátku.

Poznámka 2.2.7 Pro tyto rovnice plat́ı principy maxima. Lze ověřit slabý prin-
cip maxima ”testováńım” u+ resp. u− analogicky jako pro eliptické rovnice.
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2.2.2 Energetická metoda pro hyperbolické rovnice

V této části se zaměř́ıme na problém (H1). Plat́ı zde podobné výsledky: existuje
jediné slabé řešeńı, které je hladké pokud jsou hladká data. Žádný princip max-
ima však neplat́ı. K d̊ukazu existence budeme požadovat silněǰśı předpoklady na
koeficienty lineárńıho operátoru L než v př́ıpadě existence slabého řešeńı úlohy
(P1): kromě (A1) budeme předpokládat

aij , bi, c ∈W 1,∞ (1 ≤ i, j ≤ d)

aij = aji

(AH1)

Definice 2.2.8 (slabého řešeńı (H1))
Řekneme, že

u ∈ L∞
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)

s u′ ∈ L∞ (I;L2 (Ω)
)

a u′′ ∈ L2
(
I;W−1,2 (Ω)

)
(2.124)

je slabým řešeńım problému (H1) s u0 = 0 jestlǐze plat́ı

〈u′′(t), ϕ〉 + 〈A(t)u(t), ϕ〉 = 〈f(t), ϕ〉 pro s.v. t ∈ I, ∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω) (2.125)

u(0) = a0 a u′(0) = a1. (2.126)

Pozorováńı 2.2.9 Protože slabé řešeńı (H1) patř́ı dle definice speciálně do
prostoru W = {u ∈ L2

(
I;L2 (Ω)

)
, u′ ∈ L2

(
I;L2 (Ω)

)
}, který je dle Lem-

matu A.4.4 spojitě vnořen do C
(
I;L2 (Ω)

)
a prostor

W̃ =
{
u ∈ L2

(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
, u′′ ∈ L2

(
I;W−1,2 (Ω)

)}
→֒ C

(
I;L2 (Ω)

)
, má smysl

požadovat, aby a0, a1 ∈ L2 (Ω). Budeme požadovat malinko v́ıce. Předpokládejme

a0 ∈W 1,2
0 (Ω) , a1 ∈ L2 (Ω) a f ∈ L2

(
I;L2 (Ω)

)
. (AH2)

Věta 2.2.10
Necht’ Ω ∈ C0,1 a plat́ı (AH1), (A1), (AH2). Pak existuje právě jedno řešeńı
úlohy (H1) s u0 = 0.

D̊ukaz. Část I. Jednoznačnost
Necht’ u, v jsou dvě slabá řešeńı ke stejným počátečńım podmı́nkám a k pravé
straně f . Rozd́ıl ω = u− v pak splňuje (srovnej s (2.125) a (2.126))

〈ω′′(t), ϕ〉 + 〈A(t)ω(t), ϕ〉 = 0 pro s.v. t ∈ I,∀ϕ ∈W 1,2
0 (Ω) . (2.127)

a ω(0) = ω′(0) = 0. Ćılem je ukázat, že

ω(t) = 0 pro s.v. t ∈ I. (2.128)
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Pokud bychom mohli za ϕ v (2.127) volit funkci ω′(t), byl by d̊ukaz jednoduchý.
Skutečně, z (2.127) s ϕ = ω′(t) totiž plyne

1

2

d

dt
‖ω′(t)‖2

2 + 〈A(t)ω(t), ω′(t)〉 = 0. (2.129)

Poněvadž,

〈A(t)ω(t), ω′(t)〉 =
1

2

d

dt
〈A(t)ω(t), ω(t)〉 − 〈A′(t)ω(t), ω(t)〉 ,

dosazeńım do (2.129) a integraćı od 0 do t pak dostaneme

‖ω′(t)‖2
2 + C1 ‖∇ω(t)‖2

2 ≤ sup
QT

∣∣∣∣
∂

∂t
A
∣∣∣∣
∫ t

0

‖∇ω(s)‖2
2 ds

a Gronwallovo lemma dává tvrzeńı.

Avšak tato argumentace neńı správná, nebot’ ω′ ∈ L∞ (I;L2 (Ω)
)
, ale ω′(t) /∈

W 1,2
0 (Ω) a nelze ji tedy vźıt za testovaćı funkci v (2.127).

Postupujme opatrněji. Zvoĺıme s ∈ (0, T ] a definujme

v(t) :=

{∫ s

t
ω(τ) dτ je–li 0 ≤ t ≤ s

0 je–li s < t ≤ T
∀t, s ∈ I.

Pak v(t) ∈W 1,2
0 (Ω) a pokud polož́ıme ϕ = v(t) v (2.127) a integrujeme výsledek

od 0 do s dostaneme
∫ s

0

{〈ω′′(t), v(t)〉 + 〈A(t)ω(t), v(t)〉} dt = 0. (2.130)

Integrace per partes spolu s podmı́nkami ω′(0) = 0 a v(s) = 0 vede ke vztahu

∫ s

0

{〈ω′(t), ω(t)〉 − 〈A(t)v′(t), v(t)〉} dt = 0. (2.131)

Odtud

1

2
‖ω(s)‖2

2 −
1

2

∫ s

0

d

dt

(∫

Ω

aij
∂v

∂xj

∂v

∂xi
dx

)
=

=

∫ s

0

∫

Ω

[
bi

∂2v

∂xi∂t
v + c

∂v

∂t
v − 1

2

∂aij

∂t

∂v

∂xj

∂v

∂xi

]
dx dt.

Tedy (v(s) = 0), po integraci per partes v x–ové proměnné v prvńım členu
dostaneme

1

2
‖ω(s)‖2

2 +
C1

2
‖∇v(0)‖2

2 ≤

≤ C

{∫ s

0

‖ω(t)‖2 ‖∇v(t)‖2 + ‖ω(t)‖2 ‖v(t)‖2 + ‖∇v(t)‖2
2 dt

}
.
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Zaved’me značeńı U(t) :=
∫ t

0
ω(τ) dτ . Pak v(0) = U(s) a dostáváme

1

2
‖ω(s)‖2

2 +
C1

2
‖U(s)‖2

1,2 ≤

≤ C

{∫ s

0

(
‖U(s) − U(t)‖1,2 ‖ω(t)‖2 + ‖U(s) − U(t)‖2

1,2

)
dt

}
.

S pomoćı Schwartzovy nerovnosti pak dostaneme

‖ω(s)‖2
2 + C1 ‖U(s)‖2

1,2 ≤

≤ C̃

(∫ s

0

(
‖U(t)‖2

1,2 + ‖ω(t)‖2
2

)
dt

)
+ 2C̃s ‖U(s)‖2

1,2

neboli

‖ω(s)‖2
2 + (C1 − 2C̃s) ‖U(s)‖2

1,2 ≤ C̃

(∫ s

0

(
‖U(t)‖2

1,2 + ‖ω(t)‖2
2

)
dt

)
.

Gronwallovo lemma implikuje jednoznačnost alespoň na intervalu (0, T1), kde
T1 = C1

2C̃
. Postupným pokrýváńım intervalu (0, T ) intervaly délky T1 dostaneme

jednoznačnost řešeńı na (0, T ).

Část II. Existence
Postupujeme opět Galerkinovou metodou. Protože tato metoda byla podrobně
diskutována při řešeńı úlohy (P1) omeźıme se zde jen na hlavńı rysy.

Krok 1. Uvažujme {ωr}∞r=1 bázi v W 1,2
0 (Ω) tvořenou vlastńımi funkcemi úlohy

−∆ωr = λrω
r v Ω

ωr = 0 na ∂Ω

Pro N ∈ N pevné, hledejme koeficienty CN
k (t), k = 1, 2, . . . , N, tak, že

uN (t, x) =

N∑

r=1

CN
k (t)ωr(x)

řeš́ı Galerkin̊uv systém

(
d2uN (t)

dt2
, ωr

)
+ (A(t)uN (t), ωr) = (f(t), ωr), r = 1, 2, . . . , N,

CN
r (0) = (a0, ω

r),

dCN
r

dt
(0) = (a1, ω

r).

(2.132)

Tento systém lineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic má řešeńı na (0, T ).
(Lze také argumentovat tak, že lokálńı řešitelnost je zřejmá a globálńı plyne z
apriorńıch odhad̊u ńıže.)
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Apriorńı odhady źıskáme tak, že r–tou rovnici (2.132)1 násob́ıme
d CN

r (t)
dt , rovnice

sečteme od r = 1, . . . , N a integrujeme výsledek v čase od 0 do t, t ∈ (0, T ].
Standartńım postupem vyvod́ıme

max
t∈Ī

(∥∥∥∥
duN (t)

dt

∥∥∥∥
2

2

+
∥∥∇uN (t)

∥∥2

2

)
≤

≤ C
{
‖a0‖2

1,2 + ‖a1‖2
2 + ‖f‖2

L2(I;L2(Ω))

}
(2.133)

Vyvod́ıme také ∥∥∥∥
d2uN (t)

dt2

∥∥∥∥
2

L2(I;W−1,2(Ω))

≤ C <∞. (2.134)

Apriorńı odhady (2.133) a (2.134) stač́ı k limitńımu přechodu. Existuje totiž

u ∈ L∞
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)

s u′ ∈ L∞ (I;L2 (Ω)
)

a s u′′ ∈ L2
(
I;W−1,2 (Ω)

)

tak, že (aspoň pro podposloupnost)

uN ⇀ u ⋆–slabě v L∞
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
, (2.135)

duN

dt
⇀ u′ ⋆–slabě v L∞ (I;L2 (Ω)

)
, (2.136)

d2uN

dt2
⇀ u′′ slabě v L2

(
I;W−1,2 (Ω)

)
, (2.137)

Postupem stejným jako u parabolických rovnic odvod́ıme

∫ T

0

{〈u′′(t), ϕ(t)〉 + 〈A(t)u(t), ϕ(t)〉 − 〈f(t), ϕ(t)〉}dt = 0

pro všechna ϕ ∈ L2
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
. (2.138)

Abychom ověřili, že řešeńı nabývá předepsaných počátečńıch podmı́nek, zvolme

v (2.138) ϕ ∈ C2
(
[0, T ];W 1,2

0 (Ω)
)

s ϕ(T ) = 0 a ϕ′(T ) = 0. Pak (2.138) po

integraci per partes implikuje.

∫ T

0

{〈u(t), ϕ′′(t)〉 + 〈A(t)u(t), ϕ(t)〉 − 〈f(t), ϕ(t)〉}dt =

= (ϕ′(0), u(0)) − (u′(0), ϕ(0)). (2.139)

Vycháźıme–li však z Galerkinova systému, lze odvodit (podobně jako u parabol-
ických rovnic) formulaci

∫ T

0

{〈u(t), ϕ′′(t)〉 + 〈A(t)u(t), ϕ(t)〉 − 〈f(t), ϕ(t)〉}dt = (ϕ′(0), a0) − (a1, ϕ(0)).

(2.140)
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Porovnáńım (2.139) s (2.140) dostáváme

(a0 − u(0), ϕ′(0)) + (u′(0) − a1, ϕ(0)) = 0 ∀ϕ ∈ C2
(
Ī;W 1,2

0 (Ω)
)
.

Volbou testovaćıch funkćı s ϕ(0) = 0 a pak s ϕ′(0) = 0 dostáváme u(0) = a0 a
u′(0) = a1, což bylo třeba dokázat.
Důkaz věty 2.2.10 je úplný. �

Čtenáři je ponechána k rozmyšleńı následuj́ıćı věta, která je základem úvah o
regularitě slabých řešeńı hyperbolických lineárńıch problémů.

Věta 2.2.11
Jsou–li koeficienty operátor̊u L vesměs z W 2,∞, je–li Ω ∈ C1,1 a a0 ∈W 2,2 (Ω),
a1 ∈ W 1,2 (Ω) a f ′ ∈ L2

(
I;L2 (Ω)

)
, pak slabé řešeńı u úlohy (H1) s u0 = 0

splňuje

u ∈ L∞ (I;W 2,2 (Ω)
)
,

u′ ∈ L∞
(
I;W 1,2

0 (Ω)
)
,

u′′ ∈ L∞ (I;L2 (Ω)
)
,

u′′′ ∈ L2
(
I;W−1,2 (Ω)

)
.

(2.141)

D̊ukaz. Mnoho štěst́ı. �
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Př́ıloha A

Prostory funkćı

Značeńı A.0.12 (multiindex) Uspořádanou d–tici α = (α1, . . . , αd), αi ∈ N0

nazýváme multiindex. Výšku multiindexu znač́ıme |α| a definujeme ji jako |α| =
α1 + · · · + αd.

Značeńı A.0.13 (zápis parciálńıch derivaćı užit́ım multiindexu) Symbolem
Dαφ znač́ıme parciálńı derivaci funkce φ

Dαφ(x) =
∂|α|φ(x)

∂xα1
1 . . . ∂xαd

d

.

A.1 Prostory spojitých a spojitě diferencovatelných

funkćı

V této sekci připomeneme některé potřebné vlastnosti prostor̊u spojitých funkćı,
hölderovsky spojitých funkćı a spojitě diferencovatelných funkćı. Věty budeme
uvádět bez d̊ukazu, čtenář je může nalézt např́ıklad v monografii Kufner et al.
[1977].

Nebude-li řečeno jinak, bude Ω v této sekci značit otevřenou souvislou podmnožinu
Rd.

Definice A.1.1 (spojité a spojitě diferencovatelné funkce) Bud’ Ω ⊂ Rd

otevřená množina.

1. Množinu všech spojitých funkćı na Ω znač́ıme C(Ω) resp. C0(Ω).

2. Bud’ k ∈ N, pak Ck(Ω) označuje množinu všech funkćı u, které maj́ı na
množině Ω všechny parciálńı derivace až do řádu k včetně takové, že ∀|α| ≤
k : Dαu ∈ C(Ω).

61
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3. C∞(Ω) znač́ı množinu všech nekonečněkrát spojitě diferencovatelných funkćı
na Ω, tedy C∞(Ω) =

⋂
k∈N

Ck(Ω).

4. Označme suppu = {x ∈ Ω| u(x) 6= 0} nosič funkce u. Potom pro k ∈ N0∪
{∞} definujeme Ck

0 (Ω) =
{
u ∈ Ck(Ω)| suppu ( Ω , suppu kompaktńı

}
.

5. C(Ω) resp. C0(Ω) znač́ı množinu všech funkćı z C(Ω), které jsou omezené
a stejnoměrně spojité na Ω.

6. Bud’ k ∈ N, pak znač́ıme Ck(Ω) =
{
u ∈ Ck(Ω)| ∀|α| ≤ k : Dαu ∈ C(Ω)

}
.

7. C∞(Ω) =
⋂

k∈N

Ck(Ω).

Poznámka A.1.2 Je-li Ω omezená množina, je (5) v předchoźı definici ekvi-
valentńı s t́ım, že existuje spojité prodloužeńı funkce na Ω.

Definice A.1.3 (hölderovsky spojité funkce) Bud’ u ∈ Ck(Ω), k ∈ N0.
Označme pro |α| ≤ k a λ ∈ (0, 1]

Hα,λ(u) = sup
x,y∈Ω, x 6=y

|Dαu(x) −Dαu(y)|
|x− y|λ . (A.1)

Potom definujeme Ck,λ(Ω) =
{
u ∈ Ck(Ω)| ∀α ≤ k : Hα,λ(u) <∞

}
.

Značeńı A.1.4 Je-li α = (0, . . . , 0) budeme použ́ıvat mı́sto H(0,...,0),λ(u) značeńı
H0,λ(u).

Poznámka A.1.5 Je-li λ = 1, mluv́ıme o lipschitzovsky spojitých funkćıch.
Funkce z C0,1(Ω) je jǐz diferencovatelná skoro všude na Ω a |Dαu(x)| ≤ H0,1(u)
plat́ı skoro všude na Ω pro |α| = 1.

Věta A.1.6 (vlastnosti prostoru Ck(Ω))
Bud’ k ∈ N0. Označme pro u ∈ Ck(Ω)

‖u‖Ck(Ω) = ‖u‖k =
∑

|α|≤k

sup
x∈Ω

|Dαu(x)|. (A.2)

Potom plat́ı

1. ‖ · ‖Ck(Ω) je norma na Ck(Ω).

2. Ck(Ω) je vzhledem k výše uvedené normě Banach̊uv prostor.

3. Je-li Ω nav́ıc omezená, je Ck(Ω) separabilńı.
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Věta A.1.7 (vlastnosti prostoru Ck,λ(Ω))
Bud’ k ∈ N0. Označme pro u ∈ Ck(Ω)

‖u‖Ck,λ(Ω) = ‖u‖k,λ = ‖u‖Ck(Ω) +
∑

|α|=k

Hα,λ(u). (A.3)

Potom plat́ı

1. ‖ · ‖Ck,λ(Ω) je norma na Ck,λ(Ω).

2. Ck,λ(Ω) je vzhledem k výše uvedené normě Banach̊uv prostor.

3. Ck,λ(Ω) neńı separabilńı.

Věta A.1.8 (reprezentace duálńıho prostoru k C(K))
Bud’ K ⊂ Rd kompaktńı množina a bud’ φ spojitý lineárńı funkcionál na C(K).
Potom existuje právě jedna konečná regulárńı Radonova mı́ra µ na K taková,
že plat́ı

∀u ∈ C(K) : φ(u) = 〈φ, u〉 =

∫

K

udµ. (A.4)

Nav́ıc ‖φ‖(C(K))⋆ = |µ|(K), kde |µ|(K) je totálńı variace mı́ry µ na K.

Poznámka A.1.9 Prostor C(K) neńı reflexivńı.

Věta A.1.10 (Arzelà–Ascoliho věta)
Bud’ K ⊂ Rd kompaktńı a bud’ A ⊂ C(K). Množina A je totálně omezená právě
když

1. je stejně omezená
∃C ∈ R+ : supf∈A ‖f‖C(K) = supf∈A supx∈K |f(x)| < C

2. a stejně stejnoměrně spojitá
∀ε > 0,∃δ > 0,∀f ∈ A,∀x1, x2 ∈ K : |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1) − f(x2)| < ε.

Věta A.1.11 (kompaktńı vnořeńı λ-hölderovských funkćı do spojitých funkćı)
Bud’ K kompaktńı. Pak plat́ı

∀λ ∈ (0, 1] : C0,λ(K) →֒→֒ C(K).

D̊ukaz. Tvrzeńı je d̊usledkem Arzelà–Ascoliho věty A.1.10. �

Cvičeńı A.1.12 Ukažte, že plat́ı H0,α(u) ≤ 2
(
‖u‖C(K)

)λ−α
λ (H0,α(u))

α
λ a tedy

pro 0 < β ≤ α ≤ 1 je C0,α(K) →֒ C0,β(K).

Plat́ı i silněǰśı tvrzeńı.

Věta A.1.13 (kompaktńı vnořeńı β-hölderovských funkćı do α-hölderovských
funkćı)
Bud’ K kompaktńı. Pak pro plat́ı

∀α, β ∈ [0, 1], α < β : C0,β(K) →֒→֒ C0,α(K).
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A.2 Lebesgueovy prostory

Předpokládáme, že čtenář je v dostaečné mı́̌re obeznámen se základy teorie
Lebesgueova integrálu. Podrobněǰśı informace je možno nalézt ve skriptech Lukeš
and Malý [1995]. Tamtéž je dokázána většina vět, které uvád́ıme v této sekci.
Daľśım vhodným zdrojem je Kufner et al. [1977].

Nebude-li řečeno jinak, bude Ω v této sekci značit libovolnou měřitelnou množinu
v Rd. Integrálem rozumı́me Lebesgue̊uv integrál.

A.2.1 Základńı vlastnosti Lebesgueových prostor̊u, Hölderova

nerovnost a jej́ı d̊usledky

Definice A.2.1 (prostor Lp)
Bud’ p ∈ [1,∞). Pak znač́ıme

Lp(Ω) =

{
f měřitelná na Ω |

∫

Ω

|f |pdx <∞
}
,

‖f‖Lp =

(∫

Ω

|f |pdx
) 1

p

. (A.5)

Pro p = ∞ znač́ıme

L∞(Ω) =
{
f měřitelná na Ω| ∃C ∈ R+ : |f(x)| ≤ C skoro všude na Ω

}
,

‖f‖L∞ = ess sup
x∈Ω

|f(x)| = inf
E⊂Ω,|E|=0

sup
x∈Ω\E

|f(x)| =

= inf
α∈R

{α| |f(x)| ≤ α skoro všude na Ω} . (A.6)

Změna funkce f na množině mı́ry nula nemá vliv na to, zda f ∈ Lp(Ω), p ∈ [1,∞]
ani na hodnotu funkcionálu ‖ · ‖Lp . Pro funkce f ∈ Lp(Ω) tedy neńı funkcionál
‖ · ‖Lp norma. Uvažujeme proto mı́sto individuálńıch funkćı f tř́ıdu ekvivalence
[f ] definovanou jako

f1 ∼ f2 ∈ [f ] ⇔ f1 = f2 = f skoro všude na Ω.

Mı́sto tř́ıd [f ] budeme (poněkud nepřesně) hovořit o funkci f , přičemž budeme
mı́t na mysli celou tř́ıdu ekvivalentńıch funkćı.

Definice A.2.2 (Lebesgue̊uv prostor)
Bud’ p ∈ [1,∞]. Označme

Lp (Ω) = {[f ]| f ∈ Lp(Ω)} .

Lp (Ω) nazýváme Lebesgue̊uv prostor. Dále zavád́ıme

f ∈ Lp
loc (Ω) = {f měřitelná na Ω| ∀K ⊂ Ω,K kompaktńı : f ∈ Lp (K)} .
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Věta A.2.3 (úplnost Lebesgueových prostor̊u)
Bud’ p ∈ [1,∞]. Pak plat́ı

1. funkcionál ‖ · ‖Lp definovaný v (A.5), (A.6) je na Lp (Ω) norma

2. Lp (Ω) je vzhledem k výše uvedené normě Banach̊uv prostor.

Poznámka A.2.4 Pro p = 2 je L2 (Ω) Hilbert̊uv prostor se skalárńım součinem
definovaným jako1 (u, v)L2(Ω) =

∫
Ω
u(x)v(x)dx.

Věta A.2.5 (Minkowského nerovnost)

Bud’ p ∈ [1,∞] a f, g ∈ Lp (Ω). Pak plat́ı

1. f + g ∈ Lp (Ω)

2. ‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

Věta A.2.6 (Hölderova nerovnost)
Bud’ p ∈ [1,∞] a f ∈ Lp (Ω), g ∈ Lp′

(Ω), kde 1
p + 1

p′ = 1 (s úmluvou p = 1 ⇒
p′ = ∞ a naopak). Pak plat́ı

1. fg ∈ L1 (Ω)

2. ‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lp′ (Ω).

Lemma A.2.7 (Hölderova nerovnost pro v́ıce funkćı)

Bud’ pro i = 1, . . . , k, pi ∈ [1,∞] takové, že plat́ı
∑k

i=1
1
pi

= 1. Bud’ dále

fi ∈ Lpi (Ω). Pak plat́ı

1.
∏k

i=1 fi ∈ L1 (Ω)

2.
∥∥∥
∏k

i=1 fi

∥∥∥
L1(Ω)

≤∏k
i=1 ‖fi‖Lpi (Ω).

Lemma A.2.8 (triviálńı vnořeńı Lp (Ω) prostor̊u)
Bud’2 |Ω| <∞, pak pro p1, p2 ∈ [1,∞], p2 ≥ p1 plat́ı

1. Lp2 (Ω) →֒ Lp1 (Ω)

2. ‖f‖Lp1 (Ω) ≤ |Ω|
p2−p1
p1p2 ‖f‖Lp2 (Ω).

Lemma A.2.9 (interpolačńı Hölderova nerovnost)
Bud’ p1, p2 ∈ [1,∞], p2 > p1 a f ∈ Lp1 (Ω) ∩ Lp2 (Ω). Potom ∀r ∈ [p1, p2], plat́ı

1V těchto skriptech ale většinou pracujeme pouze s reálnými funkcemi.
2Symbol | · | znač́ı d-dimenzionálńı Lebesgueovu mı́ru množiny Ω ⊂ R

d.
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1. f ∈ Lr (Ω)

2. ‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖α
Lp1 (Ω) ‖g‖

1−α
Lp2 (Ω),

kde α splňuje 1
r = α

p1
+ 1−α

p2
.

Cvičeńı A.2.10 Užit́ım věty A.2.6 dokažte lemmata A.2.7-A.2.9.

Věta A.2.11 (souvislost norem v L∞ (Ω) a Lp (Ω))
Bud’ |Ω| <∞. Je-li f ∈ L∞ (Ω), pak je

1. ∀p ∈ [1,∞) : f ∈ Lp (Ω)

2. limp→∞ ‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖L∞(Ω).

Je-li f ∈ ⋂∞
i=1 L

pi (Ω), supi∈N ‖f‖Lpi (Ω) ≤ C, C ∈ R+, pro posloupnost {pi}∞i=1

takovou, že limi→∞ pi = ∞, pak plat́ı

1. f ∈ L∞ (Ω)

2. ‖f‖L∞(Ω) ≤ C.

A.2.2 Regularizátor a operátor zhlazeńı, spojitost v pr̊uměru

v p-té mocnině, separabilita Lp (Ω) prostor̊u

Věta A.2.12 (Luzinova věta)
Bud’ f : Ω → R, f skoro všude konečná, Ω měřitelná. Pak je ekvivalentńı

1. funkce f je měřitelná

2. pro každé ε > 0 existuje otevřená množina G ⊂ Ω tak, že |G| < ε a f |Ω\G

je spojitá.

Zřejmě, je-li Ω omezená, můžeme volit G tak, že Ω \G je kompaktńı.

Definice A.2.13 (spojitost v pr̊uměru v p-té mocnině)
Bud’ f ∈ Lp (Ω). Položme f(x) = 0 pro x 6∈ Ω. Řekneme, že funkce f je spojitá
v pr̊uměru v p-té mocnině právě když

∀ε > 0,∃δ > 0,∀h ∈ Rd : |h| < δ ⇒
∫

Ω

|f(x+ h) − f(x)|pdx < εp. (A.7)

Věta A.2.14 (o spojitosti v pr̊uměru v p-té mocnině)
Každá funkce z Lp (Ω) je spojitá v pr̊uměru v p-té mocnině.
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D̊ukaz.

Pro x ∈ Rd \Ω máme f(x) = 0. Zřejmě lze volit R > 0 tak, aby pro dané ε bylo

∫

Ω\BR(0)

|f(x)|pdx ≤
(ε

6

)p

a ∫

Ω\BR+1(0)

|f(x+ h)|pdx ≤
(ε

6

)p

,

přičemž jsme bez újmy na obecnosti předpokládali, že pro δ z (A.7) plat́ı δ ≤ 1.
Dı́ky výše uvedeným vztah̊um nyńı stač́ı dokázat (A.7) pro omezenou množinu
ΩR = Ω ∩BR+1(0).

Zvolme η > 0 tak, že ∀E ∈ Ω, |E| < 4η plat́ı

∫

E

|f(x)|pdx <
(ε

6

)p

. (A.8)

K č́ıslu η najdeme ρ > 0 tak, že pro

Hρ = {x ∈ ΩR| dist (x, ∂ΩR) < ρ}

plat́ı |Hρ| < η. Označme Ωρ
R = ΩR \Hρ.

Funkce f je zřejmě měřitelná na Ωρ
R a podle Luzinovy věty A.2.12 pak existuje

kompaktńı množina F 1
η ⊂ Ωρ

R taková, že f |F 1
η

je (stejnoměrně) spojitá a |Ωρ
R \

F 1
η | < η. Pak je samozřejmě |ΩR \ F 1

η | < 2η a existuje δ ∈ (0, ρ) tak, že

∀x, x+ h ∈ F 1
η : |h| < δ ⇒ |f(x+ h) − f(x)| < ε

3|ΩR|
1
p

. (A.9)

Označme F 2
η =

{
x ∈ ΩR| x+ h ∈ F 1

η

}
a Fη = F 1

η ∩ F 1
η . Množina Fη je kom-

paktńı a plat́ı

|ΩR \ Fη| = |
(
ΩR \ F 1

η

)
∪
(
ΩR \ F 2

η

)
| ≤ 4η,

nebot’ je |F 1
η | = |F 2

η | a |ΩR \ F 1
η | < 2η.

Celkem tedy z předchoźıho a z (A.8) plyne

(∫

ΩR\Fη

|f(x+ h)|pdx
) 1

p

+

(∫

ΩR\Fη

|f(x)|pdx
) 1

p

<
ε

3

a dále máme z (A.9)

(∫

Fη

|f(x+ h) − f(x)|pdx
) 1

p

<
ε

3
.
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Konečně pro |h| < δ plat́ı

(∫

Ω

|f(x+ h) − f(x)|pdx
) 1

p

≤
(∫

Ω\BR+1(0)

|f(x+ h)|pdx
) 1

p

+

(∫

Ω\BR+1(0)

|f(x)|pdx
) 1

p

+

(∫

Fη

|f(x+ h) − f(x)|pdx
) 1

p

+

(∫

ΩR\Fη

|f(x+ h)|pdx
) 1

p

+

(∫

ΩR\Fη

|f(x)|pdx
) 1

p

< ε,

což jsme chtěli ukázat. �

Cvičeńı A.2.15 Modifikujte d̊ukaz předchoźı věty a ukažte, že pokud pro τ ∈
(0, 1] definujeme uτ (x) = u(τx), potom ∀ε > 0 ∃δ(ǫ, p) > 0 tak, že pro všechna
u ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p <∞ a τ ∈ (1 − δ, 1]: ‖u− uτ‖Lp(Ω) < ε.

Definice A.2.16 (regularizátor)
Řekneme, že funkce η : Rd → R je regularizátor (zhlazovaćı jádro), právě když
jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky

1. η ∈ C∞
0

(
Rd
)

2. supp η ⊂ B1 (0)

3. ∀x ∈ Rd : η(x) ≥ 0

4. ∀x, y ∈ Rd : |x| = |y| ⇒ η(x) = η(y)

5.
∫

Rd η(x)dx = 1.

Př́ıklad A.2.17 Př́ıkladem zhlazovaćıho jádra je funkce

η(x) =

{
Ce

1
|x|2−1 pro |x| < 1
0 pro |x| ≥ 1,

kde konstanta C je volena tak, aby byla splněna normovaćı podmı́nka
∫

Rd η(x)dx =
1.

V daľśım budeme značit ηε (pro ε > 0) funkci definovanou jako

ηε(x) =
1

εd
η
(x
ε

)
.
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Definice A.2.18 (zhlazeńı funkce)
Bud’ Ω ⊂ Rd omezená otevřená, u : Ω → R, u ∈ L1

loc (Ω). Funkci uε : Ωε → R
definovanou na Ωε = {x ∈ Ω| dist (x, ∂Ω) > ε} jako

uε = ηε ⋆ u (tj. uε(x) =

∫

Rd

ηε(x− y)u(y)dy =

∫

Bε(x)

ηε(x− y)u(y)dy)

nazýváme zhlazeńım (regularizaćı) funkce u.

Pro d̊ukaz věty A.2.22 budeme potřebovat jednu d̊uležitou vlastnost integrovatelných
funkćı. Pro spojité funkce neńı těžké ověřit, že plat́ı

∀x ∈ Ω : lim
r→0+

1

|Br(x)|

∫

Br(x)

u(y)dy = u(x).

Otázkou je, pro jak velkou množinu bude uvedená rovnost platit, pokud bude
u pouze integrovatelná funkce. Odpověd’ dává následuj́ıćı věta A.2.20.

Definice A.2.19 (Lebesgue̊uv bod)
Bud’ u ∈ L1

loc

(
Rd
)
. Řekneme, že bod x ∈ Rd je Lebesgue̊uv bod funkce u, právě

když

lim
r→0+

1

|Br(x)|

∫

Br(x)

|u(y) − u(x)|dy = 0. (A.10)

Věta A.2.20 (o Lebesgueových bodech)
Bud’ u ∈ L1

loc

(
Rd
)
. Pak skoro všechny body x ∈ Rd jsou Lebesgueovy body funkce

u.

Věta A.2.21 (o konvoluci)
Bud’ f ∈ Lp

(
Rd
)
, g ∈ Lq

(
Rd
)

pro p, q ∈ [1,∞], 1
p + 1

q ≥ 1. Potom plat́ı

1. f ⋆ g ∈ Lr
(
Rd
)
, 1

r = 1
p + 1

q − 1

2. ‖f ⋆ g‖Lr(Rd) ≤ ‖f‖Lp(Rd) ‖g‖Lq(Rd).

Věta A.2.22 (o vlastnostech zhlazeńı)
Bud’ Ω ⊂ Rd omezená otevřená, u : Ω → R, u ∈ L1

loc (Ω). Bud’ uε zhlazeńı
funkce u. Pak plat́ı

1. uε ∈ C∞ (Ωε)

2. lim
ε→0+

uε(x) = u(x) pro skoro všechna x ∈ Ω

3. Je–li u ∈ C (Ω), pak uε ⇉ u na každé kompaktńı množině K ⊂ Ω.

4. Je–li u ∈ Lp
loc (Ω) pro p ∈ [1,∞), pak uε → u v Lp

loc (Ω).
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5. Je–li u ∈ Lp
(
Rd
)
, pak je ‖uε‖Lp(Rd) ≤ ‖u‖Lp(Rd) pro p ∈ [1,∞] a uε → u

v Lp
(
Rd
)

pro p ∈ [1,∞).

D̊ukaz.

Krok 1:
Z definice je

uε(x) =

∫

Rd

ηε(x− y)u(y)dy,

kde ηε ∈ C∞(Rd). Stač́ı tedy použ́ıt větu o spojitosti integrálu podle parametru
a o derivaci integrálu podle parametru a ihned dostaneme požadované uε ∈
C∞(Ωε).

Krok 2:
Využijeme definice regularizátoru A.2.16 a spočteme pro libovolné x ∈ Ωε

|u(x) − uε(x)| =

∣∣∣∣u(x)
∫

Rd

ηε(x− y)dy −
∫

Rd

ηε(x− y)u(y)dy

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∫

Bε(x)

ηε(x− y) (u(x) − u(y)) dy

∣∣∣∣∣ =
1

εd

∣∣∣∣∣

∫

Bε(x)

η(
x− y

ε
) (u(x) − u(y)) dy

∣∣∣∣∣

≤ C
1

εd

∫

Bε(x)

|u(x) − u(y)|dy.

Podle věty A.2.20 pak pro skoro všechna x plat́ı C 1
εd

∫
Bε(x)

|u(x)−u(y)|dy → 0

pro ε→ 0 a tvrzeńı je dokázáno.

Krok 3:
Postupujeme stejně jako v bodu (2), pouze při odhadu výrazu

C
1

εd

∫

Bε(x)

|u(x) − u(y)|dy

využijeme stejnoměrné spojitosti funkce u na kompaktńı množině K.

Krok 4:
Tvrzeńı je d̊usledkem věty A.2.14 a vlastnost́ı regularizátoru (dist(K, ∂Ω) > ε),
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skutečně (použ́ıváme Hölderovu nerovnost a Fubiniho větu)

‖uε − u‖p
Lp(K) =

∫

K

|uε(x) − u(x)|pdx

=

∫

K

(∫

Bε(x)

ηε(x− y)|u(y) − u(x)|dy
)p

dx

=

∫

K

(∫

B1(0)

η(z)|u(x− εz) − u(x)|dz
)p

dx

≤ C

∫

K

(∫

B1(0)

|u(x− εz) − u(x)|pdz
)
dx

≤ C

∫

B1(0)

(∫

K

|u(x− εz) − u(x)|p dx
)
dz.

Vnitřńı integrál přes K jde ovšem podle věty A.2.14 k nule pro ε→ 0 a tvrzeńı
je dokázáno.

Krok 5:
Dı́ky Youngově nerovnosti A.2.21 máme

‖uε‖p ≤ ‖u‖p‖ηε‖1 = ‖u‖p,

1 ≤ p ≤ ∞. Necht’ nyńı 1 ≤ p < ∞ a u ∈ Lp(Rd). Zvolme č́ıslo ̺ > 0. Zřejmě

existuje R > 0 tak, že
∫

Rd\BR(0)
|u|pdx <

(
̺
4

)p

. Analogicky jako výše, pomoćı

Youngovy nerovnosti, můžeme pro ε < 1 dokázat, že
∫

Rd\BR+1(0)
|uε|pdx <(

̺
4

)p

. Nyńı, podobně jako v kroku 4, můžeme dokázat, že existuje ε0 > 0 tak,

že pro 0 < ε ≤ ε0:
∫

BR+1(0)
|u− uε|pdx <

(
̺
2

)p

. Potom

‖u− uε‖p ≤ ‖u− uε‖Lp(Rd\BR+1(0)) + ‖u− uε‖Lp(BR+1(0))

≤ ‖u|Lp(Rd\BR(0)) + ‖uε‖Lp(Rd\BR+1(0)) + ‖u− uε‖Lp(BR+1(0)) < ̺.

�

Z předchoźı věty A.2.22 plyne např. následuj́ıćı. Je-li u ∈ Lp (Ω), p ∈ [1,∞)
potom uε → u v Lp (Ω). Stač́ı totiž prodloužit u nulou vně Ω a použ́ıt tvrzeńı
(5) zmı́něné věty.

Poznamenejme, že tvrzeńı (5) věty (A.2.22) nemůže platit pro p = ∞, protože
konvergence v L∞ (Ω)-normě je pro hladké funkce konvergenćı stejnoměrnou.
Plat́ı ale slabš́ı tvrzeńı, totiž

uε
∗
⇀ u v L∞ (Ω)

(tj. ∀ϕ ∈ L1 (Ω) :
∫
Ω
uεϕdx →

∫
Ω
uϕdx, viz. odd́ıl o reflexivitě a duálńıch

prostorech A.2.3).



72 PŘÍLOHA A. PROSTORY FUNKCÍ

Pomoćı Bernsteinovy věty o aproximaci spojité funkce polynomy v C0(Ω) normě
(a tud́ıž polynomy s racionálńımi koeficienty v Lp (Ω) normě, p ∈ [1,∞)) dostáváme
jako triviálńı d̊usledek prvńı část následuj́ıćı věty.

Věta A.2.23 (separabilita Lp (Ω) prostor̊u)
Prostor Lp (Ω) je pro p ∈ [1,∞) separabilńı. L∞ (Ω) separabilńı neńı.

Cvičeńı A.2.24 Pomoćı charakteristických funkćı interval̊u ukažte, že L∞ (Ω)
nem̊uže být separabilńı.

A.2.3 Spojité lineárńı funkcionály nad Lp (Ω)

Věta A.2.25 (reprezentace spojitého lineárńıho funkcionálu nad Lp (Ω))
Bud’ Ω neprázdná množina, p ∈ [1,∞). Bud’ dále φ omezený lineárńı funkcionál
na Lp (Ω). Pak existuje právě jedna funkce g ∈ Lp′

(Ω), 1
p + 1

p′ = 1 taková, že
plat́ı

∀f ∈ Lp (Ω) : φ(f) = 〈φ, f〉 =

∫

Ω

fgdx. (A.11)

Nav́ıc ‖φ‖(Lp(Ω))⋆ = ‖g‖Lp′ (Ω).

Poměrně jednoduše plyne z předchoźı věty.

Věta A.2.26 (reflexivita Lp (Ω))
Bud’ p ∈ (1,∞). Pak je Lp (Ω) reflexivńı. Prostory L∞ (Ω) a L1 (Ω) reflexivńı
nejsou.

A.2.4 Různé typy konvergenćı, relativně kompaktńı množiny

v Lp (Ω)

Bud’ {fn}∞n=1 posloupnost měřitelných funkćı a bud’ f měřitelná funkce. Pod́ıvejme
se nyńı na to, v jakém smyslu může posloupnost fn konvergovat k limitńı funkci
f a jaké jsou vztahy mezi r̊uznými typy konvergenćı.

Definice A.2.27 (typy konvergenćı)

1. Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f bodově právě když
∀x ∈ Ω : limn→∞ fn(x) = f(x) neboli
∀x ∈ Ω,∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0 : |fn(x) − f(x)| ≤ ε.

2. Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f stejnoměrně na Ω právě
když
∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀x ∈ Ω,∀n ≥ n0 : |fn(x) − f(x)| ≤ ε.
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3. Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f lokálně stejnoměrně na
Ω právě když ∀K ⊂ Ω, K kompaktńı konverguje posloupnost {fn}∞n=1 ste-
jnoměrně k f na K.

4. Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f stejnoměrně na Ω až na
malé množiny právě když
∀ε > 0,∃M ⊂ Ω, |M | < ε : posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f ste-
jnoměrně na Ω \M .

5. Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f skoro všude na Ω právě
když ∃M ⊂ Ω, |M | = 0 taková, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f
bodově na Ω \M .

6. Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f v mı́ře na Ω právě když
∀ε > 0 : limn→∞ |{x ∈ Ω| |fn(x) − f(x)| ≥ ε}| = 0.

7. Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f v Lp (Ω), p ∈ [1,∞],
právě když
limn→∞ ‖fn − f‖Lp(Ω) = 0.

8. Bud’ p ∈ [1,∞) a p′ = p
p−1 (s obvyklou úmluvou p′ = ∞ pro p = 1).

Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f slabě v Lp (Ω), znač́ıme
fn ⇀ f , právě když
∀g ∈ Lp′

(Ω) :
∫
Ω
fngdx→

∫
Ω
fgdx.

9. Řekneme, že posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f slabě s hvězdičkou v

L∞ (Ω) , znač́ıme fn
∗
⇀ f , právě když

∀g ∈ L1 (Ω) :
∫
Ω
fngdx→

∫
Ω
fgdx.

Obecně definujeme slabou a slabou s hvězdičkou konvergenci následuj́ıćım zp̊usobem (X je
Banach̊uv prostor a X⋆ je jeho duál).

Řekneme, že posloupnost {xn}
∞
n=1 ⊂ X konverguje slabě k x ∈ X, znač́ıme xn ⇀ x, právě

když ∀ϕ ∈ X⋆ : 〈ϕ, xn〉 → 〈ϕ, x〉 .

Řekneme, že posloupnost {ϕn}
∞
n=1 ⊂ X⋆ konverguje slabě s hvězdičkou k ϕ ∈ X⋆, znač́ıme

ϕn
∗
⇀ ϕ, právě když ∀x ∈ X : 〈ϕn, x〉 → 〈ϕ, x〉 .

Věta A.2.25 nám umožňuje popsat dualitu a duálńı prostor k Lp (Ω) pro p ∈ [1,∞) a právě
uvedené obecné definice pak přejdou v definice uvedené v A.2.27.

Na L1 (Ω) máme pouze slabou konvergenci (nebot’ věta A.2.25 nám neř́ıká nic o tom, jak
vypadá prostor X, pro který by platilo X⋆ = L1 (Ω)).

Na L∞ (Ω) máme pouze slabou s hvězdičkou konvergenci (nebot’ věta A.2.25 nám neř́ıká nic
o tom, jak vypadá prostor (L∞ (Ω))⋆).

Na Lp (Ω), p ∈ (1,∞) máme k dispozici slabou i slabou s hvězdičkou konvergenci, ale protože
na reflexivńıch prostorech (což Lp (Ω) pro p ∈ (1,∞) podle věty A.2.26 jsou) obě konvergence
splývaj́ı, neńı použ́ıváńı obou typ̊u konvergenćı nutné.

Na závěr se pod́ıvejme na charakterizace totálně omezených množin v Lp (Ω),
p ∈ [1,∞). Půjde o analogii Arzelà-Ascoliho věty (A.1.10), roli stejnoměrné
spojitosti ale bude hrát spojitost v pr̊uměru v p-té mocnině.
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stejnoměrná konvergence
ZZ~

lokálně stejnoměrná konvergence
ZZ~

bodová konvergence
ZZ~

konvergence skoro všude
ZZ~

konvergence v mı́̌re

PPPPPPq
konvergence v Lp

ZZ~

konvergence v mı́̌re
ZZ~

vybraná podposloupnost
konverguje skoro všude

|Ω| <∞

Obr. A.1: Některé vztahy mezi konvergencemi

Věta A.2.28 (Kolmogorovova věta, charakterizace totálně omezených množin
v Lp (Ω))
Bud’ p ∈ [1,∞). Označme rhf(x) = f(x + h) (mimo množinu Ω definujeme
f(x) = 0). Množina A ⊂ Lp (Ω) je totálně omezená právě když

1. je stejně omezená
supf∈A ‖f‖Lp(Ω) ≤ C <∞

2. stejně spojitá v pr̊uměru v p-té mocnině
∀ε > 0,∃δ > 0,∀f ∈ A : ‖h‖Rd < δ ⇒ ‖rhf − f‖Lp(Ω) ≤ ε

3. a stejnoměrně klesá v nekonečnu
∀ε > 0,∃R > 0,∀f ∈ A : ‖f‖Lp(Ω\BR(0)) ≤ ε.

D̊ukaz.

Krok 1: ”⇒”
Krok 1a: stejná omezenost
Je zřejmá z definice totálńı omezenosti (proved’te podrobně).

Krok 1b: stejná spojitost v pr̊uměru v p-té mocnině
Označme si {fi}N

i=1 ⊂ A ε
3 -śıt’ v A. Zřejmě plat́ı, že śıt’ {fi}N

i=1 je stejně spojitá
v pr̊uměru v p-té mocnině (śıt’ tvoř́ı konečně mnoho funkćı z Lp (Ω)). Pak ovšem

‖rhf − f‖Lp(Ω) ≤ ‖rhf − rhfi‖Lp(Ω) + ‖rhfi − fi‖Lp(Ω) + ‖fi − f‖Lp(Ω) ≤ ε

pro vhodně zvolené i = 1, . . . , N z vlastnost́ı śıtě (nebot’ máme ‖fi − f‖Lp(Ω) <
ε
3 , ‖rhfi − rhf‖Lp(Ω) <

ε
3 ) a h ze stejné spojitosti v pr̊uměru v p-té mocnině

śıtě (‖rhfi − fi‖Lp(Ω) <
ε
3 ).

Krok 1c: stejnoměrné klesáńı v nekonečnu
Označme si opět {fi}N

i=1 ⊂ A ε-śıt’ v A. Protože pro každé i je fi ⊂ Lp (Ω) a
funkćı fi je konečně mnoho, plat́ı

∀ε > 0,∃R > 0,∀i ∈ {1, . . . , N} : ‖fi‖Lp(Ω\BR(0)) ≤ ε.
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Pak lze pro libovolné η > 0 nalézt vhodné i = 1, . . . , N a R > 0 tak, že

‖f‖Lp(Ω\BR(0)) ≤ ‖f − fi‖Lp(Ω\BR(0)) + ‖fi‖Lp(Ω\BR(0)) ≤ η.

Krok 2: ”⇐”
Myšlenka d̊ukazu je následuj́ıćı. Nejdř́ıve ukážeme, že stač́ı naj́ıt śıt’ na nějaké
omezené podoblasti M ⊂ Ω. Speciálně pak bude M kompaktńı.

Funkce z A zhlad́ıme a dostaneme množ́ınu Ah spojitých funkćı na M . Ukážeme,
že tato množina splňuje požadavky na totálńı omezenost v C(M) podle Arlelà–
Ascoliho věty A.1.10 a existuje tedy konečná śıt’ na Ah ⊂ C(M).

V závěrečném kroku pak dokážeme, že funkce zA, jejichž zhlazeńı tvoř́ı konečnou
śıt’ na Ah ⊂ C(M), už tvoř́ı śıt’ na A ⊂ Lp (Ω).

Krok 2a: stač́ı uvažovat omezené množiny
Skutečně, bud’ {fi}N

i=1
η
2 -śıt’ na Lp (Ω ∩BR(0)) pro R vybrané tak, aby

∀f ∈ A : ‖f‖Lp(Ω\BR(0)) ≤
η

4
.

To je jistě možné, nebot’ předpokládáme stejnoměrné klesáńı v nekonečnu. Nyńı
je snadné ukázat, že {fi}N

i=1 je η-śıt’ na Lp (Ω), nebot’ ∀f ∈ A:

‖f − fi‖Lp(Ω) ≤ ‖f − fi‖Lp(Ω∩BR(0)) + ‖f‖Lp(Ω\BR(0)) + ‖fi‖Lp(Ω\BR(0)) < η

pro vhodně vybrané i = 1, . . . , N .

Bez újmy na obecnosti proto můžeme v daľśım předpokládat, že Ω je omezená
množina.

Krok 2b: zhlazeńı, použit́ı Arzelà–Ascoliho věty
Označme Ah = {fh| f ∈ A}, kde fh = f ⋆ ηh je zhlazeńı funkce f na Rd. Pak je
Ah ⊂ C(Ω). Nav́ıc je Ah totálně omezená v C(Ω), nebot’ jsou splněny požadavky
z věty (A.1.10), stejná omezenost

|fh(x)| ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

ηh(x− y)f(y)dy

∣∣∣∣ ≤ C(h) ‖f‖Lp(Ω) ≤ C(h)

a stejnoměrná spojitost

|fh(x+ z) − fh(x)| ≤
∫

Ω

∣∣∣∣
1

hd

(
η

(
x+ z − y

h

)
− η

(
x− y

h

))
f(y)

∣∣∣∣ dy

≤ ‖f‖Lp(Ω)

1

hd

(∫

Ω

∣∣∣∣
(
η

(
x+ z − y

h

)
− η

(
x− y

h

))∣∣∣∣
p′

dy

) 1
p′

≤ C(h)|z| ‖f‖Lp(Ω) ≤ C(h)|z|.

K č́ıslu η > 0 tud́ıž existuje konečná η

2|Ω|
1
p

-śıt’ množiny Ah v C(Ω). Označme

(fi)h prvky této śıtě, i = 1, . . . , N . Pro libovolné fh ∈ Ah tedy existuje j ∈
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1, . . . , N tak, že

‖fh − (fj)h‖C(Ω) <
η

2|Ω| 1p
. (A.12)

Krok 2c: śıt’ množiny A v Lp (Ω)

Ukážeme, že {fi}N
i=1, kde fi jsou nezhlazené funkce odpov́ıdaj́ıćı (fi)h prvk̊um

śıtě Ah v C(Ω), tvoř́ı śıt’ v A v Lp (Ω).

Zvolme δ > 0 tak, že

∀f ∈ A,∀z ∈ Rd, |z| < δ :

(∫

Ω

|f(x+ z) − f(x)|p dx
) 1

p

<
η

4

1

C
, (A.13)

kde C je konstanta, kterou upřesńıme později. Možnost volby δ zajǐst’uj́ıćıho
splněńı výše uvedené nerovnosti je zřejmá z požadavku na stejnou spojitost v
pr̊uměru v p-té mocnině pro množinu A.

Potom

‖fj − f‖Lp(Ω) ≤ ‖fj − (fj)h‖Lp(Ω) + ‖(fj)h − fh‖Lp(Ω) + ‖fh − f‖Lp(Ω) .

Prvńı člen na pravé straně je menš́ı než η
2 , nebot’

‖fj − (fj)h‖Lp(Ω) ≤
(∫

Ω

(∫

Bh(x)

(fj(x) − fj(y)) ηh(x− y)dy

)p

dx

) 1
p

≤ C(h)

(∫

Ω

∫

B1(0)

|fj(x− hz) − fj(y)|pdydx
) 1

p

≤ η

4
,

což plyne z (A.13), kde jsme zvolili C = C(h)|B1(0)|. Obdobně odhadneme i
posledńı člen na pravé straně. Konečně prvńı člen na pravé straně je menš́ı než
η
2 , což plyne z (A.12). Celkem

‖fj − f‖Lp(Ω) < η

a {fi}N
i=1 je proto η-śıt’ v A v Lp (Ω).

�

A.3 Sobolevovy prostory

V této sekci se budeme věnovat vlastnostem funkćı z Sobolevových prostor̊u
W k,p (Ω). Tyto prostory hraj́ı v moderńıch metodách PDR fundamentálńı roli
- proto bude výklad o něco podrobněǰśı než v předchoźıch sekćıch. Většinu vět
budeme také dokazovat.

Nebude-li řečeno jinak, bude Ω ⊂ Rd otevřená souvislá množina.
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A.3.1 Definice, základńı vlastnosti

Definice A.3.1 (slabá derivace)
Bud’ α = (α1, . . . , αd) multiindex. Bud’ u, vα ∈ L1

loc(Ω). Řekneme, že vα je slabá
derivace funkce u podle xα právě když

∀φ ∈ C∞
0 (Ω) :

∫

Ω

uDαφ = (−1)|α|
∫

Ω

vαφ.

Zřejmě plat́ı následuj́ıćı

Cvičeńı A.3.2 (souvislost slabé a klasické derivace)

1. Necht’ u ∈ Ck(Ω). Potom derivace v klasickém a slabém smyslu splývá.

2. Slabá derivace je (ve smyslu rovnosti na L1
loc (Ω), tedy skoro všude) určena

jednoznačně.

Nadále tedy budeme značit slabou a klasickou derivaci stejně, tj. je-li vα slabá
derivace u podle xα , budeme psát Dαu = vα.

Slabá derivace je speciálńı př́ıpad obecněǰśıho pojmu - distributivńı derivace. Je-li u ∈ L1
loc (Ω)

můžeme funkci u přǐradit regulárńı distribuci Tu definovanou jako

∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) : 〈Tu, ϕ〉 =

∫

Ω
uϕdx,

kde 〈·, ·〉 znač́ı dualitu mezi
(
C∞
0 (Ω)

)⋆
a C∞

0 (Ω). Každou distribuci můžeme libovolněkrát
derivovat. Distribuce G je derivace distrubuce T podle xα právě když

∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) : 〈T, Dαϕ〉 = (−1)|α| 〈G, ϕ〉 .

Speciálně, jsou-li G = Gv a T = Tu regulárńı distribuce, je zřejmě

∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) :

∫

Ω
uDαϕdx = 〈Tu, Dαϕ〉 = (−1)|α| 〈Gv , ϕ〉 =

∫

Ω
vϕdx,

tedy v = Dαu v slabém smyslu.

Definice A.3.3 (Sobolevovy prostory)
Bud’ k ∈ N a p ∈ [1,∞]. Pak Sobolev̊uv prostor W k,p (Ω) definujeme jako

W k,p (Ω) = {u ∈ Lp(Ω)|Dαu ∈ Lp (Ω) , ∀α : |α| ≤ k}.

Analogicky jako v př́ıpadě Lp (Ω) prostor̊u jsou prvky W k,p (Ω) vlastně tř́ıdy
funkćı lǐśıćıch se na množině mı́ry nula.

Cvičeńı A.3.4 Bud’ Ω omezená množina. Ukažte, že je-li u ∈ W k,p (Ω) a ξ ∈
C∞(Ω), pak je uξ ∈W k,p (Ω). Ukažte také, že

∂k

∂xk
j

(uξ) =

k∑

i=0

(
k
i

)
∂iu

∂xi
j

∂k−iξ

∂xk−i
j

,

kde derivace u chápeme ve slabém smyslu a derivace ξ v klasickém smyslu.
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Lemma A.3.5 (zavedeńı normy v Sobolevově prostoru)
Označme pro u ∈W k,p (Ω)

‖u‖k,p = ‖u‖k,p,Ω = ‖u‖W k,p(Ω) ≡






∑

|α|≤k

‖Dαu‖p
Lp(Ω)




1
p

(p ∈ [1,∞))

max
|α|≤k

‖Dαu‖L∞(Ω) (p = ∞).

Potom ‖·‖W k,p(Ω) je norma na W k,p (Ω).

D̊ukaz.

Budeme se zabývat d̊ukazem pro p ∈ [1,∞), d̊ukaz pro p = ∞ přenecháváme
čtenáři jako užitečné cvičeńı. Navrhovaná norma je zřejmě vždy konečná a
nezáporná, nav́ıc pokud je ‖u‖W k,p(Ω) = 0, tak je i ‖u‖Lp(Ω) = 0, a proto

(vlastnost ‖·‖Lp(Ω) normy) je i u ≡ 0. Obrácená implikace je zřejmá. Plat́ı tedy

u ≡ 0 ⇔ ‖u‖W k,p(Ω) = 0.

Pro slabou derivaci plat́ı Dα (λu) = λDαu, vlastnost́ı ‖·‖Lp(Ω) normy je, že

‖λDα (u)‖Lp(Ω) = |λ| ‖Dα (u)‖Lp(Ω) celkem

‖λu‖W k,p(Ω) =


∑

|α|≤k

‖Dα (λu)‖p
Lp(Ω)




1
p

=


|λ|p

∑

|α|≤k

‖Dαu‖p
Lp(Ω)




1
p

= |λ| ‖u‖W k,p(Ω) ,

č́ımž jsme ověřili, že navrhovaná norma je pro kladné konstanty homogenńı.

Slabá derivace je zřejmě lineárńı Dα (u+ v) = Dαu+Dαv a pro ‖·‖Lp(Ω) normu

plat́ı trojúhelńıková nerovnost (A.2.5)

‖u+ v‖Lp(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖v‖Lp(Ω) .

Nav́ıc plat́ı ”diskrétńı” Minkovského nerovnost (an, bn > 0)

(
m∑

n=0

(an + bn)p

) 1
p

≤
(

m∑

n=0

ap
n

) 1
p

+

(
m∑

n=0

bpn

) 1
p

,
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celkem

‖u+ v‖W k,p(Ω) =


∑

|α|≤k

‖Dαu+Dαv‖p
Lp(Ω)




1
p

≤


∑

|α|≤k

(
‖Dαu‖Lp(Ω) + ‖Dαv‖Lp(Ω)

)p




1
p

≤


∑

|α|≤k

(
‖Dαu‖Lp(Ω)

)p




1
p

+


∑

|α|≤k

(
‖Dαu‖Lp(Ω)

)p




1
p

= ‖u‖W k,p(Ω) + ‖v‖W k,p(Ω) ,

č́ımž jsme ověřili trojúhelńıkovou nerovnost. �

Věta A.3.6 (o vlastnostech Sobolevových prostor̊u)
Pro každé k ∈ N0 a p ∈ [1,∞] je W k,p (Ω) Banach̊uv prostor. Pro p ∈ [1,∞) je
W k,p (Ω) separabilńı a pro p ∈ (1,∞) reflexivńı. Pro p = 2 je W k,2 (Ω) Hilbert̊uv
prostor.

D̊ukaz.

Zabývejme se nejdř́ıve úplnost́ı. Ćılem je ukázat, že každá Cauchyovská posloup-
nost v W k,p (Ω) má v W k,p (Ω) limitu. Bud’ {un}∞n=1 ⊂ W k,p (Ω) Cauchyovská
posloupnost

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n,m ≥ n0 : ‖un − um‖W k,p(Ω) < ε.

Nutně tedy muśı být i ‖Dαun −Dαum‖Lp(Ω) < ε, pro každý multiindex α.

Cauchyovské jsou proto i posloupnosti {Dαun}∞n=1 ⊂ Lp (Ω). Prostory Lp (Ω)
jsou dle věty (A.2.3) úplné, existuj́ı proto limity

un → u u ∈ Lp (Ω)

Dαun → uα uα ∈ Lp (Ω) .

Protože jsme každou limitu Dαun zkonstruovali zvlášt’, neńı jisté, jestli bude
platit Dαu = uα. Zbývá ověřit právě zmı́něné tvrzeńı. Předevš́ım určitě plat́ı,
že uα ∈ L1

loc (Ω) (nebot’ uα ∈ Lp (Ω)), č́ımž jsme ověřili prvńı vlastnost slabé
derivace. Dále je podle definice slabé derivace

∫

Ω

unD
αφ = (−1)

|α|
∫

Ω

Dαunφ

ovšem pro levou stranu rovnosti plat́ı
∫

Ω

unD
αφ→

∫

Ω

uDαφ, protože un → u v Lp (Ω)
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a pro pravou stranu

(−1)
|α|
∫

Ω

Dαunφ→ (−1)
|α|
∫

Ω

uαφ, protože Dαun → uα v Lp (Ω) ,

nutně proto muśı být
∫
Ω
uDαφ = (−1)

|α| ∫
Ω
uαφ, což neznamená nic jiného, než

že Dαu = uα.

V d̊ukazu reflexivnosti a separability využijeme známých poznatk̊u o Lp (Ω)
prostorech, viz. věta A.2.26 a A.2.23. Označme si X = (Lp (Ω))

κ
, kde κ je počet

všech r̊uzných multiindex̊u o délce menš́ı nebo rovné k. Prostor X je zřejmě
reflexivńı (pro p ∈ (1,∞)) a separabilńı (pro p ∈ [1,∞)). Dále definujeme
zobrazeńı I : W k,p (Ω) → X jako3

I(u) = [Dαu]|α|≤k =

[
u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xd
, . . .

]
.

Potom I je izomorfismus meziW k,p (Ω) a I(W k,p (Ω)) ⊂ X. Dı́ky již dokázanému
(úplnost W k,p (Ω)) je I(W k,p (Ω)) uzavřený podprostor reflexivńıho prostoru X
a je tedy také reflexivńı (pro p ∈ (1,∞)). Podprostor separabilńıho metrického
prostoru je již nutně separabilńı, což dává separabilitu W k,p (Ω) pro p ∈ [1,∞).

Pro p = 2 zadefinujeme skalárńı součin jako

(u, v)k,2,Ω =
∑

|α|≤k

∫

Ω

DαuDαvdx

(ověřte podrobně, že se jedná o skalárńı součin) a tud́ıž d́ıky úplnosti je W k,2 (Ω)
Hilbert̊uv prostor. �

Neńı težké ukázat (viz. následuj́ıćı cvičeńı), žeW k,∞ (Ω) neńı separabilńı. Důkaz,
že W k,1 (Ω) a W k,∞ (Ω) nejsou reflexivńı je možno nalézt v Kufner et al. [1977].

Cvičeńı A.3.7 (W k,∞ (Ω) neńı separabilńı)
Bud’ Ω ⊂ Rd a bud’ δ > 0 takové, že Bδ(x0) ⊂ Ω pro jisté x0. Uvažujte pro ξ =
(ξ1, . . . , ξd) ∈ Bδ(x0) funkce ϕξ = min(1, |1 − ξ1|). Ukažte, že ϕξ je nespočetný

systém funkćı z W 1,∞ (Ω) takový, že
∥∥∥ϕξ − ϕξ̃

∥∥∥
W 1,∞(Ω)

≥ 1 pro ξ1 6= ξ̃1.

Definice A.3.8 (prostor W k,p
0 (Ω))

Bud’ p ∈ [1,∞), k ∈ N. Označme

W k,p
0 (Ω) = C∞

0 (Ω)
‖·‖

W k,p(Ω) .

Poznámka A.3.9 Př́ıpad p = ∞ v předchoźı definici neuvažujeme, protože

C∞
0 (Ω)

‖·‖
W k,∞(Ω) =

{
u ∈ Ck(Ω)| ∀|α| ≤ k : Dαu|∂Ω = 0

}
, což snadno nahlédneme

z definice konvergence v normě ‖·‖W k,∞(Ω).

3Zobrazeńı I vytvář́ı vektor všech možných parciálńıch derivaćı řádu nejvýše k.
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Věta A.3.10 (o vlastnostech prostor̊u W k,p
0 (Ω))

Pro každé k ∈ N0 a p ∈ [1,∞) je W k,p
0 (Ω) Banach̊uv prostor. Pro p ∈ [1,∞) je

W k,p
0 (Ω) separabilńı a pro p ∈ (1,∞) reflexivńı.

Důkaz je, podobně jako věta A.3.6, založen na známých vlastnostech Lebesgueových
prostor̊u Lp (Ω). Podrobněǰśı d̊ukaz je možno nalézt v Kufner et al. [1977].

Cvičeńı A.3.11 Ukažte, že W k,p
0 (Ω) je podprostor W k,p (Ω).

Obecně jsou W k,p
0 (Ω) a W k,p (Ω) r̊uzné, tj. W k,p (Ω) ( W k,p

0 (Ω) pro Ω ( Rd.
Ovšem v př́ıpadě Ω = Rd plat́ı

Lemma A.3.12 (vztah W k,p
0 (Ω) a W k,p (Ω) pro Ω ⊂ Rd)

Bud’ k ∈ N, p ∈ [1,∞). Potom plat́ı W k,p
(
Rd
)

= W k,p
0 (Rd)

D̊ukaz. K d̊ukazu je potřeba věta o lokálńı aproximaciW k,p (Ω) hladkými funkcemi
A.3.26. Důkaz proto provedeme ve chv́ıli, kdy již budeme mı́t dokázanou zmı́něnou
větu (viz strana 86). �

Ukážeme si nyńı několik př́ıklad̊u, které ilustruj́ı, jaké funkce nálež́ı do prostor̊u
W k,p (Ω).

Př́ıklad A.3.13 Funkce

u(x) =

{
x na (0, 1)

2 na [1, 2)

neńı prvkem W 1,p ((0, 2)), nebot’

v(x) =

{
1 na (0, 1)

0 na (1, 2)

neńı slabou derivaćı u.
Funkce u má ovšem distributivńı derivaci. Je j́ı funkcionál χ(0,1) + δ1, kde χI je charakteri-

stická funkce intervalu I a δs je Diracova distribuce s nosičem v bodě s.

Ale v je slabou derivaćı funkce

ũ(x) =

{
x na (0, 1)

1 na [1, 2).

Obecně: funkce, která má skokovou singularitu na (d−1)–rozměrné ploše, nemá
slabou derivaci v Ω ⊂ Rd.

Př́ıklad A.3.14 Bud’ Ω = B1(0) ⊂ Rd. Pak u(x) ≡ 1
|x|α ∈ W 1,p(Ω) ⇔ α <

d−p
p . Vid́ıme, že i neomezené funkce patř́ı do některých W 1,p(Ω). Všimněme si,

že pro α < d−p
p je u ∈ Lq(Ω) pro každé q ∈ [1, p∗), kde p∗ := dp

d−p (srovnej s

větou o vnořeńı A.3.44).



82 PŘÍLOHA A. PROSTORY FUNKCÍ

Př́ıklad A.3.15 Necht’ {rk}∞i=1 je spočetná hustá podmnožina v B1(0). Položme
pro x ∈ B1(0)

u(x) =

∞∑

i=1

1

2i
|x− ri|−α.

Je-li p < d a α ∈ (0, d−p
p ), potom u ∈ W 1,p (B1(0)), a přesto neńı omezená na

žádné otevřené podmnožině B1(0).

A.3.2 Alternativńı zavedeńı Sobolevových prostor̊u

Jednou z možnost́ı, jak zadefinovat Sobolevovy prostory, je použ́ıt analogii definice A.3.8. Tedy

Definice A.3.16 (alternativńı zavedeńı Sobolevových prostor̊u)
Bud’ p ∈ [1,∞), k ∈ N označme

W̃ k,p(Ω) = C∞(Ω)
‖·‖

W k,p(Ω) .

Poznámka A.3.17

1. Prvky W̃ k,p(Ω) m̊užeme chápat jako vektory [wα]α≤k takové, že existuje un ∈ C∞(Ω) :

Dαun → wα v Lp (Ω) (srovnej se str. 80).

2. Analogicky jako v př́ıpadě W
k,p
0 (Ω) (viz. poznámka A.3.9) nemá smysl definovat W̃ k,p(Ω),

protože bychom kv̊uli vlastnostem ‖·‖W k,∞(Ω) dostali4 W̃ k,p(Ω) ⇆ Ck(Ω).

Lemma A.3.18 Necht’ [wα]|α|≤k ∈ W̃ k,p(Ω). Potom plat́ı

∀|α| ≤ k : Dαw[0,...,0] = wα.

Speciálně tedy W̃ k,p(Ω) ⊂ W k,p (Ω), kde [wα]|α|≤k ztotožńıme s w[0,...,0].

D̊ukaz.

Je ponechán čtenáři jako užitečné cvičeńı. �

Obrácená inkluze obecně neplat́ı, je třeba vědět něco v́ıc o hranici oblasti Ω. Podrobněji se

této otázce budeme věnovat v následuj́ıćım odd́ılu A.3.3. Poznamenejme pouze, že W̃ k,p(Ω)
je Banach̊uv prostor, který je separabilńı pro p ∈ [1,∞) a reflexivńı pro p ∈ (1,∞).

Daľśı prostory, které jsou ve skutečnosti shodné s W k,p (Ω), p ∈ [1,∞], jsou tzv. Beppo-
Leviho prostory. Jejich zavedeńı je mı́rně komplikované, zato však poměrně snadno dokážeme
některé vlastnosti těchto prostor̊u a následně tedy i Sobolevových prostor̊u zavedených podle
standardńı definice A.3.3.

Označme P a,b =
{
x = ta + (1 − t)b, t ∈ R, a, b ∈ R

d
}
. Bud’ Ω ⊂ R

d oblast. Potom existuje
posloupnost otevřených interval̊u Ji (konečná nebo nekonečná) taková, že

1. ∀i 6= j : Ji

⋂
Jj = ∅

2. Ω
⋂

P a,b =
⋃
j

{x = ta + (1 − t)b| t ∈ Jj}.

4Symbol ⇆ znač́ı, že dané prostory jsou izometricky izomorfńı.
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Bud’ u funkce definovaná skoro všude na Ω. Položme

ϕ(t) = u(ta + (1 − t)b), pro t ∈
⋃

j

Jj .

Definice A.3.19 (množina AC(Ω))
Řekneme, že funkce u je absolutně spojitá na př́ımce P a,b, je-li spojitá na všech kompaktńıch
podintervalech interval̊u Jj .

Bud’ i ∈ N, i = 1, . . . , d. Označme ACi(Ω) množinu všech funkćı definovaných na Ω pro
které plat́ı: Je-li M množina bod̊u (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) ⊂ R

d−1 takových, že pro
rovnoběžky s osami xi : P(x1,...,xi−1,xi+1,...,xd) = {(x1, . . . , xi−1, ξ, xi+1, . . . , xd) | ξ ∈ R}

je splněno Ω
⋂

P(x1,...,xi−1,xi+1,...,xd) 6= ∅ a současně funkce u neńı absolutně spojitá na

př́ımce P(x1,...,xi−1,xi+1,...,xd), potom je |M |d−1 = 0.

Znač́ıme AC(Ω) =
d⋂

i=1
ACi(Ω).

Definice A.3.20 (Beppo-Leviho prostor)
Bud’ p ∈ [1,∞], Ω ⊂ R

d. Potom BLp(Ω) – Beppo-Leviho prostor – je množina všech funkćı
u ∈ Lp (Ω), pro které existuje ũ ∈ AC(Ω) takové, že

1. ũ = u skoro všude v Ω

2. ∀i = 1, . . . , d :
[

∂ũ
∂xi

]
∈ Lp (Ω), kde

[
∂ũ
∂xi

]
znač́ı klasickou5 parciálńı derivaci funkce

ũ.

Jinými slovy funkce u ∈ BLp(Ω) právě když změnou funkce u na množině mı́ry nula dostaneme
funkci ũ, která je absolutně spojitá na skoro všech rovnoběžkách s osami, a nav́ıc u a všechny

klasické parciálńı derivace
[

∂ũ
∂xi

]
patř́ı do Lp (Ω).

Cvičeńı A.3.21 Ukažte, že

‖u‖BLp(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) +

(
d∑

i=1

∥∥∥∥
[

∂ũ

∂xi

]∥∥∥∥
p

Lp(Ω)

) 1
p

definuje normu ve vektorovém prostoru BLp(Ω).

Věta A.3.22 Bud’ p ∈ [1,∞]. Pak plat́ı BLp(Ω) ⇆ W 1,p (Ω) (tj. Beppo-Leviho prostory
jsou izometricky izomorfńı s odpov́ıdaj́ıćımi Sobolevovými prostory).

Důkaz plyne z následuj́ıćıch dvou lemmat.

Lemma A.3.23 Bud’ u ∈ L1
loc (Ω)

⋂
ACi(Ω). Je-li

[
∂u
∂xi

]
∈ L1

loc (Ω), potom se
[

∂u
∂xi

]
shoduje

se slabou derivaćı, tj. [
∂u

∂xi

]
= Dxiu

skoro všude na Ω.

5Dı́ky absolutńı spojitosti ũ existuje
[

∂ũ
∂xi

]
skoro všude na Ω.
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D̊ukaz. Zvolme ϕ ∈ C∞
0 (Ω) a prodlužme u a ϕ nulou vně Ω. Potom

∫

Ω
u

∂ϕ

∂xi

dx =

∫

Rd−1



∫

P(x1,...,xi−1,xi+1,...,xd)

u
∂ϕ

∂xi

dxi


 dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxd =

= −

∫

Rd−1



∫

P(x1,...,xi−1,xi+1,...,xd)

[
∂u

∂xi

]
ϕ


 dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxd = −

∫

Ω

[
∂u

∂xi

]
ϕdx,

přičemž jsme dvakrát použili Fubiniho větu a vlastnosti absolutně spojitých funkćı. �

Lemma A.3.24 Bud’ u, Dxiu ∈ L1
loc (Ω). Potom existuje ũ ∈ ACi(Ω) takové, že u = ũ skoro

všude na Ω a nav́ıc [
∂ũ

∂xi

]
= Dxiu

skoro všude na Ω.

D̊ukaz. Dodefinujeme u nulou vně Ω. Bud’ {Kn}
∞
n=1 posloupnost kompaktńıch množin takových,

že Kn ⊂ Kn+1 a
∞⋃

n=1
Kn = Ω. Bud’ ϕn ∈ C∞

0 (Ω) taková, že ϕn = 1 na Kn a ϕn = 0 vně

Kn+1. Položme
un = uϕn, wn = Dxiun.

Zřejmě je wn = Dxiuϕn + u ∂ϕn
∂xi

a un, wn ∈ L1 (Ω). Dále un = u a wn = Dxiu na Kn.

Definujeme

u⋆
n(x) = u⋆

n(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xd) =

∫ xi

−∞
wn(x1, . . . , xi−1, ξ, xi+1, . . . , xd)dξ.

Funkce u⋆
n je definována pro taková (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xd) ∈ R

d−1, že
∫ +∞

−∞
wn(x1, . . . , xi−1, ξ, xi+1, . . . , xd)dξ < ∞,

což je splněno pro skoro všechna (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xd) ∈ R
d−1 (ve smyslu d − 1-

dimenzionálńı Lebesgueovy mı́ry). Evidentně u⋆
n ∈ ACi(Ω).

Pokud se nám podař́ı dokázat, že

u⋆
n = un skoro všude na Ω, (A.14)

můžeme pro x ∈ Kn položit
ũ(x) = u⋆

n(x), n = 1, 2, . . . .

Pak je ũ(x) ∈ ACi(Ω) a z předchoźıho lemmatu A.3.23 plyne, že
[

∂ũ

∂xi

]
= Dxiu,

což jsme chtěli ukázat.

Vrat’me se k (A.14). Protože un má kompaktńı nosič v Ω, existuje posloupnost
{
uk

n

}∞
k=1

⊂

C∞
0 (Ω) taková, že6

lim
k→∞

∥∥∥uk
n − un

∥∥∥
Lp(Ω)

= 0

lim
k→∞

∥∥∥∥
∂uk

n

∂xi

− wn

∥∥∥∥
Lp(Ω)

= 0.

6Zde ve skutečnosti využ́ıváme tvrzeńı A.3.26, které dokážeme v daľśım odd́ılu nezávisle
na výsledćıch této části. Neńı ale těžké nahlédnout, že můžeme vźıt uk

n = η 1
k

⋆ un, kde η 1
k

je

regularizátor, viz. A.2.16.
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Máme tedy

lim
k→∞

‖un − u⋆
n‖L1(Ω) ≤ lim

k→∞

∥∥∥un − uk
n

∥∥∥
L1(Ω)

+ lim
k→∞

∥∥∥uk
n − u⋆

n

∥∥∥
L1(Ω)

= lim
k→∞

∥∥∥uk
n − u⋆

n

∥∥∥
L1(Ω)

a

∥∥∥uk
n − u⋆

n

∥∥∥
L1(Ω)

=

∫

Ω
|uk

n−u⋆
n|dx =

∫

Ω

∣∣∣∣uk
n −

∫ xi

−∞
wn(x1, . . . , xi−1, ξ, xi+1, . . . , xd)dξ

∣∣∣∣ dx

=

∫

Ω

∣∣∣∣
∫ xi

−∞

(
∂uk

n

∂xi

− wn

)
dξ

∣∣∣∣ dx ≤

∫

Ω

∫

Kn+2
⋂

P(x1,...,xi−1,xi+1,...,xd)

∣∣∣∣
∂uk

n

∂xi

− wn

∣∣∣∣ dξdx

≤ 2 diam(Kn+2)

∥∥∥∥
∂uk

n

∂xi

− wn

∥∥∥∥
L1(Ω)

→ 0,

nebot’ supp wn ⊂ Kn+1 a pro vhodnou volbu uk
n můžeme doćılit toho, že supp uk

n ⊂ Kn+2.
Odtud tedy u⋆

n = un skoro všude na Ω a d̊ukaz je hotov. �

Dı́ky větě (A.3.22) dokážeme snadno následuj́ıćı vlastnosti W 1,p (Ω) prostor̊u.

Důsledek A.3.25 (některé vlastnosti Sobolevových prostor̊u)

1. Necht’ Ω = I = (a, b), a, b ∈ R a u ∈ W 1,p (Ω), p ∈ [1,∞]. Pak existuje reprezentant
u⋆ = u skoro všude na (a, b) takový, že u⋆ ∈ C([a, b]).

2. Necht’ u ∈ W 1,p (Ω), p ∈ [1,∞] a necht’ ∇u = 0 skoro všude na Ω . Pak u = konst.

skoro všude na Ω.

3. Označme u+ = max(0, u) a u− = max(0,−u). Je-li u ∈ W 1,p (Ω), p ∈ [1,∞] pak je i
u+, u−, |u| ∈ W 1,p (Ω).

D̊ukaz.

(1) Tvrzeńı plyne okamžitě z definice BLp(Ω).

(2) Tvrzeńı plyne z toho, že je-li ũ ∈ AC(Ω) a
[

∂ũ
∂xi

]
= 0 pro i = 1, . . . , d potom nutně

ũ = konst.

(3) Je-li u absolutně spojitá funkce, potom jsou absolutně spojité i u+, u− a |u| a tvrzeńı
proto plyne z rovnosti BLp(Ω) a W 1,p (Ω). Nav́ıc zřejmě

Dxiu
+ =

{
Dxiu skoro všude na u > 0

0 skoro všude na u ≤ 0

Dxiu
− =

{
−Dxiu skoro všude na u < 0

0 skoro všude na u ≥ 0

Dxi |u| =





Dxiu skoro všude na u > 0

−Dxiu skoro všude na u < 0

0 skoro všude na u = 0.

�

A.3.3 Hustota hladkých funkćı

Ćılem tohoto odd́ılu je ukázat, za jakých předpoklad̊u můžeme funkce z prostoru
W k,p (Ω) aproximovat v normě ‖·‖W k,p(Ω) funkcemi hladkými až do hranice.
Význam takového tvrzeńı spoč́ıvá v tom, že mnoho vět budeme schopni dokázat
relativně jednoduše pro hladké funkce a limitńım přechodem pak ověř́ıme jejich
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platnost i pro funkce z př́ıslušného Sobolevova prostoru. Př́ımý d̊ukaz bývá často
mnohem těžš́ı či nemožný.

Hlavńım nástrojem bude, podobně jako pro funkce z Lebesgueových prostor̊u,
vhodná regularizace (zhlazeńı) funkce, viz. věta A.2.22. Na rozd́ıl od Lebesgueových
prostor̊u neńı zřejmé, že můžeme funkci z W k,p (Ω) prodloužit nulou pro x 6∈ Ω
tak, aby proudloužeńı stále patřilo do W k,p (Ω). Bĺıže se této problematice
budeme věnovat v následuj́ıćım odd́ıle věnovaném operátoru rozš́ı̌reńı. Nyńı nám
bude muset stačit

Věta A.3.26 (o lokálńı aproximaci hladkými funkcemi)
Bud’ u ∈W k,p(Ω) pro p ∈ [1,∞), označme uε zhlazeńı funkce u, definované na
Ωε = {x ∈ Ω| dist (x, ∂Ω) > ε} (viz. definice A.2.18). Pak plat́ı

1. Dαuε = (Dαu)ε

2. uε → u v W k,p
loc (Ω).

D̊ukaz.

Začneme poč́ıtat podle definice (x ∈ Ωε)

Dαuǫ(x) = Dα

(∫

Bε(x)

ηǫ(x− y)u(y)dy

)
=

∫

Bε(x)

(Dα
xηǫ(x− y))u(y)dy.

Ověřeńı předpoklad̊u věty o záměně derivace a integrálu je v tomto př́ıpadě
snadné. Pokračujeme

∫

Bε(x)

(Dα
xηǫ(x− y))u(y)dy =

∫

Bε(x)

(
(−1)

|α|
Dα

y ηǫ(x− y)
)
u(y)dy

=

∫

Bε(x)

ηǫ(x− y)Dα
y u(y)dy = (Dαu)ε ,

kde jsme využili definice slabé derivace (supp ηε(x− y) = Bε(x) ⊂⊂ Ω).

Důkaz druhé části tvrzeńı je triviálńım d̊usledkem prvńı části a věty o vlastnos-
tech zhlazeńı A.2.22, bod 4. �

Nyńı již máme dostatek prostředk̊u k tomu, abychom dokázali lemma A.3.12.
D̊ukaz. (lemmatu A.3.12)

Krok 1: W k,p
0 (Rd) ⊂W k,p

(
Rd
)

Tato inkluze je zřejmá.

Krok 2: W k,p
(
Rd
)
⊂W k,p

0 (Rd)

Máme ukázat, že pro každé u ∈ W 1,p
(
Rd
)

existuje posloupnost {un}∞n=1 ⊂
C∞
0 (Rd) tak, že ‖u− un‖W 1,p(Rd) → 0.
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Bud’te ξl ∈ C∞
0 (Rd) takové funkce, že ξl(x) = 1 pro x ∈ Bl(0), ξl(x) ∈ [0, 1]

pro x ∈ Bl+1(0) ∩ Bl(0) a ξl(x) = 0 pro x ∈ Rd \ Bl+1(0). A necht’ nav́ıc plat́ı
|Dkξl| ≤ Ck, kde Ck nezáviśı na l.

Definujme si funkce ul = uξl. Zřejmě je ul ∈W k,p
(
Rd
)
. Nav́ıc pro l → ∞ plat́ı

‖u− ul‖Lp(Rd) =

(∫

Rd

|u− uξl|pdx
) 1

p

≤
(∫

Rd\Bl(0)

|u|pdx
) 1

p

→ 0,

a

‖∇u−∇ul‖Lp(Rd) =

(∫

Rd

|∇(u− uξl)|pdx
) 1

p

≤
(∫

Rd\Bl(0)

(|∇ξl|p|u|p + |∇u|p(1 − ξl)
p) dx

) 1
p

→ 0,

obdobně pro vyšš́ı derivace. Pro libovolné ρ > 0 proto můžeme naj́ıt l ∈ N
takové, že

‖u− ul‖W k,p(Rd) <
ρ

2
.

Nyńı stač́ı funkci ul, která již má na rozd́ıl od u kompaktńı nosič suppul ⊂
Bl+1(0), zhladit podle věty A.3.26. K č́ıslu ρ > 0 pak existuje ε0 > 0 tak, že po
každé ε < ε0 plat́ı

‖ul − (ul)ε‖W 1,p(Rd)
<
ρ

2
.

Potom je pro u ∈W 1,p
(
Rd
)

‖u− (ul)ε‖W 1,p(Rd) ≤ ‖ul − (ul)ε‖W 1,p(Rd) + ‖u− ul‖W 1,p(Rd) < ρ,

což jsme chtěli ukázat. �

Nyńı se pokuśıme použ́ıt větu A.3.26 pro konstrukci posloupnosti hladkých
funkćı až do hranice, která by v normě ‖·‖W k,p(Ω) aproximovala funkce zW k,p (Ω)

(globálně, tj. až do hranice). Jak uvid́ıme ńıže, obecně toto neńı možné a sou-
viśı to s hladkost́ı hranice. Uved’me nejprve d̊ukaz pro speciálńı tř́ıdu oblast́ı,
tzv. hvězdicovitých oblast́ı. Výhodou je, že d̊ukaz je velice jednoduchý, a přesto
obsahuje základńı myšlenku, která nám umožńı analogickou konstrukci pro oblasti
mnohem obecněǰśı.

Definice A.3.27 (hvězdicovitá oblast)
Řekneme, že oblast Ω ⊂ Rd je hvězdicovitá právě když existuje bod x0 ∈ Ω
takový, že

∀x ∈ Ω, x 6= x0 :
{
τ(x− x0) + x0| τ ∈ R+

}
∩ ∂Ω obsahuje právě jeden bod

aneb ”polopř́ımka spojuj́ıćı bod x a x0 má s hranićı Ω společný právě jeden bod”.
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Př́ıkladem hvězdicovité oblasti je např́ıklad koule v Rd nebo, jak název napov́ıdá,
i rovinný útvar – symetrická hvězda.

Věta A.3.28 (o aproximaci až do hranice pro hvězdicovité oblasti)
Bud’ Ω hvězdicovitá oblast, u ∈ W k,p (Ω) pro p ∈ [1,∞). Pak existuje posloup-
nost {un}∞n=1 ⊂ C∞ (Ω

)
taková, že un → u v W k,p(Ω).

D̊ukaz.

Hlavńı myšlenka d̊ukazu spoč́ıvá v tom, že pro hvězdicovité oblasti můžeme
funkci u poměrně jednoduše ”vysunout” vně Ω a tuto ”vysunutou” funkci pak
zhladit.

Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že oblast Ω je hvězdicovitá v̊uči
počátku, tzn. x0 = 0. V obecném př́ıpadě stač́ı provést substituci y = x− x0.

Krok 1: posunut́ı
Definujme pro τ ∈ (0, 1) posunut́ı funkce uτ (x) = u(τx) a označme Ωτ ={
x ∈ Rd| τx ∈ Ω

}
. Zřejmě je uτ ∈W k,p (Ωτ ) a

Dα(uτ ) = τ |α| (Dαu)τ ,

nav́ıc pro τ ∈ (0, 1) je Ω ⊂ Ωτ . Pak, d́ıky cvičeńı A.2.15

‖Dα (u− uτ )‖Lp(Ω) =
∥∥∥Dαu− τ |α| (Dαu)τ ± (Dαu)τ

∥∥∥
Lp(Ω)

≤
(
1 − τ |α|

)
‖(Dαu)τ‖Lp(Ω) + ‖Dαu− (Dαu)τ‖Lp(Ω) → 0, pro τ → 1−

a pro libovolné ρ > 0 lze tedy naj́ıt δ tak, že

∀τ ∈ (1 − δ, 1] : ‖u− uτ‖W k,p(Ω) ≤
ρ

2
.

Krok 2: zhlazeńı
Funkce uτ je prvkem W k,p (Ωτ ) a Ω ⊂ Ωτ . Na Ω proto můžeme použ́ıt větu o
lokálńı aproximaci (A.3.26) a pro libovolné ρ > 0 najdeme ε > 0 tak, že plat́ı

‖uτ − (uτ )ε‖W k,p(Ω) ≤
ρ

2
.

Nav́ıc pro dostatečně malé ε patř́ı (uτ )ε do C∞ (Ω
)
.

Krok 3: aproximace
Funkce (uτ )ε je dobrá aproximace. Skutečně, z předchoźıho plyne, že pro libo-
volné ρ lze zvolit τ a ε tak, že ‖u− (uτ )ε‖W k,p(Ω) ≤ ρ. Posloupnost (uτn

)εn
pro

volbu ρn = 1
n je naš́ı hledanou aproximuj́ıćı posloupnost́ı. �

Definice A.3.29 (oblast s hranićı Ck,µ)
Bud’ Ω ⊂ Rd omezená oblast7, k ∈ N0, µ ∈ [0, 1]. Řekneme, že Ω je oblast

7Připoušt́ıme i př́ıpad k = ∞ a µ = 0.
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s hranićı Ck,µ (zkráceně8oblast typu Ck,µ), znač́ıme Ω ∈ Ck,µ, právě když existuj́ı
kladná č́ısla α, β a M kartézských souřadných systém̊u

r = 1, . . . ,M : (xr1
, . . . , xrd−1

, xrd
) = (x′r, xrd

)

a M funkćı ar : ∆r → R tř́ıdy Ck,µ, kde

r = 1, . . . ,M : ∆r =
{
x′r ∈ Rd−1| i = 1, . . . , d− 1 : |xri

| < α
}
,

takových že

1. ∀x ∈ ∂Ω,∃r ∈ {1, . . . ,M} tak, že ∃x′r ∈ ∆r : x = Tr(x
′
r, ar(x

′
r)), kde Tr

je zobrazeńı (otočeńı a posunut́ı) realizuj́ıćı přechod od r-tého kartézského
souřadného systému (x′r, xrd

) ke globálńımu souřadnému systému (x′, xd).

2. Označme

V +
r =

{
(x′r, xrd

) ∈ Rd| x′r ∈ ∆r, ar(x
′
r) < xrd

< ar(x
′
r) + β

}

V −
r =

{
(x′r, xrd

) ∈ Rd| x′r ∈ ∆r, ar(x
′
r) − β < xrd

< ar(x
′
r)
}

Λr =
{
(x′r, xrd

) ∈ Rd| x′r ∈ ∆r, ar(x
′
r) = xrd

}
.

Pak Tr(V
+
r ) ⊂ Ω, Tr(V

−
r ) ⊂ Rd \ Ω.

Označme Vr = V +
r ∪ V −

r ∪ Λr, pak je též ∂Ω =
⋃M

r=1 Λr ⊂ ⋃M
r=1 Vr.

K názorné představě nám poslouž́ı obrázek A.2.

Př́ıklad A.3.30

1. Zřejmě oblast typu (0, a)d, a > 0 (tj. d-dimenzionálńı krychle) je oblast s
hranićı C0,1.

2. Koule v Rd je oblast s hranićı C∞.

3. Koule v Rd s vyjmutou část́ı pr̊uměru je (viz. obr. A.3) neńı ani oblast́ı s
hranićı C0.

K lokalizaci úlohy budeme potřebovat následuj́ıćı lemma.

Lemma A.3.31 (rozklad jednotky I)

Bud’ {Gi}k
i=1 systém otevřených množin v Rd, takových, že Ω ⊂ ∪k

i=1Gi. Potom
existuj́ı funkce Φi ∈ C∞

0 (Gi), i = 1, . . . , k takové, že

1. ∀x ∈ Ω,∀i ∈ {1, . . . , k} : 0 ≤ Φi(x) ≤ 1

8Pro µ = 0 mluv́ıme o oblastech s hranićı Ck.
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Obr. A.2: Oblast Ω s hranićı Ck,µ
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Obr. A.3: Oblast, která neńı typu C0

2. ∀x ∈ Ω :
∑k

i=1 Φi(x)=1.

D̊ukaz. viz. např. Kufner et al. [1977] �

Nyńı můžeme přistoupit k hlavńı větě tohoto odd́ılu.

Věta A.3.32 (o aproximaci až do hranice pro Ω ∈ C0)

Bud’ Ω ∈ C0, p ∈ [1,∞), k ∈ N. Bud’ u ∈ W k,p (Ω), potom existuje posloupnost
{un}∞n=1 funkćı z C∞(Ω) taková, že un → u ve W k,p (Ω).

D̊ukaz.

Vezměme si Or = Tr(Vr) z definice oblasti se spojitou hranićı a vezměme
OM+1 ⊂ OM+1 ⊂ Ω tak, aby Ω ⊂ ∪M+1

r=1 Or. Zvolme ρ > 0 libovolně, ale
pevně.

Krok 1: rozklad jednotky
Použijeme předchoźı lemma o rozkladu jednotky A.3.31 na systém {Or}M+1

r=1 a
označ́ıme ur = uφr. Funkce ur dodefinujeme nulou vně Or.
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Krok 2: aproximace uvnitř
Funkce uM+1 má kompaktńı nosič lež́ıćı uvnitř Ω. Označme

ψM+1,n = (uM+1) 1
n

zhlazeńı funkce uM+1. Zřejmě existuje n0 takové, že plat́ı

∀n ≥ n0 : ‖ψM+1,n − uM+1‖W k,p(Ω) <
ρ

2
.

Krok 3: ”vysunut́ı funkce ven”
Označme ur,δ(x) = ur(Tr(x

′
r, xrd

+ δ)) vysunut́ı funkce ur vně Ω, viz obr. A.4.
Dı́ky větě o spojitosti v pr̊uměru v p-té mocnině A.2.14 pak můžeme zvolit δ0
takové, že plat́ı

∀δ ∈ (0, δ0),∀r ∈ {1, . . . ,M} : ‖ur,δ − ur‖W k,p(Tr(V +
r )) <

ρ

4M
.

Dı́ky ”vysunut́ı” je funkce ur definována na oblasti o něco větš́ı než V +
r a tud́ıž

na V +
r budeme moci využ́ıt větu o lokálńı aproximaci A.3.26

?
δ

?
δ

V −
r

V +
r

Λ

x′r

xrd

6

?

?

6
β

β

Obr. A.4: Posunut́ı funkce

Krok 4: regularizace u hranice
Vezměme si n1 dostatečně velké přirozené č́ıslo tak, aby

∀r ∈ {1, . . . ,M} ,∀x′r ∈ ∆r : ur(Tr(x
′
r, ar(x

′
r))) 6= 0

⇒ dist((x′r, ar(x
′
r) + δ0),Λr) >

1

n
.

Zřejmě d́ıky spojitosti funkce ar a vlastnostem funkce ur takové n1 existuje.
Zvolme nyńı posloupnost δn → 0+.

Nyńı pro n > n1 označme pro pevné δn ∈ (0, δ0)

ψr,δn,n = (ur,δn
) 1

n
.
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Potom existuje n2 takové, že

∀n > n2,∀r ∈ {1, . . . ,M} : ‖ψr,δn,n − ur,δn
‖W k,p(Tr(V +)) <

ρ

4M
.

Krok 5: konstrukce aproximuj́ıćı posloupnosti
Položme

ψn =

M∑

r=1

ψr,δn,n + ψM+1,n.

Zřejmě je ψn ∈ C∞(Ω) a pro n > max {n0, n1, n2} takové, že δn < δ0 (krok 3)
plat́ı

‖ψn − u‖W k,p(Ω) ≤
∥∥∥∥∥ψn −

M+1∑

r=1

ur

∥∥∥∥∥
W k,p(Ω)

≤ ‖ψM+1,n − uM+1‖W k,p(Ω)

+
M∑

r=1

(
‖ψr,δn,n − ur,δn

‖W k,p(Tr(V +)) + ‖ur,δ − ur‖W k,p(Tr(V +
r ))

)
< ρ.

Důkaz je hotov.

�

Poznámka A.3.33 V kroćıch 3 a 4 se projevily obě d̊uležité vlastnosti. Jednak
jsme potřebovali jednoznačně určený směr dovnitř a ven, v konstrukci č́ısla n1 se
pak projevila spojitost ar. To, že nelze bez jistých omezeńı na hranici Ω očekávat
platnost věty A.3.32, ukazuje následuj́ıćı př́ıklad převzatý z Kufner et al. [1977].

Uvažujme Ω = (−2, 2) × (−2, 2) \ {[−1, 1] × [−1, 1] ∪ {(0, y)| y ∈ (−2,−1)}} a
funkci

u(x, y) =





0 −2 < x < −1
0 −1 ≤ x < 0, −2 < y ≤ 1
1 1 < x < 2
1 0 < x ≤ 1, −2 < y ≤ −1

1
2 (x+ 1) −1 < x < 1, 1 < y < 2.

Zřejmě je u ∈ W k,p (Ω) pro liovolné p ∈ [1,∞], ale neńı možné zkonstruovat
posloupnost {un}∞n=1 ⊂ C∞(Ω), pro kterou by platilo un → u v W k,p (Ω) pro
p ∈ [1,∞). To úzce souviśı s t́ım, že oblast Ω 6∈ C0, kv̊uli vyjmut́ı úsečky
{(0, y)| y ∈ (−2,−1)}.
Předchoźı větu je možné zformulovat následovně. Je-li Ω ∈ C0, potom je W k,p (Ω) ⊂ W̃ k,p(Ω)

a tud́ıž d́ıky lemmatu A.3.18 je v tomto př́ıpadě W k,p (Ω) = W̃ k,p(Ω) pro p ∈ [1,∞), k ∈ N.

V př́ıpadě, že nebudeme požadovat, aby aproximuj́ıćı posloupnost byla z C∞(Ω) a bude nám
stačit pouze C∞(Ω), nemuśıme již nic předpokládat o hranici Ω, viz. poznámka A.3.33. Budeme
ale potřebovat mı́rně obecněǰśı lemma o rozkladu jednotky.
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Lemma A.3.34 (rozkladu jednotky II)
Bud’ G ⊂ R

d otevřená množina a {Gi}i∈I ,
⋃

i∈I Gi = G jej́ı otevřené pokryt́ı. Pak existuje
spočetný systém funkćı {ϕj(x)}

j∈J tak, že plat́ı

1. ∀j ∈ J : ϕj ∈ C∞
0

(
R

d
)

2. ∀j ∈ J ,∃i ∈ I : supp ϕj ⊂ Gi

3. ∀j ∈ J ,∀x ∈ Ω : ϕj(x) ≥ 0

4. ∀x ∈ Ω :
∑

j∈J ϕj(x) = 1, ϕj(x) 6= 0 pro konečně mnoho j.

D̊ukaz. viz. např. Yosida [1980] �

Věta A.3.35 (o aproximaci hladkými funkcemi na Ω)
Bud’ Ω omezená oblast a u ∈ W k,p (Ω) pro p ∈ [1,∞). Pak existuje posloupnost {un}

∞
n=1

funkćı z C∞ (Ω) ∩ W k,p (Ω) taková, že un → u v W k,p(Ω).

D̊ukaz.

Krok 1: definice pokryt́ı
Definujeme si množiny

Ωi =

{
x ∈ Ω | dist (x, ∂Ω) >

1

i

}
, i ∈ N.

Tyto množiny jsou otevřené, od určitého indexu i neprázdné, Ωk ⊂ Ωj pro j > k a Ω =⋃∞
i=1 Ωi. Plat́ı také, že Ωi ⊂ Ω. Dále si definujeme množiny (i ≥ 1)

Vi = Ωi+3 \ Ωi+1 =

{
x ∈ Ω |

1

i + 3
< dist (x, ∂Ω) <

1

i + 1

}
.

Tyto množiny jsou opět otevřené. Nyńı vhodně dodefinujeme V0. Chceme, aby tato množina
byla otevřená, V 0 ⊂ Ω a aby platilo Ω =

⋃∞
i=0 Vi. Pokud je Ω2 neprázdná, můžeme položit

V0 = Ω2. Plat́ı také, že V i ⊂ Ω.

Krok 2: rozklad jednotky
K pokryt́ı {Vi}

∞
i=0 sestroj́ıme rozklad jednotky dle předchoźıho lemmatu A.3.34. Máme tedy

k dispozici systém funkćı {ϕi}
∞
i=0 tak, že plat́ı

1. ∀i ∈ N0 : ϕi ∈ C∞
0

(
R

d
)

2. ∀i ∈ N0 : supp ϕi ⊂ Vi

3. ∀i ∈ N0,∀x ∈ Ω : ϕi(x) ≥ 0

4. ∀x ∈ Ω :
∑∞

i=0 ϕi(x) = 1.

Krok 3: vnitřńı aproximace na Vi

Pro dané u ∈ W k,p (Ω) pak můžeme definovat funkci ui = uϕi. Je zřejmé, že plat́ı ui ∈
W k,p (Ω) a supp ui ⊂ Vi. Nyńı si zvolme libovolně ρ > 0. K tomuto č́ıslu najdeme takové εi,
že pro zhlazeńı (ui)εi = ηεi ⋆ (ϕiu) funkce ui plat́ı

‖ui − (ui)εi‖W k,p(Vi)
<

ρ

2i+1
;

to je jistě možné, stač́ı využ́ıt větu o lokálńı aproximaci hladkými funkcemi A.3.26. Toto εi

ještě př́ıpadně zmenš́ıme tak, aby ”rozmazáńı” funkce ui bylo ”malé”, přesněji aby platilo
supp ((ui)εi ) ⊂ Ωi+4 \ Ωi. Samozřejmě plat́ı, že (ui)εi ∈ C∞ (Ω).

Krok 4: definice aproximuj́ıćı funkce
Definujeme

v =
∞∑

i=0

(ui)εi ;
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tato definice má smysl, protože součet je vždy (rozuměj ∀x ∈ Ω) konečný, protože pokryt́ı
Vi, které jsme sestrojili, je lokálně konečné (∀K ⊂ Ω, K kompaktńı, je pouze konečně mnoho
index̊u i, pro které plat́ı Vi ∩ K 6= ∅). Samozřejmě plat́ı, že v ∈ C∞ (Ω).

Krok 5: funkce v je dobrá aproximace
Zřejmě plat́ı u = u

∑∞
i=0 ϕi. Mějme nyńı libovolnou kompaktńı množinu K; pak ovšem

‖v − u‖W k,p(K) =

∥∥∥∥∥
∞∑

i=0

(ui)εi − u

∞∑

i=0

ϕi

∥∥∥∥∥
W k,p(K)

≤
∞∑

i=0
Vi∩K 6=∅

‖(ui)εi − ui‖W k,p(Vi)

< ρ

∞∑

i=0

1

2i+1
= ρ.

Nyńı stač́ı přej́ıt k supremu přes všechny kompaktńı množiny K ⊂ Ω a dostaneme

‖v − u‖W k,p(Ω) ≤ ρ.

Podobně jako ve větě A.3.32 bychom zkonstruovali posloupnost vhodnou volbou ρn → 0+.

Důkaz je hotov. �

A.3.4 Narovnáńı hranice, operátor prodloužeńı

Ve větě A.3.32 jsme museli řešit zhlazeńı funkćı z W k,p (Ω) pomoćı ”vysunut́ı”,
protože na rozd́ıl od Lebesgueových prostor̊u jsme nemohli funkce nějak jednoduše
prodloužit tak, aby prodloužená funkce měla stejnou hladkost jako funkce p̊uvodńı.
V této kapitole si ukážeme, jak lze tento problém vyřešit. Budeme ale potřebovat
jistou hladkost hranice oblasti, minimálńı požadavek bude lipschitzovská spoji-
tost.

Na rozd́ıl od hölderovských funkćı, kde neńı prodloužeńı závislé na hladkosti
hranice (viz. např. Kufner et al. [1977]), zde budeme potřebovat, alespoň pro
hladké funkce, vyjádřit toto prodloužeńı explicitně a tud́ıž bude potřeba praco-
vat s hranićı, která je plochá. Proto si nejprve ukážeme, jak můžeme obecnou
hranici ”narovnat”, přičemž toto narovnáńı bude, alespoň ve smyslu ekvivalence,
zachovávat normu.

Předpokládejme, že hranice je explicitně popsána rovnićı

xd = a(x′), x′ ∈ ∆ =
{
x′ ∈ Rd−1|i = 1, . . . , d− 1 : |xi| < α

}
.

Připomeňme si označeńı z definice A.3.29

V + =
{
(x′, xd) ∈ Rd| x′ ∈ ∆, a(x′) < xd < a(x′) + β

}

V − =
{
(x′, xd) ∈ Rd| x′ ∈ ∆, a(x′) − β < xd < a(x′)

}

Λ =
{
(x′, xd) ∈ Rd| x′ ∈ ∆, a(x′) = xd

}

V = V + ∪ V − ∪ Λ.

Definujeme nové proměnné (y′, yd) vztahy

x′ = αy′

xd = a(αy′) + βyd, (tj. x = B(y)) (A.15)
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respektive

y′ =
1

α
x′

yd =
1

β
xd − 1

β
a(x′), (tj. y = B−1(x)). (A.16)

Zřejmě B(·) zobrazuje krychli (−1, 1)d na oblast x′ ∈ (−α, α), xd ∈ (a(x′) −
β, a(x′) + β), tj. na V . Označme

C+ = (−1, 1)d−1 × (0, 1)

C− = (−1, 1)d−1 × (−1, 0).

Potom B zobrazuje C+ na V +, C− na V − a (−1, 1)d−1 × {0} na Λ. Nav́ıc

Lemma A.3.36 (narovnáńı hranice)
Bud’te B a B−1 definované pomoćı (A.15) a (A.16). Bud’ a(·) funkce lipschit-
zovsky spojitá na ∆. Potom transformace B i jej́ı inverze B−1 jsou lipschitzovsky
spojité.

Bud’ dále u ∈ W 1,p (V +), p ∈ [1,∞). Označme U = u ◦ B. Potom je též U ∈
W 1,p (C+) a existuj́ı kladné konstanty C1 = C1(a, α, β, d) a C2 = C2(a, α, β, d)
nezávislé na u, tak, že plat́ı

C1 ‖u‖W 1,p(V +) ≤ ‖U‖W 1,p(C+) ≤ C2 ‖u‖W 1,p(V +) .

D̊ukaz. Je snadným d̊usledkem hluboké věty o substituci, viz. např. Lukeš and
Malý [1995]. �

Nyńı můžeme vyslovit základńı větu tohoto odd́ılu.

Věta A.3.37 (operátor rozš́ıřeńı)
Bud’ Ω ∈ C0,1 a p ∈ [1,∞]. Pak existuje spojitý lineárńı operátor

E : W 1,p (Ω) →W 1,p
(
Rd
)

tak, že

1. Eu = u na Ω

2. Eu má kompaktńı nosič v Rd

3. existuje C = C(d,Ω) > 0 tak, že
‖Eu‖W 1,p(Rd) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω).

D̊ukaz. Uvažujeme nejprve p ∈ [1,∞)

Krok 1: hladká funkce na krychli

Bud’ U ∈ C1(C
+
) taková, že suppU ∩ ∂C+ ⊂ (−1, 1)d−1 × {0}, viz. obr. A.5.
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(-1,0) (1,0)

(-1,1) (1,1)

suppU

C+

Obr. A.5: Nosič funkce U

Položme

EU(x) =




U(x) x ∈ C

+

−3U(x0, . . . , xd−1,−xd) + 4U(x1, . . . , xd−1,−xd

2 ) x ∈ C−

0 jinak.

Zřejmě suppEU ⊂ C = (−1, 1)d. Ukážeme, že EU ∈ C1(Rd). Stač́ı prozkoumat
chováńı funkce EU při přechodu z C+ do C−, tedy limity xd → 0± pro libovolné
(x1, . . . , xd−1). Je

EU(x1, . . . , xd−1, 0
−) = (−3 + 4)U(x1, . . . , xd−1, 0

+) = U(x1, . . . , xd−1, 0
+)

∀i ∈ {1, . . . , d− 1} :
∂EU

∂xi
(x1, . . . , xd−1, 0

−)

= (−3 + 4)
∂U

∂xi
(x1, . . . , xd−1, 0

+) =
∂U

∂xi
(x1, . . . , xd−1, 0

+)

∂EU

∂xd
(x1, . . . , xd−1, 0

−) = (3−2)
∂U

∂xd
(x1, . . . , xd−1, 0

+) =
∂U

∂xd
(x1, . . . , xd−1, 0

+).

Nav́ıc evidentně plat́ı

‖EU‖W 1,p(Rd) = ‖EU‖W 1,p(C) ≤ C ‖U‖W 1,p(C+) , (A.17)

kde C je pevná konstanta, která nezáviśı ani na d ani na p.

Krok 2: sobolevovské funkce na krychli
Bud’ U ∈ W 1,p (C+), suppU ∩ ∂C+ ⊂ (−1, 1)d−1 × {0}, viz. obr. A.5. Potom

podle věty A.3.32 existuje posloupnost {Un}∞n=1 ⊂ C∞(C
+
) taková, že Un →

U v W 1,p (C+), přičemž pro n dostatečně velké se nosič Un bĺıž́ı k nosiči U .
Pro funkce Un můžeme použ́ıt předchoźı krok. Existuj́ı tedy EUn ∈ C1(C),
suppEUn ∈ C. Dı́ky linearitě operátoru E, pak z (A.17) máme

‖EUn − EUm‖W 1,p(Rd) = ‖EUn − EUm‖W 1,p(C) ≤ C ‖Un − Um‖W 1,p(C+) ,
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aneb je-li Un cauchyovská posloupnost, pak je cauchyovská i posloupnost EUn.
Hledané prodloužeńı proto zadefinujeme jako limitu posloupnosti EUn. Prod-
loužeńı má zřejmě všechy požadované vlastnosti z věty. Konstanta c nezáviśı
ani na d ani na p.

Krok 3: sobolevovská funkce na části okoĺı hranice
Bud’ u ∈ W 1,p (V +), použ́ıváme značeńı z definice A.3.29, taková, že suppu ∩
∂V + ⊂ Λ. Situace je zřejmě analogická situaci na krychli, pouze hranice neńı
rovná. Použijeme schéma narovnáńı hranice a lemma A.3.36. Znač́ıme U = u◦B.
Pro funkci U definujeme rozš́ı̌reńı EU tak, jako v předchoźım kroku. Prodloužeńı
funkce u pak definujeme jako Eu = EU ◦ B−1. Prodloužeńı má zřejmě všechy
požadované vlastnosti z věty. Konstanta c ovšem záviśı na d a na ∂V +.

Krok 4: sobolevovské funkce na Ω
Označme, podobně jako v d̊ukazu věty A.3.32, pro r = 1, . . . ,M množiny Or =
Tr(Vr) a O+

r = Tr(V
+
r ), kde Tr je zobrazeńı z lokálńıho systému souřadnic

(x′r, xrd
) do pevného systému (x′, xd). Potom

M⋃
r=1

Or je otevřené pokryt́ı jistého

okoĺı hranice a na tomto okoĺı použijeme lemma o rozkladu jednotky A.3.31.

Bud’te Φr ∈ C∞
0 (Or) funkce tvoř́ıćı rozklad jednotky na jistém okoĺı ∂Ω. Označme

ur = (uΦr)◦Tr. Funkce ur splňuje předpoklady předcházej́ıćıho kroku a existuje
tedy př́ıslušné prodloužeńı Eur. Potom

Eu =

M∑

r=1

(Eur) ◦ T−1
r

je prodloužeńı funkce u. Prodloužeńı má zřejmě všechy požadované vlastnosti z
věty. Konstanta c ovšem záviśı na d a na Ω.

Věta je dokázána pro p ∈ [1,∞).

Bud’ nyńı p = ∞. Protože je Ω omezená, je W 1,∞ (Ω) ⊂ W 1,p (Ω) a podle
předchoźıho proto existuje prodloužeńı Eu funkce u pro každé p <∞. Máme

‖Eu‖W 1,p(Rd) ≤ c ‖u‖W 1,p(Ω) ≤ c1 ‖u‖W 1,∞(Ω) ,

přičemž konstantu c1 lze volit nezávislou na p. Z věty (A.2.11) potom plyne, že
Eu ∈ W 1,∞ (Rd

)
a Eu splňuje požadavky z věty pro p = ∞. Důkaz je hotov.

�

Nab́ıźı se otázka, zda je možné provést analogickou konstrukci i pro prostory W k,p (Ω), k > 1.
Krok jedna předchoźıho d̊ukazu je zřejmě možné modifikovat tak, aby Eu ∈ Ck(C), k ∈ N.
Ovšem v kroku tři budeme potřebovat hladš́ı hranici. Z analogie s lemmatem o narovnáńı
hranice A.3.36 stač́ı, aby bylo Ω ∈ Ck−1,1 (proved’te podrobně). Tato podmı́nka může být pro
k > 1 př́ılǐs restriktivńı.

Existuje ještě jiná metoda prodloužeńı funkćı z W k,p (Ω), tzv. Calderónova metoda (metodě

z věty A.3.37 se ř́ıká Nikolského metoda). Calderónova metoda je založena na integrálńı

reprezentaci funkćı a ke konstrukci prodloužeńı pro libovolné k stač́ı Ω ∈ C0,1. Touto metodou

však nelze zkonstruovat prodloužeńı pro p = 1 a p = ∞. Podrobněǰśı informace (pro p = 2) je

možné nalézt v Nečas [1967] či Žeńı̌sek [2001], zobecněńı pro p 6= 2 si čtenář ovládaj́ıćı teorii
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Fourierových multiplikátor̊u může provést sám. Omezeńı p 6= 1 a p 6= ∞ souviśı s t́ım, že

Lp − Lp odhady singulárńıch integrál̊u pro p = 1 a p = ∞ obecně neplat́ı.

A.3.5 Věty o spojitém a kompaktńım vnořeńı

Připomeňme si definice pojmů spojité ?? a kompaktńı vnořeńı ??.

Věty o spojitém vnořeńı

Připomeňme si př́ıklad A.3.14, kde jsme studovali, pro jaká α ∈ Rd patř́ı funkce
|x|−α do W 1,p (B1(0)), resp. do Lq (B1(0)). Ukázali jsme, že pro α < d−p

p je

|x|−α ∈W 1,p (B1(0)), ale současně |x|−α ∈ Lq (B1(0)) pro každé q ∈ [1, dp
d−p ].

To na jednu stranu naznačuje, že je-li funkce u ∈ W 1,p (Ω), pro p < d, potom
je i u ∈ Lq (Ω) pro jistá q > p, alespoň pro hladkou oblast Ω, a konečně, že pro
p > d už funkce u ∈ W 1,p (Ω) nemůže mı́t singularitu typu |x|−α pro nějaké
α > 0.

Na druhou stranu tento př́ıklad ř́ıká, že pro p < d můžeme nanejvýš dokázat,
že W 1,p (Ω) →֒ Lq (Ω) , kde q ≤ dp

d−p , vyšš́ı exponent by totiž byl v rozporu s
citovaným př́ıkladem.

Bud’ tedy p < d. Budeme zkoumat pro jaká jaká q plat́ı W 1,p (Ω) →֒ Lq (Ω).
Zaměř́ıme se předevš́ım na situaci, kdy je Ω omezená oblast, některé výsledky
ovšem z̊ustanou v platnosti i pro Ω neomezenou. Pro |Ω| < ∞ je W 1,p (Ω) →֒
Lq (Ω) pro q ∈ [1, p]. Ćılem tedy bude ukázat, že q může být větš́ı než p.

Př́ıklad A.3.38 Pokusme se naj́ıt nutnou podmı́nku na q pro platnost následuj́ıćıho
tvrzeńı (p ∈ [1, d)):

∃C > 0,∀u ∈W 1,p
(
Rd
)

: ‖u‖Lq(Rd) ≤ C ‖∇u‖Lp(Rd) (A.18)

Vezmněme si u ∈ C∞
0 (Rd) pro které plat́ı (A.18) a definujme si funkce

uλ = u(λx), λ ∈ R+

Nerovnost (A.18) má platit pro všechny funkce z W 1,p
(
Rd
)

s konstantou C
nezávislou na u. Speciálně proto muśı platit pro každou funkci uλ. Výpočtem
dostaneme

‖uλ‖Lq(Rd) = λ−
d
q ‖u‖Lq(Rd)

‖∇uλ‖Lp(Rd) = λ1− d
p ‖u‖Lp(Rd)

a nerovnost (A.18) je

λ−
d
q ‖u‖Lq(Rd) ≤ λ1− d

p ‖u‖Lp(Rd)
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parametr λ lze ovšem volit libovolně, proto je pro platnost výše uvedené nerovnosti
nezbytné, aby bylo

1 +
d

q
− d

p
= 0, neboli q =

pd

d− p
.

Ukážeme nyńı, že (A.18) skutečně plat́ı, přinejmenš́ım pro u ∈ C∞
0 (Rd).

Lemma A.3.39 (Gagliardo)
Bud’ ui ∈ C∞

0 (Rd−1) pro i = 1, . . . , N , kde9ui = ui (x1, . . . , x̂i, . . . , xd) . Potom
pro d ≥ 2 plat́ı

∫

Rd

d∏

i=1

|ui|dx ≤
d∏

i=1

(∫

Rd−1

|ui|d−1dx1 . . . d̂xi . . . dxd

) 1
d−1

.

D̊ukaz.

Důkaz provedeme matematickou indukćı podle dimenze d.

Krok 1: d = 2
Platnost lemmatu pro d = 2 je snadným d̊usledkem Fubiniho věty

∫

R2

|u1(x2)||u2(x1)|dx1dx2 =

∫

R

|u1(x2)|dx2

∫

R

|u2(x1)|dx1.

Krok 2: indukce
Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro d− 1 a dokážeme, že plat́ı i pro d

∫

Rd

|u1| . . . |ud−1||ud|dx1 . . . dxd =

∫

Rd−1

|u1|
(∫

R

|u2| . . . |ud|dx1

)
dx2 . . . dxd.

Integrál přes R odhadneme užit́ım zobecněné Hölderovy nerovnosti A.2.7 s pi =
d− 1

∫

Rd−1

|u1|
(∫

R

|u2| . . . |ud|dx1

)
dx2 . . . dxd

≤
∫

Rd−1

|u1|
d∏

i=2

(∫

R

|ui|d−1dx1

) 1
d−1

dx2 . . . dxd.

Použijeme Hölderovou nerovnost na integrál přes Rd−1 a dostaneme (p = d− 1,

9Použ́ıváme značeńı (x1, . . . , x̂i, . . . , xd) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd), obdobně

dx1 . . . d̂xi . . . dxd = dx1 . . . dxi−1dxi+1 . . . dxd, x̂i tedy znač́ı vynecháńı.
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p′ = d−1
d−2 )

∫

Rd−1

|u1|
d∏

i=2

(∫

R

|ui|d−1dx1

) 1
d−1

dx2 . . . dxd

≤
(∫

Rd−1

|u1|d−1dx2 . . . dxd

) 1
d−1

×

×




∫

Rd−1

d∏

i=2

(∫

R

|ui|d−1dx1

) 1
d−2

︸ ︷︷ ︸
=gi(x2,...,x̂i,...,xd)∈C∞

0 (Rd−2)

dx2 . . . dxd




d−2
d−1

.

Pro gi pak podle indukčńıho předpokladu plat́ı

∫

Rd−1

d∏

i=2

gidx2 . . . dxd ≤
d∏

i=2

(∫

Rd−2

|gi|d−2dx2 . . . d̂xi . . . dxd

) 1
d−2

.

Celkem

∫

Rd

|u1| . . . |ud|dx1 . . . dxd

≤
(∫

Rd−1

|u1|d−1dx2 . . . dxd

) 1
d−1

(
d∏

i=2

∫

Rd−1

|ui|d−1dx1 . . . d̂xi . . . dxd

) 1
d−1

,

což jsme chtěli ukázat. �

Věta A.3.40 (Gagliardo–Nirenberg)
Bud’ p ∈ [1, d). Pak pro p⋆ = pd

d−p plat́ı

∀u ∈ C∞
0 (Rd) : ‖u‖Lp⋆ (Rd) ≤

p(d− 1)

d− p
‖∇u‖Lp(Rd) . (A.19)

D̊ukaz.

Krok 1: p = 1
Pro p = 1 je adjungovaný exponent p⋆ = d

d−1 . Zřejmě plat́ı

u(x) = u(x1, . . . , xd) =

∫ xi

−∞

∂u

∂xi
(x1, . . . , xi−1, s, xi+1, . . . , xd) ds,

tedy

|u(x)| ≤
∫ +∞

−∞
|∇u (x1, . . . , xi−1, s, xi+1, . . . , xd) |ds,
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odkud

|u(x)| d
d−1 ≤

d∏

i=1

(∫

R

|∇u (x1, . . . , xi−1, s, xi+1, . . . , xd)| ds
) 1

d−1

.

Nerovnost zintegrujeme přes Rd a dostaneme

‖u‖
d−1

d

L
d

d−1 (Rd)
≤
∫

Rd

d∏

i=1

(∫

R

|∇u (x1, . . . , xi−1, s, xi+1, . . . , xd)| ds
) 1

d−1

dx.

Na pravou stranu nerovnosti použijeme lemma A.3.39, kde voĺıme

ui (x1, . . . , x̂i, . . . , xd) =

(∫

R

|∇u (x1, . . . , xi−1, s, xi+1, . . . , xd)| ds
)

a výsledkem je

‖u‖
d

d−1

L
d

d−1 (Rd)
≤

d∏

i=1

(∫

Rd

|∇u|dx
) 1

d−1

= ‖∇u‖
d

d−1

L1(Rd)
,

což jsme chtěli ukázat.

Krok 2: libovolné p ∈ [1, d)
Definujme si funkci u = |v|γ pro γ > 0. Z předchoźıho bodu d̊ukazu plyne, že

‖|v|γ‖
L

d
d−1 (Rd)

=

(∫

Rd

|v|γ d
d−1

) d−1
d

≤ ‖∇|v|γ‖L1(Rd) =

∫

Rd

|∇|v|γ | .

Spočteme gradient a použijme Hölderovu nerovnost (na pravé straně chceme
mı́t ‖∇v‖Lp(Rd))

∫

Rd

|∇|v|γ | ≤
∫

Rd

γ|v|γ−1|∇v| ≤ γ

(∫

Rd

|v|(γ−1) p
p−1

) p−1
p
(∫

Rd

|∇v|p
) 1

p

.

Máme tedy

(∫

Rd

|v|γ d
d−1

) d−1
d

≤ γ

(∫

Rd

|v|(γ−1) p
p−1

) p−1
p

‖∇v‖Lp(Rd) . (A.20)

Nyńı zvoĺıme γ tak, aby exponenty u |v| byly na obou stranách stejné, požadujeme
proto

γ
d

d− 1
= (γ − 1)

p

p− 1
,

odkud

γ =
p (d− 1)

d− p
.
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Pak (A.20) přejde na

(∫

Rd

|v| pd
d−p

) d−1
d

≤ p (d− 1)

d− p

(∫

Rd

|v| pd
d−p

) p−1
p

‖∇v‖Lp(Rd) .

Můžeme vydělit (pro |v| ≡ 0 je nerovnost splněna triviálně) a výsledkem je

‖v‖
L

pd
d−p (Rd)

=

(∫

Rd

|v| pd
d−p

) d−p
pd

≤ p (d− 1)

d− p
‖∇v‖Lp(Rd) ,

což jsme chtěli ukázat. �

Důsledek A.3.41

1. ∀p ∈ [1, d) : W 1,p
(
Rd
)
→֒ Lp⋆ (

Rd
)
a ∀u ∈W 1,p

(
Rd
)

plat́ı nerovnost (A.19).

2. Bud’ Ω ⊂ Rd. Potom ∀p ∈ [1, d) : W 1,p
0 (Ω) →֒ Lp⋆

(Ω) a pro všechna
u ∈W 1,p

0 (Ω) plat́ı nerovnost (A.19).

D̊ukaz. V obou př́ıpadech jsou v daném prostoru husté hladké funkce s kom-
paktńım nosičem. Tvrzeńı je proto snadným d̊usledkem limitńıho přechodu v
nerovnosti (A.19) (proved’te podrobně). �

Nerovnost (A.19) umožňuje dokazovat tvrzeńı typu

‖u‖Lr(Rd) ≤ C ‖∇u‖α
Lp(Rd) ‖u‖

1−α

Lq(Rd)
,

kde q ≤ r ≤ p⋆ pro p < d, r < ∞ pro p = d a r ≤ ∞ pro p > d.

Př́ıklad A.3.42 Ukážeme, že10

1. Pro d = 2 je ‖v‖L4(R2) ≤ 2
1
2 ‖∇v‖

1
2

L2(R2)
‖v‖

1
2

L2(R2)
.

2. Pro d = 3 je ‖v‖L4(R3) ≤
(

8
3

) 3
4 ‖∇v‖

3
4

L2(R3)
‖v‖

1
4

L2(R3)
.

Budeme vycházet z nerovnosti (A.19) pro p = 1. Vezměme pro d = 2 u = |v|2 a poč́ıtejme
∫

R2
|v|4 ≤

(∫

R2
|∇|v|2|

)2

≤ 4

(∫

R2
|∇v||v|dx

)2

≤ 4 ‖∇v‖2
L2(R2) ‖v‖

2
L2(R2) .

Odmocněńım dostaneme požadovanou nerovnost pro d = 2.

Pro d = 3 volme u = |v|
8
3 , pak

∫

R3
|v|4 ≤

(∫

R3
|∇|v|

8
3 |

) 3
2

≤

(
8

3

) 3
2
(∫

R3
|∇v||v|

5
3 dx

) 3
2

≤

(
8

3

) 3
2
(∫

R3
|∇v||v|

1
3 |v|

4
3 dx

) 3
2

≤

(
8

3

) 3
2

‖∇v‖
3
2

L2(R3)
‖v‖

1
2

L2(R3)
‖v‖2

L4(R3) ,

nyńı stač́ı vydělit ‖v‖2
L4(R3) a odmocněńım dostaneme požadovanou nerovnost pro d = 3.

10Konstanty, které źıskáme, nejsou optimálńı a daj́ı se naj́ıt lepš́ı, viz. např. Temam [2001].
To nás ale v tomto okamžiku př́ılǐs nezaj́ımá.
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Poznámka A.3.43 Na základě analogických úvah je možné dokázat11, že pro u ∈ C∞
0 (Ω)

plat́ı
‖u‖Lr(Rd) ≤ C ‖∇u‖α

Lp(Rd) ‖u‖
1−α

Lq(Rd)
, (A.21)

kde 1
r

= α
(

1
p
− 1

d

)
+ (1 − α) 1

q
, α ∈ [0, 1] resp. α ∈ [0, 1) pro p > d, q ≤ r ≤ dp

d−p
pro p < d,

r < ∞ pro p = d a r ≤ ∞ pro p > d. Konstanta C = C(p, q, r, d). Z hustoty je potom možné
rozš́ıřit tyto nerovnosti i na funkce u ∈ Lr

(
R

d
)
, pro které je ∇u ∈ Lp

(
R

d
)
.

Věta A.3.44 (vnořeńı, p < d)
Bud’ Ω ∈ C0,1, p ∈ [1, d). Pak plat́ı

∀q ∈ [1, p⋆] : W 1,p (Ω) →֒ Lq (Ω) .

Přesněji

∀q ∈ [1, p⋆],∃C = C(p, d, q,Ω),∀u ∈W 1,p (Ω) : ‖u‖Lq(Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) .

(A.22)

D̊ukaz.

Protože Ω ∈ C0,1, existuje podle věty A.3.37 operátor rozš́ı̌reńı

E : u ∈W 1,p (Ω) → Eu ∈W 1,p
(
Rd
)

tak, že
‖Eu‖W 1,p(Rd) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω)

a nosič prodloužené funkce Eu je kompaktńı množina v Rd. Konstanta C nezáviśı
na u.

Z d̊usledku A.3.41 pak plyne

‖u‖Lp⋆ (Ω) ≤ ‖Eu‖Lp⋆ (Rd) ≤
p (d− 1)

d− p
‖∇ (Eu)‖Lp(Rd)

≤ p (d− 1)

d− p
‖Eu‖W 1,p(Rd) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) .

Tvrzeńı věty je pak d̊usledkem této nerovnosti, triviálńıho vnořeńı Lp⋆

(Ω) →֒
Lq (Ω) pro Ω omezenou a q ∈ [1, p⋆] (viz. A.2.8) a tranzitivnosti spojitého
vnořeńı.

�

Poznámka A.3.45 Zat́ımco na Rd plat́ı (A.19)

‖u‖Lp⋆ (Rd) ≤
p(d− 1)

d− p
‖∇u‖Lp(Rd) ,

11Opět existuj́ı d̊ukazy, které vedou k optimálněǰśım hodnotám konstant C.



104 PŘÍLOHA A. PROSTORY FUNKCÍ

pro omezenou množinu Ω máme pouze (A.22)

‖u‖Lp⋆ (Ω) ≤ C̃ ‖u‖W 1,p(Ω) ,

tj. na pravé straně je celá norma v W 1,p (Ω), nikoliv pouze norma gradientu.
Nerovnost typu (A.19) lze na omezených množinách očekávat pouze ve speciálńıch
př́ıpadech, jako např. na W 1,p

0 (Ω) (viz. d̊usledek A.3.41). Naproti tomu na celém
prostoru je vlastně aditivńı konstanta určena požadavkem, že u jde v nekonečnu
k nule (ve smyslu u ∈ Lp⋆ (

Rd
)
) a tud́ı̌z plat́ı nerovnost (A.19).

Na celém prostoru máme pouze W 1,p
(
Rd
)
→֒ Lq

(
Rd
)

pro q ∈ [p, p⋆]. Nelze totǐz

obecně očekávat, že bude u ∈ Lq
(
Rd
)

pro q < p.

x

y

Ω

y = xµ

y = −xµ

Obr. A.6: Oblast Ω z př́ıkladu A.3.46

Př́ıklad A.3.46 Ukážeme, že podmı́nka Ω ∈ C0,1 je skutečně nutná. Předpokládejme, že
Ω ⊂ R

2 má část hranice popsanou rovnićı |y| = xµ, µ > 1, x ∈ [0, 1] a zbytek hranice je

hladký, viz. A.6 . Zřejmě je potom Ω ∈ C
0, 1

µ (je třeba uvažovat popis x = |y|
1
µ , y ∈ [−1, 1]).

Nyńı, podobně jako v př́ıkladu A.3.14, uvažujme na Ω funkce typu u(x, y) = x−a, přičemž se
budeme zabývat okoĺım počátku. Potom

u ∈ Lq (Ω) ⇔

∫ 1

0

(∫ xµ

−xµ
(x)−aqdy

)
dx < ∞,

u ∈ W 1,p (Ω) ⇔

∫ 1

0

(∫ xµ

−xµ
(x)−(a−1)pdy

)
dx < ∞,

odkud dostáváme, že

u ∈ Lq (Ω) ⇔ q <
1 + µ

a
,

u ∈ W 1,p (Ω) ⇔ a <
1 + µ − p

p
.

Tento př́ıklad ukazuje, že pro Ω ∈ C
0, 1

µ máme v nejlepš́ım př́ıpadě W 1,p (Ω) →֒ Lq (Ω) pro

qµ =
(1+µ)p
1+µ−p

(tj. qµ =
(d−1+µ)p
d−1+µ−p

). Zřejmě qµ je klesaj́ıćı funkćı v µ, q1 = p⋆ a q∞ = p.
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Zabývejme se nyńı situaćı p = d.

Věta A.3.47 (vnořeńı, p = d)
Bud’ Ω ∈ C0,1. Pak plat́ı

∀q ∈ [1,∞) : W 1,d (Ω) →֒ Lq (Ω) .

D̊ukaz.

Je-li q ∈ [1, d] je d̊ukaz zřejmý, nebot’ Ω je omezená, a proto Ld (Ω) →֒ Lq (Ω).

Bud’ tedy q > d. Potom existuje p ∈ [1, d) takové, že q = p⋆ = dp
d−p (tj. p = dq

d+q )
a podle věty A.3.44 je

W 1,p (Ω) →֒ Lq (Ω) .

Dále pro Ω omezenou a p < d plat́ı W 1,d (Ω) →֒W 1,p (Ω). Celkem

W 1,d (Ω) →֒W 1,p (Ω) →֒ Lq (Ω) .

Důkaz je hotov. �

Cvičeńı A.3.48 Ukažte, že funkce f(x) = ln
(
ln
(
1 + 1

|x|

))
je pro d ≥ 2 prvkem

W 1,d (B1(0)), ale neńı prvkem L∞ (B1(0)). Tedy W 1,d (Ω) 6 →֒ L∞ (Ω).

V odd́ılu A.3.9 ukážeme, že je-li Ω omezená množina, potom

(∫

Ω

∣∣∣∣u −
1

|Ω|

∫

Ω
udy

∣∣∣∣
p

dx

) 1
p

≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) .

Volbou Ω = B1(0) a substitućı z = x + ry, y ∈ B1(0) dostaneme (proved’te podrobně)

(∫

Br(x)

∣∣∣∣∣u −
1

|Br(x)|

∫

Br(x)
udy

∣∣∣∣∣

p

dz

) 1
p

≤ Cr ‖∇u‖Lp(Br(x)) .

Speciálně pro p = 1 potom

1

|Br(x)|

∫

Br(x)

∣∣∣∣∣u −
1

|Br(x)|

∫

Br(x)
udy

∣∣∣∣∣ dz ≤ Cr
1

|Br(x)|

∫

Br(x)
|∇u|dz ≤

≤ Cr
1

|Br(x)|

(∫

Br(x)
|∇u|ddz

) 1
d

|Br(x)|1−
1
d ≤ C ‖∇u‖Ld(Rd) .

Proto u ∈ BMO(Rd) (bounded mean oscilations). Tento prostor je Banach̊uv a funkcionál

[u]BMO(Rd) = sup
Br(x)⊂Rd

1

|Br(x)|

∫

Br(x)

∣∣∣∣∣u −
1

|Br(x)|

∫

Br(x)
udy

∣∣∣∣∣ dz

je seminormou na tomto prostoru. Tento prostor hraje významnou roli v harmonické analýze,

kde často nahrazuje roli prostoru L∞ (Ω).

Zbývá dořešit př́ıpad p > d. Př́ıklad (A.3.14) nám naznačoval, že v tomto
př́ıpadě by už funkce u mohla být dokonce hölderovsky spojitá, nebot’ |x|−α ∈
W 1,p (B1(0)) ⇔ α < d−p

p , aneb α < 0. Dokonce naznačuje, že patř́ı-li u do

W 1,p (B1(0)), pak už je také v C0,1− d
p . Ukážeme, že tomu tak skutečně je.
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Věta A.3.49 (Morrey)
Bud’ p ∈ (d,∞). Pak pro µ = 1 − d

p plat́ı12

∃C = C(p, d) > 0,∀u ∈ C∞
0 (Rd) : ‖u‖C0,µ(Rd) ≤ C ‖u‖W 1,p(Rd) . (A.23)

D̊ukaz.

Připomeňme si definici normy v C0,µ(Rd), viz (A.3).

Krok 1: odhad supx1,x2∈Rd, x1 6=x2

|u(x1)−u(x2)|
|x1−x2|µ

Zvolme si x1, x2 ∈ Rd libovolně, ale pevně. Označme Cρ uzavřenou krychli o
hraně délky ρ takovou, že x1 a x2 lež́ı na protilehlých stranách této krychle. Pak
plat́ı

ρ ≤ |x1 − x2| ≤
√
dρ. (A.24)

Dále je ∀x ∈ Cρ a i = 1, 2

|u(x) − u(xi)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

d

ds
u(xi + s(x− xi))ds

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ 1

0

∇u(xi + s(x− xi)) · (x− xi)ds

∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

|∇u(xi + s(x− xi))| |x− xi| ds ≤
√
dρ

∫ 1

0

|∇u(xi + s(x− xi))| ds,
(A.25)

v posledńı nerovnosti jsme užili (A.24).

Daľśı odhad, který v d̊ukazu využijeme, je
∣∣∣∣∣

(
1

ρd

∫

Cρ

u(x)dx

)
− u(xi)

∣∣∣∣∣ ≤
1

ρd

∫

Cρ

|u(x) − u(xi)| dx,

což je d́ıky (A.25)

1

ρd

∫

Cρ

|u(x) − u(xi)| dx ≤
√
dρ

ρd

∫

Cρ

∫ 1

0

|∇u(xi + s(x− xi))| dsdx.

Provedeme substituci a zaměńıme pořad́ı integrace

z = xi + s(x− xi)

dz = sddx

Cρ →Ci
ρs =

{
z ∈ Rd| z = x+ s(x− xi), x ∈ Cρ

}
,

pak je

√
d

ρd−1

∫

Cρ

∫ 1

0

|∇u(xi + s(x− xi))| dsdx ≤
√
d

ρd−1

∫ 1

0

1

sd

(∫

Ci
ρs

|∇u (z) |dz
)
ds.

12Jak upozorńıme ńıže, konstanta C z̊ustává pro p → ∞ konečná.
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Vnitřńı integrál odhadneme Hölderovou nerovnost́ı
√
d

ρd−1
‖∇u‖Lp(Rd)

∫ 1

0

1

sd
|Ci

ρs|
p−1

p ds =

√
d

ρd−1
‖∇u‖Lp(Rd)

∫ 1

0

1

sd
(ρs)

d(p−1)
p ds,

integrál přes s je d́ıky předpoklad̊um (p > d) konečný. Celkem
∣∣∣∣∣

(
1

ρd

∫

Cρ

u(x)dx

)
− u(xi)

∣∣∣∣∣ ≤
√
d

1 − d
p

ρ1− d
p ‖∇u‖Lp(Rd) . (A.26)

Použijeme nerovnost́ı (A.24) a (A.26) k odhadu |u(x1) − u(x2)|

|u(x1) − u(x2)| ≤
∣∣∣∣∣

(
1

ρd

∫

Cρ

u(x)dx

)
− u(x1)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

(
1

ρd

∫

Cρ

u(x)dx

)
− u(x2)

∣∣∣∣∣

≤ 2
√
d

1 − d
p

ρ1− d
p ‖∇u‖Lp(Rd) ≤

2
√
d

1 − d
p

|x1 − x2|1−
d
p ‖∇u‖Lp(Rd) .

Poznamenejme ještě, že stejně můžeme ukázat, že pro x, y ∈ Cρ

|u(x) − u(y)| ≤ C̃(p, d)ρ1− p
d ‖∇u‖Lp(Bkρ(x)) , (A.27)

kde k = k(d). Máme tedy (µ = 1 − d
p )

H0,µ(u) = sup
x1,x2∈Rd,x1 6=x2

|u(x1) − u(x2)|
|x1 − x2|µ

≤ 2
√
d

1 − d
p

‖∇u‖Lp(Rd) . (A.28)

Povšimněte si, že konstanta C1(p, d) = 2
√

d
1− d

p

je omezená pro p→ ∞.

Krok 2: odhad supx∈Rd |u(x)|
Zvolme si libovolně, ale pevně x ∈ Rd a k němu y ∈ Rd tak, aby x, y ∈ Cρ pro
nějaké pevné ρ. Pak je dle (A.28)

|u(x) − u(y)| ≤ C(p, d) ‖∇u‖Lp(Rd) |x− y|µ ,

odkud s užit́ım (A.27)

|u(x)| ≤ |u(y)|+C2(p, d) ‖∇u‖Lp(Rd) |x− y|µ ≤ |u(y)|+C2(p, d) ‖∇u‖Lp(Rd)

∣∣∣
√
dρ
∣∣∣
µ

.

Nerovnost zintegrujeme přes y na množině Cρ a výsledkem je

|u(x)||Cρ| ≤
∫

Cρ

|u(y)|dy + |Cρ|C2(p, d) ‖∇u‖Lp(Rd)

(√
dρ
)µ

.

Integrál na pravé straně odhadneme Hölderovou nerovnost́ı tak, abychom dostali
normu u v Lp

(
Rd
)

|u(x)||Cρ| ≤ |Cρ|
p−1

p ‖u‖Lp(Cρ) + C2(p, d)
(√

dρ
)µ

|Cρ| ‖∇u‖Lp(Rd) ,
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odkud (voĺıme např́ıklad ρ = 1)

sup
x∈Rd

|u(x)| ≤ C3(p, d) ‖u‖W 1,p(Rd) . (A.29)

Z nerovnost́ı (A.28) a (A.29) pak pro u ∈ C∞
0 (Rd) plyne

‖u‖C0,µ(Rd) ≤ C(p, d) ‖u‖W 1,p(Rd) (A.30)

a d̊ukaz je hotov.

�

Dı́ky hustotě C∞
0 (Rd) v W 1,p

(
Rd
)

plat́ı nerovnost (A.23) i pro u ∈ W 1,p
(
Rd
)
.

Zde si ale muśıme dát pozor, nebot’ u ∈ W 1,p
(
Rd
)

znamená, že tř́ıda ekviva-

lentńıch funkćı, které se mohou lǐsit na množině mı́ry nula patř́ı do W 1,p
(
Rd
)
.

Proto muśıme být opatrńı a pracovat s vhodným reprezentantem této tř́ıdy.

Důsledek A.3.50 Bud’ p ∈ (d,∞). Pak pro µ = 1 − d
p plat́ı

W 1,p
(
Rd
)
→֒ C0,µ(Rd).

Přesněji pro každé u ∈ W 1,p
(
Rd
)

existuje reprezentant u⋆ ∈ C0,µ(Rd), u = u⋆

skoro všude, takový, že

‖u⋆‖C0,µ(Rd) ≤ C(p, d) ‖u‖W 1,p(Rd) .

D̊ukaz. Ponecháváme na rozmyšlenou čtenáři. �

Z d̊usledku např́ıklad plyne, že pro u ∈W 1,p
(
Rd
)
, p > d, jsou všechny body Rd

Lebesgueovy body (viz. definice A.2.19) funkce u⋆ a tud́ıž

u⋆(x) = lim
r→0+

1

|Br(x)|

∫

Br(x)

u(y)dy.

Věta A.3.51 (vnořeńı, p > d)
Bud’ Ω ∈ C0,1, p ∈ (d,∞). Pak plat́ı

∀α ∈ [0, 1 − d

p
] : W 1,p (Ω) →֒ C0,α(Ω).

Přesněji

∀α ∈ [0, 1 − d

p
],∃C = C(p, d, α,Ω),∀u ∈W 1,p (Ω) ,∃u⋆ ∈ C0,α(Ω) :

u⋆ = u skoro všude, ‖u⋆‖C0,α(Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) .
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D̊ukaz.

Protože Ω ∈ C0,1 existuje podle věty A.3.37 operátor rozš́ı̌reńı

E : u ∈W 1,p (Ω) → Eu ∈W 1,p
(
Rd
)

tak, že (C = C(d,Ω))

‖Eu‖W 1,p(Rd) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω)

a nosič prodloužené funkce Eu je kompaktńı množina v Rd. Konstanta C nezáviśı
na u.

Z d̊usledku A.3.50 pak plyne

‖u⋆‖
C0,1− d

p (Ω)
≤ ‖(Eu)⋆‖

C0,1− d
p (Ω)

≤ C(d, p) ‖Eu‖W 1,p(Rd) ≤ C(d, p) ‖u‖W 1,p(Ω) .

Tvrzeńı věty je pak d̊usledkem této nerovnosti, vnořeńı C0,1− d
p (Ω) →֒ C0,α(Ω)

pro Ω omezenou a α ≤ 1 − d
p (viz. A.1.12) a tranzitivnosti spojitého vnořeńı.

�

Zbývá dořešit př́ıpad p = ∞. Nyńı se ukáže, proč jsme pečlivě kontrolovali
závislost konstant na p pro p→ ∞.

Důsledek A.3.52 Bud’ Ω ∈ C0,1. Pak W 1,∞ (Ω) →֒ C0,1(Ω).

D̊ukaz. Protože je Ω omezená množina, je zřejmě W 1,∞ (Ω) →֒ W 1,p (Ω) pro
libovolné p <∞. Tud́ıž z věty A.3.51 plyne, že

‖u⋆‖
C0,1− d

p (Ω)
≤ C(p, d,Ω) ‖u‖W 1,p(Ω) ≤ C(p, d,Ω) ‖u‖W 1,∞(Rd) ,

přičemž konstanta C je omezená pro p → ∞ (rozmyslete si podrobně). Proto
speciálně

∀µ ∈ (0, 1) : H0,µ(u⋆) = sup
x1,x2∈Ω,x1 6=x2

|u⋆(x1) − u⋆(x2)|
|x1 − x2|µ

≤ C

a konstanta C je nezávislá na µ. Proto též H0,1(u
⋆) ≤ C a d̊ukaz je hotov. �

Poznámka A.3.53
V odd́ılu A.3.10, tvrzeńı A.3.95, ukážeme, že C0,1(Ω) →֒ W 1,∞ (Ω) pro libovol-
nou otevřenou množinu Ω. V takovém př́ıpadě tedy máme C0,1(Ω) = W 1,∞ (Ω),
což je opět třeba chápat ve smyslu reprezentant̊u, tj. pro každé u ∈ W 1,∞ (Ω)
existuje u⋆ ∈ C0,1(Ω) tak, že u = u⋆ skoro všude.



110 PŘÍLOHA A. PROSTORY FUNKCÍ

Věty o kompaktńım vnořeńı

Připomeňme, že v metrických prostorech je X →֒→֒ Y ekvivalentńı tomu, že z
každé omezené posloupnosti v X lze vybrat cauchyovskou podposloupnost v Y
(a tedy silně konvergentńı pokud je Y úplný).

Opět budeme zvlášt’ studovat př́ıpady p < d, p = d, p > d a budeme uvažovat
Ω ∈ C0,1. V prvńım př́ıpadě máme

Věta A.3.54 (kompaktńı vnořeńı, p < d)
Bud’ Ω ∈ C0,1, p ∈ [1, d). Pak plat́ı

∀q ∈ [1, p⋆) : W 1,p (Ω) →֒→֒ Lq (Ω) ,

kde p⋆ = dp
d−p .

D̊ukaz.

V lemmatu A.3.55 ńıže ukážeme, že pro p ∈ [1,∞) je W 1,p (Ω) →֒→֒ Lp (Ω).
Bud’ nyńı p < d. Je-li q ∈ [1, p], je d̊ukaz snadný, nebot’

W 1,p (Ω) →֒→֒ Lp (Ω) →֒ Lq (Ω) ⇒W 1,p (Ω) →֒→֒ Lq (Ω) .

Je-li q ∈ (p, p⋆), potom v́ıme, že W 1,p (Ω) →֒ Lp⋆

(Ω). Bud’ {un}∞n=1 omezená
posloupnost ve W 1,p (Ω) a {unk

}∞n=1 jej́ı silně konvergentńı podposloupnost v
Lp (Ω).

Potom d́ıky interpolačńı nerovnosti A.2.9 plat́ı

‖unk
− unl

‖Lq(Ω) ≤ ‖unk
− unl

‖α
Lp(Ω) ‖unk

− unl
‖1−α

Lp⋆ (Ω) ,

kde 1
q = α

p + 1−α
p⋆ a α ∈ (0, 1) pro q ∈ (p, p⋆).

Dı́ky vnořeńıW 1,p (Ω) →֒ Lp⋆

(Ω) pak v́ıme, že posloupnost {unk
}∞n=1 je omezená

v Lp⋆

(Ω). Pak ovšem z předchoźıho vztahu plyne, že uvažovaná posloupnost je
cauchyovská v Lq (Ω) pro q < p⋆. Důkaz je hotov. �

Lemma A.3.55 Bud’ Ω ∈ C0,1, p ∈ [1,∞). Pak plat́ı W 1,p (Ω) →֒→֒ Lp (Ω) .

D̊ukaz.

Necht’ je {un}∞n=1 omezená posloupnost v W 1,p (Ω). Ćılem je ukázat, že existuje
vybraná podposloupnost {unk

}∞n=1, která je silně konvergentńı v Lp (Ω).

Důkaz provedeme pro {un}∞n=1 ⊂ C∞(Ω). Pro {un}∞n=1 ⊂ W 1,p (Ω) pak stač́ı
mı́sto posloupnosti {un}∞n=1 uvažovat posloupnost {vn}∞n=1 ⊂ C∞(Ω) pro kterou
plat́ı ‖un − vn‖W 1,p(Ω) <

1
n . Existence této posloupnosti je zaručena z věty o

hustotě hladkých funkćı A.3.32.

Posloupnost {vn}∞n=1 je zjevně omezená v W 1,p (Ω) a je cauchyovská v Lp (Ω)
právě když je v Lp (Ω) cauchyovská posloupnost {un}∞n=1.
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Bud’ tedy {un}∞n=1 ⊂ C∞(Ω) omezená posloupnost v W 1,p (Ω). Dı́ky tomu, že
Ω ∈ C0,1 je tato posloupnost omezená i v jistém Lq (Ω) pro q > p.

Zvolme např́ıklad q = dp
d− 1

2

. Potom je p < dp
d− 1

2

< dp
d−p pro každé d ≥ 2 a

p ∈ [1,∞). Označme

c1 = sup
n∈N

‖un‖W 1,p(Ω)

c2 = sup
n∈N

‖un‖
L

dp

d− 1
2 (Ω)

.

Chceme využ́ıt větu A.2.28 o charakterizaci totálně omezených množin v Lp (Ω).
Nezbývá tedy, než ověřit jej́ı předpoklady. Zvolme ε > 0. Chceme ukázat, že
existuje δ > 0 takové, že

∀n ∈ N,∀h ∈ Rd, ‖h‖Rd < δ :

(∫

Ω

|un(x+ h) − un(x)|pdx
) 1

p

< ε.

Opět předpokládáme, že un je prodloužená nulou vně Ω.

Vezměme Ω⋆ ⊂ Ω⋆ ⊂ Ω tak, že |Ω \ Ω⋆| <
(

ε
3c2

)2d

. Dále vezměme δ1 > 0

takové, že pro x ∈ Ω⋆, h ∈ Rd, ‖h‖Rd < δ1 je též x + h ∈ Ω. Označme nyńı

δ = min
{
δ1,

ε
3pc1

}
. Potom

(∫

Ω

|un(x+ h) − un(x)|pdx
) 1

p

≤
(∫

Ω⋆

|un(x+ h) − un(x)|pdx
) 1

p

+

(∫

Ω\Ω⋆

|un(x+ h)|pdx
) 1

p

+

(∫

Ω\Ω⋆

|un(x)|pdx
) 1

p

. (A.31)

Posledńı dva integrály odhadneme užit́ım Hölderovy nerovnosti

2 ‖un‖
L

dp

d− 1
2 (Ω)

|Ω \ Ω⋆| 1
2d <

2

3
ε.

Zbývá prvńı člen na pravé straně. Zřejmě

|un(x+ h) − un(x)|p =

∣∣∣∣
∫ 1

0

d

ds
un(x+ sh)ds

∣∣∣∣
p

≤
∣∣∣∣
∫ 1

0

|∇un(x+ sh)||h|ds
∣∣∣∣
p

≤ |h|p
∫ 1

0

|∇un(x+ sh)|pds. (A.32)

Zintegrujeme (A.32) přes Ω⋆ a dostaneme

(∫

Ω⋆

|un(x+ h) − un(x)|pdx
) 1

p

≤ |h|
(∫

Ω⋆

∫ 1

0

|∇un(x+ sh)|pdsdx
) 1

p

≤ |h| ‖∇un‖Lp(Ω) <
ε

3
.
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Dosad́ıme do (A.31) a výsledkem je

∀n ∈ N,∀h ∈ Rd, ‖h‖Rd < δ :

(∫

Ω

|un(x+ h) − un(x)|pdx
) 1

p

< ε,

což jsme chtěli ukázat.

Ověřeńı zbývaj́ıćıch podmı́nek Kolmogorovovy věty je triviálńı. Lemma je dokázáno.

�

Po d̊ukladném pročteńı d̊ukazu lemmatu A.3.55 vid́ıme, že jediné mı́sto, kde jsme použili

předpoklad Ω ∈ C0,1, bylo v odhadu
(∫

Ω\Ω⋆ |un(x)|pdx
) 1

p
pomoćı Hölderovy nerovnosti a

věty o spojitém vnořeńı. Jednou z možnost́ı jak oslabit předpoklady věty na hladkost hranice
Ω je použ́ıt poznámku z př́ıkladu A.3.46, tj. potom W 1,p (Ω) →֒→֒ Lp (Ω) pro p ∈ [1,∞),
Ω ∈ C0,α pro libovolné α > 0. Ukážeme, že ve skutečnosti stač́ı pouze Ω ∈ C0. Důkaz
provedeme nezávisle na větách o vnořeńı pro oblasti s hölderovsky spojitou hranićı.

Lemma A.3.56 Bud’ Ω ∈ C0, p ∈ [1,∞). Pak plat́ı W 1,p (Ω) →֒→֒ Lp (Ω) .

D̊ukaz.

Zřejmě stač́ı ukázat, že je-li Ω ⊂ C0, potom pro posloupnost {Un}
∞
n=1 ⊂ C∞(Ω), ‖un‖W1,p(Ω),

existuje množina Ω⋆ taková, že Ω⋆ ⊂ Ω⋆ ⊂ Ω a pro |Ω\Ω⋆| malé jsou i integrály
∫
Ω\Ω⋆ |un(x+

h)|pdx a
∫
Ω\Ω⋆ |un(x)|pdx malé.

Jinými slovy chceme ukázat, že pro u ∈ C∞(Ω) a vhodné Ω⋆ je

(∫

Ω\Ω⋆
|u(x)|pdx

) 1
p

< c(Ω⋆) ‖u‖p

W1,p(Ω)
,

kde c(Ω⋆) jde k nule pro |Ω\Ω⋆| → 0 (integrál s u(x+h) vyžaduje jen drobné úpravy, kterém
ponecháváme čtenáři na rozmyšlenou).

Označme

Ωδ =
M⋃

r=1

Tr(V +
r,δ

),

kde13 Tr je zobrazeńı z lokálńıho souřadného systému (x′
r, xrd

) do (x′, xd a

V +
r,δ

=
{

(x′
r, xrd

) ∈ R
d| x′

r ∈ ∆r, ar(x′
r) < xrd < ar(x′

r) + δ
}

.

Připomeňme, že V +
r,β

= V +
r . Zvolme δ1 dosti malé tak, aby byl systém funkćı{φr}

M
r=1, φr ∈

C∞
0 (Tr(V +

r )) rozkladem jednotky na Ωδ1 . Potom zřejmě pro libovolné δ ≤ δ1 plat́ı

(∫

Ωδ1

|un(x)|pdx

) 1
p

≤
m∑

r=1

(∫

Tr(V +
r,δ

)
|ur|

pdx

) 1
p

,

kde znač́ıme ur = uφr. Zřejmě tedy stač́ı odhadnout jednotlivé integrály na pravé straně
právě uvedné nerovnosti.

Bud’ nyńı r ∈ {1, . . . , M} libovolné, ale pevné. Pro xrd
∈ (ar(x′

r), ar(x′
r) + δ), δ ≤ δ1 < β

máme

|ur(x′
r, xrd

)|p =

∣∣∣∣∣

∫ ar(x′
r)+β

xrd

d

ds
ur(x′

r, s)ds

∣∣∣∣∣

p

≤ C(β)

∫ ar(x′
r)+β

ar(x′
r)

|∇ur(x′
r, s)|pds.

13Už́ıváme značeńı z definice A.3.29.
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Nerovnost zintegrujeme přes proměnnou xrd
od ar(x′

r) do ar(x′
r) + β a přes proměnnou x′

r

na množině δr, výsledkem je

∫

δr

∫ ar(x′
r)+β

ar(x′
r)

|ur(x′
r, xrd

)|pdxrd
dx′

r ≤ δC(β)

∫

δr

∫ ar(x′
r)+β

ar(x′
r)

|∇ur(x′
r, s)|pdsdx′

r

a tud́ıž

‖ur‖
Lp
(

Tr(V +
r,δ

)
) =

(∫

δr

∫ ar(x′
r)+β

ar(x′
r)

|ur(x′
r, xrd

)|pdxrd
dx′

r

) 1
p

≤ δ
1
p C(β)

1
p ‖∇ur‖

Lp
(

Tr(V +
r )

) .

Stač́ı tedy zvolit δ dostatečně malé (≤ δ1).

�

Důsledek A.3.57 Bud’ Ω ∈ C0, p ∈ [1, d). Pak plat́ı

∀q ∈ [1, p] : W 1,p (Ω) →֒→֒ Lq (Ω) .

D̊ukaz. Je analogický d̊ukazu věty A.3.54. �

Nyńı pro p ≥ d máme

Věta A.3.58 Bud’ Ω ∈ C0,1. Pak plat́ı

1. ∀q ∈ [1,∞) : W 1,d (Ω) →֒→֒ Lq (Ω)

2. p > d, µ ∈ [0, 1 − d
p ) : W 1,p (Ω) →֒→֒ C0,µ(Ω)

a tedy speciálně pro p > d, q ∈ [1,∞], W 1,p (Ω) →֒→֒ Lq (Ω).

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı je zřejmým d̊usledkem věty A.3.47 a A.3.54. Druhé tvrzeńı
pak plyne z vět A.3.51 a A.1.13. �

Shrňme výsledky této kapitoly. Bud’ Ω ∈ C0,1.

1. Je-li p ∈ [1, d), potom ∀q ∈ [1, dp
d−p ] plat́ı W 1,p (Ω) →֒ Lq (Ω), přičemž

vnořeńı je kompaktńı pro q ∈ [1, dp
d−p ).

2. Je-li p = d, potom ∀q ∈ [1,∞) plat́ıW 1,d (Ω) →֒→֒ Lq (Ω) (aleW 1,d (Ω) 6 →֒
L∞ (Ω)).

3. Je-li p ∈ (d,∞), potom ∀µ ∈ [0, 1 − d
p ] plat́ı W 1,p (Ω) →֒ C0,µ(Ω) přičemž

vnořeńı je kompaktńı pro µ ∈ [0, 1 − d
p ).

4. Je-li p = ∞, potom W 1,∞ (Ω) →֒ C0,1(Ω) a tud́ıž W 1,∞ (Ω) →֒→֒ C0,µ(Ω)
pro libovolné µ ∈ [0, 1).

Indukćı je možné dokázat
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Věta A.3.59 (obecné Sobolevovy nerovnosti)
Bud’ Ω ∈ C0,1, k ∈ N a p ∈ [1,∞]. Bud’ dále j ∈ [0, k). Označme

m0 =
1

p
− k − j

d

a (je–li m0 6= 0)

m =
1

m0
.

Je-li m0 > 0, pak

1. W k,p (Ω) →֒W j,m (Ω)

2. ∀m1 < m : W k,p (Ω) →֒→֒W j,m1 (Ω)

3. W k,p
(
Rd
)
→֒W j,m

(
Rd
)
.

Je-li m0 = 0, pak

1. ∀q ∈ [1,∞) : W k,p (Ω) →֒→֒W j,q (Ω).

Je-li m0 < 0, pak pro µ = −dm0 plat́ı

1. µ ∈ (0, 1){
W k,p (Ω) →֒ Cj,µ(Ω)

∀α ∈ [0, µ) : W k,p (Ω) →֒→֒ Cj,α(Ω)

2. µ = 1{
p 6= ∞ : ∀α ∈ [0, 1) : W k,p (Ω) →֒→֒ Cj,α(Ω)

p = ∞ : W k,∞ (Ω) →֒ Ck−1,∞(Ω)

3. µ > 1
∀α ∈ [0, 1] : W k,p (Ω) →֒→֒ Cj,α(Ω).

D̊ukaz. Indukćı, viz. též Kufner et al. [1977] či Nečas [1967]. �

A.3.6 Věty o stopách

Protože Sobolevovy prostory zavád́ıme kv̊uli formulaci okrajových úloh pro
parciálńı diferenciálńı rovnice, muśıme mı́t možnost hovořit s hodnotách sobolevovských
funkćı na hranici oblasti Ω. Tento problém je možné řešit dvoj́ım zp̊usobem. Jed-
nak je možné použ́ıt pojmu kapacita množiny (tento př́ıstup je možno nalézt
např́ıklad v Mazja [1985]), častěǰśı je ovšem postup založený na rozš́ı̌reńı jistého
lineárńıho operátoru. Tento postup použijeme.

Jestliže je u ∈W 1,p (Ω) pro p > d, potom za patřičných předpoklad̊u na hladkost
Ω existuje reprezentant u⋆ ∈ C(Ω) tak, že u = u⋆ skoro všude na Ω. Hodnota
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na hranici je tud́ıž dobře definovaná a v́ıme, že funkce je omezená (a dokonce
hölderovsky spojitá). Proto se v celém odd́ılu soustřed́ıme pouze na př́ıpad p ≤
d.

V tomto př́ıpadě již neńı jasné, co je hodnota funkce na hranici, nebot’ d-
dimenzionálńı mı́ra hranice je nula. Na druhou stranu v́ıme, že v W 1,p (Ω)
jsou husté funkce hladké až do hranice (alespoň pro Ω ∈ C0), zúžeńı funkce
u ∈ W 1,p (Ω) na ∂Ω má tedy smysl pro hustou podmnožinu W 1,p (Ω). Stač́ı
proto studovat, jestli je operátor zúžeńı funkce u ∈ C∞(Ω) na ∂Ω omezený
jako operátor z W 1,p (Ω) do jistého prostoru funkćı definovaného na hranici.
Ukážeme, že tomu tak je.

Prostory Lp (∂Ω)

Dále budeme použ́ıvat značeńı zavedené v definici oblast́ı typu Ck,µ, viz. definice
A.3.29. Bud’ u funkce, která je definovaná skoro všude na ∂Ω. Je-li Tr zobrazeńı
(rotace a translace) z lokálńıho souřadného systému (x′r, xrd

) do globálńıho
souřadného systému (x′, xd), budeme značit ru = u◦Tr. V celém odd́ılu budeme,
pokud nebude řečeno jinak, pracovat pouze s hranićı typu C0,1.

Definice A.3.60 (prostory Lp (∂Ω))

Bud’ Ω ∈ C0,1 a bud’ u funkce definovaná skoro všude na ∂Ω. Řekneme, že fukce
u je prvkem Lp (∂Ω), p ∈ [1,∞) právě když

∀r = 1, . . . ,M :

∫

Λr

|ru(xr)|pdS

=

∫

∆r

|ru(x′r, ar(x
′
r))|

p

√√√√1 +
d−1∑

i=1

(
∂ar

∂x′ri

)2

(x′r)dx
′
r <∞.

Řekneme, že fukce u je prvkem L∞ (∂Ω), p ∈ [1,∞) právě když

ess sup
x∈∂Ω

|u(x)| <∞.

Označme

‖u‖Lp(∂Ω) =





(
M∑

r=1

∫

Λr

|ru(xr)|pdS
) 1

p

p ∈ [1,∞)

ess sup
x∈∂Ω

|u(x)| p = ∞.

(A.33)

Lze dokázat následuj́ıćı větu (viz. Kufner et al. [1977] nebo Nečas [1967]).

Věta A.3.61 Bud’ Ω ∈ C0,1. Potom je Lp (∂Ω) s normou definovanou v (A.33)
Banach̊uv prostor, který je separabilńı pro p ∈ [1,∞) a reflexivńı pro p ∈ (1,∞).
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Poznámka A.3.62 Připomeňme (viz. poznámka A.1.5), že je-li Ω ∈ C0,1, po-
tom je funkce ar(·) diferencovatelná skoro všude na ∆r a existuje konstanta

C > 0 taková, že
∣∣∣ ∂ar

∂x′
ri

∣∣∣ ≤ C < ∞ skoro všude na ∆r. Proto pro p ∈ [1,∞)

m̊užeme mı́sto normy (A.33) použ́ıvat ekvivalentńı normu

‖u‖Lp(∂Ω) =

(
M∑

r=1

∫

∆r

|ru(x′r, ar(x
′
r))|

p
dx′r

) 1
p

, (A.34)

se kterou se nám bude lépe pracovat.

Dále plat́ı

Věta A.3.63 Bud’ Ω ∈ C0,1, u funkce definovaná skoro všude na ∂Ω, taková,
že je nenulová pouze na Λr pro nějaké r ∈ {1, . . . ,M} pevné. Necht’ dále pro
jisté p plat́ı

∫
∆r

|ru(x′r, ar(x
′
r))|p dx′r < ∞. Pak u ∈ Lp (∂Ω) a nav́ıc existuje

kladná konstanta C = C(∂Ω) taková, že

‖u‖Lp(∂Ω) ≤ C

(∫

∆r

|ru(x′r, ar(x
′
r))|

p
dx′r

) 1
p

.

D̊ukaz. viz např. Kufner et al. [1977] nebo Nečas [1967] �

Tato věta ř́ıká, že přes překrývaj́ıćı se části hranice stač́ı uvažovat integrál pouze
přes jedno Λr, neboli

∫
Λr∩Λr−1

|r−1u(xr)|pdS ∼
∫
Λr∩Λr−1

|ru(xr)|pdS.

Věta o stopách pro W 1,p (Ω)

Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta A.3.64 (o operátoru stop, p < d)
Bud’ Ω ∈ C0,1, p ∈ [1, d). Označme p♯ = dp−p

d−p (tj. 1
p♯ = 1

p − p−1
p(d−1)). Potom

existuje jednoznačně určené spojité lineárńı zobrazeńı (q ∈ [1, p♯])

T : W 1,p (Ω) → Lq (∂Ω) ,

takové, že
∀u ∈ C∞(Ω) : Tu = u |∂Ω .

D̊ukaz.

Krok 1: redukce na hladké funkce
Jak již bylo zmı́něno, stač́ı ukázat, že operátor T je omezený z W 1,p (Ω) do

Lp♯

(∂Ω) pro hladké funkce. Dı́ky tomu, že d− 1 dimenzionálńı mı́ra hranice Ω
je konečná, je pak operátor T omezený i jako operátor do Lq (∂Ω) pro q ∈ [1, p♯].
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Necht’ tedy plat́ı

∀v ∈ C∞(Ω) : ‖v‖
Lp♯

(∂Ω)
≤ C ‖v‖W 1,p(Ω) . (A.35)

Bud’ u ∈ W 1,p (Ω). potom existuje posloupnost {un}∞n=1 ⊂ C∞(Ω) taková, že
un → u v W 1,p (Ω). Dı́ky linearitě restrikce na hranici a d́ıky vztahu (A.35) je

pak posloupnost {un}∞n=1 cauchyovská i v Lp♯

(∂Ω). Z úplnosti prostoru Lp♯

(∂Ω)
(viz. věta A.3.61) pak plyne existence limitńıho prvku posloupnosti {un}∞n=1 v

Lp♯

(∂Ω). Označ́ıme limitńı prvek jako Tu a zadefinujeme tak výsledek p̊usobeńı
operátoru T na funkci u. Zřejmě plat́ı, že definice je nezávislá na výběru aprox-
imuj́ıćı posloupnosti (ověřte podrobně).

Krok 2: rozklad jednotky
Bud’ Φr ∈ C∞

0 (Tr(Vr)), r = 1, . . . ,M rozklad jednotky na jistém okoĺı ∂Ω.
Označme ur = uΦr. Potom suppur ⊂ Tr(Vr) a tud́ıž stač́ı ověřit, že

(∫

∆r

|rur(x
′
r, ar(x

′
r))|

p♯

dx′r

) 1

p♯

≤ C

(∫

∆r

∫ ar(x′
r)+β

ar(x′
r)

|∇rur(x
′
r, η)|

p
dηdx′r

+

∫

∆r

∫ ar(x′
r)+β

ar(x′
r)

|rur(x
′
r, η)|

p
dηdx′r

)
, (A.36)

potom totiž

‖u‖
Lp♯

(∂Ω)
≤

M∑

r=1

‖ur‖Lp♯
(∂Ω)

≤ C

M∑

r=1

‖rur‖W 1,p(Vr) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) .

Krok 3: d̊ukaz nerovnosti (A.36)
Pro jednoduchost budeme nadále vynechávat index r. Bud’ p > 1 a bud’ u ∈
C∞(V +), suppu ⊂ V +, dist(suppu, ∂V + \ Λ) > 0. Označme

v(x′) = |u(x′, a(x′))| dp−p
d−p .

Potom

v(x′) = −
∫ a(x′)+β

a(x′)

∂

∂η

(
|u(x′, η)| dp−p

d−p

)
dη,

tedy

v(x′) ≤ C(p, d)

∫ a(x′)+β

a(x′)

|∇u(x′, η)| |u(x′, η)|
d(p−1)

d−p dη.

Tuto nerovnost zintegrujeme přes ∆ a použijeme Hölderovu nerovnost. Výsledkem
je

∫

∆

|v(x′)|dx′ ≤ C(d, p) ‖∇u‖Lp(V +) ‖u‖
d(p−1)

d−p

L
dp

d−p (V +)
,
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aneb (k odhadu ‖u‖
L

dp
d−p (V +)

jsme použili větu o vnořeńı)

‖u‖
L

dp−p
d−p (∂V )

≤ C(d, p) ‖u‖W 1,p(V ) .

Pro p = 1 postupujeme analogicky. Nerovnost (A.36) je dokázána a d̊ukaz je
hotov. �

Je-li p ≥ d, je situace zřejmá.

Věta A.3.65 (o operátoru stop, p ≥ d)
Bud’ Ω ∈ C0,1, p ∈ [d,∞].

Je-li p = d, pak je operátor stop definovaný ve větě A.3.64 spojitý z W 1,d (Ω)
do Lq (∂Ω) pro q ∈ [1,∞).

Je-li p > d, pak je operátor stop definovaný ve větě A.3.64 spojitý z W 1,d (Ω)
do Lq (∂Ω) pro q ∈ [1,∞].

D̊ukaz.

Situace p = d je analogická situaci ve větě A.3.47, d̊ukaz proto přenecháváme
čtenáři jako užitečné cvičeńı.

Pro p > d máme z věty A.3.51 vnořeńı W 1,p (Ω) →֒ C0(Ω) a d̊ukaz je tud́ıž
triviálńı. �

Pokud se znovu pod́ıváme na třet́ı krok d̊ukazu věty o stopách A.3.64, neńı těžké dokázat
následuj́ıćı lemma.

Lemma A.3.66 Bud’ Ω ∈ C0,1, q ∈ [1,∞). Potom plat́ı

‖u‖Lq(∂Ω) ≤ C ‖u‖
1
q

W1,q(∂Ω)
‖u‖

1− 1
q

Lq(Ω)
(A.37)

D̊ukaz.

Mı́sto nerovnosti (A.36) poč́ıtejme (pro jednoduchost opět vynecháváme index r)

∫

∆

∣∣u(x′, a(x′))
∣∣q dx′ ≤

∣∣∣∣∣

∫

∆

∫ a(x′)+β

a(x′)

∂

∂η

∣∣u(x′, η)
∣∣q dηdx′

r

∣∣∣∣∣ ≤

≤ q

∫

∆

∫ a(x′)+β

a(x′)

∣∣∇u(x′, η)
∣∣ ∣∣u(x′, η)

∣∣q−1
dηdx′

r ≤ q ‖∇u‖Lq(V +) ‖u‖
q−1

Lq(V +)
.

Požadovanou nerovnost pro Ω pak dostaneme použit́ım krok̊u jedna a dva z d̊ukazu věty o
stopách A.3.64. �

Z právě dokázané nerovnosti (A.37) pak s použit́ım vět o kompaktńım vnořeńı plyne

Věta A.3.67 Bud’ Ω ∈ C0,1.

Je-li p ∈ (1, d), pak je operátor stop definovaný ve větě A.3.64 kompaktńı operátor z W 1,p (Ω)

do Lq (∂Ω) pro q ∈ [1, p♯), kde p♯ = dp−p
d−p

.

Je-li p = d pak je operátor stop kompaktńı z W 1,p (Ω) do Lq (∂Ω) pro q ∈ [1,∞).

Je-li p > d pak je operátor stop kompaktńı z W 1,p (Ω) do Lq (∂Ω) pro q ∈ [1,∞].
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D̊ukaz.

Bud’ {un}
∞
n=1 omezená posloupnost v W 1,p (Ω) a bud’ p ∈ (1, d). Z lemmatu A.3.55 a z

nerovnosti (A.37) plyne, že existuje vybraná podposloupnost, která je cauchyovská v Lp (Ω)
a tedy i v Lp (∂Ω). Pro q ∈ [1, p) je proto d̊ukaz zřejmý.

Pro q > p plyne tvrzeńı věty z nerovnosti14

‖u‖Lq(∂Ω) ≤ ‖u‖α
Lp(∂Ω) ‖u‖

1−α

Lp♯
(∂Ω)

,

kde α splňuje 1
q

= α
p

+ 1−α

p♯ (α ∈ (0, 1), q ∈ (p, p♯)), a z věty o stopách A.3.64.

Pro p = d postupujeme analogicky, pouze mı́sto věty A.3.64 použijeme větu A.3.65.

Pro p > d máme z věty A.3.51 kompaktńı vnořeńı W 1,p (Ω) →֒→֒ C0(Ω) a d̊ukaz je tud́ıž
triviálńı. �

Př́ıklad A.3.68 Uvažujme oblast Ω ⊂ R
2 takovou, že část jej́ı hranice je tvořena křivkou

(srovnejte s př́ıkladem A.3.46)

|y| = xµ, x ∈ [0, 1], µ > 1.

V př́ıkladu A.3.46 jsme ukázali, že je-li zbytek hranice oblasti hladký, pak funkce u(x, y) = x−a

patř́ı do W 1,2 (Ω) pokud je a < 1+µ−2
2

= µ−1
2

.

Spočteme-li integrál přes hranici, dostaneme15

a < 1 ⇔

∫

∂Ω
|u|dS < ∞.

Pro µ > 3 tud́ıž existuj́ı funkce z W 1,2 (Ω), které nepař́ı do žádného Lq (∂Ω) pro libovolné

q ≥ 1. Je tedy vidět, že podmı́nku Ω ∈ C0,1 nelze rozumně zeslabit.

Nab́ıźı se otázka, zda je prostor Lp♯

(∂Ω) oborem hodnot operátoru stop (je-li p ∈
[1, d)). Tato otázka je velice d̊uležitá v souvislosti s problematikou okrajových
úloh pro parciálńı diferenćıálńı rovncice. Odpověd’ je záporná. Plat́ı pouze, že

obor hodnot operátoru stop je hustý v Lp♯

(∂Ω). Pro přesnou chrakterizaci oboru
hodnot je nutné uvažovat prostory s neceloč́ıselnou derivaćı. Jako analogie zde
mohou sloužit hölderovsky spojité funkce, které mohou představovat spojité
funkce, které maj́ı neceloč́ıselnou derivaci.

A.3.7 Prostory s neceloč́ıselnou derivaćı, obor hodnot operátoru

stop a inverzńı věta o stopách

Uvažujme nejdř́ıve Ω ⊂ Rd.

Definice A.3.69 (Sobolevovy prostory s neceloč́ıselnou derivaćı)
Bud’ s ∈ R+, p ∈ [1,∞). Necht’ [s] je celá část s. Potom W s,p (Ω) je podprostor

14Důkaz nerovnosti je analogický d̊ukazu nerovnosti A.2.9.

15Muśıme uvažovat popis hranice x = |y|
1
µ , y ∈ [−1, 1] a tud́ıž poč́ıtáme

∫ 1

−1
|y|

− a
µ

√
1 +

(
1

µ
|y|

1
µ
−1
)2

dy,

což dává výsledek uvedený výše.
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všech funkćı z W [s],p (Ω) (W 0,p (Ω) = Lp (Ω)), které splňuj́ı

∀α, |α| = [s] : Iα(u) =

∫

Ω

∫

Ω

|Dαu(x) −Dαu(y)|p
|x− y|d+p(s−[s])

dxdy <∞.

Označme dále

‖u‖W s,p(Ω) =


‖u‖W [s],p(Ω) +

∑

|α|=[s]

Iα(u)




1
p

.

Potom plat́ı

Věta A.3.70 Prostor W s,p (Ω) je Banach̊uv prostor s normou ‖·‖W s,p(Ω). Tento

prostor je separabilńı pro p ∈ [1,∞) a reflexivńı pro p ∈ (1,∞).

D̊ukaz. viz. např. Kufner et al. [1977] �

Poznámka A.3.71 Necht’ p ∈ [1,∞) a 0 < s < β ≤ 1. Potom

C0,β →֒W s,p (Ω) ,

nebot’

∫

Ω

∫

Ω

|u(x) − u(y)|p
|x− y|d+ps

dxdy

≤ (H0,β(u))
p
∫

Ω

∫

Ω

1

|x− y|d+(s−β)p
dxdy < K (H0,β(u))

p
.

Daľśı vlastnosti těchto prostor̊u je možné nalézt ve specializovaných mono-
grafíıch. Nás sṕı̌se zaj́ımaj́ı analogické prostory na ∂Ω.

Definice A.3.72 (prostory W s,p (∂Ω))
Bud’ s ∈ R+, p ∈ [1,∞), Ω ∈ C[s],1. Označme pro r = 1, . . . ,M funkce vr(x

′
r) =

ur ◦Tr(x
′
r, ar(x

′
r)). Potom W s,p (∂Ω) je podprostor všech funkćı z Lp (∂Ω), které

splňuj́ı
∀r ∈ {1, . . . ,M} : vr ∈W s,p (∆r) .

Označme dále16

‖u‖W s,p(∂Ω) =

(
M∑

r=1

‖vr‖p
W s,p(∆r)

) 1
p

.

Analogicky jako výše plat́ı (viz. např. Kufner et al. [1977])

16Připomı́náme, že ∆r ⊂ R
d−1.
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Věta A.3.73 Prostor W s,p (∂Ω) je Banach̊uv prostor s normou ‖·‖W s,p(∂Ω).

Tento prostor je separabilńı pro p ∈ [1,∞) a reflexivńı pro p ∈ (1,∞).

Ukazuje se, že prostory W 1− 1
p

,p (∂Ω), p ∈ (1,∞) jsou přesně prostory charak-
terizuj́ıćı obor hodnot operátoru stop. Plat́ı totiž

Věta A.3.74 (inverzńı věta o stopách)
Bud’ Ω ∈ C0,1, p ∈ (1,∞). Potom existuje jednoznačně definované spojité
lineárńı zobrazeńı

T : W 1,p (Ω) →W 1− 1
p

,p (∂Ω) ,

takové, že
∀u ∈ C∞(Ω) : Tu = u |∂Ω .

Bud’ Ω ∈ C0,1, p ∈ (1,∞). Potom existuje spojité lineárńı zobrazeńı

P : W 1− 1
p

,p (∂Ω) →W 1,p (Ω) ,

takové, že pro v = Pu plat́ı u = Tv.

D̊ukaz. Celý d̊ukaz je poněkud technický a je ho možné naléz např. v Kufner
et al. [1977] nebo Nečas [1967]. �

Poznamenejme, že d̊ukaz prvńı části právě zmı́něné věty je založen na Hardyho nerovnosti,
která je d̊uležitá i v aplikaćıch v parciálńıch diferenciálńıch rovnićıch. Uved’me zde několik
jej́ıch forem. Podrobněǰśı informace může čtenář nalézt v knize Kufner and Opic [1990].

Věta A.3.75 (Hardy)
Bud’ a, b ∈ R

d, a < b, u ∈ Lp ((a, b)), p ∈ (1,∞). Pak plat́ı
∫ b

a

(
1

x − a

∫ x

a

|u(y)|dy

)p

dx ≤

(
p

p − 1

)p ∫ b

a

|u(x)|pdx,

∫ b

a

(
1

b − x

∫ b

x

|u(y)|dy

)p

dx ≤

(
p

p − 1

)p ∫ b

a

|u(x)|pdx,

dále ∫ ∞

0
|u(t)|ptε−pdt ≤

(
p

|ε − p + 1|

)p ∫ ∞

0
|u(t)|ptεdt,

kde nerovnost plat́ı pro ε > p − 1 pro u(∞) = 0 a ε < p − 1 pro u(0) = 0.

Bud’ u ∈ W
1,p
0 (Ω), p ∈ (1,∞) a označme d(x) = dist(x, ∂Ω). Potom

∫

Ω

∣∣∣u
d

∣∣∣
p

dx ≤ C

∫

Ω
|∇u|pdx. (A.38)

Z hlediska slabého řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic je zaj́ımavý následuj́ıćı
Hadamard̊uv př́ıklad.

Př́ıklad A.3.76 Bud’ d = 2 a Ω = B1(0). Definujeme

u(x, y) =

∞∑

n=1

2−nρ22n

cos(22nϕ) na B1(0) \ {(0, 0)}

u(0, 0) = 0,
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kde (ρ, ϕ) jsou standardńı polárńı souřadnice (tj. ρ ∈ (0, 1], ϕ ∈ [0, 2π)). Po-
tom řada konverguje stejnoměrně na B1(0) a tud́ı̌z u ∈ C1(B1(0)). Speciálně tedy
u ∈ C(∂B1(0)), ale př́ımým výpočtem lze zjistit (proved’te), že u 6∈W 1,2 (B1(0)).

Nav́ıc lze ukázat, že u 6∈W
1
2 ,2 (∂B1(0)) a tud́ı̌z neexistuje žádné u ∈W 1,2 (B1(0))

takové, že jeho stopa by byla dána funkćı u |∂B1(0). Neexistuje tedy slabé řešeńı
u ∈W 1,2 (B1(0)) úlohy ∆v = 0 na B1(0) s okrajovou podmı́nkou v = u |∂B1(0)∈
C(∂B1(0)).

A.3.8 Charakterizace W
1,p
0 (Ω)

V tomto odstavci se budeme zabývat souvislost́ı prostor̊u W 1,p
0 (Ω) a V p(Ω) ={

u ∈W 1,p (Ω) | Tu = 0 skoro všude na ∂Ω
}
.

Věta A.3.77 Bud’ Ω ∈ C0,1. Potom W 1,p
0 (Ω) = V p(Ω).

D̊ukaz.

Krok 1: W 1,p
0 (Ω) ⊂ V p(Ω)

Bud’ u ∈W 1,p
0 (Ω). Podle definice prostoruW 1,p

0 (Ω) existuje posloupnost {un}∞n=1 ⊂
C∞
0 (Ω) taková, že un → u ve W 1,p (Ω). Zřejmě Tun = 0 a za spojitosti operátoru

stop pak plyne i Tu = 0.

Krok 2: V p(Ω) ⊂W 1,p
0 (Ω)

Krok 2a: rozklad jednotky
Použit́ım rozkladu jednotky zřejmě stač́ı ukázat, že pokud u ∈W 1,p (V +), Tu =
0 na Λ a suppu ∩ {∂V + \ Λ} = ∅, potom existuje posloupnost {un}∞n=1 ⊂
C∞
0 (V +) taková, že un → u ve W 1,p (V +).

Krok 2b: prodloužeńı funkce
Připomeňme značeńı z definice A.3.29,

V + =
{
x ∈ Rd| |xi| < α, i = 1, . . . , d− 1, a(x′) < xd < a(x′) + β

}
.

Definujeme funkci

G(x′, xd) =

{
u(x′, xd) (x′, xd) ∈ V +

0 (x′, xd) ∈ V −,

tato funkce pak patř́ı do prostoru W 1,p (V ) a jej́ı slabá derivace je

∇G(x′, xd) =

{
∇u(x′, xd) (x′, xd) ∈ V +

0 (x′, xd) ∈ V −.

Skutečně d́ıky lemmat̊um A.3.78 a A.3.79 uvedeným ńıže plat́ı pro ϕ ∈ C∞
0 (V )

∫

V

G
∂ϕ

∂xi
dx =

∫

V +

G
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫

V +

∂G

∂xi
ϕdx+

∫

Λ

GϕnidS

= −
∫

V +

∂G

∂xi
ϕdx = −

∫

V

∂G

∂xi
ϕdx.
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Krok 3: regularizace
Označme Un(x′, xd) = G(x′, xd − 1

n ). Funkce Un zřejmě pro dostatečně velké n
patř́ı do W 1,p (V +) a nav́ıc suppUn ⊂ V +. Dále je limn→∞ ‖Un − u‖W 1,p(V +) =
0. Nyńı stač́ı zadefinovat funkce un = ηhn

⋆ Un, kde ηhn
je regularizátor a hn je

vhodně zvolené č́ıslo menš́ı než 1
n tak, aby un ∈ C∞

0 (V +). Užit́ım věty A.2.22
neńı těžké ověřit, že un → u ve W 1,p (V +).

�

V d̊ukazu jsme použili Greenovu větu a muśıme tedy ověřit jej́ı platnost. Prvńı
otázkou při jej́ım d̊ukazu je, zda má smysl hovořit o vněǰśı normále pro Ω ∈ C0,1.

Lemma A.3.78 Bud’ Ω ∈ C0,1. Potom existuje vněǰśı normála skoro všude na
∂Ω.

D̊ukaz. viz. např. Nečas [1967] �

Dále je třeba dát smysl výrazu
∫

∂Ω
FdS. Necht’ F ∈ L1 (∂Ω) a necht’ {φi}M

i=1

je rozklad jednotky na jistém okoĺı ∂Ω. Označme rF = F ◦ Tr a rFr = rFφr.
Potom

∫

∂Ω

FdS =

M∑

r=1

∫

∆r

rFr(x
′
r, ar(x

′
r))

√√√√1 +

d−1∑

i=1

(
∂ar

∂x′ri

)2

(x′r)dx
′
r.

Lemma A.3.79 (zobecněná Greenova věta)
Bud’ Ω ∈ C0,1 a u ∈W 1,p (Ω), v ∈W 1,q (Ω), kde

1. je-li p ∈ [1, d), q ∈ [1, d), pak 1
p + 1

q ≤ d+1
d

2. je-li p = d, pak q > 1 (resp. q = d, p > 1)

3. je-li p > d, pak q ≥ 1 (resp. q > d, p ≥ 1).

Potom ∫

Ω

u
∂v

∂xi
dx =

∫

∂Ω

uvnidS −
∫

Ω

∂u

∂xi
vdx. (A.39)

D̊ukaz.

Důkaz provedeme poněkud formálně, vynecháme totiž rozklad jednotky. For-
mule Greenovy věty (A.39) plat́ı, je-li ∂Ω po částech hladká a u, v ∈ C∞(Ω).
Protože každou lipschitzovskou oblast můžeme zevnitř aproximovat hladkými
oblastmi (viz Nečas [1962]), je možné ukázat, že formule (A.39) plat́ı i v př́ıpadě
Ω ∈ C0,1, u, v ∈ C∞(Ω).

Necht’ jsou nyńı u a v sobolevovské funkce, tak jako ve zněńı lemmatu. Po-
tom existuj́ı posloupnosti hladkých funkćı {un}∞n=1 , {vn}∞n=1 ∈ C∞(Ω), které
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aproximuj́ı funkce u a v v ‖·‖W 1,p(Ω) resp. ‖·‖W 1,q(Ω) normě. Zřejmě tedy plat́ı

∫

Ω

un
∂vn

∂xi
dx =

∫

∂Ω

unvnnidS −
∫

Ω

∂un

∂xi
vndx (A.40)

a stač́ı ukázat, že za daných předpoklad̊u můžeme provést limitńı přechod v
právě uvedené rovnosti. Zabývejme se prvńı variantou podmı́nek, tj. p ∈ [1, d),
q ∈ [1, d), ověřeńı zbývaj́ıćıch dvou variant ponecháváme čtenáři jako cvičeńı.

Uvažujme nejprve integrál na levé straně vztahu (A.40). Ten bude pro n → ∞
konvergovat k

∫
Ω
u ∂v

∂xi
dx, jestliže

d− p

dp
+

1

p
≤ 1,

což po úpravě dává podmı́nku 1
p + 1

q ≤ d+1
d ze zněńı lemmatu.

Analogicky postupujeme pro objemový integrál na pravé straně (A.40). Uvažujme
nyńı plošný integrál. Zde požadujeme (viz. věta A.3.64)

d− p

dp− p
+

d− q

dq − q
≤ 1

což po úpravě dává podmı́nku d
(

1
p + 1

q

)
≤ d+1, která je zřejmě d́ıky předchoźı

podmı́nce 1
p + 1

q ≤ d+1
d splněna automaticky.

�

A.3.9 Ekvivalentńı normy, faktorprostory

V tomto odd́ılu ukážeme, že v některých př́ıpadech je možno mı́sto standardńı
normy na W k,p (Ω) uvažovat i jiné funkcionály, které definuj́ı ekvivalentńı normy
na W k,p (Ω). Začneme jedńım obecným lemmatem.

Lemma A.3.80 Bud’ Ω ∈ C0,1, k ∈ N, p ∈ [1,∞). Necht’ {fi}l
i=1 jsou spojité

omezené funkcionály (ne nutně lineárńı) nad W k,p (Ω) splňuj́ıćı17

∀u ∈ Pk−1 :

l∑

i=1

|fi(u)| = 0 ⇔ u = 0 skoro všude na Ω.

Necht’ dále plat́ı ∀u ∈ W k,p (Ω) ,∀λ ∈ R,∀i = 1, . . . , l : |fi(λu)| ≤ |λ| |fi(u)|.
Potom existuj́ı kladné konstanty c1 a c2 takové, že ∀u ∈W 1,p (Ω) plat́ı

c1 ‖u‖W k,p(Ω) ≤


∑

|α|=k

‖Dαu‖p
Lp(Ω) +

l∑

i=1

|fi(u)|p



1
p

≤ c2 ‖u‖W k,p(Ω) . (A.41)

17Pod Pk rozumı́me polynomy stupně nejvýše k − 1.
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D̊ukaz.

Druhá nerovnost v A.41 plyne triviálně, zabývejme se proto prvńı nerovnost́ı.
Důkaz provedeme sporem.

Předpokládejme tedy, že existuje posloupnost {un}∞n=1 ⊂W k,p (Ω), ‖un‖W k,p(Ω) =
1 taková, že plat́ı


∑

|α|=k

‖Dαun‖p
Lp(Ω) +

l∑

i=1

|fi(un)|p



1
p

<
1

n
.

Odsud plyne, že pro |α| = k je Dαun → 0 v Lp (Ω) a protože d́ıky lemmatu
A.3.55 jeW k,p (Ω) →֒→֒W k−1,p (Ω), existuje silně konvergentńı podposloupnost
{unk

}∞nk=1 ve W k−1,p (Ω). Označme u = limnk→∞ unk
. Zřejmě plat́ı, že unk

→ u

i ve W k,p(Ω).

Protože Dαu = 0, |α| = k, je nutně18u ∈ Pk−1. Dı́ky spojitosti funkcionál̊u fi

je také
∑l

i=1 |fi(u)|p = 0 a protože je u ∈ Pk−1, je i u = 0. To je ale spor s t́ım,
že unk

→ u ve W k,p (Ω) a že ∀n ∈ N : ‖un‖W k,p(Ω) = 1.

�

Použijeme-li v předcházej́ıćım d̊ukazu mı́sto lemmatu A.3.55 lemma A.3.56, vid́ıme, že stač́ı

předpokládat pouze Ω ∈ C0. Obecně stač́ı předpokládat, že Ω ⊂ R
d je taková oblast, že plat́ı

vnořeńı W 1,p (Ω) →֒→֒ Lp (Ω).

Poznámka A.3.81 Funkcionály splňuj́ıćı předpoklady lemmatu A.3.80 vždy ex-
istuj́ı, stač́ı např́ıklad vźıt

fα(u) =

∫

Ω⋆

xαu(x)dx, |α| ≤ k − 1,

popř́ıpadě

f̃α =

∫

Ω⋆

Dαu(x)dx, |α| ≤ k − 1,

kde Ω⋆ je libovolná neprázdná podoblast Ω.

Lemma A.3.80 má celou řadu r̊uzných aplikaćı. Uved’me alespoň ty nejd̊uležitěǰśı.

Věta A.3.82 Bud’ Ω ∈ C0,1, Ω⋆ ⊂ Ω, |Ω⋆|d > 0, Γ ⊂ ∂Ω, |Γ|d−1 > 0. Bud’

p ∈ [1,∞) a αi, i = 1, 2, 3, nezáporná č́ısla taková, že
∑3

i=1 αi > 0. Potom
existuj́ı kladné konstanty c1 a c2 takové, že ∀u ∈W 1,p (Ω) plat́ı

c1 ‖u‖W 1,p(Ω) ≤
(
‖∇u‖p

Lp(Ω) + α1

∫

Γ

|u|pdS + α2

∫

Ω⋆

|u|pdx+ α3

∣∣∣∣
∫

Ω

udx

∣∣∣∣
p) 1

p

≤ c2 ‖u‖W 1,p(Ω) .

18Toto zřejmě plyne z druhého tvrzeńı d̊usledku A.3.25 kde bylo využito Beppo-Leviho
prostor̊u. Důkaz nezávislý na Beppo-Leviho prostorech bude proveden v př́ı̌st́ım odd́ılu A.3.10.
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D̊ukaz.

Označme f1(u) =
(∫

Γ
|u|pdS

) 1
p , f2(u) =

(∫
Ω⋆ |u|pdx

) 1
p , f3(u) =

∣∣∫
Ω
udx

∣∣.
Všechny tři funkcionály jsou zřejmě homogenńı (ve smyslu uvedeném v lem-
matu výše), omezené a spojité na W 1,p (Ω). Stač́ı ukázat, že pro u = konst. je
fi(u) = 0 ⇔ u = 0, což je zřejmé. �

Poznámka A.3.83

1. Nerovnost c1 ‖u‖W 1,p(Ω) ≤
(
‖∇u‖p

Lp(Ω) +
∫
Γ
|u|pdS

) 1
p

se nazývá Poincaré-

Fridrichsova nerovnost. Zřejmě lze mı́sto
∫
Γ
|u|pdS brát i

(∫
Γ
|u|qdS

) p
q ,

kde q ∈ [1, dp−p
d−p ] pro p ∈ [1, d) a q ∈ [1,∞) pro p ≥ d.

2. Nerovnost c1 ‖u‖W 1,p(Ω) ≤
(
‖∇u‖p

Lp(Ω) +
∣∣∫

Ω
udx

∣∣p
) 1

p

se nazývá Poincarého

nerovnost. Jej́ı zobecněńı pro W k,p (Ω) je uvedeno ńı̌ze. Mı́sto středńı hod-
noty přes Ω lze brát i středńı hodnotu přes Ω⋆.

3. Mı́sto
∫
Ω⋆ |u|pdx lze uvažovat i

(∫
Ω⋆ |u|qdx

) p
q , kde q ∈ [1, dp

d−p ] pro p ∈
[1, d) a q ∈ [1,∞) pro p ≥ d.

Je-li α1 = 0, pak věta A.3.82 plat́ı i pro Ω ∈ C0, popř́ıpadě pro libovolnou oblast splňuj́ıćı

W 1,p (Ω) →֒→֒ Lp (Ω).

Důkaz následuj́ıćı věty je jednoduchý a přenecháváme ho čtenáři jako cvičeńı.

Věta A.3.84 Bud’ Ω ∈ C0,1, Ω⋆ ⊂ Ω, |Ω⋆|d > 0, p ∈ [1,∞). Bud’ k ∈ N. Potom
existuj́ı kladné konstanty c1 a c2 takové, že ∀u ∈W k,p (Ω) plat́ı

c1 ‖u‖W k,p(Ω) ≤


∑

|α|=k

‖Dαu‖p
Lp(Ω) +

∫

Ω⋆

|u|pdx




1
p

≤ c2 ‖u‖W k,p(Ω) .

Věta A.3.85 Bud’ Ω ∈ C0,1, p ∈ [1,∞), k ∈ N. Potom existuj́ı kladné konstanty
c1 a c2 takové, že ∀u ∈W k,p (Ω) plat́ı

c1 ‖u‖W k,p(Ω) ≤


∑

|α|=k

‖Dαu‖p
Lp(Ω) +

∑

|α|≤k−1

∣∣∣∣
∫

Ω

Dαudx

∣∣∣∣
p



1
p

≤ c2 ‖u‖W k,p(Ω) .

D̊ukaz.

Je třeba ukázat, že pro u ∈ Pk−1 je
∑

|α|≤k−1

∣∣∫
Ω
Dαudx

∣∣ ⇔ u = 0. Necht’ je

|α| = k − 1. Pak je-li u ∈ Pk−1, muśı být Dαu = konst., a funkce u proto patř́ı
do Pk−2. Indukćı dostaneme, že u = 0. �

Předchoźı dvě věty samozřejmě plat́ı i pro Ω ∈ C0.
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Věta A.3.86 Bud’ Ω ∈ C0,1, p ∈ [1,∞). Potom existuj́ı kladné konstanty c1 a
c2 takové, že ∀u ∈W 2,p (Ω) plat́ı

c1 ‖u‖W 2,p(Ω) ≤


∑

|α|=2

‖Dαu‖p
Lp(Ω) +

∫

∂Ω

|u|pdS




1
p

≤ c2 ‖u‖W 2,p(Ω) .

Je-li Γ ⊂ ∂Ω taková, že Γ neńı nadrovina, |Γ|d−1 > 0, potom též ∀u ∈W 2,p (Ω)
plat́ı

c1 ‖u‖W 2,p(Ω) ≤


∑

|α|=2

‖Dαu‖p
Lp(Ω) +

∫

Γ

|u|pdS




1
p

≤ c2 ‖u‖W 2,p(Ω) .

D̊ukaz. Bud’ u ∈ P1. Potom u může být identicky rovné nule na Γ pouze když
je Γ nadrovina. Ovšem nadrovina zřejmě nemůže být hranićı oblasti. �

Faktorprostory

Faktorprostory se někdy použ́ıvaj́ı pro formulaci Neumannovy okrajové úlohy.

Definice A.3.87 (faktorprostor W k,p (Ω) /P )
Bud’ P ⊂ Pk−1 podprostor W k,p(Ω). Označme W k,p (Ω) /P faktorprostor (tj. [u] ∈
W k,p (Ω) /P , potom u1 ∼ u2 ∈ [u] ⇔ u1 − u2 ∈ P ).

Normu uvažujeme dle obyklé definice

‖ũ‖W k,p(Ω)/P = inf
u∈[u]

‖ũ‖W k,p(Ω) .

Věta A.3.88 Bud’ Ω ∈ C0,1, k ∈ N. potom existuj́ı kladné konstanty c1 a c2
takové, že plat́ı

c1‖ũ‖W k,p(Ω)/Pk−1
≤


∑

|α|=k

‖Dαu‖p
Lp(Ω)




1
p

≤ c2‖ũ‖W k,p(Ω)/Pk−1
.

D̊ukaz. Zřejmě stač́ı dokázat pouze prvńı nerovnost, druhá je zřejmá. Ovšem
d̊ukaz plyne př́ımo z lemmatu A.3.80 a z poznámky za jeho d̊ukazem. �

Neńı již asi třeba opakovat, že tato věta plat́ı i pro Ω ∈ C0.

A.3.10 Některé daľśı vlastnosti funkćı ze Sobolevových

prostor̊u

V tomto odd́ılu se budeme zabývat daľśımi vlastnostmi funkćı z W k,p (Ω).
Některé ze zde uvedených výsledk̊u jsme již využili v předcházej́ıćım výkladu.
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Sobolevovy prostory a Fourierova transformace

Věta A.3.89 Bud’ k ∈ N. Potom

1. Funkce u ∈ L2
(
Rd
)

patř́ı do W k,2
(
Rd
)
, právě když

(
1 + |ξ|k

)
û(ξ) ∈ L2

(
Rd
)
,

kde û znač́ı Fourierovu transformaci19funkce u ∈ L2
(
Rd
)
.

2. Existuj́ı kladné konstanty c1 a c2 takové, že

∀u ∈W k,2
(
Rd
)

: c1 ‖u‖W k,2(Rd) ≤
∥∥(1 + |ξ|k

)
û(ξ)

∥∥
L2(Rd)

≤ c2 ‖u‖W k,2(Rd) .

D̊ukaz.

Krok 1:
Bud’ u ∈ W k,2

(
Rd
)
, tj. ∀|α| ≤ k : Dαu ∈ L2

(
Rd
)
. Speciálně pro u ∈ C∞

0 (Rd)

plat́ı D̂αu(ξ) = (iξ)αû(ξ). Protože je C∞
0 (Rd) husté v W k,2

(
Rd
)
, neńı těžké

ukázat, že pro u ∈W k,2
(
Rd
)

plat́ı

D̂αu(ξ) = (iξ)αû(ξ) skoro všude na Rd.

Potom ale (iξ)αû(ξ) ∈ L2
(
Rd
)

a volbou α = (0, . . . , k, . . . , 0) (k na i-tém mı́stě)
dostáváme ∫

Rd

|ξ|2k|û(ξ)|2dξ ≤
∫

Rd

|∇ku(x)|2dx,

odkud (∫

Rd

(
1 + |ξ|k

)2 |û(ξ)|2dξ
) 1

2

≤ c ‖u‖W k,2(Rd) .

Krok 2:
Necht’ naopak

(
1 + |ξ|k

)
|û(ξ)| ∈ L2

(
Rd
)
, |α| ≤ k. Zřejmě

‖(iξ)αû(ξ)‖2
L2(Rd) ≤ c

∥∥(1 + |ξ|k
)
û(ξ)

∥∥2

L2(Rd)
.

Označme

uα = F−1 [(iξ)αû(ξ)] (x) = ((iξ)αû(ξ))̌ ,

19Použ́ıváme definici

F [u](ξ) = û(ξ) =
1

(2π)
d
2

∫

Rd

u(x)e−i(x·ξ)dx

pro funkce z L1(Rd).
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kdeˇznač́ı inverzńı Fourierovu transformaci. Bud’ ϕ ∈ C∞
0 (Rd). Potom z Parse-

valovy rovnosti plyne

∫

Rd

Dαϕūdx =

∫

Rd

D̂αϕûdξ =

∫

Rd

(iξ)αϕ̂(ξ)û(ξ)dξ

= (−1)|α|
∫

Rd

ϕ̂(ξ)(−iξ)αû(ξ)dξ = (−1)|α|
∫

Rd

ϕuαdx,

tj. uα = Dαu (ve slabém smyslu). Nav́ıc Dαu ∈ L2
(
Rd
)

a tud́ıž u ∈W k,2
(
Rd
)
.

Zřejmě

‖Dαu‖L2(Rd) = ‖uα‖L2(Rd) = ‖(i·)αû(·)‖L2(Rd) ≤ c
∥∥(1 + | · |k

)
û(·)

∥∥
L2(Rd)

.

�

Pomoćı Fourierovy transformace můžeme též definovat Sobolevovy prostory s
neceloč́ıselnou derivaćı.

Definice A.3.90 Bud’ s ∈ (0,∞) a u ∈ L2
(
Rd
)
. Řekneme, že funkce u ∈

Hs(Rd), právě když

(1 + |ξ|s) û(ξ) ∈ L2
(
Rd
)
.

Pro s neceloč́ıselné definujeme

‖u‖Hs(Rd) = ‖(1 + | · |s) û(·)‖L2(Rd) .

Je možné ukázat, žeHs(Rd) = W s,2
(
Rd
)
, kdeW s,2

(
Rd
)

znač́ı Sobolev-Slobodeckého
prostor definovaný v A.3.69. Stejně tak normy ‖ · ‖Hs(Rd) a ‖·‖W s,2(Rd) jsou ek-
vivalentńı.

Diferencovatelnost skoro všude

Ukážeme, že funkce u ∈ W 1,p (Ω) má pro p > d totálńı diferenciál skoro všude
na Ω, tj. pro skoro všechna x ∈ Ω existuje a ∈ Rd tak, že

u(y) = u(x) + a · (y − x) + o(|y − x|), pro y → x.

Poznamenejme, že v tomto př́ıpadě je a rovno gradientu u v bodě x v klasickém
smyslu. V tomto odd́ılu budeme vždy uvažovat spojitého reprezentanta tř́ıdy
[u], nebot’ dle věty A.3.51 plat́ı W 1,p (Ω) →֒ C0(Ω).

Věta A.3.91 Bud’ u ∈ W 1,p
loc (Ω), p ∈ (d,∞]. Potom má funkce u totálńı difer-

enciál skoro všude na Ω a klasická derivace je v bodech, kde totálńı diferncál
existuje, rovná derivaci slabé.
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D̊ukaz.

Krok 1: p ∈ (d,∞)
V d̊ukazu Morreyho věty A.3.49 jsme pro hladkou funkci v dokázali platnost
nerovnosti

∀y ∈ Br(x) : |v(x) − v(y)| ≤ Cr1−
d
p

(∫

Bkr(x)

|∇v(z)|pdz
) 1

p

, (A.42)

kde k = k(d). Limitńım přechodem můžeme nerovnost (A.42) zobecnit i pro
v ∈W 1,p

loc Ω.

Dále připomeňme, že z věty A.2.20 o Lebesgueových bodech plyne, že pro skoro
všechna x ∈ Ω plat́ı

lim
r→0+

1

|Br(x)|

∫

Br(x)

|∇u(x) −∇u(z)|dz = 0.

Vezměme libovolný bod x ∈ Ω, pro který plat́ı výše uvedený vztah a položme

v(y) = u(y) − u(x) −∇u(u) · (y − x)

a v nerovnosti (A.42) zvolme r = |y − x|. Zřejmě v ∈W 1,p
loc (Ω) a tud́ıž

|u(y) − u(x) −∇u(u) · (y − x)| = |v(x) − v(y)|

≤ Cr1−
d
p

(∫

Bkr(x)

|∇v(z)|pdz
) 1

p

= Cr1−
d
p

(∫

Bkr(x)

|∇u(x) −∇u(z)|pdz
) 1

p

≤ Cr

(
1

|Bkr(x)|

∫

Bkr(x)

|∇u(x) −∇u(z)|pdz
) 1

p

= o(r) = o(|x− y|)

pro y → x. Funkce u má tedy totálńı diferenciál v bodě x a ∇u(x) ve slabém
smyslu je roven ∇u(x) v klasickém smyslu.

Krok 2: p = ∞
Je-li u ∈ W 1,∞

loc (Ω), potom zřejmě u ∈ W 1,p
loc (Ω) pro všechna p < ∞ a můžeme

proto použ́ıt prvńı část d̊ukazu.

�

Charakterizace sobolevovských funkćı pomoćı diferenćı

Označme

∆h
i u(x) =

1

h
(u(x+ hei) − u(x)) , (A.43)

kde h ∈ R a ei je jednotkový vektor ve směru osy xi. Má-li funkce u v bodě x
parciálńı derivaci podle proměnné xi, potom

lim
h→0

∆h
i u(x) =

∂u

∂xi
.
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Ćılem tohoto odstavce je ukázat, že něco podobného ”v p̊uměru” plat́ı i pro
slabou derivaci. Přesněji

Věta A.3.92 (souvislost slabé derivace a diferenčńıho pod́ılu)

1. Bud’ p ∈ [1,∞) a u ∈W 1,p
(
Rd
)
. Potom plat́ı

∀h ∈ R, h 6= 0,∀i ∈ {1, . . . , d} :
∥∥∆h

i u
∥∥

Lp(Rd)
≤
∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Rd)

. (A.44)

2. Bud’ p ∈ (1,∞) a u ∈ Lp
(
Rd
)
. Necht’ existuj́ı konstanty Ci, i = 1, . . . , d

nezávislé na h, takové, že plat́ı

∀h ∈ R, |h| ∈ (0, h0), h0 ∈ R+,∀i ∈ {1, . . . , d} :
∥∥∆h

i u
∥∥

Lp(Rd)
≤ Ci.

(A.45)
Potom u ∈W 1,p

(
Rd
)

a plat́ı

∀i ∈ {1, . . . , d} :

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Rd)

≤ Ci. (A.46)

Poznamenejme, že druhá část předchoźı věty neplat́ı pro p = 1. Pokud je u ∈
W 1,p (Ω) pro Ω 6= Rd, je třeba zachovat jistou opatrnost u hranice. Pak lze
dokázat variantu předchoźı věty A.3.92, viz. např. Evans [1998].

1. Bud’ p ∈ [1,∞) a u ∈W 1,p (Ω). Potom plat́ı

∀V ⊂ V ⊂ Ω,∀h ∈ R, |h| ∈ (0,
1

2
dist(V, ∂Ω)),∀i ∈ {1, . . . , d} :

∥∥∆h
i u
∥∥

Lp(V )
≤ c

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Ω)

,

kde c je kladná konstanta nezávislá na h.

2. Bud’ p ∈ (1,∞) a u ∈ Lp
loc (Ω). Necht’ existuj́ı konstanty Ci, i = 1, . . . , d

nezávislé na h, takové, že plat́ı

∀h ∈ R, |h| ∈ (0,
1

2
dist(V, ∂Ω)),∀i ∈ {1, . . . , d} :

∥∥∆h
i u
∥∥

Lp(V )
≤ Ci.

Potom u ∈W 1,p (V ) a plat́ı

∀i ∈ {1, . . . , d} :

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(V )

≤ Ci.
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D̊ukaz. (věty o souvislosti slabé derivace a diferenčńı pod́ılu, A.3.92)
Krok 1: d̊ukaz prvńı části věty
Protože jsou funkce z C∞

0 (Rd) pro p ∈ [1,∞) husté ve W 1,p
(
Rd
)
, stač́ı vztah

(A.44) dokázat pouze pro u ∈ C∞
0 (Rd).

Bud’ i ∈ {1, . . . , d} a u ∈ C∞
0 (Rd). Potom

∆h
i u(x) =

1

h

∫ h

0

∂u

∂xi
(x+ tei)dt,

tedy s použit́ım Hölderovy nerovnosti

∣∣∆h
i u(x)

∣∣p ≤ 1

hp

∣∣∣∣∣

∫ h

0

∂u

∂xi
(x+ tei)dt

∣∣∣∣∣

p

≤ 1

h

∫ h

0

∣∣∣∣
∂u

∂xi
(x+ tei)

∣∣∣∣
p

dt.

Tuto nerovnost zintegrujeme přes Rd a použijeme Fubiniho větu, výsledkem je

∥∥∆h
i u(x)

∥∥p

Lp(Rd)
≤ 1

h

∫

Rd

(∫ h

0

∣∣∣∣
∂u

∂xi
(x+ tei)

∣∣∣∣
p

dt

)
dx

≤
∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Rd)

1

h

∫ h

0

dt =

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
Lp(Rd)

,

což je požadovaná nerovnost A.44.

Krok 2: d̊ukaz druhé části věty
Bud’ {hn}∞n=1 posloupnost jdoućı k nule. Potom z nerovnosti (A.45) plyne, že
existuje taková podposloupnost (znač́ıme ji pro jednoduchost stejně), že plat́ı
∆hn

i u ⇀ v v Lp
(
Rd
)
. Zde je nezbytné uvažovat p ∈ (1,∞).

Zbývá ukázat, že v = ∂u
∂xi

ve slabém smyslu. Bud’ ϕ ∈ C∞
0 (Rd). Provedeme

substituci a dostaneme

∫

Rd

∆hn

i uϕdx =

∫

Rd

u(x+ hnei) − u(x)

h
ϕ(x)dx

=
1

h

(∫

Rd

u(x+ hnei)ϕ(x)dx−
∫

Rd

u(x)ϕ(x)dx

)

=
1

h

(∫

Rd

u(x)ϕ(x− hnei)dx−
∫

Rd

u(x)ϕ(x)dx

)

=

∫

Rd

ϕ(x− hnei) − ϕ(x)

h
u(x)dx.

Nyńı stač́ı provést limitńı přechod. Levá strana konverguje k
∫

Rd vϕdx a pravá

konverguje dle Lebesgueovy věty k −
∫

Rd u
∂ϕ
∂xi

dx. Je proto v = ∂u
∂xi

ve slabém
smyslu a odhad (A.46) je d̊usledkem slabé zdola polospojitosti normy.

�
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Triviálńım d̊usledkem prvńı části věty A.3.92 (resp. poznámky za větou) je
následuj́ıćı tvrzeńı, které jsme již dokázali jinými prostředky v odd́ıle věnovaném
Beppo-Leviho prostor̊um (viz. d̊usledek A.3.25).

Důsledek A.3.93 Bud’ u ∈W 1,p
loc (Ω), p ∈ [1,∞] taková, že ∇u = 0 skoro všude

na Ω. Potom u = konst. skoro všude na Ω.

Vztah W 1,∞ (Ω) a C0,1(Ω)

Jak bylo ukázáno v d̊usledku A.3.52, pro Ω ∈ C0,1 plat́ı vnořeńı W 1,∞ (Ω) →֒
C0,1(Ω).

Ćılem tohoto odstavce je ukázat, že obrácená inkluze plat́ı vždy, bez ohledu na
hladkost Ω. Připomeňme jeden klasický výsledek.

Lemma A.3.94 (Tietze)
Bud’ Ω uzavřená množina v Rd a bud’ u ∈ C0,λ(Ω), λ ∈ (0, 1]. Potom existuje

rozš́ıřeńı U ∈ C0,λ(Rd) funkce u takové, že20

‖U‖C(Rd) = ‖u‖C(Ω)

a

H0,λ,Rd(U) = H0,λ,Ω(u).

D̊ukaz. viz. např. Kufner et al. [1977] �

Užit́ım tohoto lemmatu můžeme dokázat následuj́ıćı větu.

Věta A.3.95 Bud’ Ω ⊂ Rd otevřená množina a bud’ u ∈ C0,1(Ω). Potom u ∈
W 1,∞ (Ω) a existuje konstanta c nezávislá na u taková, že plat́ı

‖u‖W 1,∞(Ω) ≤ c‖u‖C0,1(Ω),

neboli C0,1(Ω) →֒W 1,∞ (Ω).

D̊ukaz.

Bud’ u ∈ C0,1(Ω) a označme U jej́ı prodloužeńı na Rd dle lemmatu A.3.94.
Potom ∥∥∆h

i U
∥∥

L∞(Rd)
≤ H0,1,Ω(u). (A.47)

Existuje proto funkce vi ∈ L∞ (Rd
)

a posloupnost {hn}∞n=1, hn → 0 taková, že

∆hn

i U ⇀ vi v L2
loc

(
Rd
)

20Znač́ıme H0,λ,M (v) = supx,y∈M,x6=y
v(x)−v(y)

|x−y|λ
.
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a
∆hn

i U
∗
⇀ vi v L∞ (Rd

)
.

Stejně jako v d̊ukazu věty A.3.92 lze ukázat, že funkce vi je rovná slabé derivaci
∂U
∂xi

. Funkce U proto patř́ı do W 1,∞ (Rd
)

a tud́ıž u = U |Ω patř́ı do W 1,∞ (Ω).
Nerovnost ‖u‖W 1,∞(Ω) ≤ c‖u‖C0,1(Ω) je pak d̊usledkem nerovnosti (A.47).

�

Důsledek A.3.96

1. Bud’21Ω ∈ C0,1. Potom u ∈W 1,∞ (Ω) právě když u ∈ C0,1(Ω).

2. Bud’ u ∈ C0,1(Ω). Potom je u diferencovatelná skoro všude na Ω.

D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı je zřejmé, druhé plyne z věty A.3.95 a z věty A.3.91. �

Duálńı prostory

Bud’ k ∈ N a p ∈ (1,∞). Označme
(
W k,p′

0 (Ω)
)⋆

= W−k,p (Ω) ,

kde 1
p + 1

p′ = 1.

Restrikce F ∈W−k,p (Ω), k ∈ N na C∞
0 (Ω) zřejmě definuje distribuci. V následuj́ıćıch

tvrzeńıch se pokuśıme tyto distribuce bĺıže charakterizovat. Plat́ı

Věta A.3.97 Bud’ p ∈ (1,∞), k ∈ N. Potom F ∈ W−k,p (Ω) právě když exis-
tuj́ı funkce {fα}|α|≤k ⊂ Lp (Ω) takové, že

F =
∑

|α|≤k

(−1)αDαfα,

kde Dαfα znač́ı distributivńı derivaci, tj. pro u ∈W k,p′

0 (Ω) plat́ı

〈F, u〉 =
∑

|α|≤k

∫

Ω

fαD
αudx. (A.48)

Nav́ıc

‖F‖W−k,p(Ω) = inf


∑

|α|≤k

‖fα‖p
Lp(Ω)




1
p

,

kde se infimum bere přes všechny takové množiny funkćı {fα}|α|≤k, které splňuj́ı

(A.48).

21Předpoklady na hladkost Ω lze zeslabit.
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D̊ukaz. V obecném př́ıpadě např. Kufner et al. [1977], speciálńı př́ıpad k = 1 a
p = 2 lze nalézt např. v Evans [1998]. �

Jiná možná charakterizace je

Věta A.3.98 Bud’ p ∈ (1,∞), k ∈ N a Ω ∈ Ck,0(Ω). Potom pro každé g ∈
W k,p′

0 (Ω) definuje předpis

〈φq, f〉 =
∑

|α|≤k

∫

Ω

DαgDαfdx, f ∈W k,p
0 (Ω)

spojitý lineárńı funkcionál na W k,p
0 (Ω).

Obráceně, ke každému φ ∈
(
W k,p

0 (Ω)
)⋆

existuje právě jedno g ∈ W k,p′

0 (Ω)

takové, že

∀f ∈W k,p
0 (Ω) : 〈φ, f〉 =

∑

|α|≤k

∫

Ω

DαgDαfdx.

Nav́ıc existuje kladná konstanta K = K(d, k, p,Ω) taková, že

K ‖g‖W k,p′ (Ω) ≤ ‖φ‖(W k,p
0 (Ω))

⋆ ≤ ‖g‖W k,p′ (Ω) .

A.4 Bochnerovy prostory

Necht’ X je Banach̊uv prostor. Prostor Ck (I;X) , k ∈ N, obsahuje všechny spo-
jité funkce u : Ī → X takové, že všechny ”časové” derivace (zde použitý význam
slova derivace objasńıme ńıže) do řádu k lze spojitě rozš́ı̌rit na Ī. Tento prostor
je lineárńı. Výraz

‖u‖Ck(I;X) ≡
k∑

s=0

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥u(s)(t)
∥∥∥

X

je konečný a definuje normu v Ck (I;X).
POZOR! Je–li u ∈ C

(
I;L2 (Ω)

)
pak u nemuśı být spojité v prostorové proměnné.

Plat́ı pouze ‖u(t) − u(t0)‖2 → 0 pro t→ t0 kde t, t0 ∈ I.

Symbolem Lp (I;X) , 1 ≤ p ≤ ∞, označme prostor všech měřitelných funkćı
u : I → X, pro které je norma

‖u‖Lp(I;X) ≡
{∫ T

0

‖u(t)‖p
X dt

} 1
p

, p <∞

resp.

‖u‖L∞(I;X) ≡ ess sup
t∈I

‖u(t)‖X
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konečná. Připomeňme, že funkce u : I → X je (silně) měřitelná právě když
existuj́ı jednoduché funkce un : I → X tak, že ‖un(t) − u(t)‖X → 0 pro s.v.
t ∈ I.

Př́ıklad A.4.1 Napǐste co nejpodrobněji normy následuj́ıćıch prostor̊u

(α) C
(
I;L2 (Ω)

)
, (δ) W 1,2

(
I;L2 (Ω)

)
,

(β) L2
(
I;L2 (Ω)

)
, (ǫ) L2

(
I;W−1,2 (Ω)

)
, kde W−1,2 (Ω) =

(
W 1,2

0 (Ω)
)⋆

.

(γ) L∞ (I;W−1,2 (Ω)
)
,

Shrňme základńı vlastnosti Bochnerových prostor̊u do několika lemmat.

Lemma A.4.2 (Hölderova nerovnost)
Necht’ X je Banach̊uv prostor a p ∈ [1,∞], 1

p + 1
q = 1. Jestlǐze u ∈ Lp (I;X) a

v ∈ Lq (I;X⋆), pak

〈v(·), u(·)〉X⋆,X ∈ L1(I)

a

∫ T

0

∣∣∣〈v(t), u(t)〉X⋆,X

∣∣∣ dt ≤ ‖u‖Lp(I;X) ‖v‖Lq(I;X⋆) . (A.49)

D̊ukaz. viz. ? �

Lemma A.4.3
Necht’ X,Y jsou Banachovy prostory. Pak plat́ı:

(i) jestlǐze X →֒ Y, pak Lq (I;X) →֒ Lp (I;Y ) je–li T <∞
a 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞;

(ii) jestlǐze 1 ≤ p <∞, pak C (I;X) →֒ Lp (I;X)

a C (I;X) je hustý v Lp (I;X) .

D̊ukaz. viz. ? �

Nyńı objasńıme jak chápeme časové derivace funkce u : I → X z Bochnerova
prostoru. Uvažujme následuj́ıćı situaci: necht’H je Hilbert̊uv prostor se skalárńım
součinem (·, ·)H a X je Banach̊uv prostor takový, že

X →֒ H ∼= H⋆ →֒ X⋆ (A.50)

a

X je hustý v H. (A.51)
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(Připomeňme, že H ∼= H⋆ znamená, že H je ztotožněn s H⋆ pomoćı Rieszovy
věty o reprezentaci.)

Pak, je–li u ∈ Lp (I;X) označ́ıme symbolem u′ prvek prostoru Lp′

(I;X⋆) (kde
p′ = p

(p−1) ) tak, že

∫ T

0

〈u′(t), v〉X⋆,X ϕ(t) dt = −
∫ T

0

(u(t), v)H ϕ′(t) dt (A.52)

plat́ı pro všechna v ∈ X a ϕ ∈ D(I).

Lemma A.4.4
Pokud plat́ı (A.50) a (A.51) a p ∈ (1,∞), pak

(i) W ≡
{
u ∈ Lp (I;X) ;u′ ∈ Lp′

(I;X⋆)
}

→֒ C (I;H) ;

(ii) pro všechna u, v ∈W a všechna s, t ∈ I plat́ı

(u(t), v(t))H − (u(s), v(s))H =

∫ t

s

[
〈u′(τ), v(τ)〉X⋆,X + 〈v′(τ), u(τ)〉X⋆,X

]
dτ.

(A.53)
Speciálně pro u = v,

1

2
‖u(t)‖2

H − 1

2
‖u(s)‖2

H =

∫ t

s

〈u′(τ), u(τ)〉X⋆,X dτ (A.54)

pro všechna s, t ∈ I.

D̊ukaz. viz Gajewski et al. [1974] �

Věta A.4.5 (Aubin–Lionsova věta o kompaktńım vnořeńı)
Necht’ je α ∈ (1,∞) a β ∈ [1,∞]. Je–li X Banach̊uv a X0,X1 reflexivńı separa-
bilńı Banachovy prostory takové, že

X0 →֒→֒ X →֒ X1, (A.55)

pak
{v ∈ Lα (I;X0) ; v′ ∈ Lβ (I;X1)} →֒→֒ Lα (I;X) . (A.56)

D̊ukaz. Viz. Lions [1969, Section 1.5] pro β ∈ (1,∞). Př́ıpad β = 1 je dokázán
v Simon [1987] a Roub́ıček [1990], kde jsou nav́ıc prostory chápány jako lokálně
konvexńı. �

A.4.1 Daľśı použitá lemmata

Lemma A.4.6 (Gronwallovo lemma)
Necht’ jsou α(t), β(t), y(t) ≥ 0 ∀t ∈ (0, T ) a α, β ∈ L1 ((0, T )). Pak pro spojitou
funkci y, která splňuje nerovnici

y′(t) ≤ α(t) + β(t)y(t) pro ∀t ∈ (0, T ), (A.57)
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plat́ı

y(t) ≤ y(0)e
∫

t
0

β(s) ds +

∫ t

0

α(v)e
∫

t
v

β(s) ds dv pro ∀t ∈ (0, T ). (A.58)
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řešeńı
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skoro všude, 72
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konečných prvk̊u, 6

minimum
lokálńı, 9
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počet
variačńı, 8
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spojitě diferencovatelných funkćı,
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o kompaktńım vnořeńı
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p < d, 103



142 REJSTŘÍK
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