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Kapitola 1

Uvod

1.1 Proc¢ zavadime pojem slabého reSeni
Uvodn{ kapitola sleduje nékolik cila:

e Na ptikladu Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici ukazeme v Sekci 1.1.1,
ze klasické feseni ilohy vyzaduje a priori jistou hladkost dat ulohy. Pokud
data tyto pozadavky na hladkost nespliuji, je tfeba zobecnit pojem feSeni.
My se vydame jednou z moznych cest, ktera nas privede k pojmu slabého
feSeni, a kterd nam také vytyci jak zakladni problémy, kterym se budeme
v texty vénovat, a soucasné i pozadavky na prostory funkci, v nichz slabé
reSeni hleddame.

e V Sekcich 1.1.2 a 1.1.3 uvedeme dvé matematické oblasti, kde se (parcidlni)
diferencialni rovnice vyskytuji v slabé formulaci pfirozenym zpusobem. Ji-
nak feceno, slabé feseni parcidlni diferencidln{ rovnice (PDR) je v téchto
oblastech prvotni pojem, zatimco klasické feSeni je pojem odvozeny, tedy
spiSe druhotny. Prvnim piikladem jsou nutné podminky existence kri-
tickych bodu funkciondla jako jsou délka kiivky, obsah plochy, celkova
energie Castice a podobné. V klasické mechanice jsou kritickymi body
feSeni Eulerovych-Lagrangeovych rovnic. Tyto rovnice jsou vsak objekt
druhotny, nebot jsou odvozeny z podminky

Gateauxovskd derivace funkciondlu v kritickém bodé je v libo-
volném sméru nulova.

coz je ekvivalentni vyroku, ze kriticky bod je slabym fesenim Eulerovych-
Lagrangeovych rovnic.

Bilan¢ni rovnice mechaniky kontinua formulovand na libovolnych , kul-
turnich“ podmnozinéch oblasti (takzvané kontrolni objemy), kterou téleso
vypliuje, je dalsim piikladem problému, kde je slabé feseni prvotni pojem.
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Ukézeme totiz, ze z bilanci (hmoty, energie, hybnosti) formulovanych na
kontrolnich objemech lze piimo ziskat pojem slabého feSeni, aniz by bylo
nutné formulovat bilanéni rovnice klasickym zpusobem.

e Struc¢né také ukdzeme, ze pojem slabého feseni parcidlnich diferencidlnich
rovnic je zakladem numerické metody zvazné metoda koneénych proki.
Vyhodou této metody, kterd je vhodna jak k numerickym simulacim, tak
k teoretické analyze (napiiklad odhad chyb), je skutecnost, ze se tato
diskrétni metoda opira o hluboké teoretické vysledky ziskané pro spojity
problém. Tato kniha by méla slouzit jako ivodni text, kde se lze seznamit
s nékterymi teoretickymi vysledky pro spojity problém.

1.1.1 Homogenni Dirichletova tiloha pro Laplaceovu rovnici

Vezméme omezenou otevienou mnozinu Q C R? s hranici 9Q a uvazujme
nésledujici dlohu!

—Au =f, VxeQ (1.2a)
u =0, Ve, (1.2b)

kde f:Q — R? je dand funkce.

Klasickym fesenfm tlohy (1.2) rozumime funkci u € C? (Q)NC (), kterd spliiuje
(1.2a) a (1.2b) bodove. Je-li u klasické fesen{ (1.2), pak nutné musi byt f € C (Q2).
Pokud vsak funkce f na pravé strané rovnice neni spojitd (coz muze nastat
pii popisu néjakého fyzikalniho problému), je zFejmé pojem klasického Feseni
nedostac¢ujici, nebot i tilohy tohoto typu je potfeba matematicky zvladdnout. Je
tudiz nutné zavést obecnéjsi definici feSeni zadané ulohy a ziskat tak objekt, se
kterym muzeme v takovychto piikladech pracovat.

Predpokladejme, ze
e, (1.3)

vyndsobime rovnici (1.2a) libovolnou funkef ¢ € D(Q) a zintegrujme vysledny
vztah pres ). Dostaneme

—/QAu sodﬂc:/ﬂfso, Vo € D(Q).

!Pripomefime oznageni: Je-li ¢ = (q1,.. .,qd)T vektorové veli¢ina (napiiklad tok tepla),
pak rovnice
divg=f, VzeQ (1.1)
dava do rovnovahy tok veliciny ¢ pres hranici 02 a objemové zdroje veliciny f. Je-li tok ¢
umérny gradientu Vu (to jest je linedrné zdvisly na Vu), kde u je skaldrn{ funkce u : Q@ — R
(napiiklad teplota), pak z (1.1) plyne (1.2a), nebot po dosazeni § = Vu do levé strany rovnice
(1.1) dostaneme

d d d
. 9q; 1o} ou 92%u
divg = E = E = = Au.
o — Ox; (ax,) — Oz? v

= Oz i
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Levou stranu rovnice upravime pomoci Greenovy véty (pfesnéji feceno podle
jejiho dusledku pojedndvajictho o integraci per-partes) a uvédomime si, Ze in-
tegral pres hranici 0f2 je nulovy, protoze funkce ¢ ma kompaktni nosi¢ v €.
Vysledkem je
/ Vu Vedr = / fo, Yo €D(Q), (1.4)
Q Q

neboli

(Vu,Vgp)Lz(Q) = (f, @)L%Q)a Vo € D). (1.5)
Mohli bychom pokracovat dale a prenést jesté jednu derivaci z u na ¢, touto
cestou ale nepujdeme, chceme totiz, aby prostor, ve kterém budeme hledat
feseni, byl shodny (nebo alespon blizky) prostoru, odkud budeme brat funkci
. Specialné se ptame,

Otéazka 1.1.1 Lze v rovnici (1.5) poloZit o = u?

Pokud ano, pak z (1.2a) plyne

||VU||2L2(Q) = /Q Vul?dz = (f, u)L2(Q) < ||f||L2(Q) ||U||L2(Q) ) (1.6)

kde jsme v poslednim kroku vyuzili Holderovu (¢i Cauchy-Schwartzovu) nerovnost.

Mysleme si, ze
3> 0, Vu: full ey < eVl page (17)

neboli norma funkce je kontrolovana normou gradientu. Toto obecné neplati, jak
lze snadno nahlédnout dosazenim konstantnich funkci. V nasem piipadé vsak
vime, ze plati u|y, = 0, coz vylucuje vSechny netrividlné konstantni funkce.
Otazka vsak zustava

Otdazka 1.1.2 Pro jaké funkce lze ocekdvat platnost (1.7)¢
Pokud plati{ (1.7), pak z (1.6) vyplyva
HVUHLZ(Q) < ch||L2(Q) .

Odsud a z predpokladu (1.3) pak plyne, ze Vu € L? (), coz vede k pFirozené
definici prostoru

wh(Q) = {v € L*(Q),Vi=,...,d: g;’{ € L? (Q)}.

Jesté zavedeme prostor
Wo () = {v e W2 ()] v [y =0}

Pfipomerime, ze pro funkce v € L? (), p € [1, +00], nem& smysl mluvit o hod-
notéch funkce na hranici, protoze hranice 02 je mnozina nulové (d-rozmérné)
Lebesgueovy miry. Funkce z W2 (Q) vsak tvoif podprostor v L? (Q) a kromé
hodnot funkce lze néco fici i hodnotéach jejich derivaci — otdzkou je, zda tato
informace bude stacit k tomu, abychom mohli mluvit o hodnotach funkce na
hranici. Bude tedy nutné vyftesit nasledujici problém.
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Otazka 1.1.3 Lze prov € W12 (Q) miluvit o hodnotdch na hranici? Pokud ano,
v jakém smyslu?

Vratme se jesté k otdzce 1.1.1. Z (1.5) plyne, Ze odpovéd bude kladnd, pokud
je kladnd odpovéd na otdzku

Otazka 1.1.4 Jsou funkce s kompaktnim nosicem husté Wo'2 (Q)?

Pokud ano, nazveme u € WO1 2 (Q) slabym Fesenim 1lohy (1.2) prave kdyz Ve €
W, % (Q) plati rovnost

(VU, V(,D)Lz(Q) = (fa QD)L2(Q) :

Zavedli jsme tedy pojem fFeSeni, ktery vyzaduje méné informaci o hladkosti
funkei (a to jak danych, tak hledanych). Uzitim nové definice feseni okamzité
vyvstavaji nasledujici otézky.

1. Jak je to s existenci feSeni a s jeho jednoznacnosti? Lze ukdzat spojitou
zéavislost TeSeni na datech tlohy? Pokud ano, v jaké metrice? Souhrnné se
tyto otdzky oznacuji jako problém existence jednoznacnosti slabého feseni
a jeho spojité zavislosti na datech.

2. Lze ziskat dodate¢nou informaci o hladkosti feseni v pripadech, kdy jsou
data 1lohy hladsi, nez je pozadovano pro samotnou existenci? Za jakych
podminek na data bude slabé feSeni fesenim klasickym? Souhrnneé se tyto
otazky oznacuji jako problém regularity slabého feSeni.

Tyto zakladni problémy budeme v této ucebnici zkoumat nejen pro motivaéni
problém (1.2), ale pfedevsim pro (linedrni) eliptické, parabolické a hyperbolické
ulohy (viz prislusné kapitoly).

Poznamenejme, Ze problém existence a jednoznaénosti je lehéi nez problém regu-
larity a to proto, ze je zalozen na obecnéjsich pojmech, funkcich,. . . a pro linearni
eliptické tlohy vSe vyfesime Rieszovou vétou o reprezentaci a jejim zobecnénim.

Jesté drive, nez se pustime do otdzek zabyvajicich se feSitelnosti parcidlnich
diferencidlnich rovnic ve slabém smyslu a kvalitativnim chovanim téchto feseni,
zavedeme Sobolevovy prostory W*? (Q) a budeme zkoumat jejich vlastnosti.
Specidlné se zaméifme na otdzku hustoty hladkych funkef D(£2), C>=(Q2), C*°(Q)

v Sobolevovych prostorech, otdzku interpretace hodnot funkef na hranici (véta

o stopach), otdzku souvislosti Sobolevovych prostoru s jinymi prostory funkei
(véty o spojitém a kompaktnim vnofeni) a kone¢né také otdzku platnosti Poincarého-
Friedrichsovych nerovnosti (pifkladem je nerovnost (1.7) uvedend vyse).

1.1.2 Ulohy variaéniho po&tu — nutné podminky

Varia¢ni pocet se zabyva studiem kritickych bodu (tzv. extremal) funkciondlu, to
jest zobrazeni z Banachova? prostoru, obvykle nekone¢né dimenze, do prostoru

2[’Jplny normovany linedarni prostor.
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redlnych cisel. Typicky je ¢ : X — R, kde X je prostor funkei (napriklad
CH(((,a),b)), CH(Q) N Co() a podobne).

Ptipomenime nékolik zdkladnich pojmu.

Definice 1.1.5 (lokdlni maximum (minimum)) Rekneme, Ze funkciondl ¢ :
X — R md v bodé xg € X lokdIni maximum (resp. minimum) pokud

36 > 0,Vz € Us(wo) : p(x0) > ¢(x) (resp. p(xo) < ¢(z)),

kde Us(xo) = {x € X| ||e — wolly < 6}.

Definice 1.1.6 (Gateaux derivace) Rekneme, ze funkciondl ¢ : X — R md
v bodé xy € X Gateaux derivaci, pravé kdyz Vh € X, ||h||y =1 existuje limita

(zo +th) — p(z0)
p .

Oip(wos h) = lim £

Pokud je z¢ lokdlnim minimem (resp. maximem) funkciondlu ¢, aneb zy je
extremala funkciondlu ¢, a pokud limita d¢(xo; h) existuje pro néjaké h € X,
pak nutné dp(zo; h) = 0. Specidlng, je-li ¢ Gateaux diferencovatelnd v bodu
xg € X, pak nutné

Vh € X : dp(xo; h) = 0. (1.8)

Diikaz predchoziho tvrzent je elementérni. Oznacme g, (t) = p(xo+th). Protoze
gn(t) mé v bodé 0 lokdln{ extrém, z teorie redlnych funkei plyne, ze pokud
existuje g7,(0), pak je g,(0) = 0. Avsak dle definice Gateaux derivace je g, (0) =
dp(zo; h).

Uved'me nékolik pifkladi tloh klasického variaéniho poétu.

Piiklad 1.1.7 (brachystochrona) Bud’

v ={(z,y) €R*|z € [0,a], y = f(z), y(0) =0, y(a) =b}

krivka spojujici pocdtek souradného systému s bodem [a,b], kterd je zadand jako
graf funkce y(z). Uloha o brachystochroné (iloha o kfivee nejrychlejsiho spddu)
je problém nalézt takovou funkci y z pripustné tridy funkct

Y = {y € C'((a,b)) N C([a,])] y(0) = 0,y(a) = b},

kterd minimalizuje funkciondl

_ Lt @)
T[y]—\/g/o o) dz,

ktery uddvd cas potrebny k tomu, aby se v homogennim gravitacnim poli g
dostal hmotny bod samospddem po kiivee y(x) z startovni pozice [a,b] do pocdtku
souradného systému.
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Priklad 1.1.8 (délka ktivky) Uzijeme-li oznacend z predchoziho prikladu, pak

Sfunkciondl .
Il = [ VIF@Pds,

uddvd délku kiivky zadané jako graf funkce y(x). Ulohou je minimalizovat Ly
na tridé pripustniych kiivek Y .

Piiklad 1.1.9 (minimdlni plocha) Bud Q C R? né&jakd (rozumnd) mnoZina
a bud ddna funkce g : 00 — R. Uloha o minimdini plose je problém nalézt
takovou funkci w : Q — R, Ze w minimalizuje funkciondl

Alu] :/Q\/l—&- |Vul?2dx

ktery uddvd obsah plochy popsané funkci u, pricemzZ mnozina pripustnych ploch
je uréena jako

Y ={u eCl(Q)NC@Q)| ulpy =g}

Prostory Y zavedené v piikladech 1.1.7 a 1.1.9 ovSem nejsou linearni. V piikladech
1.1.7 a 1.1.8 tedy volime

X =C((a,b) NCo([a, b])
a kriticky bod (extremdlu) y hleddme ve tvaru
y(x) = yo(x) + (), (1.9)

kde £ € X ayg : [0,a] — R je néjaka hladkd funkce spliujici okrajové podminky
y0(0) = 0 a yo(a) = b. Podobné v piikladu 1.1.9 volime

X =CHQ)NCy(Q)
a kriticky bod (extremdlu) w hleddme ve tvaru

(‘)(x’y) = Lc)o(.’lﬁ,y) + §(x,y),

kde € € X a wp : Q — R je néjaka hladké funkce spliiujici okrajové podminky
WO|{)Q =g

Na pifkladu 1.1.8 ukézeme, ze pozadavek na nulovost Gateaux derivace (1.8)
odpovida pozadavku na nalezeni slabého feseni Eulerovych-Lagrangeovych rovnic,
samotné Eulerovy-Lagrangeovy rovnice jsou vSak v tomto pripadé druhotnym
pojmem, nebot jsou odvozeny za piedpokladu vyssi hladkosti uvazovanych funkeci.

Pro libovolné ¢ € X plati

t=0

_ / Y@@
VI @R

Ll +9) = 55 [ VT (o) T €@ + 1 (@) P

[ yesree,
o I+ (2)+t(2))?
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Podminku (1.8) v tomto konkrétnim piipadé tedy piepiSseme jako

Yo € C'((a,b)) N Col[a, b)) Y@@ . (1.10)

Rviszon

/
Teprve za dalsiho predpokladu na hladkost uvazovanych funkci, napiiklad (%) €
y'(z

C((a,b)), dostdvame (po provedeni integrace per partes) z predchoz{ rovnice vz-
tah

Vi € Colla, b)) : — /0 (%) o(z)dz = 0, (1.11)

ktery jiz implikuje bodovou platnost Eulerovy-Lagrangeovy rovnice3

( yle) ) =0, (1.12)
L+ (y'())?

Je na misté se ptét, pro¢ nenazveme slabym fesenim rovnice (1.12) funkei y €
CY((a,b))NCo([a, b]) splitujici rovnost (1.10), a pro¢ radéji pracujeme s obecnéjsimi
funkcemi?. Velice véznou namitkou proti této konstrukei je skuteénost, ze pros-
tor C1(2) nenf tplny vzhledem k integraln{ normé ||“HC1(Q),f = [ v/ (2)|dz,
pficemz integralni norma je pro danou tlohu pfirozena.

Je-li y ve tvaru (1.9), pak je funkce £ ze zminéného rozkladu vhodnd testovaci
funkce v rovnosti (1.10). Polozime-li skutecné £ = ¢, dostaneme

a / ’ / 2 ’ /
D@ e W@ Y@
o V14 (y(x))? V1+ (Y (x))? V1+ (Y (z))?
Tuto rovnost a skutecnost, ze @l < 1, vyuzijeme k odhadu
1+(y' (2))?
' ¥/ ldz = /a vl (1+]y'[?)ide <
0 0 (Lt lyP)F

1 /@ i
<3 ‘y‘ /\/1+|y\2da:<
Lo 1y /
< = T+ = 14+ |y/|2dx <
5 1+|,|2|yo| Vit+ly|
a a
<= Olde+ = + = '|dz.
5 [ okt 5+ 5 [ ias

3Zde jsme vyuzili platnost tvrzeni: Je-li u € C(Q) a plati-li pro kazdé ¢ € C(£2) rovnost
Jq u(@)p(z)dx = 0, pak je u = 0 pro viechna x € Q.

Prvnim kandiddtem na vhodny prostor funkci by mohl byt Sobolevuv prostor
Whl((=,0)0a) = {ue L' ((0,a),u € L' ((0,a)))} nebo spise prostor funkci s omezenou
variaci.
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Celkové tedy dostavame

/0 ' |dz < / ybldz + a, (1.13)

coz ukazuje, ze L'-norma derivace je norma pfirozend pro danou tlohu.

Na zavér jesté uvedeme tvrzeni spojujici tuto a predchozi sekci.

Lemma 1.1.10 (variaéni formulace Laplaceovy rovnice) Funkceu € W, ()
je extremalou (lokdlnim minimem funkciondlu)

1
dlu] = = | |Vu|*dz — | fudx,
2 Ja Q

pravé kdyz u je slabym reSenim dlohy (1.2), to jest splruje rovnost (1.4).

Diikaz. 1) Je-li u € Wol’Q(Q) extremélou funkciondlu ¢, pak nutné d¢(u; @) = 0
pro viechna o € W, > (). Avsak

dlu + tp] Z;/QVqu:v—/qudx—i—t{/QVu~ch—fgod:v}

1.14

p (1.14)

+ — [ |Vy|“dz.
2 Ja

Odsud snadno plyne, ze

5¢(U, @) = (vu7 Vg@)[ﬂ (Q) - (f7 @)LQ(Q) )

¢imz je jedna implikace dokazana.

i) Naopak, pouzitim (1.14) s t = 1, snadno nahlédneme, ze (1.4) implikuje

Plute] > dlu] Ve WyP(Q).

1.1.3 Bilanc¢ni rovnice mechaniky kontinua

Rovnice, které popisuji pohyb télesa v ramci termodynamiky kontinua, vychazi
z bilan¢énich zdkonu, jejichz platnost je pozadovana pro kazdou otevienou pod-
mnozinu B oblasti Q vyplnéné materidlem. Obecnd formulace téchto bilan¢énich
vztaht mé pak tvar

i/ D(t,x)da:+/ ﬁ(t,x).ﬁdsz/P(t,x)dx, (1.15)
dt Js o8 B
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kde D znaéi hustotu fyzikaln{ veli¢iny (hmoty, slozek vektoru hybnosti, slozek
vektoru momentu hybnosti, entropie, celkové energie), F je odpovidajici tok
této veli¢iny hranici a P je objemova produkce piislusné velic¢iny.

Ze vSech bilan¢nich vztaht si pro lepsi predstavu o tvaru funkci D, FaP
uvedme bilanci hmoty

i/p(t,x)dx—l—/ p(t,x)v(t, ) @ dS = 0, (1.16)
dt Js oB

bilanci hybnosti

d

G | otaitader [ (ot @0~ 1yias = [ ple.a)it.a)d.

aB Q
(1.17)
a bilanci celkové energie

% Bp(t,x) (|z7’(t,x)| + e(t,x)) dx+

+ /86 (p(t,x) (W + e(t,x)) Wt x) — q— TU(t,x)) . iidS =
_ /Q p(t, 2)b(t, ) 0 3(t,x) + p(t, 2)r(t, 2)dz.  (1.18)

Standardni postup odvozeni rovnic termomechaniky kontinua je zaloZzen na
prepisu (1.15) pomoci Greenovy véty a zdmény derivace a integrélu do tvaru

/B (Dyt +divF — P) (t,z)dz = 0,

kde B C B C Q je libovolny kontrolni objem. Za piedpokladu, Ze integrand je
spojity pak z predchozi rovnosti plyne, ze V € Q, Vt € (0,T) plati

D (t,z) + div F(t,z) = P(t, ). (1.19)

Je ziejmé, ze (1.19) vyzaduje diferencovatelnost funkef, kterd neni v (1.15)
potieba. Slabd formulace bilanénich zdkonu se pak ,,obvykle“ odvozuje z (1.19)
a okrajovych podminek.

Nasim cilem je ukdzat, Zze obecnd forma bilanéniho zdkona (1.15) piffmo imp-
likuje slabou formulaci. K tomu budeme potifebovat nasledujici tvrzeni, jehoz
dikaz lze nalézt napiiklad v Evans and Gariepy [1992] ¢i Lukes and Maly [1995].

Véta 1.1.11 Bud n : R" — R lipschitzovskd funkce a bud v € L' (R™). Pak
plati

. U‘{mER”\ n(x)=ry Je integrovatelnd ve smyslu (n—1) rozmeérné plosné (Haus-
dorffovy) miry,
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d fR” ‘VH |dI = fR (f{a:ER"\ n(x)=r} U(l’)dS) dr

Nynf sledujeme postup navrzeny v Feireisl [2004]. Bud' 1 nezdpornd nekoneéné
spojité diferencovatelnd funkce s kompaktnim nosicem, tedy n € D(2), n > 0.
Pak mnozina {z € Q| n(x) > r} ma pro skoro vsechna r € [0,+o0) hladkou
hranici {x € Q| n(z) = r}. Uvazujme nyni obecnou formu bilanéniho zdkona
(1.15) s kontrolnim objemem B = {z € Q| n(x) > r} pro r € (0,+00) a zin-
tegrujme bilan¢ni zakon s takto zvolenym objemem od 0 k +00. Mame

400
/ / D(t,z)dzdr+
dt B={z€Q| n(z)>r}
+oo
/ / F(t,z)e V() dSdr =
0B={zeQ| n(z)=r} |Vn(z)]

+o00
= / / P(t,x)dzdr.
0 B={z€Q| n(z)>r}

Vyuzijeme-li nyni k dpravé druhého c¢lenu tvrzeni 1.1.11 a prvni a tfeti ¢len
prepiSseme s pomoci nésledujictho mezivypoctu (h(t,z) = D(t,z) popiipadé
h(t,x) = P(t, ))

/0+°° /,3={er| ()57} ht, v)dwdr = /O+OO /Q sign (n(z) — )" h(t, z)dzdr =
= [ty [ s ) - )" dre = [ nitamtoa,

dostaneme pro libovolné n

/D (t,2)n dx+/ﬁ(t,x)oVn(x)dx:/QP(t,x)n(x)dx,

coz implikuje platnost (1.19) ve smyslu distribuci.



Kapitola 2

Teorie parcialnich
diferencialnich rovnic

2.1 Eliptické parcalni diferencialni rovnice 2. radu

2.1.1 Existence slabého fFeSeni, jednoznacnost a spojita
zavislost na datech pro jednu tiidu eliptickych operatori

Lawrence C. Evans: ”"Neexistuje zddna obecné teorie zaméfend na feSitelnost
vsech PDR. Vzhledem k obrovské ruznorodosti jevii (geometrickych, fyzikalnich,
stochastickych), které jsou modelovdany PDR—emi, takovato teorie tézko bude
nalezena. Misto toho je vyzkum zaméfen spiSe na ruzné specialni typy PDR,
které jsou dulezité z pohledu aplikaci, s nadéji, Ze ndhled na puvod téchto rovnic
muze dat cit pro jejich feseni.”

”V moderni teorii PDR je velké usili vénovano matematickym dukazum exis-
tence Feseni ruznych PDR, a nikoliv odvozovani vzorecku pro tato feseni. To se
muze zdat zbyteéné az blaznivé, le¢ matematici jsou jako teologové: povazujeme
existenci za zdkladni vlastnost toho co studujeme. Avsak nemusime, jako vétsina
teologt, spoléhat vzdy jen na viru samotnou.”

Prvni tiida eliptickych tloh 2. fadu bude vedena dvéma sméry
(a) Vlastni operator nebude zcela obecny, spiSe uvazujeme jen piiznivé ¢leny.
(b) Soustfedime se na ruzné typy okrajovych podminek.

(OBLAST) Bud © c R? (2 € C%! tj. Q je omezend, oteviend s lipschitzovskou
hranic{). Necht hranice O je slozena ze ¢ty ¢asti

0N=TUlLUl'sUN

kde T'; je oteviend v 9 pro i = 1,2,3 a (d — 1)-rozmérnd Lebesgueova mira
mnoziny N je nulova.

15
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Bud dany funkce: (DATA)

f: Q=R ¢g:ToUl'3 >R A::(aij)zjzlzﬁeRdXd
b: O —R up: 't — R
oc:T's = R

Cilem je vyfesit tlohu: hleddme u : 2 — R tak, ze
—div(AVu ) +bu=fvQ (2.1)

(podrotnesi o2 (0022 bt = 1)

(Dirichlet) u = ug na I'y

(Neumann) % =g naly

(Newton) % +ou=g nalj
2—;‘ = Vu-n, kde n = (ny,...,nq) = n(x) je takzvand konormdla definovand
vztahem n; = a;;v;, kde v = (11, ...,vq) = v(z) je vnéjsi normdla k 0Q v bodé

x € 00

Piiklad 2.1.1 Je-li A(z) = I (& a;j(z) = 6;5 Yo € Q) a b = 0, pak dloha
(2.1) prejde ve tvar:

—Au =fov)
u =wug vy
@:MFQ (2.1
v

ou
— t+ou =govls
v
Tato tuloha popisuje napiiklad rovnovdiné rozdéleni teploty v homogennim a
izotropnim materidlu za podminek, kdy na I'y je dand teplota ug, na I's je
predepsdn tok tepla hranici a na Tz je tento tok dmérny rozdilu vnéjsi (dané) a
vnitind (nezndmé) teploty.
Obecnéji: pro u= teplota se ziskd z energetické rovnice v termodynamickém
ekvilibriv: —divq = r, kde r je zdroj tepla a q je tok tepla dany zobecnénym

Fourierovym zdkonem ¢;(x) = kij (x) 8535;@-
J
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Ptedpoklady:

(A0) Qe

(A1) Existuje C; > 0 tak, Ze pro s.v. z € Q a pro kazdé £ € R? plat
7 AE = (AL,€) = ay(2)6i€; 2 Crle?

(A2) a;5,be L®(Q),0 € L*™(T'3)

(A3) feL*(Q),ge L*(TyUTly)

(A3%) feV*age (W22 (ToUT;)*

(A4) b,0>0

(A5) existuje g € WH2(Q) tak, ze T'io|r, = uo

Pozorovani 2.1.2 Vsimnéme si, Ze vektor konormdly n(z) = (n1,...,nq)
v kazdém bodé x € OQ ven z oblasti: n(x)-v(z) = a;j(x)v;(x)v;(z) > Ci|v(z
Cy > 0.

Véta 2.1.3 (Lax—Milgramova) Bud X redlny Hilbertiv prostor se skaldrnim
soucinem (-,-)x a normou |-|x = (-,-)"/2. Bud B : X x X — R bilinedrni forma
na X, kterd je

(a) X —eliptickd (tzn. 3Im > 0 tak, ze Yu € X : B(u,u) > m|u|%)

(b) omezend (tzn. IM > 0 tak, Ze Vu,v € X : |B(u,v)| < M|u|x||v|lx

Pak pro kazdé F € X* existuje prdvé jedno u € X tak, Ze

B(u,v) = (F,v) proVYveX (2.2)

1
lullx < — U F ] x- - (2.3)

Diikaz. (a) Necht navic B je symetrickd (coz je ¢asty ptipad v aplikacich)
(B(u,v) = B(v,u) Vu,v € X). Pak B(u,v) je skaldrn{ sou¢in na X (a diky
podminkdm (a) a (b) generuje normu ekvivalentni pivodn{ normé na X). Exis-
tenci a jednozna¢nost fesenf tlohy (2.2) pak dostaneme pifmo z Rieszovy véty
o reprezentaci. Dosadime-li do (2.2) za v = u, pak

mlulk < B(u,u) = (F,u) < ||[Fllx|Jullx
implikuje (2.3) a dukaz je hotov.
(b) B neni symetrickd. Pro u € X pevné B(u,-) € X*. Dle Rieszovy véty
existuje tedy prvek, oznacme jej Au € X, tak, ze

B(u,v) = (Au,v)x Yve X

7 vlastnosti B plyne:

(i) A je linedrni, nebot B je bilinedrni
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(ii) A je prosty a R(A) je uzavieny, coz plyne z
1
mulkx < Bu,u) = (Au,u)x < [|Aullxlullx = fullx < — Nl Aullx

(iii) A je omezeny, nebot

[ Aullx = sup |(Au, v)| < sup [B(u, v)| <M |lullx [[v]x < M|ullx
IS
lvll<1

= [|Aulx < Mjullx

Tedy A : X — X je linedrni, omezeny a prosty operator. Ukdzeme, ze A je
zobrazeni na. Kdyby A(X) & X, pak existuje v € X \ A(X), ktery lze zvolit
tak, ze ||lv||x =1, v L A(X). Pak ale 0 = (v, Av) = B(v,v) > m|[v|% = m, coz
je spor.

Protoze F € X*, existuje w € X tak, ze (F,v) = (w,v)x Yv € X. K w tedy
existuje u € X tak, ze

B(u,v) = (Au,v) = (w,v) = (F,v)x+ x Yv € X.

Odvozeni slabé formulace
Definuj V = {p € C*(2); ¢|r, = 0} jako prostor testovacich funkei.

Mysleme si, ze u je Fesenim (klasickym) tlohy (2.1). Ndsobme zdkladni rovnici
z (2.1) libovolnym prvkem ¢ € V a integrujme pfres 2. Dostaneme

0 ou
f(deZ/bugodx—/(ai;)godX:
Q Q o O0x; \" Ox;
ou Oy Ju
= [ bupd G2 9P g 4, o ds.
/Q e X+/Qa]a$iaxj ) /zmajawiij )
__ Ou

Protoze a;; %I/j = 3, a ¢ =0naI'y, dostdvdme z hrani¢nich podminek
i

/fgpdx:/ <bucp+aijaua<p> dx—/ ggpds+/ oupds. (2.4)
Q Q axl ax] I'ouUll's I's

Oznacime-li

B(u, p) E/Q( Ou 0p +bu<p) dx+/F oup ds, (2.5)
3

Qi —— — 1
* &rz &rj

prejde rovnost (2.4) na tvar:

B(u7<p)=/f<pdx+/ gy ds.
Q oUl;

Nyni do této rovnice dosadime za u ze vztahu

v = u — 1o, (2.6)
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kde 1 je definovdno v (A5) a zavedeme jesté
(F, ) E/fcpder/ g ds — B(iog, ¢). (2.7)
Q I';ul's

Snadno nahlédneme, ze v je FfeSenim tlohy

’U|F1 :0
B(v,p) =(F,¢) YoeV

Pozorovani 2.1.4 Vsimnéme si, Ze plati
Ou 0
B(u,u) = / aij—u—u dx—|—/ bu? +/ ou® > C’l/ |Vul? do = Cy ||Vu||§
Q (r“)itz a.%'j Q I's Q

To nam naznacuje, ve kterém prostoru bychom méli V uzavrit. Definujeme proto

V = wzdver V ve WH2-norme.

Definice 2.1.5 (Slabého resend lohy (2.1)) Rekneme, Ze u je slabym Fesenim
(2.1), pokud

u—1ug €V

B(u,p) = / fo d:v+/ gp ds je splnéno pro¥Vyp € V
Q T'oul's

vevV

B(v,p) =(F,¢) YoV kdev:=u—1g

Abychom mohli aplikovat Lax—Milgramovu vétu, potifebujeme ukézat, ze

n v je Hilbertuv

[2] B(-,-) je bilinedrni forma na V'

B8] B(,-) je V-eliptickd

[4] B(.,-) je omezena

[] F e V* spojity linedrni funkciondl na V'

ad [1]  V je Hilbertiuv

V je uzavieny podprostor Hilbertova prostoru W12(Q). Tedy V je také Hilbertiiv.
ad [2]  B(:,-) je bilinedrn{ forma na V

Elementarni, plyne z linearity integralu.

ad [3]  B(:,-) je V—eliptickd
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Lemma 2.1.6 Nechf plati (A1) — (A4). Pak B(-,-) je V —eliptickd, pokud je
spinéna alespon jedna z ndsledujicich étyr podminek

(a mira I'y > 0,

o > 0 na podmnoziné mnoziny T's kladné (d — 1)-miry

)
(A6) B) b > 0 na podmnoziné mnoZiny  kladné d-miry
()

)

1
(A7) @ %udﬂ:z— udz = 0.
Q €2 Jo

Diikaz. Tvrzeni: 3C' > 0 tak, ze B(v,v) > C ||’UH?2 YoeV

Sporem: Nechf tvrzeni neplati. Pak Vn € N 3 v™ € V tak, Ze ||v"||?2 >
nB(v",v"™). Bez ijmy na obecnosti mizeme zvolit [[v™]|, , = 1. Prostor W' je
Hilbertuv a tedy reflexivni a posloupnost v™ je omezend. Z funkcionédlni analyzy
vime, ze v reflexivnim prostoru lze z kazdé omezené posloupnosti vybrat slabé
konvergentni podposloupnost. Existuje tedy v € V tak, ze pro jistou vybranou
posloupnost plati

v~y veV, tj.ve WhH2

Z véty o kompaktnim vnofeni (po piipadném prechodu na dalsi posloupnost)

plyne
v =y v L2,

Z pozorovéani 2.1.4 vime, ze
Cy[[Vo" 5 < B(™,v™) < 1/ny,

a limitnim pfechodem v nerovnosti pro k — oo dostdvdme (za pouziti slabé
zdola polospojitosti normy) rovnost

I90ll, = Jim [ Vo[l, =0,

z ¢ehoz vyplyva
Vo™ — V=0 v L

Zjistili jsme tedy, ze v™ — v ve W12 a 7e v = const. Dale

1= khm ||”Unk||172 = HU||1,2 :
—00

Funkce v je konstantni v = C' a mé jednotkovou normu. Ale:

(«) je-li mira Iy > 0, pak musi byt C' = 0. Jediné pii této volbé m4d v nulovou
stopu na I'y a tedy lezi ve V. Jenze ||0||; , = 0. (spor)

(8), (v) B(v,v) =lim B(v™,v™) = 0. Z definice ovsem plyne (pii Vv = 0)

B(v,v)—/Qb|v|2+/rga|v|2—|02 (/Qb+/rga>

Vyraz v zévorce je kladny, tudiz B(v,v) = 0 jediné pii C = 0 (spor).



2.1. ELIPTICKE PARCALNI DIFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU 21
(6) $ov =0, tedy nutne C' = 0 (spor). O

ad [4] B(:,-) je omezend

Lemma 2.1.7 Necht (A2) plati. Pak 3M > 0|B(u, )| < M [ull,  [[v]]; 5-

Diikaz. Cviceni ¢. 9. (uzij Holderovu nerovnost, (A2), ale i vétu o stopach). O

ad [5] F € V* spojity linedrni funkcionél na V'

Lemma 2.1.8 Necht (A2), (A3), (nebo (A3%)) a (A5) plati. Pak F € V* a
JCr > 0 tak, Ze

1Flly- < Cr (15l + gl s raurs) + ol 2] (2:8)
(nebo Cr [If11v + 19l gyt 2 gy + 100112 )
Dukaz. Cviceni ¢. 10. O

Véta 2.1.9 Bud Q € C%'. Nechf (A1) — (A5) plati. Necht ddle jedna z podminek
(A6) je splnéna. Pak existuje prdvé jedno slabé reseniu dlohy (2.1), které spliiuje

HU”LQ <C ||f||29 + HgHZ,FQUF;; + HQOHLZ (2.9)

Diikaz. Poloz v = u — g € V. Dle Lax-Milgramova lemmatu 3lv € V jakozto
fegeni tlohy B(v, ) = (F,¢) a navic ||[v|l,, < X ||F||,,.. Odsud

l[ully o = [lu =G0 + Toll; o < [Jvlly 2 + o]l o <
< C [Iflly.0+ I9lz.ppur, + loll o]

Samoziejmé jsme vyuzili lemmat 2.1.6, 2.1.7 a 2.1.8. (]

Dausledek 2.1.10 Protoze iloha je linedrni, tak zobrazeni F : [f, g, o] — u
jakozto zobrazeni z L?(2) x L2(T'y UT3) x W12(Q) do V je omezené a spojité.

Nen{-li splnéna ani jedna z podminek (A6) pak fesfime Neumannovu tilohu

0 ou

Ju
%—g na 0f)

(2.10)

Slabym Fesenfm této lohy nazveme u € W2(Q) spliujict

Ou Oy / / 1,2
agjj——=——dx= [ fodx+ gpds Ve e WH4(Q 2.11
[ ogrge = [ reds [ goas voew@ )
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Priklad 2.1.11 Jednodimenziondlni prototyp nasich iloh jsou rovnice
e u” =0 na(ab)
e ula)=a,ulb)=0 Dirichlet
o U(a)=aau(b) = smisend iloha
o v(a)=aau'(b)= Neumann

Obecné Teseni md tvar Az + b.

Lemma 2.1.12 Nutnd podminka existence slabého reseni Neumannovy ulohy:

/Qfdx—F/Bdis:O (A8)

Dikaz. Vezmi ¢ =1 v (2.11). O

Véta 2.1.13 Necht plati (A1) — (A3), Q € C%. Necht navic f,g spliugi
(A8). Pak existuje pravé jedno slabé reseni u € W := {v € W'2(Q); §,v = 0}
Neumannovy ulohy. Plati pro néj

2 < € [Ifll2+ 92,00 (2.12)

Ostatni Tesent jsou ve tvaru

u+ konstanta
Dikaz. B(u,v) je ddna vztahem fQ aij gTi 5% dx. Tato forma je bilinedrni, omezena
a dle lemmatu 2.1.8 (podminka (A7)) také W-eliptickd. Funkcional F defi-
novany vztahem (F,¢) = [, fodx + [, gpds je spojity, linedrni funkciondl
na WhH2(Q), tedy F € W* (i F € (Wh%(Q))*). Dle Lax-Milgramovy véty
dostdvame tvrzeni i odhad (2.12). Je jasné, ze u + coust. je také slabé feseni.
Opacné, jsou-li u a v dvé slabd fesen{ (2.10), pak B(u—v,¢) = 0Vp € WH2(Q).
Volbou ¢ = u — v dostaneme ||V(u — v)||, = 0. Tedy V(u — v) = 0 skoro vsude.
Odsud v = v + const. O

2.1.2 Existence slabého resSeni pro ulohy s obecnymi linearnimi
eliptickymi operatory — Fredholmova alternativa

Uvazujme nyn{ obecnéjsf formu na Wy *(Q) nez B(u,¢), a to:

df. Ou Op / ou / Op /
L[ g, 2L g b s ' bupdx (2.1
a(u, ) /Qa](?xj o, X+ ; axicp X + chaxi—’_ ; updx  (2.13)

To odpovida operatoru

0 ou ou 0
o= g (o ) i — e+
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s okrajovou podminkou u = 0 nebo % = 0 na 0N ale i operdtoru

P A LA N O
LSO: &rj (a”(?xi) axi(bz¢)+czaxi+b@

s okrajovou podminkou ¢ = 0 nebo g—i = 0 na 0.
Opét predpokldddme podminku elipticity (A1l). Déle
aij,bi,ci,b € L°() (zddny pfedpoklad na znaménko b!!) (A)

Plati

Lemma 2.1.14 Ezistuji Cy,Co, a v > 0 tak, Ze pro Yu, ¢ € Wol’2(Q) plati

la(u, @) < ¢y [[u| 1,2 ||90||1,2 (2.14)
~ 2 2
Calully s < alu,u) + 7 [lully (2.15)

Dukaz. (2.14) ziejmy (ovétte si)
(2.15)

ou Ou
e [ o) 20 g
& ||VU||2 — Qazj(m) 3z] axl X

Ou ou 9
_ [ , <
a(u,u) /leamiudx—i—/gcluaxi dX—F/{zbu dx <

2
<l + ( max Il + mox el ) g 190l + bl Jul <

yeery

«
< a(u,u) + 3 [|Vull; +

2
1 2
o (e 0+ o el )+ ||b|oo] Jul

kde jsme vyuzili nerovnost 2ab < a? + b%. Piic¢teme-li ke vzniklé nerovnosti
%(||u||§ - ||Vu||§)7 dostédvdme pozadovanou nerovnost. O

Véta 2.1.15 (1. existenéni) Existuje v > 0 tak, Ze pro kaZdé
v >y
a pro ¥f € L*() (mohlo by byt (Wy > (Q)*) 3! slabé Feseni u € W, *(Q) dlohy

Lu4+vu =f vQ

2.16
u =0 na ON. ( )

Diikaz. Vezmi v z (2.14) v Lemmatu 2.1.14. Pak a,(u,¢) = a(u, ) + v(u,p)
spliiuje predpoklady Lax—Milgramovy véty, coz dava tvrzeni. O

Bez dukazu uvddime nésledujici dulezitou vétu z funkcionélni analyzy:
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Véta 2.1.16 (Fredholmova alternativa) Bud H Hilbertiv, a K : H — H
linearni, kompakitni, omezeny. Pak

(i) N(I —-K) jekonecnédimenziondlni

(ii) R —K) jeuzavieny

(iii) R(I —K)=N(I—-K*)*

(v) NI-K)={0}R(I-K)=H

(v) dimN({ —-K)=dimN(I - K")
Fredholmova alternativa: Bud Kh—h = f v H md vesend pro kazdé f € H nebo
3 netrividing reseni Kh = h.
Véta 2.1.17 (2. existenéni) (i) Bud Vf € L*(Q) 3! (slabé) reseni

Lu=f vQ

u =0 nadQ (2.17)
nebo existuje netrividlnd (slabé) teseni dlohy
Lu=0 vQ (2.18)
u =0 nad.

(ii) Ezistuje-li netrividlni (slabé) Fesend tlohy (2.18), oznacime N C Wy()
mnoZinu jejich reSent a ddle N* C Wol’Q(Q) mnoZinu feSent adjungované dlohy

L'v =0 vQ (2.19)
v =0 nadf) '
Plati: dimenze N je koneénd a rovnd se dimenzi N*.
(iii) Pro dané f € L*(2) md tloha (2.17) Feseni < (f,v)2 = 0 Yv € N*.
Diikaz. (i) Volme v jako v Lemmatu 2.1.14. Definujme
ay(u, @) = alu, ) + 7(u, ¢)
odpovidajici operatoru
Lou= Lu+ ~yu.
Dle véty 2.1.15. = Vg € L2(€2) 3! slabé feseni u € Wy *(Q) splitujici
ay(u,0) = (9,0)2 Vo € Wy*(Q) (2.20)

Oznacme u = L7 'g, plati-li mezi u a g vztah (2.20).
(i) Plati ndsledujici ekvivalence:

u€ Wy ?(Q) fesf (2.17)
& ay(u,9) = (yu+ fp) Ve € Wy?(Q)
& u=L'(yu+f)
< u— Ku=h, kdeKuEfyL;luahELglf
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(iii) Tvrdime: K : L?(Q) — L?(f) je omezeny, linedrni, kompaktni (K je v—
nasobek L1, a L' fesf (2.20)). Vime:

« 2
3 lullie < ay(u,w) = (g, w) < llgll; [lully < cliglly [Vull,
coz dava
Jull; 2 < ellglly

tedy L;l ) Wol’Q(Q), coz je prostor, ktery je kompaktné vnoien do L? = K
je omezeny, kompaktni.
(iv) Aplikuj obecné vysledky z FA. Mimo jiné vime:

u— Ku=h méfeseni < (h,v)s =0V FeSeni v tlohy K*v = v.

Pocitejme

. 1 1, 1

(haU)Q = (Lfy fvc) = *(Kf,’l}) = 7(faK 1)) = 7(]071))7
Y v v

coz déva (iii). O
Véta 2.1.18 (3. existenéni véta) (i) Existuje nejuyse spocetnd mnozina ¥ C
R tak, Ze je ekvivalentni

AEY e VfeL*Q) e W20
resici

Lu=Xu+f v

(2.21)
u =0 mnadfd

(i) Je-li ¥ nekoneénd, pak se ¥ sklddd z {Ai}72, § Ay — 0.

Definice 2.1.19 ¥ se nazyvd (rediné) spektrum operdtoru L. Poznamenejme:
specialné iloha

Lu=Xu vQ
v =0 nadf)

md netrividlnt reseni w Z 0 < X € . Pak X je vlastni ¢islo L a w odpovidagict
vlastni vektor.

Dukaz. (i) Volme v jako v Lemmatu 2.1.14. Dle véty 2.1.15 lze predpokladat
A > —v (jinak vime, ze (2.21) mé jednozna¢né feseni). Lze téz pfedpokladat, ze
v > 0.
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(ii) Dle Fredholmovy alternativy mame nésledujici ekvivalence:

u Fesf (2.21) < 3 jen trividln{ slabé feseni
Lu =MXuvQ
v =0voN
& 3 jen trividlni slabé feseni
Ly =(A+7yuvQ
u =0 nadfN

A
< tloha u = L;l(()\ +y)u) = LKu mé jen nulové Feseni
v

neni vlastnim ¢islem operatoru K

v+

(iii) Nyni FA = K m4 nejvys spotetné mnoho vlastnich ¢isel hromadicich se
k {0}, avsak —I— — 0 Ag — o0 O

Véta 2.1.20 (omezenost inverze) Jestlize A € 5, pak existuje C' tak, Ze
[ull, < C1IFll; (2.22)

kdykoliv f € L*(Q) a u je jediné slabé resent ilohy (2.21).

Dukaz. Sporem: Pokud (2.22) neplati, pak

Lupy =\ Q
3 € LA(Q) a up € WE(Q) tak, Ze{ b e+ Sy

u =0v 00
a
>k
||uk||2 ka)”Q fk N 0 Sﬂné v L2<Q)
[uklly =1
{ur} omezend ve Wy*(2) Uk u o ve wt2
(z apriornich odhadi) up — u silné v L?
Pak wu Tesi
Lu=>M vQ
u =0 na 09Q.

Protoze A € ¥ = u =0 ale ||Jul|, = 1. O
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2.1.3 Regularita slabého reSeni

Uvédomme si nejdfive, ze véta o existenci jediného slabého feseni tlohy

1o} ou
_ i) by = Q C R?
ox; <aj8])j)+ u=f V=
U = ug na I'y
ou
—4ou =g na I's UT'3
ov

aij,bELoo(Q),O'ELOO(Fg)
b>0vQ,0>0nals,oc=0nals,
Ja>0:a(2)6& > alé> VreQ VEeR?

plati za slabsich pfedpokladu na data z dlohy, tj. na ug, f, g.
Ptipomen:

14
W= {(p € Wl’z(Q);y{ pdx = O}.
Q

uzaver {p € C1(Q); 0o =0na Ty} ve WH2(Q),

Uvaz podminky:

(1) I'; ... neprazdnd mnozina
(ii) b>0na HCQ,|H|g>0
(iii) o>0naly CTs,|Txla—1 > 0.

Zobecnénim véty 2.1.9 je nasledujici véta
Véta 2.1.21 (a) Necht
ge (Whr,u rg))*,f € V¥ ug € WHA(T).
a necht jedna z podminek (i) — (iii) plati. Pak Ilu € Wh2(Q) tak, Ze

u—1tg €V (g je rozsirend ug na )

((w, ) = ([ 00vev +49:0) b2 pyiry)y. 7P EV-
(B) Je-li Ty prdzdnd, by =0 v Q a o =0 na 9 a pokud
(fDawrz@) +(9:1) 41290, = 0
pak u € W spliiugict

((w,0) = (£ @) wrz@) +49: 0Dy h2ngy. VP EWAD)

27

(2.23)
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Dikaz. Je-li ug € W%’Q(Fl), pak existuje pravé jedno rozsiteni @iy € W12(€2)
tak, ze @y = up na I'; ve smyslu stop. Nalezeni u je (srovnej s dukazem véty
2.1.9.) ekvivalentni nalezen{ w € V' tak, ze

(@, 9)) = (=0, ) + {fo)ve +(9:0) 12,y = (F5 0

/aija—wa—wdx—k/bmpdx—k/ owepds
Q 8.’)3j aJ}Z‘ Q T

je omezend, bilinedrni, V—eliptickd forma a F € V* (ovéf!), Lax—Milgramova
véta davd tvrzeni (o). V pifpadé Neumanovy dlohy (viz. (3)) postupujeme
podobné (srovnej s vétou 2.1.13.). O

Protoze

s

((w; ¥))

Teorie regularit slabého feseni hled4 odpovéd na nésledujici otdzku: Necht jsou
data tdlohy hlads{ (lepsi) nez pozaduje existencn{ véta, je pak slabé fesen{ také
hlads{?

Pro linedrn{ eliptické (a také parabolické) tilohy je odpovéd kladnd, teorie je viak
technicky komplikovana. Proto se omezime na jednodussi situaci, kdy Q = R9.
Tzn., studujeme tlohu ”bez hranice”:

0 ou B d

Dokazte si vétu (pouzijte vétu 2.1.21):

Véta 2.1.22 Nechf a;; € L®(RY),b € L®(R?) > 0, a;;(x)&&; > alé]? Vo €
R? V¢ e RY. Je-li f € (WH2(RY))*, pak Ilu € WH2(RY) takové, Ze

ou o 1.9 /md
.. = 1,2 * ’ R . 22
/]Rd aij 9z, O; dx + y bup dz = (f, o) w12y Yo € W=(RY) (2.25)

Nyni predpokladejme, ze data jsou hladsi, tj.
aij € WH(RY), b € WH(RY) a f € L*(RY) (2.26)
Je pak slabé fesenf u € W22(R%)?

Véta 2.1.23 Necht a;j,b a f spliuji (2.26). Pak jednoznaéné definované slabé
reseni u € WH2(RY) wilohy (2.24) patii do W2(R?) a plati

[ully o < CNF; - (2.27)
Diikaz. 1. Formdlni. Ozna¢ pro pevné | € {1,2,...,d} : Z' = g—fl pro funkei Z.
Derivujme rovnici (2.24) dle a; : (%(2.24)) =

8 aul ’r a / 8” / !
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Nésob (2.28) u', integruj pres R? a uzij integraci per—partes (Greenova véta).
Dostaneme

ou’ ou’
> el | b(w)2dx =
/Rdajaxjﬁxq; X+/]Rd (U) *
ou ou’
- _ ’ il buu’ d "w'd 2.29
/Rda”maxjaxi [ puras [ s 2
Protoze u je slabé feseni, tak

Hqu,Q <C Hf”z . (2.30)

Leva strana (2.29): podminka elipticity +b > 0 = LS5(2.29)> « ||Vu’||§
Pravou stranu (2.29) nejdifve upravime: [ f'u'dx = — [ fu” dx a pak odhadu-
jeme

[PS (2.29)[ < sup - ag;(@)[ [[Vully [Vl + sup, 10l flll, +
EAS

~ « 2
Ll el < C UL IVl +C UL+l [Vu'lly < € Hf||§+§ IvVu']l; -
(2.31)

Déme-li dolni odhad LS (2.29) dohromady s hornim odhadem PS (2.29) obdrzime
71112 2 « m2 .. . .
al|VI|; <S5+ 3 V|5 , coz implikuje (2.27).

O

Tento ditkaz je formalni (nespravny), nebot vychézel z klasické formulace tilohy.
My vsak nevime, ze slabé feseni u € W12(R?) splituje rovnici (2.24) skoro viude
(¢i bodové) v RY. Musime tedy k dikazu vyjit ze slabé formulace (2.25).

Diikaz. 2. Rigorézni. Véta A.3.92 iika
1

uwe Wh? Eu6L2&|h|

lrhu —ull, <C < oo V]h| < hg.

Chceme ukézat, ze u € W22(R?). K tomu sta¢i (nebot u € WhH2(R?))

A 2
/ |Vu(x+heh|)2 Vu(z)| dx<C|fI? Vi=1,2,....4d, (2.32)
R4

kde vektor ¢’ = (0,...,1,0...) je i-ty vektor Euklidovské baze v R
Tvrzeni (2.27) pak plyne z véty A.3.92 a ze skuteénosti, Ze

vg — v v X (reflexivni, Banach) = |jv| < lgninf vkl -
— 00

Oznac¢me AMu(x) = u(z + he') — u(x), kde i je pevné. Protoze u € W12(R9),
tak Ay € WH2(R?).
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Oznaé r_pp = @(x — he?). Je-li ¢ € WHE(R?) = r_j0 € WH2(RY) a mizeme
ji pouzit jak testovaci funkei v (2.25). Po substituci dostaneme

/ aij(z + he") %4 (m)%(x +het)dx + [ b(x + he')u(z + he')p(z) dx =
Rd 8(171 axj Rd

= L. f(z+he)p(z). (2.33)

Nyni od (2.33) odeéteme (2.25) a do vysledku dosadime za ¢ := APu. Po
upravach dostaneme

/ OAru(z) OAMu(z
Q; 4
d ax]- 6951

) dax + /R b(a)| At ()| dx =

B - i .\ Ou(z + he') OAPu(z)
= /Rd laij(x + he') — a;;(z)] oz, oz, dx—

- /Rd(b(x + he') — b(z))u(z + het) APu(x) dx+

+/ [f(x + he®) — f(x)]AMu(z)dx.  (2.34)
Rd

Substituci upravme posledni ¢len na tvar
f(2)A M (AThy(z)) dx =
Rd
=— f(@)[u(z + he') — 2u(x) + u(z — he')] dx.
Rd

Podélme vyslednou rovnici h2. Protoze AT}L“ € WH2(R%) Vh, plyne z véty A.3.92,
7e (g = 1/hAM)

hu

A
vh

L «n (A Ly on
H G | e
Tak posledni ¢len v (2.34) je odhadnut shora ¢lenem

Aly
v h

2

cllfll,

2

Ostatni ¢leny v (2.34) jsou odhadnuty podobné (= stejné) jako ve formélnim
dikazu. Napi. levd strana (2.34):
Al

Vh

Nerovnost (2.32) je dokdzédna. O
Méme-li tilohu v omezené oblasti Q C R?, pak postupujeme podobné (nikoliv
stejné): musime vsak ddvat pozor, aby hodnoty u(x + he') byly definovdny. To
vede k rozdéleni tlohy na zkoumani regularity

LS(2.34) > « atd.

2
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1. Vnitini. Neciti hrani¢ni podminky, citlivd jen na koeficienty rovnice a f.
Odhady se provadi na podoblasti mnoziny 2 a zavisi na vzdalenosti této
podoblasti od 0f2.

2. Hranicni. Ta se déle déli na regularitu derivaci v te¢nych smérech (podél
hranice) a regularitu derivaci v normdlovych smérech.

Ptikladem véty o vnitini regularité je nasledujici tvrzeni:

Véta 2.1.24 Bud Q omezend oblast. Necht u € W12(Q) spliuje

ou Oy 1,2

i dx bup dxr = dr ¥V W, (92). 2.
/a’jaxjaxl +/ up axr = /f%ﬁ z SDG 0 ( ) ( 35)

Necht f € L?(2),a;; € W (Q),b € Wh>(Q),b> 0. Pak V) C ' C Q

[ullg5.00 < COQ) Ifll20

Diikaz. Bud &€ € D(Q),€ = 1 na ©,0 < ¢ < 1. Poloz misto ¢ v (2.35) ¢€? a
piepis (2.35) pro veli¢inu w = ué, pak w rozsii 0 vné Q a vse lze chapat na R?
a uzit vétu 2.1.23. Pfesnéji, pokud u € W2(Q) fest

Ju Oy
/Q(a”ax] oz, —i—bu(p) dx-/fgpdx—i—/(9 g ds, (2.36)

pak vezmeme-li za ¢ v (2.36) p&2 kde £ = 1 v ', £ € D(Q),&(x) € (0,1)
dostaneme

s S22 b )| ax =

. A o oc
= [Goeac— [ - (asugt ) ecax— [ aygt TEoe @an

Dodeﬁnujemefli aij, b, f, &, ug vné €1 nulou a oznacime-li w = u, 9 = @& a

g=fé— (a” E?f ) — ajj E‘?;‘ gf , dostdvame z (2.36)

ow O _
/ [ ”aw 6¢ + bw w} /R ghdx V¢ € WH(R?), supp o C Q.

Nyni 1ze s tispéchem vyuzit vétu 2.1.23. (]

Mluvime-li o globdlni regularité (tj. vnitin{ i hrani¢ni{ dohromady), pak plati
nasledujici tvrzeni:

Véta 2.1.25 Necht Q je tridy C*=Y1 k > 2. Bud a;; € WF12(Q),b >
0,a;;&& > alé*. Bud uy € Wk=22(0Q) a f € WF22(Q). Pak u, jediné
slabé teseni Dirichletovy tulohy

0 0
. (a“> +bhu=f vQ

ox; \ " Oz,

u =ug nadfd,
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patii do W*2(Q) a plati

koo < C (Hf||k72,2,ﬂ + ||U0Hk7%,2,(asz))

[ ul
Bez dukazu.

Poznamka 2.1.26

o Je—li d = 3 pak z véty A.3.59 o spojitém vnoteni dostdvame u € Cz’%(ﬁ) (pro
k=4). Tedy u je klasickym tesenim puvodni dlohy.

e Pro Neumannuv problém plati podobnd véta:

g e WF32(0Q) = u e Wh2(Q), k>2

e Pro smisenou tulohu: pozor!! Singularita mizZe vzniknout na prechodu mezi T's a
I'y apod.

2.1.4 Spektrum symetrického linearniho operatoru
Motivace: Fourierova metoda pro smiSeny parabolicky problém. Formélné: hlede-
jme Teseni tlohy
Ou_ 9 (,  Ou
ot 6.%1 * 8$j
Q5 = aji,EIa >0: aijfifj > Ck‘(p|2

>+bu—0 v Qr=(0,T) x 9,

u=0 na (0,7) x 90 (2.38)
u(0,2) = up(z) x€Q

ve tvaru u(t, ) = v(x)h(t). Po dosazeni dostaneme (hleddme netrividlni reseni)

. 9 L Ov )
h 871-(“1] awj) bv

h v
Rovnost je moznd jen jsou—li obé strany rovny konstanté =
h=—=0h wup(z) = h(0)v(x) (2.39)
0 0
- (aijv) +bv=6v vQ v=0 nadQ (2.40)
85Uj ’ 3$j

(2.40) je uloha na spektrum. Dle véty 2.1.27 nize (viz téz FA) existuje baze

vlastnich funkef {v;},v; € W, *, odpovidajicich viastnim &islim 0 < A; < Ag <
A — 00.

Uvazujme tlohu (2.40) ve slabé formeé: Hleddme w” € VVOL2 a A\, € R tak, ze

(aij = aji, 3o > 01 a;6&; > al¢f?,b > 0)

(w",9) = Ar(w”, ) Vo € Wy?(Q) (2.41)
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Véta 2.1.27 Existuje spocetnd mnoZina {\.}52, a vlastni vektory {w"}>2,
splnugict (2.41) tak, Ze

T

o (w,w%)y=45 Vr,se N. Také ((\“’K\“’K» =6,

e 1< << - <...aN —00Opror — 00

o {w'}2, tvord bdzi ve Wy ()

Navic, definujeme—li HY = lin. obal {w®,...,w™} a PNv = N (v,w")w"
dostdvdme

<O P gy < C

HPNHLJ(WL?,WL?) H,H)

2.1.5 Princip maxima pro slaba reseni

Tato cast se tykd vyluéné skaldrnich rovnic. Vime-li, ze FeSeni nasi tlohy je
hladké = regularni, pak lze vyuzit vét o slabém a silném principu maxima
zavedené v klasické teorii PDR. Cilem této ¢asti je ukazat, ze slaby princip
maxima plati i pro slaba Teseni.

Uved'me si nejdifve tvrzeni o slozeni hladkého zobrazeni s funkci ze Sobolevova
prostoru a zajimavych dusledcich tohoto tvrzeni.

Véta 2.1.28 (i) Bud F € C*(R) takovd, e F' € L>®(R). Je-li u € WP(Q)
pak Fow € WHP(Q) a plati

dFou) ou
8xi o (F ° UJ) a.’L'Z

1) Je—liu € ’ , pak také v, uT a |u| € ’ a plati
1) Je—li wWr(Q k také u™ wtr(Q lati

Vut — {Vu s.v. na {u > 0}

s.v. v §) (2.42)

0 s.v. na {u <0}
.. >
Vu- — 0 s.v. na {u > 0}
—Vu s.v. na {u < 0}
Vu s.v. na {u >0}
Viu =<0 s.v. na {u =0}

—Vu s.v. na {u < 0}

(i1i)) Vu =0  s.v. na {u=0}

Diikaz. (i) Checeme ukézat ze slabd derivace F ou je LP—integrovatelnd a spliiuje
(2.42), tedy

—/Q(Fou)gj = /Q(F'ou)g;‘_@dx Vo € D(Q) (2.43)
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Oy

/Q(Fou)gj = lim Q(Foue)%, (2.44)

kde u. = u * p. je regularizace. Uzijeme-li skutecnosti, ze aa(—’;:) = (%)E, tak

mame
0 . 0
_ /Q(Fou)a;i dx = —;1_{% Q(Foug)a;i dx = 21_{% Q(F’ ous)axigodx —
ou ou
=1l Fou.) |+ dx = F dx.
i [0 (55,) 0= e (55 ) e
(ii) Aproximujeme nyn{ funkci u* funkcemi F. o u, kde
F(r) (2 +12)2 — &2 pro r > 0
N 0 pro r < 0.
Zrejmé F.ou — ut, Fl(r) = = Tz) — 1pror >0, a Flou — 1 na mnoziné
+r2)2 e—
{z € Qu(z) > 0}.
Dle ¢ésti (i)
_/u+8<p = —lim (Fgou)a(p dx =
Q (r“)xl e—0 Jo ZT;
= lim (Flou) augodX:/ Ou @ dx.
=0 Jon{u>0} Ox; onfus0y 0T

Ostatni tvrzeni jsou dusledkem vztaht

u = (—u)t" alul=u"+u.

(iii) v = ut —u~ a Vu = Vut — Vu~. Na mnoziné {u = 0} jsou jak Vu™, tak
Vu~ rovny nule skoro viude. Tedy i Vu = 0 s.v. na {u = 0}. O

Uvazujme tlohu

( " 3%) (2.45)

=wug na 0.

Vime, ze (za pifslusnych predpokladi) existuje prévé jedno slabé feseni u €
Wh2(Q) této tlohy tak, ze

u— g € Wy () (2.46)

/ 0 Ou O¢ dx =0 pro kazdé o € W2 (Q). (2.47)
Q 633] 8

Zformulujme nyni hlavni tvrzeni.
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Véta 2.1.29 Je-li u slabé resent dlohy (2.45). Pak

]l o0 < llwoll o 02 - (2.48)

Driikaz. Pokud [Jug|| o, 5o = 00, tvrzeni ziejmeé plati. V opacném piipadé oznacme
M := |lug|| - Cheeme ukézat, ze

M <wu(z) <M sv.vQ (2.49)

Protoze (u — M)7T je dle véty 2.1.28 prvkem W12(2) a stopa této funkce je
nulové vidime, ze (u — M)t € W3(Q). Lze ji tedy pouzit jako testovaci funkei
v (2.47). S pomoci (2.47) a (ii) ve vété 2.1.28 dostdvame
— M)t — M)t — M)t
Oz/a ou I(u ) dX:/ O(u )T O(u )
Q Q

i— ag dx >
* 8$j 89@ *

8(Ej 8:@ -
> a|[Vu— M5 = alw-M)*;,,

kde jsme vyuzili elipticnost a ekvivalenci norem na VVO1 2(Q) Odsud,
(u—M)"T = s.v.v; mneboliu<M s.v.vd

Protoze —u teSi stejnou rovnici s okrajovou podminkou —wug, plyne z praveée
dokézaného

(—u—M)" =0 sv.vQ; mneboliu>—-M sv.vQ

Nerovnosti v (2.49) jsou tedy dokazény. O

2.1.6 Souvislost s variacnim poctem

V této sekci si nejdiive ukdzeme, ze slabé feseni tlohy (2.1) je zdroven minimizér
jistého kvadratického funkciondlu za predpokladu, ze matice A(-) je symetrickd,
tj.

Qi = Qjj i,j = 1,...,d. (250)
Poté zformulujeme zdkladni vétu varia¢ntho poctu a ukazeme nékolik dalsich
prikladu, jak Ize tuto vétu vyuzit k dukazu existence slabého feseni nelinedrnich
(eliptickych) diferencidlnich rovnic.

Definujeme funkciondl ¢ : W'2(Q) — R predpisem

o(u) = =B(u,u) — (Fyu),

1
2
kde
Ou Op
B(u, o) :/Q<aijaxjaxi+bugo> dx—i—éﬂawpds
(F,p) = f@dX-&-/ gpds
Q 0

s umluvou g =0naly ac=0nal'; UTls.
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Véta 2.1.30 Ndsledugjici dva vyroky jsou ekvivalentni:

(1) u—tp€eV aBu,p)=(F,¢) prokeidépecV
(2) u—toeV a ¢(u) <Plu+h) prokeidéheV.

Dikaz. (1) = (2) Protoze B(u, h) = B(h,u) diky (2.50) a B(h, h) > 0 pro kazdé
h € V, pfimym vypoctem dostavame

¢(u+h):%B(u+h7u+h)—<F,u+h):

_ %B(u,u) _(Fu)+ %(B(u, h) + B(h,u)) — (F.h) + %B(h, h) =
— bu)+ %B(M) >

> ¢(u).
(2) = (1) Protoze u je minimizér, nutné
d iz
agﬁ(u +th)lt=0 =0 pro kazdé h € V. (2.51)
Pi{my vypocet dava
d
a¢(u +th)|i=0 = B(u,h) — (F, h)
a (1) je ovéreno. O

Definice 2.1.31 Bud (X,|-||y) Banachiv (nebo normovany vektorovy) pros-
tor. Rekneme, Ze funkciondl ¢ : X — R je koercivni, prdvé kdyz

o(u) — oo pokud |lul|x — oo. (2.52)

Definice 2.1.32 Bud X reflexivni Banachiw prostor. Reknéme, Ze funkciondl
¢ : X — R je slabé zdola polospojity, prdvée kdyz

Jestlize un, — u slabé v X (n — 00), pak ¢(u) < liminf ¢(uy,). (2.53)

n—oo

Nésledujici véta je casto nazyvana zédkladni véta varia¢niho poctu. Je pitkladem
prislovi ”Tézko v definici, lehce ve vété”.

Véta 2.1.33 Bud X reflexivni Banachiv prostor. Necht funkciondl ¢ : X — R
je koercivni, slabé zdola polospojity a zdola omezeny. Pak existuje u € X tak, Ze

p(u) < p(v) YveX (uje minimizér). (2.54)
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Dikaz. Oznacme
m = Jg’( o(v). (2.55)

Protoze ¢ je zdola omezeny, je m > —oo. Z definice m plyne existence posloup-
nosti {v"}5%; C X tak, ze
lim ¢(v™) =m. (2.56)

n—oo

Protoze ¢ je koercivni, existuje R > 0 (dostatecné velké) tak. ze
(Vn € N) [v"||x < R. (2.57)
Z reflexivity X a z (2.57) plyne existence u € X tak, ze
o™ = slabe v X (k— o0) (2.58)

alespon pro vybranou podposloupnost {v™*}72, C {v"}>2 . Z vyse uvedeného
a ze slabé zdola polospojitosti funkcionalu ¢ vyplyva

m < ¢(u) < likm inf ¢p(v™*) = klim d(v™) =m.

Odsud

m = ¢(u)
a u je minimizér. O
Priklad 2.1.34 Z funkciondlni analyjzy vime (viz téZ pozndmka 2.1.35 niZe), Ze

norma ||-|| x v dplném normovaném prostoru je slabé zdola polospojitd. Specidiné
tedy pro p € (1,00) je

Lo 1 .
o) = 190l — [ fodo== [ jvopao= [ fo

slabé zdola polospojity funkciondl na Wol’p(Q). Protoze
[ro<|[ so < [1rolae<is, o, <
Q Q Q
<cllflly IVoll, <

1 / p
<7 v P C p/7 /:7
< 5o Vol + 111 (p P

je
]. 2 - /
P(v) = » IVoll, = ¢llflly
a ¢ je koercivni ve Wol’p 1 zdola omezeny. Dle véty 2.1.33, existuje u € Wol’p(Q)

tak, Ze
$(u) < d(v) Vv e Wy (Q).
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Nutné tedy

d
0= —o(u+tth)=o Vhe WyP (Q).

Primgm vijpoctem zjistujeme, Ze u spliiuje
/ |Vu|P~2VuVy dz = / fodr Yoe WyP(Q).
Q Q

Tedy, u € WO:W(Q) je slabym fesenim ulohy
—div (|VulP2Vu) = f v Q
u =0 nadfd

Operdtor —div (|Vu|P=2Vu) se nazjvd p—Laplacetiv operdtor; pro p = 2 se re-
dukuje na linedrni Laplaceuv operdtor —Au.

Poznamka 2.1.35 Pripomernime ndsledujici tvrzeni o oddélitelnosti:

Bud'Y cC X, X Banachiv. Necht Xo € X — Y. Pak ezistuje jeding F € X*
tak, Ze |F|l v« =1, F =0naY a F(Xo) = dist (Xo,Y). Pomoct tohoto turzent
ukdzZeme, Ze

Jestlize X,, = X slabé v X, pak || X|y < liminf || X,| . (2.59)

Diikaz. Protoze X,, — X slabé v X, tak pro kazdé F' € X*
(F, X,) — (F, X) a také |(F, X,,)| = [(F, X)|. (2.60)

Také vime, ze
[(E, Xo) | S N F s (1 Xl x -

Odsud a z (2.60) dostdvame pfechodem k lim inf

[, X)| < |l iminf | Xl

Dle tvrzeni o oddélitelnosti, aplikované pro Y = {0} a Xo = X, vime, Ze existuje
F e X* tak, ze ||F||x. =1 a (F,X) = || X||. Dosazenim do posledni nerovnosti
dostavdme (2.59). O

2.1.7 Nelinearni verze Lax—Milgramovy véty

Uvazujme obecnéjsi nelinedrni diferencidlni rovnici 2. fadu s pravou stranou
f:OQ—=R

7i(ai(’7uavu))+a0('7uavu) :f v Q

o, (2.61)

u =ug na 08,
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kde s¢itame pies ¢ = 1,...,d. Rovnici 1ze naptiklad ziskat z rovnovahy energie
v klidu, kdy rychlost je nulové, vyjadienou vztahem

—divg+r=0, (2.62)

kde g = (q¢1, - . .,qq) reprezentuje tok tepla a r je zdroj tepla. Pfipoustime zcela
obecnou zavislost ¢; a r na poloze x €  C R?, teploté u a jejim gradientu, tzn.

qi(z) = a;(z,u(x), Vu(x)),
r(z) = ap(x, u(x), Vu(zx)).

Dosazenim téchto konstitutivnich vztaht do (2.62) ziskdme (2.61) s pravou stra-
nou f = 0. Predpokladejme:

Proi=0,1,...,d jsou funkce a; : 2 x R x R = R
Carathéodoryho funkce tzn.

Al
e pro viechno z € R a p € R jsou a,(-, 2, p) méftitelné v Q, (A1)
e pros.v. x € Q jsou a;(x,-,-) spojité v R x R%.
a
Existuji C; > 0,i=0,1,...,d, tak, ze pros.vz € Q
(A2)

a pro véechna x € R, p € R%a;(x, z,p)| < Ci(1 + |2] + |p]).

Zatimco pfedpoklad (A1) je dostateéné obecny, predpoklad (A2) vyrazné omezil
uvazovanou tiidu nelinearit: vSechny maji tzv. linedrni rusty jak v u tak v Vu.
Predpoklad (A2) tak pfipousti nelinedrni funkce, ty v8ak maji stejné rusty jako
operatory studované v piedchozim sekcich. Snadno si v8ak ¢tenai vymysli ne-
linearity s polynomidlnimi, logaritmickymi, exponencidlnimi risty.

Definice 2.1.36 (slabého Feseni tlohy (2.61)) Rekneme, ze u € WhH? je
slabé TeSent ulohy (2.61) jestlize

o u—1ige W, ?Q)

D / <ai(w,u,Vu) Op —i—ao(x,u,Vu)go) dr = / fodr Yoe W2 (Q)
Q Ox; Q
(2.63)

Predpokldddme, ze (A1) a (A2) plati a f € L*(Q).
Cviceni 2.1.37 Ukazte, Ze za predpokladu (A1) a (A2) je

/ {ai(x,u,VU) gcp + ag(z,u, Vu)p| dr < oo  pokud u,p € Wy().
Q L
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Nyni je piirozené zavést (nelinesrnil) T': W 2(€2) — (Wy2(Q))* predpisem

<TU’7 (P> = |:ai('? u, VU)% + aO('? U, VU)QO:| dx (264)

kde (-,-) oznacuje dualitu mezi (W012(Q)) a Wy?(Q). Z cviceni plyne, 7ze
T: W01’2(Q) — (W&’2(Q) je omezeny.
Nyni zformulujeme nelinearni variantu Lax—Milgramovy véty.
Véta 2.1.38 Bud X Hilbertiiv a T : X — X je lipschitzovsky spojity, tzn.
(M >0)(Vu,v e X) |Tu—Tv|y < Mlu—2|y, (2.65)

a silné monotonni, tzn.

@m > 0)(Yu,v € X) (Tu—Tv,u—v)x >m|u—uv|%. (2.66)
Pak pro kazdé F € X ezistuje prdvé jeden u € X tak, Ze

Tu=F. (2.67)

Diikaz. Pozorujme nejdiive, ze
mllu— |} < (Tu—Tv,u—v)x < |[Tu—To|y Ju—v|y <M |u—vl

a tak m < M. Bez Gjmy na obecnosti, lze pfedpoklddat, ze m < M. (Jinak
M zvétsime.) Pro e > 0 a F € X libovolné definujme operdtor A : X — X
predpisem

Au=u—e(Tu—F). (2.68)

Ukazeme-li, ze A je kontrakce v X pak dukaz véty plyne z Banachovy véty o
pevném bodu. Pro kazdé u,v € X vsak mame

||Au—Av||§< =(u—v—e(Tu—Tv),u—v—¢ec(Tu—Tv))x =
=(u—v,u—v)x —2(u—v,Tu—Tv)x+
+e*(Tu —tv,Tu —Tv)x =

= |lu—v||% = 26(Tu — Tv,u—v)x + &2 || Tu — To|% .
Vyuzijeme-li lipschitzovskosti a silné monotonie 7', dostaneme
| Au — Av|% < (1 —2em +&2M?) |lu —v||%

Funkce g(¢) := 1—2em+e?M? nabyv4 minima pro e = iz ag (%) =1-3m <
1. Zobrazeni A je tedy kontraktivni a tvrzeni véty 2.1.38 je dokazéano. O
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Vratme se k nasi tiloze (2.61). Vétu 2.1.38 nelze vyuZit pfimo na operator T,
nebot ten nezobrazuje WO1 2(Q) do sebe. Miizeme viak vyuzit Rieszovu vétu a

kT e (W&’Q(Q)y pritadit T'(u) € W2 (Q) tak, ze

<TU7 ‘P>(W(}v2(9))* = (T, (p)WOLQ(Q)a (2.69)

ITuly» = [T (2.70)

wa @)
K tomu, abychom ovéfili, ze T : W01’2(Qg — Wy7?(Q) je lipschitzovsky a silné

monoténni, tedy staci ukdzat, ze T : Wy > () — (W, 2(Q2))* je lipschitzovsky a
silné monoténni, tzn.

(3N > 0)(Yu,v € WH?()) HTu - TUH( <Mlu=vl 0 (271)

Wo'*(2)*
(I > 0)(Vu, v € Wy () (Tu = To,u =) a2y =mlu—v],. (2.72)
Nésledujici lemma ddva postacujici podminky, kdy (2.71) a (2.72) plati.

Lemma 2.1.39 (1) Jestlize

6ai Bai

a jsou omezené v A X RxR? proi=0,1,...,d, (A3)
0z dp

pak T je lipschitzousky spojity.
(2) Jestlize plati

(Ba > 0)(s.v. 7 € Q) (V€= (&, ..., &) € RITY)

d Oa; Oa;
3 (ap;fzfj ; a;siso) > aléP, (A4)

=

=0
=1

[

pak T je silné monoténnd.
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Dukaz Zékladem dikazu obou tvrzeni je nasledujici identita

(Fu=To.) = [ (ot T0) = asto, ol | 22|+

+ [ao (-, u, V) — ag(-, v, Vo)) ) dx =

L d Oy
/Q|:/O £ai(~,v+5(u—v),V’u+sV(u7v))dS 8$i+

1
+ / dgag(~,v+5(u—v),VersV(ufv))ds <p] dx =
0 S

[ B 224

L da; O(u; —v) Oy
+/O %()7axl dS ax1:| dX+

w15 eome s G2

Zbytek dukazu je ponechan Ctenafi. O

Véta 2.1.40 (existence, jednoznaénost a spojita zavislost na datech) Necht
fe (VVOL2 ()* a rozsirent tg hranicni podminky ug spliuje

@y € WH2(Q) a stopa g = up.

Necht koeficienty a; : Q x R x R — R spliugi (A1) — (A4). Pak existuje
prdvé jedno slabé reseni u € Wol’z(ﬂ) dlohy (2.61), které splniuje (2.63). Navic,
ezistuje C > 0 tak, Ze

lully o < C {11l gwt2gay- + Niiolly 5.0 - (2.73)

Diikaz. Nejdiive zavedeme operator T : W2(Q) — (W, ?(Q))* vatahem (2.64).
Cilem je ukézat existenci u € W12(Q) tak, ze

u— g € Wy () 274)
<T(u)a 90> = <f7 90> Vy € WOL2(Q) .

Hledejme u ve tvaru u = dig + w, kde w € W;*(Q). Definujme operator S :
Wy () = (W ()" predpisem

Sw = T(iy + w).

Ztotoznime-1i S s operdtorem S : Wy?(Q) — W 2(Q) as f e (WH2(Q))*
pomoci Rieszovy véty (viz. (2.69) — (2.70)) a uzijeme-li lemma 2.1.39 a vétu
2.1.38 dostavame existenci a jednoznacnost tlohy

Sw=g v (W"3Q))*,
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coz davé tvrzeni. Abychom dokazali (2.73), bereme nejdiive v (2.74) za ¢ =

u — g a pak k této rovnici pficteme —(T'(g), u — @p). Dostaneme

(T(u) — T(’l]o), u — ﬂo) = <f, u — ’110> — <T(ﬂ0), u — ’l]0>.

S vyuzitim silné monoténie T' a linedrniho rustu a;,i = 0, ..., d, dostaneme

~ 2 ~ ~
llu— UO||1,2 <C ||f||(W01'2(Q))* + ||u0||1’2} [ u0||1,2 :

Protoze w = u — 1o + o, (2.73) je dokazano. O

2.2 Evoluéni rovnice

V této casti se budeme zabyvat rovnicemi parabolického a hyperbolického typu.
Protoze tyto rovnice ¢asto popisuji vyvoj néjaké veliciny v case, i1k se jim téz
rovnice evoluéni.

Necht Q je oteviend podmnozina R s hranici 9Q. Pro T' > 0 oznac¢me ¢asovy
interval I = (0,7) a mnozinu Q7 = I x ) nazveme ¢asoprostorovy vélec.

Pro dané funkce a;j,b;,¢ : Qr — R(i,j € {1,...,d}) oznaé¢ime symbolem £
obecny linedrn{ operator 2. fadu

0 0 0
L= —aixi <aij8xj> + bzail'z +c (275)
Jestlize
(3C1 > 0) (V€ € RY) (s.v. (t,2) € Qr) (aij(t, 2)&&5 > CilE]?) (A1)

pak operator £ dany vzorcem (2.75) je elipticky (v souladu s predchozi kapi-
tolou). Podminka elipti¢nosti muze byt zapséna i vektorovym zpusobem (oznaél'me A= (aij)f) j:l):

Existuje C; > 0 tak, ze pro viechna ¢ € R? a skoro viechna

A *
(t,) € Qr plati 7 - A(t, 2)¢ > Ch[¢[*. (A

Zaméiime se na dvé dulezité ulohy.
(1) Pro dané funkce f: Qr — R a0 : @ = R aug : (0,7) x 9Q — R hledejme

feSeni u : Q7 — R parabolické tlohy

ou+Lu = f v Qr, (parabolickd rovnice)
u(0,-) = ag v Q, (pocétecni hodnota) (P1)
u = U na I x 0f). (nehomogenni Dirichletova

okrajovd podminka)
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(2) Pro dané funkce f : Qr — R, ag,a1 : @ = Rawug : (0,7) x 90 — R
hledejme feseni u : Q7 — R hyperbolické tlohy

Opu—+ Lu = f v Qr, (hyperbolickd rovnice)
u(0,-) = ag v Q, (pocatecni vychylka)
ut(0,+) = a3 v Q, (pocatecni rychlost) (H1)
U = ug na I x 9. (nehomogenni Dirichletova)

okrajova podminka)

Pii studiu evoluénich rovnic mé proménnd ¢ postaveni odlisné od prostorové
proménné z. Je-li totiz v : Qr — R a ¢ € [0,T] pak symbol v(t) oznacuje
zobrazeni

x — v(t, x).

Tak pro (skoro) kazdé t je v(t) prvkem néjakého prostoru funkef
(napi. LP,Ck WkP ). Zobrazeni

t— v(t)

pak zobrazuje I do tohoto prostoru funkci. Prostory funkci definovanych na I
s hodnotami v néjakém Banachovu prostoru se nazyvaji Bochnerovy prostory.
Zakladum této matematické teorie se vénujeme v appendixu (Sekce A.4).

Abychom dosahli vétsi prehlednosti zépisu, zavedli jsme v (P1) a (H1) znaceni
Ou = %—7; a Oyu = %%.

Existuje nékolik piistupt k vybudovani matematickych zakladu evoluénich rovnic.
Zde se zaméiime na tzv. metodu energetickou.

Energetické metodé budeme vénovat pozornost z nékolika duvodu: (i) metoda je
zalozena na apriornich odhadech, které vychdzeji v nékterych piipadech (napf. pro
rovnice pohybu kontinua) z bilance mechanické energie; (ii) jde o metodu kon-
struktivni, kterd tvofi vhodny zdklad pro numerické metody; (iii) klicovym po-
jmem metody je pojem slabého feSeni, je zde tedy piima ndvaznost na vysledky
predchozi kapitoly; (iv) myslenky metody lze rozsifit i na nelinedrni tlohy.

V Sekci 2.2.1 aplikujeme energetickou metodu k feSeni parabolického problému
(P1), Sekce 2.2.2 je pak vénovéna hyperbolickému problému (H1). Kromé otdzek
existence, jednozna¢nosti a spojité zavislosti na datech se zamérime na nékteré
dals{ kvalitativni vlastnosti feSenf obou problému. Pro (P1) uvedeme slaby prin-
cip maxima. U obou tloh budeme zkoumat otazku hladkosti feseni za pfedpokladu,
ze data jsou hladka. Uvidime, Ze feSeni parabolickych tloh mé zhlazujici efekt
(smoothing property). Ten pro (H1) neplati, slaby princip maxima také ne.

2.2.1 Energetickd metoda pro parabolické tilohy

Cilem této ¢asti je ukazat, ze pro vhodné zvolend data existuje pravé jedno slabé
fesen{ tlohy (P1), které spojité zdvis{ na datech, splituje slaby princip maxima,
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ma navic zhlazujici vlastnost a pro feseni plati podobné vysledky o regularité
jako pro eliptické tlohy.

Zaved'me oznaceni potfebné k definici slabého feseni. K operdtoru £ z (2.75)
piifadime pro t € I operdtor A(t) : W12 (Q) — W~12(Q) piedpisem

- Ou Oy ou
(At)w, O)yy-12(0),wi2@) :/Q [aij@’ )ach az, + bi(t, ')awiﬁﬁ‘i‘c(t’ Jup| dx,

kdeu € W2 (Q) ap € Wy'? (Q). Na data dlohy (P1) klademe, kromé predpokladu

elipticity (A1), nédsledujici pozadavky:

(A2) aij, bi,c € L= (Qr),

(A3) feL?(;L* (),

(A3%)  feLl?(L;W12(Q),

(A4) ap € L* (),

(A5) Existuje @ € L? (I; Wh(Q)) N L™ (I; L* (Q)) s 4y € L* (W12 (Q))
tak, ze pro s.v. t € I je stopa t(t) shodnd se stopou wug(t).

>

Lemma 2.2.1
Necht jsou spinény predpoklady (A1) a (A2). Pak existuji Cy,Cs,C5 > 0 tak, Ze
pro kazdé o, u € VVOl’2 (Q), v € WH2(Q) a pro skoro viechna t € I plati
Ch 2 Oy o
(A)w, w120y wr20) 2 5 IVullz = - llull; (2.76)
(A, Dz w2y | < Co ol Nl 2 (2.77)

Diikaz. Dle (A1)

Ou Ou
2 / Lt _
Cl ||vu||2 — Qa’U (t7 )6$] axi dx
ou 9
= (A()u,u) — bi(t, ) =—u+ c(t, )u*| dx <
Q 0z;

< (A(t)u )+ max(bill . + llell) [ Vully llully + lulls] <
C C
< (A)u,u) + - IVally + = a3

kde pro zjednoduseni nepiSeme indexy u dualit a diky Youngové nerovnosti
mame

1
Co = (2max(ile + lelo) + gm0l + el )

Odectenfm <t ||Vu||§ + & ||u\|§ od obou stran nerovnosti dostavame (2.76).
Nerovnost (2.77) je snadnym dusledkem (A2) a Holderovy nerovnosti. O
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Definice 2.2.2 Necht plati (A1) — (A5). Funkce u je slabym FeSenim tlohy
(P1) jestlize

u—iig € L (I; L2 () N L2 (I; w2 (Q)) , (2.78)
W' e L? (I; w2 (Q)) , (2.79)
u(0) = ao, (2.80)

<u/(t)a¢>W—1,2(Q),W1,2(Q) + <A(t)u(t)v90>W*1’2(Q),W1’2(Q) =

= <f(t); ¢>W—1,2(Q),W1,2(Q)
Voe W2 (Q) asv tel (2.81)

Pozorujeme, 7e z (2.78) a (2.79) plyne dle Lemmatu A.4.4 (i), ze
uecC (I;L*(Q).

Pozadavek (2.80) spolu s pfedpokladem (A4) je tedy smysluplny. Rovnost (2.80)
je vsak tfeba pro slabé feseni dokazat spolu s jeho existenci a dalsimi vlastnos-
tmi.

Véta 2.2.3
Necht plati (A1) — (A5) a T € (0,00) je libovolné. Pak existuje prdvé jedno
slabé teseni u dlohy (P1), které navic spliuje

T T
sup u(o)} + [ 1Vu(s)1§ s < () <||ao||§+ |1 s s
2 r 2 2
s lao®)l3+ [ (a0 + 1)) ds>. 252
tel 0

Protoze tloha (P1) je linedrni, nerovnost (2.82) implikuje nejen jednoznacnost
(jen nulovd fce je FeSenim tlohy s nulovymi daty), ale i spojitou zdvislost na
datech ve vhodnych normach.

Dukaz. Dokazme nejdiive nerovnost (2.82) za pfedpokladu, ze u je slabé feseni.
Zvolime-li ¢ = (u—1p)(t) v (2.81) a pficteme-li k obéma strandm ¢len — (ag(¢), (u — o) (t))—
(A(t)u(t), (u — 1p)(t)) dostdvame

(' — G, u — 1) + (A(u — 1g), u — o) =
= (f,u—1o) — (Gg,u — o) — (Alig,u — ) (2.83)

Integrujeme-li (2.83) od 0 do ¢, uzijeme-li (A.54) na prvni ¢len, (2.76) na
druhy ¢len a odhadneme-li pravou stranu pomoci vztahu (2.77) a Poincarého
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nerovnosti, dostavame

3 100 = 50(0)3 = 5 10) = )3 + G- [ 19— )] ds <

< G [ 1) = a1 as+
[ U lv + N llr2) [V = ) 5) ], s
0
+Ca [ Nanls)ly 290 = @), ds. (289)
0

Youngova nerovnost aplikovana na cleny s ||V (u — @o)||, pak dava

Ju(t) — ()13 + Cy / IV (u— o) (s)]2 ds <
< [lao —ﬂo(O)\|§+02/0 [ (u — o) ()| ds+

r 2 2
€ [ (1 s + 1+ I0(a) 17 ) ds. (289

Gronwallovo lemma A.4.6 (viz. appendix) pouzité pro y(t) = |lu(t) — ﬂo(t)Hg na
nerovnost (2.85), kde vynechdme 2. ¢len, pak ddva

_ 2 1~ 2
Sup lu(t) = @o(#)ll; < " <|ao||2 + lao (013 +
4 2 2 2

0 [Ny 1o+ a9 05 ). (256
Podobny odhad dostaneme na ¢len fOT IV (u— 110)||Z ds s tim, ze vezmeme t = T
v (2.85) a prvnf ¢len na pravé strané nerovnosti odhadneme pomoci (2.86)
g 2 2 2 g 2
[ 19— a1 as < ) (laall + 1)l + [ 1= a3 ds+

T
+C / 1 ()11 + 18 () 112 + a0 ()]]7 ds)- (2.87)

Nerovnost (2.82) pak dostaneme tak, ze [[u(t)[|5 = [lu(t) — do(t) + Go(t)||5 (totéz
pro ||Vu(s)\|§), uzijeme A-nerovnost, vztah (2.86), (2.87) a spojité vnofeni
W C (I; L? (), coz umoziuje odhadnout |(0)]|5 pomoci fOT(||ng(s)||i2 +
+ ||716(s)||?,v_1,2) ds. Podrobnosti pfenechdvame ¢tenafi.

Nyni se zaméiime na existenci feseni. Dukaz provedeme v nékolika krocich.
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Krok 1. Galerkiniv systém a jeho fesitelnost

Prostor Wy (Q) je separabilni. Existuje tedy spocetné baze {w”}N |, kterou
muzeme generovat prvky z VVO1 2 (£2). Galerkinovy aproximace u¥ jsou defi-
novany vztahem

N
ul (t,x) = Z CN(t)w" (x) + 1o (t, 2) (2.88)
r=1
kde koeficienty CN = (CF,...,CN,...,C¥) najdeme fesenim systému

N-obycejnych diferencidlnich rovnic

ﬂ w' |+ (A(t)uN wr) = (f(),w"), r=1 N
dt T ey (2.89)

u™N (0) = PN ay,

kde PV je ortogonélni projektor z L? () do lin{w!,...,w™N}. Zavorky (-,
oznacuji v (2.89) skaldrnf soucin v L? (). (Pokud ptedpokladame (A3*) a ne
(A3), pak je clen (f(t),w") nahrazen clenem (f(t),w" )y -1.2(0) wi2(a)-)

Ackoliv nékteré ¢asti ditkazu lze provést pro obecnou bazi {w”}2V_,, je vihodnéjsi

uvazovat bazi s lepsimi vlastnostmi. Uvazujme nadéle tedy bazi {w"}Y ,, kterd
je tvorena vlastnimi funkcemi Laplaceova operatoru s homogenni Dirichletovou

podminkou, tzn w” Fesi
A" =\ w" v Q,
w' =0 na O€. (2.90)
Takto Ize sestrojit bazi, ktera je dle vysledki Sekce 2.4. ortonormalni v L? (Q2),
ortogondlni v VVO1 -2 (Q) a z vysledki o regularité plyne hladkost funkef w” v zdvislosti
na hladkosti hranice 99Q. (Je-li napf. Q = Bg(0), pak w” € C*(Q?).) Uzijeme-li

ortonormality {w”}Y | a ozna¢ime-li G = (G1,...,Gn),Co = (Co1,...,Con) a
A(CN) = (A1 (CN),... AN(CN)), kde

Gy = (f(t),w"), Cor := (a0, w") a A (CY) := (At)u™ (t),w"),
pak (2.89) lze prepsat do tvaru
CN+ACN)=G
cN(0)=Cy (2.91)
Samoziejmé zavislost A na CV je linedrni, koeficienty matice viak také zaviseji

na t.

Systém (2.91) resp. (2.89) spliiuje Carathéodoryho podminky a lokdln{ existence
jediného fesenf je zfejm4. Existence globalniho fesen{ plyne bud z linearity nebo
z apriornich odhadu jak objasnime nize v Kroku 2.

Krok 2. Globélni apriorni (energetické) odhady
Vynasobme r—tou rovnici v (2.89) koeficientem CX(¢) a seéteme tyto rovnice
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ptes r =1,..., N. Dostaneme
N N N o~ _ N _ -~
stk Uy | + (Au U uo) = (f,u uo). (2.92)

Nechf nadéle @y = 0. Ctenéf si muze sam doplnit modifikace vzniklé pridénim
¢lenu 4o (viz. téz prvni ¢dst dukazu). Vyuzijeme-li Lemma 2.2.1, pak (2.92)
implikuje pro f € L? (I; L? (Q))

L) < 2 N||2+nfn2nu I <
C +1
< Rl

2+ S
2‘” ? (2.93)

+5 112

S pomoci Gronwallova lemmatu pak dostaneme

iIEJII)H’LLN(t)H; < ||uN(0)||§e(CZ+1)T (/ ||f( )”2 —(Ca41)s ds + ) <

< [lag |3 e @+ (/ 1 (s)ll5 e ‘Cz“)sdsH) =: K1 (ao, [).
(2.94)

Integrujeme-li (2.93) od 0 do T a uzijeme-li (2.94) dostaneme

T N 2 Co+1
HV’U, (t)HQ dt < Cy Kl(ao, T+7 ||f ||2 ds = Kg(ao,f)
0
(2.95)
Spoéitejme odhad ¢asové derivace. Necht je ¢ € L? (I; W01’2 (Q)) Pak plati

du d_~N N _ N du _ du®N N _
(dt ’¢> (dtP ’@>_<P dt’>_(dt e )=
= (f,PVp) — (A", PN y).

Odtud a z (2.77) plyne

du N
(%) | < 1 el + G I [V @Y, 206)

Vyuzijeme-li vlastnosti spojitého operdtoru (projekce) PV v L2 (Q) i ve VVOI’2 ()
a integrujeme-li (2.96) podle proménné ¢t od 0 do T', dostaneme

l

duv T
(% o) @< [ ittty ai+ G [ 90, 19l dr 7
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Uzijeme-li nyni{ Holderovu nerovnost s p = p’ = 2 v ¢ase na integrdly napravo
v (2.97), pak (2.95) implikuje

T dN T % ~ T
/ (flt,@)\dtg c(/ ||f|§dt> + Gy Folao, 1) (/ |so?,2ds>

(2.98)
Uvédomime-li si nyni, ze plati ((Lp (I; X)) =LP (I;X*) kde p = %),

pak piechodem k sup pies ¢ z jednotkové koule v L? (I ; WO1 2 (Q)) odvodime

<du 90>
ETT L (nwr2(Q), L2 (W)

du™N
dt

du™N
dt

(12 (103 )"

L2 (LW =12(Q))

= sup < KS(GOa f)7 (2'99)

1912 a2 ) <1 el (rawt2 o)

kde K3 jsme oznacili slozenou zdvorku ve vyrazu (2.98).

Oznaéime-li K = max(K7, K, K2), pak miizeme shrnout ziskané stejnomérné
odhady do nésledujici tabulky:

sup | (1) < K,
tel

T
2
/0 [Vu® ()], dt < K, (2.100)
du™ (1) ||?
dt

dt < K.
W-1.2(Q)

r

kde K bud zdvisi na [laolly a [ |£(£)]|3 dt nebo na |laolly a [ [£(6)]5y -1z dt
podle toho, zda predpokldaddme (A3) ¢i (A3*).

Speciélné, z (2.92) dostdvame, ze pro vSechna ¢ € T

< K.

[T ()
tedy ze systém (2.89) mé pro kazdé N globdlné (tj. na (0,7) definované) jed-

noznacné feseni CV (respektive u'V). Tato feseni navic spliuji stejnomérné
odhady (2.100).

Krok 3. Limitni pfechod
Z (2.100) plyne existence podposloupnosti (kterou je zvykem oznacovat stejné
jako piivodn{ posloupnost) vybrané z {uN }_, a existence u € L*® (I; L? (Q)) N

(NI
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L2 (I;Wolf" (Q)) su' € L2 (I; W12 (Q)) tak, 7e

uN = u xslabe v L™ (I; L% (),
uN su slabev L2 (I; W (Q)) . =0 (2.101)

du ’ < 2 -1,2

o v slabé v L? (I; W12 (Q)).
Vyndsobme (2.89) uvazovanou v ¢ase t hodnotou h(t) funkce h € D(R) a inte-
grujeme takto ziskanou identitu od 0 do T'. Dostaneme nejen

T duN(t) r N , B . B
/0 {< T >h(t)+<A(t)u (t),w") h(t) — (f(t),w )h(t)} dt (2(1);)2)

ale volbou h € D((—o00,T)) také
T
/0 {= (N (), "R () + (AN (t),w") h(t) — (f(t),w") h(t)} dt =
= (PYag,w")R(0). (2.103)

Vyuzijeme-li (2.101) lze snadno provést limitn{ pfechod v (2.102) a (2.103) pro
pevné w” a h. Dostaneme

T
/O {{w' (1), (1)) + (A@)u(t), p(t)) — (f (1), ()} dt =0

pro Vi € D (]R; Wl (Q)) (2.104)

T
/0 {=(u(), ¢'()) + (At)u(t), o(t)) — (f(t), o(t))} dt = (ao,¢(0))
pro Ve € D ((foo,T); w2 (Q)) . (2.105)
Je zfejmé, ze (2.104) plati i pro ¢ € L? (I; I/Vol’2 (Q)), u je tedy slabé feeni a
splituje (2.81).
Krok 4. Nabyvani poc¢ateéni podminky
Zvolme v (2.104) speciélné ¢ € D ((—oo,T); Wy (Q)) a provedme ”integraci
per partes v Case”. Ziskame
T
/O {=(u(®),¢'(t)) + (At)u(t), o(t)) — (f(), ()} dt = (u(0),¢(0))
pro Y € D((—o0, T); Wy 2(2)). (2.106)
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Porovname-li (2.106) a (2.105), dostdvame

(u(0) — ag, (0)) =0 Vp(0) € Wy*(Q2). (2.107)
Odsud snadno nahlédneme, ze

u(0) = ag.

Véta 2.2.3 je dokazana. O
Nasledujici véta a jeji dikaz nam ukazi jaké postupy se uzivaji pii studiu hlad-
kosti TeSeni parabolickych rovnic. Zhruba fe¢eno kombinujeme dvé metody:
(a) zlepsime informaci o ¢asové derivaci, kterou presuneme do pravé strany a
(b) uzijeme vysledky o regularité eliptickych tloh z predchozi kapitoly. Protoze
tyto vysledky jsme zformulovali jen pro podtiidu operdtoru (2.75), omezime se

na né i v této ¢asti a budeme predpokladat, ze

bi = O7 A5 = G4, C Z 0 (2.108)

a;j, ¢ nezaviseji na t. (2.109)
Véta 2.2.4
Necht je Q € CHY, a koeficienty a;j,b; a c spliugi (2.108) a (2.109). Necht u je

slabé reseni dlohy (P1) s ug = 0. Jestlize

aij, ¢ € Wh>(Q) (2.110)

ap € Wy* (Q) a f € L? (I; L (), (2.111)
pak

ue L® (I; w2 (Q)) N L2 (I, W22 ()

(2.112)
u' € L* (I; L* ()

a plati odhad u v normdch téchto prostori pomoci norem ag a f. Je—li navic
ap € W22 (Q) a f' € L* (I; L* (), (2.113)
pak

u' € L (I; L2 () N L2 (I;WOL2 (Q)) ,

(2.114)
ue L>® (I;W>?(Q)).
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Dukaz Postup rozdélime do ¢tyt kroku.
Krok 1. Zlepseni regularity u'.

4N ()
dt

Nésobme r—tou rovnici (2.89) funkeci
1 do N. Dostaneme

2
ouN 9 [duN du™N du™N
g () ax= (15 ) - [ e S

’ 2+/Qa]8mjaxi<dt) * (f dt) /QC“ at

Vyuzijeme-li symetrie matice A = (a;;)¢ j—1 & pravou stranu odhadneme pomoct

Schwarzovy, Holderovy a nakonec Youngovy nerovnosti

, ziskané rovnice sectéme pies r od

du™N
dt

1|du™|® 1d ou™N ouN 2 N2

Qi s
* 8xj 65CZ

Integraci této nerovnosti od 0 do ¢t (¢t € (0,7]), a pouzitim (Al) a (2.89);
ziskavame

’

coz implikuje

du™v
dt

(s)

2 T
ds +Cy |[Va ()]s < © <|}V1P>Nao|;§ +/ 1£(s)[12 ds + 1) :
2 0

sup | VaN (1)])s < K, (2.115)
tel

2

ds < K. (2.116)
2

du™

W(S)

/

Vzhledem k jednoznaé¢nosti slabého feseni, vidime, ze u spliuje

T
| @1 d < K a swp [Vao]; < K, (2.117)
0 tel

kde K zéavisi na [[Vaolly a |||l 12(1,12(q))- Dva vyroky o regularité z (2.112) jsou
tak dokazany.

Krok 2. Prvni vyuziti eliptické regularity.
Piepiseme-li si (P1) do tvaru

Au(t) = f(t) — ' (2), (2.118)

vidime, Ze prava strana je pro skoro viechna t € I v L? (€2). Z eliptické regularity
pak plyne, e pro tato t € I je u(t) € W22 (Q) a navic existuje C > 0 tak, ze

[u(@)ll52 < C LBy + (D)) - (2.119)

Odtud vyvodime
ueL* (LW (Q)). (2.120)
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Krok 3. Dal3{ vyuziti regularity '
Nyni nejdiive zderivujeme r—tou rovnici v (2.89) podle ¢asu, pak ji ndsobime

funkeci %]:(t) a rovnice seéteme. Mame vztah
1d ||du 2 2ulN 92N du™ duN 2
—— || — i————dx = I dx — — 1 d
2dt || dt ||, + /Q i Ox 0t Ox;0t * /Qf a /Q “|"at *

Z (A1) a z odhadu pravé strany pak dostaneme

2

+ Oy
2

2
duv

dt

du™v
v dt

du™v
dt

1d
2 dt

<C (IIf’|§+‘

) . (2.121)

2 2

Protoze 247 (0) = —Au™ (0) + £(0) € L2 () dle predpokladi
(feL?(I;L* (), f € L* (I; L* () = f € C (I; L* (),

integrace (2.121) od 0 do t pak dava

2 T

o,
2 Jo
kde K zdvisi tentokrdt i na [laolly o a [[fllyr2(s,12(0))- Stejnou tvahou jako
v kroku 1. dostdvame (2.114)1, tj.

2
dt < K, (2.122)

2

du™ (t)
dt

< du™ (t)

sup
tel

' € L (I; L2 () N L2 (1; w2 (Q)) . (2.123)

Krok 4. Druhé vyuziti eliptické regularity

Podivdme-li se opét na (2.118) vidime, Ze tentokrit je prava strana v

L= (I;L*(Q)) . Z (2.119) tak plyne (2.114).

Véta 2.2.4 je dokézana. O

Poznamka 2.2.5 Indukci lze dokdzat vyssi regularitu tesSeni za predpokladu,
Ze data, koeficienty eliptického operdtoru a 02 jsou hladsi. Navic data musi
spliiovat tzv. podminky kompatibility, zachycugjici odpovidajici reqularitu okra-
jovych a pocdteénich podminek v “rozich” ¢asoprostorového vdlce.

Poznamka 2.2.6 Pokud tyto podminky kompatibility nejsou splnény, nebo ay €
L? () a nend lepst, pak lze ukdzat, Ze slabé Tesent je hladké v libovolném kladném
éase (co—rychlost §itent vin) nent vsak hladké aZ do pocldtku.

Poznamka 2.2.7 Pro tyto rovnice plati principy mazima. Lze ovérit slaby prin-
cip mazxima “testovdnim” uT resp. u~ analogicky jako pro eliptické rovnice.
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2.2.2 Energetickd metoda pro hyperbolické rovnice

V této ¢asti se zaméfime na problém (H1). Plati zde podobné vysledky: existuje
jediné slabé feseni, které je hladké pokud jsou hladka data. Zadny princip max-
ima v8ak neplati. K dukazu existence budeme pozadovat silnéjsi predpoklady na
koeficienty linedarniho operdtoru £ nez v ptripadé existence slabého FeSeni ulohy
(P1): kromé (A1) budeme piedpokladat

aij,bi,cewl’oo (1 SL]Sd)

QAij = Qji

(AH1)

Definice 2.2.8 (slabého Feseni (H1))
Rekneme, Ze

u € L™ (I; W, (Q)) su' € L™ (I;L*(Q) au” € L*> (W12 (Q)) (2.124)
je slabym rtesenim problému (H1) s ug = 0 jestlize plati
(W"(t),0) + (A()ult), 0) = (f(t), ) proswv. tel, Yo eWy?(Q) (2.125)

w0)=a9 a u(0)=ay. (2.126)

Pozorovani 2.2.9 Protoze slabé reSeni (H1) patii dle definice specidlné do
prostoru W = {u € L?(I;L*(Q)),u' € L*(I;L*(Q))}, ktery je dle Lem-
matu A.4.4 spojité vnoren do C (I; L? (Q)) a prostor

W = {u €L? (I; Wy (Q)) e L2 (W12 (Q))} — C(I;L* (), md smysl

pozadovat, aby ag,ay € L? (). Budeme pozadovat malinko vice. Predpoklddejme

ag € Wy 2 (Q),a1 € L*(Q) a f € L? (I; L* (Q)) . (AH2)

Véta 2.2.10
Necht Q € C%' a plati (AH1), (A1), (AH2). Pak existuje prdve jedno reseni
dlohy (H1) s ug = 0.

Diikaz. Cést 1. Jednoznacnost
Necht u, v jsou dvé slabd feseni ke stejnym poéiteénim podminkdm a k pravé
strané f. Rozdil w = u — v pak spliuje (srovnej s (2.125) a (2.126))

(W"(#), @) + (AB)w(t),©) =0 pros.v.teI,Vo e Wa?(Q). (2.127)
a w(0) = w'(0) = 0. Cilem je ukédzat, ze

w(t)=0 prosv.tel. (2.128)
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Pokud bychom mohli za ¢ v (2.127) volit funkei w’(t), byl by dukaz jednoduchy.
Skuteéng, z (2.127) s ¢ = w'(¢) totiz plyne

S (03 + (Al (1), (1)) = 0. (2.129)

Ponévadz,

(Al(t), (1)) = 5 o CAD(),0(0) — (A (D(2),0(0),

dosazenim do (2.129) a integraci od 0 do ¢ pak dostaneme

8 t
IO + 1 19015 < sup | o] [ 19t o

a Gronwallovo lemma dava tvrzeni.
Avsak tato argumentace neni spravnd, nebot w’ € L (I; L* (2)), ale w'(t) ¢
Wy (Q) a nelze ji tedy vzit za testovaci funkci v (2.127).

Postupujme opatrnéji. Zvolime s € (0, 7] a definujme

’ d jelio<t<
o) = JJr (DA e li0stss
0 jelis<t<T

Pak v(t) € W, % () a pokud polozime ¢ = v(t) v (2.127) a integrujeme vysledek
od 0 do s dostaneme

/Os {W"(#),v(t)) + (A(t)w(t),v(t))} dt = 0. (2.130)
Integrace per partes spolu s podminkami w’(0) = 0 a v(s) = 0 vede ke vztahu
/Os (W (1), w(8)) — (AW (), v(£))} dt = 0. (2.131)

Odtud
1 o 1 [*d ov v B
sloii-3 [ 2 ([ axade) -

// L dv, 10ai; 9v dv o
&mat %’ T30t oy 0m,)

Tedy (v(s) = 0), po integraci per partes v z—ové proménné v prvnim ¢lenu
dostaneme

1 C
5 €@l + 5 Vo3 <

< C{/O [w®)l5 [Vo@)]ly + lwE)|ly 0@, + V@) dt}.
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Zaved'me znacen{ U (t) := fot w(7)dr. Pak v(0) = U(s) a dostdvdame

S Ie@IE + IR, <
<o [ (106 - U@l el + 106) - UI,) ).
S pomoci Schwartzovy nerovnosti pak dostaneme
leofs) I+ € U Gs) R 5 <
<0 ([ (0@l +1eIB) ac) +20s |01,

neboli
)3 + (€1~ 20 0, < & ([ (101, + loto)]3) ae)

Gronwallovo lemma implikuje jednozna¢nost alesponn na intervalu (0,7}), kde
T, = 2% Postupnym pokryvanim intervalu (0,7) intervaly délky T dostaneme
jednoznaénost fesenf na (0,7).

Cast II. Existence
Postupujeme opét Galerkinovou metodou. Protoze tato metoda byla podrobné
diskutovana pii fesSeni tulohy (P1) omezime se zde jen na hlavni rysy.

Krok 1. Uvazujme {w"}22, bézi v W, ? () tvorenou vlastnimi funkcemi tlohy

—Aw" = \w" v Q
w'=0 na %)

Pro N € N pevné, hledejme koeficienty Cp (t),k = 1,2,..., N, tak, Ze

N
uN(t,z) =Y O (' (2)
r=1

resi Galerkinuv systém

(Bawr) + (¥ (0.0 = (7). r=12.00

dt?
N (0) = (a,w"), (2.132)
dcy .
2 (0) = (a1,07).

Tento systém linedrnich obycejnych diferencidlnich rovnic mé feseni na (0,7).
(Lze také argumentovat tak, ze lok&ln{ fesitelnost je zfejmé a globdlnf plyne z
apriornich odhadi nize.)
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N
Apriornd odhady ziskdme tak, Ze r—tou rovnici (2.132); ndsobime M, rovnice

secteme od 7 = 1,..., N a integrujeme vysledek v ¢ase od 0 do ¢, t € (0,T].
Standartnim postupem vyvodime

max
tel

Vyvodime také

du® ()
dt

2
2
+ HVuN(t>H2> <
2
2 2 2
< ¢ {llaoll} y + llaall3 + 113 rzoeyy - (2133)

d>uN (1) ?

dt?

Apriorni odhady (2.133) a (2.134) staéf k limitnimu pfechodu. Existuje totiz

< C < . (2.134)
L2(I;W—1.2())

ue L™ (I; W, (Q)) su' € L% (I;L%(Q) asu” € L* (LW™1(Q))

tak, ze (aspon pro podposloupnost)

uN sy k-slabs v L™ (I; w2 (Q)) , (2.135)
duN / X 00 2
o xslabé v L* (I;L? (), (2.136)
d?ul
oz u’  slabe v L* (LW 12 (Q)), (2.137)

Postupem stejnym jako u parabolickych rovnic odvodime

T
/0 {{u"(t),0(t)) + (A)u(t), () — (f(t),0(t)}dt =0
pro viechna ¢ € L? (I; W, (Q)) . (2.138)
Abychom ovéfili, ze Teseni nabyvd predepsanich pocdteénich podminek, zvolme
v (2.138) ¢ € C? ([O,T];Wol’2 (Q)) s o(T) = 0 a @(T) = 0. Pak (2.138) po
integraci per partes implikuje.
T
/O {{u(t), " (1)) + (At)u(t), o)) — (f(t),0(t)} dt =

= (¢'(0),u(0)) — (u'(0), £(0)). (2.139)

Vychédzime-li viak z Galerkinova systému, lze odvodit (podobné jako u parabol-
ickych rovnic) formulaci

T
/ {{u(t), ¢ (1) + (A)u(t), p(t)) — (f(t), p(t))} dt = (¢'(0),a0) — (a1,$(0)).
’ (2.140)
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Porovnanim (2.139) s (2.140) dostavame
(a0 = u(0), ¢'(0)) + ('(0) — a1,(0)) =0 Vp € €* (LW3? ().

Volbou testovacich funkei s ¢(0) = 0 a pak s ¢’'(0) = 0 dostdvdme u(0) = ag a
u'(0) = a1, coz bylo tieba dokdzat.
Dikaz véty 2.2.10 je uplny. (|

Ctendfi je ponechéna k rozmysleni nasledujici véta, kters je zékladem tvah o
regularité slabych feseni hyperbolickych linedrnich problémau.

Véta 2.2.11
Jsou—li koeficienty operdtori L vesmés z W2 je-li Q € CH! a ag € W2 (Q),
ap € WH2(Q) a f' € L? (I; L* (), pak slabé Fesent u tlohy (H1) s ug = 0
splnuge
ue L™ (I;W?%(Q)),
u' € L (1; W (Q)) :
u' e L™ (I; L7 (),
" e IP (L2 (Q)).

(2.141)

Dukaz. Mnoho §tésti. O
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Priloha A

Prostory funkci

Znaceni A.0.12 (multiindex) Uspofddanou d-tici o = (o, ..., aq), a; € Ng
nazgvdme multiindex. Vysku multiindexu znacime || a definujeme ji jako |a| =
ay+ -+ ag.

Znaceni A.0.13 (zapis parcidlnich derivaci uzitim multiindexu) Symbolem
D% znacime parciding derivaci funkce ¢

lal (2
Do) - 2low)

- [ %} og
oxi™t ... Oz

A.1 Prostory spojitych a spojité diferencovatelnych
funkci

V této sekci pripomeneme nékteré potiebné vlastnosti prostort spojitych funkei,

holderovsky spojitych funkei a spojité diferencovatelnych funkci. Véty budeme

uvadét bez dukazu, ¢tenal je muze nalézt napiiklad v monografii Kufner et al.
[1977].

Nebude-li fe¢eno jinak, bude €2 v této sekci znacit otevienou souvislou podmnozinu
R,

Definice A.1.1 (spojité a spojité diferencovatelné funkce) Bud Q C R?
otevrend mmnozina.

1. MnoZinu vsech spojitijch funkci na Q znacime C(Q) resp. C°(Q).

2. Bud k € N, pak C*(Q) oznacuje mnoZinu viech funkei u, které maji na
mnoziné Q viechny parcidlni derivace az do Fddu k véetné takové, Ze V|a| <
k: DueC(9).

61
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3. C*(Q) znadi mnoZinu viech nekonecénékrdt spojité diferencovatelnych funkct
na Q, tedy C*(Q) = N C*(Q).
keN

4. Oznaéme suppu = {x € Q| u(x) # 0} nosi¢ funkce u. Potom pro k € NoU
{oo} definujeme C§(Q) = {u € C¥(Q)| suppu C Q,suppu kompaktni }.

5. C(Q) resp. CO(Q) znaci mnozinu viech funkci z C(Q), které jsou omezené
a stejnomeérné spojité na €.

6. Bud k € N, pak znacime C*(Q) = {u € C*(Q)| V|a| < k: D*ueC(Q)}.

7. € (Q) = kQch(ﬁ)'

Pozndmka A.1.2 Je-li ) omezend mnoZina, je (5) v predchozi definici ekvi-
valentni s tim, Ze existuje spojité prodlouZeni funkce na €.

Definice A.1.3 (hdlderovsky spojité funkce) Bud u € CF(Q), k € Ny.
Oznacme pro o) <k a X € (0,1]

|Du(z) — D*u(y)|

Hox(u) = sup Al
(u) ol F— (A.1)
Potom definujeme C**(Q) = {u € C*(Q)| Vo < k : Hqx(u) < 00},

Znaceni A.1.4 Je-lia = (0,...,0) budeme pouzivat misto H . oy x(u) znaceni

HO’)\(U).

Poznamka A.1.5 Je-li A = 1, mluvime o lipschitzovsky spojitych funkcich.
Funkce z C%'(Q) je jiz diferencovatelnd skoro viude na Q a |D*u(zx)| < Hp1(u)
plati skoro vsude na Q pro |a| = 1.

Véta A.1.6 (vlastnosti prostoru Ci(ﬁ))
Bud' k € Ng. Oznaéme pro u € C*(Q)

lullery = llulls = Y sup[D%u(z)]. (A.2)
o<k *€

Potom plati
1|+ llex @) je norma na CF(Q).
2. Ck(Q) je vzhledem k vyse uvedené normé Banachiv prostor.

3. Je-li Q navic omezend, je C*(2) separabilni.
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Véta A.1.7 (viastnosti prostoru Cﬁ*(ﬁ))
Bud' k € Ny. Oznaéme pro u € Ck(Q)

ullera = llulles = llullerg + Y Han(w). (A.3)
|| =k

Potom plati
- ||Ck,>\(§) je norma na C**(Q).

2. CPMQ) je vzhledem k vijse uvedené normé Banachiiv prostor.

3. C* Q) neni separabilni.

Véta A.1.8 (reprezentace dudlniho prostoru k C(K))

Bud K C R? kompaktni mnoZina a bud ¢ spojity linedrni funkciondl na C(K).
Potom existuje prdvé jedna konecnd requldrni Radonova mira p na K takovd,
Ze plati

Yu e C(K): ¢lu) = (p,u) :/ udyt. (A.4)
K
Navic ||¢]lciryy = |pI(K), kde |p|(K) je totdlni variace miry p na K.
Pozndamka A.1.9 Prostor C(K) neni reflexivnd.

Véta A.1.10 (Arzela—Ascoliho véta)
Bud K C R kompaktni a bud A C C(K). MnoZina A je totdlné omezend prdvé
kdyz

1. je stejné omezend
IC eR*: SUPfreca ||f||c(K) = SUPjecA SUPzeK [f(z)] < C
2. a stejné stejnomeérné spojitd
Ve > 0,30 > 0,Vf € A, Va1,20 € Kt |x1 — 22| < = |f(z1) — fx2)] <e.
Véta A.1.11 (kompakini vnoreni \-hélderovskych funkci do spojitych funkci)
Bud K kompaktni. Pak plati

VA e (0,1]: COMNK) —— C(K).

Diikaz. Tvrzeni je dusledkem Arzela—Ascoliho véty A.1.10. O

A—a

Cviceni A.1.12 Ukaste, %e plati Hyo(u) < 2 (Julle(x)) * (H07a(u))% a tedy
pro 0 < B < a <1 jeCh(K)— C*(K).
Plati i silnéjsi tvrzeni.

Véta A.1.13 (kompakini vnoreni (B-hélderovskych funkci do a-hélderovskych
funkcg)
Bud K kompaktni. Pak pro plati

Va,B € [0,1],a < B: COP(K) —— C"Y(K).
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A.2 Lebesgueovy prostory

Predpokladame, ze ¢tenaf je v dostaetné mife obeznamen se zaklady teorie

VVVVV

and Maly [1995]. Tamtéz je dokdzdna vétsina vét, které uvadime v této sekci.
Dalsim vhodnym zdrojem je Kufner et al. [1977].

Nebude-li feceno jinak, bude 2 v této sekci znagcit libovolnou méfitelnou mnozinu
v RY. Integralem rozumime Lebesguetiv integral.

A.2.1 Zakladni vlastnosti Lebesgueovych prostort, Holderova
nerovnost a jeji dasledky

Definice A.2.1 (prostor L?)
Bud p € [1,00). Pak znacime

LP(Q) = {f méritelnd na | / |f|Pdx < oo},
Q

1

Il = ( [ trvac)”. (A.5)

L£2(Q) = {f méritelnd na Q| 3C € RT : |f(z)| < C skoro vsude na Q},

Pro p = 0o znacéime

fllgee = esssup|f(z)|=  inf sup |f(x)| =
Iflle~ = esssupl ()| =, _jnt.  sup 1)

= 1161% {a| |f(z)] < a skoro vsude na Q}. (A.6)
«

Zmeéna funkee f na mnoziné miry nula nemé vliv na to, zda f € LP(Q), p € [1, o]
ani na hodnotu funkciondlu || - || ze. Pro funkce f € £P() tedy neni funkcional
Il - || cr norma. Uvazujeme proto misto individudlnich funkei f tfidu ekvivalence
[f] definovanou jako

fi~ fa €[f] < f1 = fo = f skoro vSude na Q.
Misto tiid [f] budeme (ponékud nepfesné) hovoiit o funkei f, pricemz budeme

mit na mysli celou tfidu ekvivalentnich funkci.

Definice A.2.2 (Lebesguetiv prostor)
Bud p € [1,00]. Oznacme

LP (@) ={[f]l f e L (D)}
L? () nazgvame Lebesguetiv prostor. Ddle zavddime

ferLt (Q)={f meéritelnd na Q| VK C Q, K kompakini: f € LP(K)}.

loc
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Véta A.2.3 (dplnost Lebesgueovijch prostori)
Bud p € [1,00]. Pak plati

1. funkciondl || - ||zr definovany v (A.5), (A.6) je na LP (Q) norma

2. LP () je vzhledem k vySe wvedené normé Banachiv prostor.

Poznamka A.2.4 Prop = 2 je L* (Q) Hilbertiiv prostor se skaldrnim souc¢inem
definovanym jako' (u,v)r2(q) = [, u(z)v(z)dz.

Véta A.2.5 (Minkowského nerovnost)
Bud' p € [1,00] a f,g € LP (). Pak plati
1. f+g€LP(Q)
2. 1 f + 9l o) < Mfllpo) + 19l pe ) -
Véta A.2.6 (Holderova nerovnost)
Bud' p € [1,00] a f € LP (), g € LP (), kde %—i—ﬁ =1 (s imluvou p =1 =
p' = 00 a naopak). Pak plati
1. fge L' (Q)

2. Hfg”Ll(Q) = ”fHLP(Q) ||9||Lp’(sz)~

Lemma A.2.7 (Holderova nerovnost pro vice funkct)
Bud pro i = 1,....k, p; € [1,00] takové, ze plati Y5,
fi € LPi (Q). Pak plati

i = 1. Bud ddle

LTI, fie LY Q)

k k
2. HHz':l fi L(Q) < Hi:l ||fiHLPi(Q)'

Lemma A.2.8 (trividlni vnoteni LP () prostori)
Bud? || < oo, pak pro p1,ps2 € [1,00], p2 > p1 plati
1. LP2 (Q) — LP1 (Q)

P

2—P1
2. Hf”LPl(Q) < [ Pir2 ||f||LP2(Q)'

Lemma A.2.9 (interpolacni Hélderova nerovnost)
Bud py,p2 € [1,00], p2 > p1 a f € LP* (Q) N LP2 (Q). Potom Vr € [p1,p2], plati

1V téchto skriptech ale vétdinou pracujeme pouze s redlnymi funkcemi.
2Symbol | - | znaéf d-dimenzionéln{ Lebesgueovu miru mnoziny Q C R
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1. fel™(Q)

[eY -«
2. Hf“Lr(Q) < HfHLPl(Q) ”g”LP’z(Q);

kde o spliiuje % = fl + 1;26‘.

Cviceni A.2.10 Uzitim véty A.2.6 dokazte lemmata A.2.7-A.2.9.

Véta A.2.11 (souvislost norem v L™ (Q) a LP (Q))
Bud Q| < cc. Je-li f € L™ (Q), pak je

1. Vpe[l,00): feLP(Q)
2. limp oo || fll 1o () = ||fHLoc(Q)-

Je-li f € N2y LP (), sup;ey || f] 1rs @ =0 Ce R, pro posloupnost {p;}32,
takovou, Ze lim;_, o p; = 00, pak plati

1. feL>®(Q)
2. [fllpoe ) < C-
A.2.2 Regularizator a operator zhlazeni, spojitost v priuméru
v p-té mocniné, separabilita L? (Q2) prostoru

Véta A.2.12 (Luzinova véta)
Bud f: Q — R, f skoro vsude koneénd, ) mévitelnd. Pak je ekvivalentni

1. funkce f je méritelnd

2. pro kazdé e > 0 existuje oteviend mnoZina G C 2 tak, Ze |G| < ¢ a f |a\a
je spojitd.

Ziejme, je-li 2 omezend, muzeme volit G tak, ze 2\ G je kompaktni.

Definice A.2.13 (spojitost v priuméru v p-té mocniné)
Bud f € LP (Q). Polozme f(x) =0 pro x & Q. Rekneme, Ze funkce f je spojitd
v pruméru v p-t€ mocniné pravé kdyz

W>O,36>O,VheRd:|h|<6:>/ |f(z+h) — f(z)|Pde < €. (A7)
Q

Véta A.2.14 (o spojitosti v priméru v p-té mocningé)
Kazdd funkce z LP () je spojitd v priméru v p-té mocniné.
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Dikaz.
Pro z € R\ Q mame f(z) = 0. Ziejmé Ize volit R > 0 tak, aby pro dané ¢ bylo

S P82 = (5

NP
|[f(x+h)Pde < (=),
/Q\BR+1(0) (6)

pricemz jsme bez ijmy na obecnosti predpoklddali, ze pro 6 z (A.7) plati § < 1.
Diky vyse uvedenym vztahum nyni sta¢i dokdzat (A.7) pro omezenou mnozinu
QR =QnN BR+1<O).

Zvolme n > 0 tak, ze VE € Q, |E| < 47 plati

/E|f(x)\de < (%)p (A.8)

K ¢&islu n najdeme p > 0 tak, ze pro
H, = {z € Qg| dist (z,0Qr) < p}

plati |H,| < n. Oznacme QF = Qg \ H,.

Funkce f je zfejmé méritelnd na Qf a podle Luzinovy véty A.2.12 pak existuje
kompaktni mnozina F,) C Qf, takova, ze f|r1 je (stejnomérné) spojitd a [Qf \
F#| < n. Pak je samoziejmeé |Qp \ F,ﬂ < 27 a existuje § € (0, p) tak, ze

g

Vo,o+heF):|h| <d=|flz+h)— f(z)] < T
3|QR|P

(A.9)

Omacme F? = {z € Qp|x+h € F,} a F, = F} N F,}. Mnozina F, je kom-
paktni a plati

R\ Fyl=|(Qr\F,)U(Qr\F})| <4n,

nebot je |Fyy| = |F7| a [Qr \ F| < 27
Celkem tedy z predchozfho a z (A.8) plyne

1

(/ If(ar+h)|”dm>p+</ If(x)”dx>p<
Qr\Fy, Qr\Fy

a ddle mdme z (A.9)

w| M

=

i

n

|f(z+h) - f(x)”dx> <

w| M
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Koneéné pro |h| < § plati

(AQﬂx+hy—ﬂmPMJ”<(K%&mmgﬂx+mwm>p

(Lo o) = ()

n

P

[f(z+h) - f(x)lpdﬂf)

+(Lm&fu+hwm> +<Ammuuwm> <e,

coz jsme chtéli ukazat. O

Cviceni A.2.15 Modifikujte dukaz predchozi véty a ukaZte, Ze pokud pro T €
(0,1] definujeme u,(x) = u(tz), potom Ye > 0 36(e,p) > 0 tak, Ze pro viechna
ueLP(Q),1<p<ocarte(l—51]|u—urra <e.

Definice A.2.16 (regularizdtor)
Rekneme, ze funkce n : R* — R je regularizditor (zhlazovaci jddro), prdave kdyz
jsou splnény ndsledujici podminky

1. necg (RY)

2. suppn C B (0)
3. VY eRY: n(x) >0
4. Yo,y Rz = |yl = n(z) = n(y)

5. Joan(z)de = 1.

Piiklad A.2.17 Prikladem zhlazovaciho jddra je funkce

1
Cel==1 pro |z| < 1
€Tr) =
() { 0 prolx| >1,

kde konstanta C' je volena tak, aby byla splnéna normovact podminka fRd n(z)dx =
1.

V dalsim budeme znagcit 7. (pro € > 0) funkei definovanou jako

ne(z) = gidn (f)

e
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Definice A.2.18 (zhlazent funkce)
Bud' Q C R? omezend oteviend, u: Q — R, u € L}, (). Punkci u. : Q. — R

definovanou na Q. = {z € Q| dist (x,00) > €} jako
we = (1. o) = [ e - yudy = [ o= yute)dy)
R4 B.(x)

nazgvdme zhlazenim (regqularizact) funkce u.

Pro dukaz véty A.2.22 budeme potiebovat jednu dulezitou vlastnost integrovatelnych
funkci. Pro spojité funkce neni tézké ovérit, ze plati

1
VeeQ: lim —— u(y)dy = u(x).
r—0+ |Br(1')| B () ( ) ( )

Otéazkou je, pro jak velkou mnozinu bude uvedend rovnost platit, pokud bude
u pouze integrovatelna funkce. Odpoveéd déva néasledujici véta A.2.20.

Definice A.2.19 (Lebesguetiv bod)
Bud u € L}, (R?). Rekneme, %e bod x € R? je Lebesgueiv bod funkce u, pravé
kdyz
1
lim ———— |u(y) — u(z)|dy = 0. (A.10)
r—0+ | By ()| /B, (a)
Véta A.2.20 (o Lebesgueovych bodech)

Bud' u € L}, (Rd). Pak skoro vsechny body x € R? jsou Lebesgueovy body funkce
u.

Véta A.2.21 (o konvoluci)

Bud f € LP (Rd), g€ LY (Rd) pro p,q € [1,00], =+ + £+ > 1. Potom plati

141
P q

1. fxgeL ' (RY), +=14+1_1

1,1
P q

2. Hf*gHLr(Rd) < Hf”Lp(Rd) HQHLq(Rd)'
Véta A.2.22 (o vlastnostech zhlazeni)

Bud Q C RY omezend oteviend, u : Q@ — R, u € L} (Q). Bud u. zhlazeni
funkce u. Pak plati

1. u. € C*® ()

2. lir(IJlJr ue(x) = u(x) pro skoro vsechna x € Q
£—

3. Je-liu e C(Q), pak uc = u na kazdé kompaktni mnoziné K C Q.

4. Jeliue LY () prop € [1,0), pak ue — uw v LY ().

loc
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5. Je-liu € L (R), pak je el pomay < Ml pogay Prop € [1,00] aue —u
v LP (R%) pro p € [1,00).

Dukaz.

Krok 1:
7 definice je

kde 7. € C>°(R?). Staci tedy pouzit vétu o spojitosti integralu podle parametru
a o derivaci integralu podle parametru a ihned dostaneme pozadované u. €
C>®(£y).

Krok 2:
Vyuzijeme definice regularizatoru A.2.16 a spoc¢teme pro libovolné x € Q).

u(e) = ue ()| =

u(x) /Rd Ne(x — y)dy — /Rd ne(z — y)U(y)dy‘

_ 1 z—y

= /Ba(m) ne(z —y) (u(x) —u(y)) dy| = ] /Bs(z)n( 5 ) (u(z) — uly)) dy
1

<C [, @ - uwldy

Podle véty A.2.20 pak pro skoro viechna z plati C% [, @) |u(z) —u(y)|dy — 0
pro € — 0 a tvrzen{ je dokazano.

Krok 3:
Postupujeme stejné jako v bodu (2), pouze pii odhadu vyrazu

1
C— u(z) — u(y)|dy
o, ) )

vyuzijeme stejnomérné spojitosti funkce u na kompaktni mnoziné K.

Krok 4:
Tvrzeni je dusledkem véty A.2.14 a vlastnosti regularizatoru (dist(K,09) > €),
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skutecné (pouzivime Hélderovu nerovnost a Fubiniho vétu)

e =l = [ Jule) = u(o)lPde

-/ ( / RGO —u<x>|dy>pdx
-/ ( [, nelnta =2 _u@)uz)pdx
<cf ( [ utemen- u<x>|pdz) iz
<cf . ([ ute - =2 - wtoP ) e

Vnitinf integrédl pies K jde ovSem podle véty A.2.14 k nule pro ¢ — 0 a tvrzeni
je dokazano.

Krok 5:
Diky Youngové nerovnosti A.2.21 méme

[uellp < llullplinells = [[ullp,
1 < p < oo. Necht nyni 1 < p < oo au € LP(RY). Zvolme &islo o > 0. Ziejmé
existuje R > 0 tak, ze fRd\BR(O) |u|Pdz < (%)p. Analogicky jako vyse, pomoci
Youngovy nerovnosti, muzeme pro € < 1 dokazat, ze fRd\BR+1(0) |ue[Pdx <

P
(%) . Nyni, podobné jako v kroku 4, muzeme dokazat, ze existuje g9 > 0 tak,

P
ze pro 0 < € < gq: fBR+1(0) |u — ucPdz < (g) . Potom

lu —ucllp < [Ju—vell Lo ®a\ Bryy (0)) T 18— Uell Lo (Bryr (0))

< Julpr®a\Br(0)) T [uell e @a\Bris0)) + U = UellLr(Brar 0) < 0

O

Z predchoz{ véty A.2.22 plyne napi. nasledujici. Je-li u € LP (), p € [1,00)
potom u. — u v LP (). Staéi totiz prodlouzit u nulou vné € a pouzit tvrzeni
(5) zminéné véty.

Poznamenejme, ze tvrzeni (5) véty (A.2.22) nemuze platit pro p = oo, protoze
konvergence v L (2)-normé je pro hladké funkce konvergenci stejnomérnou.
Plati ale slabsi tvrzeni, totiz

ue = uv L™ (Q)

(tj. Vo € L (Q) : [jucpdr — [, upde, viz. oddil o reflexivité a dudlnich
prostorech A.2.3).
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Pomoci Bernsteinovy véty o aproximaci spojité funkce polynomy v C°(£2) normé
(a tudiz polynomy s raciondlnimi koeficienty v L? (Q) normé, p € [1,00)) dostdvéame
jako trividlni disledek prvni ¢ast nasledujici véty.

Véta A.2.23 (separabilita LP (Q)) prostor)
Prostor LP (Q) je pro p € [1,00) separabilni. L™ () separabilni nen.

Cviceni A.2.24 Pomoci charakteristickijch funkei intervali ukazte, Ze L™ (§2)
nemuze bijt separabilni.

A.2.3 Spojité linedrni funkciondly nad L? (Q2)

Véta A.2.25 (reprezentace spojitého linedrniho funkciondlu nad LP (§2))

Bud’ Q2 neprdzdnd mnozina, p € [1,00). Bud’ ddle ¢ omezeny linedrni funkciondl
na LP (). Pak existuje prdavé jedna funkce g € LP (), 1% + 1% =1 takovad, Ze
plati

VfeLP(Q): o(f) = (o, f) = . fgdz. (A11)
Navic [|9]l(Lr ) = 19l Lo (o) -
Pomeérné jednoduse plyne z predchozi véty.

Véta A.2.26 (reflexivita LP (2))
Bud’ p € (1,00). Pak je L? (Q) reflexivni. Prostory L™ () a L* (Q) reflexivoni
Nejsou.

A.2.4 Riuazné typy konvergenci, relativné kompaktni mnoziny
v LP(Q)

Bud {f,}22, posloupnost méritelnych funkef a bud f méritelnd funkce. Podivejme
se nyni na to, v jakém smyslu muze posloupnost f,, konvergovat k limitni funkci
f a jaké jsou vztahy mezi ruznymi typy konvergenci.

Definice A.2.27 (typy konvergenct)

1. Rekneme, Ze posloupnost {f,}5, konverguje k f bodové prdavé kdyz
Ve € Q: limy, o fn(z) = f(z) neboli
Ve € Q,Ve > 0,3Ing € N,Vn > ng : | fu(z) — f(z)] <e.

2. Rekneme, Ze posloupnost { £, 152, konverguje k f stejnomérné na Q prdvé
kdyz
Ve > 0,3Ing € N,Ve € Q,Vn > ng : |fn(z) — f(2)] <e.
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3. Rekneme, Ze posloupnost {fn}52, konverguje k f lokdlné stejnomérné na
Q prdavé kdyz VK C Q, K kompaktni konverguje posloupnost {f,}52, ste-
jnomeérné k f na K.

4. Rekneme, Ze posloupnost {f,}°2, konverguje k f stejnomérné na Q aZ na
malé mnoZiny prdve kdyz
Ve > 0,IM C Q,|M| < e : posloupnost {f,}52, konverguje k f ste-
gnomérné na 2\ M.

5. Rekneme, Ze posloupnost { f,}2, konverguje k f skoro vsude na Q prdvé
kdyz AM C Q, |[M| = 0 takovd, Ze posloupnost {fn}52, konverguje k f
bodové na Q\ M.

6. Rekneme, Ze posloupnost {f,}°2, konverguje k f v mie na Q prdvé kdyz
Ve > 0: lim, oo [{x € Q] |fn(z) — f(x)] >} =0.

7. Rekneme, Ze posloupnost {f,}°2, konverguje k f v LP (), p € [1,00],
pravé kdyz
Hmy, oo | fn = fll o) =0

8. Bud p € [1,00) ap = # (s obvyklou umluvou p' = oo pro p = 1).
Rekneme, Ze posloupnost {f,}52, konverguje k f slabé v LP (), znacime
fn— [, prdvé kdyz
Vg e LP (Q) : Jo fngdz — [, fgda.

9. Rekneme, Ze posloupnost {fn}52, konverguje k f slabé s hvézdickou v
L>®(Q) , znacime f, = f, prdvé kdyz
Vge L' (Q): [, fagdz — [, fgdz.

Obecné definujeme slabou a slabou s hvézdickou konvergenci ndsledujicim zpusobem (X je
Banachuv prostor a X* je jeho dudl).

Rekneme, ze posloupnost {z,}22; C X konverguje slabé k = € X, znacime z, — x, pravé
kdyz Vo € X* : (@, an) — (o, ).

Rekneme, ze posloupnost {¢n }o2

ne1 C X* konverguje slabé s hvézdickou k ¢ € X*, zna¢ime

on = o, prave kdyz Ve € X : (pn,z) — (@, ).

Véta A.2.25 ndm umozituje popsat dualitu a dudlni prostor k LP (Q) pro p € [1,00) a pravé
uvedené obecné definice pak prejdou v definice uvedené v A.2.27.

Na L' (Q) mdme pouze slabou konvergenci (nebot véta A.2.25 ndm neiikd nic o tom, jak
vypadd prostor X, pro ktery by platilo X* = L (Q)).

Na L*° (£2) mame pouze slabou s hvézdickou konvergenci (nebot véta A.2.25 ndm nefikd nic
o tom, jak vypadé prostor (L (2))%).

Na LP (), p € (1, 00) mdme k dispozici slabou i slabou s hvézdi¢kou konvergenci, ale protoze
na reflexivnich prostorech (coz LP (2) pro p € (1, 00) podle véty A.2.26 jsou) obé konvergence
splyvaji, neni pouzivdni obou typu konvergenci nutné.

Na zédvér se podivejme na charakterizace totdlné omezenych mnozin v LP (),
p € [1,00). Pujde o analogii Arzela-Ascoliho véty (A.1.10), roli stejnomérné
spojitosti ale bude hréat spojitost v prumeéru v p-té mocning.
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stejnomérnd konvergence
\ |Q| < 0
lokélné stejnomérna konvergence
. konvergence v LP

bodova konvergence N
" konvergence v mite

konvergence skoro vsude \
. vybrana podposloupnost

konverguje skoro vsude
konvergence v mire

Obr. A.1: Nékteré vztahy mezi konvergencemi

Véta A.2.28 (Kolmogorovova véta, charakterizace totdlné omezengch mnoZin
v P ()

Bud p € [1,00). Oznaéme ry,f(x) = f(x + h) (mimo mnozinu Q definujeme
f(z) =0). Mnozina A C LP (Q) je totdlné omezend prdvé kdyz

1. je stejné omezend
SUPfea ||fHLP(Q) <C <

2. stejné spojita v pruméru v p-t€ mocniné
Ve > 0,36 >0,Yf € A: ||hllge <8 = |lrnf = fll oy <€

3. a stejnomérné klesd v nekonecnu

Dikaz.

Krok 1: ="

Krok la: stejnd omezenost

Je zfejmé z definice totdlni omezenosti (proved'te podrobné).

Krok 1b: stejné spojitost v pruméru v p-té mocniné

Oznaéme si {fl}f\[:1 C A §-sit v A. Zfejmeé plati, Ze sit {fi}fil je stejné spojita
v pruméru v p-té mocniné (sit tvoif koneéné mnoho funkei z L (§2)). Pak oviem

lrnf — f”Lp(Q) < lrnf - 7"hfi”Lp(Q) + lrnfi — fi”LP(Q) +1fi = f||Lp(Q) <e

pro vhodné zvolené ¢ = 1,..., N z vlastnost{ s{té¢ (nebot mame || f; — fHLp(Q) <
S lrnfi — rhf||Lp(Q) < §) a h ze stejné spojitosti v pruméru v p-té mocniné
sité ([[rafi = fill Loy < 5)-

Krok 1c: stejnomérné klesani v nekonecnu

Oznatme si opét {fi}ij\;l C A e-sit v A. Protoze pro kazdé i je f; C LP () a
funkci f; je koneéné mnoho, plati

Ve>0,3R>0,Vi € {1,...., N}t |[fill oo\ Br(o)) < &
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Pak lze pro libovolné n > 0 nalézt vhodné ¢ =1,..., N a R > 0 tak, ze
1l o\ Broy < N = fill Lo@vroy + il Lo\ Brioy < -

Krok 2: 7«”
Myslenka dukazu je nésledujici. Nejdrive ukdzeme, ze staci najit sff na néjaké
omezené podoblasti M C . Specidlné pak bude M kompaktni.

Funkce z A zhladime a dostaneme mnozinu A, spojitych funkei na M. Ukézeme,
7e tato mnozina spliiuje pozadavky na totdlni omezenost v C(M) podle Arlela—
Ascoliho véty A.1.10 a existuje tedy koneén4 sit na A, C C(M).

V zavéretném kroku pak dokdzeme, ze funkce z A, jejichz zhlazent tvori konecnou
sit na A, C C(M), uz tvoii sit na A C LP ().

Krok 2a: sta¢i uvazovat omezené mnoziny

Skutecné, bud {f;}1, 2-sif na L? (N Br(0)) pro R vybrané tak, aby

n
Vf cA: ||f||LP(Q\BR(O)) < Z

To je jisté mozné, nebot predpokladdme stejnomérné klesani v nekoneénu. Nyni
je snadné ukdzat, ze {fi}fvzl je n-sit na LP (), nebot Vf € A:
1f = fillboy < IIf = fill o@nirioy + 1flo@\ Ry T il Lo@\Brioy <7

pro vhodné vybrané i =1,..., N.

Bez ijmy na obecnosti proto muzeme v dalsim predpokladat, ze Q je omezend
mnozina.

Krok 2b: zhlazeni, pouziti Arzela—Ascoliho véty

Oznaéme Ay, = {fu| f € A}, kde f;, = f *ny, je zhlazeni funkce f na R?. Pak je
Ay € C(Q). Navic je Ay, totdlné omezens v C(£2), nebot jsou splnény pozadavky
z véty (A.1.10), stejnd omezenost

()| < \ [t y)f(y)dy‘ < O [ poiey < C(h)

a stejnomérna spojitost

it +2) = ol < [ J (0 (Z2) =0 (552)) )]y
< 11l poge) (/Q ("5 -0 (%)) ' dy> p

< CWIENllr @) < C(R)]2]-

K éislu > 0 tudiz existuje koneénd —L+-sit mnoziny Ay v C(Q). Oznacéme
21| P
(fi)n prvky této sité, i = 1,...,N. Pro libovolné f, € A, tedy existuje j €
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1,..., N tak, ze

o = (F)ulle < 2“’;' (A.12)

Krok 2c: sif mnoziny A v LP (Q2)
Ukdzeme, ze { fi}?il, kde f; jsou nezhlazené funkce odpovidajici (f;), prvkium
site Ay, v C(Q), tvoif sit v A v LP (Q).

Zvolme § > 0 tak, ze

Vfe AVzeRY |z| <6 </ |f(z+ 2) —f(x)|pdx)p < Z%, (A.13)
Q

kde C je konstanta, kterou upfesnime pozdéji. Moznost volby & zajistujiciho
splnéni vyse uvedené nerovnosti je zfejma z pozadavku na stejnou spojitost v
pruméru v p-té mocniné pro mnozinu A.

Potom
||f] - f”L:D(Q) < ||f] - (fj)h”L:v(Q) + ||(f])h - thLp(Q) + Hfh - fHLP(Q) .

Prvni ¢len na pravé strané je mensi nez 3, nebot

15 = idnll Loy < </Q </B ( )(fj(fv) —fj(y))nh(x—y)dy> dw)

< C(h) ( /Q /B 1(0)|fj<xhz>fj<y>|pdydx) <

coz plyne z (A.13), kde jsme zvolili C = C(h)|B1(0)|. Obdobné odhadneme i
posledni ¢len na pravé strané. Konecné prvni ¢len na pravé strané je mensi nez
4, coz plyne z (A.12). Celkem

1
P

>3

)

15 = Fllpoy <m

a {fi}iil je proto n-sit v A v LP (Q).

A.3 Sobolevovy prostory

V této sekci se budeme vénovat vlastnostem funkei z Sobolevovych prostoru
WP (Q). Tyto prostory hraji v modernich metoddch PDR fundamentélni roli
- proto bude vyklad o néco podrobnéjsi nez v predchozich sekcich. Vétsinu vét
budeme také dokazovat.

Nebude-li feceno jinak, bude Q C R? oteviend souvisld mnozina.
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A.3.1 Definice, zakladni vlastnosti

Definice A.3.1 (slabd derivace) §
Bud o = (a,...,aq) multiindez. Bud u,v, € L}, (). Rekneme, Ze v, je slabd
derivace funkce u podle x® prdvée kdyz

Yo € C°(Q) : / uD%p = (—1)l*l / Va.
Q Q
Ziejmé plati nasledujici

Cviceni A.3.2 (souvislost slabé a klasické derivace)

1. Necht u € C*(2). Potom derivace v klasickém a slabém smyslu splijvd.

1

1oe (), tedy skoro viude) uréena

2. Slabd derivace je (ve smyslu rovnosti na L
jednoznacné.

Nadéle tedy budeme znacit slabou a klasickou derivaci stejné, tj. je-li v, slaba
derivace u podle ¢ , budeme psat D%u = v,,.

Slaba derivace je specialni ptipad obecnéjsiho pojmu - distributivni derivace. Je-li u € Llloc ()
muzeme funkei w pfifadit reguldrni distribuci T, definovanou jako

Vo € C(R) ¢ (Tuve) = [ upds,
Q

kde (-,-) znaé¢i dualitu mezi (C§°(€2))* a C$°(2). Kazdou distribuci mizeme libovolnékrat
derivovat. Distribuce G je derivace distrubuce T" podle % pravé kdyz

Vi €C5°(Q) : (T, D) = (-1)1*1(G, ¢).

Specidlné, jsou-li G = Gy, a T' = Ty, regularni distribuce, je zfejmé
Ve € C5°(Q) : / uD®pdx = (Ty, D*¢) = (=1)!*1 (G4, ) = / vedz,
Q Q

tedy v = D%u v slabém smyslu.

Definice A.3.3 (Sobolevovy prostory)
Bud k € N a p € [1,00]. Pak Soboleviiv prostor WkP (Q) definujeme jako

WEP(Q) = {u € LP(Q)| Du € LP (Q), Yo : |a| < k}.

Analogicky jako v piipadé LP () prostori jsou prvky WFP (Q) vlastné tifidy
funkeci lisicich se na mnoziné miry nula.

Cviceni A.3.4 Bud’ Q omezend mnozina. Ukazte, Ze je-liu € WFP (Q) a & €
C>(Q), pak je ué € Wh» (Q). Ukaste také, ze

" N AN LT
90k (uf) = ; (Z> oz 783:?‘“

kde derivace u chdpeme ve slabém smyslu a derivace & v klasickém smyslu.
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Lemma A.3.5 (zavedeni normy v Sobolevové prostoru)
Oznac¢me pro u € WEP (Q)

S Dl | el
lalles = lullep = lullwen = { \( 52

Du, = ).
‘rglgll Ul ooy (p=00)

Potom ||||Wkp(Q) j@ norma na Wk’P (Q)

Dikaz.

Budeme se zabyvat dikazem pro p € [1,00), dikaz pro p = co pienechdvime
¢tenari jako uzitetné cviCeni. Navrhovand norma je zfejmé vzdy konetna a
nezdporng, navic pokud je Hu||W,€,p(Q) = 0, tak je i Hu||Lp(Q) = 0, a proto
(vlastnost ||| » () normy) je i u = 0. Obrdcend implikace je ziejma. Plati tedy
u=0< |ullyrnq) =0

Pro slabou derivaci plati D (Au) = AD%u, vlastnost{ |-[|;,q) normy je, ze
IAD (W) o () = AP (u)l| Lo () celkem

||/\u||wk-,p(Q) = Z [ D* ()\U)Hip(g)
la| <k

= | AP D 1Dl | = M lullwras) -
loe| <k

¢imz jsme ovérili, ze navrhovand norma je pro kladné konstanty homogenni.

Slabd derivace je ziejmé linedrni D® (u + v) = D*u+D%v a pro ||| 1, ) normu
plati trojihelnikovd nerovnost (A.2.5)

lw+ vl o) < lull o) + 101l Loy -

Navic plati ”diskrétni” Minkovského nerovnost (a,, b, > 0)

(o) = () +(29)

n=0
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celkem
1
P
||U+U||Wk,p(gz) = Z ||Dau+DaUHZ£p(Q)
|| <
1
[ [ p
<[ 3 (107wl + 1070l e )
lee| <k
1 1
[ p (03 p ’
<[ > (ID%ullpeiey)” | + | X (1IP°ul o)
| < loe| <k
— Nullyeney + 0l -
¢imz jsme ovérili trojuhelnikovou nerovnost. O

Véta A.3.6 (o vlastnostech Sobolevovych prostori)

Pro kazdé k € Ny a p € [1,00] je WP (Q) Banachiiv prostor. Pro p € [1,00) je
WkP (Q) separabilni a pro p € (1,00) reflezivni. Pro p = 2 je W2 (Q) Hilbertiv
prostor.

Dikaz.

Zabyvejme se nejdiive tiplnosti. Cilem je ukazat, ze kazda Cauchyovskd posloup-
nost v W*? (Q) ma v W*» (Q) limitu. Bud {u,}.—, C WP (Q) Cauchyovskd
posloupnost

Ve >0,3n0 € N,Vn,m > ng 1 [lun — wnllyes o) <€

Nutné tedy musi byt i ||[D%u, — Dum||sq) < € pro kazdy multiindex a.
Cauchyovské jsou proto i posloupnosti {Du,},-, C L? (). Prostory L? (2)
jsou dle véty (A.2.3) dplné, existuji proto limity
up, = u u € LP(Q)
D%y, — uq  uq € LP(Q).
Protoze jsme kazdou limitu D®u,, zkonstruovali zvlast, neni jisté, jestli bude
platit D%u = wu,. Zbyvéa ovérit pravé zminéné tvrzeni. Predevsim urcité plati,
7e uq € L _(Q) (nebof u, € LP (Q)), ¢imz jsme ovéiili prvni vlastnost slabé

loc
derivace. Déle je podle definice slabé derivace

/Q un D% = (—1)! /Q Duys

ovSem pro levou stranu rovnosti plati

/ upn D% — | uD%¢®, protoze u, — u v LP (Q)
Q Q
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a pro pravou stranu
(" [ D0 = (<) [ o, protoze Du, = ua v L7 (@),
Q Q

nutné proto musi byt [, uD“¢ = (_1)|a\ Jo ta®, coz neznamend nic jiného, nez
7e D%y = ugq.

V dukazu reflexivnosti a separability vyuzijeme zndmych poznatku o LP (§2)
prostorech, viz. véta A.2.26 a A.2.23. Oznacme si X = (L? (Q2))", kde & je pocet
vSech ruznych multiindexti o délce mensi nebo rovné k. Prostor X je ziejmé
reflexivni (pro p € (1,00)) a separabilni (pro p € [1,00)). Déle definujeme
zobrazeni I : WFP (Q) — X jako®

ou ou

I(U) = [Dauho(‘gk = u,aixl,...,aixd,...

Potom [ je izomorfismus mezi W5 (Q) a I(W*? (Q)) C X. Diky jiz dokdzanému
(tiplnost WP (Q)) je I(W*P (Q2)) uzavieny podprostor reflexivniho prostoru X
a je tedy také reflexivni (pro p € (1, 00)). Podprostor separabilniho metrického
prostoru je jiz nutné separabilni, coz dava separabilitu W*? (Q) pro p € [1, 00).

Pro p = 2 zadefinujeme skalarni soucin jako

(U, V)k2,0 = Z /Do‘uDavdx
Q

|| <k

(ovéite podrobng, ze se jednd o skaldrni soucin) a tudiz diky tiplnosti je W*2 (Q)
Hilbertuv prostor. a
Nenf tezké ukézat (viz. nasledujici cviéeni), ze W*°° (Q) nenf separabilni. Diikaz,
ze Wk (Q) a W (Q) nejsou reflexivni je mozno nalézt v Kufner et al. [1977].

Cviceni A.3.7 (WF>(Q) neni separabilni)
Bud Q C R% a bud’ § > 0 takové, e Bs(xo) C Q2 pro jisté xg. Uvazujte pro & =
(&1,...,¢&q) € Bs(xo) funkce pe = min(1,|1 — &1|). UkaZte, Ze ¢ je nespocetny

systém funkci z WH (Q) takovy, Ze H(pg - <‘05“W1.m(9) > 1 pro & # &.

Definice A.3.8 (prostor WP (Q))
Bud p € [1,00), k € N. Oznaéme

e
WoP(Q) = Cgo(Q) W@,

Poznamka A.3.9 Pripad p = oo v predchozi definici neuvaZujeme, protoZe

Cgo(Q)H'HWk’x(”’ ={ueCk(Q)| V|| < k: D%y, =0}, coz snadno nahlédneme
z definice konvergence v normé |||y (o) -

3Zobrazeni I vytvaii vektor viech moznych parcidlnich derivaci faddu nejvyse k.
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Véta A.3.10 (o vlastnostech prostori WEP(Q))
Pro kazdé k € Ny a p € [1,00) je WiP(Q) Banachiiv prostor. Pro p € [1,00) je
WP () separabilni a pro p € (1,00) reflexivnd.

Dukaz je, podobné jako véta A.3.6, zaloZen na znamych vlastnostech Lebesgueovych
prostoru L (). Podrobnéjsi dikaz je mozno nalézt v Kufner et al. [1977].

Cviceni A.3.11 Ukazte, Ze Wg’p(ﬂ) je podprostor WP ().

Obecné jsou WP () a Wh? (Q) rizné, tj. W (Q) € WFP(Q) pro Q ¢ R4
Ovsem v pifpadée Q = R? plati

Lemma A.3.12 (vztah WEP(Q) a WHP (Q) pro Q c R)
Bud k € N, p € [1,00). Potom plati W*» (R?) = WP (R?)

Diikaz. K ditkazu je potieba véta o lokéln{ aproximaci WP (Q) hladkymi funkcemi
A.3.26. Dikaz proto provedeme ve chvili, kdy jiz budeme mit dokdzanou zminénou
vétu (viz strana 86). O
Ukéazeme si nyni nékolik piikladu, které ilustruji, jaké funkce néalezi do prostoru
WkP(Q).

Priklad A.3.13 Funkce

nend slabou derivaci u.

Funkce u md ovsem distributivni derivaci. Je ji funkciondl x(o,1) + 61, kde xr1 je charakteri-
stickd funkce intervalu I a s je Diracova distribuce s nosi¢em v bodé s.

Ale v je slabou derivaci funkce

() = {x na (0,1)

1 nall,2).

Obecné: funkce, kterd md skokovou singularitu na (d—1)-rozmérné plose, nemd
slabou derivaci v Q C RY.

Pifklad A.3.14 Bud Q = By(0) C R'. Pak u(z) = ks € W'P(Q) & a <
%. Vidime, Ze i neomezené funkce patri do nékterijch WHP(2). Vimnéme si,
Ze pro a < dp%p jew € LY(Q) pro kazdé q € [1,p*), kde p* := d% (srovnej s
vétou o vnoreni A.8.44).
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Priklad A.3.15 Necht {ry}.-, je spocetnd hustd podmnozina v B1(0). PoloZme
pro x € B1(0)

o0

1 _
u(z) = Z §|x — |7
i=1
Je-lip <daae(0, %), potom u € WP (B1(0)), a presto neni omezend na
Zddné oteviené podmnoziné By (0).

A.3.2 Alternativni zavedeni Sobolevovych prostori

Jednou z moznosti, jak zadefinovat Sobolevovy prostory, je pouzit analogii definice A.3.8. Tedy

Definice A.3.16 (alternativni zavedeni Sobolevovijch prostori)
Bud’ p € [1,0), k € N oznaéme

Whe(Q) = co@) W
Poznamka A.3.17

1. Proky W’“’p(ﬂ) maizeme chdpat jako vektory [wa|,«;, takové, Ze evistuje un € C(R) :
D%uy, — wa v LP () (srovnej se str. 80).

2. Analogicky jako v pripadé W(;c’p(Q) (viz. pozndmka A.3.9) nemd smysl definovat W’“’p(ﬂ),
protoze bychom kuvili vlastnostem ||"||yyk, 0 (q) dostali* WkP(Q) = CF(Q).

Lemma A.3.18 Nechf [Wa]|o)<k € Wk*p(ﬂ). Potom plati
Via| <k: D%, ... 0] = Wa-

Specidiné tedy W*P(Q) C W*P (Q), kde [Waljaj<k 2totoZnime s w, . q-

Dukaz.
Je ponechédn ¢tendii jako uzitecné cviceni. O
Obréacend inkluze obecné neplati, je tfeba védét néco vic o hranici oblasti Q2. Podrobnéji se

této otdzce budeme vénovat v nasledujicim oddilu A.3.3. Poznamenejme pouze, zZe Wk’p((l)
je Banachuv prostor, ktery je separabilni pro p € [1,00) a reflexivni pro p € (1, 00).

Dalsi prostory, které jsou ve skutecnosti shodné s WP (Q), p € [1,00], jsou tzv. Beppo-
Leviho prostory. Jejich zavedeni je mirné komplikované, zato v§ak pomérné snadno dokazeme
nékteré vlastnosti téchto prostoru a nédsledné tedy i Sobolevovych prostoru zavedenych podle
standardni definice A.3.3.

Ozna¢me P*b = {x =ta+ (1 —-t)bt e R,a,be Rd}. Bud Q C R? oblast. Potom existuje
posloupnost otevienych intervali J; (konetnd nebo nekoneénd) takova, ze
1L Vi£j:NJ;=0
2. QNP =U{z =ta+ (1 —t)b| t € J;}.
J

4Symbol £ znadi, ze dané prostory jsou izometricky izomorfni.
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Bud u funkce definovans skoro véude na . Polozme

p(t) =u(ta+ (1 —t)b), prot € U Jj.
J

Definice A.3.19 (mnozina AC(f2))
Rekneme, Ze funkce u je absolutné spojitd na primce P%?, je-li spojitd na vsech kompaktnich
podintervalech intervali J;.

Bud i € N, i = 1,...,d. Oznacéme AC;(Q) mnoZinu véech funkci definovanijch na Q pro
které plati: Je-li M mnoZina bodd (z1,...,Ti—1,Tit1,...,24) C Re=1 takovych, Ze pro
rovnobézky s osami x; : P(r17~~~’xi71,m+1’m»xd) = {(z1,...,zi=1,& Tit1,...,2q) | € €R}

je splnéno QﬂP( # 0 a soucasné funkce u neni absolutné spojitd na

501,-~-7~'Ci71,96i+1»~w£d)

pFimce P(l'lv-wzi—l75Ei+11>-~azd)’ potom je |[M|4—1 = 0.

d
Znacime AC(Q2) = () AC;(2).
i=1

Definice A.3.20 (Beppo-Leviho prostor)
Bud p € [1,00], Q@ C R%. Potom BLP(Q2) — Beppo-Leviho prostor — je mnozina viech funket
u € LP (Q), pro které existuje i € AC(R2) takové, Ze

1. 4 = u skoro viude v 2

2. Vi=1,...,d: [%] € LP(Q), kde {gf} znact klasickou® parcidlni derivaci funkce

.:l

Jinymi slovy funkce u € BLP(Q) prdvé kdyz zménou funkce u na mnoziné miry nula dostaneme
funkci 4, kterd je absolutné spojitd na skoro vsech rovnobézkach s osami, a navic u a viechny

klasické parcidlni derivace {86771] patii do LP (Q).

Cviceni A.3.21 Ukazte, zZe

1
P P
L”(Q)>

Véta A.3.22 Bud p € [1,00]. Pak plati BLP(Q) &= W1LP (Q) (4. Beppo-Leviho prostory
jsou izometricky izomorfni s odpovidagicimi Sobolevovymi prostory).

d -
ou

llullprr ) = HuHLP(Q) + <§ : H [8 }
i=1 Zi

definuje normu ve vektorovém prostoru BLP(2).

Dukaz plyne z nésledujicich dvou lemmat.

Lemma A.3.23 Bud'u € Li__ () AC;(Q). Je-li [E?Tu] € L _(Q), potom se [597“] shoduge

loc loc
1o}
ox;

se slabou derivact, tj.

skoro vsude na €.

ou

o ] skoro vsude na .
z;

5Diky absolutni spojitosti @ existuje [
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Diikaz. Zvolme o € C§°(Q) a prodluzme u a ¢ nulou vné 2. Potom

0 o]
/u SOdm:/ / u vdmi dry...dri_1dxitr...dxg =
9] 8931 RrRd—1 P 6901
(100121 g)
1o} 0
= —/ / v | dry...dri—1dziyr ... dxg = —/ u pdzx,
Rd—1 P ox; Q L0z;
(2100 1oi 1T )
pricemsz jsme dvakrdt pouzili Fubinitho vétu a vlastnosti absolutné spojitiych funkct. O

Lemma A.3.24 Bud u, Dy;u € L}, (). Potom ezistuje @i € AC;(2) takové, Ze u = i skoro
vsude na S a navic

{811

} = Dg,u
ox;

skoro viude na €.

Diikaz. Dodefinujeme v nulou vné Q. Bud' {K,};2 ; posloupnost kompaktnich mnozin takovych,
oo

¢ Kn C Knt1 a |J Kn = Q. Bud ¢, € C5° () takova, ze on = 1 na Kpn a @n = 0 vné
n=1

Ky +1. Polozme
Up = UPn, Wn = Dz, Un.

Z¥ejmé je Wn = Dgz,upn + u%fsfl a Un,Wn € L1 (©2). Déle Up = u a Wn = Dg,u na Ky.
i
Definujeme
T4
Uy (@) =Ty (T1, ooy Ti 1y Tiy Tig 1, -+ -5 Td) = / Wi (T, i1, Tif1,- ., Tq)dE.
J —oco
Funkce @}, je definovana pro takova (x1,...,Ti—1, 2 Tit1,-.-,2q) € RE7L, e
+ o0
/ Wn (21, Ti1,& Tit1, - -, Ta)d€ < 00,
— 00
coz je splnéno pro skoro viechna (x1,...,%;—1,%;, Tit1,...,2q) € R (ve smyslu d — 1-

dimenziondlni Lebesgueovy miry). Evidentné u} € AC; ().
Pokud se ndm podaii dokdzat, ze
;= Up skoro vsude na £, (A.14)

muzeme pro x € K, polozit
u(z) =uy(z), n=1,2,....

Pak je a(x) € AC;(Q2) a z predchoziho lemmatu A.3.23 plyne, ze

{ ou

ox;

:| = Dziuv

coz jsme chtéli ukazat.

Vratme se k (A.14). Protoze u, ma kompaktn{ nosi¢ v €2, existuje posloupnost {uﬁ}zozl C
C5° () takovd, zeS

lim Hulfl — ﬂn) =0
k—oo LP($2)
7k
lim H % Wn =0.
k—o0 x; LP ()

67de ve skutetnosti vyuzivdme tvrzeni A.3.26, které dokdzeme v dalsim oddilu nezévisle
na vysledcich této éasti. Neni ale tézké nahlédnout, ze muzeme vzit uf = n1 * un, kde n1 je
n =1 n
k k

regularizator, viz. A.2.16.
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Mame tedy
. _ . _ k _
i n = @all 1 o) < pm Hun h u"HLl +kli>néo H = m e H "l L)
a
k k k s
wr —u) |dr = — w. ey Ti—1,E, T 1, .., 2q)dE| d
Hun Ll(Q) / ‘ unl T = /Q Uy, /70071)”(271 Ti—1 6 Tit1 :Ed) § T
:/ / (8“ fwn>d£dz<// ';”fm déda
JallJ- Tz ~
§ > ¢ "+2ﬂp TL T 1T 1) !
8719
< 2diam(Kp42) “n _ 5, — 0,
afl‘i Ll(Q)

nebot suppw, C Kp41 a pro vhodnou volbu ufz muzeme docilit toho, Ze supp ulfL C Kpyo.
Odtud tedy u} = up skoro véude na Q a dukaz je hotov. O

Diky vété (A.3.22) dokdzeme snadno nésledujici vlastnosti WP (Q2) prostord.

Dusledek A.3.25 (nékteré vlastnosti Sobolevovijch prostori)
1. Necht Q =1 = (a,b), a,b € R au € WHP(Q), p € [1,00]. Pak existuje reprezentant
u* = u skoro viude na (a,b) takovy, Ze u* € C([a,b]).
2. Necht u € WHP (Q), p € [1,00] a nechf Vu = 0 skoro vsude na Q . Pak u = konst.
skoro vsude na §2.
3. Oznaéme ut = max(0,u) a v~ = max(0, —u). Je-li u € WHP (Q), p € [1, 0] pak je i
ut,u™, jul € WHP (Q).

Diikaz.
) Tvrzen{ plyne okamzité z definice BLP(12).
Tvrzeni plyne z toho, ze je-li u € AC(QQ) a a—ﬂ = 0 pro ¢ = 1,...,d potom nutné
J oz

i = konst.
(3) Je-li u absolutné spojitd funkce, potom jsou absolutné spojité i ut,u™ a |u| a tvrzeni
proto plyne z rovnosti BLP(Q2) a WP (Q). Navic ziejmé

Doout Dy, u skoro viude na u > 0
i n 0 skoro vsude na u < 0

i

Dy — { —Dgz,u skoro vSude na u < 0

0 skoro vSude na u > 0
Dy, u skoro viude na u > 0
Dy, |lul = ¢ —Dgz,u skoro véude na u < 0

0 skoro vSude na u = 0.

A.3.3 Hustota hladkych funkci

Cilem tohoto oddilu je ukazat, za jakych predpokladiu muzeme funkce z prostoru
WHP (Q) aproximovat v normé [[lyyx.p () funkeemi hladkymi az do hranice.
Vyznam takového tvrzeni spoc¢iva v tom, ze mnoho vét budeme schopni dokézat
relativné jednoduse pro hladké funkce a limitnim prechodem pak ovérime jejich
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platnost i pro funkce z ptislusného Sobolevova prostoru. Pimy dikaz byvé ¢asto

vvvvvv

Hlavnim néstrojem bude, podobné jako pro funkce z Lebesgueovych prostoru,
vhodn4 regularizace (zhlazeni) funkce, viz. véta A.2.22. Na rozdil od Lebesgueovych
prostorti nenf ziejmé, ze mizeme funkci z W*? (Q) prodlouzit nulou pro = & Q
tak, aby proudlouzeni stéle patfilo do W*P (Q). Blize se této problematice
budeme vénovat v nasledujicim oddile vénovaném operatoru rozsiteni. Nyni ndm
bude muset stacit

Véta A.3.26 (o lokdlni aprozimaci hladkymi funkcemi)
Bud v € WkP(Q) pro p € [1,00), oznaéme u. zhlazeni funkce u, definované na
Q. = {x € Q| dist (z,00) > €} (viz. definice A.2.18). Pak plati

1. D%u, = (D*u),

2. ue — u v WEP(Q).
Diikaz.
Zacneme pocitat podle definice (z € Q)

D*u,(x) = D° ( /B RS y)u(y)dy) - /B D)ty

Ovéreni predpokladu véty o zaméné derivace a integralu je v tomto piipadé
snadné. Pokracujeme

o Tr — u = _ |O“ « T — ”
[, @t —yatity= [ (0" Do) sty
= [ =Dy = (0.
B.(z)

kde jsme vyuzili definice slabé derivace (suppn.(x — y) = Be(x) CC ).

Diuikaz druhé ¢ésti tvrzeni je trivialnim dusledkem prvni ¢édsti a véty o vlastnos-
tech zhlazeni A.2.22, bod 4. O

Nyni jiz mame dostatek prostfedku k tomu, abychom dokazali lemma A.3.12.
Dikaz. (lemmatu A.3.12)

Krok 1: Wy'P(R?) ¢ Wk (R?)

Tato inkluze je zfejma.

Krok 2: Wk? (R%) ¢ Wy P(RY)

Méame ukézat, ze pro kazdé v € WP (Rd) existuje posloupnost {u,} —; C
Cs°(RY) tak, ze ||u — Un [l yyrrp gay — 0.
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Bud'te & € C°(RY) takové funkce, 7ze &(x) = 1 pro x € By(0), &(x) € [0,1]
pro x € Byy1(0) N By(0) a &(x) = 0 pro € R?\ Biy1(0). A necht navic plati
|D¥¢)| < Cy, kde C}, nezévisi na .

Definujme si funkce u; = ug;. Ziejmé je u; € Wk (Rd). Navic pro I — oo plati

1
Ju— ulHLP(]Rd) = (/ lu— Ufl|pd$) < </ |U|pd$> — 0,
Rd R4\ B, (0)

IV — V|| L ey = (/ IV (u— uéz)l”dx)
Rd

1
P

R4\ By (0)

obdobné pro vyssi derivace. Pro libovolné p > 0 proto muzeme najit | € N

takové, ze

P
[ = wllyynp(gay < 9

Nyni sta¢i funkci u;, kterd jiz ma na rozdil od u kompaktni nosi¢ suppwu; C
By+1(0), zhladit podle véty A.3.26. K ¢islu p > 0 pak existuje g9 > 0 tak, Zze po

kazdé € < g¢ plati
P

||ul - (ul)gnwl,p(Rd) < 5

Potom je pro u € Wh» (Rd)

Ju— (Ul)gHWl.p(]Rd) < lw = (Ul)EHWLP(Rd) +u— UlHWLP(Rd) <P

coz jsme chtéli ukéazat. O

Nyni se pokusime pouzit vétu A.3.26 pro konstrukci posloupnosti hladkych
funkef az do hranice, kterd by v normé ||-[| -« » () aproximovala funkce z WhP (Q)
(globdlng, tj. az do hranice). Jak uvidime nize, obecné toto neni mozné a sou-
visi to s hladkosti hranice. Uvedme nejprve ditkaz pro specidlni tiidu oblasti,
tzv. hvézdicovitych oblasti. Vyhodou je, ze dikaz je velice jednoduchy, a piesto
obsahuje zakladni myslenku, kterd ndm umozni analogickou konstrukci pro oblasti
mnohem obecnéjsi.

Definice A.3.27 (hvézdicovitd oblast)
Rekneme, Ze oblast Q C R je hvézdicovitd prdvé kdyz existuje bod xo €
takovy, Ze

Vo € O,z # x0: {7(x — 39) + 20| T € RT } N OQ obsahuje prdvé jeden bod

aneb “poloprimka spojujici bod x a xo md s hranici Q) spoleény prdvé jeden bod”.
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Piikladem hvézdicovité oblasti je napifklad koule v R% nebo, jak nézev napovida,
i rovinny dtvar — symetricka hvézda.

Véta A.3.28 (o aproximaci aZ do hranice pro hvézdicovité oblasti)
Bud’ Q hvézdicovitd oblast, u € WkP(Q) pro p € [1,00). Pak existuje posloup-
nost {u, }oo; C C>® (Q) takovd, Ze u, — u v WHP(€).

Dikaz.

Hlavni myslenka dukazu spocivd v tom, ze pro hvézdicovité oblasti muzeme
funkci u pomérné jednoduse ”vysunout” vné Q a tuto ”vysunutou” funkci pak
zhladit.

Bez 1jmy na obecnosti muzeme piedpokladat, Zze oblast 2 je hvézdicovita vuci
pocatku, tzn. xg = 0. V obecném piipadé staci provést substituci y = x — xg.
Krok 1: posunuti

Definujme pro 7 € (0,1) posunuti funkce u,(z) = w(rz) a ozna¢me Q, =
{z e RY| 72 € Q}. Ziejmé je u, € WP (Q;) a

D(u,) = 711 (D) _,

navic pro 7 € (0,1) je Q C Q.. Pak, diky cvigeni A.2.15

T

1D (=)l = [P0 =711 (D), + (D)

Lr(Q)

< (1= ) (D), N oy + 1D = (D*0) |l g — 0, prO T — 17
a pro libovolné p > 0 lze tedy najit § tak, ze

p
VT e (1—=0,1]: lu — urllyrng) < 5

Krok 2: zhlazeni B
Funkce u, je prvkem WP (Q.) a Q C Q.. Na Q proto miizeme pouzit vétu o
lokéln{ aproximaci (A.3.26) a pro libovolné p > 0 najdeme € > 0 tak, ze plati

p
lur — (UT)EHWIC,:D(Q) < 9
Navic pro dostatecné malé e patii (u,)_. do C* (ﬁ)

Krok 3: aproximace

Funkee (u,). je dobréd aproximace. Skutecné, z predchoziho plyne, Ze pro libo-
volné p lze zvolit 7 a € tak, Ze [lu — (ur)ellyykp(q) < p- Posloupnost (u-, ), pro
volbu p,, = % je nasi hledanou aproximujici posloupnosti. O

Definice A.3.29 (oblast s hranici C**) 5
Bud Q C R? omezend oblast”, k € Ny, u € [0,1]. Rekneme, Ze Q je oblast

"Ptipoustime i pifpad k = co a p = 0.
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s hranici CFH (Zkrdcene® oblast typu CF*), znacime Q € CFH, pravé kdyz existuji
kladnd éisla o, B a M kartézskyjch souradnych systému

r=1,...,M: (x"ﬁ?"'?x'r'd—l?xrd) = (m’/r"xrd)
a M funkei a, : A, — R tiidy C**, kde

r=1,....M: A, = {J;’TERd_l\izl,...,d—lz |,

<a},

takovijch Ze

1. Ve € 0Q,3r € {1,..., M} tak, Ze 3zl € A, : x = T.(z),a.(x))), kde T,
je zobrazeni (otoceni a posunuti) realizujici prechod od r-tého kartézského
souradného systému (z..,x,,) ke globdlnimu souradnému systému (', zq).

2. Oznacéme

V+:{(’T ) ERY 2l € A, an(2)) < 3y, < an(z)) + B}
V.o ={(z DERY 2l e A, an(x)) — ﬂ<xrd<ar( "}
A, —{ ERd|x €A, a,«(x)—xrd}.

Pak T.(VY) C Q, T, (V") C RT\ Q.
Oznaéme V, = VT UV,” UA,, pak je téz 0Q = in:l A, C Uivil V.
K nézorné predstavé ndm poslouzi obrazek A.2.

Priklad A.3.30

1. Zrejmé oblast typu (0,a)?, a > 0 (tj. d-dimenziondini krychle) je oblast s
hranici CO*.

2. Koule v R? je oblast s hranici C™.

3. Koule v R% s vyjmutou édsti priméru je (viz. obr. A.3) neni ani oblasti s
hramnici C°.

K lokalizaci tilohy budeme potiebovat néasledujici lemma.

Lemma A.3.31 (rozklad jednotky I)
Bud’ {Gi}le systém oteviengich mmozin v R, takovych, ze Q C UF_,G;. Potom
existugi funkce ®; € C°(G;), i = 1,...,k takové, Ze

1.VzeQVie{l,....k}: 0<®i(x) <1

8Pro s = 0 mluvime o oblastech s hranici C*.
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T4
Obr. A.2: Oblast Q s hranici C**
Obr. A.3: Oblast, kterd neni typu C°
2.VreQ: Y8 &(x)=1.
Diikaz. viz. napf. Kufner et al. [1977] O

Nyni muzeme ptistoupit k hlavni vété tohoto oddilu.
Véta A.3.32 (o aprozimaci aZ do hranice pro Q € CY)

Bud Qe C’ pel,0), keN. Bud ue WFP(Q), potom existuje posloupnost
{un}o2 | funkei 2 C®(Q) takovd, ze u, — u ve WFP (Q).

Dikaz.

Vezmeéme si O, = T,.(V,) z de@ice oblasti se spojitou hranici a vezméme
Opt+1 C Op41 C Q tak, aby Q C Uivf{lOr. Zvolme p > 0 libovolné, ale
pevneé.
Krok 1: rozklad jednotky

M+1

Pouzijeme pfedchozi lemma o rozkladu jednotky A.3.31 na systém {O,} " a
oznacime u, = u¢,. Funkce u, dodefinujeme nulou vné O,..
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Krok 2: aproximace uvnitt
Funkce up;4+1 ma kompaktni nosi¢ lezici uvnitt 2. Oznac¢me
Uymt1n = (Unr41)1

zhlazeni funkce wps41. ZFejmé existuje ng takové, ze plati
p
Vn>mno: [Yatrn — “M+1||Wk,p(g) < 9

Krok 3: ”vysunuti funkce ven”

Oznacme u, 5(z) = up (T (2, xr, + 0)) vysunuti funkce u, vné Q, viz obr. A 4.
Diky vété o spojitosti v pruméru v p-té mocniné A.2.14 pak muzeme zvolit dg
takové, ze plati

p
Vo € (07 (5()),V7’ € {11 ceey M} : Hu’r‘,5 - uTHWk,p(TT,(VT‘*')) < m

Diky "vysunuti” je funkce u, definovdna na oblasti o néco vétsi nez V.= a tudiz
na V,© budeme moci vyuzit vétu o lokdlni aproximaci A.3.26

Ty,

s
Obr. A.4: Posunuti funkce
Krok 4: regularizace u hranice
Vezmeéme si ny dostateéné velké prirozené ¢islo tak, aby
vre{l,..., M}, Va. € Ay : up (T (2., ar(2).))) # 0
1
= dist((z., a,(z).) + do), Ay) > —.
n

Ztejmé diky spojitosti funkce a, a vlastnostem funkce u, takové n; existuje.
Zvolme nyn{ posloupnost §,, — 0F.

Nyni pro n > ny ozna¢me pro pevné d,, € (0,dp)

wrvénvn = (urvén)% .
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Potom existuje ny takové, ze

p
Vn > ng,Vre{l,....M}: ||¢rs, n— ur,5n||Wkwp(TT(V+)) < L
Krok 5: konstrukce aproximujici posloupnosti

Polozme

M
wn = Z wr,&n,n + wM+1,n~

r=1

Ziejmé je b, € C(Q) a pro n > max {ng,n1,nz} takové, ze &, < dy (krok 3)
plati

M+1
||1/}n - u”wkm(g) < ||%n — Z Uy < ||¢M+1,n - uM+1||Wk,p(Q)
r=1 Wk:p(Q)
M
37 (0 = sl g, oy + 10ms = s i) ) <
r=1

Diukaz je hotov.
O

Pozndmka A.3.33 V krocich 8 a 4 se projevily obé duleZité vlastnosti. Jednak
jsme potrebovali jednoznacné uréeny smér dovniti a ven, v konstrukci éisla ny se
pak projevila spojitost a,.. To, Ze nelze bez jistyjch omezeni na hranici Q ocekdvat
platnost véty A.3.32, ukazuje ndsledujict priklad prevzaty z Kufner et al. [1977].

Urainme £ = (-2.2) x (=22 \ {11 X LY U{0.0)] v & (-2 -1)} a

0 —2<zr< -1

0 -1<z<0, -2<y<1
u(z,y) = 1 l<zr<?2

1 O0<ax<l, —2<y<—1

lz+1) -l<z<l, l<y<2

Ziejmé je u € WkP (Q) pro liovolné p € [1,00], ale neni mozné zkonstruovat
posloupnost {u,}>—, C C®(f), pro kterou by platilo u, — u v WP (Q) pro
p € [1,00). To tzce souvisi s tim, Ze oblast Q ¢ C°, kvili vyjmut{ tsecky
{0,9)y € (=2,-1}

Piedchozi vétu je mozné zformulovat nésledovné. Je-li € C° , potom je Wk (Q) C Wk*p(ﬂ)
a tudiz diky lemmatu A.3.18 je v tomto pifpadé Wk (Q) = WFP(Q) pro p € [1,00), k € N.
V piipadé, ze nebudeme pozadovat, aby aproximujici posloupnost byla z C*°(Q2) a bude ndm

stacit pouze C°°(2), nemusime jiz nic pfedpoklddat o hranici 2, viz. pozndmka A.3.33. Budeme
ale potfebovat mirné obecnéjsi lemma o rozkladu jednotky.
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Lemma A.3.34 (rozkladu jednotky II)

Bud G C R? oteviend mnoZina a {Gi}ticrs Uijer Gi = G jeji oteviené pokryti. Pak existuje
spocetny systém funkci {p; (:c)}jej tak, Ze plati

L VjET: ¢ €C8 (RY

VjeJ,Fiel: suppyp; C G;

VieT, Ve eQ: p;(x) >0

Vo €Q: Y icqei(@) =1, pj(@) #0 pro konecné mnoho j.

EECE S

Dukaz. viz. napf. Yosida [1980] O

Véta A.3.35 (o aproximaci hladkymi funkcemi na Q)
Bud' Q omezend oblast a u € WP (Q) pro p € [1,00). Pak ezistuje posloupnost {un}>
funkei z C* (Q) N WEP (Q) takovd, Ze up — u v WFP(Q).

Dikaz.

Krok 1: definice pokryti
Definujeme si mnoziny

Qi:{x€Q|dist(x,aQ)>l}, i€ N.
i

Tyto mnoziny jsou oteviené, od urcitého indexu 4 neprdzdné, 2, C Q; pro j > k a Q =
U2, Q. Platf také, ze ; C Q. Déle si definujeme mnoziny (i > 1)

— 1 . 1
WZQi+3\Q¢+1={$€Q|m<dlst(1’,aﬂ)< ’L'+1}.

Tyto mnoZiny jsou opét oteviené. Nyni vhodné dodefinujeme Vj. Chceme, aby tato mnoZina
byla oteviend, Vo C Q a aby platilo Q = J;2, V;. Pokud je Q2 neprdzdnd, muzeme polozit
Vo = Q9. Plati také, ze V; C Q.
Krok 2: rozklad jednotky
K pokryti {V;};2, sestrojime rozklad jednotky dle pfedchoziho lemmatu A.3.34. Mame tedy
k dispozici systém funkef {¢@;};2 tak, ze plati

L VieNo: ¢; €C5° (RY)

2. Vi € Ng: suppy; C Vi

3. Vi eNg,Vz € Q: p;(z) >0

4. VeeQ: Y2, pi(zx) =1

Krok 3: vnitini aproximace na V;

Pro dané u € W¥P? (Q) pak miizeme definovat funkci u; = up;. Je ziejmé, ze plati u; €
Wk (Q) a suppu; C V;. Nyni si zvolme libovolné p > 0. K tomuto &islu najdeme takové e;,
ze pro zhlazenf (u;)e;, = ne; * (piu) funkce u; plati

p
lwi — (wi)e; ”kal’(Vi) < QiT;

to je jisté mozné, stali vyuzit vétu o lokdlni aproximaci hladkymi funkcemi A.3.26. Toto €;

jesté pripadné zmensime tak, aby ”rozmazéni” funkce u; bylo "malé”, piesnéji aby platilo

supp ((wi)e;) C Qita \ Qi. Samoziejme plati, ze (ui)e;, € C ().

Krok 4: definice aproximujici funkce

Definujeme
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tato definice ma smysl, protoze soucet je vzdy (rozuméj Vz € ) konecny, protoze pokryti
Vi, které jsme sestrojili, je lokdlné koneéné (VK C 2, K kompaktni, je pouze konetné mnoho
indexu 4, pro které plat{ V; N K # (). Samozrejmé plati, ze v € C* (Q).

Krok 5: funkce v je dobra aproximace
Ziejmé plati w = u )y 2 ;. M&jme nyni libovolnou kompaktni mnozinu K; pak oviem

oo oo (oo}
llv— U”Wk,p(K) = Z(u2)67 - “Z Pi < Z ll(ui)e; — “i||W’€~P(Vi)
i=0 i=0 wk.p(K) i=0
V;NK#0

S |
<P G =P
1=0
Nyni staci prejit k supremu pres viechny kompaktni mnoziny K C €2 a dostaneme
llv— unk,p(Q) <p

Podobné jako ve vété A.3.32 bychom zkonstruovali posloupnost vhodnou volbou p, — 0%.
Dikaz je hotov. O

A.3.4 Narovnani hranice, operator prodlouzeni

Ve vété A.3.32 jsme museli fesit zhlazeni funkci z W*? (Q) pomoci ”vysunuti”,
protoze na rozdil od Lebesgueovych prostoru jsme nemohli funkce néjak jednoduse
prodlouzit tak, aby prodlouzena funkce méla stejnou hladkost jako funkce puvodni.
V této kapitole si ukdzeme, jak lze tento problém vytesit. Budeme ale potfebovat
jistou hladkost hranice oblasti, minimalni pozadavek bude lipschitzovska spoji-
tost.

Na rozdil od holderovskych funkci, kde neni prodlouzeni zavislé na hladkosti
hranice (viz. napf. Kufner et al. [1977]), zde budeme potiebovat, alespon pro
hladké funkce, vyjadrit toto prodlouzeni explicitné a tudiz bude potieba praco-
vat s hranici, kterd je plochd. Proto si nejprve ukdzeme, jak muzeme obecnou
hranici "narovnat”, pficemz toto narovnani bude, alespon ve smyslu ekvivalence,
zachovavat normu.

Predpokladejme, ze hranice je explicitné popsana rovnici
zg=a(x), e A={a' eR"Ni=1,...,d—1: |z;] <a}.
Piipomenme si oznaceni z definice A.3.29
VT ={(2/,24) eRY 2’ € A, a(z)) < zq < a(2) + B}
Vo ={(2/,24) eRY 2’ € A, a(z)) — B <zq<alz))}
A={(2',zq) ERY 2" € A, a(a) = 24}
V=VTuV - uUA.

Definujeme nové proménné (y’, y4) vztahy

=y
za=a(ay’) + Bys, (tj. == B(y)) (A.15)
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respektive
y/ _ lx/
@
1 1 , . -1
Ya = Emd - Ba(m ), (tj.y=B""(x)). (A.16)

Ziejmé B(-) zobrazuje krychli (—1,1)¢ na oblast 2’ € (—a,a), x4 € (a(z’) —
B,a(z’) 4+ B), tj. na V. Ozna¢me

Ct=(-1,1)"" x (0,1)

C™=(-1,1)""1 x (-1,0).

Potom B zobrazuje C* na V¥, C~ na V= a (—1,1)4"! x {0} na A. Navic

Lemma A.3.36 (narovndni hranice)

Bud'te B a B™! definované pomoci (A.15) a (A.16). Bud’ a(-) funkce lipschit-
zousky spojitd na A. Potom transformace B i jeji inverze B~ jsou lipschitzovsky
spojité.

Bud ddle w € WYP (V*), p € [1,00). Oznaéme U = uo B. Potom je téz U €
Whe (CF) a existuji kladné konstanty C1 = Cy(a,a, 3,d) a Cy = Ca(a,«a, 3,d)
nezdavislé na u, tak, Ze plati

(1 ||U||W1,p(v+) < ||U||W1-,p(c+) <Oy ||U||W1,p(v+) :

Diikaz. Je snadnym dusledkem hluboké véty o substituci, viz. napf. Luke§ and
Maly [1995]. O

Nyni muzeme vyslovit zdkladni vétu tohoto oddilu.

Véta A.3.37 (operdtor rozsirent)
Bud Q € C%' ap € [1,00]. Pak existuje spojity linedrni operdtor

E: WP (Q) — WP (RY)
tak, Ze
1. Fu=wu na )

2. Eu md kompaktn{ nosi¢ v R?

3. existuje C = C(d,Q) > 0 tak, Ze
HEUHV[/LP(]Rd) <C ||u||W1,p(Q)-

Diikaz. Uvazujeme nejprve p € [1,00)
Krok 1: hladka funkce na krychli
Bud U € CY(C") takové, ze suppU N AC+ C (—1,1)4=1 x {0}, viz. obr. A.5.
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(-1,1) (1,1)

C+

supp U
('130) (170)

Obr. A.5: Nosi¢ funkce U

Polozme
U(x) zeC’
EU(z) = ¢ =3U(z0, ..., 41, —xq) +4U(21,..., 241, —%) z€C~
0 jinak.

Ziejmé supp EU C C = (—1,1)%. Ukazeme, ze EU € C'(R?). Staci prozkoumat
chovani funkce EU pfi prechodu z C*T do C~, tedy limity 24 — 0F pro libovolné
(Il, ‘e ,Id_l). Je

EU(iEl,...,{I?dfl,O_) = (—3+4)U({E1,...,.’Ed,1,0+) = U(xh...,xd,l,O*')

) OEU _
Vie{l,...,d—1}: oz, (x1,...,24-1,07)
oUu oUu
=(-3+4 ey g_1,01) = ooy g_1,0"
( + )afﬁi(xl’ sy Ld—1, ) 813i(x17 sy Ld—1, )
OFU oUu oUu
ey g-1,07) = (3=2)—(21,...,2q-1,0") = —(21,...,24-1,07).
02y (w1,...,2a-1,07) = ( )axd(l‘h s Zd—1,07) axd(l‘h s Zd—1,07)
Navic evidentné plati
||EU||W1«P(R‘1) = ||EUHW14)(C) <C ||UHW1m(c+)7 (A.17)

kde C' je pevna konstanta, kterda nezavisi ani na d ani na p.

Krok 2: sobolevovské funkce na krychli

Bud U € WP (CF), suppU NOC* C (—1,1)?"! x {0}, viz. obr. A.5. Potom
podle véty A.3.32 existuje posloupnost {U,} -, C C°°(6+) takovd, ze U, —
U v WP (CT), pticemz pro n dostatecné velké se nosi¢ U, bliz{ k nosici U.
Pro funkce U, muzeme pouzit predchozi krok. Existuji tedy EU, € C!(C),
supp EU,, € C. Diky linearité operatoru F, pak z (A.17) mame

|EUn — EUnlyrogay = |EUn = EUnllwiocy < CllUn = Unllwiwosy -
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aneb je-li U,, cauchyovska posloupnost, pak je cauchyovskd i posloupnost EU,,.
Hledané prodlouzeni proto zadefinujeme jako limitu posloupnosti EU,. Prod-
louzeni ma zfejmé vSechy pozadované vlastnosti z véty. Konstanta ¢ nezavisi
ani na d ani na p.

Krok 3: sobolevovska funkce na ¢asti okoli hranice

Bud u € WP (V1), pouzivame znaceni z definice A.3.29, takova, Ze suppu N
OV T C A. Situace je zfejmé analogicks situaci na krychli, pouze hranice neni
rovna. Pouzijeme schéma narovnédni hranice a lemma A.3.36. Zna¢ime U = uoB.
Pro funkci U definujeme rozsiteni EU tak, jako v pFedchozim kroku. Prodlouzen{
funkce u pak definujeme jako Eu = EU o B~!. ProdlouZeni mé ziejmé viechy
pozadované vlastnosti z véty. Konstanta ¢ oviem zavisi na d a na OV +.

Krok 4: sobolevovské funkce na 2
Oznacme, podobné jako v dukazu véty A.3.32, pror =1,..., M mnoziny O, =
T.(V;) a OFf = T.(V,;"), kde T, je zobrazeni z lokdlnfho systému soufadnic

M

(2!, x,,) do pevného systému (2, 24). Potom |J O, je oteviené pokryti jistého
r=1

okoli hranice a na tomto okoli pouzijeme lemma o rozkladu jednotky A.3.31.

Bud'te @, € C§°(0,.) funkee tvorici rozklad jednotky na jistém okoli 9Q. Oznacme
Uy = (u®,.)oT,. Funkce w, spliiuje predpoklady predchédzejiciho kroku a existuje
tedy prislusné prodlouzeni Eu,. Potom

M
Eu = Z(Eur) oT !

r=1

je prodlouzeni funkce u. Prodlouzeni méa ziejmé vsechy pozadované vlastnosti z
vety. Konstanta ¢ ovéem zavisi na d a na €.

Véta je dokdzéna pro p € [1,00).

Bud nyni p = oo. Protoze je © omezend, je W1 (Q) ¢ WP (Q) a podle
predchoziho proto existuje prodlouzeni Eu funkce u pro kazdé p < co. Méme

||EUHW1,p(Rd) <c ||u||wl,p(g) <a ||U||W1-,oo(Q) )

pricemz konstantu ¢; lze volit nezdvislou na p. Z véty (A.2.11) potom plyne, ze
Eu € W (R?) a Eu spliuje pozadavky z véty pro p = oo. Ditkaz je hotov.
O
Nabizi se otazka, zda je mozné provést analogickou konstrukci i pro prostory VV’“’I"Q'Z)7 k> 1.
Krok jedna pfedchozifho ditkazu je ziejmé mozné modifikovat tak, aby Fu € C*(C), k € N.
Ovsem v kroku tfi budeme potifebovat hladsi hranici. Z analogie s lemmatem o narovnani
hranice A.3.36 staci, aby bylo Q € Ck—1:! (proved'te podrobné). Tato podminka miize byt pro
k > 1 prilis restriktivni.
Existuje jesté jind metoda prodlouzeni funkcef z W*?P (Q), tzv. Calderénova metoda (metodé
z véty A.3.37 se fikd Nikolského metoda). Calderénova metoda je zaloZzena na integraln{
reprezentaci funkei a ke konstrukei prodlouzeni pro libovolné k staci Q € €91, Touto metodou
vsak nelze zkonstruovat prodlouzeni pro p = 1 a p = co. Podrobnéjsi informace (pro p = 2) je

mozné nalézt v Necas [1967] &i Zenfsek [2001], zobecnéni pro p # 2 si ¢tendi ovlddajici teorii
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Fourierovych multiplikdtoru muze provést sam. Omezeni p # 1 a p # oo souvisi s tim, ze

LP — LP odhady singuldrnich integrdli pro p = 1 a p = oo obecné neplati.

A.3.5 Veéty o spojitém a kompaktnim vnoireni

Piipomenme si definice pojmu spojité 7?7 a kompaktni vnoreni 77.

Véty o spojitém vnoieni

Pfipomenime si piiklad A.3.14, kde jsme studovali, pro jaka o € R patif funkce
|z|~* do WP (B1(0)), resp. do L7 (B1(0)). Ukézali jsme, Ze pro a < % je

|z|=* € WP (B1(0)), ale sou¢asné |z|~* € L7 (B1(0)) pro kazdé q € [1, d’%].

To na jednu stranu naznacuje, ze je-li funkce u € WP (Q), pro p < d, potom
jeiwu € L9(Q) pro jista ¢ > p, alespon pro hladkou oblast €2, a koneé¢né, ze pro
p > d uz funkce u € WHP (Q) nemize mit singularitu typu |z|~% pro néjaké
a>0.

Na druhou stranu tento piiklad #ika, Ze pro p < d muzeme nanejvys dokézat,
7e WIP (Q) — L1(Q) , kde ¢ < dd_Pw vyssi exponent by totiz byl v rozporu s
citovanym ptikladem.

Bud tedy p < d. Budeme zkoumat pro jakd jaka g plati WP (Q) — L7(Q).
Zaméiime se predevsim na situaci, kdy je 2 omezend oblast, nékteré vysledky

oviem ziistanou v platnosti i pro © neomezenou. Pro Q] < oo je WP (Q) —
L1(Q) pro q € [1,p]. Cilem tedy bude ukézat, ze ¢ muze byt vétsi nez p.

Piiklad A.3.38 Pokusme se najit nutnou podminku na q pro platnost nasledujiciho
turzent (p € [1,d)):

3C > 0,Yu € W (R) : [|ull po(gay < C IVl 1o gy (A.18)
Vezmneme si u € CS°(RY) pro které plati (A.18) a definujme si funkce
uy = u(Az), A € RT
Nerovnost (A.18) md platit pro vsechny funkce z WP (R?) s konstantou C

nezdvislou na u. Specidlné proto musi platit pro kaZdou funkci uy. Viypoctem
dostaneme

_d
[urllpo@ey =A% l[ull o(ray

_d
IVusll o gay = A% lull 1o (ga)
a nerovnost (A.18) je

_4a _d
A7 ull pagray < X Jull o ray
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parametr \ lze ovsem volit libovolné, proto je pro platnost vyse uvedené nerovnosti
nezbytné, aby bylo

1—|—g—£l:07 neboliq:ﬂ.
g p d—p

Ukézeme nyni, ze (A.18) skutecné plati, pfinejmensim pro u € C§°(R?).

Lemma A.3.39 (Gagliardo)
Bud u; € CP(RY™Y) proi =1,...,N, kde®u; = u; (x1,...,%;,...,2q). Potom
pro d > 2 plati

1

d d A a-1
/ H|ul|da: S H </ |ui|d_1dx1...dxi...dxd) .
R =y i=1 \RIT

Dikaz.
Dukaz provedeme matematickou indukei podle dimenze d.
Krok 1: d =2

Platnost lemmatu pro d = 2 je snadnym dusledkem Fubiniho véty
/ (s (22)|[us (1) | drr ds = / |u1(a:2)|dx2/ (s (1) da1.
R2 R R

Krok 2: indukce
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro d — 1 a dokézeme, ze plati i pro d

/d\ul\...|ud_1\|ud\dx1...dxd:/d | (/ u2|...|ud|dx1) dzs .. dz.
R Rd-1 R

Integral pfes R odhadneme uzitim zobecnéné Holderovy nerovnosti A.2.7 s p; =
d—1

/ lug | </ u2...|ud|dx1) dzsy .. .dxg
Rd-1 R
d =1
S / |U1‘ H (/ |uid_1dac1> d.l?g . dmd
Rd—1 o R

Pouzijeme Holderovou nerovnost na integral pres R?~! a dostaneme (p = d — 1,

9Pouzivdme znadeni (x1,...,Zy,...,24) = (T1,...,%i—1,Tit1,.--,Tq), obdobné
dry...dx;...drg =dz1...dxi—1dxiq1 ... deg, T; tedy znaci vynechdni.
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1

d T
/ |ua H (/ |Uz'd1dx1> dzy . ..dzg
Rd—1 e R
1
S (/ |U1|d_1dl‘2 . d$d> X
Rd—1

d diQ
d—1
X I | Uu; dx dxo...dxy
/]Rd—l i </]R i 1) ?

=gi(x2,....T5,...,xq) ECF® (RI—2)

Pro g; pak podle indukéniho predpokladu plati

1

d d - a—2
/ Hgid$2~-~d33d§H(/ |gid_2dx2...dxi...da:d> .
Rd—1 iy \JRi—2

=2

Celkem

1

/ lug]. .. |ug|dxy ... dxg
Rd

_1 d d—1
d—1 —
< (/ |u1|d1d1‘2,..dl’d) (l | / |Ui|d71d$1... Ildl’d> s
Rd—1 =9 Rd—1

coz jsme chtéli ukéazat. O

U

Véta A.3.40 (Gagliardo-Nirenberg)
Bud p € [1,d). Pak pro p* = dedp plati

- p(d—1)
Vu € Cq (Rd) : ||UHLp*(Rd) < fp ||VU||Lp(Rd)- (A.19)
Dukaz.
Krok 1: p=1
Pro p =1 je adjungovany exponent p* = %. Ziejmé plati
i Qu
u(z) =u(xy,...,zq) = / 5 (T1,. ., Tiz1, 8, Tit1, ..., Zq)ds,

tedy

+oo
|u(z)] §/ [Vu(x1,...,@i—1, 8, Tit1,-.-,2d) |ds,

—0o0
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odkud

1—1

d L
_d_
lu(z)| 7T < H (/ |Vu (xl,...,xi_l,s,xi+1,...,xd)|ds> .
i=1 R

Nerovnost zintegrujeme pies R? a dostaneme

d

||uL‘ZL(Rd)S/RdH</R|Vu(x1,...,xil,s,xi+1,...,xd)|d8) dz.

i=1

Na pravou stranu nerovnosti pouzijeme lemma A.3.39, kde volime

Uj (xlw-wi‘\ia"'amd) = (/ |VU($1,...,xi_1,8,$i+1,...,$d)|d8>
R

a vysledkem je

1

ﬁ i
o5, o < TL( [ 19ulan) ™ =19l

i=1

coz jsme chtéli ukédzat.

Krok 2: libovolné p € [1,d)
Definujme si funkei u = |v|Y pro v > 0. Z piedchoziho bodu dukazu plyne, ze

_ 1745 _
07Nty = ([ 10750) 7 < U910 s = [ 9007

Spocteme gradient a pouzijme Holderovu nerovnost (na pravé strané chceme
mit Vvl ga))

p—1 1

[ttt [ s <o ([ o) (] var)”
R4 R4 R4 R4

Mame tedy

p—

d—1 1
d d \p D
([ere) ™ <o ([ 5) T 90l a0
R4 R4

Nynfi zvolime + tak, aby exponenty u |v| byly na obou strandch stejné, pozadujeme
proto
d P
— = (y=1)——,
v (v=1) o1

odkud
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Pak (A.20) piejde na

d—1 p—1

pd \ ¢ p(d—1) / pd \ P
d—p < 7 d—p .
([w) " <2820 1900 10 gy

Muzeme vydélit (pro |v| = 0 je nerovnost splnéna trividlné) a vysledkem je

d—p
_ 2\ o pd—1)
ol g, ey = ([ 107%) 7 < 2= 190l

coz jsme chtéli ukéazat. O

Dusledek A.3.41

1. Vpe[l,d): WP (RY) — LP" (RY) aVu € WP (RY) plati nerovnost (A.19).

2. Bud Q C R Potom Vp € [1,d) : WyP(Q) — LP" (Q) a pro vsechna
u € WyP(Q) plati nerovnost (A.19).

Diikaz. V obou piipadech jsou v daném prostoru husté hladké funkce s kom-
paktnim nosicem. Tvrzeni je proto snadnym dusledkem limitniho pfechodu v
nerovnosti (A.19) (proved'te podrobné). O

Nerovnost (A.19) umoziiuje dokazovat tvrzeni typu
1—
el ety < C IV gy Il 7

kdeg<r<p*prop<d,r<ocoprop=dar<ooprop>d.
Piiklad A.3.42 Ukdzeme, ze'®

‘ 1 1 1
1. Prod =2 je HvHL4(R2) <22 ||VUH22(R2) ||U||32(R2)'

3 3
Vol }

1
2. Prod=3 je H'UHLAL(IRB) < (%) L2(R3) ””“zz(Rs)'

Budeme vychézet z nerovnosti (A.19) pro p = 1. Vezméme pro d = 2 u = |v|? a pocitejme

2 2
Lottt (L 10eRt) < a ([ 19eliide) < 0901 loliagaay-

Odmocnénim dostaneme pozadovanou nerovnost pro d = 2.

Pro d = 3 volme u = \v\%, pak

3 3 3 3 3

5 8\ 2 5 5 8\ 2 5
/\fur‘s(/ \V|v|%|) s<7> (/ |w|\v\§dx) s<7> (/ |wuv|%|v|%dac)
RS R3 3 ]RS 3 ]RS

< 8 % v % % 2
=iz I U“Lz(Rz) HUHLz(Rs) ||U||L4(R3)7

nyni staci vydeélit ||UH2L4(]R3) a odmocnénim dostaneme pozadovanou nerovnost pro d = 3.

10Konstanty, které ziskdme, nejsou optimalni a daji se najit lepsi, viz. napf. Temam [2001].
To nés ale v tomto okamziku pfilis nezajima.
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Pozndmka A.3.43 Na zdkladé analogickych vvah je moziné dokdzat'l, ze pro u € Cse ()
plati

1—

lull o (rey < CIVUllLp (gay HUHM(D‘Rd) , (A.21)
kde%:a(%—é) +(1—a)%, a € [0,1] resp. a € [0,1) prop>d, g <r < i—pp pro p < d,
r<ooprop=dar < oo prop>d. Konstanta C = C(p,q,r,d). Z hustoty je potom mozné
rozsirit tyto nerovnosti ¢ na funkce u € L” (Rd), pro které je Vu € LP (Rd)‘

Véta A.3.44 (vnofeni, p < d)
Bud Q € C%', p € [1,d). Pak plati

Vg € [1,p*]: WP (Q) — LI(Q).
Presnéji

Vg € [1,p*],3C = C(p,d, q,9Q),Yu € WP (Q) : lull ooy < Clullwrmg) -
(A.22)

Dikaz.

Protoze 2 € C%!, existuje podle véty A.3.37 operdtor rozsifeni
E:ueW" (Q) — Eue W' (RY)
tak, ze
||Eu||W1,p(Rd) <cC ||uHW1,p(Q)

anosi¢ prodlouzené funkce Eu je kompaktnf mnozina v R?. Konstanta C' nezavisi
na u.

Z dusledku A.3.41 pak plyne

p(d—1)

[ull Lo () < 1EUll por (ray < Td—p

p(d—1)
< =g IBulwisga < Cllullwria) -

IV (Eu) HLP(Rd)

Tvrzeni véty je pak disledkem této nerovnosti, trividlntho vnoteni LP™ (Q) <
L7(Q) pro ©Q omezenou a ¢ € [1,p*] (viz. A.2.8) a tranzitivnosti spojitého
vnofeni.

Poznamka A.3.45 Zatimco na R? plati (A.19)

cpd-1)
-Pp

||U||Lp*(]Rd) =" ||Vu||Lp(Rd)v

11 Opét existuji dikazy, které vedou k optimalnéjsim hodnotdm konstant C.
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pro omezenou mnozinu ) mdame pouze (A.22)
ull oy < C ltllyrngeny

tj. na pravé strané je celd norma v WP (Q), nikoliv pouze norma gradientu.

Nerovnost typu (A.19) lze na omezengch mnoZindch oc¢ekdvat pouze ve specidlnich
pripadech, jako napt. na WOI’Z’(Q) (viz. dusledek A.3.41). Naproti tomu na celém

prostoru je vlastné aditivni konstanta uréena poZadavkem, Ze u jde v nekoneénu

k nule (ve smyslu u € LP" (R?)) a tudiz plati nerovnost (A.19).

Na celém prostoru mdme pouze WP (Rd) — L1 (Rd) pro q € [p,p*]. Nelze totiz
obecné ocekdvat, Ze bude u € L9 (Rd) pro q < p.

Obr. A.6: Oblast € z prikladu A.3.46

Piiklad A.3.46 UkdZeme, e podminka Q € CO! je skuteéné nutnd. Predpoklddejme, Ze
Q C R? md édst hranice popsanou rovnici ly| = x*, u > 1, x € [0,1] a zbytek hranice je

1 1
hladky, viz. A.6 . Zrejmé je potom ) € O (je treba uvaZovat popis x = |y|», y € [-1,1]).

Nyni, podobné jako v prikladu A.3.14, wvazujme na Q funkce typu u(z,y) = x~%, pricems se
budeme zabyvat okolim pocdtku. Potom

we L1(Q) /01 (/i (a;)aqdy> dz < oo,

1 aH
u € WhP (Q) <:>/ (/ (x)(al)pdy> dr < oo,
0 —xH

1+ p
a k)

1+p—p

odkud dostdvdme, Ze
ueLl(Q)eqg<

we WP (Q) ea<

1
Tento priklad ukazuje, Ze pro € %% mdme v nejlepsim pripadé WHP (Q) — LI (Q) pro

1 . d—1 - . o .
qu = g_:;“_)z (t. qu = %). Zrejmé qu je klesagict funkci v p, g1 = p* a goo = p.
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Zabyvejme se nyni situaci p = d.

Véta A.3.47 (vnoreni, p=d)
Bud Q € C%'. Pak plati

Vg € [1,00) : Whe(Q) — L1(9).

Dukaz.
Je-li ¢ € [1,d] je ditkaz ziejmy, nebot ) je omezend, a proto L% (Q) — L1(Q).
Bud' tedy ¢ > d. Potom existuje p € [1,d) takové, 7e ¢ = p* = (tJ p= d”ffq)
a podle véty A.3.44 je
WP (Q) — L1(Q).

Déle pro ) omezenou a p < d plati Wh? (Q) — WP (Q). Celkem

Whd(Q) — WP (Q) — L1(Q).
Dukaz je hotov. O

Cviceni A.3.48 Ukazte, Ze funkce f(x) = In (ln (1 + M)) jeprod > 2 prokem
Wtd (By(0)), ale neni prokem L> (By(0)). Tedy W2 (Q) o L ().

V oddilu A.3.9 ukdzeme, ze je-li 2 omezend mnozina, potom

1 PN\
U — — udy‘ dac) < C||Vu .
([l [ 19l s

Volbou Q = Bj(0) a substituci z = z + ry, y € B1(0) dostaneme (proved'te podrobné)

(ol
J By(x)

Specidlné pro p = 1 potom

1

1 AT
udy dz> <CrIVullpe (s, (a) -

B ()] /B, ()

1
u —
1B, ()] /B, ()

1 1

udy|dz < Cr——— |[Vuldz <
1Br(@)| 5, () ’ |Br(2)| JB,(2)

1
ort ([ wurte) Bt <ogvul
~ T u A X S u d(md) -
1B @) \ /5, (o ' )
Proto u € BMO(R?) (bounded mean oscilations). Tento prostor je Banachtiv a funkcion4l

1

sup @ @——— u—
Br(x)crd |Br(@)] JB,(2)

1
(] b= [E— udy| dz
BMO(RY) |Br ()| JB,.(2)

je seminormou na tomto prostoru. Tento prostor hraje vyznamnou roli v harmonické analyze,
kde ¢asto nahrazuje roli prostoru L ().

Zbyva dotesit pifpad p > d. Pifklad (A.3.14) ndm naznacoval, Ze v tomto
ptipadé by uz funkce u mohla byt dokonce hélderovsky spojitd, nebot |z~ €

WP (B1(0)) & a < dp;p, aneb « < 0. Dokonce naznacuje, ze patif-li u do

WP (B1(0)), pak uz je také v C*'~». Ukézeme, Ze tomu tak skutecné je.
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Véta A.3.49 (Morrey)

Bud p € (d,00). Pak prop=1— plat’12

3C = C(p,d) > 0,Yu € Cg°(RY) : [[ull o (ray < C llullyyrnray - (A.23)

Diikaz.
Piipometime si definici normy v C%#(R9), viz (A.3).

|u(zy)—u(z2)|
, T1FT2 [T —wa|H

Zvolme si 1,22 € RY libovolné, ale pevné. Oznaéme C), uzavienou krychli o
hrané délky p takovou, ze x1 a xo lezi na protilehlych stranach této krychle. Pak
plati

Krok 1: odhad sup,, ,,cpa

p < |zy — o] < Vdp. (A.24)
Déle jeVr € C, ai=1,2

bd
/0 gu(xl + s(x — x;))ds

() — u(z:)| =

- /0 Vu(i +s(x — ;) - (x — z;)ds

< /o |Vu(z; + s(x — x;))| | — x| ds < \/3,0/0 |[Vu(z; + s(z — xl))|zl;, |
.25

v posledni nerovnosti jsme uzili (A.24).

Dalsi odhad, ktery v diukazu vyuzijeme, je

(pld /Cp u(ac)dx) — u(x;)

coz je diky (A.25)

;161/ lu(z) — u(z;)| do < fp/p/ol |Vu(x; + s(x — x;))| dsda.

1
< E/ lu(z) — u(z;)| de,

P

P

Provedeme substituci a zaménime poradi integrace

z=x;+ s(x —x;)
dz = stdx
C’,,—>C’:,s:{zERd|z=x—|—s(x—zi),a:€Cp},

pak je

+sx—xl))|dsdx< f i (/ |Vu(z)|dz> ds

12 Jak upozornime nize, konstanta C ziistava pro p — oo koneéna.
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Vnitini integral odhadneme Hélderovou nerovnosti

Vd Y e Vid ! =1
e Iy [ IOl T s = IVl [ 3 095

integrdl pres s je diky pfedpokladum (p > d) koneény. Celkem

1 vd
’(pd /Cp u(w)dm) — u(x;)

_d
< mpl ’ ||Vu||LP(]R‘1)' (A.26)
Pouzijeme nerovnosti (A.24) a (A.26) k odhadu |u(z1) — u(x2)|

p

1 1
lu(zy) — u(zg)| < <d/ u(m)d:v) —u(xy)| + (d/ u(x)dx) — u(xs)
P Jo, P Jc,
2\[ _d 2vd _d
< 2 Vo < g ler — 2ol [Vl o
p P

Poznamenejme jesté, ze stejné muzeme ukdzat, ze pro z, y € C,
lu(z) = u(y)| < Cp,d)p"™ || Vull Lo (8, (2)) - (A.27)
kde k = k(d). Mame tedy (u=1— )

ju(es) ~u(as)| _ 2vd

Ho u(u) = sup < IVl o gay - (A.28)
g r1,72€RY 1 #xo |ZC1 — ,132|# 1— d Lr(R4)
Povsimnéte si, ze konstanta Cy(p,d) = M je omezend pro p — oo,

Krok 2: odhad sup,cga |u(z)|
Zvolme si libovolné, ale pevné z € R? a k nému y € R? tak, aby z,y € C, pro
néjaké pevné p. Pak je dle (A.28)

(@) = u(y)] < C(p, d) [ Vull po(ray |2 = yI",
odkud s uzitim (A.27)

w(@)] < [u()[+Ca(p, d) [IVull Lo gy |2 = yI" < |u(y)[+Ca(p, d) [IVull L g
(R) (R9)

n
Vip|

Nerovnost zintegrujeme pfes y na mnoziné C, a vysledkem je

u@ICo < [ Tuwldy + C,ICalp,d) [Tl s (Vo)

P

Integral na pravé strané odhadneme Holderovou nerovnosti tak, abychom dostali
normu u v LP (Rd)

p—1 w
[W(@IC,l < 1CoI T o,y + Colp d) (V) IC IVl ey
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odkud (volime napiiklad p = 1)

sup ()] < C3(p, d) lullyrp gy - (A.29)
kS

Z nerovnosti (A.28) a (A.29) pak pro u € C5°(R?) plyne

||u||c0,u(Rd) < C(p,d) ||UHW1,p(Rd) (A.30)

a dukaz je hotov.

O

Diky hustoté C§°(R%) v WP (R%) plati nerovnost (A.23) i pro u € WP (R%).
Zde si ale musime dét pozor, nebot u € WP (Rd) znamend, ze tiida ekviva-
lentnich funkci, které se mohou lisit na mnoziné miry nula patii do WP (]Rd).
Proto musime byt opatrni a pracovat s vhodnym reprezentantem této ttidy.

Disledek A.3.50 Bud p € (d,o0). Pak pro p=1— % plati

Whe (RY) — O (RY).

Presnéji pro kazdé u € WP (]Rd) existuje reprezentant u* € CO*(R?), u = u*

skoro vsude, takovy, Ze

[ llgo.nmay < Cp,d) lull . (ray -

Dukaz. Ponechdvame na rozmyslenou ¢tendii. g

Z disledku napiiklad plyne, Zze pro v € WhP (Rd), p > d, jsou véechny body R?
Lebesgueovy body (viz. definice A.2.19) funkce u* a tudiz

1

* = 1. R (N d .
)= 0 B S O

Véta A.3.51 (vnofeni, p > d)
Bud Q € C%', p € (d,00). Pak plati

Ya € (0,1 — g] WP (Q) — C%(Q).
Presnéji
d _
Ya € 0,1 — 5], 3C = C(p,d, o, Q),Yu € WHP (Q), Fu* € CO*(Q) :

u* = u skoro viude, ||U*Hco,a(§) < Cllullwrog) -
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Diikaz.
Protoze Q € C%! existuje podle véty A.3.37 operdtor rozsfien{
E:ue W' (Q) — Bue WP (RY)
tak, ze (C' = C(d,))
Bl o) < C ey

anosié¢ prodlouzené funkce Eu je kompaktni mnozina v R?. Konstanta C' nezavisi
na u.

Z dusledku A.3.50 pak plyne

"oy < ) o o < Cop) [ Bl iy < Cop) il

Tvrzeni véty je pak dusledkem této nerovnosti, vnoreni CO’P%(Q) — C%(Q)
pro {2 omezenou a o < 1 — % (viz. A.1.12) a tranzitivnosti spojitého vnofeni.

O

Zbyva dotesit pripad p = oco. Nyni se ukaze, pro¢ jsme peclivé kontrolovali
zavislost konstant na p pro p — oco.

Dissledek A.3.52 Bud Q € C%t. Pak W1 (Q) — C%1(Q).
Diikaz. Protoze je 2 omezend mnozina, je ziejmé WH (Q) — WP (Q) pro
libovolné p < co. Tudiz z véty A.3.51 plyne, ze

Hu*llco,lfg@ < Clp,d, Q) [[ully1r) < Cp,d; Q) [[ullyyr,00 gy

pricemz konstanta C' je omezend pro p — oo (rozmyslete si podrobné). Proto
specialné

<C

* I
Ve (0,1): Hopu)=  sup L@ (@a)]
T1,22€Q,x1#£T2 ‘-fl — ZQ“U'

a konstanta C' je nezavisla na u. Proto téz Hy 1 (u*) < C a dikaz je hotov. O

Poznamka A.3.53

V oddilu A.3.10, tvrzeni A.3.95, ukdzeme, e CO1(Q2) — W1 (Q) pro libovol-
nou otevienou mnozinu . V takovém pripadé tedy mdame C%1(Q) = W (Q),
coZ je opét treba chdpat ve smyslu reprezentanti, tj. pro kazdé u € WhH (Q)
ezistuje u* € CHY(Q) tak, Ze u = u* skoro vsude.
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Veéty o kompaktnim vnoieni

Pripomenme, ze v metrickych prostorech je X << Y ekvivalentni tomu, ze z
kazdé omezené posloupnosti v X 1ze vybrat cauchyovskou podposloupnost v Y
(a tedy silné konvergentn{ pokud je Y tplny).

Opét budeme zvlast studovat pifpady p < d, p = d, p > d a budeme uvazovat
Q € C%'. V prvnim pifpadé mame

Véta A.3.54 (kompakini vnorent, p < d)
Bud Q € C%Y, p € [1,d). Pak plati

Vg € [1,p") : WP (Q) == L1(Q),

— dp
kde p* = H

Dukaz.

V lemmatu A.3.55 nize ukézeme, ze pro p € [1,00) je WP (Q) < LP (Q).
Bud nyni p < d. Je-li ¢ € [1,p], je diikkaz snadny, nebot

wtr (Q) —>— LP(Q) — LI (Q) = wtp (Q) —>— L1(Q).

Je-li ¢ € (p,p*), potom vime, ze WP (Q) < LP" (Q). Bud {u,}°~, omezend
posloupnost ve W7 (Q) a {uy,, }.-, jejf silné konvergentni podposloupnost v
7 ().

Potom diky interpolaéni nerovnosti A.2.9 plati
1—
[tny, — “m”Lq(Q) < lun,, — un, Hzp(g) l[tn, — tn, HLpg(gD )

kde%z%%—lg—f‘aae(@,l) pro q € (p,p*).

Diky vnofeni WP () — LP" (Q) pak vime, ze posloupnost {u,, }oo, je omezend
v LP" (Q). Pak ovsem z predchoziho vztahu plyne, ze uvazovans posloupnost je
cauchyovskd v L7 (£2) pro ¢ < p*. Dukaz je hotov. O

Lemma A.3.55 Bud Q€ C%!, p € [1,00). Pak plati WP (Q) —— LP ().

Dikaz.

Necht je {u,},., omezend posloupnost v W' (Q). Cilem je ukdzat, ze existuje

vybrand podposloupnost {u,, } -, kterd je silné konvergentn{ v L? ().

Ditkaz provedeme pro {u,},_; C C*(Q). Pro {u,},—, € W'P(Q) pak staci
misto posloupnosti {u, } -, uvazovat posloupnost {v,} -, C C*>(£2) pro kterou
plati |lu, — vnHWL,,(Q) < % Existence této posloupnosti je zarucena z véty o

hustoté hladkych funkei A.3.32.

Posloupnost {vy, }r., je zjevné omezend v WP () a je cauchyovskd v L? (Q)
prave kdyz je v LP () cauchyovskd posloupnost {un,},o ;.
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Bud tedy {u,}.—; C C>°(Q2) omezend posloupnost v W7 (Q). Diky tomu, Ze
Q2 € C%! je tato posloupnost omezena i v jistém L4 () pro g > p.
<

dp dp dp <1z
g -1 a—p bro kazdé d > 2 a

Zvolme napfiiklad ¢ = Potom je p <

p € [1,00). Oznacme
€1 =sup HunHWLP(Q)
neN

co =sup ||up| _a
neN Lrpff(g)

Chceme vyuzit vétu A.2.28 o charakterizaci totdlné omezenych mnozin v L? ().
Nezbyva tedy, nez ovérit jeji predpoklady. Zvolme £ > 0. Chceme ukazat, ze
existuje § > 0 takové, ze

1
Vn € N,Vh € RY, ||hllge < 0 : (/ lun(z 4+ h) — un(:ﬂ)|pdx> <e.
Q
Opét predpokladame, ze u,, je prodlouzena nulou vné €.

_ 2d
Vezméme Q* C Q* C Q tak, ze |2\ Q*] < (i) . Déle vezméme 6; > 0

3cao

takové, ze pro x € Q*, h € R?, ||h||ga < 61 je téz x + h € Q. Oznac¢me nyni
§ = min {51, T} Potom

(/Q |t (4 h) —un(x)de)” < (/Q (1) —un(a?)|pdx> 5

+ </Q\Q Iun(:c+h)|pdx> + (/Q\Q un(x)de> . (A31)

Posledni dva integraly odhadneme uzitim Holderovy nerovnosti

\V]

2 up| e |2\ Q| < Ze.
L% (@)

w

Zbyva prvni ¢len na pravé strané. Ziejmé

p

1
[un(z + h) — up(z)|P = / iun(5r3—|—$h)d$
o ds

p

1 1
g’/ V(2 + sh) || h|ds §|h|p/ Vup (2 + sh)[Pds.  (A.32)
0 0

Zintegrujeme (A.32) pies 2* a dostaneme

</ [n (@ + h) = “n(x)|pdx>; < |h| </Q /01 |V (2 + sh)|pdsdff);

€
< [AHIVunll o) < 3-

3
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Dosadime do (A.31) a vysledkem je

Vn € N,Vh € R, ||h|jge < 6 : (/ lun(z 4+ h) — un(x)|pdx) T < g,
Q

coz jsme chtéli ukéazat.

Ovéfteni zbyvajicich podminek Kolmogorovovy véty je trividlni. Lemma je dokézéno.

g
Po dukladném procteni dukazu lemmatu A.3.55 vidime, ze jediné misto, kde jsme pouzili

predpoklad Q € C%!, bylo v odhadu (fn\sz* |un(m)|pdz) » pomoci Holderovy nerovnosti a

véty o spojitém vnofeni. Jednou z moznosti jak oslabit predpoklady véty na hladkost hranice
Q je pouzit poznamku z pifkladu A.3.46, tj. potom WLP (Q) << LP(Q) pro p € [, 00),
Q € C% pro libovolné a > 0. Ukdzeme, ze ve skutecnosti staci pouze Q € C°. Dikaz
provedeme nezavisle na vétach o vnofeni pro oblasti s holderovsky spojitou hranici.

Lemma A.3.56 Bud Q € C°, p € [1,00). Pak plati WP (Q) < LP (Q).

Diikaz.

Ziejmé stacf ukazat, ze je-li Q C C°, potom pro posloupnost {Un};, CC= (Q), Hun”Wl,p(Q),
existuje mnozina Q* takovd, ze 2* C O* C Q a pro [Q2\Q*| malé jsou i integraly fQ\Q* |un (z+
h)|Pdz a fQ\Q* |un (z)|Pdz malé.

Jinymi slovy chceme ukdzat, ze pro u € C*(2) a vhodné Q* je

1
p
( Ly |u(x>ﬂda:> < el [l

kde ¢(£2*) jde k nule pro [Q\ Q*| — 0 (integrél s u(x + h) vyzaduje jen drobné dpravy, kterém
ponechdvéme Etendii na rozmyslenou).

Oznacme
M
Qs = U TT(VTT(S)’
r=1
kde'® T} je zobrazeni z lokdlnfho soufadného systému (!, zr,) do (z',z4 a
Vi ={@h a0 €RY @) € Ar,y ar(eh) < wra < ar(a)) + 8}

Pfipomenime, ze V;L = V. Zvolme §; dosti malé tak, aby byl systém funkci{¢r}i\il, br €
Cee (TT(VT+)) rozkladem jednotky na s, . Potom ziejmé pro libovolné ¢ < 1 plati

1 1
P m P
un(z)|pdx> < (/ |urpda:> ,
</951 72 T’“(VTJ,rs)

kde znacime u, = u¢,. Ziejmé tedy stac¢i odhadnout jednotlivé integraly na pravé strané
pravé uvedné nerovnosti.

Bud nynf r € {1,..., M} libovolné, ale pevné. Pro =, € (ar(z}.),ar(z]) +9), 6 < 5 <8
mame
ar(zp)+8 ¢ P ar(z.)+8
/ —ur(z.,s)ds| < C(B) |Vur(z)., 8)|Pds.
x

ar(z.)

fur (@t 20, ) P = ~ur(a

Td

13Uzivédme znaceni z definice A.3.29.
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: . . - ’ ’ . - ’
Nerovnost zintegrujeme pies proménnou zr, od a,(z;.) do a-(x].) + 8 a pfes proménnou ;.
na mnoziné d,, vysledkem je

a,‘(z;‘)+@ ar(z;)ﬁ»ﬂ
[ [ur (e} ) Pdar e, < 50(0) [ [ (Vur (), 5)Pdsda,
Sr Janp [ a7~(95(,»)
a tudiz
ar (z )+8 P 1 1
Hurlle T.(V,}y) / /M(x ) fur (@, rg) P doryday |- < 87 C(B)F ”V“T”LP(TTWJ)) ’

Staci tedy zvolit 6 dostatecné malé (< d1).

O
Disledek A.3.57 Bud Q€ C°, p € [1,d). Pak plati
Vg e [l,p]: WHP (Q) —— LI1(Q).
Diikaz. Je analogicky dukazu véty A.3.54. O

Nyni pro p > d mame
Véta A.3.58 Bud Q € C%'. Pak plati

1. Vg€ [1,00) : WHd(Q) —— LI(Q)

2. p>dpe0,1—9): WP (Q) e COH(Q)

a tedy specidlné pro p > d, q € [1,00], WLP () <»— L7 (Q).

Dikaz. Prvni tvrzeni je zfejmym dusledkem véty A.3.47 a A.3.54. Druhé tvrzeni
pak plyne z vét A.3.51 a A.1.13. O

Shriime vysledky této kapitoly. Bud Q € C%!.

1. Je-li p € [1,d), potom Vq € [1,ddfpp] plati WbP (Q) — L7(Q), piicemz
vnofeni je kompaktn{ pro g € [1, d‘ifpp).

2. Je-li p = d, potom Vg € [1, 00) plati W4 (Q) s L7 (Q) (ale W4 (Q) o
L>(92)).

3. Je-li p € (d,00), potom Vu € [0,1 — g} platf WP (Q) — CO#(Q) pticemz

vnofeni je kompaktni{ pro u € [0,1 — %).

4. Je-li p = oo, potom W1 (Q) — C%1(Q) a tudiz W (Q) —— CO*(Q)
pro libovolné p € [0, 1).

Indukei je mozné dokazat
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Véta A.3.59 (obecné Sobolevovy nerovnosti)
Bud Q€ C%, k€N apell,o0. Bud ddle j € [0,k). Oznacme

1 k—j
a (je=limg #0)

Je-li mg > 0, pak
1. WhEP(Q) — W™ (Q)
2. Ymy < m : WEP(Q) cses WM (Q)
5. Wke (RY) — wim (R?).
Je-li mg = 0, pak
1. Vg € [1,00) : WEP (Q) s W54 (Q).
Je-li mg < 0, pak pro u = —dmg plati

1. ne(0,1)

o 1
{W"W (Q) — CI1(Q)
I

<C

a€0,u): WhP(Q) —— CI(Q)

Va € [0,1]: WhP(Q) —— CI(Q).
Diikaz. Indukei, viz. téz Kufner et al. [1977] ¢i Necas [1967]. O

A.3.6 Veéty o stopach

Protoze Sobolevovy prostory zavdadime kvuli formulaci okrajovych tloh pro
parcidlni diferencialni rovnice, musime mit moznost hovorit s hodnotach sobolevovskych
funkci na hranici oblasti Q. Tento problém je mozné fesit dvojim zptsobem. Jed-
nak je mozné pouzit pojmu kapacita mnoziny (tento pifstup je mozno nalézt

linearniho operatoru. Tento postup pouzijeme.

Jestlize je u € WP (Q) pro p > d, potom za patti¢nych pfedpokladu na hladkost
Q existuje reprezentant u* € C(f2) tak, ze u = u* skoro vsude na 2. Hodnota
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na hranici je tudiz dobfe definovand a vime, ze funkce je omezend (a dokonce
holderovsky spojitd). Proto se v celém oddilu soustfedime pouze na piipad p <

d.

V tomto piipadé jiz neni jasné, co je hodnota funkce na hranici, nebot d-
dimenziondln{ mira hranice je nula. Na druhou stranu vime, ze v W17 (Q)
jsou husté funkce hladké az do hranice (alespoii pro € CY), ziZeni funkce
u € WP (Q) na 092 méa tedy smysl pro hustou podmnozinu WP (Q). Staci
proto studovat, jestli je operdtor ztizeni funkce u € C*(f2) na 0 omezeny
jako operator z W1P () do jistého prostoru funkei definovaného na hranici.
Ukézeme, ze tomu tak je.

Prostory LP (092)

Dale budeme pouzivat znaceni zavedené v definici oblasti typu C**, viz. definice
A.3.29. Bud u funkce, ktera je definovand skoro vsude na 0%. Je-li T} zobrazeni
(rotace a translace) z lokdlniho soufadného systému (z).,z,,) do globélniho
soufadného systému (2/, 24), budeme znaéit ,u = uoT,.. V celém oddilu budeme,
pokud nebude Feceno jinak, pracovat pouze s hranici typu C%!.

Definice A.3.60 (prostory L? (092))

Bud Q € C%! a bud u funkce definovand skoro vsude na 0. Rekneme, Ze fukce
u je prvkem LP (09), p € [1,00) prdvé kdyz

Vr=1,...,M: / lru(z,)|PdS
A'V'

-,

Rekneme, ze fukce u je prokem L™ (0Q), p € [1,00) prdvé kdyz

d—1 2

lruar, ar(zy))[” |1+ (ga,r> (27.)dz;, < .
z
i=1 Ti

r

esssup |u(x)] < co.
€N

Oznacme

=

M
(Z / |Tu<xr>|pds> pe 1 o0)

esssup |u(x)| p= oo.
eI

]l Lo o02) = (A.33)
Lze dokézat nasledujici vétu (viz. Kufner et al. [1977] nebo Necas [1967]).

Véta A.3.61 Bud Q € C%L. Potom je LP (0Q) s normou definovanou v (A.33)
Banachiiv prostor, ktery je separabilni pro p € [1,00) a reflexivni pro p € (1,00).
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Poznamka A.3.62 Pripomerime (viz. pozndmka A.1.5), Ze je-li Q € C%1, po-
tom je funkce a.(-) diferencovatelnd skoro vsude na A, a existuje konstanta

C > 0 takovd, Ze ’8‘“

1./
o,

muZeme misto normy (A.33) pouZivat ekvivalentni normu

< C < oo skoro vsude na A,.. Proto pro p € [1,00)

P

M
el 2o o0 = <Z/A TU(w’T,ar(wi))ldeL> : (A.34)
r=1 ”

se kterou se nam bude lépe pracovat.
Dale plati

Véta A.3.63 Bud Q € C%', u funkce definovand skoro vsude na 09, takovd,
Ze je menulovd pouze na A, pro néjaké r € {1,..., M} pevné. Necht ddle pro
jisté p plati [ |ru(a),ar(x)))[" dr;. < co. Pak u € LP(99) a navic existuje
kladnd konstanta C = C(09) takovd, Ze

lullriony <€ ( [ buteton P ast)
Diikaz. viz napt. Kufner et al. [1977] nebo Necas [1967] O

Tato véta tika, ze pres prekryvajici se ¢asti hranice stac¢i uvazovat integréal pouze
pies jedno A, neboli [, .\ |.—yu(z,)[PdS ~ [, -\ [ru(z,)[PdS.

Véta o stopach pro W17 (Q)

Plati nasledujici véta.

Véta A.3.64 (o operdtoru stop, p < d)

) . dp— . 1
Bud Q € C%', p € [1,d). Oznacme p' = ff; (. p—ln = %— %}. Potom
existuje jednoznacné uréené spojité linedrni zobrazeni (q € [l,pﬁ])

T:WhP(Q) — L1(09),

takové, Ze -
Vu e C() : Tu=u|aq -

Dukaz.

Krok 1: redukce na hladké funkce

Jak jiz bylo zminéno, staéi ukazat, ze operdtor T je omezeny z WP (Q) do
I (09) pro hladké funkce. Diky tomu, ze d — 1 dimenzionaln{ mira hranice
je konecnd, je pak operator T omezeny i jako operator do L7 (9Q) pro q € [1, p].
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Necht tedy plati

Vo € C@) ¢ [loll ot oy < Cllollriney - (A.35)

Bud u € W' (). potom existuje posloupnost {u,}-—, C C>®(Q) takova, ze
up, — u v WHP (Q). Diky linearité restrikce na hranici a diky vztahu (A.35) je
pak posloupnost {u, }, -, cauchyovskd iv LY (09). Z tplnosti prostoru LY (09)
(viz. véta A.3.61) pak plyne existence limitnfho prvku posloupnosti {u,} -, v
¥ (09). Oznacime limitn{ prvek jako T'u a zadefinujeme tak vysledek pusobeni
operatoru T' na funkci u. Ziejmé plati, ze definice je nezdvisla na vybéru aprox-
imujici posloupnosti (ovéite podrobné).

Krok 2: rozklad jednotky

Bud @, € C(T(V,)), r = 1,...,M rozklad jednotky na jistém okoli 9.
Oznacme u, = u®,.. Potom suppu, C T,-(V;-) a tudiz staci ovérit, ze

/ PNV W ar(w,) 4B ’ P /
|7‘uT($T’ aT(wr))| dm'r S C |VTUT($T777)| d’l]dl'r
A, Ay Jar(xl)

aT(x;)J"B
/ ()P dnda. ) . (A.36)

(@)

+

o

potom totiz

M M
llwll Lps €9) < Z [N (99) < CZ ||TUT||W1’P(VT) <C ||UHW1,p(Q) .
r=1

r=1

Krok 3: dukaz nerovnosti (A.36)
Pro jednoduchost budeme nadale vynechdvat index r. Bud p > 1 abud u €
C>®(V+), suppu C V+, dist(suppu, VT \ A) > 0. Oznaéme

o(@) = Ju(z’, a(a))| 45

Potom ()48
al@)+ 8 dp—p
o)== [ O (e’ ¥ ),
a(:z:’) 877 ( )
tedy
/ a(z")+p , , d(p—1)
v <O [ v Gt

Tuto nerovnost zintegrujeme pies A a pouzijeme Hoélderovu nerovnost. Vysledkem
je

d(p—1)

/ o(@)ldz' < C(d,p) [ Vull oy, lull 2
A L5 (V+)
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aneb (k odhadu [|u| _ap jsme pouzili vétu o vnofeni)
La=5 (V+)

||U||dep:pp oV <C(d,p) Hunwl,p(v) .

Pro p = 1 postupujeme analogicky. Nerovnost (A.36) je dokézdna a dukaz je
hotov. O

Je-li p > d, je situace ziejma.

Véta A.3.65 (o operdtoru stop, p > d)

Bud Q € C%, p € [d,o0].

Je-li p = d, pak je operdtor stop definovany ve vété A.8.64 spojity z Whe (Q)
do L1 (9Q) pro q € [1,00).

Je-li p > d, pak je operdtor stop definovany ve vété A.3.64 spojity z Whe (Q)
do L9 (0R2) pro g € [1,00].

Diikaz.

Situace p = d je analogicka situaci ve vété A.3.47, dikaz proto pfenechavame
¢tenari jako uzitetné cviceni.

Pro p > d mame z véty A.3.51 vnoteni WP (Q) — C°(Q) a dikaz je tudiz
trividlni. g
Pokud se znovu podivdme na tfeti krok dukazu véty o stopach A.3.64, neni tézké dokdzat
nésledujici lemma.

Lemma A.3.66 Bud Q€ C%', ¢ € [1,00). Potom plati
1 1—1
lullagany < Cllullyaan 1ullLe (A.37)

Diikaz.

Misto nerovnosti (A.36) pocitejme (pro jednoduchost opét vynechdvame index r)

a(z')+8
N A AR
AJa 877

/ |u(z’, a(z’))|? dz’ <
A (z")

a(@)+5 / / q—1 / q—1
<q A Ja@n |VU(~T 777)| ‘u(z 7"7)} dndz, < q ”VUHLq(er) ||u||Lq(v+) .

Pozadovanou nerovnost pro 2 pak dostaneme pouzitim kroku jedna a dva z dukazu véty o
stopach A.3.64. O

Z prévé dokdzané nerovnosti (A.37) pak s pouzitim vét o kompaktnim vnoreni plyne

Véta A.3.67 Bud Q€ COL.

Je-lip € (1,d), pak je operdtor stop definovany ve vété A.8.64 kompaktni operdtor z W1:P (Q)
do L1 (0Q) pro q € [1,p), kde pt = %.

Je-li p = d pak je operdtor stop kompaktni z WP (Q) do L (9Q) pro q € [1,0).

Je-li p > d pak je operdtor stop kompaktni z WL-P (Q) do L9 (0Q) pro q € [1,c0].



A.3. SOBOLEVOVY PROSTORY 119

Diikaz.

Bud {un}22, omezend posloupnost v WP (Q) a bud p € (1,d). Z lemmatu A.3.55 a z
nerovnosti (A.37) plyne, ze existuje vybrand podposloupnost, kterd je cauchyovskd v LP ()
a tedy i v LP (092). Pro q € [1,p) je proto dukaz zFejmy.

Pro g > p plyne tvrzeni véty z nerovnostil®

11—«

lullLacaa) < 1wllZr 50 HUHLM o)’

kde a spliiuje % = % + 1;—;" (a € (0,1), g € (p,p")), a z véty o stopich A.3.64.
Pro p = d postupujeme analogicky, pouze misto véty A.3.64 pouzijeme vétu A.3.65.

Pro p > d méme z véty A.3.51 kompaktni vnofeni WP (Q) «—< CO(Q) a diikaz je tudiz
trivialni. 0

Piiklad A.3.68 UvaZujme oblast Q C R? takovou, Ze Gdst jeji hranice je tvofena kiivkou
(srovnejte s prikladem A.3.46)

lyl=2a", z€l0,1], p>1

V piikladu A.3.46 jsme ukdzali, ze je-li zbytek hranice oblasti hladky, pak funkce u(z,y) = =%
patif do W12 (Q) pokud je a < 1+‘2‘7’2 — NTfl

Spoéteme-li integral pres hranici, dostaneme®®

a<lse luldS < oo.
Joa

Pro p > 3 tudiz existuji funkce z W12 (Q), které nepaii do zaddného L9 (8) pro libovolné
g > 1. Je tedy vidét, ze podminku Q € C%! nelze rozumné zeslabit.

Nabfzf se otazka, zda je prostor LP* (092) oborem hodnot operétoru stop (je-lip €
[1,d)). Tato otdzka je velice dulezitd v souvislosti s problematikou okrajovych
tloh pro parcidlni diferencidlni rovncice. Odpovéd je zédpornd. Plati pouze, ze
obor hodnot operatoru stop je husty v v (09Q). Pro piesnou chrakterizaci oboru
hodnot je nutné uvazovat prostory s neceloc¢iselnou derivaci. Jako analogie zde
mohou slouzit holderovsky spojité funkce, které mohou piedstavovat spojité
funkce, které maji neceloc¢iselnou derivaci.

A.3.7 Prostory s necelociselnou derivaci, obor hodnot operatoru
stop a inverzni véta o stopach

Uvazujme nejdifve Q C R%.

Definice A.3.69 (Sobolevovy prostory s necelodiselnou derivac)
Bud s € RY, p € [1,00). Necht [s] je celd édst s. Potom WP (Q) je podprostor

14Diikaz nerovnosti je analogicky diikazu nerovnosti A.2.9.

1
15Musime uvazovat popis hranice x = |y|*, y € [~1, 1] a tudiz pocitame

1 _a 1 1_ 2
/ Iyl u\/1+(|y|u 1) dy,
-1 12

coz dava vysledek uvedeny vyse.
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véech funkei z WIsLP (Q) (WOP (Q) = LP () ), které spliuji

— sl _ |D*u(r) — Du(y)[”
Vo, |a| =[]+ Ta(u) —/Q o= [ dxdy < oco.

Oznacme ddle

=

HUHWS-,P(Q): ||uHW[S]vP(Q)+ Z I (u)

Potom plati

Véta A.3.70 Prostor W*P (€2) je Banachiv prostor s normou |||y« - Tento
prostor je separabilni pro p € [1,00) a reflexivnd pro p € (1,00).

Diikaz. viz. napf. Kufner et al. [1977] O

Poznamka A.3.71 Necht p € [1,00) a 0 < s < 3 < 1. Potom
¢ — W (@),

nebot

[ [ v,
QJQ

|z —y|*tPe

1

Dalsi vlastnosti téchto prostorti je mozné nalézt ve specializovanych mono-
grafiich. Nés spiSe zajimaji analogické prostory na 0f).

Definice A.3.72 (prostory W*? (0Q))
Bud s € R, p € [1,00), Q € CBIL. Oznacme pror =1,..., M funkce v, (z!.) =
upo T (2, ar(z.)). Potom W*P (09) je podprostor vech funkci z LP (0Y), které
splriugi

Vre{l,...,M}: v, e WP (A,).

Oznacme ddle'®

M 1
[ ——— (Z||vr|€w.w>
r=1

Analogicky jako vyse plati (viz. napi. Kufner et al. [1977])

16pfipominadme, ze A, C R4~1,
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Véta A.3.73 Prostor WP (0R0) je Banachiv prostor s normou |||y ..»(a0)-
Tento prostor je separabilnd pro p € [1,00) a reflexivnd pro p € (1,00).

Ukazuje se, Ze prostory Wi-ep (09), p € (1,00) jsou piesné prostory charak-
terizujici obor hodnot operatoru stop. Plati totiz

Véta A.3.74 (inverzni véta o stopdch)
Bud Q € C%, p € (1,00). Potom existuje jednoznaéné definované spojité
linedarni zobrazeni

T: W (Q) —» W' (09),

takové, Ze -
Yu € C°(Q) : Tu =u |pq -
Bud Q € C%', p € (1,00). Potom emistuje spojité linedrni zobrazeni
P W5 (9Q) — WP (Q),
takové, Ze pro v = Pu plati u = Tw.

Diikaz. Cely dikaz je ponékud technicky a je ho mozné naléz napf. v Kufner
et al. [1977] nebo Necas [1967]. O

Poznamenejme, ze dukaz prvni Casti pravé zminéné véty je zalozen na Hardyho nerovnosti,
kterd je dulezitd i v aplikacich v parcidlnich diferencidlnich rovnicich. Uved'me zde nékolik

Véta A.3.75 (Hardy)
Bud a,beR%, a < b, u € L? ((a,b)), p € (1,00). Pak plati

/ab <zia/ fuly )pdwﬁ <1%>p/b |u(@)|P da,
./; (bix _/: ity >pd15 <p%1>p~/; lu(z) [P,

oo P P oo
[t rar< (7) [ htopea
Jo le—=p+1|/) Jo

kde nerovnost plati proe >p —1 pro u(co) =0 ae <p—1 pro u(0) = 0.
Bud u € Wol’p(Q), p € (1,00) a oznaéme d(z) = dist(z, 0Q). Potom

/ ‘E‘I’d:p < c/ |VulPdz. (A.38)
Jald Ja

)|dy
)

|dy

ddle

Z hlediska slabého feseni parcidlnich diferencialnich rovnic je zajimavy néasledujici
Hadamarduv pifklad.

Priklad A.3.76 Bud d =2 a Q = B1(0). Definujeme

u(z,y) =Y 27"p*" cos(22"¢) na By(0)\ {(0,0)}

n=1

u(0,0) =0,
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kde (p, ) jsou standardni poldrni souradnice (tj. p € (0,1], ¢ € [0,27)). Po-
tom Fada konverguje stejnomérné na B1(0) a tudizu € C*(B1(0)). Specidlné tedy
u € C(0B1(0)), ale primym vypoctem lze zjistit (proved'te), ze u & W2 (B1(0)).
Navic lze ukdzat, zeu & W22 (9B1(0)) a tudiz neezistuje ddné u € W2 (By(0))
takové, Ze jeho stopa by byla ddna funkci u |op, (o). Neewistuje tedy slabé reseni
u € W2 (B1(0)) dlohy Av =0 na B1(0) s okrajovou podminkou v = u |yp, (0)€
C(0B1(0)).

A.3.8 Charakterizace W,”(Q)

V tomto odstavci se budeme zabyvat souvislosti prostorti Wy (Q) a V?(Q) =
{u e WP (Q)| Tu = 0 skoro viude na 9Q}.

Véta A.3.77 Bud Q € C%'. Potom W,P(Q) = VP(Q).

Dikaz.

Krok 1: W, () C V2(Q)

Bud u € W,* (). Podle definice prostoru W, *(Q2) existuje posloupnost {u,,}>7, C
C5°(Q) takova, ze u, — u ve WP (Q). Ziejmeé Tu,, = 0 a za spojitosti operatoru
stop pak plyne i Tu = 0.

Krok 2: VP(Q) ¢ W, (Q)

Krok 2a: rozklad jednotky

Pouzitim rozkladu jednotky zfejmé stacf ukazat, ze pokud u € WP (V*F), Tu =
0 na A a suppu N {0V \ A} = 0, potom existuje posloupnost {u,},., C
Cs° (V1) takova, ze u, — u ve WHP (V).

Krok 2b: prodlouzeni funkce

Piipomeiime znaceni z definice A.3.29,

VT = {x ERY |zl < yi=1,...,d—1,a(z') < x4 < a(x/)Jrg}.
Definujeme funkci

u(@',zq) (2 zq) €V

G(x/,.’lfd) — ( d) ( ) d) B

0 (2 2q) €V,

tato funkce pak patif do prostoru WP (V) a jejf slaba derivace je

Vu(z',zq) (2/,24) €VT

VG(2, =
(@, 2a) { 0 (2/,zq)€V™.

Skuteéné diky lemmattim A.3.78 a A.3.79 uvedenym nize plati pro ¢ € C5°(V)

/Ga‘pdazz G220y - - athdm—l—/Gg&nidS
1% i v+ A

ox ZLj v+ (“)xz

oG oG
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Krok 3: regularizace

Oznacme U, (2, zq) = G(:v 24 — 1). Funkce U, zfejmé pro dostateéné velké n
patif do WP (V+) a navic supp U,, C VT. Déle je lim,, .o ||Us, — Ul =
0. Nyni sta¢i zadefinovat funkce u,, = np,, * Uy, kde ny,, je regularizator a h,, je
vhodné zvolené ¢islo mensi nez 1 tak, aby u, € C5°(V™). Uzitim véty A.2.22
nenf tézké ovéfit, ze u, — u ve WHP (V).

O

V dtkazu jsme pouzili Greenovu vétu a musime tedy ovéfit jeji platnost. Prvni
otazkou pii jejim dikazu je, zda m4 smysl hovofit o vnéjsf normale pro Q € CL.

Lemma A.3.78 Bud ) € C%!'. Potom existuje vnéjsi normdla skoro vsude na
on.

Diikaz. viz. napi. Necas [1967] O

Déle je tieba dét smysl vyrazu [, F'dS. Necht F € L' (0) a nechf {gbi}?il
je rozklad jednotky na jistém okoli J€). Ozna¢me . F = F o T, a .F. = . F¢,.
Potom

/FdS Z/ PB (2!, an(2))) 1+Z<8ar> 2 )da.
on

Lemma A.3.79 (zobecnénd Greenova véta)
Bud Q € COt aue WHP (Q), v e WHi(Q), kde
1. je-lip € [1,d), q € [1,d), pak % + % < %

2. je-lip=d, pakq>1 (resp. ¢q=d, p>1)
3. je-lip>d, pakq>1 (resp. ¢ >d, p>1).

Potom

ov
= ; ) A.
u@xl dx = /99 uvn;dS — / oz, vdx (A.39)

Drikaz.

Dukaz provedeme ponékud formalné, vynechdame totiz rozklad jednotky. For-
mule Greenovy véty (A.39) plati, je-li 9Q po ¢dstech hladkd a u,v € C>(Q).
Protoze kazdou lipschitzovskou oblast mizeme zevnitf aproximovat hladkymi
oblastmi (viz Necas [1962]), je mozné ukdzat, ze formule (A.39) platii v piipadeé
Qe uve Q).

Necht jsou nyni v a v sobolevovské funkce, tak jako ve znéni lemmatu. Po-
tom existuji posloupnosti hladkych funkei {un}n e, € C>(Q), které
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aproximuji funkce u a v v |||[yy1.0 () T€SP- ||"[[1y1.4(2) NOTME. ZTejme tedy plati

ovy,
/ "o, dx = /89 UpVpN;dS — / oz, 2 opda (A.40)

a staci ukdzat, ze za danych predpokladu muzeme provést limitni pifechod v
prévé uvedené rovnosti. Zabyvejme se prvn{ variantou podminek, tj. p € [1,d),
q € [1,d), ovéteni zbyvajicich dvou variant ponechdvdme ¢tenéii jako cviceni.

Uvazujme nejprve integral na levé strané vztahu (A.40). Ten bude pro n — oo
konvergovat k fQ Ov. d:v jestlize

d— 1
Py <,
dpp
coz po upravé dava podminku 11) + % < d%dl ze znéni lemmatu.
Analogicky postupujeme pro objemovy integral na pravé strané (A.40). Uvazujme
nyni plosny integrél. Zde pozadujeme (viz. véta A.3.64)
d— d—
p + q <1
dp—p dg—q

coz po upraveé dava podminku d (1% + %) < d+1, ktera je ztejmé diky predchozi

podmince % + % < ‘%1 splnéna automaticky.

A.3.9 Ekvivalentni normy, faktorprostory

V tomto oddilu ukédzeme, ze v nékterych pripadech je mozno misto standardni
normy na WP (Q) uvazovat i jiné funkcionély, které definuji ekvivalentni normy
na W*» (Q). Zaéneme jednim obecnym lemmatem.

Lemma A.3.80 Bud Q € C%', k€N, p € [1,00). Necht {fi}ézl jsou spojité

omezené funkciondly (ne nutné linedrni) nad W*P (Q) spliugicit”

Vu € Py_1: Z|fz )| =0 < u=0 skoro vsude na Q.

i=1
Necht ddle plati Vu € WEP(Q), YA € R,Vi = 1,...,1 . |fi(Zu)| < M| fi(u)].
Potom existuji kladné konstanty c1 a co takové, ze Vu € WP (Q) plati

1

l
et lullrniey < [ S0 D%l g+ STIH@P | < c2 lullyrngy - (AdD)
|| =k i=

17Pod P, rozumime polynomy stupné nejvyse k — 1.
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Dikaz.

Druhé nerovnost v A.41 plyne trividlné, zabyvejme se proto prvni nerovnosti.
Dukaz provedeme sporem.

Predpoklddejme tedy, Ze existuje posloupnost {u, } >, C WP (Q), Hun||Wk,p(Q) =
1 takova, ze plati

p

!
1
S 1Dl + S )| < -
o=k i=1
Odsud plyne, ze pro |a| = k je D*u,, — 0 v LP () a protoze diky lemmatu
A.3.55 je WhP (Q) s WF-LP (Q), existuje silné konvergentni podposloupnost
{tny 1 Ve WkE=LP(Q). Oznaéme u = lim,,, oo Up, . Ziejmé plati, 7e u,, — u
i ve WFP(Q).

Protoze D% = 0, |a| = k, je nutné'8u € P,_;. Diky spojitosti funkcionali f;
je také 22:1 |fi(u)|? = 0 a protoze je u € Py_1, je i u = 0. To je ale spor s tim,
7€ Up, — u ve WEP(Q) aze ¥n € N: [unllyeso) = 1.

O

Pouzijeme-li v pfedchdzejicim dukazu misto lemmatu A.3.55 lemma A.3.56, vidime, Ze staci
predpoklidat pouze € C°. Obecné staéi predpokladat, ze Q@ C R? je takové oblast, Ze plati
vnofenf WhHP (Q) «s—s LP (Q).

Pozndmka A.3.81 Funkciondly spliujici predpoklady lemmatu A.3.80 vidy ex-
istugt, staci napriklad vzit

falw) = [ atu@de. Ja|<h-1,

popTipadé
fo= D%u(z)dz, |a]<k-1,
Q*
kde Q* je libovolnd neprdzdnd podoblast €.

Lemma A.3.80 m4 celou fadu riiznych aplikaci. Uved'me alespoii ty nejdiilezitéjsi.

Véta A.3.82 Bud Q € CO', Q* C Q, |94 > 0, T C 99, [4—1 > 0. Bud
p € [1,0) a a;, i = 1,2,3, nezdpornd cisla takovd, Ze Zf 1o; > 0. Potom

existuji kladné konstanty c1 a cy takové, Ze Yu € WP (Q) pl;tz’
P
et flullwe) < <||Vu|ip(ﬂ) +041/ |U|pd5+042/ lulPdz + a3 /udw )
r Q* Q

< e lull e -

S

8Toto ziejmé plyne z druhého tvrzeni disledku A.3.25 kde bylo vyuzito Beppo-Leviho
prostoru. Dukaz nezdvisly na Beppo-Leviho prostorech bude proveden v ptistim oddilu A.3.10.
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Dukaz.
Oznaéme fi(u) = (fr |u|pal5)%7 fa(u) (fQ* \u|pdaj) , fa(u |j;2udx|

Vsechny tfi funkciondly jsou ziejmeé homogenm (ve smyslu uvedenem v lem-
matu vyse), omezené a spojité na WP (). Stacf ukazat, ze pro u = konst. je
filu) =0 < u=0, coz je ziejmé. O

Poznamka A.3.83
1
1. Nerovnost ¢ [|ullyy1p(q) < (HVuH r) T Jr |u|pdS) se nazgvd Poincaré-

Fridrichsova nerovnost. Ziejmé lze misto [i.|ul[PdS brdt i ([; |u|qu)§
kde g € [1, dp —L] prop € [1,d) aq€[1,00) prop = d.

1
2. Nerovnost ¢y ||ul|y1.0(0) < (HVUHZD(Q) + |/ udx|p) " se nazjvd Poincarého

nerovnost. Jeji zobecnéni pro W*P (Q) je uvedeno nize. Misto stredni hod-
noty pres ) lze brdt i stredni hodnotu pres Q*.

8. Misto [,. |[uPdz lze uwvazovat i ([, u|qd;v)%, kde q € [1, % 15] prop €

[1,d) a g€ [1,00) prop > d.

Je-li a1 = 0, pak véta A.3.82 plati i pro Q € C°, popiipadé pro libovolnou oblast spliujici
WP (Q) s LP ().

Dikaz néasledujici véty je jednoduchy a pfenechdvame ho ¢tenéii jako cviceni.

Véta A.3.84 Bud Q€ C%, Q* C Q, Q%4 >0, pe[l,0). Bud' k € N. Potom
existuji kladné konstanty c1 a cy takové, Ze Yu € WEP (Q) plati

e lelhwniey < | 30 10"l + [ TulPde | < ol
|a|=k

Véta A.3.85 Bud 2 € C%', p € [1,00), k € N. Potom existuji kladné konstanty
c1 a ¢y takové, e Yu € WEP (Q) plati
/ D"‘udz

€1 ||u||Wk,p(Q) < Z 1D UHLP(Q + Z

|| =k la|<k—1

< e ”U”Wk,p(gz) .

Dikaz.

Je tieba ukdzat, ze pro u € Py_1 je 32, <1 | [, D®udz| < u = 0. Necht je
al = k — 1. Pak je-li u € Pj,_1, musi u = konst., a funkce u proto patif

k— 1. Pak je-li u € P { byt D*u = konst., a funk to pati
do P;_s. Indukci dostaneme, ze u = 0. O

Pfedchozi dvé véty samoziejmé plati i pro Q € CO.
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Véta A.3.86 Bud Q2 € C%', p € [1,00). Potom existuji kladné konstanty ci a
co takové, ze Yu € WP (Q) plati

=

C1 ||U||W2,p(9) < Z ||D°‘u||ip(m + /89 ulPdS < e Hu||w2»z>(9) :
|a|=2

Je-li T' C 09 takovd, Ze I meni nadrovina, |T'|4—1 > 0, potom téz Yu € W2P (Q)
plati

1
P

a1 ||u||W2=P(Q) < Z ||Dau||z£p(9) + /F ulPdS < e ||UHW2,p(Q) .
| =2

Diikaz. Bud u € P;. Potom v miiZe byt identicky rovné nule na I' pouze kdy#
je I nadrovina. OvSem nadrovina ziejmé nemuze byt hranici oblasti. O
Faktorprostory

Faktorprostory se nékdy pouzivaji pro formulaci Neumannovy okrajové tlohy.

Definice A.3.87 (faktorprostor WkP (Q) /P)
Bud' P C Py_1 podprostor W*P(Q). Oznaéme WEP (Q) /P faktorprostor (tj. [u] €
WkP(Q) /P, potom uy ~ ug € [u] & u; —ug € P).

Normu uvazujeme dle obyklé definice
e L Ty

Véta A.3.88 Bud Q € C%', k € N. potom existuji kladné konstanty ci a co
takové, zZe plati

cillallwes@)/p, < Z ||DQU||I£p(Q) < oollaflwrr ()P, -
la|=k

Dikaz. Ztejmé staci dokdzat pouze prvni nerovnost, druhd je zfejmda. OvSem
dukaz plyne piimo z lemmatu A.3.80 a z pozndmky za jeho dukazem. O

Nenf jiz asi tfeba opakovat, ze tato véta plati i pro Q € CO.
A.3.10 Neékteré dalsi vlastnosti funkci ze Sobolevovych
prostoru

V tomto oddilu se budeme zabyvat dalsimi vlastnostmi funkcf z WP ().
Nékteré ze zde uvedenych vysledku jsme jiz vyuzili v predchézejicim vykladu.
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Sobolevovy prostory a Fourierova transformace

Véta A.3.89 Bud k € N. Potom
1. Punkce u € L? (Rd) patii do W2 (Rd), pravé kdyz
(1+ gl a(¢) € L2 (R7),
kde @ znaci Fourierovu transformaci*® funkce u € L? (Rd).
2. Emistugi kladné konstanty c1 a co takové, Ze
Vu e W2 (Rd) toer Jullyre ey < H(l + \§|k) ﬁ(f)HLz(Rd) < 2 ullyyre(may -

Dikaz.

Krok 1:

Bud u € W2 (R9), tj. V|a| < k: D*u € L? (R?). Specidlné pro u € C§°(R?)
plati Dou(€) = (i€)*a(€). Protoze je Cg°(R%) husté v W2 (RY), neni tézké
ukazat, ze pro u € Wk?2 (Rd) plati

D/‘l\u(f) = (i€)“a(€) skoro véude na R

Potom ale (i€)*a(§) € L? (R?) a volbou a = (0,....,k,...,0) (k na i-tém misté)
dostdvame

[ e < [ [vhuepas,
R4 Rd
odkud
</Rd (1+[€]F)? |ﬁ(€)l2d€) "< ¢ llullyr.z (gay -

Krok 2:
Necht naopak (1 + [¢[*) [a(€)] € L? (R?), |a < k. Ziejmé

|G @) e gy < | (1 +1€1F) WO g

Oznac¢me
uq = FH(i8)*a(€)] (x) = ((i€)*a(€));

9Pouzivame definici

Ful©) = () = —— [ ul@)e =9

(2m)z J,

pro funkce z L' (R%).



A.3. SOBOLEVOVY PROSTORY 129

kde “znaéf inverzni Fourierovu transformaci. Bud ¢ € C5°(R%). Potom z Parse-
valovy rovnosti plyne

D pude = / Degade = [ (i€)*p(€)a(€)de
Rd R4 R
= (— |oz\ b —i a’LAL = \— \a| ﬁoz xv
(-1) /Rﬁ(@( ) a€)ds = (—1) /Rdso d

tj. uo = D%u (ve slabém smyslu). Navic D*u € L? (R?) a tudiz u € W2 (R?).
Ziejmé

1D ull gy = ol oy = 16O ey < e[ (141 19) 0| o gy -

O

Pomoci Fourierovy transformace muzeme téz definovat Sobolevovy prostory s
necelociselnou derivaci.

Definice A.3.90 Bud s € (0,0) a u € L? (Rd). Rekneme, Ze funkce u €
H*(RY), prdve kdyz
(1+]¢f)a¢) € L2 (R7) .

Pro s necelociselné definujeme
lull = ray = [I(1 41 17) @C)| p2 gy -

Je mozné ukdzat, ze H*(R?) = W2 (R?), kde W*?2 (R?) znaéi Sobolev-Slobodeckého
prostor definovany v A.3.69. Stejné tak normy || - [|gs(ra) @ [|“[[yye.2(gay JSOU €k-
vivalentni.

Diferencovatelnost skoro vSude

Uk4zeme, 7e funkce u € WP () ma pro p > d totaln{ diferenciél skoro vsude
na €2, tj. pro skoro véechna x € ) existuje a € R? tak, ze

u(y) = uw(x) +a-(y —2)+olly —z[), proy — .

Poznamenejme, ze v tomto ptipadé je a rovno gradientu v v bodé x v klasickém
smyslu. V tomto oddilu budeme vzdy uvazovat spojitého reprezentanta tridy
[u], nebot dle véty A.3.51 plati WP (Q) < CO(Q).

Véta A.3.91 Bud u e WEP(Q), p € (d,0]. Potom md funkce u totdlni difer-

loc
encidl skoro vsude na Q a klasickd derivace je v bodech, kde totdlni diferncdl

ezistuje, rovnd derivaci slabé.
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Dukaz.

Krok 1: p € (d, 00)
V dikazu Morreyho véty A.3.49 jsme pro hladkou funkci v dokazali platnost
nerovnosti

Yy € Bp(x) @ |v(x) —v(y)| < cr'Th (/B » |Vv(z)|pdz> , (A.42)

kde k = k(d). Limitnim pfechodem muZeme nerovnost (A.42) zobecnit i pro
v e WEPQ.

Déle pripomenme, ze z véty A.2.20 o Lebesgueovych bodech plyne, Ze pro skoro
viechna x € Q) plati

lim Vu(z) — Vu(z)|dz = 0.
H0+|B()\B(I‘ (2) (2)]

Vezméme libovolny bod z € ), pro ktery plati vyse uvedeny vztah a polozme

v(y) = u(y) — u(r) — Vu(u) - (y — x)

a v nerovnosti (A.42) zvolme r = |y — z|. Zfejmé v € WLP(Q) a tudiz

loc
u(y) — u(z) = Vu(u) - (y — 2)| = [v(z) — v(y)|

<cor'th / [Vu(2)|Pdz | = cr'h / [Vu(z) — Vu(z)|Pdz
Bkr(x) Bkr(w)

<Cr < 1 |[Vu(z) — Vu(z)|pdz> =o(r) =o(lz —y|)

3 = ||

=

|Bir(2)| J By, (2)

pro y — z. Funkce u m4 tedy totdlni diferencidl v bodé x a Vu(x) ve slabém
smyslu je roven Vu(x) v klasickém smyslu.

Krok 2: p = 0

Je-li u € W2°(9), potom ziejmé u € Wlif(Q) pro viechna p < oo a muZeme

loc
proto pouzit prvni ¢ast dukazu.

Charakterizace sobolevovskych funkci pomoci diferenci

Oznacme

- (u(a + her) — u(z) (A.43)

kde h € R a e; je jednotkovy vektor ve sméru osy x;. Mé-li funkce u v bodé =
parcidlni derivaci podle proménné x;, potom

Alu(x) =

ou
h
%IL%A u(w) = Ox;’
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)

Cilem tohoto odstavce je ukézat, Ze néco podobného ”v puméru” plati i pro

slabou derivaci. Pfesnéji

Véta A.3.92 (souvislost slabé derivace a diferencéniho podilu)

1. Bud'p € [1,00) a u € W' (R?). Potom plati

ou

e (A.44)

YheR,h#0,Vic{l,...,d}: HA?UHLP(W) < ’

Lr(R4)

2. Bud p € (1,00) a u e LP (R?). Necht existuji konstanty C;, i = 1,...,d
nezavislé na h, takové, Ze plati

Vh € R, |h| € (0,ho),hg € RT, Vi€ {1,...,d}: HAquLP(Rd) < C;.
(A.45)
Potom v € WP (Rd) a plat?

ou
83%

<. (A.46)

Vie{l,...,d}: ’ <
Lr(R4)

Poznamenejme, ze druhd ¢ast predchozi véty neplati pro p = 1. Pokud je u €
WP (Q) pro Q # R? je tieba zachovat jistou opatrnost u hranice. Pak lze
dokézat variantu pfedchoz{ véty A.3.92, viz. napf. Evans [1998].

1. Bud p € [1,00) a u € WP (Q). Potom plati

— 1
YWV CcQVheR, |h| e (Oidist(v,aﬂ)),w e{1,...,d}:

ou
(%ci

[A¢wl] oy < €

Lr(Q) 7
kde c je kladné konstanta nezavisla na h.

2. Bud p € (1,00) au € LY _(Q). Necht existuji konstanty C;, i = 1,...,d

loc
nezavislé na h, takové, ze plati

1. ‘ h
Vh e R, |h| € (0, idlst(V, o), vie {1,...,d}: ||Aiu||Lp(V) <.

Potom u € W1 (V) a plati

ou
8$¢

< C,.

Vie{l,...,d}: ’
Lr(V)
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Diikaz. (véty o souvislosti slabé derivace a diferen¢ni podilu, A.3.92)

Krok 1: dukaz prvni ¢asti véty

Protoze jsou funkce z C§°(R?) pro p € [1,00) husté ve WP (R?), staci vztah
(A.44) dokdzat pouze pro u € C5°(R?).

Bud i € {1,...,d} a u € C*(R?%). Potom

b ou

h Oz,
tedy s pouzitim Holderovy nerovnosti

p 1 h
< =
/ .. 3; —+ t@l)dt h /(;

Tuto nerovnost zintegrujeme pies R¢ a pouzijeme Fubiniho vétu, vysledkem je

, 1 h ou p
[AFu(@)|[7, g < E/Rd (/0 ’&m (z + te;) dt) dz

ou 1 [h ou
< — dt =
Lp (Rd) h 0 8%1

Afbu( )= (z + te; )dt,

p

Ou dt.

3:52-

|Ah (x +te;)

<L
=

)

Lr(R%)

&ci

coz je pozadovana nerovnost A.44.

Krok 2: dukaz druhé ¢ésti véty

Bud {hy},—, posloupnost jdouci k nule. Potom z nerovnosti (A.45) plyne, ze
existuje takovd podposloupnost (zna¢ime ji pro jednoduchost stejné), ze plati
A?"u —vv [P (Rd). Zde je nezbytné uvazovat p € (1, 00).

Zbyva ukazat, ze v = % ve slabém smyslu. Bud ¢ € C§°(R?). Provedeme

substituci a dostaneme

g Af”ugpdm _ /Rd u(x + hn}e;) - u(w) s0($)dx

1
h
= % </Rd u(z)o(x — hpe;)dx — /Rd u(x)go(x)dx)
[ gl ),
Rd

h

Nyni staci provést limitni pfechod. Leva Strana konverguje k fRd vpdz a prava

konverguje dle Lebesgueovy véty k — fRd (G £ dx. Je proto v = % ve slabém

smyslu a odhad (A.46) je disledkem slabé zdola polospojitosti normy.
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Trividlnim dusledkem prvni ¢dsti véty A.3.92 (resp. poznamky za vétou) je
nasledujici tvrzeni, které jsme jiz dokazali jinymi prostiedky v oddile vénovaném
Beppo-Leviho prostorum (viz. dusledek A.3.25).

Disledek A.3.93 Bud u € VVﬁ)Cp(Q), p € [1,00] takovd, Ze Vu = 0 skoro vsude
na ). Potom u = konst. skoro vsude na €.

Vztah Wi (Q) a C%1(Q)
Jak bylo ukdzdno v disledku A.3.52, pro Q € C%! plati vnoieni W1 (Q) —
C%L(Q).

Cilem tohoto odstavce je ukazat, ze obracend inkluze plati vzdy, bez ohledu na
hladkost €. Pripomenme jeden klasicky vysledek.

Lemma A.3.94 (Tietze) -
Bud' Q uzaviend mnozina v R? a bud u € CO*(Q), A € (0,1]. Potom exzistuje
rozsiteni U € CONRY) funkce u takové, 7e*°

1Ulleway = llullecm

HO,)\,Rd (U) = HO,)\,Q(U)~

Diikaz. viz. napi. Kufner et al. [1977] O

Uzitim tohoto lemmatu muzeme dokazat nasledujici vétu.

Véta A.3.95 Bud Q C R? oteviend mnozina a bud u € C%'(Q). Potom u €
Whe (Q) a ezistuje konstanta ¢ nezdvisld na u takovd, Ze plati

lullyr.00 ) < cllullcor gy,

neboli CO1(Q) — W1 (Q).

Dikaz.

Bud u € C%'(Q) a ozna¢me U jeji prodlouzeni na R¢ dle lemmatu A.3.94.
Potom

00
n=1’

Existuje proto funkce v; € L (R?) a posloupnost {h,} hy, — 0 takovd, ze

AU —v; v L, (R?)

loc

v(z)—v(y)
lz—y|* ~

2077 %r _
Znagime Ho x 17 (V) = SUP, e 01 ooty
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AU Sy v L (RY).
Stejné jako v dukazu véty A.3.92 lze ukazat, ze funkce v; je rovnd slabé derivaci

%. Funkce U proto patif do W1 > (Rd) a tudiz u = Ulq patif do W ().
Nerovnost [[ul[y1.(q) < cllullcong) Je pak disledkem nerovnosti (A.47).

Dusledek A.3.96

1. Bud®'Q € C%t. Potom u € W1 (Q) prdvé kdyz u € C%1(Q).

2. Bud u € C%Y(Q). Potom je u diferencovatelnd skoro viude na S).

Dikaz. Prvni tvrzeni je ziejmé, druhé plyne z véty A.3.95 a z véty A.3.91. O

Dualni prostory
Bud k € Nap € (1,00). Oznaéme
, *
(We?' (@) =W (@),

1 1 _

Restrikce F € W=5P (Q), k € Nna C§°(Q) zfejmé definuje distribuci. V nasledujicich
tvrzenich se pokusime tyto distribuce blize charakterizovat. Plati

Véta A.3.97 Bud p € (1,00), k € N. Potom F € W=FP (Q) prdvé kdyz exis-
tugi funkce {fa}\a|gk C LP (Q) takové, Ze

F=3 (~1)"Dfa,
la|<k
kde D f, znaci distributivnd derivaci, tj. pro u € Wéc’pl (Q) platt
(Fouy= Y / faD%udz. (A.48)
o<k <

Navic

=

||F||Wfk,p(gz) = inf Z ||fa||ip(g) )
lo| <k

kde se infimum bere pres vSechny takové mnoziny funkci {fa}|a\§lc7 které splriugi
(A.48).

21ptedpoklady na hladkost Q lze zeslabit.




A.4. BOCHNEROVY PROSTORY 135

Diikaz. V obecném pripadé napi. Kufner et al. [1977], specidln{ pifpad k =1 a
p = 2 lze nalézt napt. v Evans [1998]. O

Jind mozna charakterizace je

Véta A.3.98 Bud p € (1,00), k € N a Q € C*%(Q). Potom pro kazdé g €
WP (Q) definuge predpis

(@0 )= / DD fdx, f € Wi (Q)
Q
|| <K
spojity linedrni funkciondl na W(f P(Q).
* ’
Obrdcené, ke kazdému ¢ € (Wé’p(ﬂ)) existuje prdvé jedno g € W(;C’p ()
takové, Ze

VEEWST@): 0.5y = 3 [ DDt faa.

la|<k
Navic ezistuje kladnd konstanta K = K (d, k,p, Q) takovd, Ze

K ||9||Wk,p’(9) < ||¢H(W(;*‘vP(Q))* < HgHWk,p’(Q)~

A.4 Bochnerovy prostory

Nechf X je Banachtiv prostor. Prostor C* (I; X), k € N, obsahuje vSechny spo-
jité funkce u : I — X takové, Ze viechny ”casové” derivace (zde pouzity vyznam
slova derivace objasnime nize) do fadu k lze spojité rozsitit na I. Tento prostor
je linearni. Vyraz

k
lullen oy =D sup_[ue)
Ck(I;X) ;)te[o,T] x

je konec¢ny a definuje normu v C* (I; X).
POZOR! Je-liu € C (I; L? (2)) pak u nemus{ byt spojité v prostorové proménné.
Plati pouze |[u(t) — u(to)||, — 0 pro t — to kde t,to € I.

Symbolem LP (I;X),1 < p < oo, ozna¢me prostor viech méfitelnych funkel
u: I — X, pro které je norma

T P
lull Lo (1,x) = {/0 Ju(®)% dt} y p<oo

resp.

l[ull oo (7,x) = esssup [lu(t)]| x
tel
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konecnd. Piipomenme, ze funkce u : I — X je (silné) méritelnd préveé kdyz
existuji jednoduché funkce u, : I — X tak, ze ||u,(t) —u(t)||x — 0 pro s.v.
tel

Priklad A.4.1 Napiste co nejpodrobnéji normy ndsledujicich prostori
(@) C(L*(Q), (6) Wh(LL*(9),

*
B L(LLEQ), (9 (LW Q) kde W2 (@) = (W2 (@)
(v) L= (LW H2(9),
Shrime zdkladni vlastnosti Bochnerovych prostoria do nékolika lemmat.
Lemma A.4.2 (Hélderova nerovnost)

Necht X je Banachiv prostor a p € [1, 0],
ve L1(I; X*), pak

+ = =1. Jestlizeu € LP (I;X) a

141
P q

(W), u())x. x € L)

a
T
/0 ‘@(t),u(t»)(*,x dt < flull Loy x) 101 pagrixy - (A.49)

Dikaz. viz. ? O
Lemma A.4.3
Necht XY jsou Banachovy prostory. Pak plati:

(i) jestlize X — Y, pak LY(I; X) — LP (1Y) je-li T < ¢

al<p<gqg<oo;
(1) jestlize 1 < p < o0, pak C (I; X) — LP (I; X)

a C(I;X) je husty v LP (I; X).

Dukaz. viz. ?7 O

Nyni objasnime jak chiapeme ¢asové derivace funkce u : I — X z Bochnerova
prostoru. Uvazujme nasledujici situaci: necht H je Hilbertv prostor se skaldrnim
sou¢inem (-,-)g a X je Banachuv prostor takovy, ze

X — H~H* — X* (A.50)

X je husty v H. (A.51)
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(Pripomenme, ze H = H* znamend, ze H je ztotoznén s H* pomoci Rieszovy
véty o reprezentaci.)

Pak, je-li u € LP (I; X) ozna¢ime symbolem v’ prvek prostoru L (I; X*) (kde

P = gtyy) tak, ze

T T
/ (W (£),0) g p(t)dt = — / (W) aedt (A52)
0 0

plat{ pro vSechna v € X a ¢ € D(I).

Lemma A.4.4
Pokud plati (A.50) a (A.51) ap € (1,00), pak

(i) W = {u € LP(I;X);u € LV (I;X*)} — C(I;H);

(ii) pro viechna u,v € W a viechna s,t € I plati

(ult),o®) = (uls) o6 = [ (o) e+ 00 u(D) ]

(A.53)
Specidlné pro u = v,
1 2 1 o [",
5 @l = 5 luls)ly = [ (W (7),u(r))x. x dr (A.54)
pro véechna s,t € 1.
Diikaz. viz Gajewski et al. [1974] O

Véta A.4.5 (Aubin—Lionsova véta o kompaktnim vnoreni)
Necht je a € (1,00) a 3 € [1,00]. Je-li X Banachiv a Xo, X1 reflexivni separa-
bilni Banachovy prostory takové, Ze

X —— X — Xy, (A.55)
pak
{ve L*(I; Xo);0v € LP (I; X1)} —— L*(I; X). (A.56)

Diikaz. Viz. Lions [1969, Section 1.5] pro 8 € (1,00). Piipad 8 = 1 je dokdzan
v Simon [1987] a Roubicek [1990], kde jsou navic prostory chdpény jako lokdlné
konvexni. O

A.4.1 Dalsi pouzita lemmata

Lemma A.4.6 (Gronwallovo lemma)
Necht jsou a(t), B(t),y(t) >0 Vte (0,T) aca,B € L' ((0,T)). Pak pro spojitou
funkci y, kterd spliuje nerovnici

y'(t) < a(t) +B)y(t) pro Ve (0,T), (A.57)
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plati

t
y(t) < y(O)efot Als) ds Jr/ oz(v)ef'ut B ds gy pro Yt e (0,T). (A.58)
0
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