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16. leden 2018

Jednotlivé kroky pii vypoctech struéné, ale co nejpresnéji oduvodnéte. Pokud pouzivate néjaké tvrzeni, nezapomeite ovérit

splnéni predpokladi.

Jméno a piijmeni:

Skupina:
Priklad 1 2 3 4 5 6 Celkem bodu
Bodu 7 6 4 3 6 4 30
Ziskano

[7] 1. Bud dén funkciondl ® na mnoziné M = {y € C! (-2, —1])|y(—2) = 2,y(—1) = 2} piedpisem

/21 (2yy' —? (y’)z) da.

(y)

a) Spoctéte Gateaux derivaci funkcionédlu ®.

C

)
b) Napiste Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pro funkciondl ®.
) Najdéte extremdly funkciondlu ® na mnoziné M.

)

d

maximizéry daného funkcionélu.

Spoctéte druhou Gateaux derivaci funkciondlu ® a poté rozhodnéte, zda jsou nalezené extermaly minimizéry ¢i

ResSeni:

Spocteme Gateaux derivaci funkciondlu ®(y) dle definice

D(y)[h] = < B(y +th)

t=0

Po dosazeni )

q>(y+th)=/

-2

(2(y +th) (y+th) — > ((y+ th)’)z) de,

derivujeme podle t a vysledkem je

—1
%@(y +th) = / (2h (y +th) + 2(y + th)h' — 222 (y + th)' B') dx
—2

po dosazeni t = 0

d
—9
gr (y + th)

-1
= 2/ (hy' +yh' — 2*y'h’) d
t=0

= -2

-1
d
2 r Bl 2./ hdz.
[2 (y y+dw(my)) !

Eulerovy—Lagrangeovy rovnice tedy jsou

po integraci per partes

2. 1\ _
(z%y') =0,
feSenim vysSe uvedené diferencidlni rovnice je ziejmé funkce
Co
y=—-—— + C17
T

integra¢ni konstanty ur¢ime z okrajovych podminek, ma byt

odkud Cyp =1, C; =1 a tedy
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Druhou derivaci funkcionédlu ¢ spoc¢teme podle piredpisu

D2 (y)[h, h] = %D@(y +th)[A]

t=0

=2 (/_1 (h(y + th)' + (y + th)h' — 2*(y + th)'K) dx)

-2

&~

t=0

- 2/: (2hh’ ~ 2 (h’)Q) da = —2 /_;1 (x2 (h’)z) dz,

kde jsme opét pouzili integraci per partes a skutecnost, ze funkce h je rovna nule v krajnich bodech zkoumaného
intervalu. Ziskany vysledek je kupodivu totozny s vysledkem ziskanym z obecné véty:

Bud & funkciondl zadany pfedpisem

b
v) = [ Flopy)de

Pak je jeho druhy diferencial roven

D2®(y)[h, h] = /ab [P () + Qhﬂ de,

kde
_ PF
oYy’
o_ PF A (0F
C oydy  dx \oyoy' )’
Maéame tedy

—1
D2®(y)[h, h] = —2 /_2 22 (W)* <0,

extremala muze byt maximum.

Ke zjisténi povahy extremaly pouzijeme nékteré z nasledujicich kritérif

Je-li y klasické feSeni Euler—Lagrange rovnic pro funkcional

b
D(y) = / F(z,y,y')dz,

a je-li pro kazdé x z intervalu [a,b] funkce f(y,z) = F(x,y,z) konvexni, pak je y minimizér daného
funkciondlu.

nebo

Rekneme, ze bod @ je konjugovany k bodu a, pokud mé rovnice (za y se dosazuje bod podeztely z
extrému)

d
—— (Ph') + Qh =

netrividlni fesenf s okrajovymi podminkami h(a) = 0, h(a) = 0.

Bud ® funkciondl zadany piedpisem

a necht y splituje nasledujici podminky:

e Funkce y je extremdlou funkcionalu ®, to jest fesi pfislusnou Eulerovu—Lagrangeovu rovnici.

e Koeficient P je (v bodé extremdly) kladny (resp. zdporny). Piesnéji P(x,y,y’) = %%

2
P(z,y,y') = $ 523 < 0).

> 0 (resp.
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e Interval (a,b] neobsahuje zadné body konjugované k bodu a.

Pak je y (slabym) minimem (resp. maximem) funkcionédlu ®.
Zkusme nejprve postupovat podle prvniho jmenovaného kritéria. Fukce f(y, z) z ptislusného kritéria je
fly,2) = 2yz — a?2%,

kde = € [a, b] je parametr. Matice druhych derivaci funkce f je

D*f[v,v]=ve B —223:2] v

Matice ma zjevneé jedno vlastni ¢islo kladné a druhé zaporné, rozhodné tedy neni pozitivné nebo negativné definitni.
Na zékladé zminéného kritéria tedy nelze rozhodnout.

Zkusme nyni vyuzit druhé jmenované kritérium. V nasem piipadé je diferencidlni rovnice pro konjugovany bod
nasledujici

( 1,2 h ) I

h(-2)

h(a)

Thned vidime, ze dana diferencialni rovnice nema netrividlni feSeni a v zkoumaném intervalu tedy neexistuje konju-

govany bod k bodu —%. Protoze jsou splnény vSechny podminky z citované véty, je nalezend extreméla maximizérem
funkcionélu ®.

0,
0,
0.

2. Uréete pro jaké hodnoty parametru a € R je limita

sms (e -1) 4
f =0 52 ds| — %
lim
x—04 e
konec¢nd. Limitu spoctéte.
Reseni:
Vime, ze plati
o s3 80
SIns = 8§ — 30 + 5 + -
2 g3
eff=1+s —I— = —|— 3 + -

Z toho plyne, ze

32 83
u—52<++3'+ )

LY L A L St
2" T2 "% I TG

1 fe2 s 1 u? u®
?(S1ns)(e —1):;2 <u—3!+5!+~-->

Pokud se ndm podaii ovérit, ze lze vyse uvedenou fadu integrovat po ¢lenech, tak dostaneme

/zz (sin82) (e5 —1) . /fﬁ . 52 N $3 N 4 §2 N $3 N et .. z? 24 N 26 N 8 N
-_ A8 = S J— — S = — —_— e Jr— [R— [R— e
s=0 52 s=0 2 6 26 24 =0

Dosadime do zkoumaného vyrazu a vidime, ze

sin s2 (e®—1) 4
ds x” 0 a € 0,6 y
Lt A TS SO | 5
lim = lim =93 a=06
z—0+ T z—0+ T

neexistuje/neni koneénd a > 6.

Zbyva ovérit platnost zamény fady a integralu. To provedeme pomoci Lebesgueovy véty, ktera rika:
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Necht plati:
e Posloupnost { fn 2| je posloupnost lebesgueovsky integrovatelnych funkei na mnoziné M.

e Pro skoro vsechna x € M plati f(z) = :L_g n(z), aneb pro skoro vSechna x € M plati

limy 400 22721 In(z) = f(2).

e Existuje lebesgueovsky integrovatelna funkce g, takova, ze pro vSechna N a pro skoro vSechna
x € M plati ‘zjj:l fn(x)‘ < g(a).
Pak plati:
e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.

e Lze zaménit limitu a sumu, aneb

:il/M fla) e = /Mijlfn(:c) ar= [ f)ar

Funkce g se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.

Pripomenme si, ze rozvojem v fadu jsme ziskali
2

8—12(sin32)(es—1)—s+5+—+ an

pricemz tento vypocet byl zalozen na zndmych fadach pro funkce sinz a e”. Platnost zdmény limity a integralu
potfebujeme vysetfit na intervalu s € (0,¢), kde ¢ je néjaké (malé) kladné redlné ¢islo. Plati odhad

1 3 5 2N+1 2 3 N
( R +(—1)NS)(+S+S+ +)

52 31 5l 2N + 1) 31 NI
1 JE R y 2N
< (s 42 4 (_)N =2 s _
=3 (S gttt (2N+1)!)(e 2
1 s2 s st 6 s2N+1 1
~ SR A S V1< = (e —1)(e° —1).
< (s+ —1—3'—1— +5'+ +(2N+1)!)(e )_52(6 ) (e )

Funkce % (e* — 1) (e* — 1) je po dodefinovan{ limitou v bodé s = 0 spojit4 funkce na uzavieném intervalu [0, ¢] a je
tudiz Vhodnou integrovatelnou majorantou. Ostatni podminky Lebesgueovy véty jsou zjevné splnény.

Piipadné jsme mohli vyuzit stejnomérnou konvergenci prislusnych fad, kterd pro s € (0, ¢) implikuje
N—+oo ]

N
Z fn(s) = 2 (sins?) (e® —1).
n=1

Pripadné jsme také mohli pouzit zakladni vétu diferencidlnitho a integralniho poc¢tu a I’'Hospitalovo pravidlo.
V I'Hospitalové pravidle je potieba spocist derivaci integrdlu s proménnou horni mezi. Vyuzijeme zékladni vétu
diferencidlniho a integrélniho po¢tu a vétu o derivaci slozené funkce,

d Yy
% / S5 ds= 1)

d df
/) =

dg

y=g(z) de’

Plati tedy

d +* (sins?) (e* — 1) ds — (d /y (sins?) (e — 1))

dz [, 52 dy 52
y==>
4 2
(sm y2) (e¥ —1) (mnx ) (e“ — 1)
= 7 (2z) =2 3
y=x2
Vratime-li se k puvodnimu problému, ziskdme aplikaci I’Hospitalova pravidla
§11’1 2 (e -1) 24 : x2
|:f 0 dS:| — % 2(smz4)<3e 71) _ 93
X

lim =
z—0+ xd z—0+ axa—1




(4]

3]
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coz je limita, kterou spocteme standardnimi technikami z prvniho roéniku. (Nejlépe opét s pouzitim Taylorova
rozvoje, viz vyse.) Pozor, nelze bezmyslenkovité rozdélit limitu na soucet limit, aneb neni nutné pravda, ze

s 22 . 22
9 (smx4)(e —1) - 2;p3 9 (sm ac4> (e —1) 9 3
lim 2 = lim —*  — lim x .
z—0+ axe—1 z—0+ axe—1 z—0+ qre—1
3. Spoctéte limitu
oo T\" 2
lim (1 + 7) e * dux.
n——+oo — oo n
Napovéda: Plati [72° e~ dz = /7.
Reseni:
Plati (1+2)
n " In 1+% =
lim (1 + E) — lim e"(FE) = lim " F " —e
n——+oo n n——+oo n——+4oo
Pokud je mozné zaménit limitu a integral
+oo +oo +oo +oo
€T n - €T n b 2
lim (1 + 7) e dx = / lim (1 + 7> e dx = / e T gy = / ef(xfé) +1 de.
n—+oo J_ n oo MO0 n — 0 —o0

Provedeme substituci a s pouzitim nédpovédy dostaneme vysledek

“+ o0 “+o0
/ o (e=3)"+i g = — el / =% ds = el /7.

Zbyva ovérit podminky Lebesgueovy véty o zdméné limity a integralu. Véta fika:

Necht plati:
e Posloupnost { fn}:ii je posloupnost méritelnych funke! na mnoziné M.

e Posloupnost { fn}:z konverguje pro skoro vSechna x € M k funkci f, aneb pro skoro vSechna
x € M plati lim, oo frn(x) = f(2).

e Existuje lebesgueovsky integrovatelnd funkce g, takové, ze pro vSechna n € N pro skoro vSechna
x € M plati |frn(2)] < g(z).

Pak plati:
e Funkce f lebesgueovsky integrovatelnd funkce na mnoziné M.

e Lze zaménit limitu a integral,

nkrfoo /M fu(z)de = /M ngrfoo fo(z)dz = /M f(z)da.

Funkce g se nazyva integrovatelnd majoranta funkce f.

Vime, Ze pro s > 0 plati In(1 + s) < s, a proto

2 2

) 2 z 2 _
:enln(1+n)e x Senne T _ T 17

@) = [(14+2) e

pFicem? funkce e~ 7 je zjevné lebesgueovsky integrovatelna funkce na intervalu (04, 0c), éimz jsme nalezli inte-

grovatelnou majorantu. Ostatni podminky véty jsou splnény.

4. Bud déna posloupnost funkci

fnlx) = e

Najdéte bodovou limitu f této posloupnosti v intervalu I = [0, 1]. Rozhodnéte, zda posloupnost { fn}zz konverguje
stejnomérné k f na intervalu J a K, kde



[6]
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Reseni:

Na intervalu I = [0, 1] zjevné plati

Oznacme

1, z=0,
f(x):{o, ze(0,1.

Zbyva rozhodnout, zda plati f, = f. Pouzijeme ekvivalentni charakterizaci stejnomérné konvergence, ktera fika:

Bud {f,}7> C R posloupnost funkeci. Posloupnost funkei {f,} > konverguje pro n — 4oo stej-
nomérné k funkci f na intervalu M, aneb

fn=2 1,
praveé kdyz pro n — —+oo plati
on — 0,

kde

On =det SUP |fn(z) — f(2)].
zeM

Funkce f, je na intervalu J i K klesajici funkce. Zabyvejme se nyni intervalem J. Plati

on =sup|fu(x) — f(@)| = lim |fu(z) = f(2)] = lim, e = 1,

a nasledné tedy o, /4 0 pro n — 4o00. Konvergence proto neni na intervalu J stejnomérna. Na intervalu K plati

2
— g 3 _ — 1 1 n —no
On zlelp“n(]}) 1($)| —xllgl |1n($)— 1(33)|—$II(111 e =e

a nasledné tedy o, — 0 pro n — 4o00. Konvergence je proto na intervalu K stejnomeérna.

5. Bud w € A%(R3) diferencidln{ 2-forma v R? dand piedpisem

1
w = —ixzdy/\dz+m2ydz/\dx+y2zdx/\dy.

I:/w
S

Spoctéte integral

kde mnozina S je plocha dand jako prinik mnozin M = {x € R¥|2? +y? <1} a N = {x € R¥|2? + ¢y* = z}. Plocha S

je orientovana tak, aby prumét vektoru normély n do roviny z = 0 sméfoval do pocatku soufadného systému.

Reseni:

Pocitejme bez pouziti Stokesovy véty. Plochu, viz Obrézek 1, lze ziejmé parametrizovat nésledujicim zpusobem

T = TCOSp,
O(r,p) = {y=rsing,
z =172,

kde r € [0,1], ¢ € [0, 27]. Zafixujeme pofadi soufadnic [r, 9] a spocteme normdlu k plose

Ad  do cos ¢ —rsin g —2r2 cos
= = |sinp| x | rcosp | = | —2r?sine
2r 0 r

n_ﬁxdgo
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Pramét normély do roviny z = 0 ziejmé sméfuje do poc¢atku souradného systému a je tedy ve shodé s pozadovanou
orientaci vnéjsi normaly. V dané parametrizaci je

dz = cospdr — rsinedy,
dy = sinpdr + r cos p dp,
dz = 2rdr,

odkud

dy A dz = 212 cos pdp A dr,
dz Adx = —2r%sinpdr A de,
dz Ady = rcos? pdr Adp — rsin? ¢ dp A dr.

se spravnym poradim soutadnic je tedy

dy Adz = —2r? cos o dr A d,
dz Adz = —2r?sinpdr A do,
dz Ady =rdr Ade.

Prenos formy

1
w = fixzdy/\derzzydz/\do:ersza:/\dy.

je proto
O (w) = (r® cos® o — 2r° cos® ¢ sin? ¢ 4 r° sin® @) dr Ady
1
=P (1-2 cos? p sin? @) dr Adp = 5 <1 ~3 (sin 2@)2) dr A de.

MuzZeme spocist integral

1 2 - 1 9 1 27 1 9
/ / r° (1 — — (sin2¢p) > drdyp = 7/ (1 — — (sin2¢p) > de
r=0 J =0 2 6 =0 2

Poznamka: Plocha, kterd vas zajima, je pouze “plast” rotaéniho paraboloidu. Jmenovité, mnozina
P={zeRz=12>+y? <1},

Z je “p va” paraboloidu, do mnoziny S nepatii. To znamena, Ze plocha S neni hranici néjakého objemu, nelze

tedy pouzit Stokesovu vétu ve tvaru
/ divudv = / uends,
1% s

kde u je patfiéné zvolené vektorové pole. Plati ale

/divudv:/ uends,
v —SupP

kde objem V je “vnitiek” paraboloidu utnutého rovinou z = 1. Stokesova véta nas tedy nezbavi nutnosti pocitat

plosny integral, plati pouze
/ divadv = —/ uonds—i—/ uends.
1% s P

Kromé objemového integralu fv divudv bychom tedy museli poécitat i (s patfiéné zvolenou parametrizaci) plosny
integral fP uends.
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6. Urcete délku kiivky v v R?, kterd je zadana jako priinik ploch S; a S, kde

Slz{XER?’My:xz},

Sy = {X€R3|xy 19622}

Pocateénim bodem kiivky je bod [O 0 O}T, koncovym bodem kiivky je bod [a a %a]T. Kladné ¢islo a € RT je
parametr.

Reseni:

Volme x = t, pak dle rovnice pro plochu S; musi byt y = %2 = %, a dle rovnice pro plochu Sy pak % = %22,

hledand parametrizace tedy je

r=1t,
2
Yy=—
a
4¢3
2= 51
3(15

kde t € [0, a]. Spocteme délkovy elemet dl
dz\?  /dy\? [dz\? s (2t)7 2 .\ 2t\? 2 2t
— /(& & ) = = L) =14 ( = St=(1+2).
o=y () () + () = () () = e () o 2= (4%)

Délka kiivky je
a 2t 2
L= [ dl= 1+—)dt=|t+ — = 2a.
vy t=0 a a t=0

Obréazek 1: Plocha S.



