6. cviceni z NMSA202
23.3.2015 & 26. 3.2015

Nahodné vektory II.

. Necht X a Y jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny. Urcete rozdéleni, stfedni hodnotu
a rozptyl veliciny Z = X + Y, jestlize
(a) X,Y maji exponencialni rozdéleni Exp(\),
(b) X,Y maji rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 1).
(Na rozmysleni: Jakd je hustota Z =" | X;, kde X; ~ Exp()\) jsou nezdvislé?)
. Ndhodny vektor (X,Y)" v piikladé 2 z minulého cvicen{ uddval itratu za jidlo a pit{ na rodinné
oslavé a mél sdruzené rozdéleni s hustotou f(z,y) =z+ypro0 <z <1, 0<y<la f(z,y) =0
jinak. Oznacte W =X —-Y aZ =X +Y.
(a) Jakd je stfedni hodnota a rozptyl ndhodnych velicin W a Z7
(b) Spoctéte korelaéni koeficient corr (W, Z).
(¢) Urcete stiedni hodnotu ndhodné veliciny U = %
(d)* Urcete hustotu ndhodné veliciny Z.
Navod: Spoctéte nejdrive distribucni funkci G(z) ndhodné veliciny Z jako pravdépodobnost
jevu [X +Y < z]. Vhodny obrdzek pomuZze.
.V dany den pfijde do skoly X divek a Y chlapct, kde X,Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny
s Poissonovym rozdélenim s parametry A > 0 a p > 0.
(a) Urcete rozdeéleni a ocekavanou hodnotu celkového poctu zaku ve skole v dany den.
(b) Jaké je rozdéleni poctu divek, jestlize vime, Ze je ve $kole v dany den celkem n zdku?

. Necht I4,..., I, jsou nezévislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s alternativnim rozdéleni, tj.
P(Ii:1):p, P(IZZO):l—p

Ozna¢me X = Y ", I;. Jaké md ndhodnd veli¢cina X rozdéleni? Pomoci vzorcu (Al) a (A2)
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z ,Opakovani. .. spocitejte jeji sttedni hodnotu a rozptyl.

. Necht X a Y jsou nezévislé ndhodné veli¢iny, které spliuji:
PX=k=0-p)p, k=0,1,..., PY =0)=(1-pa)ps 1=0,1,...

Urcete rozdéleni ndhodné veliciny Z = X + Y.

. Najdéte hustotu rozdéleni souctu nahodnych velicin X a Y, jestlize tyto jsou nezavislé a X ~
Exp(A), Y ~ R(0,0), Urcete stredni hodnotu a rozptyl X + Y.

. Necht X a Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s normélnim rozdélenim N(0, 1). Uréete rozdélent,
stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veliciny Z7 = X + Y.

. Necht X,Y jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim na intervalu [0, 1]. Najdéte
hustotu ndhodné veliciny Z = X Y.

. Necht X,Y jsou nezéavislé ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdéleni Exp()), Najdéte hustotu

. . ces _ X
ndhodné veliciny Z = .



Opakovani z prednasky

Rozdéleni sou¢tu ndhodnych veli¢in. Nechf m4 ndhodny vektor (X, Y')" sdruzené spojité rozdélent
s hustotou f(z,y). Potom ma ndhodna velicina Z = X + Y rozdéleni s distribuéni funkei

c) - [ L Sendedy

Hustotu ndhodné veli¢iny Z pak dostaneme jako g(z) = G'(z).
Specidlné, jsou-li X,Y nezavislé nahodné veliciny se spojitym rozdélenim s hustotami fx, fy,
pak ma velicina Z = X + Y rozdéleni s hustotou

9(z) = /OO Ix(@)fy(z —x)da.

Jestlize X, Y jsou ndhodné veli¢iny, které nabyvaji pouze nezapornych celo¢iselnych hodnot, potom
pro rozdéleni ndhodné veliciny Z = X 4+ Y plati

n
P(Z=n)=> P(X=FkY =n—k).
k=0
Jsou-li X,Y navic nezavislé, pak plati

P(Z=n)=Y P(X=kPY =n—k).
k=0

Dalsi (moznd) uziteéné informace. Jestlize X1,...,X,, jsou ndhodné veli¢ciny a ay,...,a, € R,
pak plati (za predpokladu existence danych momentu)

o E (Z?:l aiXi) =Y 16 EX;, (A1)

o var (Y0, 4 X;) = Yo afvar (Xi) + 300, aiacov (X, X)) (A2).

Rozdéleni souéinu a podilu. Nechf X,Y jsou nezavislé veli¢iny s hustotami fx, fy. Pak
(a) velicina V = XY m4 rozdéleni s hustotou

o
90) = [ Ix(2)frin) o
—00
. L X o
(b) je-li fy(y) =0 pro y < 0, ma veli¢ina W = v rozdéleni s hustotou

h(w) = /OOO zfx(wz)fy (z)de.



W

Vysledky

(a) EZ =2/), var (Z) = 2/)2, hustota Z: g(z) = A2ze™*, 2 > 0, a g(z) = 0 jinak,
(b) EZ =1, var(Z) = 1/6, hustota Z:
z z€(0,1),
g(z)=4¢2—-2 z2€(1,2),
0 jinak.
(a) EW =0, var(W)=1/6, EZ =7/6, var(Z) = 5/36,
(b) corr (W, Z) =0
(c) EU =2,
(d) hustota Z:
22 z € (0,1),
9(z) =4¢2(2—-2) z€(1,2),
0 jinak,

(a) Z= X +Y ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A + p, EZ = X\ + p,
(b) rozdéleni poctu divek X za podminky Z = n je binomické s parametry n a FAﬂ
. X ma binomické rozdéleni. EX = np, var (X) = np(1 — p).
1— n+l _ 1— n+1
P(Z:n):plpg( p2) (1=p) , n=0,1,...
b1 —Pp2

pro p1 # p2 a
P(Z=n)=(n+1)p* (1 —p)", n=20,1,...

pro p1 = pz2 (= p).
Hustota ndhodné veliciny Z = X + Y

0 z <
g(z) =qg(l—e™)  z€
£ z €

EZ:§+g,varZ:%+%.
Néhodna veli¢ina Z mé normalni rozdéleni N(0,2), EZ =0, var (Z) = 2.
Hustota ndhodné veli¢iny Z (napf. véta o rozdéleni soucinu):
[ —In(z) 2z€(0,1),
h(z) = { 0 jinak.
Hustota ndhodné veli¢iny Z (napi. véta o rozdéleni podilu):

1
h(z) — { (1+2)2 Z > 0,
0 jinak.



