
13. cvičeńı z NMSA202

(14. 5. 2015 & 18. 5. 2015)

Neymanova-Pearsonova věta, Test poměrem věrohodnosti, Regrese

1. Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr z alternativńıho rozděleńı s parametrem p ∈ (0, 1). Najděte
pomoćı Neymanovy-Pearsonovy věty kritický obor pro test hypotézy H0 : p = p0 proti alternativě
H1 : p = p1, kde p0, p1 ∈ (0, 1) jsou známé konstanty a p1 > p0.

2. Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem λ > 0. Najděte
pomoćı Neymanovy-Pearsonovy věty kritický obor pro test hypotézyH0 : λ = λ0 proti alternativě
H1 : λ = λ1, kde λ0, λ1 > 0 jsou známé konstanty a λ1 > λ0.

3. Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr z N(0, σ2).

(a) Najděte pomoćı Neymanovy-Pearsonovy věty kritický obor pro test hypotézy H0 : σ = σ0
proti alternativě H1 : σ = σ1, kde σ0, σ1 > 0 jsou známé konstanty a σ1 < σ0.

(b) Odvod’te kritický obor testu poměrem věrohodnosti pro test hypotézy H0 : σ = σ0 proti
alternativě H1 : σ < σ0.

(c) Odvod’te kritický obor testu poměrem věrohodnosti pro test hypotézy H0 : σ = σ0 proti
alternativě H1 : σ 6= σ0.

4. Necht’ naše pozorováńı Y1, . . . , Yn splňuj́ı model

Yi = β1 + β2 xi + ei, i = 1, . . . , n,

kde x1, x2, . . . , xn jsou známé konstanty, e1, . . . , en jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny
s nulovou středńı hodnotou a konečným rozptylem σ2. Uvažujme následuj́ıćı odhady neznámých
parametr̊u β1 a β2:

β̂2 =

∑n
i=1(xi − xn)Yi∑n
i=1(xi − xn)2

, β̂1 = Y n − β̂2 xn,

kde xn = 1
n

∑n
i=1 xi. Ukažte, že odhady β̂1 a β̂2 jsou nestranné a spočtěte rozptyl odhadu β̂2.

5. Necht’ Y1, Y2, . . . , Yn jsou nezávislé náhodné veličiny a Yi má normálńı rozděleńı N(β1+β2 xi, σ
2),

kde x1, x2, . . . , xn jsou známé konstanty a také σ2 je známé. Odvod’te maximálně věrohodné
odhady parametr̊u β1 a β2.



Opakováńı z přednášky

Neymanova-Pearsonova věta. Necht’ x = (x1, . . . , xn) a p0(x), p1(x) jsou nezáporné měřitelné
funkce na (Rn,Bn) takové, že

∫

Rn

p0(x) dνn(x) =

∫

Rn

p1(x) dνn(x) = 1, (14.1)

kde νn je σ-konečná mı́ra na (Rn,Bn). Necht’ pro dané α ∈ (0, 1) existuje takové kladné č́ıslo c, že pro
množinu

W ∗ =
{
x ∈ R

n : p1(x) ≥ c p0(x)
}

plat́ı ∫

W ∗

p0(x) dνn(x) = α. (14.2)

Pak pro libovolnou množinu W ∈ Bn splňuj́ıćı
∫

W
p0(x) dνn(x) ≤ α (14.3)

plat́ı ∫

W ∗

p1(x) dνn(x) ≥

∫

W
p1(x) dνn(x). (14.4)

Aplikace v testováńı hypotéz. Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr z rozděleńı s hustotou f(x, θ)
vzhledem k nějaké σ-konečné mı́̌re ν. Chceme testovat hypotézu H0 : θ = θ0 proti alternativě H1 :
θ = θ1, kde θ1 6= θ0. Potom test s kritickým oborem

W ∗ =

{
(x1, . . . , xn) :

n∏

i=1

f(xi, θ1) ≥ c

n∏

i=1

f(xi, θ0)

}
, (14.5)

kde ∫

W ∗

n∏

i=1

f(xi, θ0) dν(x1) . . . dν(xn) = α (14.6)

má nejmenš́ı pravděpodobnost chyby 2. druhu mezi všemi testy na hladině α.

Test poměrem věrohodnosti. Necht’ náhodný vektor X = (X1, . . . ,Xn)
T pocháźı z rozděleńı

s hustotou p(x; θ), kde θ ∈ Θ. Chceme testovat H0 : θ ∈ Θ0 proti alternativě H1 : θ ∈ Θ1, kde Θ0 a
Θ1 jsou disjunktńı podmnožiny Θ. Test poměrem čerpá inspiraci v Neymanově-Pearsonově větě a je
daný kritický oborem ve tvaru

W ∗∗ =

{
x ∈ R

n;
supθ∈Θ1

p(x; θ)

supθ∈Θ0
p(x; θ)

≥ c

}
,

kde c je vhodná konstanta, aby test dodržoval hladinu.
Pokud c ≥ 1 a Θ = Θ0 ∪Θ1, pak se dá kritický obor W ∗∗ psát ve tvaru:

W ∗∗ =

{
x ∈ R

n;
supθ∈Θ p(x; θ)

supθ∈Θ0
p(x; θ)

≥ c

}
,

resp.

W ∗∗ =

{
x ∈ R

n;
p(x; θ̂)

p(x; θ̂0)
≥ c

}
,

kde θ̂ je maximálně věrohodný odhad za předpokladu, že θ ∈ Θ a θ̂0 je maximálně věrohodný odhad
za platnosti H0, tj. za předpokladu že θ ∈ Θ0.
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Výsledky

1.
∑n

i=1 Xi ≥ K, , kde K je největš́ı celé č́ıslo, které splňuje

Pp0

( n∑

i=1

Xi ≥ K
)
= P

(
Bi(n, p0) ≥ K

)
≤ α.

2.
∑n

i=1 Xi ≤
χ2

2n,α

2λ0

3. (a)
∑n

i=1X
2
i ≤ σ2

0 χ
2
n,α, (b)

∑n
i=1 X

2
i ≤ σ2

0 χ
2
n,α, (c)

(
n∑n

i=1
X2

i

)n/2
exp

{∑n
i=1

X2

i

2σ2

0

}
≥ K

4. var
(
β̂2

)
= σ2

∑n
i=1

(xi−xn)2
.

5. β̂2 =
∑n

i=1
(xi−xn)Yi∑n

i=1
(xi−xn)2

, β̂1 = Y n − β̂2 xn.
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