11. cviceni z NMSA202
5.5. nebo 7.5.2014

Intervalovy odhad

1. Necht Xi,...,X, zna¢i hodnoty IQ ndhodné vybranych zdku osmé tiidy. Pfedpoklddejme, ze
X1,..., X, tvori ndhodny vybér z norméalniho rozdéleni s nezndmou stredni hodnotou a rozpty-
lem 9.

(a) Odhadnéte bodové stfedni hodnotu IQ zaku osmé tiidy. Jaké jsou vlastnosti a rozdéleni tohoto
odhadu?

(b) Sestrojte intervalovy odhad o spolehlivosti 1 — « pro stiedni hodnotu IQ zdku osmé tiidy.
Interpretujte.

(c) Jak se bude tento interval ménit, budeme-li zvysovat spolehlivost 1 — a?
Jak se bude tento interval ménit, budeme-li zvySovat pocet déti zahrnutych do experimentu
(a ostatni hodnoty ve vzorcich zustanou stejné)?

(d) Po provedeni méfeni jsme obdrzeli néasledujici hodnoty:
111, 116, 105, 111, 110, 114, 108, 106, 112, 108, 112, 111, 105, 111, 108, 110.

Jak byste na zakladé téchto konkrétnich hodnot odhadli stfedni hodnotu IQ zdku osmé tiidy?
Uved'te bodovy i 95%-ni intervalovy odhad.
(e) Napiste 95%-ni doln{ intervalovy odhad pro stfedni hodnotu IQ zdku osmé tiidy a interpretujte
jej.
2. Provadime pruzkum, zda v nejmenované hospodé okradaji své hosty. Zakoupime proto 10 piv
a zmétrime jejich objem. Obdrzeli jsme nasledujici hodnoty (v litrech):

0,510, 0,462, 0,491, 0,466, 0,461, 0,503, 0,495, 0,488, 0,512, 0,505.

Predpoklddejme, ze datum odpovidaji nezavislé nahodné veli¢iny s norméalnim rozdélenim.

(a) Odhadnéte stfedni hodnotu a rozptyl objemu jednoho nato¢eného piva. Piipomente, jaké jsou
teoretické vlastnosti a rozdéleni téchto odhadt.

(b) Zkonstruujte intervalovy odhad pro stfedni hodnotu objemu jednoho piva o spolehlivosti 95 %.
Lezi predepsand hodnota 0,5 1 v tomto intervalu?

(c¢) Napiste déle oba 95%-ni jednostranné (dolni a horni) intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu
objemu jednoho piva a interpretujte je. Ktery z nich Vam pripada ,zajimaveéjsi“ pro tuto situaci?

(d) Zkonstruujte 90%-ni intervalovy odhad pro rozptyl objemu jednoho piva.

3. Centrum pro vyzkum verejného minéni v dubnu 2013 zvefejnilo vysledky aktudlniho pruzkumu
mezi obéany CR starsimi 15 let. Muzeme se docist, ze z 1059 respondentu jich 297 uvedlo, ze ,do
korupéniho jednani se zapojuji témér vSichni verejni ¢initelé.

(a) Odhadnéte bodové podil obéantt CR, kteif si mysli, ze do korupéniho jednan{ se zapojujf témér
vSichni verejni ¢initelé. Jaké je rozdéleni a asymptotické rozdéleni tohoto bodového odhadu?

(b) Urcete asymptoticky 95%-ni interval spolehlivosti pro podil obéanu, ktefi si mysli, ze do ko-
rupéniho jednani se zapojuji témér vsichni vetejni cinitelé.

(c) Jaky by musel byt rozsah vybéru n, aby intervalovy odhad s asymptotickou spolehlivosti 95%
pro tento podil mél sitku nejvyse 0,03 (uvazujeme-li, Ze podil ob¢ant zahrnutych ve studii, ktefi
vyjadiuji uvedeny nézor, se nezméni).

4. Chceme porovnat prumérnou vysku jedenactiletych chlapct a divek. Studie se zti¢astnilo 25 chlapct
(veliciny X7,..., Xo5) a 20 divek (veliciny Y7,...,Ysp). Obdrzeli jsme nasledujici vysledky:

X =147,1, Y =1478, 5% =109, SZ =147
Lze piedpokladat, Ze vyska chlapct i divek mé normalni rozdéleni se stejnym rozptylem o2. Se-
strojte intervalovy odhad pro rozdil prumérné vysky o spolehlivosti 95 %.

5. Zkonstruujte intervalovy odhad parametru A o asymptotické spolehlivosti 95 % pro data z prikladu 2
z minulého cviceni.



Opakovani z prednasky

Model: X3,..., X, je ndhodny vybér (nezavislé stejné rozdélené veli¢iny) z rozdéleni Fy, které zavisi
na neznamém parametru 6 € ©.

Minulé cviceni: bodovy odhad parametrické funkce g(6) «~ nahodnd veli¢ina
+ jeho ,pékné* vlastnosti «~ nestrannost, konzistence

Intervalovy odhad parametrické funkce g(f) «~ interval s ndhodnymi mezemi, ktery pokryva
skuteénou (nezndmou) hodnotu g(f) s predepsanou pravdépodobnosti 1 — «

e Intervalovy odhad parametrické funkce g(6) o spolehlivosti 1 — « je dvojice ndhodnych veli¢in
(Lp, U,) takovych, ze

Po(Ln < g(0) <U,) =1—a« pro viechna § € ©. (11.1)

e Velicina D,, = D, (X1,...,X,) se nazyva dolni intervalovy odhad g(6) o spolehlivosti 1 — «, jestlize
Po(Dn < g(#)) =1—a pro viechna § € ©. (11.2)

e Velicina H,, = H,(X1,...,X,) se nazyva horni intervalovy odhad ¢(f) o spolehlivosti 1 — «, jestlize
Po(9(f) < Hy) =1—a  pro viechna 6 € ©. (11.3)

Podobné jako jsme méli u bodového odhadu, L, = L,(X1,...,X,), Uy = Up(X1,...,X,), D, =
D, (X1,...,X,) aH, = H,(X1,...,X,) jsou borelovské funkce ndhodného vybéru Xi,..., X,,, jejichz
funkéni predpisy nezavisi na 6.

Cislo a € (0,1) volime, v praxi se vétsinou pracuje s o = 0,05.

Obecna konstrukce intervalu spolehlivosti pro parametrickou funkci g(f). Najdeme funkci
nahodného vybéru a parametrické funkce g(0), tj. ndhodnou veli¢inu h(X Loy X 9(9)) , jejiz rozdélent
nezdvisi na 6. Necht h,, /2 & hi_q 2 jsou kvantily tohoto rozdéleni. Pak jisté plati

Py (ha/Q < h(Xl, . ,Xn;g(ﬂ)) < hl—a/z) =1—a«a pro vechna 6 € O. (11.4)

Je-li mozné nerovnosti v zavorce prevést ekvivalentnimi tipravami na takovy tvar, ze uprostied stoji
g(0) a vlevo i vpravo je néco, co na 6 nezdvisi, sestrojili jsme intervalovy odhad.

Specialni pripady.

e Intervalové odhady pro parametry normalniho rozdéleni jsou shrnuty v tabulkiach 5.1 a 5.2
ve skriptech.

e Asymptotické intervalové odhady (intervalové odhady s asymptotickou spolehlivosti 1 — «) je
mozné zkonstruovat pomoci CLV - tabulka 5.3 ve skriptech.
Intervalové odhady pro specialni piipad alternativniho rozdéleni jsou rozepsany v tabulce 5.4.



Vysledky

1.(a) Odhadem stiedni hodnoty IQ je i, = X,. Tento odhad je nestranny a konzistentni. Jeho
rozdéleni je X, ~ N(u,9/n).

(b) intervalovy odhad pro p se spolehlivosti 1 — « je (Yn —3ui_a2/Vn, X, + 3u1,a/2/\/ﬁ),

(¢) pro 1 —a  se bude interval rozsirovat a pii n ' se bude interval zuzovat,

(d) bodovy odhad je 109,875, intervalovy odhad se spolehlivosti 95 % je (108,405;111,345),

(e) dolni 95%-ni intervalovy odhad (108,645; +00).

(a)

fin = X, = 0,489, 02 = §2 = L= 5" (X, — X,)% = 0,000389,
obecné: X, je nestranny a konzistentni odhad p a S? je nestranny a konzistentni odhad o2,
Xn ~N(p,0%/n) a(n—1)87/0% ~ x5 _,,
) (0,475;0,503),
) (0,479; 00) a (—o0;0,501),
d) 90 %-ni interval spolehlivosti pro o2 je (2,1-107%4;1,05-1073).
) Predpoklddany model: ndhodn4 veli¢ina X; je indikédtor toho, zda si i-td4 osoba mysli, ze do
korupéniho jednani se zapojuji témér vSichni vefejni ¢initelé;
predpokldddme, ze Xi,..., Xj059 jsou nezavislé a stejné rozdélené s alternativnim (tj. 0-1)
rozdélenim s nezndmym parametrem p € (0,1).
Bodovy odhad je p = 0,28.
(b) (0,253;0,308),
(c) n > 3446.

4. 95 %-ni interval spolehlivosti pro pux — py je (—2,9;1,5).
5. (1,55; 2,58).



