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Bodový odhad II.

1. Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr z Poissonova rozděleńı s parametrem λ > 0.

(a) Odvod’te odhad Tn parametru λ metodou maximálńı věrohodnosti.

(b) Zjistěte, zda je tento odhad Tn nestranný a konzistentńı odhad λ.

(c) Uvažujme odhad

Un =
(
1− 1

n

)nXn

pravděpodobnosti p0 = P(X1 = 0). Zjistěte, zda je Un nestranný odhad p0.

(d) Zjistěte, zda je Un konzistentńı odhad p0.

(e) Zjistěte, zda je Vn = e−Xn nestranný (resp. asymptoticky nestranný) a konzistentńı odhad
p0.

(f) Zjistěte, zda je odhad Wn = 1
2 (Un +Vn) nestranný (resp. asymptoticky nestranný) a konzis-

tentńı odhad p0.

2. Sledujeme nehodovost na ulici Sokolovská. Lze předpokládat, že počet nehod v daný den má
Poissonovo rozděleńı s parametrem λ > 0 a že nehodovosti v r̊uzných dnech jsou nezávislé a
stejně rozdělené. Po 30 dnech pečlivého měřeńı jsme obdrželi následuj́ıćı data:

Počet nehod 0 1 2 3 4 5 6
Počet dńı 5 8 8 3 2 3 1

Pomoćı výsledk̊u př́ıkladu 1 odhadněte parametr λ a pravděpodobnost, že se v náhodně vybraný
den nestane žádná nehoda.

3. Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr z normálńıho rozděleńı s hustotou

fµ,σ2(x) = 1
√

2π σ2
exp

{
−

(x−µ)2

2σ2

}
, x ∈ R,

kde oba parametry µ i σ2 > 0 jsou neznámé. Najděte maximálně věrohodný odhad obou para-
metr̊u (současně) a vyšetřete jeho vlastnosti.

4. Necht’ X1, . . . ,Xn je náhodný výběr z geometrického rozděleńı, tj.

P(Xi = k) = (1− p)kp, k = 0, 1, 2, . . .

Najděte maximálně věrohodný odhad parametru p a vyšetřete jeho konzistenci.

5. Každý st́ıraćı los vyhraje s (neznámou) pravděpodobnost́ı p, kterou bychom rádi odhadli. Za t́ımto
se nám podařilo přesvědčit deset svých kamarád̊u, aby si kupovali losy tak dlouho, než naraźı
na výherńı los. Počet nevýherńıch los̊u, které předcházely prvńımu výherńımu losu, zachycuje
následuj́ıćı tabulka

Čı́slo kamaráda 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Počet nevýherńıch los̊u 8 1 5 1 6 23 2 7 13 8

Na základě výsledk̊u předchoźıho př́ıkladu odhadněte parametr p.



Opakováńı z přednášky

• Řekneme, že odhad Tn = Tn(X1, . . . , Xn) je nestranný odhad parametrické funkce g(θ), jestliže

ETn = Eθ Tn = g(θ), pro všechna θ ∈ Θ. (10.1)

Odhad Tn je asymptoticky nestranný odhad g(θ), jestliže E θTn → g(θ) pro n → ∞ pro všechna θ ∈ Θ.

• Řekneme, že odhad Tn = Tn(X1, . . . , Xn) je konzistentńı odhad parametrické funkce g(θ), jestliže Tn →

g(θ) s.j. pro n → ∞ pro všechna θ ∈ Θ, t.j.

Pθ

(
lim
n→∞

Tn = g(θ)
)
= 1 pro všechna θ ∈ Θ. (10.2)

Stručný popis konstrukce odhadu metodou maximálńı věrohodnosti. Necht’ X1, . . . , Xn je
náhodný výběr z rozděleńı, které záviśı na neznámém parametru θ ∈ Θ. Předpokládejme, že toto rozděleńı má
hustotu f(x, θ) vzhledem k nějaké σ-konečné mı́̌re ν (ν bude č́ıtaćı mı́ra v př́ıpadě diskrétńıho rozděleńı a Le-
besguova mı́ra v př́ıpadě spojitého rozděleńı). Odhad Tn = Tn(X1, . . . , Xn) je odhad metodou maximálńı

věrohodnosti, jestliže Tn maximalizuje tzv. věrohodnost

Ln(θ) =

n∏

i=1

f(Xi, θ) (10.3)

přes všechna θ ∈ Θ. Ekvivalentně, Tn maximalizuje logaritmickou věrohodnost

ln(θ) = log
[
Ln(θ)

]
=

n∑

i=1

log
[
f(Xi, θ)

]
. (10.4)

Máme tedy Tn = argmax
θ∈Θ

L(θ) = argmax
θ∈Θ

l(θ).

Za určitých daľśıch předpoklad̊u lze Tn naj́ıt jako řešeńı věrohodnostńı rovnice d

dθ
ln(θ) = 0, tj.

d

dθ

n∑

i=1

log
[
f(Xi, θ)

]
= 0. (10.5)
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Výsledky

1. (a) Tn = Xn,

(b) Tn je nestranný i konzistentńı odhad λ,

(c) Un je nestranný odhad p0 = e−λ,

(d) Un je konzistentńı odhad p0,

(e) Vn neńı nestranný, ale je asymptoticky nestranný a konzistentńı odhad p0.

(f) Wn neńı nestranný, ale je asymptoticky nestranný a konzistentńı odhad p0.

2. λ̂ = xn = 1
n

∑n
i=1 xi = 62/30

.
= 2,0667, p̂0 =

(
1− 1

n

)nxn = (29/30)62 = 0,1222 nebo p0 = e−xn =

e−62/30 = 0,1266.

3. µ̂n = 1
n

∑n
i=1 Xi, σ̂

2
n = 1

n

∑n
i=1(Xi−X̄n)

2. Odhad µ̂n je nestranný a konzistentńı odhad parametru
µ. Odhad σ̂2

n je konzistentńı odhad parametru σ2, ale neńı nestranný.

4. p̂n = 1

1+
1
n
∑

n

i=1
Xi

, odhad je konzistentńı.

5. Za předpokladu, že se naše data daj́ı považovat za realizaci náhodného výběru z geometrického
rozděleńı, pak maximálně věrohodný odhad parametru p je p̂ = 1

1+
1
n
∑

n

i=1
xi

= 1
1+7,4

.
= 0,119.
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