9. cviceni z NMSA202
25.4.2016 & 26.4. 201

CLV, bodovy odhad

. Pojistovna m4 pojisténo 1000 osob stejného véku. Pravdépodobnost timrti v daném roce je

u kazdého pojisténého 0,01. Pojisténci plati rocni pojistné 1200 EUR a v pfipadé umrti je

opravnéné osobé vyplaceno 80000 EUR.

(a) Jakd je pravdépodobnost, Ze pojistovna utrpi v daném roce ztratu?

(b) Jaky je v daném roce oc¢ekdvany zisk (resp. ztrata) pojistovny?

(¢) Kolik by musela mit pojistovna klientu, aby s pravdépodobnosti alespoii 0,99 vydélala ale-
sponn 10 000 EUR?

. Necht {X,,}°, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny takové, ze

P(X,=n")=P(X, = —nt) = ; (A €R).

(a) Rozhodnéte, pro kterd A € R spliiuje posloupnost { X, }°° ; silny zakon velkych ¢isel. Zapiste
explicitné jeho znéni.

(b) Dokazte, ze pro libovolné X > 0 plati pro posloupnost { X, }2° ; centralni limitni véta. Zapiste
co nejexplicitnéji, co nam tato véta dava.

. Necht X1, ..., X, je ndhodny vybér z exponencidlniho rozdéleni se stiedni hodnotou 1/, kde

A > 0 je neznamé.

(a) Odvod'te odhad T;, parametru A metodou maximaln{ vérohodnosti.

(b) Je T, konzistentni odhad parametru A7

(c) Je odhad T), nestranny (resp. asymptoticky nestranny)? Pokud neni, jak jej musime upravit,
abychom dostali nestranny odhad V,, parametru A7
Ndpovéda: Soucet n nezdvislyjch velicin s Exp(\) rozdélenim md gama rozdéleni s hustotou
fu(@) = [N/ (n — D]a" te ™ 2 > 0.

(d) Spoctéte rozptyl odhadu V,, a T,,.

(e) Ktery z odhadu V,, a T, parametru A je ,lepsi“ a proc?

. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,6), kde 6 > 0 je

neznamé.

(a) Najdéte maximalné vérohodny odhad T}, parametru 6 a rozhodnéte o nestrannosti a konzis-
tenci tohoto odhadu.

(b) Necht n > 2. Je odhad U,, = X7 + X3 nestranny a konzistentn{?
. Necht X7i,..., X, je ndhodny vybér z absolutné spojitého rozdéleni s hustotou f, kde

1 2
f(z) = mexp{—%}, reR
a b > 0 je neznamy parametr.

(a) Odhadnéte parametr b metodou maximaln{ vérohodnosti.

(b) Zjistéte, zda je tento odhad nestranny a konzistentni.



Opakovani z prednasky

Ljapunovova centralni limitni véta: Nechf Xi,..., X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Oznacme

1w = EX;, UZ-Q =var X;, p? =E|X; - EXZ-|3, proi=1,...,n.
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Bodovy odhad. Necht X, ..., X, je ndhodny vybér (nezdvislé stejné rozdélené veliciny) z rozdéleni, které
zdvisi na nezndmém parametru § € ©. Odhadem parametru 6 (nebo obecnéji parametrické funkce g(f)) je
libovolnda borelovska funkce ndhodného vybéru X, ..., X, jejiz funkéni pfedpis nezavisi na §. Odhad T, =
T.(X1,...,X,) je tedy ndhodnd veli¢ina.

V praxi pak pracujeme pouze s odhady, které maji ,,pékné®“ vlastnosti.

,»P&kné* vlastnosti.
e Rekneme, ze odhad T, = T},(X1,. .., X,) je nestranny odhad parametrické funkce g(#), jestlize

ET, =E¢T, =g(0), pro viechna d € O. (9.2)

Odhad T,, je asymptoticky nestranny odhad g(6), jestlize E ¢T,, — ¢(#) pii n — oo pro vSechna 6 € ©.

e Rekneme, ze odhad T,, = Ty,(X1,...,X,) je konzistentni odhad parametrické funkce g(), jestlize T;, —
g(9) s.j. pro n — oo pro vsechna 0 € O, t.j.

P@( lim T, = g(0)> =1 pro vSechna 6 € ©. (9.3)
n—oo
Struény popis konstrukce odhadu metodou maximaélni vérohodnosti. Nechf Xi,..., X, je

nédhodny vybér z rozdéleni, které zavisi na nezndmém parametru 8 € ©. Predpokladejme, Ze toto rozdéleni ma
hustotu f(x, ) vzhledem k néjaké o-koneéné mire v (v bude éitaci mira v piipadé diskrétniho rozdéleni a Le-
besguova mira v piipadé spojitého rozdélenif). Odhad T,, = T,,(X1,...,X,) je odhad metodou maximalni
vérohodnosti, jestlize T,, maximalizuje tzv. vérohodnost

L(0) = [T £(X:.0) (9.4)

=1

pres vsechna 6 € ©. Ekvivalentné, T;, maximalizuje logaritmickou vérohodnost
1a(8) = log [La(8)] = > log [£(X:,6)]. (9-5)
i=1

Méme tedy T,, = arg max L(0) = arg max 1(0).

Za urcitych dalsich predpokladi lze T, najit jako feSeni vérohodnostni rovnice % 1,(0) =0, tj.

% Zlog [f(Xi,0)] =0. (9.6)



