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Limitni veéty II.

. Uvazujme posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in {X}}7°, s koneénym
rozptylem. Definujme veliciny Y, = kY/3Xy, k = 1,2,.... Spliuje posloupnost {Vi. 332, silny
zakon velkych ¢isel? Pokud ano, tak v fe¢i nahodnych velicin {X}}2° | popiste, co ndm tento
zakon dava.

. Uvazujme posloupnost nezavislych nadhodnych pokusi, z nichz kazdy skonéi tspéchem s prav-
dépodobnosti p € (0,1) a nedspéchem s pravdépodobnosti 1 — p. Dokazte, ze relativni ¢etnosti
uspéchu v n pokusech konverguji pii n — oo k p skoro jisté.

. Necht md nédhodnd velicina X normdlni rozdéleni N(1,4). Pomoci tabulek uréete P(X < 1),
P(X >5)aP(X]|<2).

. Necht X1, X, ... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim N(u,o?).
(a) Jaké je rozdéleni velicin > i, X; a X,, = % >, X;? Urcete déle rozdéleni veliciny
7, = 2imy Xi = e

Vno

Vyjadiete velicinu Z, pomoci vybérového priméru X,.
(b) Necht p =1 a 0% = 4. Jak velké n je tteba zvolit, abychom méli zaruéeno, ze primeér veli¢in
X1,..., X, bude kladné ¢islo s pravdépodobnosti alespon 0,997
. Jaka je pravdépodobnost, ze pii 10 000 hodech symetrickou minci padne rub vice nez 4900 krat?
Pouzijte CLV.
. Necht v, znaéi relativni ¢etnost lici v n hodech minci (mince je symetrickd a hody provadime
nezdvisle). Zjistéte, kolik musime provést hodu, aby pravdépodobnost jevu Uvn —-1/2| < 0,05]
byla alespon 0,957 Reste
(a) pomoci Cebysevovy nerovnosti,
(b) pomoci CLV.
. Na server m4 pfistup 100 uzivatelu. Z dfivéjsich zkuSenosti vime, ze uzivatel ma na serveru
prumérné 120 MB dat, smérodatna odchylka mnozstvi dat je 40 MB. Jak velky diskovy prostor
potiebujeme, aby s pravdépodobnosti alesponi 0.99 nedoslo k jeho zaplnéni? (Uzijte CLV.)
.V dany den navstivi menzu n studentti, pficemz pravdépodobnost, ze ndhodny student chce vege-
taridnské jidlo je p € (0,1). Ozna¢me V,, ndhodnou veli¢inu udévajici pocet studentu pozadujicich
vegetariansky obéd. Najdéte e tak, aby

P<|% —p’ <5) ~ 0,97.

Vyéislete pro p = 0,1 a n = 100 studentii. Pokuste se interpretovat, co jste spocitali.

. Zivotnost jedné zarovky mé exponencidlni rozdéleni se stfedni hodnotou 10 hodin. Jakmile se
jedna zarovka porouchd, nahradime ji ihned dalsi. Kolik mame zakoupit zarovek, abychom méli
jistotu, ze budeme moci svitit alesponi 600 hodin s pravdépodobnosti alespon 95%7?



Opakovani z prednasky

Normadlni rozdéleni. Normélni rozdéleni N(u, 0?) ma hustotu

— )2
f(x>:\/21T7€Xp{_(202M)}’ x €R, (8.1)

kde ;1 € R a ¢ > 0 jsou parametry. Je-li p = 0 a 02 = 1, tj. f(z) =

V2r

rozdéleni nazyvé standardizované (normované) normalni rozdéleni a znaé¢i se N(0, 1).

e Distribuéni funkce rozdéleni N(0,1) se znaéf jako ®, tj. ®(z) = [* \/%exp{—ﬂﬂ} dt. Tento
urcity integral je mozné spocitat jen numericky, a proto hodnoty funkce ® nalezneme v tabulkach.
Ze symetrie plati

exp{—22/2}, pak se toto

®(z)+ ®(—x) =1, pro viechna x € R. (8.2)

Pro obecné N(p, 02) se potom distribu¢ni funkce F'(x) spocte jako F(z) = ® <x — M>'
o

e Jeli X ~ N(u,0?), pak EX = pavarX =o
e Jeli X ~N(p,0?) aa,beR, a#0, pak aX + b ma normélni rozdéleni N(ap + b, a®c?).

e Jsou-li X, Y nezdvislé normélné rozdélené a a, b € R, pak a X+bY ma normalni rozdéleni (s pfislusnymi

parametry).

e Ma-li (X,Y) sdruzené dvourozmérné normélni rozdéleni, pak mé aX + bY normdlni rozdélen{
(s piislusnymi parametry).

Centralni limitni véta (CLV) pro posloupnost nezavislych stejné rozdélenych velicin:
Necht {X,,} je posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych velicin s 0 < var X < co. Pak
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P<Zk:\1/7%r)?1 ! Sz) ¥ o(x), zeR, (8.3)

neboli ekvivalentné
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kde @ je distribuéni funkci normélniho rozdéleni N(0, 1), jejiz hodnoty je mozné najit napt. v tabulkéch.
Zkracené piSeme

. ZZ:1 Xk — ’I’LEX1 . \/ﬁ Yn - EX1 asyf?\?}pt.
N v/nvar X1 N vvar X3

a tikame, ze Z, ma asymptoticky normalni rozdéleni. CLV nam tedy ik, Ze distribuc¢ni funkce Fj,
veli¢iny Z,, se pii n — oo blizi k ®. Pro n dost velké tedy lze uvazovat F,(z) = ®(z).

YA

N(0, 1) (8.5)

Silny zakon velkych cisel:

e (SZVC pro nestejné rozdélené veli¢iny) Necht {X,,} je posloupnost nezavislych nahodnych
veli¢in takovych, ze > 7, % < 0. Pak (X, —EX,) — 0s.j.

e (SZVC pro stejné rozdélené veli¢iny) Nechf {X,,} je posloupnost nezévislych stejné rozdélenych

nahodnych velicin. Pak X,, — u s.j. pro néjaké pu € R pravé tehdy, kdyz E |X;| < oo. V tomto
piipadé p = E X;.



