7. cviceni z NMSA202
11.4.2015 & 12.4.2016

Borelova a Cantelliho véta

. Nekonecné krat hodime symetrickou Sestisténnou kostkou. Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti

(a) padne Sestka v nekone¢né mnoha hodech,
(b) padne Sestka ve vSech az na kone¢né mnoho hodu,
(c) padne nekonecéné krat 100 Sestek za sebou.

. Necht X7, X, ... je posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in s exponen-
cidlnim rozdélenim s parametrem A = 1. Urcete pravdépodobnost, ze

(a) pro nekonetné mnoho i € N nastane jev 4; = [X; > Ini?],
(b) pro nekoneéné mnoho i € N nastane jev A; = [X; > Ini?],
(¢) pro nekoneéné mnoho ¢ € N nastane jev A; = [Xi > In i],
(d) pro nekoneéné mnoho i € N nastane jev 4; = [X; > Ini].

. Necht {X,,}5°, je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in, pro které P(X,, =0)=1—1/na
P(X,=1)=1/n.

(a) Zjistéte, zda X,, konverguje k 0 v pravdépodobnosti.

(b) Ukazte, ze X,, nekonverguje k 0 skoro jiste.

m

. Necht mé velicina X hustotu f(z) = z re “proz >0a f(z) =0 jinak, kde m € N.
m

(a) Spocitejte EX a var X.
(b) Pomoci Cebysevovy nerovnosti ukazte, ze plati

m
m+1

PO<X <2(m+1))>

. Necht X, jsou nezdvislé a stejné rozdélené ndhodné veliciny. Ukazte, Ze

(a) je-li E|X;| = oo, pak s pravdépodobnosti jedna nastane pro nekone¢né mnoho n € N jev
UX”| > n]

(b) je-li E|X| < oo, pak s pravdépodobnosti jedna nastane nejvyse pro koneéné mnoho n € N
jev [| Xn| = n].

(c) Polozte Y, = % Vyuzijte predchozich vysledku a dokazte, ze pokud E |X;| = oo, pak Y,
nekonverguje skoro jisté k nule.

(d) Dokazte, ze Y,, konverguje v pravdépodobnosti k nule.



Opakovani z prednasky

Definice. Necht A, A, ... je posloupnost ndhodnych jevii. Oznaéme
o0 o0 o0 o0
limsup A,, = ﬂ U A, liminf A,, = U ﬂ Ap. (7.1)
n—oo n=1k=n nree n=1k=n

Jev limsup,,_,., An znamend, Ze nastalo nekonecné mnoho jevii A,, jev liminf, .. A, znamena, ze
nastanou vSechny A, az na kone¢né mnoho.

Plati .
<lim sup An> = liminf A7. (7.2)

n—00 n—00

Priklad: Necht Q = {0,1} a uvazujme posloupnost jevu {0},{1},{0},{1},{0},{1},..., pak jejich
limsup je {0,1} a jejich liminf je 0.

Borel-Cantelliho 0-1 zakony:
e (Cantelli) Je-li {A,} posloupnost jevu takovych, ze Y 7 | P(A,) < oo, pak

P(lim sup An> =0. (7.3)

n—oo

e (Borel) Necht je {A,} posloupnost nezavislych jevu. Pak

P(hm sup An) =0, jeli > P(A,) < o0, (7.4)
n—oo n=1
P(limsup An) =1, je-li Z P(4,) = cc. (7.5)
n—oo n=1
Konvergence v pravdépodobnosti a konvergence s.j. Necht X7, X5,... a X jsou nidhodné

veli¢iny definované na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P). Rekneme, ze X,, konverguje k X skoro
jisté (s.j.), jestlize
P(w - lim X (w) = X(w)) —1 (7.6)

n—oo

Tj. pro skoro vsechna w € § plati, Ze Xp(w) — X(w). Jednd se tedy o konvergenci skoro vsude
vzhledem k mire P.

Rekneme, ze X,, konverguje k X v pravdépodobnosti, jestlize
Veso lim P(w X (W) — X (w)] > 5) ~0. (7.7)
n—oo

Tj. mira mnoziny téch w € Q, pro které | X,(w) — X(w)| > €, konverguje k nule. Jednd se tedy
o konvergenci v mite P .

Cebysevova nerovnost: Je-li X € Ly, pak

var (X)

P(IX —EX|>¢) < pro viechna e > 0. (7.8)



