5. cviceni z NMSA202
16. 3.2015 & 19. 3. 2015

Nahodné vektory

1. Hézime trikrat minci. Oznac¢me X pocet licu v prvnich dvou hodech a Y pocet rubu v poslednich

dvou hodech.

(a) Urcete sdruzené rozdéleni vektoru (X,Y).

(b) Urcete marginalni rozdélen{ veli¢in X a Y. Jsou ndhodné veliciny X a Y nezdvislé?

(c) Spoctéte kovarianci cov (X,Y) a korelaéni koeficient pxy. Jaky je vztah mezi nezavislosti
dvou veli¢in a jejich kovarianci/korelaci?

2. Chystéte oslavu narozenin ve své oblibené restauraci a zvete vsechny své piibuzné (budete za né
platit). Mnozstvi penéz, které vsichni Vasi hosté dohromady proji a propiji (v tisici EUR), jsou
ndhodné veliciny X a Y. Ze zkuSenosti vite, ze vektor (X,Y) mé spojité rozdélen{ charakterizo-
vané sdruzenou hustotu

clx+y) prol0<z<l 0<y<l,
0 jinak .
(a) Urcete konstantu ¢ > 0.
(b) Jaké je rozdéleni castky, kterou zaplatite jen za ndpoje? Jaké je rozdéleni obnosu, ktery
padne jen na jidlo? Jsou tyto dvé veli¢iny nezavislé?
(c) Spoctéte kovarianci cov (X, Y") a korelaéni koeficient pxy. Interpretujte.
(d) Jaké je pravdépodobnost, ze za piti zaplatite vice nez dvojnasobek toho, co za jidlo?

(e) Spoctéte E (ﬁ)
(Na rozmysleni: Jak vypadd distribucni funkce F(x,y)?)
3. Dvojice soucastek ma dobu zivotnosti popsanou sdruzenou hustotou
B %e_“*’_y/Z proxz >0, y >0,
fay) = 0 jinak.
(a) Jaké je rozdéleni dob zivotnosti jednotlivych soucastek? Jsou tyto doby nezavislé?
(b) S jakou pravdépodobnosti prvni souc¢dstka prezije druhou?

4. Krajta naklade N vajicek, kde N je ndhodnd veli¢ina s Poissonovym rozdélenim Po(\), A > 0.
Pravdépodobnost, ze se z daného vajicka vylihne ziva krajticka, je p € (0, 1), pficemz procesy
Hihnut{* jsou pro ruznd vajicka nezavislé.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze se vylihne pravé k krajticek? Jaky je ocekdvany pocet vylihnutych
krajticek?

(b) Jaké je rozdéleni N, jestlize vime, ze se vylihlo k krajticek?

(c) Jsou veli¢iny udavajici pocet nakladenych vajicek N a pocet vylihnutych krajticek nezavislé?

5. Néhodn4 velicina X méd rovnomérné rozdéleni na intervalu (—1,1). Oznaéme Y = X?2. Spoctéte
kovarianci veli¢in X a Y a jejich korela¢ni koeficient pxy. Jsou X a Y nezdvislé?

6. Nahodny vektor (X,Y)’ méd rovnomérné rozdéleni na mnoziné M, kde
M = {(:c,y) cxel0,1], yel0,1], y > :U}

(a) Rozhodnéte, zda jsou X a Y nezavislé.
(b) Spocitejte cov (X,Y).

7. Necht X1,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s distribuéni funkei F' a hus-
totou f Oznacme U = maxi<i;<n Xz aV = minlgisn Xz
(a) Spoctéte distribuéni funkei a hustotu veli¢iny U.

(b) Spoctete distribu¢ni funkei a hustotu veli¢iny V.
(¢) Necht F a f odpovidaji rovnomérnému rozdéleni na intervalu [0, 1]. Spoététe v tomto pifpadé

EU, var (U), EV avar (V).



Opakovani z prednasky

Kovariance a korelace: Nechf E X2 < oo, EY? < oco. Kovariance cov (X,Y’) ndhodnych velicin
X,Y je definovéna jako

cov(X,)Y)=E(X-EX)(Y —EY)=E(XY)—- (EX)(EY).
Koeficient korelace corr (X,Y) = pxy je definovan jako

cov (X,Y)

pxy = v/ var X\/varY7

je-li var X,varY > 0. Plati vzdy —1 < pxy < 1.

Marginalni rozdéleni:
(a) Jestlize ma X = (X,Y)7T spojité rozdéleni s hustotou f(z,y), pak marginalni hustotu veli¢iny X
spocteme jako

Jx(@) = / 7 fay)dy.

Podobné pro marginalni hustotu fy veli¢iny Y.
(b) Jestlize md X = (X,Y)T diskrétni rozdéleni a nabyvd pouze hodnot (z;,y;), pak margindln
rozdéleni veliciny X spocteme jako

P(X =uz;) = Z P(X =z, Y = y;).

Nezavislost:
(a) Jestlize ma X = (X,Y)T spojité rozdéleni s hustotou f, X ma margindlni hustotu fy a Y ma
hustotu fy, pak jsou veliciny X, Y nezavislé pravé tehdy, kdyz

f(z,y) = fx(x)fy(y) pros.v. (z,y) € R%

(b) Jestlize ma X = (X,Y)T diskrétni rozdéleni a nabyvéa pouze hodnot (z;,y;), pak jsou veli¢iny
X, Y nezavislé pravé tehdy, kdyz

P(X =2;,Y =y;) =P(X =2;) P(Y =y;) pro viechna z;,y;.

Beta funkce: Pii vypoctech se nékdy hodi pouzivat tzv. beta funkci, ktera je pro a,b > 0 defino-
vana jako

1
B(a,b) :/ 21— 2)b ! da.
0

Souvislost s gama funkef (viz predchozi cviceni):

B(a,b) =



S Ot

=

(b) marginaln{ rozdéleni: P(X = 0) = 1/4, P(X =

(c) cov(X,Y) =

. (a) sdruzené rozdéleni:

Veliciny X a Y jsou zavislé.
—1/4, pxy = —1/2. Plat{: X,Y nezavislé (a ex. EX% EY?) = cov (X,Y) = 0.
Opac¢né tvrzeni obecné neplati.

(a) c=1,
(b) fx(z)=z+1/2proz € (0,1) a fx(z) =0 jinak; fy(y) =y+1/2proy € (0,1) a fy(y) =0

jinak; veliciny X a Y jsou zavislé,
(¢) cov(X,Y)=—1/144, pxy = —1/11,
(d) P(Y >2X) =5/24,

(@E(ﬁy):L

(a) obé soucdstky maji exponencidlni rozdéleni: fx(x) = e™*

(
(

Vysledky

Y
0 1 2
o] 0 1/8 1/8
X 1|1/8 1/4 1/8
21/8 1/8 0
1) =1/2, P(X = 2) = 1/4, totéz pro Y.

pro xz > 0 a fx(x) = 0 jinak,

fr(y) =3e79/2 proy > 0 a fy(y) = 0 jinak; doby zZivotnosti jsou nezévislé,
(b) P(X >Y)=1/3.

a) P(X = k) =

(n—k)!

(c) veli¢iny jsou zavislé.

(
(
(

a) Fy(u) =
b) Fy(v) =
c) EU=n/
EV =1/

. pxy = 0, veli¢iny jsou zavislé.

[F(w)]", fu(u) =
L=[1=F)",
(n+1), var (U) =
(n+ 1), var (V) =

(Ap)re /K, k
rozdéleni Po(Ap) a tedy EX = Ap,

b) P(N =n|X = k) =

0,1,...

A" E(A=p)" R —A(1-p)

. (a) Veli¢iny X a Y jsou zavislé, (b) cov (X,Y) = 1/36.

n[F(w)]" ™ f(u),

fr(w) =n[l = F@)]""f(v),
n/[(n+1)%(n + 2)],
n/[(n+1)%(n +2)].

tj. pocet narozenych krajticek méa Poissonovo

pron=kk+1,...,



