
5. cvičeńı z NMSA202

16. 3. 2015 & 19. 3. 2015

Náhodné vektory

1. Háźıme třikrát minćı. Označme X počet ĺıc̊u v prvńıch dvou hodech a Y počet rub̊u v posledńıch
dvou hodech.

(a) Určete sdružené rozděleńı vektoru (X,Y ).

(b) Určete marginálńı rozděleńı veličin X a Y . Jsou náhodné veličiny X a Y nezávislé?

(c) Spočtěte kovarianci cov (X,Y ) a korelačńı koeficient ρXY . Jaký je vztah mezi nezávislost́ı
dvou veličin a jejich kovarianćı/korelaćı?

2. Chystáte oslavu narozenin ve své obĺıbené restauraci a zvete všechny své př́ıbuzné (budete za ně
platit). Množstv́ı peněz, které všichni Vaši hosté dohromady proj́ı a propij́ı (v tiśıci EUR), jsou
náhodné veličiny X a Y . Ze zkušenosti v́ıte, že vektor (X,Y )′ má spojité rozděleńı charakterizo-
vané sdruženou hustotu

f(x, y) =

{

c (x+ y) pro 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0 jinak .

(a) Určete konstantu c > 0.

(b) Jaké je rozděleńı částky, kterou zaplat́ıte jen za nápoje? Jaké je rozděleńı obnosu, který
padne jen na j́ıdlo? Jsou tyto dvě veličiny nezávislé?

(c) Spočtěte kovarianci cov (X,Y ) a korelačńı koeficient ρXY . Interpretujte.

(d) Jaká je pravděpodobnost, že za pit́ı zaplat́ıte v́ıce než dvojnásobek toho, co za j́ıdlo?

(e) Spočtěte E

(

1
X+Y

)

.

(Na rozmyšleńı: Jak vypadá distribučńı funkce F (x, y)?)

3. Dvojice součástek má dobu životnosti popsanou sdruženou hustotou

f(x, y) =

{

1
2 e

−x−y/2 pro x > 0, y > 0,

0 jinak.

(a) Jaké je rozděleńı dob životnosti jednotlivých součástek? Jsou tyto doby nezávislé?

(b) S jakou pravděpodobnost́ı prvńı součástka přežije druhou?

4. Krajta naklade N vaj́ıček, kde N je náhodná veličina s Poissonovým rozděleńım Po(λ), λ > 0.
Pravděpodobnost, že se z daného vaj́ıčka vyĺıhne živá krajtička, je p ∈ (0, 1), přičemž procesy

”
ĺıhnut́ı“ jsou pro r̊uzná vaj́ıčka nezávislé.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že se vyĺıhne právě k krajtiček? Jaký je očekávaný počet vyĺıhnutých
krajtiček?

(b) Jaké je rozděleńı N , jestliže v́ıme, že se vyĺıhlo k krajtiček?

(c) Jsou veličiny udávaj́ıćı počet nakladených vaj́ıček N a počet vyĺıhnutých krajtiček nezávislé?

5. Náhodná veličina X má rovnoměrné rozděleńı na intervalu (−1, 1). Označme Y = X2. Spočtěte
kovarianci veličin X a Y a jejich korelačńı koeficient ρXY . Jsou X a Y nezávislé?

6. Náhodný vektor (X,Y )′ má rovnoměrné rozděleńı na množině M , kde
M =

{

(x, y) : x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1], y ≥ x
}

.

(a) Rozhodněte, zda jsou X a Y nezávislé.

(b) Spoč́ıtejte cov (X,Y ).

7. Necht’ X1, . . . ,Xn jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s distribučńı funkćı F a hus-
totou f . Označme U = max1≤i≤nXi a V = min1≤i≤nXi.

(a) Spočtěte distribučńı funkci a hustotu veličiny U .

(b) Spočtěte distribučńı funkci a hustotu veličiny V .

(c) Necht’ F a f odpov́ıdaj́ı rovnoměrnému rozděleńı na intervalu [0, 1]. Spočtěte v tomto př́ıpadě
EU , var (U), EV a var (V ).
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Opakováńı z přednášky

Kovariance a korelace: Necht’ EX2 < ∞, EY 2 < ∞. Kovariance cov (X,Y ) náhodných veličin
X,Y je definována jako

cov (X,Y ) = E (X − EX)(Y − EY ) = E (XY )− (EX)(EY ).

Koeficient korelace corr (X,Y ) = ρXY je definován jako

ρXY =
cov (X,Y )√
varX

√
var Y

,

je-li varX, var Y > 0. Plat́ı vždy −1 ≤ ρXY ≤ 1.

Marginálńı rozděleńı:

(a) Jestliže má X = (X,Y )T spojité rozděleńı s hustotou f(x, y), pak marginálńı hustotu veličiny X
spočteme jako

fX(x) =

∫ ∞

−∞

f(x, y) dy.

Podobně pro marginálńı hustotu fY veličiny Y .

(b) Jestliže má X = (X,Y )T diskrétńı rozděleńı a nabývá pouze hodnot (xi, yj), pak marginálńı
rozděleńı veličiny X spočteme jako

P(X = xi) =
∑

j

P(X = xi, Y = yj).

Nezávislost:

(a) Jestliže má X = (X,Y )T spojité rozděleńı s hustotou f , X má marginálńı hustotu fX a Y má
hustotu fY , pak jsou veličiny X,Y nezávislé právě tehdy, když

f(x, y) = fX(x)fY (y) pro s.v. (x, y) ∈ R
2.

(b) Jestliže má X = (X,Y )T diskrétńı rozděleńı a nabývá pouze hodnot (xi, yj), pak jsou veličiny
X,Y nezávislé právě tehdy, když

P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi)P(Y = yj) pro všechna xi, yj.

Beta funkce: Při výpočtech se někdy hod́ı použ́ıvat tzv. beta funkci, která je pro a, b > 0 defino-
vaná jako

B(a, b) =

∫ 1

0
xa−1(1− x)b−1 dx.

Souvislost s gama funkćı (viz předchoźı cvičeńı):

B(a, b) =
Γ(a) Γ(b)

Γ(a+ b)
.
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Výsledky

1. (a) sdružené rozděleńı:

Y

0 1 2

0 0 1/8 1/8

X 1 1/8 1/4 1/8

2 1/8 1/8 0

(b) marginálńı rozděleńı: P(X = 0) = 1/4, P(X = 1) = 1/2, P(X = 2) = 1/4, totéž pro Y .
Veličiny X a Y jsou závislé.

(c) cov (X,Y ) = −1/4, ρXY = −1/2. Plat́ı: X,Y nezávislé (a ex. EX2, EY 2) ⇒ cov (X,Y ) = 0.
Opačné tvrzeńı obecně neplat́ı.

2. (a) c = 1,

(b) fX(x) = x+1/2 pro x ∈ (0, 1) a fX(x) = 0 jinak; fY (y) = y+1/2 pro y ∈ (0, 1) a fY (y) = 0
jinak; veličiny X a Y jsou závislé,

(c) cov (X,Y ) = −1/144, ρXY = −1/11,

(d) P(Y > 2X) = 5/24,

(e) E

(

1
X+Y

)

= 1.

3. (a) obě součástky maj́ı exponenciálńı rozděleńı: fX(x) = e−x pro x > 0 a fX(x) = 0 jinak,
fY (y) =

1
2e

−y/2 pro y > 0 a fY (y) = 0 jinak; doby životnosti jsou nezávislé,

(b) P(X > Y ) = 1/3.

4. (a) P(X = k) = (λp)ke−λp/k!, k = 0, 1, . . . tj. počet narozených krajtiček má Poissonovo
rozděleńı Po(λp) a tedy EX = λp,

(b) P(N = n|X = k) = λn−k(1−p)n−k

(n−k)! e−λ(1−p) pro n = k, k + 1, . . . ,

(c) veličiny jsou závislé.

5. ρXY = 0, veličiny jsou závislé.

6. (a) Veličiny X a Y jsou závislé, (b) cov (X,Y ) = 1/36.

7. (a) FU (u) = [F (u)]n, fU (u) = n[F (u)]n−1f(u),

(b) FV (v) = 1− [1− F (v)]n, fV (v) = n[1− F (v)]n−1f(v),

(c) EU = n/(n+ 1), var (U) = n/[(n+ 1)2(n+ 2)],
EV = 1/(n + 1), var (V ) = n/[(n+ 1)2(n+ 2)].
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