3. cviceni z NMSA202
7.3. 2016 & 15.3. 2016

Nahodna velicina — Diskrétni rozdéleni

1. V penézence mate dvé papirové padesatieurové bankovky, jednu stoeurovi a pak jednu dvouse-
teurovou bankovku. Zlodéj Vam z penézenky nahodné vybere dvé bankovky. Ozna¢me jako X
nahodnou veli¢inu, kterd udava, o kolik penéz jste pravé prisli.

(a) Urcete rozdéleni X a spoctéte Vasi ocekdvanou ztratu.

(b) Nakreslete distribuéni funkei veli¢iny X. Jaké jsou obecné vlastnosti distribuéni funkce?

(¢) Zlodéj nésledné zaplati 100 EUR za Spatné parkovéni a doma mu manzelka zabavi Ctyfi
pétiny z toho, co donese. Ozna¢me jako Y veli¢inu udavajici ¢astku, ktera zlodéjovi po tom
vSem zustane. Urcete rozdéleni a o¢ekavanou hodnotu Y.

(d) Urcete rozptyl veliciny Y.

(e) S jakou pravdépodobnosti si bude zlodéj moci vecer doptat v restauraci poradnou veceti za
15 EUR?

2. Test obsahuje n otazek, ke kazdé z nich jsou uvedeny 4 moznosti a, b, ¢, d. U kazdé otazky je
pravé jedna odpovéd spravnd. Pfedpoklddejme, Ze student zaskrtdava odpovédi zcela ndhodné.
Oznacme X pocet spravné zodpovézenych otazek.

(a) Odvod'te rozdéleni veliciny X. Jak se toto rozdéleni nazyva? (Znate ho z predndsky.)
b) Jaky je stfedni (o¢ekdvany) pocet spravné zodpovézenych otazek?
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(c) Jaky je rozptyl poctu spravné zodpovézenych otédzek?

(d) Jaka je pravdépodobnost, ze student odpovi alesponi jednu otdzku spravné?

(e) Jaky by byl stfedni pocet a rozptyl spravné zodpovézenych otézek, kdyby na kazdou otdzku

bylo k moznych odpovédi a z nich vzdy praveé jedna spravna? Pro jaké k je rozptyl maximalni?
Pozndmka: Vijpocet stredni hodnoty EX a rozptylu var X miiZete provést bud z definice nebo
pomoci momentové vytvorujici funkce.

3. Veli¢ina X urcuje pocet piichozich hovori na policejni stanici za jednu hodinu. Lze predpoklddat,
Ze na stanici ptijde pravé k hovoru s pravdépodobnosti )\ke*)‘/k! prok =0,1,2,...,kde A > 0.
(a) Ovérte, ze se jednd o pravdépodobnosti rozdéleni. Jak se toto rozdéleni nazyva?

(b) Urcete ocekavany pocet piichozich hovort za jednu hodinu. (Vypocet proved'te z definice.)

(¢) Vypocitejte E X a rozptyl var X pomoci momentové vytvorujici funkce.

4. Uvazujme loterii, ve které je kazdy stiraci los vyherni s pravdépodobnosti p a nevyherni s prav-
dépodobnosti 1 — p, kde p € (0,1). Pfedpokladejme, ze jsme se rozhodli kupovat losy, dokud
nevyhrajeme (a pak uz zadné dalsi nekoupime).

(a) Urcete rozdéleni a oc¢ekdvany pocet zakoupenych nevyhernich losu.
(b) Piedpokladejme, ze vyhra v dané loterii je 100000 K¢ a jeden los stoji 100 Ké. Jaké musi
byt alesponn p, aby se ndm celd nase strategie vyplatila?

5. Na stole lezi dvé urny A a B: V urné A jsou dvé bilé a dvé ¢erné kulicky a v urné B jsou dvé cerné
a jedna bila kulicka. Nahodné vybereme z kazdé urny jednu kulicku a z téchto dvou kulicek pak
nahodné zvolime jednu. Definujme ndhodnou veli¢inu X jako identifikdtor toho, zda jsme takto
obdrzeli bilou kulicku (tj. X = 1, je-li vyslednd kulicka bild, a X = 0 jinak). Urcete rozdéleni
veliciny X, jeji stfedni hodnotu a rozptyl. Jak se toto rozdéleni nazyva?

6. Viz piiklad 8 z minulého cviceni (K — F — C). Jaky je ocekdvany pocet Cyrilovych hodu
kostkou?

7. Diskrétni ndhodn4d veli¢ina X nabyvé pouze hodnot 1,2,...,n, a to s pravdépodobnostmi P(X =
k) =c-k k=1,...,n. Urcete konstantu ¢ > 0 tak, aby se jednalo o pravdépodobnostni rozdéleni.
Dale urcete stiedni hodnotu E X.



Opakovani z prednasky

N&ahodna veli¢ina X je métitelné zobrazeni (funkce) z prostoru (€2,.4) do (R, B).

e Rozdéleni ndhodné veliciny X je pravdépodobnostni mira Px na (R, B) takovd, ze pro B € B

je Px(B) =P(X € B) =P({w: X(w) € B}).

Distribuéni funkce je funkce redlné proménné x € R definovana jako F(x)
Distribuéni funkce jednozna¢né urc¢uje rozdéleni velic¢iny X!

= P(X < x).

Stfedni hodnota veliciny X je definovana jako EX = [, X (w)dP(w). Vyjadiuje ,ocekdvanou

hodnotu® veli¢iny X.

Rozptyl veliciny X je definovén jako var X = E(X —EX)? = EX?2 — (EX)? (jestlize EX a

E X2 existuji). Rozptyl je vzdy nezdporné cislo!
Jestlize a,b € R a X je ndhodna veli¢ina, pak plati

E(a+bX)=a+bEX, var(a+bX)=>b?varX.

e Momentova vytvorujici funkce veliciny X je funkce reilné proménné ¢ € R definovand jako

P(t) = Ee!X (existuje-li). Plati

2

EX =4¢/(0), varX =v¢"(0)— (¢'(0))".

Diskrétni rozdéleni: Nabyvé-li ndhodna veli¢ina X s kladnou pravdépodobnosti nejvysSe spocetné

mnoha (tj. koneéné nebo spocetné) hodnot x1, xa, ..

., fikdme, ze ma diskrétni rozdéleni.

Rozdéleni X je charakterizovdno pravdépodobnostmi pp = P(X = =), k = 1,2,... a plati

Distribué¢ni funkce je po ¢astech konstantni, skokovita se skoky o velikosti py v bodech xy.

Stiredni hodnota X se spocita jako

EX = Zxk P(X =ap) = Zxk pr  (existuje-li).
k k

Stredni hodnota ndhodné veliciny Y = h(X) se spocita jako

EY =ER(X) =) h(zp) P(X =) = > hlze)pr (existuje-li),
k k
nebo piimo z rozdéleni Y jako EY = )", v P(Y = yi).

Uziteéné vzorce
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Binomicks véta: Pro a,b € R, n € N plati > (})a*b("=% = (a + b)™.

k=0
oo ok
Pro z € R plati i e® (rozvoj exponencidly).
k=0 N
o0
Je-li |g] < 1, pak Y ¢F = T2 (geometrickd tada).
k=0 . )
Derivovanim podle ¢ dostaneme Y kq¢*~! = a 2
k=1 —q



