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10. 04. 2017

Limitńı věty II.

1. Uvažujme posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin {Xk}∞k=1 s konečným
rozptylem. Definujme veličiny Yk = k1/3Xk, k = 1, 2, . . . . Splňuje posloupnost {Yk}∞k=1 silný
zákon velkých č́ısel? Pokud ano, tak v řeči náhodných veličin {Xk}∞k=1 popǐste, co nám tento
zákon dává.

2. Uvažujme posloupnost nezávislých náhodných pokus̊u, z nichž každý skonč́ı úspěchem s prav-
děpodobnost́ı p ∈ (0, 1) a neúspěchem s pravděpodobnost́ı 1 − p. Dokažte, že relativńı četnosti
úspěch̊u v n pokusech konverguj́ı při n→∞ k p skoro jistě.

3. Necht’ má náhodná veličina X normálńı rozděleńı N(1, 4). Pomoćı tabulek určete P(X < 1),
P(X > 5) a P(|X| < 2).

4. Necht’ X1, X2, . . . jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım N(µ, σ2).

(a) Jaké je rozděleńı veličin
∑n

i=1Xi a Xn = 1
n

∑n
i=1Xi? Určete dále rozděleńı veličiny

Zn =

∑n
i=1Xi − nµ√

nσ
.

Vyjádřete veličinu Zn pomoćı výběrového pr̊uměru Xn.

(b) Necht’ µ = 1 a σ2 = 4. Jak velké n je třeba zvolit, abychom měli zaručeno, že pr̊uměr veličin
X1, . . . , Xn bude kladné č́ıslo s pravděpodobnost́ı alespoň 0,99?

5. Jaká je pravděpodobnost, že při 10 000 hodech symetrickou minćı padne rub v́ıce než 4900 krát?
Použijte CLV.

6. Necht’ νn znač́ı relativńı četnost ĺıc̊u v n hodech minćı (mince je symetrická a hody provád́ıme
nezávisle). Zjistěte, kolik muśıme provést hod̊u, aby pravděpodobnost jevu

[
|νn − 1/2| ≤ 0,05

]
byla alespoň 0,95? Řešte

(a) pomoćı Čebyševovy nerovnosti,

(b) pomoćı CLV.

7. Na server má př́ıstup 100 uživatel̊u. Z dř́ıvěǰśıch zkušenost́ı v́ıme, že uživatel má na serveru
pr̊uměrně 120 MB dat, směrodatná odchylka množstv́ı dat je 40 MB. Jak velký diskový prostor
potřebujeme, aby s pravděpodobnost́ı alespoň 0.99 nedošlo k jeho zaplněńı? (Užijte CLV.)

8. V daný den navšt́ıv́ı menzu n student̊u, přičemž pravděpodobnost, že náhodný student chce vege-
tariánské j́ıdlo je p ∈ (0, 1). Označme Vn náhodnou veličinu udávaj́ıćı počet student̊u požaduj́ıćıch
vegetariánský oběd. Najděte ε tak, aby

P
(∣∣Vn

n − p
∣∣ < ε

)
≈ 0,97.

Vyč́ıslete pro p = 0,1 a n = 100 student̊u. Pokuste se interpretovat, co jste spoč́ıtali.

9. Životnost jedné žárovky má exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 10 hodin. Jakmile se
jedna žárovka porouchá, nahrad́ıme ji ihned daľśı. Kolik máme zakoupit žárovek, abychom měli
jistotu, že budeme moci sv́ıtit alespoň 600 hodin s pravděpodobnost́ı alespoň 95%?
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Opakováńı z přednášky

Normálńı rozděleńı. Normálńı rozděleńı N(µ, σ2) má hustotu

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
, x ∈ R, (8.1)

kde µ ∈ R a σ2 > 0 jsou parametry. Je-li µ = 0 a σ2 = 1, tj. f(x) = 1√
2π

exp{−x2/2}, pak se toto

rozděleńı nazývá standardizované (normované) normálńı rozděleńı a znač́ı se N(0, 1).

• Distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1) se znač́ı jako Φ, tj. Φ(x) =
∫ x
−∞

1√
2π

exp{−t2/2} dt. Tento

určitý integrál je možné spoč́ıtat jen numericky, a proto hodnoty funkce Φ nalezneme v tabulkách.
Ze symetrie plat́ı

Φ(x) + Φ(−x) = 1, pro všechna x ∈ R. (8.2)

Pro obecné N(µ, σ2) se potom distribučńı funkce F (x) spočte jako F (x) = Φ

(
x− µ
σ

)
.

• Je-li X ∼ N(µ, σ2), pak EX = µ a varX = σ2.

• Je-li X ∼ N(µ, σ2) a a, b ∈ R, a 6= 0, pak aX + b má normálńı rozděleńı N(aµ+ b, a2σ2).

• Jsou-liX,Y nezávislé normálně rozdělené a a, b ∈ R, pak aX+bY má normálńı rozděleńı (s př́ıslušnými
parametry).

• Má-li (X,Y )′ sdružené dvourozměrné normálńı rozděleńı, pak má aX + bY normálńı rozděleńı
(s př́ıslušnými parametry).

Centrálńı limitńı věta (CLV) pro posloupnost nezávislých stejně rozdělených veličin:
Necht’ {Xn} je posloupnost nezávislých stejně rozdělených veličin s 0 < varX1 <∞. Pak

P

(∑n
k=1Xk − nEX1√

n varX1
≤ x

)
n→∞−→ Φ(x), x ∈ R, (8.3)

neboli ekvivalentně

P

(√
n · Xn − EX1√

varX1
≤ x

)
n→∞−→ Φ(x), x ∈ R, (8.4)

kde Φ je distribučńı funkci normálńıho rozděleńı N(0, 1), jej́ıž hodnoty je možné naj́ıt např. v tabulkách.
Zkráceně ṕı̌seme

Zn :=

∑n
k=1Xk − nEX1√

nvarX1
=
√
n · Xn − EX1√

varX1

asympt.∼ N(0, 1) (8.5)

a ř́ıkáme, že Zn má asymptoticky normálńı rozděleńı. CLV nám tedy ř́ıká, že distribučńı funkce Fn
veličiny Zn se při n→∞ bĺıž́ı k Φ. Pro n dost velké tedy lze uvažovat Fn(x)

.
= Φ(x).

Silný zákon velkých č́ısel:

• (SZVČ pro nestejně rozdělené veličiny) Necht’ {Xn} je posloupnost nezávislých náhodných
veličin takových, že

∑∞
n=1

varXn
n2 <∞. Pak (Xn − EXn)→ 0 s.j.

• (SZVČ pro stejně rozdělené veličiny) Necht’ {Xn} je posloupnost nezávislých stejně rozdělených
náhodných veličin. Pak Xn → µ s.j. pro nějaké µ ∈ R právě tehdy, když E |X1| < ∞. V tomto
př́ıpadě µ = EX1.
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