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Intervalové odhady a testovani hypotéz
1. Necht Xi,...,X, zna¢i hodnoty IQ nidhodné vybranych zakt osmé tiidy. Predpokladejme, Ze
X1,..., X, tvori ndhodny vybér z normélniho rozdéleni s neznamou stfedni hodnotou a rozpty-
lem 9.
(a) Odhadnéte bodové stiedni hodnotu 1Q zaku osmé tiidy. Jaké jsou vlastnosti a rozdéleni tohoto
odhadu?
(b) Sestrojte intervalovy odhad o spolehlivosti 1 — a pro stfedni hodnotu IQ zaka osmé tiidy.
Interpretujte.
(c) Jak se bude tento interval ménit, budeme-li zvySovat spolehlivost 1 — a?
Jak se bude tento interval ménit, budeme-li zvySovat pocet déti zahrnutych do experimentu
(a ostatni hodnoty ve vzorcich ztistanou stejné)?
(d) Po provedeni méfeni jsme obdrzeli nasledujici hodnoty:
111, 116, 105, 111, 110, 114, 108, 106, 112, 108, 112, 111, 105, 111, 108, 110.
Jak byste na zakladé téchto konkrétnich hodnot odhadli stfedni hodnotu IQ zakt osmé tiidy?
Uved'te bodovy i 95%-ni intervalovy odhad.
(e) Napiste 95%-ni dolni intervalovy odhad pro stfedni hodnotu IQ zaku osmé t¥idy a interpretujte
jej.
(f) Odbornici A, B a C by radi na zdkladé téchto naméfenych ddaju potvrdili/vyvratili svoje
domnénky.
(A) Odbornik A tvrdi, ze je stfedni hodnota IQ zdku 8. tiidy rovno 110.
(B) Odbornik B zastava nazor, ze je stfedni hodnota IQ zaku 8.t¥idy jisté mensi nez 115.
(C) Odbornik C soudi, ze je stfedni hodnota 1Q zdku 8.tiidy urcité vyssi nez 110.
Zformulujte nulovou a alternativni hypotézu, které chce testovat odbornik A (resp. odbornici
B a C). Proved’te vhodny test na hladiné o = 0,05.

2. Provadime pruzkum, zda v nejmenované hospodé okradaji své hosty. Zakoupime proto 10 piv
a zméfime jejich objem. Obdrzeli jsme nasledujici hodnoty (v litrech):

0,510, 0,462, 0,491, 0,466, 0,461, 0,503, 0,495, 0,488, 0,512, 0,505.
Predpoklddejme, ze datum odpovidaji nezavislé ndhodné veli¢iny s norméalnim rozdélenim.

(a) Odhadnéte stredni hodnotu a rozptyl objemu jednoho natoceného piva. Piipomente, jaké jsou
teoretické vlastnosti a rozdéleni téchto odhadi.

(b) Zkonstruujte intervalovy odhad pro stfedni hodnotu objemu jednoho piva o spolehlivosti 95 %.
Lezi predepsand hodnota 0,5 1 v tomto intervalu?

(c) Napiste déle oba 95%-ni jednostranné (dolni a horni) intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu
objemu jednoho piva a interpretujte je. Ktery z nich Vam ptipada ,zajimavéjsi“ pro tuto situaci?

(d) Zkonstruujte 90%-ni intervalovy odhad pro rozptyl objemu jednoho piva.

(e) Otestujte, zda je hostinsky skutec¢né nepoctivy: Zformulujte nulovou a alternativni hypotézu,
vyberte vhodny test, napiste jeho kriticky obor a proved'te jej na hladiné o = 0,05.

(f) Jaka je souvislost mezi vysledkem tohoto testu a intervalovym odhadem, ktery jsme konstruo-
vali?



3. Centrum pro vyzkum verejného minéni v dubnu 2013 zvefejnilo vysledky aktudlniho prizkumu
mezi obéany CR starsimi 15 let. MuZeme se docist, ze z 1059 respondentu jich 297 uvedlo, ze ,,do
korupéniho jednani se zapojuji témeér vSichni vefejni ¢initelé“.

(a) Odhadnéte bodové podil obéantit CR, kteff si mysli, ze do korupéniho jednéani se zapojujf téméei
v§ichni vefejni Cinitelé. Jaké je rozdéleni a asymptotické rozdéleni tohoto bodového odhadu?

(b) Urcete asymptoticky 95%-ni interval spolehlivosti pro podil obc¢anu, ktefi si mysli, ze do ko-
rupéniho jednéni se zapojuji témér vSichni vefejni ¢initelé.

(¢) Jaky by musel byt rozsah vybéru n, aby intervalovy odhad s asymptotickou spolehlivosti 95%
pro tento podil mél sitku nejvyse 0,03 (uvazujeme-li, ze podil ob¢ant zahrnutych ve studii, kteii
vyjadiuji uvedeny nézor, se nezméni).

4. Chceme porovnat prumeérnou vysku jedendctiletych chlapcu a divek. Studie se zicastnilo 25 chlapcu
(veliciny X7,..., Xo5) a 20 divek (veli¢iny Y7,..., Ysy). Obdrzeli jsme nasledujici vysledky:

X = 147.1,

(a) Lze predpokladat, ze vyska chlapcu i divek m& normélni rozdéleni se stejnym rozptylem o=.

Y =147,8, S% =10,9, S% =14,7.
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Sestrojte intervalovy odhad pro rozdil prumérné vysky o spolehlivosti 95 %.

(b) Zjistéte, zda lze tvrdit, ze je stfedni hodnota vysky chlapcu o vice nez 10 cm vétsi nez stredni
hodnota vysky divek. Zformulujte nulovou a alternativni hypotézu, kterou chceme testovat.
Vyberte a proved’te vhodny test a uvedte jeho piedpoklady.

5. Zkonstruujte intervalovy odhad parametru A o asymptotické spolehlivosti 95 % pro data z prikladu 2

z minulého cviceni.

6. U nékolika levaku byla méfena sila stisku levé a pravé ruky.

Leva

Prava

140 90 125 130 95 121 85 97 131 110
138 87 110 132 96 120 86 90 129 100

Potvrzuji data domnénku, ze leva ruka je silnéjsi? Vyberte vhodny test, popiSte jeho predpoklady.
Formulujte hypotézy a napiste kriticky obor.

7. Chystate se zavést na trh novy prostfedek na hubnuti. Provedli jste studii na 250 ndhodné vy-
branych dobrovolnicich a zjistili jste, Ze snizeni hmotnosti nastalo u 140 z nich. Budete moci na
zédkladé téchto dat pripravit slogan ,,Opravdu efektivn{ hubnuti: dspéch ve vice nez 50 % pripadu“?
Zformulujte nulovou a alternativni hypotézu a sestrojte test pomoci centrdlni limitni véty. Pro-
ved'te jej, pficemz vezméte v tivahu, Ze reklamni slogan muze byt ,nepravdivy“ s pravdépodobnost{

nejvyse 0,01.



Opakovani z prednasky

Model: X3,..., X, je ndhodny vybér (nezavislé stejné rozdélené veli¢iny) z rozdéleni Fy, které zavisi
na neznamém parametru 6 € ©.

Minulé cviceni: bodovy odhad parametrické funkce g(6) «~ ndhodn4 veli¢ina
+ jeho ,pékné“ vlastnosti «~s nestrannost, konzistence

Intervalovy odhad parametrické funkce g(f) «~ interval s ndhodnymi mezemi, ktery pokryva
skuteénou (nezndmou) hodnotu g(f) s predepsanou pravdépodobnosti 1 — «

e Intervalovy odhad parametrické funkce g(6) o spolehlivosti 1 — « je dvojice ndhodnych veli¢in
(Ly, Uy,) takovych, ze

Po(L, < g(#) <U,) =1—a pro viechna § € ©. (11.1)

e Velicina D,, = D, (X1, ..., X,) se nazyva dolni intervalovy odhad g(6) o spolehlivosti 1 — a, jestlize
Po(Dn < g(f)) =1—a pro viechna 6 € ©. (11.2)

e Velicina H,, = H,(X1,...,X,) se nazyva horni intervalovy odhad ¢g(6) o spolehlivosti 1 — «, jestlize
Po(9(0) < Hy) =1—«  pro viechna § € ©. (11.3)

Podobné jako jsme méli u bodového odhadu, L, = L, (X1,...,X,), Uy, = Up(X1,...,X,), Dy =
D,(Xy,...,X,) a H, = Hy(Xy,...,X,) jsou borelovské funkce ndhodného vybéru X1, ..., X,, jejichz
funkéni predpisy nezavisi na 6.

Cislo o € (0,1) volime, v praxi se vétsinou pracuje s o = 0,05.

Obecna konstrukce intervalu spolehlivosti pro parametrickou funkci g(f). Najdeme funkci
néhodného vybéru a parametrické funkce g(6), tj. ndhodnou veli¢inu h (X1, . .., X,; g(0)), jejiz rozdélent
nezavisi na 6. Necht h,, /2 & hyi_q /2 jsou kvantily tohoto rozdélent. Pak jisté plati

Py (ha/g < h(Xl, . ,Xn;g(ﬁ)) < hl_a/2> =1—a pro viechna 6 € O. (11.4)

Je-li mozné nerovnosti v zavorce prevést ekvivalentnimi tipravami na takovy tvar, ze uprostied stoji
g(0) a vlevo i vpravo je néco, co na 6 nezavisi, sestrojili jsme intervalovy odhad.

Specialni pripady.

e Intervalové odhady pro parametry mormalniho rozdéleni jsou shrnuty v tabulkdch 5.1 a 5.2
ve skriptech.

e Asymptotické intervalové odhady (intervalové odhady s asymptotickou spolehlivosti 1 — «) je
mozné zkonstruovat pomoci CLV - tabulka 5.3 ve skriptech.
Intervalové odhady pro specialni piipad alternativniho rozdéleni jsou rozepsany v tabulce 5.4.



Testovani hypotéz je naivné feteno ovérovani platnosti néjakého vyroku.

Hypotéza je vyrok (o néjaké populaci), o jehoz platnosti chceme rozhodnout na zdkladé nasbiranych
dat.

Piedpokladany model: X, ..., X,, ndhodny vybér z urcitého rozdéleni Fy, kde § € © nezname.
Nase data jsou pak realizaci takového vybéru.

Testuje se vzdy tzv. nulova hypotéza Hy: § € Og proti alternativni hypotéze H;: 6§ € ©1, kde
B a O jsou disjunktni.

Test je rozhodovaci pravidlo (postup), na jehoz zdkladé zamitdme nebo nezamitame H.

Moznéa rozhodnuti:

e zamitdme Hy ve prospéch Hy (nase data svédci proti Hy, prokazujeme platnost Hy)

e nezamitdme Hy (na zdkladé nasich dat nelze Hy zamitnout, nase data nejsou v rozporu s Hp)
«~ nesymetrie mezi Hy a H;!

Vétsinou nemuzeme rozhodnout s absolutni jistotou, kterd z hypotéz je platnd ~» muzeme se do-
pustit chyby. Mohou nastat tyto moznosti:

Skutecnost
Rozhodnuti Hy plati H, plati
zamitdame Hy | chyba 1.druhu OK
nezamitame H OK chyba 2.druhu

Chyba 1.druhu je zavaznéjsi (falesné néco prokazujeme) ~ jeji pravdépodobnost chceme kont-
rolovat.

Zvolime o = maximaln{ pfipustnd pravdépodobnost chyby 1.druhu (vétsinou a = 0,05 nebo 0,01)
a chceme

P(chyba 1. druhu) = P(zamitdme Hy | Hp plati) < a. (11.5)
Test je popsan kritickym oborem W = mnozina vysledk pokusu, pro které Hy zamitame
o Jeli (X4,...,X,) €W, pak Hy zamitdme.
o Jeli (X4,...,X,) ¢ W, pak Hy nezamitame.
Musi platit:
Po((X1,...,X,) € W) <a pro viechna 6 € Oy (11.6)
a mluvime pak o testu na hladiné a.

Testy o parametrech normalniho rozdéleni (tabulky 6.1, 6.2 a 6.3 ve skriptech), testy zalozenymi
na CLV (tabulka 6.4 ve skriptech).



