NMFM301 — Statistika pro finanéni matematiky

Poradkové statistiky. Nestrannost a konsistence odhadu

Podrobné riesenie prikladov z 2. cvicenia

A Vzorové priklady s podrobnym feSenim
Necht X1,...,X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribuéni funkci F' a hustotou f.

A1l. Necht n =2k + 1.

e Najdéte hustotu prostiedniho pozorovani X ;. 1). [Tato statistika se nazyva vybérovy medidn.]

Regent:
Obecné (podla Vety 1.9 z prednisky) plati, Ze hustota k-tej pofadovej statistiky vzhladom k
Lebesgueovej miere je

-1
foo0) =n(} ) I@F @l - Pt pres ek
Pre neparny (lichy) rozsah ndhodného vyberu (kedze n = 2k +1) je vyberovy médian (k+1)

poradova statistika s prislusnou hustotou

foern (@) =3} )@ F* @1 - P,

opit pre vietky x € R.

e Necht X; ma rovnomeérné rozdéleni na intervalu (0,1). Spocitejte E X541y a var X4 1).

Resent:
Ked'Ze ndhodné veliciny X1, ..., X,, pochddzajii z rovhomerného rozdelenia na intervale (0, 1),
t.j., Xi ~ R(0,1), tak hustota vyberového medidnu, t.j., ndhodnej veliciny X ;1) je

o =n(F)eta-af, aeo)

a fay1y(xz) = 0 pre x ¢ (0,1). To je hustota nahodnej veliciny s Beta rozdelenim s parame-
trami « = k+1 a 8 = k+ 1. To znamena, ze vyberovy median ndhodnych veli¢in Xq,..., X,
z rovnomerného rozdelenia na intervale (0,1) (pre n = 2k 4+ 1) mé Beta rozdelenie, t.j.,
X(k41) ~ Beta(k + 1,k + 1). Pre strednti hodnotu a rozptyl zdroven plati, ze

@ k+1 1
EX = = = —
"0 F B8 2k+1) 2
a k+1)? 1 1
var X(j41) = s = ( ) = =

(a+pB)2(a+B+1) 4la+p)22k+3) 4(2k+3) 4(n+2)



e Necht X; ~ R(0,6). Je X ;1) nestrannym a/nebo konsistentnim odhadem medianu rozdéleni
R(0,0)? [Pouzijte tvrzeni P.7.5)

Reseni:
V prvom rade je nutné si uvedomit jednoduchy fakt, ze ak X; ~ R(0,1), tak potom plati, Ze
0X; ~ R(0,0), pro libovolné 6 > 0. Pokud teda X; ~ R(0,6), pre nejaké 6 > 0, tak potom

0 02
EX == tiez X =—.
(k+1) B a tiez var (k+1) 4(n T 2)
Ked'Ze medidn nadhodnej veli¢iny s rovnomernym rozdelenim na intervale (0,6) C R je 6/2,
tak ndhodnd veli¢ina X(;41) je nestrannym odhadom teoretického medidnu. Ked'Ze naviac
plati aj
92

var X = 40,59

— 0, pre n — oo,

tak X(x41) je zaroven aj konzistentnym odhadom teoretického medianu, t.j., parametru = g.

A2. Necht X; m4 exponencialni rozdélen{ s parametrem 1.

e Definujte
A :’I’LAX(I)7 Zk:(n—k—‘rl)(X(k)—X(k,l)), k=2,....,n.
Ukazte, ze Zy,...,Zy jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim Exp(1).
Z prednasky uz vieme, ze zdruzend hustota ndhodného vektoru (X(y),. .. ,X(n))—r je

Fi, - oyn) =nlf(yr) - - f(yn)s pre yp < -+ < yn

a f(y1,...,yn) = 0 inak (Veta 1.7 z predndsky). Kedze ndhodné veli¢iny Xi, ..., X, maji
exponencidlne rozdelenie s parametrom \ = 1, tak zdroven vieme, Ze pre hustotu X; plati

flx)=e " Tiasoy

a EX; =var X; = 1. Pre zdruzent hustotu f(y1,...,yn) preto plati

f(yl,...7y7l):n!e_Z?:1yi’ prey; < --- < yn
a f(y1,...,yn) = 0 inak. Nésledne sicet v exponente zapiSeme inym spoésobom:
n n
Zyi - Z(n —i+1)(yi — yi-1),
i=1 i=1

kde jsme dodefinovali pociatoéni hodnotu yg = 0.



Zdruzenu hustotu teda mézeme teda zapisat ako

fly, ...

,yn) = 0 inak. Pouzijeme transformdciu ¢ : (yi, ..

af(yl,...

, yn) =nle” 2?21(n7i+1)(yi*yi—1)’

opaf pre y; < -+ < yn

-ayn) — (Zla“-;

zn) definovant

(podla zadania) ndsledovne:

zi=(n—i+1)(yi —yi-1)

Zn=1-: (yn - yn—l)-

Ked7e y; < -+ < y, (resp. sta¢i nam riesit tento pripad), tak zdroven dostdvame, 7e z; > 0

pre Vi € {1,...,n}. Pre inverzni transformdciu t~1 : R™ — R plati:
1
Y1 = —%4
n
2

o Z9 - Zj
no1 Y Jzn—j+1

Pre Jakobian tihto inverzného zorazenia plati, ze

L0 0
1 1
i ()l = |5 @)| = | 7™ =
1 1 1
1 w3 1
kde jsme vyuzili znacenie z = (z1,...,2,) .

Zdruzené rozdelenie ndhodného vektoru (Z1, ..., Z,) " (definovaného transforméciou ¢ z ndhodného

vektoru (X(qy,. .. ,X(n))T) ziskame pomocou vety o transformdcii
_ ot—1
F2(etsevszn) = fx, () - | 5 (z)(
= Ziz1% pre z; > 0,

kde fz znaéf zdruzent hustotu ndhodného vektoru (Z1,...,7Z,)" a fx, je zdruzend hustota
usporiadaného nahodného vektoru (Xyy,..., X (n))T. Zaroven plati, ze hustota je nulova pre

Tubovolné z; < 0. Ked'ze naviac je mozné hustotu faktorizovat v zmysle

fZ(Z17"'vZTL) = fZ1(Z1)"'on,<Zn) =e "'eiznv

pre v8etky (z1,...,z,) € R", tak ndhodné veli¢iny Z1, ..., Z, s nezdvislé.



e Vyjadrete X,y pomocf linedrn{ kombinace veli¢in Z1, ..., Z, a pomoc{ tohoto vztahu spocitej-
te E X(;) a var X(;;) (pro libovolné r = 1,...,n).

Resent:
Pro Tubovolné r € {1,...,n} uz vieme z pouZitej transformdcie — konkrétne z vyrazu v (%),
ze plati

Z.
Xy =9(Z1,....2,)=>» —2L—.
—n—j+1

Kedze plati, ze Z1,...,Z, ~ Exp(1) tak pre stredni hodnotu X, plati

T T

Z; EZ; J 1

EXT:E{ % ]: _ Bz

") Zn—j+1 Zn—j+1 Zn—j—i—l
Jj=1 Jj=1 Jj=1

a pre rozptyl plati

T

. var Z 1
var Xy = R S ,
) Z(n—j+1)2 ;(n—j—i-l)?

j=1
pricom prvé rovnost v poslednom riadku plynie z nezdvislosti ndhodnych veli¢in Z1,. .., Z,.

o Nechf X; ~ Exp(A) a n = 2k + 1. Je X(j41) nestrannym a/nebo konsistentnim odhadem
medidnu rozdéleni Exp(A)?

Resenf:
Nechf X; ~ Exp()), tak, ze EX; = §, pre A > 0. Potom nutne A\X; ~ Ezp(1) a tudiz
EMX;] =X % = 1. Tym padom dostaneme aj

k+1 k+1

E[NX;] 1
EX(k+1)—* AX (1)) = )\Zn_J+1 )\Zn—j—Fl
a tiez
k1 k+1
1 1 var [AXj] 1
varX(kH)—)\Var[)\XkH 772 (n—j+1)2 7)\72 (n— +1
=1 J J=1 J

kde druha rovnost predchadzajiceho vyrazu plynie (opif) z nezdvislosti ndhodnych veli¢in
Xi,...,X,. Pre medidn ndhodnych veli¢in X; ~ ExpA plati, Ze je to hodnota z,, € R takova,
ze

1

Z—-1= — AT,

5 e

1 — ATy,

5—6

1

= ~1log2.

T )\Og

Je zrejmé, ze zaroven dostdvame

1,1 1 1 1
BXoon =5 (5 7o7 o+ p) # 3 loe2

takze nadhodnd velicina X(;41) nie je nestrannym odhadom pre teoreticky medidn z,, =
ilog 2. Ukazeme ale, Ze sa jednd o asymptoticky nestranny odhad (t.j., EX(p41) — %log 2,

pre n — oo, kde k = ”T’l)



Vyuzijeme k tomu tzv. Euler-Mascheroni konstantu C' = 0.5772..., ktora je definovana ako
limita

Porovndme dva ¢iastoéné sicty pre lubovolné nepdrne (liché) n € N a "T'H:
1 1 1
1+§ + ... e +... +ﬁ —logn —C pre n — oo;
T2
1 n—1 .
1—&—5 +... +o—= — log 5 —C tiez pre n — oo.
T2
Od¢itanim hodnot po stfpcoch a uvedomenim si faktu, ze "—++1 = Ar = ﬁ, dostaneme
2 2

(ﬁ-‘,—----}—%)—(logn—logngl)—)(C—C)ZO pre n — oo

a preto tiez plati, ze

1 1 1 1 -1
limp oo EX (1) = lim [( +~--+)} = — lim (logn—logn2 )7

n—ooo [ A\n —%k n n—o00
pricom plati, ze

n—1

): lim (log2—log r
n—oo —

lim (logn—log 1) = log 2.

n—00 n

Jednd sa teda o asymptoticky nestranny odhad teoretického medianu z,, € R. Pro konzistenci
este ukdzeme, Ze var X (1) — 0. Plati, ze

1 /1 1
varX(kH) = F(E—F‘f‘m),

. ~ ~ 2 7 7 A~ 7
a tiez, ze Y ., %2 — % pre n — oo. Tito konvergentni sumu ale moézeme rozpisat na dve
casti

n

—1
"1 1 N 1 2
‘ 72 4 72 2 nsoo 6
i=1 i—1 =0l

pricom plati, ze

pre n idice do nekonecna a tym pddom druhd suma (zbytok) konverguje k nule, t.j.

n
1

72

n+1

i="g=

— 0.
n—oo

Konecne teda dostavame, ze var X (1) — 0 a ndhodnd veli¢ina X ;1) (vesp. (k + 1)-vd po-
radové Statistika) je konzistentnym odhadom teoretického medidnu z,, € R.



A3.

A4.

Necht X; m4 rozdéleni R(61, 03). Najdéte nestranné odhady parametrii 61 a 03 zaloZené na maximu
X(ny a minimu X q).

Resent:

Je zrejmé, ze transformované ndhodné veliciny X; —6; prei = 1,...,n maji rovnomerné rozdelenie
na intervale (0,02 — 61), t.j.,, X1 —61,..., X, — 01 ~ R(0,05 — 61). Zaroven ale ndhodné veli¢iny
Z; = (X;—61)/(02 — 01) pre i = 1,...,n maji rovnhomerné rozdelenie na intervale (0, 1).

Pre Z1,...Z, ~ R(0,1) uz vieme, ze (opakovanie)

Z(y) mé hustotu f(,,)(z) = na" -1 pre z € (0,1) a nula inak;

Z(1y mé hustotu f(1y(z) =n(l —z)" " pre z € (0,1) a nula inak.

To znamena, ze pre stredni hodnotu dostaneme

X(”) — 91 > ' n n

a podobne aj

X _ 0 [ee) 1 1
= 7(1) ! = = — n—1 =
EZy = E[ 6 0, } [m x fy(x)de /o nx(l—2)" da e

(resp. je mozné priamo vyuZif Beta rozdelenie—vid riesenie prikladu A1(b))

Vd'aka linearite strednej hodnoty ale z tohto dokdzeme vyjadrit aj stredné hodnoty EX, ) a EX (1)
ako funkcie neznamych parametrov 61,60, € R, takych, ze 67 < 65. Dostdvame

n
EX.,) = 0 0
(n) n+1 2Jrn—&—11
a tiez 1
n
EX = 0 0.
(1) 7”L—&—11_|—n—|—12

To je ale stustava dvoch rovnic pre dve nezdme (f; a 62). RieSenim sistavy rovnic dostaneme
rieSenie:

n+1 n+1
91 = n2+1(nEX(1) —EX( )) a 92 = n2+1(nEX(n) EX(l))
Prislusné nestranné odhady pre parametre 61,60, € R st
~ n+1 ~ n+1
Xy — 0 X .
1= & —Xwy) e = (X ) — Xy)
(pretoze By = L (nEX (1) — EX(n)) = 01 a B = St (nEX(,) — EX (1)) = 02)
Pro ndhodny vybér Xi,..., X, z Poissonova rozdéleni s parametrem A > 0 ukazte, ze py =

(1 — L)nX= je nestrannym a konzistentnim odhadem py = P[X; = 0].

Reseni:
V prvom rade je nutné si uvedomit tzv. genericki vlastnost Poissonovho rozdelenia. To znamen,
ze pre X1 a X5 nezavislé ndhodné veliciny s Poissonovym rozdelenim s parametrom A\ > 0 plati,



7e (X7 + X3) je ndhodna veli¢ina, ktorda m4 opét Poissonové rozdelenie, tentokrat s parametrom
2\ (samostatne odvodit pomocou vety o konvolicii). Rekurzivne teda dostaneme, ze

Z X; ~ Poiss(n)).

i=1
Trto vlastnost vyuzijeme pre dokaz konzistencie, t.j. vypocet strednej hodnoty odhadu py.
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Tretia rovnost plynie z definicie strednej hodnoty diskrétnej nahodnej veli¢iny, §tvrtd rovnost
z faktu, ze Y X; ~ Poiss(n\). Odhad py pro nezndmy parameter po = P[X; = 0] je teda ne-
strannym odhadom.

Pre vySetrenie konzistencie postaéi ukazat, Ze py — po v pravdepodobnosti pre m — oo, resp.

plati B
1\ nXn P
(-

Lavii stranu rovnosti moézeme upravit nisledovne:

)

1\nXn 1\ 2 X 1 anl X; Do X Yn Do X
(P L B )
n n noy X Dol Xi

kde sme vyuzili rozsirenie zlomku (vynésobenie) hodnotou jedna vo vhodnom tvare. Ndsledne si
sta¢i uvedomit ze
n
P . . = P
E X; — oo, zaroven X, — A,
n—oo

: n—00
i=1

a tiez am

lim (1 — —) =e %

m— oo m
Prvé dve konvergencie si pritom konvergencie v pravdepodobnosti (t.j. celo¢iselnd nahodnd veli¢ina
3 X; diverguje v pravdepodobnosti do nekonecna a analogicky ndhodné veli¢ina X,, konver-
guje (slabé/silné)—pouzitim silného/slabého zdkona velkych &isel—ku svojej strednej hodnote)
a poslednéd konvergencia je deterministickd (t.j. redlna postupnost konverguje ku svojej limite).
Pouzitim vety o zloZenej limite (resp. vety o limite zloZenej funkcie) dostdvame, ze

X > X
[(1 = ﬁ) ' } # e, pre n — 0o a ZXi — 00 v pravdepodobnosti.
i=1-vi im0

Odhad py je teda silné/slabé konzistentnym odhadem nezndmeho parametru py = P[X; = 0].



