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Teoretické cvičenie #3 | 26.10.2023

Pro nahodný výběr X1, . . . , Xn ∼ Fθ z rozděleńı, které záviśı na neznámem parametru θ ∈ Θ ⊆ Rp

(jednorozměrný parametr pro p = 1, ale lze zobecnit) definujeme odhad neznámeho parametru θ ∈ Θ

jako měřitelné zobrazeńı T : Rn → Θ a př́ıslušný odhad znač́ıme jako θ̂n = T (X1, . . . , Xn).

Odhad θ̂n je nestraným odhadem neznámeho parametru θ ∈ Θ, pokud plat́ı, že

Eθ θ̂n =

∫
R
T (X1, . . . , Xn)dFθ(x) = θ,

co mus platit pro všechny θ ∈ Θ. Odhad θ̂n je silně/slabě konzistentný, pokud plat́ı, že

θ̂n
n→∞−→ θ v pravděpodobnosti/skoro jistě,

opět pro všechny θ ∈ Θ. Intervalovým odhadem na hladině α ∈ (0, 1) rozumı́me dvojici měřitelných
zobrazeńı L : Rn → Θ (lower bound) a U : Rn → Θ (upper bound) takových, že

Pθ

[
θ ∈ (L(X1, . . . , Xn);U(X1, . . . , Xn))

]
= 1− α,

opět pro všechny θ ∈ Θ. V př́ıpadě konstrukce asymptotického intervalu spolehlivosti plat́ı posledńı
rovnost pouze asymptoticky, t.j. pro n → ∞.

A Př́ıklady na cvičeńı

A1. [Procvičovaćı]

Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rovnoměrného rozděleńı na intervalu (0, θX), pro θX > 0.
Sestrojte přesný interval spolehlivosti pro θX založený na pořadové statistike X(n).

A2. [Procvičovaćı]

Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem λX > 0.
Sestrojte přesný interval spolehlivosti pro EXi = 1/λX založený na náhodné veličině

∑n
i=1 Xi.

A3. [Procvičovaćı]

Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı s neznámým parametrem λX > 0.

(a) Pomoćı centrálńı limitńı věty sestrojte přibližný interval spolehlivosti pro λX .

(b) Pomoćı centrálńı limitńı věty sestrojte přibližný interval spolehlivosti pro log λX a z něho
odvod’te přibližný interval spolehlivosti pro λX .

A4. [Procvičovaćı]

Máme-li dva nezávislé náhodné výběry X1, . . . , Xn ∼ Exp(λX) a Y1, . . . , Ym ∼ Exp(λY ). Odvod’te
přesný interval spolehlivosti pro parametr ϱ = λX/λY .
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B Doplňuj́ıćı př́ıklady (opakováńı, nahrazováńı, procvičováńı)

Z nasledujúcich pŕıkladov je potrebné samostatne spoč́ıtat’ aspoň dva pŕıklady (jeden z pŕıkladov
označených B1 – B5 a jeden z B6 – B10) a riešenie zaslat’ emailom na adresu maciak[AT]karlin.mff.cuni.cz,
pŕıpadne doručit’ v papierovej verzii—v oboch pŕıpadoch najneskôr pred začiatkom štvrtého cvičenia.

B1. Uvažujte náhodný výběr o rozsahu n ∈ N z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem λ > 0 a
př́ıslušnou hustotou f(x) = 1

λe
−x/λ · I{x>0}. Odhadněte neznámý parametr λ > 0 pomoci momen-

tové metody. Vyšetřete nestrannost a konzistenci.

B2. Uvažujte náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı, které je definované hustotou

f(x; θ) = 2
θ − x

θ
1(0,θ)(x), x ∈ R,

kde θ > 0 je neznámý parametr. Najděte odhad θ metodou moment̊u a vyšetřete jeho konzistenci.

B3. Uvažujte náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı s hustotou

f(x; θ) =
1

2θ
exp

{
−|x|

θ

}
, x ∈ R,

kde θ > 0 je neznámý parametr. Najděte odhad θ metodou moment̊u a vyšetřete jeho konzistenci.

B4. X1, . . . , Xn je náhodný výběr z diskrétńıho rovnoměrného rozděleńı na množině {1, 2, . . . , θ}, kde
θ ∈ N. Najděte odhad parametru θ metodou moment̊u.

B5. Je-liX1, . . . , Xn náhodný výběr z N(µ, σ2) rozděleńı, najděte odhad vektorového parametru [µ, σ2]⊤

metodou moment̊u.

B6. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rovnoměrného rozděleńı na intervalu (0, θX). Necht’ n =
2k + 1. Použijte X(k+1) jako bodový odhad mediánu mX rozděleńı Xi a sestrojte přesný interval
spolehlivosti pro mX .

B7. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Poissonova rozděleńı s parametrem λX .

(a) Pomoćı centrálńı limitńı věty sestrojte přibližný interval spolehlivosti pro λX .

(b) Pomoćı centrálńı limitńı věty sestrojte přibližný interval spolehlivosti pro
√
λX a z něho od-

vod’te přibližný interval spolehlivosti pro λX .

B8. Uvažujme náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı s hustotou f(x; θX), kde

f(x; θ) =
x

θ2
exp

{
− x2

2θ2

}
I(0,∞)(x), θ > 0.

(a) Najděte rozděleńı náhodných veličin X2
i , i = 1, . . . , n.

(b) Sestrojte přesný interval spolehlivosti pro parametr θX .

(c) Sestrojte přibližný interval spolehlivosti pro parametr θX .

B9. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z alternativńıho rozděleńı s parametrem pX . Pomoćı centrálńı
limitńı věty sestrojte přibližný interval spolehlivosti pro θX = log[pX/(1− pX)] a z něho odvod’te
přibližný interval spolehlivosti pro pX .

B10. Uvažujme náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı s hustotou f(x; θX), kde

f(x; θ) = θxθ−1I(0,1)(x), θ > 0.

(a) Sestrojte přesný interval spolehlivosti pro parametr θX .

(b) Pomoćı centrálńı limitńı věty sestrojte přibližný interval spolehlivosti pro parametr θX .

[Návod: Uvažujte transformaci Yi = − logXi]
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