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ÚVOD

Funkionální analýzu jsem pøedná¹el na MFF UK øadu let. Za tu dobu jsem nashromá¾dilmnoho poznámek a materiálù. Na to, abyh vydal dobrá skripta èi dokone knihu, byh potøebovaldlouhou dobu a rozhodnì by mi to dalo obrovskou prái. Proto jsem se rozhodl vzít poznámky,které mám, trohu je uspoøádat a ve formì ZÁPISKÙ je vydat.V první èásti jsem se sna¾il relativnì struènì osvìtlit základní partie elé pøedná¹ky, do druhé,"ohvìzdièkované\, jsem pak pøidal, víeménì bez ladu a skladu, doplòky, vysvìtlení, komentáøe,vièení, pøehledy novýh výsledkù a pár zajímavostí. Byl byh rád, kdyby jejih dal¹í studiumpodnítilo zájem ètenáøù hloubìji se zamyslet nad rùznými problémy funkionální analýzy a na-uèilo je praovat s literaturou.Ètenáøe mo¾ná pøekvapí, ¾e nìkteré pojmy jsou de�novány anebo pøipomenuty na víe místeh.To je zpùsobeno pouze snahou, aby se text èetl pokud mo¾no plynule bez zbyteèného listování.Lekdy hi té¾ ètenáøi usnadnit prái, uvádím proto pro pohodlí nìkteré poznámky, zejménaz poslední doby, místo toho, abyh odkazoval na pøíslu¹né partie v literatuøe. Ta nemusí být v¾dysnadno dostupná.Kapitoly 1{5 pokrývají a lekde i roz¹iøují syllabus úvodní pøedná¹ky z funkionální analýzy.Mo¾ná ¾e by se hodilo v budounu sepsat ménì obsa¾ný, zato v¹ak mnohem podrobnìj¹í text,roz¹íøený o øe¹ené typiké pøíklady.Dal¹í neohvìzdièkovaná èást by pak mìla obsahovat látku podstatnì pokrývajíí po¾adavkykladené na posluhaèe, kteøí se rozhodnou skládat státní zkou¹ku na speializai matematikáanalýza. Tato èást je psána ji¾ struènìji, mnohé dùkazy jsou jen naznaèeny. To by mìlo pøimìtstudenty se zájmem o danou partii, aby se sna¾ili, a to tøeba i za pou¾ití dal¹í literatury, do detailùpromý¹let nadhozené my¹lenky. Krom toho jsem do Zápiskù zahrnul oblasti, které se mi líbí. Jemi jasné, ¾e jiný autor by vybral dal¹í doplòky podle své huti. Snad ani nelze zpraovat ve¹kerýmateriál z funkionální analýzy, kterou radìji dnes nazývám moderní analýzou. Její hranie jsouneurèité a ka¾dým dnem se dále roz¹iøují. Mnohou problematiku jsem o¹idil, øadu krásnýh partiínezaøadil. Kupøíkladu variaèní poèet, teorii monotonníh operátorù, prostory funkí, konvexníanalýzu, Banahovy svazy, difereniální rovnie v Banahovýh prostoreh a dal¹í a dal¹í. Kromìtoho jsou nìkterá pøekrývajíí se témata zahrnuta do skript o míøe a integrálu, která jsme nedávnos kolegou Malým vydali.Upozoròuji, ¾e je mnoho pìknýh uèebni funkionální analýzy. Nehi ¾ádnou zvlá¹tì vyzdvi-hovat, ka¾dý máme jiný vkus. Výèet nìkterýh z nih je uveden v seznamu literatury. Jejihstudiem by si mìl ka¾dý své vìdomosti prohlubovat.Zápisky jsem si psal sám, jsem tedy zodpovìdný nejen za faktikou stránku, ale i za ve¹kerétypogra�ké hyby. Uvítám jakékoliv pøipomínky, které by mohly nìkdy v budounu pøispìtk jejih zlep¹ení. To se týká nejen odborné, ale i jazykové stránky. Øadu odbornýh termínù,



které znám z izojazyèné matematiké literatury, jsem toti¾ musel podle svého nìjakým zpùsobempøevést do èeského jazyka. Nevím, jestli právì nej¹»astnìji.V prùbìhu let, kdy jsem skriptum pøipravoval, mi pomáhalo mnoho lidí. V¹em byh htìlupøímnì podìkovat. Patøí mezi nì na prvním místì studenti, z jejih¾ reakí na provizorní textyjsem znaènì tì¾il. Jmenuji-li nìkoho, v¾dy se obávám, ¾e na mnohé zapomenu. Niménì byhhtìl alespoò vyzvednout Válava Zizlera, který mi dodal mnohé inspirae zejména z oblasti te-orie Banahovýh prostorù. Nová skripta, jejih¾ je spoluautorem, obsahují dal¹í materiál k tétomoderní partii. Mnoho podnìtù a neklasikýh øe¹ení øady problémù vznikalo diskusemi pøi ne-zanedbatelném mno¾ství ¹álkù èaje s Janem Malým. Nejvìt¹í kus práe odvedl Ondøej Kalenda,který peèlivì pøeèetl skoro elý text a výraznì pøispìl ke zlep¹ení elého rukopisu. S mnoha dotazyokolo správné èeské gramatiky mi pomohl pøítel Vladimír Novák. Koneènì typogra�kou úpravuzejména v souvislosti s uspoøádáním rejstøíku a se zaøazením portrétù nìkterýh matematikù sivzal za své Mihal Bene¹. Autorem pøevá¾né vìt¹iny snímkù souèasnýh matematikù v textu jsemsám.Jsem si vìdom toho, ¾e sepisování textu byh mohl vìnovat libovolnì dlouhou dobu. Stále bybylo o vylep¹ovat, o pøidávat. Tøeba roz¹íøit vièení, dodat poznámky o historikýh souvis-losteh èi dal¹í odkazy na studium vhodné literatury. Kdy¾ jsem nedávno èetl Vaulíkùv "Èeskýsnáø\, narazil jsem na vìtu: "®ádné dílo není nikdy nejdokonalej¹í, jednou je v¹ak nutno je zahotové prohlásit\. Tím jsem se pak øídil pøi rozhodování, kdy Zápisky ukonèit.Text vznikl za èásteèné podpory grantu GAUK 186/96.Praha { Athény { Desná, 1993{97 Jaroslav Luke¹V druhém vydání tìhto skript jsem opravil pouze drobné hyby a pøeklepy. V¹em, kdo¾ mìna nì upozornili, upøímnì dìkuji. Jinak text Zápiskù zùstal nezmìnìn. Musím ov¹em dodat, ¾enávrhù jak na dal¹í zlep¹ení, tak i k vìt¹ím opravám jsem dostal mnohem víe. Neustále by byloo vylep¹ovat. A také tøeba doplnit novou literaturu. Proto¾e se pøevá¾nì jedná o vìt¹í zásah dotextu, nehtìl jsem v tomto dotisku ji¾ ni pøidávat. Snad pøí¹tì . . .Praha, èervene 2001 JL
. . . ¾ádné dal¹í se nekonalo. Náklad skript byl ryhle rozebrán a já jsem byl po¾ádán o dodánípøedlohy, ani¾ byh mìl èas rozmý¹let o dal¹íh vylep¹eníh. Snad pøí¹tì . . .Praha, záøí 2003 JL
. . . proto¾e skripta jsou ji¾ del¹í doby vyprodána, byl jsem opìt po¾ádán o dotisk. V nìmjsem opravil pouze pár pøeklepù.Praha, duben 2012 JL
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1A. Elementy funkionální analýzy1. Banahovy a Hilbertovy prostory1.1. Normované lineární prostory. Symbolem F budeme oznaèovat buïto tìleso reálnýhèísel R èi komplexníh èísel C a jeho prvky nazývat skaláry . Normovaným lineárním prostoremrozumíme ka¾dý vektorový prostorW nad tìlesem F vybavený je¹tì normou ‖.‖, o¾ je nezápornáfunke na W splòujíí po¾adavky:(a) ‖x‖ ≥ 0, pøièem¾ ‖x‖ = 0, právì kdy¾ x = 0,(b) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖,() ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖pro ka¾dé x, y ∈W a λ ∈ F. Je-li F = R, nazýváme nìkdy pro pøesnost W reálným normovanýmlineárním prostorem, v pøípadì kdy F = C mluvíme té¾ o komplexníh prostoreh. Nerovnostiv () se samozøejmì øíká trojúhelníková nerovnost .Skoro ihned je vidìt, ¾e funke ̺(x, y) := ‖x− y‖ je metrika na W .Banahovým prostorem rozumíme ka¾dý normovaný lineární prostor, který je v pøíslu¹né me-trie ̺ úplný. Nìkdy té¾ budeme øíkat, ¾e ‖.‖ na prostoru X je úplná norma, jestli¾e (X, ‖.‖) jeBanahùv prostor.Zaènìme zlehka s nenápadnou, leè velie dùle¾itou vìtièkou.1.2. Vìtièka. Buï E normovaný lineární prostor. Potom norma ‖.‖ : x 7→ ‖x‖ je na E (dokonestejnomìrnì) spojitá funke.Dùkaz. Z nerovnosti | ‖x‖−‖y‖ | ≤ ‖x−y‖ (která se odvodí z trojúhelníkové nerovnosti a vztahu
x = (x− y) + y), plyne okam¾itì tvrzení.1.3. Poznámky. (a) V ka¾dém normovaném lineárním prostoru urèuje tedy pøíslu¹ná metrika soustavu otevøe-nýh mno¾in. Tuto koleki otevøenýh mno¾in nazýváme topologií danou uva¾ovanou normou. Pøipomeòme pouze,¾e tato topologie, tedy soustava otevøenýh mno¾in, je uzavøena na koneèné prùniky a libovolná sjednoení. Mù¾ese stát, ¾e víe rùznýh norem na daném prostoru urèuje tuté¾ topologii. V tom pøípadì budeme øíkat, ¾e pøíslu¹nénormy jsou ekvivalentní. Blí¾e viz hned následujíí odstave 1.4.(b) Pøipomeòme, ¾e posloupnost {xn} prvkù normovaného lineárního prostoru konverguje k prvku x, o¾ symbo-liky zapisujeme xn → x, jestli¾e ‖xn − x‖ → 0. Pokud toto nastane, øíkáme té¾, ¾e posloupnost {xn} konvergujek x silnì èi v normì .() Pseudonormou na vektorovém prostoru W rozumíme ka¾dou nezápornou funki na W , která splòuje po¾adavky(b) a () z 1.1 a která nulovému prvku pøiøadí 0. Pokud p je pseudonorma a p(x) = 0, nemusí být je¹tì x = 0.1.4. Ekvivalentní normy. Øekneme, ¾e normy ‖.‖1 a ‖.‖2 na vektorovém prostoru E jsouekvivalentní , existují-li takové kladné konstanty α, β, ¾e

α ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β ‖x‖1 pro ka¾dé x ∈ E .Lehko se pøesvìdèíte, ¾e se jedná skuteènì o vztah ekvivalene. Platí následujíí dùle¾ité tvrzení.1.5. Vìta. Dvì normy na vektorovém prostoru E jsou ekvivalentní, právì kdy¾ topologie jimigenerované na E splývají.Dùkaz. Samozøejmì dvì ekvivalentní normy ‖.‖1 a ‖.‖2 na E urèují stejné koleke otevøenýhmno¾in. Staèí si jen vzpomenout na de�nii otevøené mno¾iny (mno¾ina je otevøená, obsahuje-lis ka¾dým bodem z i nìjakou kouli okolo z) a uvìdomit si, ¾e koule {x ∈ E : ‖x − z‖2 < ε}obsahuje kouli {x ∈ E : ‖x− z‖1 < ε
β} a je obsa¾ena v {x ∈ E : ‖x− z‖1 < ε

α}.Neh» naopak prostory (E, ‖.‖1) a (E, ‖.‖2) mají stejné systémy otevøenýh mno¾in. Proto¾ekoule {x ∈ E : ‖x‖2 < 1} je otevøená v (E, ‖.‖2), je otevøená i v (E, ‖.‖1) a musí existovat ε > 0tak, ¾e {x ∈ E : ‖x‖1 < ε} ⊂ {x ∈ E : ‖x‖2 < 1}. Odtud pak plyne, ¾e ε‖y‖2 ≤ ‖y‖1 pro ka¾dé
y ∈ E. Ze symetrie pak ji¾ lehko vyplyne, ¾e normy ‖.‖1 a ‖.‖2 jsou ekvivalentní.1.6. Poznámka. Dvì normy na E jsou ekvivalentní, mají-li také stejné konvergentní posloupnosti (nebo jenstejné posloupnosti konvergujíí k nule) èi také, mají-li shodné auhyovské posloupnosti. Upozornìme v¹ak ihned,¾e na (metrikém prostoru) R existují dvì metriky majíí stejné konvergentní, nikoliv v¹ak stejné auhyovsképosloupnosti.



2 A. Elementy funkionální analýzy1.7. Vìta. V¹ehny normy na koneènì dimenzionálním vektorovém prostoru E jsou (navzájem)ekvivalentní.Dùkaz. Neh» {e1, . . . , en} je nìjaká báze E a ‖.‖ je norma na E. Pokud x = λ1e1 + · · · + λnen,polo¾me ‖x‖∞ := max{|λ1|, . . . , |λn|}. Pøedev¹ím je tøeba ukázat, ¾e ‖.‖∞ je skuteènì normou na
E. To je velku rutinní zále¾itost. K dokonèení dùkazu si pak staèí rozmyslet, ¾e normy ‖.‖∞ a ‖.‖jsou ekvivalentní. Na jedné stranì ale máme ‖x‖ = ‖∑i λiei‖ ≤ max{|λ1|, . . . , |λn|} ∑i ‖ei‖ =
‖x‖∞

∑
i ‖ei‖.Oznaèíme-li nyní SE := {x ∈ E : ‖x‖∞ = 1}, je SE kompaktní podmno¾ina (E, ‖.‖∞) podleznámé vìty z analýzy.(Osvì¾me si my¹lenku dùkazu. Volíme-li xk = λk1e1+ · · ·+λknen ∈ SE , zjistíme, ¾e èíselné posloupnosti {λkj }k jsouomezené pro ka¾dé j = 1, . . . , n. Podle Bolzano-Weierstrassovy vìty z nih lze vybrat konvergentní posloupnosti.Musíme je ov¹em vybrat ¹ikovnì | postupnì. Bude potom existovat posloupnost indexù k1 < k2 < k3 < . . . a(λ1, . . . , λn) tak, ¾e lim

i→∞
λki
j = λj pro ka¾dé j = 1, . . . , n. Polo¾íme-li x = λ1e1 + · · · + λnen, zbývá ukázat, ¾e

x ∈ SE a xki
→ x.)Potom ov¹em SE je kompaktní i v prostoru (E, ‖.‖). To plyne z toho, ¾e ‖x‖ ≤ β ‖x‖∞ (nebo»potom ka¾dá mno¾ina, která je otevøená v (E, ‖.‖), je otevøená i v (E, ‖.‖∞) anebo, heme-li,ka¾dá konvergentní posloupnost v ‖.‖∞ je konvergentní i v ‖.‖). Proto¾e norma je podle 1.2 v¾dyspojitá funke, nabývá ‖.‖ svého minima na kompaktní mno¾inì SE . Existuje tedy δ > 0 tak, ¾e

‖z‖ ≥ δ pro ka¾dé z ∈ SE . Ov¹em¾e δ > 0, nebo» 0 /∈ SE . Je-li nyní x ∈ E libovolné (nenulové),je y := x
‖x‖∞

∈ SE . Tudí¾ ‖y‖ ≥ δ. Tím dostáváme i druhou nerovnost ‖x‖∞ ≤ 1
δ ‖x‖. Tatonerovnost samozøejmì platí i pro x = 0.1.8. Dùsledek. Ka¾dý koneènì rozmìrný normovaný lineární prostor je Banahùv.Dùkaz. Neh» {e1, . . . , en} je báze na¹eho prostoru, oznaème ho E. Polo¾íme-li, obdobnì jakov pøedhozím dùkazu, ‖x‖∞ := max{|λ1|, . . . , |λn|}, pokud x = λ1e1 + · · · + λnen, je E v tétonormì úplný. Dùkaz by probíhal podobnì jako v pøedhozí vìtì, kde jsme dokazovali kom-paktnost jednotkové koule. Podstatné je, ¾e posloupnosti "koe�ientù\ auhyovské posloupnostiv (E, ‖.‖∞) jsou èíselné auhyovské posloupnosti, a jsou tudí¾ konvergentní. Proto¾e pùvodnínorma na E je podle pøedhozí vìty 1.7 ekvivalentní úplné normì ‖.‖∞, je i E v ní úplný. To jesnadné si z de�ni odvodit.1.9. Dùsledek. Ka¾dý koneènì rozmìrný podprostor normovaného lineárního prostoru je uza-vøený.Dùkaz. Staèí pou¾ít pøedhozí 1.8. Je-li toti¾ M koneènì dimenzionální podprostor normova-ného lineárního prostoru a {xn} posloupnost prvkù z M konvergujíí k x, je posloupnost {xn}auhyovská. Podle 1.8 má tedy limitu v M a tou limitou musí být samozøejmì bod x.1.10. Pøíklady prostorù. (a) Prostory Rn, Cn, l1n a l∞n . Prostory Rn èi Cn jsou tvo-øeny v¹emi n-tiemi reálnýh èi komplexníh èísel. Normu takové n-tie byhom mohli de�novatrùzným zpùsobem. My polo¾íme

‖x‖ := √
|x1|2 + · · · + |xn|2 ,pokud x = (x1, . . . , xn) a této normì budeme øíkat eukleidovská. Podle dùsledku 1.8 jsou prostoryRn a Cn opatøeny touto normou Banahovy.Do prostoru v¹eh n-ti lze zavést i dal¹í normy. Abyhom vyjádøili závislost prostoru na normì,budeme znaèit symbolem l1n prostor v¹eh n-ti (reálnýh anebo komplexníh) èísel opatøenýnormou

‖x‖1 = ‖(x1, . . . , xn)‖1 := |x1| + · · · + |xn|a symbolem l∞n prostor v¹eh n-ti s normou
‖x‖∞ = ‖(x1, . . . , xn)‖∞ := max(|x1|, . . . , |xn|) .Prostory l1n a l∞n jsou opìt úplné.



1. Banahovy a Hilbertovy prostory 3Samozøejmì, pro libovolné p ∈ [1,∞) byhom mohli uva¾ovat prostor lpn s normou ‖x‖p := (|x1|p+· · ·+|xn|p) 1p .V¹ehny tyto prostory jsou speiálními pøípady Banahovýh prostorù Lp(X,S, µ), kde za X volíme mno¾inu
{1, 2, . . . , n}, za S systém v¹eh podmno¾in X a za µ aritmetikou míru. Prostor l∞n mù¾eme také hápat jakoprostor v¹eh spojitýh funkí C(K) na mno¾inì K = {1, 2, . . . , n} opatøené diskrétní topologií.Poznamenejme, ¾e topologie generované v¹emi tìmito normami jsou stejné. To není nikterakpøekvapujíí, ukázali jsme si v 1.7, ¾e v¹ehny normy na daném vektorovém prostoru koneènédimenze jsou navzájem ekvivalentní.(b) Prostory C([0, 1℄) a C(K). Vektorový prostor v¹eh (reálnýh èi komplexníh) funkí naintervalu [0, 1℄ budeme uva¾ovat v¾dy s normou

‖f‖ = max{|f(t)| : t ∈ [0, 1℄} pro f ∈ C([0, 1℄) .Je lehkým vièením ovìøit, ¾e se jedná skuteènì o normu. Ze základníh vìt analýzy také vyplývá,¾e konvergene posloupnosti funkí v této normì je vlastnì stejnomìrnou konvergení. Naví
C([0, 1℄) je v této normì úplný. To plyne z toho, ¾e auhyovské posloupnosti v prostoru C([0, 1℄)jsou "stejnomìrnì auhyovské posloupnosti\, které jsou, jak známo, stejnomìrnì konvergentní.Do prostoru C([0, 1℄) lze zavést i jiné normy. Uva¾ujeme-li integrální normu

‖f‖i = ∫ 10 |f(t)| dt pro f ∈ C([0, 1℄) ,tvoøí opìt (C([0, 1℄), ‖.‖i) normovaný lineární prostor. Ten v¹ak ji¾ není úplný. Tøeba posloupnostfunkí {fn}, kde fn jsou spojité na [0, 1℄, rovny 0 na intervalu [0, 12 − 1
n , ℄, rovny 1 na [ 12 , 1℄a lineární na [ 12 − 1

n ,
12 ℄, je v nìm auhyovská (to není tì¾ké nahlédnout, staèí si namalovatobrázek a ujasnit geometriký význam normy ‖f‖i), nikoliv v¹ak konvergentní. To odùvodnímetakto. Kdyby posloupnost {fn} konvergovala v integrální normì, limitní funke, která by bylaspojitá, by musela být rovna 0 na intervalu [0, 12 ) a rovna 1 na ( 12 , 1℄. To proto, ¾e konvergenev integrální normì je vlastnì konvergení v prostoru L1, a tam víme, ¾e z posloupnosti {fn} lzevybrat podposloupnost, která konverguje skoro v¹ude (viz tøeba [LM℄, vìta 12.4).Mù¾eme také argumentovat elementárnìji. Je-li f libovolná spojitá funke na [0, 1℄, máme proka¾dé n
‖fn − f‖i = ∫ 12− 1

n0 |f | + ∫ 1212− 1
n

|fn − f | + ∫ 112 |f − 1| .Pokud tedy ‖fn − f‖i → 0, musí být vzhledem ke spojitosti f nutnì f = 0 na [0, 12 ) a f = 1 na( 12 , 1℄.Naví normy ‖.‖ a ‖.‖i ji¾ nejsou na prostoru C([0, 1℄) ekvivalentní. Není tì¾ké si pøedstavitposloupnost {fn} nezápornýh spojitýh funkí na [0, 1℄, která nekonverguje stejnomìrnì k nule,ale pro ni¾ pøesto integrály ∫ 10 fn konvergují k nule. Koneènì, mù¾ete se té¾ podívat na vièení4.22.l, kde nám pomù¾e vìta o otevøeném zobrazení.Nahradíme-li interval [0, 1℄ libovolným kompaktním topologikým prostorem K, budeme v¾dyBanahùv prostor spojitýh funkí na K uva¾ovat s "max-normou\ ‖f‖ := max{|f(t)| : t ∈ K}.() Prostory c a c0. Vektorový prostor c tvoøí mno¾ina v¹eh konvergentníh posloupností, a»ji¾ reálnýh nebo komplexníh èísel, opatøený normou
‖{xn}‖ := sup {|xn| : n ∈ N} .Posloupnost prvkù {zn} konverguje v prostoru c k prvku z, jestli¾e k nìmu konverguje stejnomìrnìnaN (nezapomeòte, ¾e ka¾dé zn je posloupnost naN). Prostor c je úplný. Jeho podprostor tvoøenýv¹emi posloupnostmi konvergujíími k 0 budeme znaèit symbolem c0. Proto¾e c0 je dokoneuzavøený podprostor c (dùkaz pøipomíná Osgoodovo lemma o zámìnì limit známé z analýzy),tvoøí c0 Banahùv prostor.Poznámka. Pøedbìhneme-li trohu, mù¾eme ukázat uzavøenost c0 v prostoru c následovnì. Pøedev¹ím si uvìdo-míme, ¾e zobrazení P : {xn} 7→ limxn je omezený lineární funkionál na c. Proto¾e c0 = {x ∈ c : Px = 0} je jehojádro, musí být c0 uzavøenou podmno¾inou c.



4 A. Elementy funkionální analýzy(d) Prostor l∞. Prostor l∞ je tvoøen v¹emi omezenými posloupnostmi. Pro x = {xn} ∈ l∞polo¾me
‖x‖ = sup {|xn| : n ∈ N} .Zøejmì l∞ obsahuje c jako svùj vlastní (uzavøený) podprostor. Také prostor l∞ je úplný, je toti¾speiálním pøípadem mnohem obenìj¹íh Banahovýh prostorù, které nyní popí¹eme. Dùkazya dal¹í jejih vlastnosti jsou uvedeny v [LM℄.(e) Prostory Lp a L∞. Neh» (X,S, µ) je prostor s mírou. Symbolem L∞ = L∞(X,S, µ) zna-èíme mno¾inu v¹eh µ-mìøitelnýh funkí na X , pro nì¾ existuje konstanta M tak, ¾e

|f(x)| ≤M pro µ-skoro v¹ehna x ∈ X .Nejmen¹í konstanta M s takovou vlastností se nazývá L∞-normou funke f a znaèí se ‖f‖∞.Rozdíl mezi ‖f‖∞ a supX |f | spoèívá, zhruba øeèeno, v tom, ¾e funke f → ‖f‖∞ zanedbáváhodnoty f na mno¾ináh míry nula.Neh» p ∈ [1,∞). Symbolem Lp = Lp(X,S, µ) znaèíme mno¾inu v¹eh µ-mìøitelnýh funkína X , pro nì¾ ∫X |f |p dµ <∞ . Èíslo
‖f‖p := (∫

|f |p dµ
)1/pse nazývá Lp-norma funke z Lp. Funke ‖.‖∞ a ‖.‖p mají v¹ehny dùle¾ité vlastnosti normy a¾na jednu "malièkost\. Mohou existovat nenulové funke majíí nulovou normu. Abyhom mohlipraovat v teorii normovanýh lineárníh prostorù, pøiøaïme ka¾dé funki f ∈ Lp (neh» nyní1 ≤ p ≤ ∞) tøídu funkí [f ℄ = {g ∈ Lp : g = f µ-skoro v¹ude na X}a de�nujme Lp = Lp(X,S, µ) = {[f ℄ : f ∈ Lp} . Potom Lp je lineární prostor, vybavený operaemi[f ℄ + [g℄ := [f + g℄ , α[f ℄ := [αf ℄(α ∈ R) a normou

‖ [f ℄ ‖p := ‖f‖p .Snadno nahlédneme, ¾e uvedené de�nie jsou korektní (tj. nezávislé na výbìru reprezentantù).V matematiké literatuøe je bì¾né nerozli¹ovat funke a tøídy funkí, lekdy ani Lp a Lp.Øíkáme napøíklad, ¾e {fj} je auhyovská posloupnost v Lp, a myslíme tím, ¾e fj jsou funke a
{[fj℄} je auhyovská posloupnost v Lp.Prostory Lp jsou úplné. Je-li toti¾ {fj} auhyovská posloupnost v Lp, potom {fj} je konver-gentní v Lp, tj. existuje f ∈ Lp tak, ¾e

∫

X

|f − fj|p dµ → 0 pro p ∈ [1,∞)èi
‖f − fj‖∞ → 0 v pøípadì p = ∞ .(f) Prostory lp a l∞. V pøípadì, ¾e µ je aritmetiká míra na mno¾inì X (nìkdo té¾ u¾ívánázvu sèítaí míra, je to prostì míra, která mno¾inám pøiøazuje poèet jejih prvkù), znaèíme

lp(X) = Lp(X,P(X), µ). Tak dostaneme pro X = N prostory posloupností:{ prostor lp, 1 ≤ p <∞, v¹eh posloupností x = {xn}, pro nì¾ ‖x‖p := (∑
n
|xn|p

)1/p
<∞,{ prostor l∞ v¹eh omezenýh posloupností x = {xn} zavedený vý¹e s normou ‖x‖∞ :=supn |xn|.



1. Banahovy a Hilbertovy prostory 5(g) Sobolevovy prostory. Sobolevovy prostory hrají dùle¾itou roli zejména v teorii pariálníhdifereniálníh rovni. Lze je de�novat víe zpùsoby, o nìkterýh se struènì zmíníme v *1.3.Pro ty, kteøí neznají teorii distribuí, zade�nujeme nejdøíve zobenìné derivae. Pøedpoklá-dejme tedy, ¾e 
 je otevøená podmno¾ina Rn a i = 1, . . . , n je index. Symbolem D(
) znaèmevektorový prostor v¹eh nekoneènì diferenovatelnýh funkí majííh kompaktní nosiè v 
 a
L1
loc(
) pak prostor v¹eh lokálnì integrovatelnýh funkí na 
 (ve¹kerou integrai vztahujemev¾dy k Lebesgueovì míøe v Rn). Øekneme, ¾e funke f ∈ L1

loc(
) má slabou derivai podle i-tépromìnné, existuje-li funke gi ∈ L1
loc(
) tak, ¾e(PP) ∫
 gi ϕ = −

∫
 f ∂ϕ

∂xipro ka¾dou "testovaí\ funki ϕ ∈ D(
) (s existení integrálù nejsou problémy, uvìdomte si, ¾e
ϕ má kompaktní nosiè a spojité derivae).Pokud funke f má slabou derivai podle i-té promìnné, funke gi splòujíí uvedenou rovnost(PP) je urèena jednoznaènì jako¾to prvek prostoru L1

loc(
). V tom pøípadì znaèíme gi také jako
Dif .(Jestli¾e toti¾ funke h z prostoru L1

loc(
) splòuje rovnost R
 hϕ = 0 pro v¹ehny funke ϕ ∈ D(
), je nutnì podlevìty D.7 h = 0 skoro v¹ude.)Má-li f slabé derivae podle v¹eh promìnnýh, øekneme, ¾e f je na 
 slabì diferenovatelnámajíí na 
 slabou derivai ∇f := (D1f, . . . , Dnf).Má-li funke f spojité pariální derivae ∂f
∂xi

na 
, je rovnost (PP) splnìna pro funke gi = ∂f
∂xia ∇f je "klasikým\ gradientem grad f := ( ∂f∂x1 , . . . , ∂f∂xn

) funke f .Rovnost (PP) zapisujeme struènì ve tvaru ∫
∇f ϕ = −
∫
 f gradϕ.Pro ty, kteøí se seznámili s distribuemi, pouze uveïme, ¾e slabé derivae nejsou ni jiného ne¾ distributivníderivae. Má-li funke f slabou derivai, je tato i její distributivní derivaí. O jejih vztahu se lze doèíst v *1.4.Buï p ∈ [1,∞℄. Øekneme, ¾e funke f ∈ Lp(
) le¾í v Sobolevovì prostoru W1,p(
), jestli¾epro ka¾dé i = 1, . . . , n existuje slabá derivae Dif a Dif ∈ Lp(
).V jazye teorií distribuí je W1,p(
) prostor tìh funkí z Lp(
), jejih¾ v¹ehny distributivní pariální derivae1-øádu le¾í v Lp(
).Není tøeba zvlá¹tì zdùrazòovat, ¾e byhom mìli opìt spí¹e mluvit o Sobolevovì prostoru W1,p(
), jeho¾ prvkyjsou tøídy navzájem ekvivalentníh funkí z prostoru W1,p(
).Uva¾ujeme-li jednodimenzionální pøípad a omezený interval (a, b), le¾í ka¾dá absolutnì spojitá funke u na [a, b℄v prostoru W1,1((a, b)). Její derivae u′, která existuje skoro v¹ude na (a, b) a je tam integrovatelná, je slabouderivaí funke u. Naopak, prvky prostoru W1,1((a, b)) mají také pìkné reprezentanty. Je-li toti¾ f ∈ W1,1((a, b)),existuje absolutnì spojitá funke v na [a, b℄ tak, ¾e f = v skoro v¹ude. Samozøejmì potom v′ je slabou derivaífunke f . O tom se lze doèíst v [LM℄, 32.5.Situae ve víedimenzionálním pøípadì je komplikovanìj¹í, niménì i zde, pokud p > n, lze funke z W1,p(Rn)identi�kovat se spojitými funkemi: Je-li f ∈ W1,p(Rn), kde p > n, existuje spojitý reprezentant funke f , tedytaková funke u ∈ C(
), ¾e f = u skoro v¹ude.Pokud 1 ≤ p <∞, de�nujeme "normu\ funke f ∈ W1,p(
) jako¾to

‖f‖1,p = (∫
(|f |p + |∇f |p)) 1
p

.Dále polo¾íme
‖f‖1,∞ = max (‖f‖∞, ‖∇f‖∞)pro f ∈ W1,∞(
).Sobolevovy prostory W1,p(
) jsou Banahovými prostory. Není obtí¾né ovìøit, ¾e W1,p(
)tvoøí vektorový prostor a ‖.‖1,p je norma na nìm. K dùkazu úplnosti pøedpokládejme, ¾e {fk}je auhyovská posloupnost ve W1,p(
). Potom {fk} a {Difk} (i = 1, . . . , n) jsou auhyovsképosloupnosti v prostoru Lp(
). Existují tedy f, g1, . . . , gn ∈ Lp(
) tak, ¾e fk → f a Difk → gi



6 A. Elementy funkionální analýzyv Lp(
). Uká¾eme-li, ¾e (g1, . . . , gn) je slabá derivae f , bude f ∈W1,p(
) a fk → f ve W1,p(
).Volme tedy ϕ ∈ D(
) a i ∈ {1, . . . , n}. Oznaèíme-li je¹tì Lim limitu v prostoru Lp(
), máme
∫
 ϕDif = ∫
 ϕ LimDifk = lim ∫
 ϕDifk = − lim∫
 fk ∂ϕ∂xi == −

∫
 Lim fk
∂ϕ

∂xi
= −

∫
 f ∂ϕ

∂xi(zde jsme pou¾ili Hölderovu nerovnost k odùvodnìní limitníh pøehodù: pokud hn ∈ Lp(
) a
hn → h v Lp(
), potom ∫

hn ϕ→
∫
hϕ pro ka¾dé ϕ ∈ D(
)).Dùkaz úplnosti pro p = ∞ je je¹tì jednodu¹¹í.(h) Prostor Radonovýh mìr. Pro osvì¾ení proveïme krátkou úvodní exkurzi do problematikyRadonovýh mìr. Pokud ètenáøe zajímají detaily, lze je nalézt napøíklad v [LM℄.Neh»K je kompaktní prostor. Radonovou mírou naK rozumíme ka¾dou koneènou nezápornou

σ-aditivní mno¾inovou funki µ, která je de�novaná na systému v¹eh borelovskýh podmno¾inprostoru K a má následujíí vlastnosti:(a) µB = inf{µG : G ⊃ B,G otevøená} pro ka¾dou borelovskou mno¾inu B ⊂ K,(b) µG = sup{µT : T ⊂ G, T kompaktní} pro ka¾dou otevøenou mno¾inu G ⊂ K.Znaménkovou mírou na K rozumíme reálnou σ-aditivní mno¾inovou funki de�novanou na σ-algebøe v¹eh borelovskýh podmno¾in K, pro ni¾ µ∅ = 0. Ka¾dou znaménkovou míru µ lze pakpsát jako rozdíl dvou nezápornýh mìr µ = µ+ − µ−, kde
µ+(S) := sup{µB : B ⊂ S,B borelovská } a µ−(S) := sup{−µB : B ⊂ S,B borelovská }pro ka¾dou borelovskou mno¾inu S ⊂ K. Polo¾íme-li je¹tì |µ| := µ+ + µ−, je |µ| nezáporná míranazývaná té¾ totální variaí míry µ.Lze ukázat, ¾e

|µ|(S) = sup{ n∑

k=1 |µBk| : Bk borelovská, n⋃

k=1Bk = B,Bi ∩Bj = ∅ pro i 6= j
}pro ka¾dou S ⊂ K borelovskou.Je-li koneènì µ komplexní míra, tedy komplexní σ-aditivní míra de�novaná na borelovskýhpodmno¾ináh K anulujíí se na prázdné mno¾inì, mù¾eme de�novat i její totální variai pomoíprávì uvedené rovnosti.Øekneme pak, ¾e znaménková míra µ je Radonova, pokud (nezáporné) míry µ+ i µ− jsouRadonovy. Komplexní Radonovou mírou pak rozumíme takovou míru, její¾ reálná a imaginárníèást jsou Radonovy míry.Komplexní (èi koneèná znaménková) míra µ de�nována na σ-algebøe v¹eh borelovskýh pod-mno¾in K je Radonova, právì kdy¾ její totální variae |µ| je Radonova, a to je, právì kdy¾

|µ|(B) = sup{|µ|K : K je kompaktní podmno¾ina B}pro ka¾dou borelovskou mno¾inu B ⊂ K.Prostor M(K) v¹eh (a» ji¾ reálnýh èi komplexníh) Radonovýh mìr na K s pøirozenìde�novaným sèítáním a násobením skalárem a opatøený normou ‖µ‖ := |µ|(K) tvoøí Banahùvprostor.1.11. Prostor se skalárním souèinem. Prostorem se skalárním souèinem rozumíme ka¾dývektorový prostor H (nad R èi C), v nìm¾ pro ka¾dé dva prvky x, y je de�nován skalární souèin(x, y) jako¾to prvek R èi C splòujíí po¾adavky(a) (x, x) ≥ 0, pøièem¾ (x, x) = 0, právì kdy¾ x = 0,(b) (x, y) = (y, x),() (λx, y) = λ(x, y), (x, λy) = λ(x, y) a (x+ y, z) = (x, z) + (y, z).



1. Banahovy a Hilbertovy prostory 7Polo¾íme-li nyní ‖x‖ :=√(x, x) pro x ∈ H , má zobrazení x 7→ ‖x‖ v¹ehny vlastnosti normy. Tojistì doká¾ete sami. ®ádnou potí¾ neèiní ukázat, ¾e ‖x‖ = 0, právì kdy¾ x = 0 a ¾e ‖λx‖ = |λ| ‖x‖.Pokud jde o trojúhelníkovou nerovnost, po elementárním roznásobením máme
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2 = ‖x‖2 + 2 Re(x, y) + ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2|(x, y)| + ‖y‖2 .A k dokonèení dùkazu ji¾ jen staèí pou¾ít následujíí základní nerovnost.1.12. Shwarzova nerovnost. Pro libovolné prvky x, y prostoru se skalárním souèinem Hplatí nerovnost

|(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .Dùkaz. Je¾to pro libovolné λ platí0 ≤ (x− λy, x− λy) = ‖x‖2 − 2λ(x, y) + λ2‖y‖2 ,musí být diskriminant této kvadratiké formy nekladný.Tak mohl probíhat dùkaz, pokud H byl prostor nad reálnými èísly. Pokud by H byl komplexní prostor, musímedùkaz trohu upravit. V tom pøípadì toti¾0 ≤ (x− λy, x− λy) = ‖x‖2 − 2 Re(x, λy) + |λ|2‖y‖2 .Staèí tedy, v pøípadì (x, y) 6= 0, volit je¹tì t ∈ C tak, aby |t| = 1 a |(x, y)| = (x, ty). Potom opìt dostáváme pro
λ ∈ R 0 ≤ ‖x− tλy‖2 = ‖x‖2 − 2 Re(x, tλy) + λ2‖y‖2 = ‖x‖2 − 2λ|(x, y)| + λ2‖y‖2a dùkaz dokonèíme stejnì jako v reálném pøípadì.1.13. Hilbertùv prostor. Hilbertùv prostor je ka¾dý prostor se skalárním souèinem, který jev zavedené normì x 7→

√(x, x) úplný.1.14. Poznámka. Lze øíi (ekvivalentnì), ¾e Hilbertùv prostor tvoøí ka¾dý Banahùv prostor nad R èi C, kdepøíslu¹ná norma splòuje pro ka¾dou dvojii x, y rovnobì¾níkové pravidlo
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2) .Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e v ka¾dém prostoru se skalárním souèinem platí rovnobì¾níkové pravidlo. Naopak,platí-li v Banahovì èi normovaném lineárním prostoru pro jeho normu rovnobì¾níkové pravidlo, je norma ji¾odvozena ze skalárního souèinu. V reálném pøípadì staèí polo¾it(x, y) = 14 (‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2) ,pokud jde o prostory nad komplexními èísly, je vzoreèek ponìkud slo¾itìj¹í(x, y) = 14 (‖x + y‖2 − ‖x− y‖2 + i‖x+ iy‖2 − i‖x− iy‖2) .1.15. Pøíklady. (a) Vrátíme-li se k pøíkladùm Banahovýh prostorù z 1.10, tak Rn èi Cn s euk-leidovskou normou tvoøí Hilbertùv prostor. Zde tedy skalární souèin dvou prvkù x = (x1, . . . , xn)a y = (y1, . . . , yn) je de�nován jako(x, y) = x1y1 + · · · + xnynv reálném pøípadì, a jako (x, y) = x1y1 + · · · + xnyn ,pokud uva¾ujeme prostor Cn.(b) Podíváme-li se na prostory Lp, tak pouze pro p = 2 jsou Hilbertovy. Samozøejmì skalárnísouèin dvou funkí f, g ∈ L2 je (f, g) = ∫

X

f g dµ .Speiálnì, prostor posloupností l2 je Hilbertùv prostor.



8 A. Elementy funkionální analýzy() Prostor l2(�), kde � je libovolná mno¾ina, je Hilbertùv prostor v¹eh reálnýh funkí f na �,které jsou nenulové pouze na spoèetné mno¾inì a pro nì¾ ∑γ∈� |f(γ)|2 <∞ opatøený skalárnímsouèinem (f, g) := ∑
γ∈� f(γ)g(γ) (toto je samozøejmì speiální pøípad pøedhozího pøíkladu proaritmetikou míru µ na �).Ètenáøe mo¾ná pøekvapilo, ¾e sèítáme øady, které mohou mít tøeba i nespoèetnì mnoho sèítanù. Proto struènìpøipomeòme de�nii. Je-li � libovolná (indexová) mno¾ina a f reálná funke na �, de�nujeme

X

γ∈� f(γ) = sup{X

γ∈F
f(γ) : F ⊂ � je koneèná mno¾ina},pokud funke f je nezáporná.Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e {γ ∈ � : f(γ) 6= 0} je spoèetná, jestli¾e P

γ∈� f(γ) < ∞.Obenì pak polo¾íme X

γ∈� f(γ) := X

γ∈� f+(γ) − X

γ∈� f−(γ) ,má-li rozdíl vpravo smysl.V pøípadì, ¾e � = N je mno¾ina pøirozenýh èísel, máme de�novány dva souèty: ∞P
n=1 f(n) jako limitu posloup-nosti èásteènýh souètù, a právì de�novaný souèet P

n∈N f(n). Dobøe si uvìdomte, jaký je mezi obìma symbolyrozdíl. K tomu se postaèí zamyslet nad pøíkladem souètù ∞P
n=1 (−1)n

n
a P
n∈N (−1)n

n
. Vlastnì mù¾ete té¾ porovnats 1.31.(d) Neh» H je mno¾ina v¹eh reálnýh absolutnì spojitýh funkí f na [0, 1℄ takovýh, ¾e f(0) = 0a f ′ ∈ L2([0, 1℄) (pøipomeòme, ¾e ka¾dá absolutnì spojitá funke na [0, 1℄ má vlastní derivai skorov¹ude a tato derivae v¾dy le¾í v L1([0, 1℄)). Polo¾íme-li (f, g) = ∫ 10 f ′ g′ pro f, g ∈ H (s existeníintegrálu není problém, pøihlédneme-li k Hölderovì nerovnosti), je H Hilbertùv prostor.(e) Sobolevùv prostor W1,2(
) je Hilbertùv, kde skalární souèin je de�nován jako(f, g) = ∫
(fg + ∇f ∇g) .Porovnejte tento pøíklad s jednorozmìrným pøípadem z (d).1.16. Ortogonální prvky a mno¾iny. Dva prvky Hilbertova prostoru H nazveme ortogonálnínebo kolmé , jestli¾e jejih skalární souèin je roven 0. Obenìji, dvì podmno¾iny P,Q jsou orto-gonální, jestli¾e (p, q) = 0 pro ka¾dou dvojii p ∈ P a q ∈ Q. Pro dva ortogonální prvky budemepou¾ívat symbol x ⊥ y. Význam symbolù x ⊥M èi P ⊥ Q je snad zøejmý.Je-li M podmno¾ina H , znaème její ortogonální doplnìk symbolem M⊥. Tedy M⊥ := {x ∈

H : (x,m) = 0 pro ka¾dém ∈M}.Není tì¾ké ukázat, ¾e M⊥ je v¾dy uzavøený podprostor H . Samozøejmì, M⊥ je lineární pod-prostor H . ®e je uzavøený, plyne z pøede¹lé Shwarzovy nerovnosti (nebo, heme-li, ze spojitostiskalárního souèinu). Jestli¾e toti¾ xn → x a h ∈ H , potom z odhadu |(xn, h) − (x, h)| = |(xn −
x, h)| ≤ ‖xn − x‖ ‖h‖ plyne (xn, h) → (x, h).1.17. Existene nejbli¾¹ího prvku. Neh» M je uzavøený podprostor Hilbertova prostoru H.Potom ke ka¾dému x ∈ H existuje právì jedno mo ∈M tak, ¾e ‖x−mo‖ = dist(x,M).Dùkaz. K dùkazu existene. Pokud x ∈M , staèí volit mo = x. Pøedpokládejme tedy, ¾e x ∈ H \
M . Proto¾e dist(0, x −M) = dist(x,M), staèí v mno¾inì C := x −M nalézt prvek s nejmen¹ínormou. Oznaème tedy δ := dist(0, C). Jeliko¾ 0 /∈ C, je δ > 0. Podle de�nie vzdálenosti existujeposloupnost yn ∈ C tak, ¾e ‖yn‖ → δ. Uká¾eme-li, ¾e posloupnost {yn} je auhyovská, budeexistovat limita lim yn =: y le¾íí v C, a proto¾e norma je spojitá funke, bude ‖y‖ = lim ‖yn‖ = δ.Dùkaz tvrzení, ¾e {yn} je auhyovská, je velku snadný. Staèí pou¾ít rovnobì¾níkové pravidloa uvìdomit si, ¾e 12 (yn + yk) ∈ C, abyhom dostali odhad

‖yn − yk‖2 = 2(‖yn‖2 + ‖yk‖2) − ‖yn + yk‖2 ≤ 2(‖yn‖2 + ‖yk‖2) − 4δ2 ,



1. Banahovy a Hilbertovy prostory 9který spolu s limitním pøehodem dá tvrzení.Dùkaz jednoznaènosti je je¹tì jednodu¹¹í. Jsou-li y, z ∈ C, ‖y‖ = ‖z‖ = δ, plyne opìt z rovno-bì¾níkového pravidla, ¾e
‖y − z‖2 ≤ 2(δ2 + δ2) − 4δ2 = 0 .Prvek mo, jeho¾ existeni a jednoznaènost jsme právì dokázali, lze také harakterizovat geo-metriky. To je obsahem následujíího tvrzení.1.18. Vìta. Neh» Z je podprostor Hilbertova prostoru H, x ∈ H a zo ∈ Z. Potom ‖x− zo‖ =dist(x, Z), právì kdy¾ x− zo ⊥ Z.Dùkaz. Pokud x− zo ∈ Z⊥ a z ∈ Z, máme

‖x− z‖2 = ‖(x− zo) + (zo − z)‖2 = ‖x− zo‖2 + ‖zo − z‖2 ≥ ‖x− zo‖2(zde jsme vyu¾ili toho, ¾e prvky x− zo a zo− z jsou na sebe kolmé), tudí¾ ‖x− zo‖ = dist(x, Z).Neh» nyní H je reálný Hilbertùv prostor a ‖x− zo‖ = dist(x, Z). Cheme ukázat, ¾e x− zo ∈
Z⊥. Volme tedy z ∈ Z. Je-li ε reálné èíslo, je

‖x− zo‖2 ≤ ‖x− (zo + εz)‖2 = ‖x− zo‖2 − 2ε(x− zo, z) + ε2‖z‖2 .Tudí¾ 2ε(x− zo, z) ≤ ε2‖z‖2. Je-li ε > 0, máme 2(x− zo, z) ≤ ε‖z‖2. Proto¾e ε jsme volili zelalibovolnì, musí být (x− zo, z) ≤ 0. Podobnou úvahou pro ε < 0 dostaneme opaènou nerovnost.Uva¾ujeme-li H nad tìlesem komplexníh èísel, musíme dùkaz opìt trohu modi�kovat. Pokud (x− zo, z) = 0,není o øe¹it. Jinak je¹tì naví zvolíme t ∈ C tak, aby (x− zo, tz) = −|(x− zo, z)| a |t| = 1. Potom opìt
‖x− zo‖2 ≤ ‖x− (zo + εtz)‖2 = ‖x− zo‖2 − 2ε|(x− zo, z)| + ε2‖z‖2a dùkaz dokonèíme jako v pøípadì reálného Hilbertova prostoru.Jiná idea dùkazu. Pro dùkaz poslední implikae mù¾eme pou¾ít také následujíí my¹lenku. Pøed-pokládáme, ¾e ‖x − zo‖ = dist(x, Z) a z ∈ Z. Cílem je dokázat, ¾e (x − z0, z) = 0. Mù¾eme seomezit na pøípad, kdy ‖z‖ = 1. Je-li α libovolný skalár, máme

‖x− z0‖2 ≤ ‖x− (z0 + αz)‖2 = ‖x− z0‖2 − α(z, x− z0) − α(x− z0, z) + |α|2 .Volba α = (x − z0, z) dá nerovnost 0 ≤ −|α|2 (vzpomeòte si, ¾e αα = αα = |α|2), tudí¾(x− z0, z) = 0.1.19. Promítání na uzavøené podprostory v Hilbertovì prostoru. Neh» M je uzavøenýpodprostor Hilbertova prostoru H . Pro ka¾dé x ∈ H oznaème Px takový prvek z M , pro nìj¾
‖x−Px‖ = dist(x,M). Jeho existene i jednoznaènost je zaruèena pøedhozí vìtou 1.17. Zobrazení
P : x 7→ Px nazýváme projekí H na M . Jeho základní vlastnosti shrnuje následujíí vìta.1.20. Vìta. Buï M ⊂⊂ H uzavøený podprostor, P projeke H na M a kerP := {x ∈ H : Px =0}. Potom P je lineární zobrazení, P (Px) = Px a ‖Px‖ ≤ ‖x‖ pro ka¾dé x ∈ H, P (H) = M akerP = M⊥.Dùkaz. Pro dùkaz linearity pou¾ijeme harakteristiku z vìty 1.18 a jednoznaènost nejbli¾¹íhoprvku. Jsou-li toti¾ x, y ∈ H a m ∈M , máme(x + y − (Px+ Py),m) = (x − Px,m) + (y − Py,m) = 0 ,èili P (x+ y) = Px+ Py. Obdobnou úvahu mù¾eme provést pro násobek.Buï x ∈ H . Evidentnì P (Px) = Px (uvìdomte si, ¾e v¾dy Px ∈ M a P je identita na M).Proto¾e x = (x− Px) + Px a Px ⊥ x− Px, je ‖x‖2 = ‖x− Px‖2 + ‖Px‖2 ≥ ‖Px‖2.Samozøejmì oborem hodnot projeke P je M . Je-li Px = 0, je x = x − Px ∈ M⊥. Naopak,je-li x ∈M⊥, je x− 0 ⊥M , tudí¾ podle vìty 1.18 musí být Px = 0.



10 A. Elementy funkionální analýzy1.21. Dùsledek. Projeke Hilbertova prostoru H na jeho uzavøený podprostor je spojité zobra-zení.Dùkaz. Podle pøedhozí vìty vyu¾itím linearity P dostáváme ‖Px−Py‖ = ‖P (x−y)‖ ≤ ‖x−y‖.1.22. Poznámka. Projeke Hilbertova prostoru H na jeho uzavøený podprostor je tedy neexpanzivní zobrazení.Abyhom nemuseli pátrat, zobrazení f je neexpanzivní, jestli¾e ‖f(x) − f(y)‖ ≤ ‖x− y‖ pro v¹ehna x, y ∈ H.1.23. Algebraiký souèet a doplnìk. Øekneme, ¾e vektorový prostor W je algebraikýmsouètem podprostorù A,B, o¾ zapisujeme W = A⊕B , jestli¾e
A ∩B = {0} a W = A+B ,pøièem¾ souètem A+B rozumíme mno¾inu {a+ b : a ∈ A , b ∈ B}.Tudí¾, ka¾dý prvek w ∈ W lze napsat jednoznaènì (!) jako souèet wA + wB , kde wA ∈ A a

wB ∈ B.Je-li tedy W = A⊕B, lze de�novat projeke PA a PB pøedpisem
PA(w) = wA , PB(w) = wB , pokud w = wA + wB , wA ∈ A ,wB ∈ B .Zdùraznìme, ¾e projeke PA závisí jak na podprostoru A, tak i na B.Je-li A libovolný podprostor vektorového prostoru W , existuje v¾dy podprostor Ad tak, ¾e

W = A ⊕ Ad (staèí uva¾ovat Hamelovu bázi A a doplnit ji na bázi W ). Ka¾dý podprostor Bsplòujíí W = A⊕B (ten není urèen jednoznaènì) nazýváme algebraikým doplòkem A ve W .Poznamenejme je¹tì, ¾e v¹ehny algebraiké doplòky daného podprostoru A ⊂⊂ W jsou izo-morfní (a jsou izomorfní faktorprostoru W/A) a jejih dimenze se nazývá kodimenzí A ve W .Má-li nyní prostor W = A ⊕ B naví topologikou strukturu, mù¾eme se ptát, zda pøíslu¹néprojeke jsou spojité. To nás vede k následujíí de�nii.1.24. Topologiký souèet a doplnìk. Øekneme, ¾e normovaný lineární prostor E je topolo-gikým souètem podprostorù M a N , pí¹eme symboliky E = M ⊕t N , jestli¾e E = M ⊕ N aprojeke PM a PN jsou spojité.Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e projeke PM je spojitá, právì kdy¾ PN je spojitá; lze tedy v de�niipo¾adovat spojitost pouze jedné z projekí.Je-li E = M ⊕tN , jsou podprostory M i N uzavøené (uvìdomte si, ¾e M = P−1
N (0)). Naopak,je-li Banahùv prostor E algebraikým souètem M a N a oba podprostory M a N jsou uzavøené,je E = M⊕tN (to vyplyne snadno z vìty o uzavøeném grafu, viz 4.20). Lze tedy øíi, ¾e Banahùvprostor je topologikým souètem M a N , právì kdy¾ je jejih algebraikým souètem a M i Njsou uzavøené.Neh» nyní M je uzavøený podprostor Banahova prostoru X . Ptáme se, zda existuje podpro-stor Md tak, aby X = M ⊕t Md. Ka¾dý takový prostor pak nazveme topologikým doplòkem

M v X . Na rozdíl od algebraikého výsledku je nyní odpovìï obenì záporná. Kupøíkladu c0je uzavøený podprostor l∞, který nemá ¾ádný topologiký doplnìk (viz *2.6.e). Ve vìtì 2.27uká¾eme, ¾e ka¾dý koneènì dimenzionální podprostor má topologiký doplnìk. Rovnì¾ v Hilber-tovýh prostoreh má ka¾dý uzavøený podprostor topologiký doplnìk. To doká¾eme v následujíívìtì.Poznamenejme pouze, ¾e Hilbertovy prostory jsou touto vlastností dokone harakterizovány: Má-li ka¾dý uzavøenýpodprostor Banahova prostoru X topologiký doplnìk, je ji¾ X izomorfní s Hilbertovým prostorem (porovnejs *1.15).1.25. Vìta. Je-li M uzavøený podprostor Hilbertova prostoru H, potom H = M ⊕tM⊥. Spe-iálnì, pokud naví M 6= H, potom M⊥ 6= {0}.Dùkaz. Zøejmì M ∩M⊥ = {0}, volme tedy x ∈ H . Máme x = Px+ (x−Px), kde P je projeke
H na M . Proto¾e Px ∈M a x−Px ∈M⊥ podle 1.18, dostáváme, ¾e H je algebraikým souètem
M a M⊥. Dùsledek 1.21 nám pak zaruèuje, ¾e projeke P : H →M je spojitá.



1. Banahovy a Hilbertovy prostory 11Poznámka. Proto¾e podprostory M i M⊥ jsou uzavøené a H je jejih algebraikým souètem, plyne z dùsledku4.20 vìty o uzavøeném grafu, ¾e H je jejih topologikým souètem. To jen na okraj.1.26. Promítání na konvexní mno¾iny. Pøipomeòme, ¾e konvexní mno¾iny ve vektorovýhprostoreh jsou ty, které s ka¾dými dvìma body obsahují i úseèku je spojujíí. Mírným zobenìnímvìty 1.17 dojdeme k následujíímu tvrzení.Vìta. Je-li C uzavøená konvexní podmno¾ina Hilbertova prostoru H a x ∈ H, existuje právìjedno y0 ∈ C tak, ¾e ‖x− y0‖ = dist(x,C).Dùkaz. Dùkaz tvrzení probíhá skoro stejnì jako dùkaz uvedené vìty 1.17. Tam jsme vyu¾iliz vlastností podprostoru M pouze to, ¾e 12 (yn + yk) ∈M , pokud yn, yk ∈M .Mù¾eme tedy ka¾dému prvku x ∈ H pøiøadit jednoznaèným zpùsobem nejbli¾¹í prvek z C,oznaème ho PC(x). Je-li C dokone uzavøený podprostor H , splývá právì de�nované PC s pro-jekí na C, jak jsme ji de�novali døíve. Projeke na C nemusí být lineární, ale je v¾dy spojitá.O nìkterýh jejíh vlastnosteh se lze doèíst v *2.3.1.27. Promítání v Banahovýh prostoreh. Uva¾ujme nyní c0 jako uzavøený podprostorBanahova prostoru c a prvek x = ( 23 , 34 , 45 , . . . ) ∈ c. Není tì¾ké ukázat, ¾e dist(x, c0) = 1, a ¾eneexistuje jednoznaènì urèený prvek y0 ∈ c0 tak, aby dist(x, c0) = ‖x− y0‖ (za y0 lze tøeba vzít(0, 0, . . . ) èi ( 23 , 0, 0, . . . )).Není tedy nikde zaruèeno, ¾e by k danému prvku nemohlo v dané uzavøené konvexní mno¾inìexistovat víe nejbli¾¹íh prvkù.Rovnì¾ s existení jsou problémy. Uva¾ujme opìt prostor c0, jeho uzavøený podprostor M :=
{{zn} ∈ c0 : ∞∑

n=1 zn2n = 0} a x = { 12n } ∈ c0. Potom dist(x,M) = 13 , zatímo ‖x− z‖ > 13 pro ka¾dé
z ∈M .Vidíme tedy, ¾e v Banahovýh prostoreh nelze obenì promítat na uzavøené konvexní mno¾iny. Pozdìjivydìlíme jistou tøídu Banahovýh prostorù, budeme je nazývat uniformnì konvexními, kde lze ji¾ na uzavøenékonvexní mno¾iny promítat. O tom vypovídá vìta 21.15. Jednoznaènost promítání pak zaruèí striktní konvexitadaného prostoru.1.28. Ortonormální soustavy a báze. Ortonormální soustavou v Hilbertovì prostoru rozu-míme takovou podmno¾inu jeho prvkù, z nih¾ ka¾dé dva rùzné jsou ortogonální a ka¾dý z nih¾má normu rovnou 1.Podotknìme, ¾e ka¾dá koneèná podmno¾ina prvkù libovolné ortonormální soustavy je lineárnìnezávislá (dùkaz je lehounkým vièením). Tedy ka¾dá ortonormální soustava je lineárnì nezávislá.Ortonormální báze Hilbertova prostoru je ka¾dá maximální ortonormální soustava (tedy takováortonormální soustava, k ní¾ ji¾ nelze pøidat ¾ádný jiný prvek tak, aby stále je¹tì zùstávalaortonormální soustavou).1.29. Vìta. V ka¾dém Hilbertovì prostoru existuje ortonormální báze.Dùkaz. Mlèky pøedpokládáme, ¾e H je netriviální prostor. Existuje tedy v H nìjaká ortonor-mální soustava (kupøíkladu { x

‖x‖}, kde x je nenulový prvek prostoru H , je urèitì ortonormálnísoustava). Z Zornova lemmatu lehe vyplyne, ¾e ka¾dá ortonormální soustava je obsa¾ena v nìjakéortonormální bázi. Vskutku, neh» M je mno¾ina v¹eh ortonormálníh soustav daného Hilber-tova prostoru H obsahujíí danou ortonormální soustavu, která je uspoøádána inkluzí. Je-li Røetìze v M, potom sjednoení v¹eh ortonormálníh soustav z R je horní závorou R. PodleZornova lemmatu v C.5 má mno¾ina M maximální prvek. Oznaème ho F . Zbývá ukázat, ¾e Fje ortonormální bází H . Ale to je samozøejmé pøímo z de�nie.1.30. Poznámky. (a) Dùkaz existene ortonormální báze zalo¾ený na Zornovì lemmatu je nekonstruktivní. Je-li
H separabilní Hilbertùv prostor, lze jeho (spoèetnou) ortonormální bázi získat Gram-Shmidtovým ortogonalizaè-ním proesem. Uveïme detaily.Neh» tedy {xn} je spoèetná hustá podmno¾ina H. Postupným vy¹krtáváním jednotlivýh prvkù z ní mù¾emevybrat podposloupnost {zn} lineárnì nezávislýh prvkù tak, ¾e lineární obaly obou posloupností splývají. PomoíGram-Shmidtova ortogonalizaèního proesu, který vzápìtí popí¹eme, získáme z posloupnosti {zn} ortonormálníposloupnost {en} s vlastností, ¾e opìt lineární obaly {en} a {zn} splývají. Lze postupovat následovnì. Polo¾íme
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e1 := z1

‖z1‖ . Jsou-li e1, . . . , en ji¾ sestrojeny tak, ¾e tvoøí ortonormální soustavu a lineární obaly {z1, . . . , zn} a
{e1, . . . , en} se shodují, polo¾íme nejdøíve

z∗n+1 := zn+1 −
nX

j=1(zn+1, ej)ej .Potom prvek z∗n+1 je kolmý na {e1, . . . , en}. Také nemù¾e být z∗n+1 = 0. Staèí nyní polo¾it en+1 := z∗n+1
‖z∗

n+1‖ . Podle(iii) ve vìtì 1.34 ji¾ lehko odvodíme, ¾e {en} je ortonormální bází H() Neple»te pojem ortonormální báze Hilbertova prostoru s pojmem algebraiké neboli Hamelovy báze vektorovéhoprostoru (viz A.1). Ortonormální báze nekoneènì dimenzionálního Hilbertova prostoru nikdy nemù¾e být jehoHamelovou bází (viz *1.13.b).Ne¾ pøejdeme k dal¹ímu výkladu, potøebujeme nìo vìdìt o souèteh prvkù v Banahovýhprostoreh. Ètenáø zajímajíí se pouze o separabilní Hilbertovy prostory mù¾e následujíí odstavevynehat.1.31. Nekoneèné souèty v Banahovýh prostoreh. Mìjme mno¾inu prvkù {xα}α∈A v normovanémlineárním prostoru E. Jak de�novat souèet P{xα : α ∈ A}, o¾ budeme znaèit také jako P
α∈A

xα, tøeba i v pøípadì,kdy A je dokone nespoèetná mno¾ina?Oznaème symbolem F koleki v¹eh koneènýh podmno¾in mno¾iny A a pro F ∈ F polo¾me xF = P{xα : α ∈
F}. Proto¾e se jedná o koneèný souèet, je xF dobøe de�novaný prvek prostoru E. Øekneme, ¾e P

α∈A
xα konvergujek prvku x ∈ E, jestli¾e ke ka¾dému ε > 0 lze nalézt koneènou mno¾inu F0 ∈ F tak, ¾e

‖x− xF ‖ < ε pro ka¾dou mno¾inu F ∈ F , F ⊃ F0 .Pokud víme nìo o zobenìnýh posloupnosteh (viz Appendix C.6), potom P
α∈A

xα konverguje k x, jestli¾ezobenìná posloupnost {xF : F ∈ F}, kde F uspoøádáme inkluzí, konverguje k x.Speiální pozornost je tøeba vìnovat pøípadu, kdy za E vezmeme R èi C. Pokud xα jsou nezáporná reálnáèísla, je X

α∈A
xα = supn X

α∈F
xα : F ∈ F

oa P
α∈A

xα konverguje podle na¹í de�nie, je-li uvedené supremum koneèné. O tom se lehko pøesvìdèíme. Jsou-liv¹ehna xα reálná, potom P
α∈A

xα konverguje, právì kdy¾ konvergují øady z kladnýh i zápornýh èástí xα, pøièem¾
X

α∈A
xα = X

α∈A
x+α −

X

α∈A
x−α .V pøípadì komplexníh èísel øada P

α∈A
xα konverguje, konvergují-li její reálné a imaginární èásti.Jestli¾e A = N, jedná se o posloupnost prvkù {xn}n∈N, a my máme naví de�nován souèet ∞P

n=1 xn jakolim
n→∞

nP
i=1 xi. Platí následujíí:(a) jestli¾e {xn} je posloupnost prvkù normovaného lineárního prostoru E a P

n∈N xn konverguje k x podlena¹í de�nie, potom x = lim
n→∞

nP
i=1 xi; opak obenì neplatí,(b) jestli¾e xn jsou prvky úplného prostoru E a ∞P

n=1 ‖xn‖ < ∞, potom P
n∈N xn konverguje,() je-li {xn} posloupnost reálnýh èi komplexníh èísel, potom P

n∈N xn konverguje podle na¹í de�nie, právìkdy¾ øada ∞P
n=1 xn konverguje absolutnì, a to je právì v pøípadì, kdy øada ∞P

n=1 xπ(n) konverguje pro ka¾doupermutai π pøirozenýh èísel (bezpodmíneèná konvergene).1.32. Besselova nerovnost. Je-li {eα}α∈A ortonormální soustava v Hilbertovì prostoru H a
x ∈ H, je ∑

α∈A
|(x, eα)|2 ≤ ‖x‖2 .



1. Banahovy a Hilbertovy prostory 13Dùkaz. Neh» F je koneèná podmno¾ina A a x ∈ H . Polo¾íme-li xF := x− ∑
α∈F

(x, eα)eα, lehkýmvýpoètem zjistíme, ¾e xF je kolmé na v¹ehna eα pro α ∈ F . Tudí¾
∑

α∈F
|(x, eα)|2 ≤

∑

α∈F
|(x, eα)|2 + ‖xF ‖2 = ∥∥∥

∑

α∈F
(x, eα)eα∥∥∥2 + ‖xF ‖2 = ‖x‖2 .Pøehodem k supremu získáme ký¾enou nerovnost.1.33. Uzavøený lineární obal. Je-li A podmno¾ina vektorového prostoru W (nad F), de�nujese její lineární obal linA jako prùnik v¹eh podprostorù obsahujííh A. Není tì¾ké dokázat, ¾elineární obal A je roven mno¾inì {

n∑
j=1λjaj : kden ≥ 1, λj ∈ F, aj ∈ A}.Pokud A je podmno¾ina normovaného lineárního prostoru E, de�nujeme její uzavøený lineárníobal linA jako prùnik v¹eh uzavøenýh lineárníh podprostorù obsahujííh A. Je tedy linAnejmen¹í uzavøený podprostor E obsahujíí mno¾inu A. Není tì¾ké dokázat, ¾e linA je rovenuzávìru mno¾iny linA.1.34. Vìta. Neh» E := {eα}α∈A je ortonormální soustava prvkù v Hilbertovì prostoru H.Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) E je báze H,(ii) jedinì nulový prvek H je ortogonální ke v¹em prvkùm z E,(iii) uzavøený lineární obal E je roven H,(iv) ‖x‖2 = ∑

α∈A
|(x, eα)|2 pro ka¾dé x ∈ H,(v) x = ∑

α∈A
(x, eα)eα pro ka¾dé x ∈ H,(vi) (x, y) = ∑
α∈A

(x, eα)(y, eα) pro ka¾dou dvojii x, y ∈ H.Poznámka. Podmínka (v) øíká, ¾e prvek x lze rozvést ve Fourierovu øadu (v Hilbertovì prostoru!), Parsevalovarovnost v (iv) pak pøipomíná Pythagorovu vìtu.Dùkaz. (i) ⇒ (ii). Jestli¾e z ∈ H je nenulový prvek ortogonální k E, potom E ∪ { z
‖z‖} je orto-normální soustava obsahujíí E jako vlastní podmno¾inu.(ii) ⇒ (iii). Neh» M je uzavøený lineární obal E. Jestli¾e M 6= H , potom podle vìty 1.25existuje z ∈M⊥, z 6= 0. Tudí¾ z je nenulový prvek H kolmý na v¹ehny prvky E, o¾ je ve sporus pøedpokladem (ii).(iii) ⇒ (iv). Volme x ∈ H a ε > 0. Podle pøedpokladu existují e1, . . . , en ∈ E a λ1, . . . , λn ∈ Ftak, ¾e ∥∥∥x−

n∑
i=1λiei∥∥∥ < ε. Nejprve uká¾eme, ¾e

∥∥∥∥x−
n∑

i=1(x, ei)ei∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥x−

n∑

i=1 λiei∥∥∥∥(funke (λ1, . . . , λn) 7→
∥∥∥x −

n∑
i=1 λiei∥∥∥ nabývá svého minima v bodì ((x, e1), . . . , (x, en))). To jeokam¾itì vidìt z výrazu0 ≤

∥∥∥∥x−
n∑

i=1 λiei∥∥∥∥2 = (‖x‖2 − n∑

i=1 |(x, ei)|2)+ n∑

i=1((x, ei) − λi)((x, ei) − λi)(lze té¾ pou¾ít vìtu 1.18). Odtud dostáváme(‖x‖ − ε)2 ≤
∥∥∥∥
n∑

i=1(x, ei)ei∥∥∥∥2 = n∑

i=1 |(x, ei)|2 ≤ ∑

α∈A
|(x, eα)|2 .Jeliko¾ ε bylo libovolné, dostáváme jednu nerovnost. Tou druhou je pak Besselova nerovnost.



14 A. Elementy funkionální analýzy(iv) ⇒ (v). Buï x ∈ H . Stejnì jako v dùkazu Besselovy nerovnosti 1.32 dostáváme, ¾e mno¾ina
{eα : (x, eα) 6= 0} je spoèetná, seøaïme ji do posloupnosti {e1, e2, . . . }. Nyní s vyu¾itím (iv)dostáváme pro ka¾dé n

∥∥∥∥x−
n∑

i=1(x, ei)ei∥∥∥∥2 = ‖x‖2 − n∑

i=1 |(x, ei)|2 = ∞∑

i=n+1 |(x, ei)|2 .Tudí¾ limitním pøehodem máme x = ∞∑
i=1(x, ei)ei = ∑

α∈A
(x, eα)eα.(v) ⇒ (vi). Pøedev¹ím poznamenejme, ¾e skalární souèin je spojitou funkí na H × H , jakihned plyne ze Shwarzovy nerovnosti. Tím dostaneme dùkaz uvedené implikae ji¾ snadno.(vi) ⇒ (i). Pøedpokládejme, ¾e E netvoøí ortonormální bázi H . Existuje tedy nenulový prvek

z ∈ H kolmý na E. Potom ov¹em pou¾itím (vi) dostáváme 0 6= ‖z‖2 =∑α∈A(z, eα)(z, eα) = 0.1.35. Vìta. Hilbertùv prostor je separabilní, právì kdy¾ v nìm existuje spoèetná ortonormálníbáze.Dùkaz. Má-li Hilbertùv prostor H spoèetnou ortonormální bázi, musí být separabilní, nebo»v¹emo¾né koneèné lineární kombinae prvkù této báze s raionálními koe�ienty jsou husté v H .Má-li prostor H nespoèetnou ortonormální bázi (a nìjakou ortonormální bázi mít musí podlevìty 1.29), nemù¾e být separabilní. To proto, ¾e ‖en−ek‖ = √2 pro ka¾dé dva rùzné prvky en, ektéto báze.Poznámky. (a) V poznáme 1.30.a jsme pomoí Gram-Shmidtova ortogonalizaèního proesu konstruktivnìvyrobili z libovolné husté spoèetné podmno¾iny separabilního Hilbertova jeho (spoèetnou) ortonormální bázi.(b) V pøedhozí vìtì jsme vlastnì dokázali víe. Je-li Hilbertùv prostor separabilní, je ka¾dá jeho ortonormálníbáze spoèetná.1.36. Pøíklady ortonormálníh soustav a bází. (a) Trigonometriký systém tvoøený funk-emi systému E := { 1√2π , 1√
π

osnx, 1√
π

sinnx : n ∈ N} je ortonormální soustavou Hilbertovaprostoru L2([0, 2π℄). Trohu práe dá ukázat pomoí integrae per partes, ¾e libovolné dvì rùznéfunke z E jsou na sebe kolmé a ¾e ka¾dá z nih má normu 1. Systém E v¹ak dokone tvoøíortonormální bázi L2([0, 2π℄). To u¾ je trohu tì¾¹í nahlédnout. Podstatnou ingrediení dùkazu jehustota trigonometrikýh polynomù v prostoru T := {f ∈ C([0, 2π℄ : f(0) = f(2π)} uva¾ovanéhos max-normou (viz D.4). Tudí¾ lineární obal E , o¾ je právì mno¾ina v¹eh trigonometrikýhpolynomù na [0, 2π℄, je hustý v T . Odtud ale plyne, ¾e lin E je hustý v T v L2-normì. A proto¾e
T je hustá podmno¾ina L2([0, 2π℄), jsme s odùvodnìním hotovi.(b) Soustava funkí { 1√2π einx : n ∈ Z} je ortonormální bází komplexního Hilbertova prostoru
L2([0, 2π℄).() Neh» en := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) jsou "jednotkové\ vektory prostoru l2. Potom E := {en : n =1, 2, . . . } je ortonormální bází l2. To nahlédneme snadno. Je-li x = {xn} ∈ l2 kolmý na v¹ehnyprvky E , je nutnì 0 = x1 = x2 = . . . .(d) Uva¾ujeme-li (neseparabilní) Hilbertùv prostor l2((0, 1)), tvoøí systém {et : t ∈ (0, 1)} jehoortonormální bázi. Zde et znamená harakteristikou funki jednobodové mno¾iny {t}.(e) Jako netriviální pøíklad uveïme, ¾e soustava Rademaherovýh funkí {rn} z *10.5 tvoøíortonormální soustavu prostoru L2([0, 1℄), nikoliv v¹ak jeho bázi.1.37. Izomorfní a izometriká zobrazení. Pøipomeòme, ¾e dva vektorové prostory V,Wse nazývají izomorfní , jestli¾e existuje prosté lineární zobrazení V na W . Lineární zobrazení jesamozøejmì takové, které zahovává vektorové operae (sèítání a násobení skalárem).Jsou-li (E1, ‖.‖1) a (E2, ‖.‖2) normované lineární prostory a f zobrazení E1 do E2, øekneme,¾e f je izometrie, jestli¾e ‖x‖1 = ‖f(x)‖2 pro ka¾dé x ∈ E1.Ka¾dé lineární a izometriké zobrazení je prosté.Normované lineární prostory E1 a E2 nazveme izometriky-izomorfní , jestli¾e existuje izomor-fní zobrazení E1 na E2, které je naví izometriké (zahovává tedy jak algebraiké operae, taki normy prvkù). Pokud E1 a E2 jsou dokone Hilbertovy prostory a f izometriky-izomorfnízobrazení E1 na E2, zahovává f i skalární souèin. To plyne ze vzoreèku v 1.11.



1. Banahovy a Hilbertovy prostory 151.38. Riesz-Fisherova vìta. Buï nyní {eα}α∈A ortonormální báze H . Z Besselovy nerovnostilehe plyne, ¾e
T : x 7→ {(x, eα)}α∈A ,je zobrazení H do l2(A). Samozøejmì toto zobrazení je lineární (a té¾ omezené). Naví, proto¾e

{eα}α∈A je ortonormální báze H , Parsevalova rovnost ve vìtì 1.34.iv øíká, ¾e
‖x‖H = (∑

α

|(x, eα)|2) 12 = ‖{(x, eα)}‖l2(A) = ‖Tx‖l2(A)pro ka¾dé x ∈ H . Je tedy zobrazení T lineární a izometriké, speiálnì je tedy prosté.Následujíí vìta øíká, ¾e T je dokone na (a tedy izomorfní).Riesz-Fisherova vìta. Neh» {eα}α∈A je ortonormální báze Hilbertova prostoru H a neh»
{aα}α∈A ∈ l2(A). Potom existuje právì jedno x ∈ H tak, ¾e (x, eα) = aα pro ka¾dé α ∈ A. Tudí¾
H je izometriky-izomorfní s l2(A).Speiálnì, ka¾dý separabilní nekoneènì rozmìrný Hilbertùv prostor je izometriky-izomorfníprostoru l2.Dùkaz. De�nujme zobrazení T : H → l2(A) jako vý¹e. Není tì¾ké si uvìdomit, ¾e T (H) je hustápodmno¾ina l2(A), nebo» zajisté obsahuje v¹ehny prvky f ∈ l2(A) takové, ¾e a¾ na koneènìmnoho h ∈ H je f(h) = 0. Proto¾e v¹ak T je izometrie, je T (H) také uzavøená podmno¾ina
l2(A). Tudí¾ musí být T (H) = l2(A).1.39. Elementární vièení. (a) Neh» M := {f ∈ C([0, 1℄) : f(0) = 0}. Uka¾te, ¾e M je uzavøený podprostor
C([0, 1℄). Dále uka¾te, ¾e M má topologiký doplnìk v C([0, 1℄).Návod . Pov¹imnìte si, ¾e f = (f − f(0)) + f(0). ♣Z pøedhozího plyne, ¾e faktorprostor C([0, 1℄)/M je izomorfní s R a ¾e kodimenze M v C([0, 1℄) je 1.(b) Neh» p ∈ [1,∞℄ a Mp := n

{xn} ∈ lp : ∞P
n=1 xn = 0o. Zøejmì Mp je v¾dy podprostor lp.(b1) Uka¾te, ¾e M1 je uzavøený v l1.(b2) Uka¾te, ¾e M2 není uzavøený podprostor l2. Dokone, M2 je hustý podprostor l2.(b3) Také M∞ není uzavøený podprostor l∞.() Uva¾ujme l1 jako podmno¾inu Banahova prostoru l∞. Uka¾te, ¾e uzávìr l1 je roven c0.Návod . Inkluze c0 ⊂ l1 je skoro zøejmá, souøadnie prvku z c0 nahradíme od hodnì velkého indexu nulami. Opaènáinkluze plyne z toho, ¾e konvergene v l∞ je "stejnomìrná\ (pøipomeòte si Moore-Osgoodovo lemma o zámìnìlimit). ♣(d) Neh» {xn} je posloupnost majíí na n-tém místì èíslo 1 + 1

n
a jinde samé nuly. Uka¾te, ¾e mno¾ina M :=

{{xn} : n ∈ N} je uzavøená v l2.(e) Neh» M je podprostor Hilbertova prostoru H a x ∈ H. Uka¾te, ¾e x ⊥ M , právì kdy¾ ‖x‖ ≤ ‖x −m‖ proka¾dé m ∈ M .(f) Neh» M := {f ∈ C([0, 1℄) : f(0) = 0}, g = 1 na [0, 1℄. Ve vièení (a) jste mìli ukázat, ¾e M je uzavøenýpodprostor C([0, 1℄). Teï máte nalézt v¹ehny funke h ∈M tak, aby ‖g − h‖ = dist(g,M).(g) Neh» M := {f ∈ L2(0, 1) : R 10 f = 0}, g(t) = t2. Naleznìte dist(g,M) a prvek h ∈ M tak, aby ‖g − h‖ =dist(g,M).(h) Neh» M := {f ∈ L2(0, 1) : f(t) = at + b, a, b ∈ R}, g(t) = t3. Naleznìte projeki g na M .(i) Neh» Mk := {{xn} ∈ l2 : x1 + x2 + · · · + xk = 0}. Naleznìte vzdálenost prvku y = (1, 0, 0, 0, . . . ) od Mk aspoètìte limk dist(y,Mk).(j) Pro (x, y) ∈ R2 polo¾te
‖(x, y)‖h := max„

|y|,
˛̨
˛x+ y√3 ˛̨

˛,
˛̨
˛x− y√3 ˛̨

˛
«
.Uka¾te, ¾e ‖.‖h je norma a naèrtnìte tvar jednotkové sféry.(k) Neh» E je normovaný lineární prostor a f : x 7→ 12 ‖x‖2 pro x ∈ E. Uka¾te, ¾e f je konvexní funke na E,

f(0) = 0 a f(λx) = |λ|2f(x) pro ka¾dé x ∈ E a ka¾dý skalár λ.



16 A. Elementy funkionální analýzy(Funke f je na E konvexní, jestli¾e f(λx+ (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y) pro ka¾dou dvojii x, y ∈ E a ka¾dé
λ ∈ [0, 1℄.)(l) Neh» f je konvexní funke na vektorovém prostoru W splòujíí podmínku f(λx) = |λ|2f(x) pro ka¾dé x ∈ Wa ka¾dý skalár λ. Neh» je¹tì f(x) = 0, právì kdy¾ x = 0. Potom f > 0 na W \ {0} a ‖.‖ : x 7→

p2f(x) de�nujenormu na W .(m) Neh» Y := n
f ∈ C([−1, 1℄) : 0R

−1 f = 1R0 fo. Uka¾te, ¾e Y je uzavøený podprostor C([−1, 1℄) a neexistuje
F ∈ C([−1, 1℄) tak, aby ‖F‖ = 1 a dist(F, Y ) = 1.(n) Neh» A ⊂ Z je daná mno¾ina a M := ˘

f ∈ L2([0, 2π℄) : cn(f) = 0 pro n ∈ Z \ A
¯ (cn(f) jsou Fourierovykoe�ienty funke f). Popi¹te M⊥ a ortogonální projeki L2([0, 2π℄) na M .(o) Neh» M := {f ∈ L2([0, 1℄) : f je polynom stupnì ≤ 2}. Najdìte ortogonální prùmìt funke ex na M .(p) Neh» F ⊂ R je mìøitelná mno¾ina a M := {f ∈ L2(R) : f = 0 skoro v¹ude na R\F}. Najdìte M⊥ a popi¹teortogonální projeki L2(R) na M .(q) Je-li C uzavøená konvexní podmno¾ina reálného Hilbertova prostoru H, x ∈ H a x0 ∈ C, potom ‖x− x0‖ =dist(x, C), právì kdy¾ (x−x0, c−x0) ≤ 0 pro ka¾dé c ∈ C (pou¾itím kosinové vìty si uvìdomte, o vlastnì uvedenápodmínka øíká o úhlu vektorù x− x0 a c− x0).Návod . Jestli¾e (x− x0, c− x0) ≤ 0 pro ka¾dé c ∈ C, z odhadu

‖x0 − c‖2 = ‖(x− x0) + (x0 − c)‖2 = ‖x− x0‖2 + 2(x− x0, x0 − c) + ‖x0 − c‖2 ≥ ‖x− x0‖2plyne ‖x− x0‖ = dist(x, C).Pokud naopak ‖x− x0‖ = dist(x, C), c ∈ C a λ ∈ [0, 1℄, potom
‖x− x0‖2 ≤ ‖x− ((1 − λ)x0 + λc)‖2 = ‖x− x0‖2 + 2λ(x− x0, x0 − c) + λ2‖x0 − c‖2 .Odtud 2(x − x0, c− x0) ≤ λ‖x0 − c‖2 pro ka¾dé λ ∈ (0, 1℄. ♣Otázka. Lze formulovat obdobné tvrzení i pro pøípad komplexního Hilbertova prostoru?(r) Do prostoru AC([0, π2 ℄) v¹eh absolutnì spojitýh funkí na [0, π2 ℄ zaveïme normu

‖f‖ = “Z π20 `
xf2(x) + 2|f ′(x)|2´

dx
” 12

.Ovìøte, ¾e ‖.‖ je skuteènì norma a AC([0, π2 ℄) s ní je Hilbertùv prostor. Spoètìte hodnotu skalárného souèinu(x3, sin x).(s) Na Banahovì prostoru c0 uva¾ujte normu |||{xn}||| := P
n

|xn|2n . Uka¾te, ¾e c0 s novou normou |||.||| neníúplný. Mù¾e být norma |||.||| ekvivalentní pùvodní normì prostoru c0?2. Lineární zobrazení a operátoryV této kapitole zaèneme vy¹etøovat lineární zobrazení mezi normovanými lineárními prostory
M a N . Normu v prostoru X budeme té¾ nìkdy znaèit symbolem ‖.‖X , vìt¹inou v¹ak bude jasné,v jakém prostoru se pohybujeme a index jednodu¹e vyneháme. Je-li N pole skalárù R nebo C,mluvíme èasto o funkionáleh na M . Zaènìme de�nií.2.1. Omezené mno¾iny a zobrazení. Podmno¾ina A normovaného lineárního prostoru jeomezená, má-li koneèný prùmìr diamA := sup{‖x − y‖ : x, y ∈ A}. Lze øíi, ¾e mno¾ina A jeomezená, právì kdy¾ se vejde do nìjaké koule, anebo dokone do koule se støedem v poèátku.Lineární zobrazení L prostoru M do N se nazve omezené , zobrazuje-li omezené mno¾iny v Mna mno¾iny omezené v N . Není tì¾ké si uvìdomit, ¾e zobrazení L je omezené, je-li omezené najednotkové kouli BM := {x ∈ M : ‖x‖ ≤ 1}. Pøesnì, existuje-li K > 0 tak, ¾e ‖Lx‖ ≤ K prov¹ehna x ∈M , ‖x‖ ≤ 1.



2. Lineární zobrazení a operátory 172.2. Vìta. Neh» L je lineární zobrazení M do N . Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) L je spojité,(ii) L je spojité v 0,(iii) L je omezené .Dùkaz. Je-li L spojité v 0, jistì existuje δ > 0 tak, ¾e ‖Lx‖ ≤ 1, pokud ‖x‖ ≤ δ. Pro libovolné
z ∈ BM pak dostáváme ‖Lz‖ = 1

δ ‖L(δz)‖ ≤ 1
δ .Neh» ‖Lx‖ ≤ K pro x ∈ BM . Volíme-li ε > 0 a polo¾íme-li δ = ε

K , dostáváme pro y splòujíí
‖x− y‖ < δ nerovnost ‖Lx− Ly‖ ≤ ε.2.3. Prostory lineárníh zobrazení a norma lineárního zobrazení. Je-li L omezené line-ární zobrazení mezi normovanými lineárními prostory M a N , de�nujeme jeho normu vztahem

‖L‖ = sup{‖Lx‖N : ‖x‖M ≤ 1} .Symbolem L(M,N) znaèíme prostor v¹eh omezenýh lineárníh zobrazení M do N , pøièem¾na nìm uva¾ujeme právì de�novanou normu.V pøípadì, kdy M = N , pí¹eme kráte L(M) místo L(M,M). Prostor operátorù L(M) tvoøínejen vektorový prostor, ale s operaí skládání L1 ◦L2 : x 7→ L1(L2(x)) dokone algebru. K ní sevrátíme podrobnìji v dal¹íh kapitoláh.Je-li N pole skalárù R èi C, pí¹eme místo L(M,N) kráte M∗. Prostor M∗ nazýváme pak(topologikým) duálem prostoru M .O tom, ¾e se jedná skuteènì o prostory a normu, svìdèí následujíí vìta.2.4. Vìta. Buïte M,N normované lineární prostory. Potom L(M,N) s právì de�novanounormou je také normovaný lineární prostor. Je-li N dokone Banahùv, je i prostor L(M,N)Banahùv. Speiálnì, ka¾dý duál M∗ je Banahùv prostor.Pro L ∈ L(M,N) a x ∈M platí odhad
‖Lx‖N ≤ ‖L‖ ‖x‖M .Jsou-li M,N,P normované lineární prostory, L ∈ L(M,N), T ∈ L(N,P ), potom je T ◦ L ∈

L(M,P ) a ‖T ◦ L‖ ≤ ‖T ‖ ‖L‖.Dùkaz. ®ádnou potí¾ neèiní ukázat, ¾e L(M,N) tvoøí vektorový prostor. Z nerovností
‖(L+ T )(x)‖ ≤ ‖Lx‖ + ‖Tx‖ ≤ ‖L‖ + ‖T ‖ ,platnýh pro ka¾dé ‖x‖ ≤ 1 a L, T ∈ L(M,N), plyne okam¾itì trojúhelníková nerovnost pronormu lineárníh zobrazení. Ostatní vlastnosti normy jsou oèividné.Proto¾e x

‖x‖ ∈ BM pro ka¾dé nenulové x ∈ M , dostáváme pro L ∈ L(M,N) nerovnost
|L( x

‖x‖)| ≤ ‖L‖, a tudí¾ i ‖Lx‖ ≤ ‖L‖ ‖x‖, která¾to nerovnost platí automatiky i pro x = 0.Neh» koneènì N je úplný a {Ln} je auhyovská posloupnost v L(M,N). Z nerovnosti
‖Lnx− Lkx‖ ≤ ‖Ln − Lk‖ ‖x‖plyne, ¾e posloupnost {Lnx} je auhyovská v N pro ka¾dé x ∈ M . Existuje tedy limLnx,oznaème ji Lx. Zbývá ukázat, ¾e L ∈ L(M,N) a Ln → L v normì prostoru L(M,N). Ale ani tonení tì¾ké. Proto¾e

L(λx + µy) = limLn(λx + µy) = λ limLnx+ µ limLny = λLx+ µLy ,pro ka¾dé x, y ∈ M a libovolné skaláry λ, µ, vidíme ¾e L je lineární. Proto¾e ∣∣ ‖Ln‖ − ‖Lk‖
∣∣ ≤

‖Ln − Lk‖, je posloupnost {‖Ln‖} auhyovská, a tedy omezená. Existuje β > 0 tak,¾e
‖Lnx‖ ≤ ‖Ln‖ ‖x‖ ≤ β‖x‖pro ka¾dé x ∈ M . Ze spojitosti normy dostáváme ‖Lx‖ ≤ β‖x‖ pro ka¾dé x a vidíme, ¾e L jeomezený. Musíme je¹tì dokázat, ¾e ‖Ln − L‖ → 0. Volme tedy ε > 0 a x ∈ BM . Naleznìme ptak, aby ‖Ln − Lk‖ < ε pro n, k ≥ p. Potom ov¹em ‖Lnx − Lkx‖ ≤ ‖Ln − Lk‖ ‖x‖ < ε. Odtudplyne, ¾e ‖Lnx− Lx‖ < ε (limitní pøehod k → ∞) a koneènì i ‖Ln − L‖ ≤ ε.Dùkaz posledního tvrzení plyne snadno z odhadu ‖T ◦ Lx‖ = ‖T (Lx)‖ ≤ ‖T ‖ ‖L‖ ‖x‖.



18 A. Elementy funkionální analýzy2.5. Tvrzení. Libovolný lineární funkionál na normovaném lineárním prostoru koneèné di-menze je spojitý. Obenìji, je-li F koneènì dimenzionální a E libovolný normovaný lineárníprostor, je ka¾dý lineární operátor L : F → E spojitýDùkaz. Proto¾e spojitost je topologiký pojem (závisí pouze na otevøenýh mno¾ináh), nezále¾ína tom, jakou normu si na F zvolíme (podle 1.7 jsou v¹ehny normy na F ekvivalentní). Je-litedy {e1, . . . , en} báze F a x = λ1e1 + · · · + λnen, polo¾me ‖x‖ := |λ1| + · · · + |λn|. Potom pøistejném oznaèení máme
‖Tx‖ = ‖λ1Te1 + · · · + λnTen‖ ≤ max{‖Te1‖, . . . , ‖Ten‖} ‖x‖ .2.6. Poznámky. (a) Uvìdomte si, ¾e

‖L‖ = sup{‖Lx‖ : ‖x‖ = 1} .To proto, ¾e ‖Lx‖ ≤ 1
‖x‖‖Lx‖ = ‖L( x

‖x‖ )‖, pokud 0 < ‖x‖ ≤ 1.(b) Jaká je situae v prostoreh koneèné dimenze? Neh» tedy M je koneènì dimenzionální (Banahùv) prostor.Proto¾e ka¾dý lineární funkionál naM je spojitý, proto¾e norma je té¾ spojitá funke, a proto¾e v tìhto prostorehje uzavøená jednotkové koule kompaktní, v de�nii normy ‖L‖ se suprema dokone nabývá. To ji¾ nemusí platitv nekoneènì dimenzionálníh prostoreh, viz tøeba vièení 2.55.i. Pozdìji uká¾eme, ¾e norma ka¾dého spojitéholineárního funkionálu nabývá na uzavøené jednotkové kouli BM svého maxima, právì kdy¾ prostor M je reexivní(viz 16.15).() Platí dokone i takovéto tvrzení: Pokud ka¾dý lineární funkionál na M je omezený, je ji¾ dimM <∞. Jestli¾etoti¾ dimM = ∞, vyberme z nìjaké Hamelovy báze prostoru M její spoèetnou podmno¾inu {e1, e2, . . . }, pøièem¾pøedpokládejme, ¾e ‖en‖ = 1. De�nujeme-li T tak, aby Ten = n a T = 0 na zbytku báze, lze T (jednoznaènì)roz¹íøit na lineární zobrazení na elém prostoru M . Tento roz¹íøený funkionál není evidentnì omezený.(d) Jak jsme se právì zmínili, norma ne ka¾dého spojitého lineární funkionálu na Banahovì prostoru X musínabývat svého maxima na uzavøené jednotkové kouli. Je otázkou, kolik takovýh funkionálù mù¾e být. Bishop-Phelpsova vìta v *16.3 øíká, ¾e mno¾ina tìh funkionálù z X∗, jejih¾ norma nabývá svého maxima na uzavøenéjednotkové kouli, je hustá v prostoru X∗.(e) Je-li M normovaný lineární prostor, potom normu na jeho duálu M∗ nazýváme nìkdy také duální normou.Uveïme nyní nìkteré pøíklady na výpoèet norem lineárníh zobrazení. Dal¹í pøíklady na rùznétypy lineárníh operátorù a funkionálù lze pak nalézt v 2.49 a 2.55.2.7. Pøíklady. (a) Na prostoru C([−1, 1℄) uva¾ujme funkionál
Tf := 7f(−1) − 2f(0) + f( 12 ) .Je-li ‖f‖ ≤ 1, máme |Tf | ≤ |7f(−1)− 2f(0) + f( 12 )| ≤ 10, odkud ‖T ‖ ≤ 10. Není ¾ádný problémzkonstruovat funki g ∈ C([0, 1℄), její¾ funkèní hodnoty le¾í v intervalu [−1, 1℄ a pro ni¾ g(−1) = 1,

g(0) = −1 a g( 12 ) = 1. Pro ni je Tg = 10. Tudí¾ ‖T ‖ = 10.(b) Uva¾ujme dal¹í pøíklad opìt v prostoru C([−1, 1℄), kde de�nujeme F : f 7→
1∫

−1 signx f(x) dxpro f ∈ C([−1, 1℄). Proto¾e |F (f)| ≤ 1∫
−1 |f | ≤ max{|f(t)| : t ∈ [−1, 1℄} 1∫

−1 1 = 2 ‖f‖, je zøejmì
‖F‖ ≤ 2. Tady se nám asi nepodaøí najít funki g ∈ C([−1, 1℄) tak, aby ‖g‖ ≤ 1 a F (g) = 2(anebo podaøí?). Volte tedy ε > 0 a polo¾te fε(x) = 1

εx pro x ∈ (−ε, ε) a fε(x) = signx proostatní x z intervalu [−1, 1℄. Potom ‖fε‖ = 1 a |F (fε)| = |2 − ε|. Odtud je vidìt, ¾e musí být
‖F‖ = 2.Jak vyjde norma funkionálu F , uva¾ujeme-li na prostoru C([−1, 1℄) integrální normu?() De�nujme funkionál L na prostoru c0 pøedpisem L : {xn} 7→

∞∑
n=1 xn2n . Potom

|L{xn}| ≤ sup{|xn|} ∞∑

n=1 12n = ‖{xn}‖ ,tedy ‖L‖ ≤ 1. Volíme-li v¹ak zk := (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . ) ∈ c0, je Lzk = k∑
n=1 12n → 1. Tak¾e

‖L‖ = 1.



2. Lineární zobrazení a operátory 192.8. Lineární formy na Rn. Nesmírnì dùle¾itou otázkou je umìt popsat spojité lineární formyna jednotlivýh konkrétníh Banahovýh prostoreh. Zaènìme zprvu s Hilbertovými prostory.Z algebry si zajisté dobøe pamatujete vìtu, která øíká, ¾e (algebraikým) duálem k Rn je opìtRn. Pøesnìji | je-li a ∈ Rn a de�nujeme-li La : x 7→ (x, a), je La lineární (spojitá) formana Rn. A obráenì, ka¾dá lineární forma je takto dána skalárním souèinem: Je-li L lineárníforma na Rn, existuje právì jedno a ∈ Rn tak, ¾e L = La. Zobrazení 	 : L 7→ a je "izomorfním\zobrazením (algebraikého) duálu (Rn)# na Rn. Pøesnìji, je¾to 	 zahovává algebraiké operae,je 	 "algebraikým izomor�zmem\.Mnozí autoøi pak prvkùm Rn øíkají vektory, zatímo prvky duálu (Rn)# nazývají kovektory. Víe je ov¹em tìh,kteøí oba (rùzné) prostory zela ztoto¾òují. Ani¾ nìkdy vìdí proè.Je-li nyní H Hilbertùv prostor a a ∈ H , je zobrazení x 7→ (x, a) spojitá lineární forma na H(linearita je zøejmá a omezenost plyne ze Shwarzovy nerovnosti). Následujíí dùle¾itá vìta øíká,¾e ka¾dá spojitá lineární forma na H je tohoto tvaru.2.9. Fréhet-Rieszova vìta. Neh» L je spojitá lineární forma na Hilbertovì prostoru H.Potom existuje právì jedno a ∈ H tak, ¾e L(x) = (x, a) pro ka¾dé x ∈ H. Naví, ‖L‖ = ‖a‖.Dùkaz. V otáze jednoznaènosti není ¾ádný problém. Splòují-li a, b ∈ H rovnost (x, a) = (x, b)pro ka¾dé x ∈ H , potom zøejmì a = b (uvìdomte si, ¾e pak (x, a− b) = 0 i pro x = a− b).K existenèní otáze. Je-li L nulová forma, staèí volit a = 0. Jinak jádro M := {x ∈ H : Lx = 0}tvoøí uzavøený vlastní (!) podprostor H a podle vìty 1.25 existuje b ∈M⊥, ‖b‖ = 1. Volme x ∈ Hlibovolnì. Proto¾e prvek b Lx− xLb le¾í v M , musí být0 = (b Lx− xLb, b) = (b Lx, b) − (xLb, b) = Lx− (x, b Lb) .Vidíme, ¾e prvek a := b Lb splòuje rovnost Lx = (x, a).Zøejmì ‖L‖ ≤ ‖a‖. Na druhé stranì (pokud L není nulová) prvek z := a
‖a‖ le¾í v jednotkovékouli a Lz = ‖a‖.2.10. O rùznýh -izmeh. V rùznýh odvìtvíh matematiky se vyskytují endomor�zmy, ho-momor�zmy, homeomor�zmy, epimor�zmy, monomor�zmy, izomor�zmy, unimor�zmy, automor�-zmy, mor�zmy, . . . . Obenì lze øíi, ¾e mor�zmy zahovávají strukturu na uva¾ovanýh mno¾ináh| algebraiké operae, spojitost, uspoøádání a podobnì.Je v¾dy zapotøebí velie peèlivì zvá¾it, k jaké kategorii prostorù se de�nie rùznýh mor�zmùvá¾í. Zda k vektorovým prostorùm, grupám, svazùm, okruhùm, topologikým prostorùm, Hilber-tovým èi Banahovým prostorùm. Z toho pohledu se dívejme i na následujíí de�nie. Ostatnì,ji¾ v 1.17 jsme uvedli první de�nii.Zaènìme s Banahovými prostory. Izomorfním zobrazením mezi Banahovými prostory X a

Y rozumíme ka¾dé prosté, lineární a spojité zobrazení X na Y . Pozdìji v 4.14 uká¾eme, ¾e ka¾détakové zobrazení má ji¾ spojitou inverzi. Lze také øíi, ¾e f : X → Y je izomorfní, pokud fje invertibilní prvek prostoru L(X,Y ). Prostory X a Y pak nazveme izomorfními , existuje-liizomorfní zobrazení X na Y .Izomorfním zobrazením mezi normovanými lineárními prostory M a N rozumíme ka¾dé prosté, lineární a spojitézobrazení M na N , pro nì¾ také inverzní zobrazení je spojité.Nìkdy se té¾ vyskytuje termín lineárnì homeomorfní místo izomorfní.Øíká se, ¾e Banahovy prostory X a Y jsou izometriké , existuje-li invertibilní zobrazení
f ∈ L(X,Y ) tak, ¾e ‖f‖ = ‖f−1‖ = 1. Jinými slovy, existuje-li lineární a izometriké zobrazení Xna Y . V této de�nii je ji¾ skryta linearita, izometrii je obenì v¹ak mo¾no de�novat i v metrikýhprostoreh, kde ¾ádná lineární struktura nemusí být. Podotknìme pøi této pøíle¾itosti, ¾e ka¾dálineární izometrie je ji¾ homeomor�zmem (prostým, spojitým zobrazením, pro nì¾ i inverznízobrazení je spojité), a ¾e podle Mazur-Ulamovy vìty *2.16 je dokone ka¾dá (obená) izometrieji¾ "skoro\ lineární. My budeme v dal¹ím pou¾ívat radìji termínu izometriko-izomorfní prostory,pokud existuje izomorfní a izometriké zobrazení jednoho na druhý.Pokud H1 a H2 jsou Hilbertovy prostory, mìli byhom øíkat, ¾e jsou izomorfní, existuje-li lineární zobrazení f prostoru H1 na H2, které zahovává skalární souèin | (f(x), f(y)) =(x, y) pro x, y ∈ H1. Ka¾dé takové zobrazení je pak automatiky izometrií. (Poznamenejme je¹tì,



20 A. Elementy funkionální analýzy¾e nìkteøí autoøi pou¾ívají místo izomor�zmu té¾ termínu unitární operátor . Ten my striktnìvyhradíme pøípadu, kdyH1 = H2.) Izomor�zmem mezi Hilbertovými prostoryH1 a H2 rozumímeka¾dé prosté lineární spojité zobrazení H1 na H2. Abyhom se v¹ak dr¾eli tradie, budeme øíkat,¾e Hilbertovy prostory jsou izometriky-izomorfní , existuje-li lineární zobrazení jednoho na druhý,které zahovává skalární souèin.A poslední poznámka: Ka¾dé lineární izometriké zobrazení mezi Hilbertovými prostory ji¾zahovává skalární souèin.Nìkdy se øíká, ¾e duál k Hilbertovu prostoru H je "izometriky-izomorfní\ s H . Uvìdommesi v¹ak, a také zapamatujme, ¾e zobrazení � : L 7→ a, které realizuje uvedený "izomor�zmus\ akteré je popsáno Fréhet-Rieszovou vìtou, je (v komplexním pøípadì) sdru¾enì-lineární : �(λL) =
λ�(L). Vyslovme toto tvrzení pøei jen jako samostatnou vìtu.2.11. Duál k Hilbertovu prostoru. Buï H Hilbertùv prostor. Zobrazení � : H∗ → H,které spojité lineární formì L na H pøiøadí prvek a ∈ H takovým zpùsobem, ¾e Lx = (x, a)pro ka¾dé x ∈ H, má následujíí vlastnosti: Zobrazení � je prosté a na, je izometriké, �(L1 +
L2) = �(L1) + �(L2) a �(λL) = λ�(L). V reálném pøípadì je tedy � izometriky-izomorfnímzobrazením H∗ na H.2.12. Poznámka. Je-li H Hilbertùv prostor, máme na jeho duálu H∗ de�novánu normu podle 2.3. Není alevùbe jasné, je-li H∗ s touto normou Hilbertùv prostor. Za pøispìní pøedhozí vìty si zkuste rozmyslet, ¾e normana H∗ splòuje rovnobì¾níkové pravidlo a ¾e (f, g)H∗ = `�(f),�(g)´

H
, kde � je zobrazení H∗ na H z 2.11.2.13. Popis duálu. Nyní pøikroèíme k popisu duálù dal¹íh prostorù. Tím myslíme následujííúlohu: Je-li X Banahùv prostor, potom jeho duál X∗ je izomorfní èi izometriky-izomorfnís Banahovým prostorem Z. Jinými slovy, existuje izomorfní a izometriké zobrazení � prostoru

X∗ na prostor Z. Je nutné si uvìdomit, ¾e v této úloze nemusí být prostor Z jednoznaènì urèen,mù¾e existovat víe (konkrétníh) prostorù, s kterými je X∗ izometriky-izomorfní (viz 2.14.e).A je¹tì velie dùle¾itá poznámka | je dobré si pamatovat, ¾e duál X∗ je izometriky-izomorfnínìjakému prostoru Z, ale podstatné je, a je to snad i dùle¾itìj¹í, také umìt dané zobrazení �popsat.2.14. Popis dal¹íh konkrétníh duálù. (a) Duál k c0. Neh» α = {αn} ∈ l1 a Lα jefunkionál na c0 de�novaný pøedpisem Lα : {xn} 7→
∞∑
n=1αnxn pro x := {xn} ∈ c0. Potom

Lα ∈ c∗0. Linearita Lα je jasná, omezenost plyne z odhadu |Lαx| = ∣∣∣
∞∑
n=1αnxn∣∣∣ ≤ ‖x‖c0 ∞∑

n=1 |αn| =
‖x‖c0 ‖α‖l1 .Odtud té¾ plyne, ¾e ‖Lα‖ ≤ ‖α‖. Polo¾íme-li v¹ak x = (signα1, . . . , signαk, 0, 0, . . . ), je x ∈ c0,
‖x‖ ≤ 1 a Lαx = |α1| + · · · + |αk|. Tudí¾ dostáváme, ¾e ‖Lα‖ = ‖α‖.Uká¾eme nyní, ¾e ka¾dá spojitá lineární forma na c0 má tvar Lα pro vhodné α ∈ l1. Buïtedy L ∈ c∗0. Polo¾me αn = Len, kde en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) je prvek c0 majíí ifru 1 na n-témmístì, jinde samé 0. Pro ka¾dé k je uk := (signα1, . . . , signαk, 0, 0, . . . ) prvek c0, ‖uk‖ ≤ 1. Tudí¾
Luk = k∑

i=1 |αi| ≤ ‖L‖, a vidíme, ¾e α := {αn} ∈ l1. Je-li x = {xn} ∈ c0, je x = ∞∑
n=1xnen, jak selehko pøesvìdèíme. Potom ov¹em Lx = ∞∑

n=1xnLen = ∞∑
n=1xnαn = Lαx.Závìr | zobrazení α 7→ Lα je izometriké a izomorfní zobrazení l1 na c∗0. Prostory c∗0 a l1 jsoutedy izometriky-izomorfní.(b) Duál k Lp. Neh» (X,S, µ) je prostor s mírou, p ∈ [1,∞℄ a q = p

p−1 , pokud 1 < p < ∞,
q = ∞ pro p = 1 a q = 1 v pøípadì p = ∞. Pi¹me zkráenì Lp místo Lp(X,S, µ). Je-li 1 < p <∞,jsou prostory Lq a (Lp)∗ izometriky-izomorfní. Toti¾, je-li g ∈ Lq a

Tg : f 7→
∫

X

f g dµ pro f ∈ Lp ,je Tg ∈ (Lp)∗ a ‖Tg‖ = ‖g‖. Naopak, ka¾dá spojitá lineární forma na Lp má tvar Tg pro vhodnoufunki g ∈ Lq. Jednoduhý návod k dùkazu tohoto tvrzení v pøípadì σ-koneèné míry µ vyu¾ívajíí



2. Lineární zobrazení a operátory 21Radon-Nikodýmovu vìtu lze nalézt v odstavi 13.17 z [LM℄, jinak lze konsultovat tøeba podrobnýrozbor v E. Hewitt and K. Stromberg [*1965℄.Jaká je situae pro p = 1? Je-li g ∈ L∞ a Tgf = ∫
X
f g dµ, je opìt Tg ∈ (L1)∗ a ‖Tg‖ = ‖g‖.V pøípadì, kdy míra µ je pøíli¹ "divoká\, nemusí být ji¾ ka¾dá spojitá lineární forma tvaru Tgpro vhodnou funki g ∈ L∞. Je tomu v¹ak v pøípadì, kdy míra µ je σ-koneèná. Jestli¾e tedy µ je

σ-koneèná míra, jsou prostory L∞ a (L1)∗ izometriky-izomorfní. Je znám i jiný popis prostoru(L1)∗, dokone v pøípadì obenýh mìr, lze jej nalézt v J. Shwartz [1951℄.Koneènì zbývá vy¹etøit duál k L∞. Zde je situae mnohem komplikovanìj¹í, prostor (L∞)∗ jeizometriky-izomorfní prostoru omezenýh koneènì aditivníh mìr na S, zprostøedkujíí zobrazeníje dáno jako integrál vzhledem k tìmto mírám. Je tedy tøeba nejdøíve de�novat integrál prokoneènì aditivní míry a odvodit vìtu analogikou k Rieszovì vìtì o reprezentai. Ètenáø opìtmù¾e nahlédnout do monogra�e E. Hewitt and K. Stromberg [*1965℄.Ji¾ jsme øekli, ¾e prostory lp jsou speiálním pøípadem prostorù Lp(X,S, µ) pro aritmetikoumíru µ. Tedy (lp)∗ je izometriky-izomorfní prostoru lq, pokud 1 < p < ∞ a 1
p + 1

q = 1. Pøípad
p = 1 popí¹eme expliitnì v následujíím odstavi.() Duál k l1. Duál k prostoru l1 je izometriky-izomorfní prostoru l∞. Je-li T libovolná spojitálineární forma na l1, existuje posloupnost {αn} ∈ l∞ tak, ¾e T ({xn}) = ∞∑

n=1αnxn pro ka¾dé
{xn} ∈ l1. Naví ‖T ‖ = ‖{αn}‖ = supn |αn|.(d) Duál k C(K). Neh» K je kompaktní topologiký prostor. Je-li µ ∈ M(K) (komplexní)Radonova míra, je zobrazení

Lµ : f 7→
∫

K

fdµ , f ∈ C(K)spojitá lineární forma na C(K) a ‖Lµ‖ = ‖µ‖. Rieszova vìta o reprezentai v D.5 pak øíká, ¾e keka¾dému L ∈ (C(K))∗ existuje právì jedna Radonova míra µ ∈ M(K) tak, ¾e L = Lµ.(e) Duál k C([0, 1℄). Podle pøedhozího víme, ¾e duál k prostoru C([0, 1℄) lze ztoto¾nit s prostoremRadonovýh mìr na [0, 1℄. Uká¾eme je¹tì jiný popis duálu C([0, 1℄)∗.K tomu úèelu zavedeme Banahùv prostor NBV ([0, 1℄) v¹eh normalizovanýh funkí koneènévariae na [0, 1℄. Prostor NBV ([0, 1℄) je tvoøen v¹emi zprava spojitými funkemi koneèné variaena intervalu [0, 1℄, které se anulují v bodì 0. Norma ‖f‖ takové funke je de�nována jako variae
f na [0, 1℄, tedy ‖f‖ = sup{ n∑

i=1 |f(xi) − f(xi−1)| : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1}. NBV ([0, 1℄)tvoøí Banahùv prostor. Je-li ϕ ∈ NBV ([0, 1℄) a
Lϕ : f 7→

∫ 10 f dϕ pro f ∈ C([0, 1℄)(jedná se o Riemann-Stieltjesùv integrál), je Lϕ ∈ C([0, 1℄)∗ a ‖Lϕ‖ = ‖ϕ‖. Jedna z mnoha Rie-szovýh vìt øíká, ¾e ke ka¾dé spojité lineární formì L na C([0, 1℄) existuje právì jedna funke
ϕ ∈ NBV ([0, 1℄) tak, ¾e L = Lϕ. Jsou tedy prostory C([0, 1℄)∗ a NBV ([0, 1℄) izometriky-izomorfní.Není tì¾ké si rozmyslet, jaký je vztah mezi funkí ϕ, která reprezentuje spojitou lineární formu
L na C([0, 1℄) a Radonovou mírou µ, která reprezentuje podle (d) tentý¾ funkionál L.2.15. Konvexní funkionály a pseudonormy. Neh» p je reálná funke na vektorovém pro-storu W . Øekneme, ¾e p je konvexní funkionál , jestli¾e(a) p(λx) = λ p(x) pro ka¾dé λ ≥ 0 a x ∈W ,(b) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) pro ka¾dé x, y ∈ W .Pokud dokone() p(λx) = |λ| p(x) pro ka¾dé λ ∈ F a x ∈W ,nazýváme p pseudonormou.Poznamenejme, ¾e libovolná pseudonorma je nezápornou funkí. Je-li toti¾ x ∈W , je0 = p(0) ≤ p(x) + p(−x) = 2p(x) .



22 A. Elementy funkionální analýzyDostáváme se k jedné z nejdùle¾itìj¹íh vìt funkionální analýzy. Hahn-Banahova vìta a jejírùzné varianty tvoøí skuteènì pilíøe, bez kterýh byhom mohli tì¾ko budovat nìjaké teorie. Jakpoznamenal jeden autor, Hahn-Banahovu vìtu pou¾íváme ka¾dý den. A v nedìli dvakrát.2.16. Algebraiká verze Hahn-Banahovy vìty. Neh» p je konvexní funkionál na (reál-ném) vektorovém prostoru W , M ⊂⊂W lineární podprostor W a f lineární forma na M , f ≤ pna M . Potom existuje lineární forma F ∈W# tak, ¾e F = f na M a F ≤ p na W .Pøedpokládáme-li, ¾e p je dokone pseudonorma, lze volit F tak, aby |F | ≤ p v¹ude na W .Dùkaz. Pou¾ijeme Zornovo lemma z C.5. Uva¾ujme tedy mno¾inu Z v¹eh lineárníh forem hde�novanýh na podprostoreh Hh ⊃ M takovýh, ¾e h = f na M a h ≤ p na Hh. Pro h, g ∈ Zde�nujeme h ≺ g, pokud Hh ⊂ Hg a h = g na Hh. Ihned je vidìt, ¾e (Z,≺) je uspoøádanámno¾ina.Buï nyní S ⊂ Z øetìze. Polo¾me ~H = ⋃{Hh : h ∈ S}. Je-li x ∈ ~H a x ∈ Hh ∩ Hg, kde
h, g ∈ S, je h(x) = g(x) (S je øetìze!). Existuje tedy lineární forma ~h na ~H tak, ¾e ~h(x) = h(x),pokud h ∈ S a x ∈ Hh. Evidentnì ~h = f na M a ~h ≤ p na ~H . Je tedy ~h horní závorou S.Podle Zornova lemmatu existuje maximální prvek mno¾iny Z, oznaème ho F . Uká¾eme-li, ¾e
HF = W , jsme s dùkazem, alespoò v pøípadì konvexního funkionálu p, hotovi.Neh» tedy HF je vlastní podprostor W . Volme y ∈ W \ HF a polo¾me H := {x + λy :
x ∈ HF , λ ∈ R}. Evidentnì H je podprostor W , H 6= HF . Volme dále, zatím libovolnì, c ∈ Ra de�nujme h : x + λy 7→ F (x) + λc pro x + λy ∈ H . De�nie h je korektní, nebo» pokud
x1 + λ1y = x2 + λ2y, je (λ1 − λ2)y = x2 − x1 ∈ HF , a tudí¾ λ1 = λ2 a x1 = x2. Zøejmì h jelineární forma na H , h = f na M , F ≺ h a h 6= F . Uká¾eme-li, ¾e lze volit takové c ∈ R, aby
h ≤ p na H , dostaneme spor s maximalitou F .Hledáme tedy takové c, aby h(x + λy) = F (x) + λc ≤ p(x + λy) pro ka¾dé x ∈ HF a λ ∈ R.K tomu staèí nalézt c tak, aby pro v¹ehna x ∈ HF a λ > 0 platilo

F
(x
λ

)
− p
(x
λ
− y
)
≤ c ≤ p

(x
λ

+ y
)
− F

(x
λ

)
.Proto¾e v¹ak pro v¹ehna u, v ∈ HF platí

F (u) + F (v) = F (u+ v) ≤ p(u+ v) ≤ p(u− y) + p(v + y) ,urèitì existuje c tak, aby
F (u) − p(u− y) ≤ c ≤ p(v + y) − F (v)pro v¹ehna u, v ∈ HF .Je-li p pseudonorma a x ∈W , máme −p(x) = −p(−x) ≤ −F (−x) = F (x) ≤ p(x).2.17. Poznámka. Èasto bývá u¾iteèné pou¾ít následujíí speiální pøípad algebraiké verze Hahn-Banahovyvìty: Je-li p konvexní funkionál na reálném vektorovém prostoru W , existuje lineární forma F ∈ W# tak, ¾e

F ≤ p na W . Staèí toti¾ polo¾it f = 0 na M := {0} a odkázat na zmínìnou vìtu.Je-li p nenulový funkionál, lze volit i F tak, aby byla nenulová lineární forma. Zajisté. Není o øe¹it, pokud
p(x) < 0 v nìjakém bodì x ∈ W . Pokud p(w) ≥ 0 pro v¹ehna w ∈ W a p(x) > 0 pro jisté x ∈ W , polo¾me
M := {λx : λ ∈ R} a f(λx) := λp(x) pro λx ∈ M . Je-li λ > 0, je f(λx) = λp(x) = p(λx). Pokud λ < 0, je
f(λx) = λp(x) < 0 ≤ p(λx). Nyní staèít pou¾ít Hahn-Banahovu vìtu. Dostaneme F ∈ W#, F ≤ p na W a
F (x) = p(x) > 0.Dal¹í z mnoha mo¾nýh variant Hahn-Banahovy vìty jsou uvedeny v *2.9.2.18. Hahn-Banahova vìta. Neh» f je spojitá lineární forma na podprostoru M reálnéhonormovaného lineárního prostoru E. Potom existuje F ∈ E∗ tak, ¾e F = f na M a ‖F‖E =
‖f‖M .Dùkaz. Polo¾me p(x) = ‖f‖ ‖x‖. Potom p je pseudonorma na E a |f(x)| ≤ p(x) pro x ∈M . Podlepøede¹lé algebraiké verze Hahn-Banahovy vìty existuje lineární forma F na E tak, ¾e F = fna M a |F | ≤ p na E. Odtud ihned plyne, ¾e F je omezená a ‖F‖ ≤ ‖f‖. Opaèná nerovnost
‖f‖ ≤ ‖F‖ v¹ak plyne pøímo z de�nie normy funkionálu.



2. Lineární zobrazení a operátory 232.19. Poznámka. Tvrzení vìty 2.16 (samozøejmì pro pøípad pseudonormy p) a jejího dùsledku 2.18 platí taképro normované lineární prostory nad komplexními èísly. Pøíslu¹né vìty se nìkdy nazývají Bohnenblust-Sobzykovyvìty. Naznaème struènì my¹lenku dùkazu algebraiké verze Hahn-Banahovy vìty pro komplexní pøípad. Z níbude souèasnì dobøe vidìt i pøehod od komplexního pøípadu k reálnému, èi naopak.Pøedev¹ím, je-li F lineární forma na komplexním vektorovém prostoru W , F = f+ ig, jsou f a g reálné lineárníformy. Naví, proto¾e F (ix) = iF (x), musí nutnì být g(x) = −f(ix). Naopak, je-li f reálná lineární forma na Wa F (x) = f(x) − if(ix), lehko se ovìøí, ¾e F je komplexní lineární funkionál na W .Pøedpokládejme tedy, ¾e máme dokázánu algebraikou verzi Hahn-Banahovy vìty 2.18 pro reálný pøípad, ¾e
p je pseudonorma na vektorovém prostoru W a f = f1 + if2 lineární funkionál na podprostoru M ⊂⊂W , |f | ≤ pna M . Proto¾e |f1| ≤ |f | ≤ p na M , existuje reálný lineární funkionál F1 na W tak, ¾e f1 = F1 na M a |F1| ≤ pv¹ude na W . Polo¾me F (x) = F1(x) − iF1(ix) pro x ∈ W . Podle pøedhozího je F (x) = f1(x) − if1(ix) = f(x),pokud x ∈ M . Zbývá ukázat, ¾e |F | ≤ p na W . Volme tedy x ∈ W . Existuje t ∈ [0, 2π) tak, ¾e F (x) = |F (x)| eit.Potom (nezapomeòte, ¾e |F (x)| je reálné èíslo a F (z) = F1(z) v pøípadì, ¾e F (z) ∈ R)

|F (x)| = e−itF (x) = F (e−itx) = F1(e−itx) ≤ p(e−itx) = |e−it|p(x) = p(x) .2.20. Dùsledek Hahn-Banahovy vìty. Neh» x0 je nenulový prvek normovaného lineárníhoprostoru E. Potom existuje g ∈ E∗ tak, ¾e ‖g‖ = 1 a g(x0) = ‖x0‖.Speiálnì, jsou-li x, y dva rùzné body E, existuje ϕ ∈ E∗ tak, ¾e ϕ(x) 6= ϕ(y).Dùkaz. Polo¾me M := {λx0 : λ ∈ F} a de�nujme f(λx0) = λ ‖x0‖ pro λ ∈ F. Potom f je spojitálineární forma na M ⊂⊂ E a podle Hahn-Banahovy vìty 2.18 (èi v komplexním pøípadì podleBohnenblust-Sobzykovy vìty v 2.19) existuje g ∈ E∗ tak, ¾e g = f na M a ‖g‖ = ‖f‖. Zøejmì
‖f‖ ≤ 1. Proto¾e v¹ak ‖x0‖ = f(x0) = |f(x0)| ≤ ‖f‖ ‖x0‖, je ‖f‖ = 1. Dále, x0 ∈ M , tudí¾
g(x0) = f(x0) = ‖x0‖.Je-li x− y 6= 0, existuje ϕ ∈ E∗ tak, ¾e ϕ(x− y) = ‖x− y‖ 6= 0, odkud ihned plyne dovìtek.2.21. Poznámky. (a) Neh» G je systém funkí na mno¾inì A. Øíkáme, ¾e G oddìluje body A, jestli¾e ke ka¾dédvojii x, y ∈ A, x 6= y mù¾eme najít g ∈ G tak, ¾e g(x) 6= g(y). V tomto smyslu tedy prvky E∗ oddìlují body E.(b) Dùsledek Hahn-Banahovy vìty øíká, ¾e v ka¾dém bodì x0, který le¾í na sféøe S := {x ∈ E : ‖x‖ = ‖x0‖},mù¾eme sestrojit alespoò jednu "teènou nadrovinu\: Existuje g ∈ E∗ tak, ¾e ‖g‖ = 1 a oznaèíme-li M :=
{x ∈ E : g(x) ≤ ‖x0‖}, le¾í elá uzavøená koule B := {x ∈ E : ‖x‖ ≤ ‖x0‖} v M (je-li x ∈ B, potom g(x) ≤
|g(x)| ≤ ‖g‖ ‖x‖ ≤ ‖x0‖). Pøitom x0 le¾í v nadrovinì {x ∈ E : g(x) = ‖x0‖}. Proto dùsledku 2.20 mù¾eme øíkatvìta o teèném funkionálu èi kráte vìta o teènì . Nikde není øeèeno, ¾e v daném bodì by nemohlo existovat kesféøe S takovýh "teèen\ víe.2.22. Dùsledek Hahn-Banahovy vìty. Neh» M je uzavøený podprostor normovaného li-neárního prostoru E a x ∈ E \M . Potom existuje ϕ ∈ E∗ tak, ¾e ϕ = 0 na M a ϕ(x) 6= 0.Poznámka. Vhodným vynásobením funkionálu ϕ lze doílit, aby ϕ(x) = 1 èi aby ‖ϕ‖ = 1.Dùkaz. Lze kopírovat dùkaz 2.20 (viz *2.9). Jako vièení si zkuste promyslet následujíí argument.Uva¾ujme kanoniké zobrazení q : E → E/M (viz *1.11). Podle pøedpokladù q(m) = 0 prom ∈Ma q(x) 6= 0. U¾itím pøedhozího dùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.20 naleznìme � ∈ (E/M)∗ tak,aby �(q(x)) 6= 0. Nyní staèí uva¾ovat funkionál � ◦ q.2.23. Geometriké Hahn-Banahovy vìty. Existují i dal¹í verze vìt Hahn-Banahova typu.K nim patøí vìty udávajíí podmínky, za kterýh dvì mno¾iny lze oddìlit nadrovinou. To samo-zøejmì není v¾dy mo¾né, dùle¾itou roli v nih hraje konvexita. Ne¾ se k tìmto vìtám dostaneme,zopakujme napøed hlavní pojmy této oblasti. Zaènìme s jednoduhými tvrzeními.(a) Vìtièka. Je-li f lineární forma na normovaném lineárním prostoru E, je f spojitá, právìkdy¾ její jádro ker f := {x ∈ E : f(x) = 0} je mno¾ina uzavøená.Dùkaz. Samozøejmì, jádro ker f je uzavøenou mno¾inou pro ka¾dou spojitou funki f na E.Neh» naopak f je lineární forma, její¾ jádro ker f je uzavøená mno¾ina. Cheme ukázat, ¾e fje spojitá. To je zøejmé pokud f = 0. Je-li f nenulová, volme z ∈ E, pro nì¾ f(z) = 1. Jeliko¾ker f je uzavøená mno¾ina, existuje δ > 0, tak ¾e pro mno¾inu U := {x ∈ E : ‖x‖ < δ} platí(z + U) ∩ ker f = ∅. Potom ov¹em U ⊂ {x ∈ E : |f(x)| < 1}. Kdyby tomu tak nebylo, existovaloby takové u ∈ U , ¾e |f(u)| ≥ 1. V tom pøípadì v¹ak w := −u

f(u) ∈ U , a proto¾e f(z + w) = 0,dostali byhom z +w ∈ (z +U) ∩ kerf . Ukázali jsme tedy, ¾e f je omezený funkionál na jistémokolí 0, o¾ nám ji¾ staèí k jeho spojitosti.



24 A. Elementy funkionální analýzy(b) Vìtièka. Neh» E je normovaný lineární prostor, f ∈ E∗ nenulová lineární forma a G ⊂ Eotevøená mno¾ina. Potom mno¾ina f(G) je otevøená.Dùkaz. Neh» x ∈ G. Urèitì existuje takové a ∈ E, ¾e f(a) = 1. Potom existuje ε > 0 tak, ¾e
x+ ta ∈ G, pokud |t| < ε. Tudí¾ U(f(x), ε) ⊂ f(G). Je-li toti¾ y ∈ U

(
f(x), ε) a t = y − f(x), je

|t| < ε a y = f(x) + t = f(x+ ta) ∈ f(G).V dal¹ím se omezíme pouze na reálné prostory.() Nadroviny. Nadrovinou ve vektorovém prostoru W rozumíme ka¾dou mno¾inu typu
{w ∈ W : f(w) = α}, kde f je nenulová lineární forma na W a α ∈ R. Ekvivalentnì lzeøíi, ¾e H je nadrovina ve W , existuje-li x ∈ W a maximální vlastní podprostor M ⊂⊂ W tak,¾e H = x+M . Ètenáø mù¾e konsultovat Appendix A.4.(d) Uzavøené nadroviny. Uzavøenou nadrovinou v normovaném lineárním prostoru je ka¾dámno¾ina tvaru x+M , kde M je maximální uzavøený vlastní podprostor E. Podle pøede¹lého je Huzavøená nadrovina, právì kdy¾ existuje f ∈ E∗, f 6= 0 a α ∈ R tak, ¾e H = {x ∈ E : f(x) = α}.(e) Konvexní mno¾iny. Podmno¾ina C vektorového prostoru W se nazývá konvexní , jestli¾es ka¾dými dvìma body obsahuje i úseèku je spojujíí. Tedy C je konvexní, jestli¾e λx+(1−λ)y ∈
C, kdykoliv x, y ∈ C a λ ∈ [0, 1℄.Ne¾ pøikroèíme k jedné z mnoha variant geometriké Hahn-Banahovy vìty, uveïme následujíítvrzení.(f) Mazurova vìta. Neh» C je otevøená konvexní podmno¾ina normovaného lineárního pro-storu E a z ∈ E \ C. Potom existuje uzavøená nadrovina H ⊂ E tak, ¾e z ∈ H a H ∩ C = ∅.Dùkaz. Lze pøedpokládat, ¾e 0 /∈ C (posunutím bodu x do poèátku). Neh» G := ⋃ {λC : λ > 0}(G je vlastnì nejmen¹í "otevøený ku¾el\ obsahujíí C). Není tì¾ké ovìøit, ¾e G je opìt otevøenámno¾ina (uvìdome si, ¾e λC je otevøená mno¾ina). Polo¾me

p(x) := inf {‖x+ y‖ : y ∈ G} pro x ∈ E .Evidentnì p je konvexní funkionál na G. Pro x ∈ G je p(x) > 0. Jinak by toti¾ existovalaposloupnost {yn} ⊂ G s vlastností ‖x + yn‖ → 0. Potom ov¹em −yn → x a z otevøenosti Gby musel existovat index n0, pro nìj¾ −yn0 ∈ G. To ov¹em vede ke sporu, nebo» potom by0 = yn0 + (−yn0) ∈ G.Podle algebraiké verze Hahn-Banahovy vìty, pøesnìji podle poznámky 2.17, existuje nenuloválineární forma f ∈ E# tak, ¾e f ≤ p na E. Neh» x ∈ G. Potom p(−x) = 0 (z de�nie p, nebo»
‖(−x) + x‖ = 0), a tudí¾ f(−x) ≤ p(−x) = 0. Vidíme, ¾e f ≥ 0 na G. Pokud by náhodou
f(z) = 0 pro jisté z ∈ G, muselo by být i f = 0 na jistém okolí (otevøené) mno¾iny G. A odtudby vyplynulo, ¾e f = 0 na E.Polo¾íme-li H := ker f , je H nadrovina v E, 0 ∈ H a H ∩ G = ∅. Zbývá je¹tì ukázat, ¾e
f je spojitá. Je-li v¹ak x ∈ E a y ∈ G, je f(x) ≤ p(x) ≤ ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖. Proto¾einf {‖y‖ : y ∈ G} = 0, je f(x) ≤ ‖x‖. Potom ov¹em i −‖x‖ = −‖ − x‖ ≤ −f(−x) = f(x) ≤ ‖x‖,odkud ihned plyne, ¾e f je spojitá v 0. Proto¾e f je lineární forma, je spojitá podle vìty 2.2 v¹udena E.(g) Poznámky. (g1) Kde jsme vlastnì v dùkazu pøedhozí Mazurovy vìty vyu¾ili konvexity C?(g2) Mazurovu vìtu lze pøeformulovat takto. Je-li C otevøená konvexní mno¾ina v normovaném lineárním prostoru
E a z /∈ C, existuje ϕ ∈ E∗ tak, ¾e ϕ(z) = 0 a ϕ > 0 na C.(g3) Ku¾elem V ve vektorovém prostoru W rozumíme takovou mno¾inu, ¾e V + V ⊂ V a λV ⊂ V pro ka¾dé
λ > 0. Nìkteøí autoøi je¹tì po¾adují, aby 0 ∈ V . Je-li A libovolná podmno¾ina W , de�nujme k(A) jako prùnikv¹eh ku¾elù obsahujííh A. Potom k(A) je nejmen¹í ku¾el obsahujíí A. Nezapomeòte pøitom, ¾e prùnik ku¾elùje v¾dy ku¾el a ¾e W také tvoøí ku¾el. Jako vièení zkuste ovìøit, ¾e

k(A) = {α1x1 + . . . αnxn : α1 > 0, . . . , αn > 0 , x1, . . . , xn ∈ A} .Nyní je ji¾ jen krùèek k následujíí geometriké verzi Hahn-Banahovy vìty. K ní a jejím dal¹ímvariantám dokone v lokálnì konvexníh prostoreh se je¹tì vrátíme v *14.7. Tam té¾ naznaèímejiný dùkaz, a to vyu¾itím vlastností Minkowského funkionálu.



2. Lineární zobrazení a operátory 25(h) Geometriká Hahn-Banahova vìta. Neh» A,B jsou neprázdné disjunktní konvexní pod-mno¾iny (reálného) normovaného lineárního prostoru E. Potom existuje (nenulová) f ∈ E∗ a
α ∈ R tak, ¾e

A ⊂ {x ∈ E : f(x) > α} a B ⊂ {x ∈ E : f(x) < α} ,pokud A i B jsou naví otevøené, anebo jedna z nih je uzavøená a druhá kompaktní.Poznámka. Ne¾ pøejdeme k dùkazu, øeknìme si, ¾e tato verze Hahn-Banahovy vìty má skuteènì geometrikýharakter. Øíká toti¾, ¾e dvì disjunktní konvexní mno¾iny A,B za jistýh pøedpokladù mohou být "oddìleny\èi "separovány\ uzavøenou nadrovinou. Existuje uzavøená nadrovina H tak, ¾e A le¾í v jednom "poloprostoru\urèeném H a mno¾ina B v tom druhém. Jak jsme ji¾ uvedli, existuje elá ¹kála verzí geometrikýh vìt i typùoddìlování, pokud máte zájem, podívejte se na zmínìný odstave *14.7.Dùkaz. Neh» obì mno¾iny A i B jsou otevøené. Polo¾me C := A − B. Snadno se ovìøí, ¾e Cje konvexní a 0 /∈ C. Proto¾e C = ⋃ {A− b : b ∈ B}, je C také otevøená. Podle Mazurovy vìtyexistuje f ∈ E∗ tak, ¾e f > 0 na C. Tak¾e je-li a ∈ A, b ∈ B, je 0 < f(a − b) = f(a) − f(b).Existuje tedy reálné α tak, ¾e sup {f(b) : b ∈ B} ≤ α ≤ inf {f(a) : a ∈ A}. Proto¾e v¹ak mno¾iny
f(A) i f(B) jsou vlastnì otevøené intervaly (podle (b) jsou to otevøené mno¾iny, ale jsou takékonvexní jako¾to obrazy konvexníh mno¾in pøi lineárním zobrazení), musí být f > α na A a
f < α na B.Je-li jedna z mno¾in A,B uzavøená a druhá kompaktní, mají kladnou vzdálenost. Øeknìme, ¾e3d := dist(A,B) > 0. Polo¾íme-li GA := ⋃ {U(x, d) : x ∈ A} = A+U(0, d) a GB := B +U(0, d),zjistíme, ¾e A a B jsou disjunktní otevøené konvexní podmno¾iny E. A staèí pou¾ít první èástdùkazu.Pro dùkaz lze také vyu¾ít *14.6.d.(k) Poznámka. Nìkoho by mohla napadnout otázka, proè oddìlujeme zrovna konvexní mno¾iny. Odpovìï jejednoduhá. Jsou-li A,B libovolné disjunktní mno¾iny ve vektorovém prostoru, lze je oddìlit nadrovinou, právìkdy¾ lze oddìlit nadrovinou jejih konvexní obaly.Nyní uvedeme nìkteré bezprostøední aplikae Hahn-Banahovy vìty, které budeme v dal¹ímpotøebovat.2.24. Duální vyjádøení normy. Je-li E normovaný lineární prostor a x ∈ E, potom

‖x‖ = max{|ϕ(x)| : ϕ ∈ E∗ , ‖ϕ‖ ≤ 1} .Dùkaz. Není o dokazovat v pøípadì x = 0. Buï tedy x ∈ E, x 6= 0. Pokud ϕ ∈ E∗, ‖ϕ‖ ≤ 1,potom |ϕ(x)| ≤ ‖x‖. Nyní staèí pou¾ít dùsledek Hahn-Banahovy vìty 2.20, podle nìho¾ existuje
g ∈ E∗ tak, ¾e ‖g‖ = 1 a g(x) = ‖x‖.2.25. Vìta. Neh» M je podprostor normovaného lineárního prostoru E. Jestli¾e jediná spojitálineární forma z E∗, která je rovna 0 na M , je nulová, potom M je hustý v E.Dùkaz. Proto¾e M je také podprostorem E, je tvrzení bezprostøedním dùsledkem 2.22.2.26. Poznámka. V øeèi anihilátorù, které zavedeme formálnì a¾ v 5.18, lze uvedenou vìtu vyslovit takto: Je-li
M podprostor E a M⊥ = {0}, je M hustý v E.2.27. Vìta. Neh» M je koneènì dimenzionální podprostor Banahova prostoru X. Potom Mmá v X topologiký doplnìk.Dùkaz. Má-li prvek x ∈M vyjádøení v jisté bázi M jako x = (λ1, . . . , λn) a polo¾íme-li ϕi(x) :=
λi, jsou ϕi (i = 1, . . . , n) spojité lineární funkionály na M . Podle Hahn-Banahovy vìty 2.18existují �i ∈ X∗ tak, ¾e �i = ϕi na M . Potom X = M ⊕t

( n⋂
i=1 ker �i).Jiný dùkaz. Neh» {e1, . . . , en} je báze M . Pro pevné i = 1, . . . , n buï Mi lineární obal mno¾iny

{ej : j 6= i}. Potom Mi je uzavøený podprostor X a ei /∈ Mi. Podle dùsledku Hahn-Banahovyvìty v 2.22 existuje ϕi ∈ X∗ tak, ¾e ϕi = 0 na Mi a ϕi(ei) = 1. De�nujeme-li Px = n∑
i=1ϕi(x)eipro x ∈ X , je P projeke X na M .



26 A. Elementy funkionální analýzy2.28. Poznámky. (a) Je-li {e1, . . . , en} báze M , v¹imnìte si, ¾e ϕi(ej) = 0 pro i 6= j a ϕi(ei) = 1. Jinými slovy,
{ϕ1, . . . , ϕn} je duální bází k {e1, . . . , en} (viz *2.2).(b) Uká¾eme, ¾e existuje projeke P , pro ni¾ ‖P‖ ≤ dimM . K tomu nejdøíve zaveïme pojem Auerbahovy bázea doka¾me následujíí tvrzení. Neh» E je normovaný lineární prostor, dimE = n. Dvojii {ei, ϕi}ni=1 nazvemeAuerbahovou bází E, jestli¾e {e1, . . . , en} je bází E, {ϕ1, . . . , ϕn} je bází E∗, ‖ei‖ = ‖ϕi‖ = 1 = ϕi(ei) pro ka¾dé
i = 1, . . . , n a ϕi(ek) = 0 pokud i 6= k.Auerbahovo lemma. V ka¾dém normovaném lineárním prostoru koneèné dimenze existuje Auerbahova báze.Návod . Neh» B := {b1 , . . . , bn} je algebraiká báze prostoru E. Pro (v1 , . . . , vn) ∈ En oznaème det(v1 , . . . , vn)determinant matie, její¾ i-tý øádek je tvoøen koe�ienty prvku vi v bázi B. Vzhledem k de�nii determinantu jezobrazení (v1, . . . , vn) 7→

˛̨det(v1, . . . , vn)˛̨ spojité. Nabývá tedy v nìjakém bodì (e1, . . . , en) kompaktní mno¾iny˘(x1, . . . , xn) ∈ En : ‖x1‖ = · · · = ‖xn‖ = 1¯ svého maxima. Vektory e1, . . . , en jsou lineárnì nezávislé a
‖e1‖ = · · · = ‖en‖ = 1. Polo¾íme-li

ϕj : x 7→ det(e1, . . . , ej−1, x, ej+1, . . . , en)det(e1, . . . , en) pro x ∈ E a j = 1, . . . , n ,mají ϕ1, . . . , ϕn v¹ehny po¾adované vlastnosti. ♣Neh» tedy M je n-dimenzionální podprostor normovaného lineárního prostoru E a {ei, ϕi}ni=1 jeho Auerba-hova báze. Podle Hahn-Banahovy vìty 2.18 existují �1, . . . ,�n ∈ E∗ tak, ¾e �j ↾ M = ϕj a ‖�j‖ = ‖ϕj‖ = 1pro ka¾dé j = 1, . . . , n. Jestli¾e
P : x 7→

nX

j=1�j(x)ej pro x ∈ E ,je P projeke na E, P (E) = M a ‖Px‖ ≤
nP
j=1 |�j(x)|‖ej‖ ≤ n‖x‖. Tudí¾ ‖P‖ ≤ n.Poznamenejme je¹tì, ¾e lze zvolit dokone takovou projeki, pro ni¾ ‖P‖ ≤ √

n (srovnejte s *2.1.).2.29. Kanoniké vnoøení X do X∗∗. Je-li X normovaný lineární prostor, oznaèíme symbolem
X∗∗ duál k X∗. Je tedy druhý duál k X prostorem v¹eh spojitýh lineárníh forem na (prvním)duálu X∗. Pro x ∈ X de�nujme formu εx pøedpisem

εx : ϕ 7→ ϕ(x) , ϕ ∈ X∗a zobrazení ε jako
ε : x 7→ εx , x ∈ X .Zøejmì εx je lineární forma na X∗, která je naví omezená:

|εx(ϕ)| = |ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖ ‖x‖ .Je tedy εx prvkem druhého duálu X∗∗ a zobrazení ε budeme nazývat kanonikým vnoøením Xdo X∗∗.2.30. Vlastnosti kanonikého vnoøení. Kanoniké vnoøení ε je prostým, izometrikým aizomorfním zobrazením X na εX ⊂ X∗∗.Dùkaz. Zobrazení ε je evidentnì lineární a ‖ε(x)‖ = ‖εx‖ ≤ ‖x‖ pro ka¾dé x ∈ X , jak plynez odhadu v pøedhozím odstavi 2.29. Chtìli byhom nyní ukázat, ¾e ‖εx‖ ≥ ‖x‖. Tato nerovnostje zøejmá v pøípadì, kdy x = 0. Je-li x 6= 0, existuje podle dùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.20
g ∈ X∗ tak, ¾e ‖g‖ = 1 a g(x) = ‖x‖. Odtud dostáváme

‖x‖ = g(x) ≤ sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ X∗ , ‖ϕ‖ ≤ 1} = ‖εx‖ .Je-li x 6= y, máme ‖εx − εy‖ = ‖εx−y‖ = ‖x − y‖ 6= 0, tudí¾ i εx 6= εy. (Ostatnì, ka¾dá lineárníizometrie je prostým zobrazením.)2.31. Vnoøení a kopie. Øekneme, ¾e Banahùv prostor X obsahuje kopii Banahova prostoru
Y , anebo té¾ ¾e Y je vnoøen do X , existuje-li izomorfní zobrazení T prostoru Y do X . Proto¾e Tje prosté zobrazení a jeho inverze T−1 : TY → X je té¾ spojitá (zde se musíme odvolat na vìtu4.16 a vièení *1.17, z kterého plyne, ¾e TY je uzavøený podprostor X), lze ekvivalentnì øíi,¾e Y je vnoøen do X , existuje-li lineární zobrazení L : Y → X a kladné konstanty α, β tak, ¾e
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α ‖y‖ ≤ ‖Ly‖ ≤ β ‖y‖ pro ka¾dé y ∈ Y . Vezmìme tedy poslední výrok za de�nii. Z ní okam¾itìplyne, ¾e zobrazení L je prosté, spojité, ¾e LY je uzavøený podprostor X a ¾e L je izomor�zmus.Lze-li naví L volit jako izometrii, øekneme, ¾e Y je izometriky vnoøen do X , èi ¾e X obsahujeizometrikou kopii Y .Banahùv podprostor TY pak mù¾eme hápat jako kopii Y v X . Tedy kupøíkladu, je-li XBanahùv prostor, je εX jeho izometriká kopie v X∗∗. Je¹tì jinak, X je izometriky vnoøen do
X∗∗.2.32. Reexivní prostory. Øekneme, ¾e normovaný lineární prostor E je reexivní , jestli¾e
εE = E∗∗, kde ε je kanoniké vnoøení E do E∗∗.2.33. Poznámky. (a) Proto¾e kanoniké vnoøení ε je izometriké, a tedy i prosté, a ka¾dý duál je úplný, je ika¾dý reexivní prostor úplný.(b) Je-li N normovaný lineární prostor, je Y := εN uzavøená podmno¾ina úplného prostoru X∗∗. Je tedy YBanahùv prostor, do nìho¾ je N hustì vnoøen a lze jej tedy pova¾ovat za zúplnìní N .() Existují prostory, které jsou izometriky-izomorfní se svým druhým duálem, a pøesto nejsou reexivní (vizR.C. James [1951℄). V de�nii reexivity je dùle¾ité, ¾e se jedná o speiální izometriky-izomorfní zobrazení danékanonikým vnoøením.(d) Mìjme Banahùv prostor X. Jeho duál X∗ oznaème Y . Je tedy Y ∗ = X∗∗. Je-li prostor X reexivní, jejeho druhý duál X∗∗ izometriky-izomorfní s pùvodním prostorem X. Tudí¾ i duál Y ∗ je izometriky-izomorfnís X. V tomto smyslu mù¾eme øíi, ¾e duálem k Y je X, aèkoliv samozøejmì duálem k Y je X∗∗, a my byhommìli radìji pøesnìji mluvit o tom, ¾e Y ∗ je izometriky-izomorfní s X. Tuto lieni si mohou dovolit odborníi,vyjadøování zaèáteèníka (hlavnì pro dobré pohopení) by mìlo být pøesnìj¹í.2.34. Reexivita Hilbertovýh prostorù. Ka¾dý Hilbertùv prostor je reexivní.Dùkaz. Buï H Hilbertùv prostor a F ∈ H∗∗. Pro h ∈ H polo¾me ϕh(x) = (x, h). Pøipomeòme,¾e ϕh ∈ H∗ a ¾e zobrazení h 7→ ϕh je izometriké, sdru¾enì-lineární zobrazení H na H∗. Proto¾ezobrazení ψ : h 7→ F (ϕh) je spojitá lineární forma na H , existuje podle Fréhet-Rieszovy vìty 2.9
x ∈ H tak, ¾e ψ(h) = (h, x) pro ka¾dé h ∈ H . Buï tedy koneènì ϕ ∈ H∗. Existuje právì jedno
h ∈ H tak, ¾e ϕ = ϕh. Potom

F (ϕ) = F (ϕh) = ψ(h) = (h, x) = (x, h) = ϕh(x) = ϕ(x) = εx(ϕ) .Na¹li jsme tedy x ∈ H tak, ¾e εx = F .2.35. Reexivita dal¹íh prostorù. (a) Reflexivita Lp-prostorù. V dal¹ím (X,S, µ) budeprostor s mírou, 1 < p < ∞, Lp := Lp(X,S, µ) a q = p
p−1 . Uká¾eme, ¾e prostor Lp je reexivní.Dùkaz (poøádný), jeho¾ my¹lenka je obdobná my¹lene právì provedeného dùkazu reexivityHilbertovýh prostorù, zalo¾íme samozøejmì na harakteristie duálu k Lp uvedené v 2.14.b. Projednoduhost je¹tì pøedpokládejme, ¾e uva¾ované prostory Lp jsou reálné, dùkaz v komplexnímpøípadì je v¹ak skoro identiký.Volme tedy F ∈ Lp∗∗ libovolnì. Na¹ím ílem je nalézt h ∈ Lp tak, aby εh = F . De�nujmezobrazení i : Lq → Lp∗ pøedpisem

i(g) : f 7→
∫

X

fg dµ pro f ∈ Lp , g ∈ Lq .Podle zmínìné harakteristiky je i izometriky-izomorfní zobrazení Lq na Lp∗. Polo¾íme-li ϕ =
F ◦ i, je ϕ ∈ Lq∗. Existuje tedy h ∈ Lp tak, ¾e

ϕ(g) = ∫

X

gh dµ pro g ∈ Lq .Staèí ukázat, ¾e εh = F . K tomu úèelu volme t ∈ Lp∗. Existuje gt ∈ Lq tak, ¾e i(gt) = t. Potom
F (t) = F (i(gt)) = ϕ(gt) = ∫

X

gth dµ = i(gt)(h) = t(h) = εh(t)a jsme s dùkazem hotovi.



28 A. Elementy funkionální analýzy(b) Reflexivita lp. Z pøedhozího speiálnì plyne, ¾e prostory lp jsou pro p ∈ (1,∞) reexivní.() Nereflexivita c0. Prostor c0 není reexivní. Jeden z argumentù je ukryt ve vièeníh 2.55.ia 2.55.j . Jiný v neseparabilitì l∞, v 3.7.a èi v 18.6..Poznámka. V mnoha uèebniíh dùkaz reexivity Lp-prostorù probíhá následovnì. Proto¾e Lp∗ = Lq a Lq∗ =
Lp, je Lp∗∗ = Lp a dùkaz je hotov. I kdybyhom v¹ak uvedené rovnosti prostorù hápali tak, ¾e tyto jsouizometriky-izomorfní, dostáváme z uvedenýh úvah pouze, ¾e Lp∗∗ je izometriky-izomorfní s Lp, z èeho¾ je¹tìnevyplývá, jak jsme poznamenali v poznáme 2.33., ¾e prostor Lp je reexivní. Uvedená my¹lenka snad mù¾eslou¾it dobrému matematikovi k domnìne o reexivitì, niménì poøádný dùkaz je tomu pøei jen vzdálen.V dal¹ím budeme zkoumat speiální tøídy operátorù. Zaènìme s projekemi v Banahovýhprostoreh. Pro lep¹í pohopení si v¹ak nejdøíve zopakujte odstave 1.23 a 1.24 o algebraikýha topologikýh souèteh. Pøipomeòme, ¾e symbolem L1 ◦ L2, èi prostì L1L2, znaèíme slo¾enílineárníh zobrazení L1 a L2 (L1L2(x) := L1(L2(x))). Samozøejmì, L2 := L ◦ L. Dále, I v¾dybude znaèit identiké zobrazení daného prostoru.2.36. Projeke v Banahovýh prostoreh. Projekí na Banahovì prostoru X rozumímespojitý lineární operátor P : X → X splòujíí P 2 = P .Je-li P projeke, je projekí také operátor I − P .Proto¾e ‖P‖ = ‖P 2‖ ≤ ‖P‖ ‖P‖, je nutnì ‖P‖ ≥ 1, pokud ov¹em P není projekí X nanulový prvek. Projeke v¹ak mù¾e nabývat libovolnì velké normy. Staèí vzít v R2 zobrazení(x, y) 7→ (x+ βy, 0), kde β > 0 je libovolné èíslo.2.37. Vìta. Neh» P je projeke na Banahovì prostoru X. Potom kerP := {x ∈ X : Px = 0}a RP := {Px : x ∈ X} jsou uzavøené podprostory X a X je jejih topologikým souètem.Obráenì, jsou-li M a N uzavøené podprostory Banahova prostoru X a X = M⊕tN , existujeprojeke P na X tak, ¾e M = kerP a N = RP .Dùkaz. Zøejmì jak kerP , tak i RP jsou podprostory X , kerP ∩ RP = {0} a kerP je navíuzavøený. Proto¾e v¹ak RP = ker(I − P ), je i RP uzavøený. Libovolné x ∈ X lze psát ve tvaru
x = Px+(I−P )x, odkud ji¾ dostáváme, ¾e X = kerP ⊕RP . Potom podle 1.24 (kde jsme, znovuzdùraznìme, pou¾ili vìtu 4.19 o uzavøeném grafu) máme X = kerP ⊕t RP .Pro x = xM + xN , kde xM ∈M a xN ∈ N , staèí polo¾it Px = xM , abyhom dokázali druhouèást tvrzení.Vidíme, ¾e mezi projekemi na X a komplementárními podprostory existuje vzájemnì jed-noznaèné zobrazení. Máme následujíí dùle¾itou harakteristiku (viz F.J. Murray, [1937℄), její¾dùkaz vyplývá z pøedhozí vìty.2.38. Vìta. Buï M podprostor Banahova prostoru X. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) M má topologiký doplnìk,(ii) existuje projeke X na M .2.39. Poznámka. Pokud M je netriviální podprostor X a P projeke X na M , víme, ¾e ‖P‖ ≥ 1. Není v¾dysnadné, a také to není v¾dy mo¾né, nalézt takovou projeki P , aby ‖P‖ = 1. Podívejte se tøeba na *2.1 èi *2.6.b.Co lze øíi o projekíh v Hilbertovýh prostoreh? Proto¾e v nih máme naví de�novánpojem kolmosti, mù¾eme oèekávat dal¹í vlastnosti projekí. Zaènìme v¹ak nejdøíve s pojmemhermiteovského operátoru, k nìmu¾ se vrátíme podrobnìji v 8. kapitole.2.40. Hermiteovské operátory. Buï H Hilbertùv prostor. Operátor T ∈ L(H) se nazýváhermiteovský , jestli¾e (Tx, y) = (x, T y) pro ka¾dou dvojii x, y ∈ H .Z kurzu lineární algebry víme, ¾e T ∈ L(Cn) reprezentovaný matií (ti,j) je hermiteovský,právì kdy¾ ti,j = tj,i.2.41. Ortogonální projeke v Hilbertovýh prostoreh. Buï P projeke na (komplexním)Hilbertovì prostoru H . Øekneme, ¾e P je ortogonální projeke, jestli¾e kerP a RP jsou navzájemkolmé podprostory H .Je-li P nenulová ortogonální projeke na H , je ‖P‖ = 1. To plyne snadno pomoí "Pythago-rovy vìty\, podle které odvodíme nerovnost ‖Px‖2 ≤ ‖Px‖2 + ‖x − Px‖2 = ‖x‖2 platnou proka¾dé x ∈ H . Odtud ‖P‖ ≤ 1. Na druhé stranì je v¾dy ‖P‖ ≥ 1 podle 2.36.



2. Lineární zobrazení a operátory 292.42. Vìta. Buï P projeke na Hilbertovì prostoru H. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) P je ortogonální projeke,(ii) P je hermiteovský operátor.Dùkaz. Je-li P ortogonální a x, y ∈ H , máme(Px, y) = (Px, Py) + (Px, y − Py) = (Px, Py) = (x, Py) + (Px− x, Py) = (x, Py) .Je-li naopak P hermiteovský, x ∈ kerP a y ∈ RP , je(x, y) = (x, Py) = (Px, y) = (0, y) = 0 .Máme-li nyní dvì ortogonální projeke na H , lze se ptát, kdy jsou na sebe kolmé. De�nie jenásledujíí.2.43. Projeke kolmé na sebe. Øíkejme, ¾e ortogonální projeke P1 a P2 v Hilbertovì prostoru
H jsou na sebe kolmé , jestli¾e prùmìty H jsou na sebe kolmé, tedy jestli¾e podprostory RP1 a
RP2 jsou na sebe kolmé.Uka¾te, ¾e P1 a P2 jsou na sebe kolmé, jestli¾e P1P2 = 0.Ve zbytku této kapitoly se budeme zabývat jednou z nejdùle¾itìj¹íh tøíd operátorù, kteroutvoøí kompaktní operátory. Ne¾ k nim pøejdeme, zopakujme nìo málo o kompaktníh mno¾ináhv metrikýh a v normovanýh lineárníh prostoreh.2.44. Kompaktní a prekompaktní mno¾iny. V metrikýh prostoreh jsou kompaktní mno¾iny ty, u nih¾z libovolného jejih pokrytí otevøenými mno¾inami lze vybrat koneèné podpokrytí. Dokazuje se, ¾e mno¾ina K jekompaktní, právì kdy¾ z ka¾dé posloupnosti jejíh prvkù lze vybrat konvergentní podposloupnost s limitou le¾íív K.Ka¾dá kompaktní podmno¾ina metrikého prostoru je uzavøená a omezená. V normovanýh lineárníh pro-storeh koneèné dimenze platí i obráené tvrzení. Uzavøené omezené podmno¾iny v prostoreh koneèné dimenzejsou kompaktní (viz *1.8). Naproti tomu podle Rieszovy vìty, kterou doká¾eme pozdìji v 5.12, v normovanýhlineárníh prostoreh nekoneèné dimenze nikdy ¾ádná uzavøená koule nemù¾e být kompaktní mno¾inou.Mno¾ina M v metrikém prostoru se nazývá prekompaktní, nìkdo té¾ øíká totálnì omezená, jestli¾e ke ka¾-dému ε > 0 existuje v M koneèná ε-sí» , tedy koneèná mno¾ina x1, . . . , xn ∈ M s vlastností nS

i=1U(xi, ε) ⊃ M .Ekvivalentnì lze øíi, ¾e M je prekompaktní, jestli¾e ji lze pokrýt koneènì mnoha koulemi o libovolnì malémpolomìru. Pøesnìji, zadáme-li si ε > 0, existuje koneèný poèet koulí K1, . . . ,Kn o polomìreh men¹íh ne¾ ε tak,¾e M ⊂
nS
j=1Kj .Jako u¾iteèné vièení doka¾te, ¾e mno¾ina M je prekompaktní, právì kdy¾ z ka¾dé její posloupnosti lze vybratposloupnost auhyovskou.Ka¾dá prekompaktní mno¾ina je zajisté omezená. Kompaktní mno¾iny jsou právì ty, které jsou prekompaktnía úplné.Relativnì kompaktní mno¾iny jsou ty, jejih¾ uzávìr je kompakt. V úplnýh metrikýh prostoreh prekompaktnía relativnì kompaktní mno¾iny splývají. Mno¾ina E je relativnì kompaktní, právì kdy¾ z ka¾dé posloupnosti prvkù

E lze vybrat konvergentní podposloupnost.Pøed vlastní de�nií kompaktníh operátorù je¹tì zopakujme, ¾e spojitá lineární zobrazeníjsou ta, která zobrazují omezené mno¾iny na mno¾iny omezené. Tyto mno¾iny, jak jsme se právìzmínili, v nekoneèné dimenzi nemají pøíli¹ silné vlastnosti.2.45. Kompaktní operátory. Buïte M,N normované lineární prostory. Øekneme, ¾e lineárnízobrazení z M do N je kompaktní , jestli¾e zobrazuje omezené podmno¾iny v M na mno¾inyrelativnì kompaktní v N . Symbolem Lc(M,N) znaème mno¾inu v¹eh kompaktníh operátorùz M do N . Dále Lc(M) := Lc(M,M). Vzhledem k rùzným harakteristikám kompaktnosti právìuvedeným, lze uvést i následujíí ekvivalentní de�nie.Vìtièka. Následujíí výroky jsou ekvivalentní pro K ∈ L(M,N):(i) K je kompaktní,(ii) je-li {xn} omezená posloupnost v M , lze z posloupnosti {Kxn} vybrat konvergentní podposloupnost,(iii) K zobrazuje jednotkovou kouli {x ∈ M : ‖x‖ ≤ 1} na mno¾inu relativnì kompaktní.Je-li prostor N naví úplný, je dále ekvivalentní:(iv) K zobrazuje omezené mno¾iny na mno¾iny prekompaktní.



30 A. Elementy funkionální analýzy2.46. Koneènì dimenzionální operátory. Dále øekneme, ¾e operátor F ∈ L(M,N) je koneènìdimenzionální , jestli¾e prostì jeho obor hodnot F (M) je mno¾ina koneèné dimenze v N . Oznaème
Lf (M,N) mno¾inu v¹eh koneènì dimenzionálníh operátorù z M do N , Lf (M) := Lf (M,M).Základní vlastnosti kompaktníh operátorù jsou shrnuty v následujíí vìtì.2.47. Vlastnosti kompaktníh operátorù. Buïte M,N,P normované lineární prostory a
X Banahùv prostor. Potom(a) ka¾dý kompaktní operátor je omezený, ka¾dý koneènì dimenzionální je kompaktní a tytotøídy operátorù tvoøí vektorové prostory, tedy Lf (M,N) ⊂⊂ Lc(M,N) ⊂⊂ L(M,N),(b) Lc(M,X) je uzavøený vektorový podprostor L(M,X),() je-li L ∈ L(M,N) a T ∈ L(N,P ), potom operátor T ◦ L je kompaktní, pokud L èi T jekompaktní.Dùkaz. Mnohá z tìhto tvrzení jsou snadným dùsledkem de�ni. Dokazujme pouze nìo.Neh» F ∈ L(M,N) je koneènì dimenzionální operátor, BM uzavøená jednotková koule v M .Potom F (M) je podprostor N koneèné dimenze, tedy uzavøená podmno¾ina N (viz *1.9.a).Proto¾e F (BM ) ⊂ F (M) je omezená uzavøená podmno¾ina koneènì dimenzionálního prostoru,musí být F (BM ) kompakt. Tudí¾ F ∈ Lc(M,N).Neh» nyní Kn ∈ Lc(M,X), Kn → K (samozøejmì v normì prostoru L(M,X)). Chemeukázat, ¾e i operátor K je kompaktní. K tomu staèí ovìøit, ¾e mno¾ina K(BM ) je prekompaktnív X . Volme tedy ε > 0. Existuje n0 tak, ¾e ‖Kn − K‖ < ε pro v¹ehna n ≥ n0. Dále existují
x1, . . . , xk ∈ X tak, ¾e Kn0(BM ) ⊂

k⋃
i=1U(xi, ε). Potom v¹ak K(BM ) ⊂

k⋃
i=1U(xi, 2ε), jak sesnadno pøesvìdèíme pomoí trojúhelníkové nerovnosti.Jiný dùkaz tohoto tvrzení lze provést klasikou diagonální metodou. Jestli¾e Kn ∈ Lc(M,X),

Kn → K a {xn} je omezená posloupnost v M , vybereme z této posloupnosti podposloupnost {x1n}tak, aby posloupnost {K1x1n} konvergovala. Poté vybereme z {x1n} podposloupnost {x2n} tak, abyposloupnost {K2x2n} konvergovala. Tak pokraèujeme dále. Uva¾ujeme-li diagonální posloupnost
{zn}, kde zn := xnn (a to je skuteènì vybraná posloupnost z pùvodní posloupnosti {xn}), vidíme,¾e posloupnost {Kkzn} konverguje pro ka¾dé k. Tudí¾ i posloupnost {Kzn} konverguje, jak selehko pøesvìdèíme. Skuteènì, volme ε > 0. Proto¾e ‖Kk−K‖ → 0 a {zn} je omezená posloupnost,existuje k tak, ¾e ‖Kkzn −Kzn‖ < ε pro ka¾dé n. Proto¾e posloupnost {Kkzn}n je auhyovská(je dokone konvergentní), existuje n0 tak, ¾e ‖Kk(zi) −Kk(zj)‖ < ε pro i, j ≥ n0. Pro tato i, jpak máme

‖Kzi −Kzj‖ ≤ ‖Kzi −Kkzi‖ + ‖Kkzi −Kkzj‖ + ‖Kkzj −Kzj‖ < 3ε .2.48. Poznámky. (a) Prostor kompaktníh operátorù nemusí být uzavøený v L(M,N), pokud N není úplný.Protipøíklad je zalo¾en na následujíí my¹lene. Neh» T ∈ L(c0, l2) je operátor de�novaný pøedpisem T : {xn} 7→
{xn
n

}. Polo¾me N = T (c0). Potom T uva¾ovaný jako prvek prostoru L(c0, N) není kompaktní (uva¾ujte posloup-nost zk := (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . ) z jednotkové sféry prostoru c0 a uka¾te, ¾e z posloupnosti {Tzk} nelze vybrat¾ádnou posloupnost konvergujíí k nìjakému prvku prostoru N). Na druhé stranì posloupnost (dokone) koneènìdimenzionálníh operátorù Tk ∈ L(c0, N) de�novaná vztahem Tk : {xn} 7→ (x1, 12x2, . . . , 1kxk, 0, 0, . . . ) konvergujek T , nebo»
‖T − Tk‖ = sup˘(Tk − T )({xn}) : ‖{xn}‖ ≤ 1¯

≤
“ ∞X

j=k+1 1
j2 ” 12

.(b) Z tvrzení v 2.47. speiálnì plyne, ¾e Lc(M) tvoøí oboustranný ideál v prostoru L(M) (to znamená, ¾e operátory
KL i LK jsou kompaktní, pokud K,L ∈ L(M) a K je kompaktní). Pokud prostor M je úplný, je Lc(M) dokoneuzavøený ideál v L(M) podle (b) v 2.47.2.49. Pøíklady. (a) Fredholmùv operátor. Neh» k je spojitá, obenì komplexní, funke na[0, 1℄ × [0, 1℄. Fredholmùv operátor F ∈ L(C([0, 1℄)) de�nujme pøedpisem

Ff(s) := ∫ 10 k(s, t)f(t) dt pro f ∈ C([0, 1℄) a s ∈ [0, 1℄.



2. Lineární zobrazení a operátory 31Není tì¾ké si uvìdomit, ¾e Ff je korektnì de�nováno (integrand je spojitá funke), ¾e Ff ∈
C([0, 1℄) (vyu¾ije se stejnomìrné spojitosti funke k), ¾e F je lineární operátor, a ¾e je omezený(‖F‖ ≤ sup{|k(s, t)| : s, t ∈ [0, 1℄}).Soustøeïme se nyní na dùkaz, ¾e F je kompaktní. Oznaème B := {f ∈ C([0, 1℄) : ‖f‖ ≤ 1}.K tomu, abyhom dokázali, ¾e mno¾ina F(B) je relativnì kompaktní v C([0, 1℄) pou¾ijeme Arzel�a-Asoliho vìtu z *1.14. Ov¹em F(B) je omezená mno¾ina, proto¾e F je omezený operátor a zbýváukázat, ¾e F(B) je mno¾ina stejnì spojitýh funkí. Ale to je snadné. Volíme-li ε > 0, najdeme
δ > 0 tak, aby |k(s1, t) − k(s2, t)| < ε, kdykoliv t ∈ [0, 1℄ a |s1 − s2| < δ. Potom

∣∣Ff(s1) −Ff(s2)∣∣ ≤ max
t∈[0,1℄∣∣k(s1, t) − k(s2, t)∣∣ ‖f‖ ≤ ε .Podívejme se nyní na obenìj¹í Fredholmovy operátory. Budeme uva¾ovat kompaktní (Haus-dor�ovy) topologiké prostory S a T , spojitou funki k na S×T a Radonovu míru µ na T . Opìtpolo¾íme

Ff(s) := ∫
T

k(s, t)f(t) dµ(t) pro f ∈ C(T ) a s ∈ S .Jako shora se uká¾e, ¾e F ∈ L
(
C(T ), C(S)). Pro dùkaz, ¾e F je kompaktní byhom mohli opìt po-u¾ít Arzel�a-Asoliho vìtu anebo mù¾eme postupovat následovnì. Uvìdomíme si, ¾e podle Stone-Weierstrassovy vìty je mno¾ina

C(S) ⊗ C(T ) :={ k∑

i=1 fi(s)gi(t) : fi ∈ C(S), gi ∈ C(T )}hustá v C(S × T ). Existuje tedy posloupnost {kn(s, t)} ⊂ C(S) ⊗ C(T ) tak, ¾e kn ⇉ k na S × T .Proto¾e operátory
Tn : f 7→

∫

T

kn(s, t)f(t) dµ(t) , f ∈ C(T )jsou koneènì dimenzionální (to plyne z vyjádøení jádra kn, jestli¾e toti¾ kn(s, t) = k∑
i=1 fi(s)gi(t),je Tnf(s) = k∑

i=1 fi(s) ∫T gi(t) dµ(t) a Tnf le¾í v lineárním obalu mno¾iny {f1, . . . , fk}) a
‖F − Tn‖ ≤ ‖k − kn‖ ‖µ‖ → 0 ,je F kompaktní podle 2.47.(b) Volterrùv operátor. Buï opìt k spojitá funke, tentokráte na mno¾inì {(s, t) ∈ R2 : s ∈[0, 1℄, t ∈ [0, s℄}. Jestli¾e

Vf(s) := ∫ s0 k(s, t)f(t) dt pro f ∈ C([0, 1℄) ,je opìt V kompaktní operátor na prostoru C([0, 1℄). Operátoru V se øíká Volterrùv .() Hilbert-Shmidtovy operátory. Buïte µ, ν Radonovy míry na lokálnì kompaktníh pro-storeh E a F a k ∈ L2
E×F (µ ⊗ ν) (zde µ⊗ ν je souèin Radonovýh mìr µ a ν, viz tøeba [LM℄,16.9). De�nujme nyní Hilbert-Shmidtùv operátor T pøedpisem
Tϕ(y) := ∫

E

k(x, y)ϕ(x) dµ(x) pokud ϕ ∈ L2(µ) .Pomoí Shwarzovy nerovnosti a Fubiniovy vìty odvodíme, ¾e pro ϕ ∈ L2(µ) máme
‖Tϕ‖2L2(ν) = ∫

F

T 2ϕdν = ∫

F

[∫

E

k(x, y)ϕ(x) dµ(x)]2dν(y)
≤
∫

F

[∫

E

|k(x, y)|2 dµ(x) ∫
E

|ϕ(x)|2 dµ(x)]dν(y)= ‖ϕ‖2L2(µ) ∫
F

[∫

E

|k(x, y)|2 dµ(x)]dν(y)= ‖ϕ‖2L2(µ) ‖k‖2L2(µ⊗ν) .



32 A. Elementy funkionální analýzyOdtud vidíme, ¾e T ∈ L(L2(µ), L2(ν)) a ‖T ‖ ≤ ‖k‖L2(µ⊗ν). Cheme ukázat, ¾e T je kompaktníoperátor. Mù¾eme postupovat stejnì jako v (a) tím, ¾e T bude limitou posloupnosti koneènìdimenzionálníh operátorù. K tomu pou¾ijeme poznatek, obdobnì jako v (a), ¾e prostor Ck(E)⊗
Ck(F ) je hustý v prostoru Ck(E × F ) (zde Ck(E) je prostor v¹eh spojitýh funkí na E majííhkompaktní nosiè se sup-normou) a ¾e prostor Ck(E × F ) je hustou podmno¾inou L2(µ ⊗ ν)(opatøeného L2-normou).Uveïme je¹tì jiný dùkaz kompaktnosti T vyu¾ívajíí harakteristiky kompaktníh operátorù v Hilbertovýh pro-storeh z vìty 4.12. Volme tedy posloupnost {ϕn} ⊂ L2(µ), ϕn w→ 0. Proto¾e funke x 7→ k(x, y) le¾í v prostoru
L2(µ) pro ν-skoro v¹ehna y ∈ F , je pro tato y podle de�nie slabé konvergene a Fréhet-Rieszovy vìty 2.9
Tϕn(y) = R

E
k(x, y)ϕn(x) dµ(x) → 0. Posloupnost {ϕn} je omezená podle 4.7, neh» ‖ϕn‖ ≤ β pro v¹ehna n.Proto¾e

|Tϕn(y)|2 ≤
Z

E
|k(x, y)|2 dµ(x) Z

E
|ϕn(x)|2 dµ(x) ≤ β2 Z

E
|k(x, y)|2 dµ(x)a funke y →

R
E
|k(x, y)|2 dµ(x) je ν-integrabilní, je podle Lebesgueovy vìty o dominantní konvergeni ‖Tϕn‖ → 0.Podle zmínìné vìty v 4.12 je T kompaktní.V 10. kapitole se budeme zabývat obenými Hilbert-Shmidtovými operátory a také nìkterýmijejih speiálními pøípady.(d) Nukleární operátory. Neh» X,Y jsou Banahovy prostory, {λn} ∈ l1, {yn} omezenáposloupnost v Y a {ϕn} omezená posloupnost v X∗. Neh» sup

n
‖yn‖ sup

n
‖ϕn‖ ≤ C. De�nujeme-li

Nx = ∞∑

n=1λn ϕn(x) yn pro x ∈ X ,je ‖Nx‖ ≤ C ‖x‖
∞∑
n=1 |λn|, tak¾e N ∈ L(X,Y ). Naví N je kompaktní, nebo» je limitou v L(X,Y )koneènì dimenzionálníh operátorù Fn : x 7→

n∑
i=1λi ϕi(x) yi ( ‖N − Fn‖ ≤ C

∞∑
i=n+1 |λi| → 0).Operátory tohoto typu se nazývají nukleární .

����P. Eno
2.50. Banahovy prostory s aproximaèní vlastností. Podle 2.47 víme, ¾e limita posloup-nosti koneènì dimenzionálníh operátorù v Banahovì prostoru X je kompaktní operátor, tedy
Lf (X) ⊂ Lc(X). Je otázkou, zda ka¾dý kompaktní operátor je limitou posloupnosti koneènì di-menzionálníh operátorù. To byl po dlouhou dobu slavný otevøený problém. A¾ P. Eno [1973℄sestrojil pøíklad dokone separabilního Banahova prostoru, v nìm¾ toto tvrzení neplatí. Viz*2.18, kde uvedeme pøesné de�nie a tvrzení.2.51. Banahovsky adjungovaná zobrazení. Buïte M,N normované lineárníprostory a T ∈ L(M,N). Pro ϕ ∈ N∗ polo¾me T ′ϕ := ϕ◦T , tedy T ′ϕ(x) = ϕ(Tx)pro x ∈ M . Témìø bezprostøednì je vidìt, ¾e T ′ϕ ∈ M∗ a T ′ ∈ L(N∗,M∗).Zobrazení T ′ budeme øíkat (banahovsky) adjungované zobrazení k T .2.52. Vlastnosti adjungovanýh zobrazení. Jsou-li M,N normované lineární prostory,

S, T ∈ L(M,N) a λ ∈ F, je(S + T )′ = S′ + T ′ , (λT )′ = λT ′ , ‖T ‖ = ‖T ′‖ .Jsou-li M,N,P normované lineární prostory, L ∈ L(M,N) a T ∈ L(N,P ), je T ◦ L ∈ L(M,P )a
‖TL‖ ≤ ‖T ‖ ‖L‖ , (TL)′ = L′T ′ .Dùkaz. Dùkazy v¹eh tvrzení jsou nabíledni. Snad pouze k rovnosti norem. Proto¾e ‖T ′ϕ‖ ≤

‖ϕ‖ ‖T ‖, máme ihned ‖T ′‖ ≤ ‖T ‖. Uká¾eme-li, ¾e pro ka¾dé x ∈ M je ‖Tx‖ ≤ ‖T ′‖ ‖x‖, dosta-neme ihned i opaènou nerovnost ‖T ‖ ≤ ‖T ′‖. Je-li ov¹em x ∈M a Tx = 0, je uvedená nerovnostzøejmá. Jinak existuje podle 2.20 ψ ∈ N∗ tak, ¾e ‖ψ‖ = 1 a ψ(Tx) = ‖Tx‖. V tom pøípadì máme
‖Tx‖ = ψ(Tx) = T ′ψ(x) ≤ ‖T ′‖ ‖ψ‖ ‖x‖ = ‖T ′‖ ‖x‖ .



2. Lineární zobrazení a operátory 332.53. Shauderova vìta. Neh» T ∈ L(E,X), kde E je normovaný lineární prostor a XBanahùv. Potom T je kompaktní, právì kdy¾ T ′ je kompaktní.Dùkaz. Neh» B := BE znaèí uzavøenou jednotkovou kouli v E a ε > 0 je zadáno. Proto¾e TBje prekompaktní, existují x1, . . . , xn ∈ E tak, ¾e TB ⊂
n⋃
i=1U(Txi, ε).De�nujme operátor K : X∗ → Fn pøedpisem K : ϕ 7→

{
ϕ(Tx1), . . . , ϕ(Txn)}. Evidentnì Kje kompaktní operátor. Je-li B∗ uzavøená jednotková koule v X∗, existují opìt ϕ1, . . . , ϕk ∈ B∗tak, ¾e KB∗ ⊂

k⋃
j=1U(Kϕj , ε).Uká¾eme nyní, ¾e {T ′ϕ1, . . . , T ′ϕk} je 3ε-sí» pro T ′B∗. Volme tedy ϕ ∈ B∗ pevnì. Existuje

j ∈ {1, . . . , k} tak, ¾e ‖Kϕ−Kϕj‖ < ε a potøebujeme dokázat, ¾e
‖T ′ϕ− T ′ϕj‖ = ‖T ′(ϕ− ϕj)‖ = sup{|T ′(ϕ− ϕj)(x)| : x ∈ B

}= sup{|ϕ(Tx) − ϕj(Tx)| : x ∈ B
}
≤ 3ε .Volme tedy je¹tì x ∈ B. Existuje i ∈ {1, . . . , n} tak, ¾e ‖Tx− Txi‖ < ε. Uvìdomme si, ¾e podlede�nie K potom ∣∣ϕ(Txi) − ϕj(Txi)∣∣ ≤ ‖Kϕ−Kϕj‖ < ε. Kdy¾ dáme v¹e dohromady, získámeký¾ený odhad

∣∣ϕ(Tx) − ϕj(Tx)∣∣ ≤ ∣∣ϕ(Tx) − ϕ(Txi)∣∣+ ∣∣ϕ(Txi) − ϕj(Txi)∣∣+ ∣∣ϕj(Txi) − ϕj(Tx)∣∣
≤ ‖ϕ‖ ‖Tx− Txi‖ + ε+ ‖ϕj‖ ‖Txi − Tx‖ ≤ 3ε .Pøedpokládáme-li, ¾e T ′ ∈ L(X∗, E∗) je kompaktní, je podle první èásti dùkazu i operátor T ′′ ∈

L(E∗∗, X∗∗) kompaktní. Oznaèíme-li εE , εX kanoniká vnoøení E do E∗∗ a X do X∗∗, je ε−1
X ∈

L(εX(X), X) a T = ε−1
X T ′′εE na X (je nutno si uvìdomit, ¾e εX je izometrie a T ′′εE(E) jepodmno¾inou uzavøeného podprostoru εX(X)). Odtud podle 2.47. plyne, ¾e T je kompaktní.2.54. Poznámky. (a) Jiný dùkaz Shauderovy vìty postavený na Arzel�a-Asoliho vìtì lze vést následovnì.Pøedpokládejme, ¾e T je kompaktní a {ϕn} ⊂ B∗. Proto¾e |ϕn(x) −ϕn(y)| ≤ ‖x− y‖, je posloupnost funkionálù

{ϕn} stejnì spojitá. Uva¾ujeme-li ji na kompaktu K := TB, je tam naví omezená. Podle Arzelá-Asoliho vìtyv *1.14 existuje její vybraná podposloupnost {ϕnk
} konvergujíí stejnomìrnì na K. Proto¾e ‖T ′ϕnk

− T ′ϕnj ‖ ≤sup˘
|T ′(ϕnk

− ϕnj )x| : x ∈ B
¯ = sup˘

|ϕnk
(Tx) − ϕnj (Tx)| : x ∈ B

¯, plyne z pøedhozího a z úplnosti prostoru
X, ¾e posloupnost T ′ϕnk

konverguje.Je¹tì jiný dùkaz je zalo¾en na dùsledku Alaoglu-Bourbakiho vìty 16.6. Abyhom ukázali, ¾e T ′ je kompaktní,volme posloupnost {ϕn} ⊂ B∗. Podle zmínìné vìty má {ϕn} hromadný bod ϕ ∈ B∗ ve w∗-topologii. Pak staèíukázat, ¾e T ′ϕ je hromadným bodem {T ′ϕn} v normové topologii prostoru E∗ (porovnejte ostatnì s 4.11 a 4.12).(b) Rovnì¾ tak pro závìr dùkazu lze pou¾ít vièení 2.55.r.() Kde jsme vùbe v pøedhozím dùkazu vyu¾ívali úplnosti prostoru X?2.55. Elementární vièení. (a) Zjistìte, zda následujíí operátory na prostoru X jsou lineární a spojité. Pokudano, spoètìte jejih normu:(a1) Lf(t) := ω(t)f(t), X = C([0, 1℄) (ω je spojitá funke na [0, 1℄),(a2) Lf(t) := ω(t)f(t), X = L2([0, 1℄) (ω je zadaná funke na [0, 1℄),(a3) Lf(t) := f(t3), X = C([0, 1℄),(a4) Lf(t) := f(t3), X = L2([0, 1℄),(a5) L je identiké vnoøení prostoru C1([0, 1℄) (viz *1.1.d) do C([0, 1℄),(a6) Lf(t) := 2πR0 f(s) os(t − s) ds, X = L2([0, 2π℄),(a7) Lf(t) := t
R 10 f , X = L2([0, 1℄),(a8) L({xn} = (x1, x2, x3, 0, 0, . . . ), X = c0 èi X = l1,(a9) L(x1, x2, x3) := (x1,−2x2, 3x3) pro (x1, x2, x3) ∈ R3.Návod . Abyste se nemuseli moøit s poèítáním normy ‖L‖ podle de�nie, oznaète si M matii lineárníhozobrazení L v nìjaké bázi prostoru R3. Potom matie M∗M je samoadjungovaná a její vlastní èísla jsoureálná a nezáporná. Pro nejvìt¹í z nih, oznaème ho λ, platí λ = ‖M∗M‖ = ‖M‖2. ♣(b) Rozmyslete si, zda následujíí funkionály na Banahovì prostoru X jsou lineární a omezené. V kladnémpøípadì naleznìte jejih normy.(b1) F : {xn} 7→

∞P
n=1 xn

n2 , X = c0.



34 A. Elementy funkionální analýzyNávod . Buïto poèítejte pøímo z de�nie anebo se podívejte na 2.14.a, jak vypadají spojité lineárnífunkionály na prostoru c0 a jejih normy. ♣(b2) F : f 7→
πR0 f(x) sin xdx , X = L2([0, π℄).Návod . Proto¾e F (f) = (f, sin) je vlastnì skalární souèin v L2([0, π℄), je podle Fréhet-Rieszovy vìty 2.9

‖F‖ = ‖ sin ‖ = s
πR0 sin2 x dx = q

π2 . ♣(b3) F : f 7→
∞P
n=1 (−1)n

n2 f( 1
n

), X = C([−1, 1℄).(b4) F : {xn} 7→
∞P
n=1 n(2+ 1

n
)n2 xn, X = l2.Návod . Co¾ opìt zkusit Fréhet-Rieszovu vìtu? ♣(b5) F : f 7→ lim

n→∞

R 10 f(tn) dt, X = C([0, 1℄).(b6) F : f 7→
1R0 t− 15 f(t) dt, X = L2([0, 1℄).(b7) F : {xn} 7→

∞P
n=1`1 − 1

n

´
xn, X = l1.(b8) F : f 7→

1R0 t f(t) dt, X = Lp([0, 1℄).(b9) F : f 7→ f ′(0), X = {f ∈ C([−1, 1℄) : f je polynom nejvý¹e druhého stupnì}.Návod . ‖F‖ = 8. ♣() Neh» X,Y jsou Banahovy prostory a L ∈ L(X,Y ). Najdìte adjungovaný operátor L′ : Y ∗ → X∗v následujííh pøípadeh:(1) X = C([0, 2℄), Y = C([0, 1℄) a Lf = f ↾ [0, 1℄ pro f ∈ X,(2) X = Lp(0, 1), Y = Lq(0, 1), 1
p

+ 1
q

= 1 a Lf = 1R0 (x2 − y) sin(x+ y)f(y)dy pro f ∈ X,(3) X = l2, Y = c0 a L je "formální\ identita (ka¾dou posloupnost z l2 lze hápat jako prvek c0); v tomtopøípadì popi¹te i L′′.Návod . (2) L′g = 1R0 (y2 − x) sin(x+ y)f(y)dy. ♣(d) Buï ϕ funke na intervalu (0, 1). De�nujme lineární operátor z prostoru Lp(0, 1) do Lq(0, 1) pøedpisem Tf =
ϕf . Za jakýh podmínek na funki ϕ je T omezený operátor?Návod . Jestli¾e p ≥ q a ϕ ∈ L∞(0, 1), je T omezený. Pokud p < q, je T omezený pouze v pøípadì ϕ = 0 skorov¹ude. ♣(e) Uva¾ujme normovaný lineární prostor E := l100 z *1.1. a polo¾me

M = ˘
{xn} ∈ E : x2n+1 = 0¯ a N = ˘

{xn} ∈ E : x1 = x2 , 2x3 = x4 , 3x5 = x6 , . . .¯ .Uka¾te, ¾e M a N jsou uzavøené podprostory E, E = M ⊕ N , ale projeke E na M není spojitá. Je tedy Ealgebraikým souètem dvou uzavøenýh podprostorù, není v¹ak jejih souètem topologikým.(f) Buï X Banahùv prostor. Neh» f ∈ X∗. Potom existuje x ∈ X tak, ¾e ‖x‖ = 1 a dist(x, ker f) = 1, právìkdy¾ existuje z ∈ X, ‖z‖ = 1 a |f(z)| = ‖f‖.Návod . Mo¾ná by pomohla Asoliho formulka v 5.32.l. ♣(g) Uka¾te, ¾e identiké zobrazení l1 do l2 je omezený lineární operátor.Návod . Vyu¾ijte toho, ¾e {x ∈ l1 : ‖x‖1 ≤ 1} ⊂ {x ∈ l2 : ‖x‖2 ≤ 1}.(h) V poznáme 2.6. jsme ukázali, ¾e na ka¾dém normovaném lineárním prostoru E nekoneèné dimenze existujenespojitý lineární funkionál. Vyu¾ijte jeho existeni k dùkazu, ¾e v tomto pøípadì existuje i prostý nespojitýlineární operátor L : E → E, L(E) = E. Mù¾ete v¹ak té¾ vyu¾ít následujíí návod.Návod . Neh» {e1, e2, . . . } je spoèetná podmno¾ina nìjaké Hamelovy báze B prostoru E, o ní¾ mù¾eme pøedpo-kládat, ¾e ‖e‖ = 1 pro ka¾dé e ∈ B. Polo¾me Len = nen pro n = 1, 2, . . . a Le = e pro ostatní prvky e báze B.Zobrazení L, které je zatím de�nováno jen na bázi B, lze jednoznaènì roz¹íøit na lineární operátor de�novaný naelém prostoru E. Ten je urèitì prostý a na, není v¹ak omezený. ♣



2. Lineární zobrazení a operátory 35(i) De�nujte L({xn}) = P xn
n! pro {xn} ∈ c0. Uka¾te, ¾e L ∈ (c0)∗, ‖L‖ = P 1

n! a neexistuje x ∈ c0, ‖x‖ ≤ 1 tak,aby Lx = ‖L‖.(j) Buï X reexivní Banahùv prostor a ϕ ∈ X∗. Potom existuje z ∈ X, ‖z‖ ≤ 1 tak, ¾e ‖ϕ‖ = ϕ(z).Návod . Podle 2.20 naleznìme Z ∈ X∗∗ tak, aby ‖Z‖ = 1 a ‖ϕ‖ = Z(ϕ). Pou¾itím reexivity X dostaneme z ∈ Xs vlastnostmi εz = Z a ‖z‖ = ‖Z‖ = 1. ♣Poznámka. Proto¾e podle Banah-Bourbakiho vìty 16.9 v reexivníh prostoreh je uzavøená jednotková koulekompaktní v jisté w-topologii, v ní¾ jsou souèasnì i v¹ehny prvky X∗ spojité, plyne i odtud tvrzení.(k) Buï X Banahùv prostor. Uka¾te, ¾e εX je uzavøený podprostor X∗∗.Návod . Vyu¾ijte izometrie kanonikého vnoøení ε k dùkazu, ¾e εX je úplný. ♣(l) Jestli¾e M je hustý podprostor normovaného lineárního prostoru E, potom prostory M∗ a E∗ jsou izometriky-izomorfní.Návod . Uka¾te, ¾e ke ka¾dému T ∈ M∗ existuje právì jeden S ∈ E∗ s vlastnostmi T = S na M a ‖T‖M = ‖S‖E .
♣(m) Neh» E je normovaný lineární prostor nad F. Uka¾te, ¾e prostory E a L(F, E) jsou izometriky-izomorfní.(n) Je-li M uzavøený podprostor normovaného lineárního prostoru E, jsou prostory E∗/M⊥ a M∗ izometriky-izomorfní. Rovnì¾ tak prostory (E/M)∗ a M⊥ jsou izometriky-izomorfní.Návod . V prvním pøípadì uva¾ujte zobrazení ϕ+M⊥ 7→ ϕ ↾M , v druhém pak pro η ∈ (E/M)∗ bude mít hledanézobrazení tvar η 7→ η ◦ q, kde q : E → E/M je kanoniké zobrazení. ♣(p) Neh» E je normovaný lineární prostor. Potom existuje mno¾ina T a podprostor A Banahova prostoru B(T )v¹eh omezenýh funkí na T (viz *1.1.) tak, ¾e E a A jsou izometriky-izomorfní.Návod . Polo¾te T = {ϕ ∈ E∗ : ‖ϕ‖ ≤ 1}. Je-li x ∈ E, de�nujte fx : ϕ 7→ ϕ(x) pro ϕ ∈ T . Hledané zobrazení jepak x 7→ fx. ♣Poznámka. Podle dùsledku 16.6 je mno¾ina T kompaktní v jisté topologii, v ní¾ je i ka¾dá fx spojitá. Tudí¾ka¾dý normovaný lineární prostor je dokone izometriky-izomorfní jistému podprostoru Banahova prostoru C(T )spojitýh funkí na kompaktu T .(q) Uka¾te, ¾e identiké vnoøení C1([0, 1℄) do C([0, 1℄) je kompaktní operátor.Návod . Pou¾ijte odhad |f(x) − f(y)| ≤ ‖f‖ |x− y| (f ∈ C1([0, 1℄) a x, y ∈ [0, 1℄) a Arzel�a-Asoliho vìtu. ♣(r) Buï X Banahùv prostor. Neh» K ∈ Lc(X) a Y je uzavøený K-invariantní podprostor X (KY ⊂ Y ). Uka¾te,¾e K ↾ Y ∈ Lc(Y ).Návod . Neh» {xn} je omezená posloupnost v Y . Z posloupnosti {Kxn} lze vybrat konvergentní. Proto¾e Kxn ∈ Ya Y je uzavøená mno¾ina, le¾í limita této vybrané pospoupnosti v Y . ♣(s) Buï X Banahùv prostor a η kanoniké vnoøení X∗ do X∗∗∗. Uka¾te, ¾e ηX∗ má v prostoru X∗∗∗ topologikýdoplnìk.Návod . Neh» ε′ je banahovsky adjungované zobrazení ke kanonikému vnoøení ε : X → X∗∗. Potom η ◦ ε′ :
X∗∗∗ → X∗∗∗ je projekí X∗∗∗ na ηX∗. ♣(t) Uka¾te, ¾e prostor c0 nemù¾e být duálem ¾ádného Banahova prostoru.Návod . Vyu¾ijte pøedhozí vièení èi 18.6.b. ♣(u) Neh» lbv je vektorový prostor v¹eh posloupností reálnýh èísel pro nì¾

‖{xn}‖bv := |x1| + ∞X

j=1 |xj+1 − xj | <∞ .Uka¾te, ¾e lbv s takto de�novanou normou ‖.‖bv (o¾ je vlastnì prostor v¹eh posloupností "koneèné variae\)tvoøí Banahùv prostor, který je izometriky-izomorfní s l1.(v) Neh» T je izomorfní zobrazení Banahova prostoru X na normovaný lineární prostor Y . Uka¾te, ¾e v tomtopøípadì je Y ji¾ úplný.Návod . Uvìdomte si, ¾e izomorfní zobrazení pøevádí auhyovské posloupnosti na auhyovské a konvergentní nakonvergentní.Mù¾ete té¾ nahlédnout do návodu v 4.22.r. ♣



36 A. Elementy funkionální analýzy(w) Uka¾te, ¾e normy ‖.‖1 a ‖.‖2 na vektorovém prostoru E jsou ekvivalentní, právì kdy¾ identiké zobrazeníid : (E, ‖.‖1) → (E, ‖.‖2) je izomorfní.(x) Neh» A,B jsou disjunktní konvexní podmno¾iny normovaného lineárního prostoru E a A je otevøená. Uka¾te,¾e existuje f ∈ E∗ a α tak, ¾e A ⊂ {x ∈ E : f(x) > α} a B ⊂ {x ∈ E : f(x) ≤ α}.Návod . Kopírujte dùkaz Mazurovy vìty z 2.22. ♣(y) Vyu¾ijte následujíí návod a v rámi provièení zkuste dokázat verzi Hahn-Banahovy vìty z poznámky 2.17:Je-li p konvexní funkionál na reálném vektorovém prostoru W , existuje lineární forma F ∈ W# tak, ¾e F ≤ pna W .Návod . Neh» P je mno¾ina v¹eh konvexníh funkionálù na W , kde de�nujeme uspoøádání p1 ≺ p2, pokud
p1(x) ≥ p2(x) pro ka¾dé x ∈ W . Zprvu uka¾te, ¾e ka¾dý øetìze v P má horní závoru (a to bodové in�mum prvkùtohoto øetìze). Polo¾me Pp := {q ∈ P : q ≤ p na W}. Podle Zornova lemmatu existuje minimální prvek F ∈ Pp.K dokonèení dùkazu staèí ukázat, ¾e F je lineární forma. To dá trohu práe.Pro w,x ∈W polo¾te Fw(x) := inf˘

F (x+ λw)− λF (w) : λ ≥ 0¯. Z odhadu −F (−x) ≤ F (x+ λw)− λF (w) ≤
F (x) plyne, ¾e Fw je reálná funke na W a ¾e Fw ≤ F . Nyní uka¾te, ¾e Fw je konvexní funkionál na W . Tudí¾z minimality F plyne, ¾e Fw = F . Volíme-li tedy λ = 1, dostaneme, ¾e F je aditivní (F (x) + F (w) ≤ F (x+w) ≤
F (x) + F (w)). ♣Poznámka. Odtud ji¾ lehko doká¾eme algebraikou verzi Hahn-Banahovy vìty 2.16: Staèí polo¾it pøi oznaèenív uvedené vìtì q(x) := inf˘

p(x−m) + f(m) : m ∈ M
¯ a ukázat, obdobnì jako vý¹e, ¾e q je korektnì de�novanýkonvexní funkionál na W . Potom bude existovat F ∈ W# tak, ¾e F ≤ q ≤ p na W . Speiálnì pak F = f na M .(z) Pokud M,N jsou kolmé podprostory Hilbertova prostoru, oznaème M ⊕o N podprostor M +N , o¾ je samo-zøejmì {m+ n : m ∈ M,n ∈ N}. Jsou-li P,Q projeke na Hilbertovì prostoru H, je P + Q projeke, právì kdy¾podprostory R(P ) a R(Q) jsou na sebe kolmé. Uka¾te, ¾e v tom pøípadì je P +Q projeke na R(P ) ⊕o R(Q).3. Konvergene a øady v Banahovýh prostoreh3.1. Konvergene v X a X∗. Uva¾ujme normovaný lineární prostor X s normou ‖.‖. V¾itoukonvení mezi matematiky je mlèky vztahovat ve¹keré topologiké pojmy v X k metrie ̺(x, y) :=

‖x − y‖. Nìkdy mluvíme té¾ o normové topologii, konvergeni v normì, . . . . Je-li tedy {xn}posloupnost v X a x ∈ X , øíkáme, ¾e {xn} konverguje k x, jestli¾e ‖xn − x‖ → 0.Pokud jde o prostor spojitýh lineárníh forem X∗, pøipomeòme, ¾e na nìm je norma de�no-vána vztahem
‖L‖ = sup{|Lx| : ‖x‖ ≤ 1} , L ∈ X∗ ,a ta automatiky urèuje konvergeni v X∗.Máme-li tedy de�nován pojem konvergene (v normì), lze mluvit o souètu øady , který jede�nován jako limita posloupnosti èásteènýh souètù:

∞∑

n=1 an := lim
k→∞

k∑

n=1 an .V Banahovýh prostoreh lze de�novat elou ¹kálu konvergení. V dal¹ím se soustøedímepouze na základní pojmy.3.2. Slabá konvergene v X . Øekneme, ¾e posloupnost {xn} prvkù normovaného lineárníhoprostoru X konverguje slabì k prvku x, symboliky znaèeno xn
w→ x, jestli¾e Lxn → Lx proka¾dou spojitou lineární formu L ∈ X∗. Nìkdy té¾, av¹ak velie zøídka, budeme øíkat, ¾e po-sloupnost {xn} w-konverguje k prvku x. Ihned je vidìt, ¾e ka¾dá konvergentní posloupnost je islabì konvergentní (ne v¹ak naopak!), a ¾e limita slabì konvergentní posloupnosti, pokud exis-tuje, je urèena jednoznaènì (uvìdomte si, ¾e podle dùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.20 prvky

X∗ oddìlují body X).3.3. Slabá∗ konvergene v X∗. Je-li {Ln} posloupnost v X∗, øekneme, ¾e {Ln} w∗-konvergujek prvku L ∈ X , symboliky Ln w∗

→ L, jestli¾e Lnx → Lx pro ka¾dý prvek x pùvodního prostoru
X . Opìt je ihned vidìt, ¾e ka¾dá konvergentní posloupnost v X∗ je i w∗-konvergentní (vyu¾ijteodhad ‖Lnx − Lx‖ ≤ ‖Ln − L‖ ‖x‖), a ¾e w∗-konvergentní posloupnost nemù¾e mít dvì rùznélimity (potøebujeme k tomuto tvrzení Hahn-Banahovu vìtu?).



3. Konvergene a øady v Banahovýh prostoreh 373.4. Varování. Je-li X Banahùv prostor, máme na jeho duálu X∗ de�novány dvì "slabé\konvergene. Jednak Ln
w→ L, pokud �(Ln) → �(L) pro ka¾dé � ∈ X∗∗, a jednak Ln

w∗

→ L,jestli¾e Lnx→ Lx pro ka¾dé x ∈ X .Pokud Ln w→ L, potom i Ln w∗

→ L. To je jasné. Volíme-li toti¾ x ∈ X , je εx ∈ X∗∗ a z pøedpo-kladu Ln w→ L plyne, ¾e εx(Ln) → εx(L). To ov¹em neznamená ni jiného ne¾ Lnx→ Lx. Tudí¾
Ln

w∗

→ L.3.5. Vìtièka. Pokud X je reexivní prostor, potom w- a w∗-konvergene na X∗ splývají.Dùkaz. Právì jsme øekli, ¾e v¾dy w-konvergene na X za sebou vleèe i w∗-konvergeni. Neh»tedy X je reexivní a Ln
w∗

→ L. Cheme ukázat, ¾e i Ln w→ L. K tomu staèí zvolit � ∈ X∗∗ aovìøit, ¾e �(Ln) → �(L). Proto¾e X je reexivní, existuje x ∈ X tak, ¾e εx = �. Tvrzení nyníplyne z toho, ¾e Lnx→ Lx, ¾e �(Ln) = εx(Ln) = Ln(x) a ¾e �(L) = L(x).3.6. Pøíklad. Obenì w-konvergene na X∗ nemusí splývat s w∗-konvergení, staèí si dobøe pro-myslet následujíí pøíklad. Uva¾ujme Banahùv prostor c0 a jeho duál reprezentovaný prostorem
l1. Neh» {en} je posloupnost prvkù l1, kde, jako obvykle, en := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ). Ka¾dý prvek
en reprezentuje spojitou lineární formu ϕn na c0 podle 2.14.a. Uká¾eme, ¾e ϕn w∗

→ 0. Volme tedy
x = {xn} ∈ c0. Potom podle zmínìného popisu duálu k c0 máme ϕn(x) = xn. Proto¾e xn → 0,je tvrzení dokázáno. Pokud by posloupnost {en} konvergovala v l1 slabì, musela by podle toho,o jsme pøed hvílí øekli, slabì konvergovat k 0. To v¹ak není pravda, staèí uva¾ovat spojitoulineární formu na l1 reprezentovanou prvkem (1, 1, 1, . . . ) ∈ l∞.3.7. Poznámky. (a) S pøihlédnutím k poslední vìtièe 3.5 ihned vidíme, ¾e prostor c0 není reexivní.(b) Vùbe, pokud jde o konvergeni v prostoru l1, situae je zajímavá. Podle Shurova lemmatu, které doká¾emev *3.2, posloupnost prvkù z l1 konverguje slabì, právì kdy¾ konverguje v normì. Pou¾ijeme-li toto lemma, vidímetaké, ¾e posloupnost {en} z posledního pøíkladu nemù¾e konvergovat slabì, nebo» tato posloupnost nekonvergujev normì (‖en − ek‖ = 1 pro n 6= k).3.8. Poznámky. (a) Pozdìji v kapitole 15 uká¾eme, ¾e na X a X∗ existují rozumné topologie, v nih¾ posloupnostikonvergují, právì kdy¾ konvergují slabì. Ty není nikterak tì¾ké popsat, uèiòme to tedy hned.Øekneme, ¾e podmno¾ina G normovaného lineárního prostoru X je w-otevøená, jestli¾e ke ka¾dému a ∈ Gexistuje ε > 0 a ϕ1, . . . , ϕn ∈ X∗ tak, ¾e

U(a, ϕ1, . . . , ϕn, ε) := {x ∈ X : |ϕj(x− a)| < ε pro j = 1, . . . , n} ⊂ G .Snadnou úvahou zjistíme, ¾e sjednoení libovolného poètu w-otevøenýh mno¾in a prùnik koneèného poètu w-otevøenýh mno¾in je opìt w-otevøená mno¾ina. Tvoøí tedy koleke v¹eh w-otevøenýh mno¾in topologii. Tatotopologie se nazývá slabou topologií na X. Ka¾dá w-otevøená mno¾ina je otevøená i v pùvodní topologii prostoru
X. I to nahlédneme velku snadno. Vskutku, je-li G w-otevøená mno¾ina a a ∈ G, existuje ε > 0 a ϕ1, . . . , ϕn ∈ X∗tak, ¾e U(a, ϕ1, . . . , ϕn, ε) ⊂ G. Ze spojitosti funkionálù ϕ1, . . . , ϕn v bodì a najdeme δ > 0 tak, aby |ϕj(x−a)| < εpro ka¾dé j = 1, . . . , n a ka¾dé x ∈ X, pokud ‖x−a‖ < δ. Odtud plyne, ¾e U(a, δ) ⊂ G, èili G je otevøená mno¾ina.A skuteènì lehkým vièením je ukázat, ¾e xn w→ x, právì kdy¾ xn → x v námi zavedené slabé w-topologii. Hnedv¹ak upozornìme, ¾e slabá w-topologie se nedá popsat pomoí slabé konvergene posloupností (kupøíkladu podleShurova lemmatu *3.2 v Banahovì prostoru l1 konvergene a slabá konvergene posloupností splývají aèkolivslabá topologie na l1 zdaleka nesplývá s jeho "normovou\ topologií).Obdobnì lze de�novat w∗-topologii na X∗.(b) V¹imnìte si, ¾e i pøes symetrikou de�nii slabýh konvergení v X a X∗, argumenty pro odùvodnìní analo-gikýh tvrzení nejsou zdaleka obdobné.() Abyhom rozli¹ili názvem slabou konvergeni od konvergene v normì, nazýváme té¾ nìkdy konvergeni v normìsilnou konvergení.3.9. Pøíklady. (a) Neh» {en} je nekoneèná ortonormální soustava Hilbertova prostoru H . Je-li L ∈ H∗, existuje podle Fréhet-Rieszovy vìty 2.9 takové a ∈ H , ¾e Lx = (x, a) pro ka¾dé
x ∈ H . Proto¾e podle Besselovy nerovnosti 1.32 platí ∑n |(en, a)|2 ≤ ‖a‖2 < ∞, je limLen =lim(en, a) = 0. Vidíme, ¾e en w→ 0. Na druhé stranì, proto¾e ‖en − ek‖ = √2 pro n 6= k, nemù¾eposloupnost {en} konvergovat (v normì). (Pro dùkaz, ¾e posloupnost {en} nemù¾e konvergovat,lze argumentovat také takto. Kdyby posloupnost {en} konvergovala, musela by konvergovat k 0,nebo» k tomuto prvku konverguje slabì. Ze spojitosti normy byhom pak ov¹em dostali, ¾e ‖0‖ =1.)



38 A. Elementy funkionální analýzy(b) Uká¾eme, ¾e osnx w→ 0 v prostoru Lp([0, 1℄), pokud 1 < p < ∞. Je-li toti¾ q = p
p−1 a

L ∈ (Lp([0, 1℄))∗, existuje g ∈ Lq([0, 1℄) tak, ¾e L osnx = ∫ 10 g osnx pro ka¾dé n (viz 2.14.b).Pou¾itím Riemann-Lebesgueova lemmatu (viz [LM℄, 31.10, uvìdomte si, ¾e Lq([0, 1℄) ⊂ L1([0, 1℄))dostáváme tvrzení. Posloupnost {osnx} v¹ak nemù¾e konvergovat v normì prostoru Lp. Staèítoti¾, obdobnì jako v pøíkladu (a), spoèítat ‖ osnx‖p.() Uva¾ujme Banahùv prostor X = C([−1, 1℄) a polo¾me Ln = ε− 1
n
− ε 1

n
(zde Diraova míra εzde�novaná pøedpisem εz(f) = f(z) je prvkem X∗). Je-li f ∈ C([0, 1℄), je Lnf = f(− 1

n )− f( 1n ) →
f(0) − f(0) = 0. Tedy Ln w∗

→ 0. Proto¾e ‖Ln‖ = ε− 1
n

(1) + ε 1
n

(1) = 2, nemù¾e posloupnost {Ln}konvergovat silnì k nule.Poznámka. Platí velie pøekvapivé tvrzení (alespoò na první pohled): Je-li X Banahùv prostor nekoneènédimenze, existuje v¾dy posloupnost ϕn ∈ X∗ tak, ¾e ‖ϕn‖ = 1 pro ka¾dé n a ϕn
w∗

→ 0. Mù¾ete se podívat napoznámku v 16.17..(d) Buï K kompaktní prostor a {fn} posloupnost funkí Banahova prostoru C(K). Potom
fn

w→ f , právì kdy¾ supn ‖fn‖ <∞ a fn(t) → f(t) v ka¾dém bodì t ∈ K.Návod . Jestli¾e supn ‖fn‖ < ∞ a fn(t) → f(t) pro ka¾dé t ∈ K, potom pomoí Lebesgueovyvìty máme µfn → µf pro ka¾dou nezápornou Radonovu míru µ na K. Odtud je ji¾ jen krùèekk dùkazu, ¾e Lfn → Lf pro ka¾dý prvek L ∈ C(K)∗ (musíme pou¾ít 2.14.d a rozklad libovolné(znaménkové) Radonovy míry).Pokud fn
w→ f , potom posloupnost norem {‖fn‖} je omezená. Tady se musíme odvolat natvrzení v 4.7. Abyhom ukázali, ¾e posloupnost {fn} konverguje bodovì k f na K, staèí siuvìdomit, ¾e Diraovy míry εt jsou prvky C(K)∗. ♣Vra»me se nyní k øadám v Banahovýh prostoreh.3.10. Absolutní a bezpodmíneèná konvergene. Øada ∑n an v normovaném lineárnímprostoru se nazve absolutnì konvergentní , jestli¾e konverguje øada ∑n ‖an‖ a bezpodmíneènìkonvergentní , konverguje-li øada ∑n aπ(n) pro ka¾dou permutai π pøirozenýh èísel.Podívejme se nejprve, jaká je situae pro øady reálnýh èísel. Máme-li konvergentní øadu∑n anreálnýh èísel se souètem A, mohou nastat dva pøípady: Buïto øada∑n aπ(n) konverguje pro ka¾-dou permutai π pøirozenýh èísel (v tom pøípadì pak ∑n aπ(n) = A) anebo existuje permutae

π, pro kterou øada ∑n aπ(n) nekonverguje. První pøípad nastane, právì kdy¾ øada ∑n an je ab-solutnì konvergentní (nìkdy se tomuto tvrzení øíká Dirihletova vìta). V druhém pøípadì je pakøada ∑n an neabsolutnì konvergentní a a» si zvolíme jakékoliv α ∈ R, existuje permutae π tak,¾e ∑n aπ(n) = α. Dokone mù¾eme pøerovnat øadu ∑n an tak, aby divergovala k +∞, −∞, èiaby dokone osilovala. To v¹e øíká Riemannova vìta.Ka¾dá absolutnì konvergentní øada v Banahovì prostoru je i bezpodmíneènì konvergentní.Pro dùkaz tohoto tvrzení by si staèilo osvì¾it my¹lenku dùkazu pro øady reálnýh èísel. My v dal¹ívìtì doká¾eme vlastnì malinko víe. Zároveò uvidíme, jakou roli zde hraje úplnost prostoru.3.11. Vìta. Neh» E je normovaný lineární prostor. Potom následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) E je Banahùv,(ii) ka¾dá absolutnì konvergentní øada v E je konvergentní,(iii) ka¾dá absolutnì konvergentní øada v E je bezpodmíneènì konvergentní.Dùkaz. Neh» E je Banahùv a ∑n ‖xn‖ <∞. Vyu¾ijeme-li odhadu
‖xn + xn+1 + · · · + xk‖ ≤ ‖xn‖ + ‖xn+1‖ + · · · + ‖xk‖vidíme, ¾e posloupnost èásteènýh souètù øady ∑n xn je auhyovská v E. Tudí¾ øada ∑n xnmusí konvergovat.Ze (iii) triviálnì plyne (ii). Ale také naopak. Je-li toti¾ ∑n xn absolutnì konvergentní a

π : N→ N pøerovnání, plyne z odhadu k∑
n=1 ‖xπ(n)‖ ≤∑n ‖xn‖ < ∞, ¾e øada ∑n xπ(n) konver-guje absolutnì. Pøedpokládáme-li tedy (ii), musí tato pøerovnaná øada konvergovat.



3. Konvergene a øady v Banahovýh prostoreh 39Pøedpokládejme nyní (ii) a volme auhyovskou posloupnost {xn} v E. Nalezneme-li její vy-branou konvergentní podposloupnost, bude {xn} urèitì konvergentní. Ale to není obtí¾né. Urèitìexistuje taková posloupnost indexù n1 < n2 < n3 < . . . , ¾e ‖xnj+1 −xnj
‖ < 1/2j. Proto¾e èíselnáøada ∞∑

j=1 ‖xnj+1 − xnj
‖ konverguje, musí podle pøedpokladu konvergovat i øada ∞∑

j=1(xnj+1 − xnj
).Tudí¾ existuje limxnj

, nebo» xn1 + (xn2 − xn1) + · · · + (xnj
− xnj−1 ) = xnj

.Konverguje-li nìjaká øada bezpodmíneènì, je její souèet nezávislý na poøadí jejíh sèítanù. Jetoti¾ stejný pro libovolnou permutai π : N→ N. Toto tvrzení ov¹em musíme dokázat.3.12. Vìta. Neh» øada ∑n xn konverguje v Banahovì prostoru X bezpodmíneènì. Potom jejísouèet nezávisí na jejím jakémkoliv pøerovnání.Dùkaz. Neh» π a ν jsou permutae N, s := ∑
n xπ(n), t := ∑

n xν(n), pøièem¾ s 6= t. Zvolme okolí
U a V bodù s a t v prostoru X tak malá, aby se neprotínala. Dùkaz bude proveden, najdeme-litakové pøerovnání na¹í øady, které nekonverguje. Ale to není tì¾ké. Najdeme index n1 tak, abysouèet n1∑

j=1xπ(j) padl do okolí U . Dále nalezneme index n2 > n1 tak, aby v souètu n2∑
j=1 xν(j) sevyskytly v¹ehny èleny xπ(1), . . . , xπ(n1) a aby tento souèet le¾el v okolí V . Vytvoøíme posloupnost,kde za prvky xπ(1), . . . , xπ(n1) dáme prvky xν(1), . . . , xν(n2) samozøejmì s vyneháním tìh prvkù,které by se v této posloupnosti vyskytly dvakrát. Tak pokraèujeme dále. Je jasné, ¾e výslednápøeházená øada nemù¾e konvergovat.Uveïme je¹tì jinou my¹lenku dùkazu. Proto¾e s 6= t, existuje podle dùsledku Hahn-Banahovyvìty 2.20 spojitá lineární forma ϕ ∈ X∗ tak, ¾e ϕ(s) 6= ϕ(t). Èíselná øada ∑n ϕ(xπ(n)) ne-mù¾e podle Dirihletovy vìty konvergovat absolutnì (nebo» ∑n ϕ(xπ(n)) = ϕ(s) 6= ϕ(t) =∑

n ϕ(xν(n))). Podle Riemannovy vìty, o které jsme se zmínili, existuje permutae σ pøirozenýhèísel tak, ¾e øada ∑n ϕ(xσ(n)) diverguje. Odtud vyplývá, ¾e øada ∑n xσ(n) nemù¾e konvergovatk ¾ádnému prvku z X .3.13. Rozdíl koneèné a nekoneèné dimenze. Jaká je situae v prostoreh koneèné dimenze?Dirihletova vìta øíká, obdobnì jako tomu bylo pro øady reálnýh èísel, ¾e øada prvkù koneènìdimenzionálního Banahova prostoru konverguje absolutnì, právì kdy¾ konverguje bezpodmíneè-nì. To není tì¾ké si uvìdomit. Konvergene v Rn je konvergení po slo¾káh a je stejná ve v¹ehekvivalentníh normáh.V nekoneènì rozmìrnýh prostoreh ji¾ Dirihletova vìta neplatí, uveïme následujíí pøíklad.Uva¾ujme Banahùv prostor c0 a v nìm posloupnost prvkù {xn}, kde xn = (0, . . . , 0, 1n , 0, . . . )má pouze na n-tém místì nenulovou hodnotu 1
n . Je evidentní, ¾e øada ∑n xn nekonvergujeabsolutnì. Na druhé stranì si staèí rozmyslet, ¾e pro libovolnou permutai π : N→ N pøeházenáøada ∑n xπ(n) konverguje k prvku (1, 12 , 13 , . . . ).Jiný pøíklad je uveden ve vièení 3.14.m.Platí hluboká Dvoretzky-Rogersova vìta, podle které dokone v ka¾dém Banahovì prostorunekoneèné dimenze existuje bezpodmíneènì konvergentní øada, která není absolutnì konvergentní.K ní se je¹tì vrátíme v *3.4. a *10.4.e.

����V. Jarník
Analogii Riemannovy vìty v komplexní rovinì C lze vyslovit takto: Je-li dánakonvergentní øada komplexníh èísel, potom mno¾ina v¹eh souètù v¹eh mo¾-nýh jejíh konvergentníh pøerovnání je buïto jednobodová (právì v pøípadì, kdydaná øada konverguje bezpodmíneènì), nebo pøímka v C, anebo elá komplexnírovina C. Dùkaz tohoto tvrzení upravený podle práe V. Jarníka [1928℄ lze naléztv [Prob℄, odst. 39.*C.Situai v prostoreh vy¹¹í dimenze pak vystihuje Lévy-Steinitzova vìta, na její¾znìní ètenáøe upozorníme v *3.7.a.3.14. Elementární vièení. (a) Neh» en := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) je posloupnost majíí na n-témmístì ifru 1, jinde samé nuly. Uka¾te, ¾e en w→ 0 v libovolném prostoru lp pro p > 1, zatímov prostoru l1 posloupnost {en} vùbe slabì nekonverguje.Návod . Uvìdomte si, jak vypadají spojité lineární formy na prostoreh lp pro p ≥ 1. A samozøejmì vyu¾ijte fakt,¾e an → 0, pokud {an} ∈ lp pro 1 ≤ p < ∞. ♣



40 A. Elementy funkionální analýzy(b) Neh» X,Y jsou normované lineární prostory, T ∈ L(X, Y ). Jestli¾e xn w→ x, potom Txn
w→ Tx. Porovnejtes 4.22.d.() Uva¾ujte posloupnost prvkù xn := (1, 1, . . . , 1, 0, . . . ) (ifry 1 a¾ do n-tého místa) Banahova prostoru l∞.Uka¾te, ¾e posloupnost {xn} nemù¾e konvergovat v normì prostoru l∞. Dále uka¾te, ¾e xn
w∗

→ x, kde x =(1, 1, 1, . . . ). Nejtì¾¹ím problémem je ukázat, ¾e posloupnost {xn} nekonverguje slabì k x (ona nemù¾e konvergovatslabì k ¾ádnému jinému prvku l∞, staèí se podívat na 3.4).Návod . K dùkazu posledního tvrzení staèí najít � ∈ (l∞)∗ tak, aby �xn = 0 pro ka¾dé n a �x = 1. K tomu sistaèí uvìdomit, ¾e c ⊂⊂ l∞ a ϕ : {ξn} 7→ lim ξn je spojitá lineární forma na c, která jde podle Hahn-Banahovyvìty roz¹íøit na elý prostor l∞. (Mù¾ete té¾ pou¾ít vièení 3.14.j.) ♣(d) Neh» {en} je ortonormální báze (separabilního) Hilbertova prostoru H. Uka¾te, ¾e pro ka¾dé x ∈ H øadaP
n(x, en)en konverguje bezpodmíneènì k x.(e) Uka¾te, ¾e posloupnost {fn} ⊂ C([0, 1℄), kde fn(0) = 1, fn = 0 na intervalu [ 1

n
, 1℄ a fn je lineární na [0, 1

n
℄,ani ¾ádná její vybraná posloupnost nekonverguje slabì (v prostoru C([0, 1℄)).Návod . Uvìdomte si, ¾e Diraovy míry εx jsou pro x ∈ [0, 1℄ prvky duálu. ♣(f) Neh» fn = c(n,n+1) na R. Uka¾te, ¾e posloupnost {fn} ⊂ L1(R) ani ¾ádná její vybraná posloupnost nekon-verguje slabì v L1(R).Návod . Neh» {fnk

} je vybraná posloupnost. Naleznìte ϕ ∈ L∞ tak, aby posloupnost {
RR ϕfnk

} nemìla limitu.
♣(g) Neh» E je normovaný lineární prostor. Jestli¾e xn w→ x, potom ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.Návod . Tvrzení je zøejmé, pokud x = 0. Jinak podle dùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.20 naleznìte f ∈ E∗ tak,aby ‖f‖ = 1 a f(x) = ‖x‖. Potom ‖x‖ = limf(xn) ≤ lim inf ‖f‖ ‖xn‖. ♣Poznámka. Podívejte se také na 16.18.b.(h) Uka¾te, ¾e nerovnost v (g) mù¾e být i ostrá.Návod . Uva¾ujte ortonormální bázi nìjakého separabilního Hilbertova prostoru. ♣(i) Neh» xn w→ x v normovaném lineárním prostoru E. Potom existuje posloupnost {yk} (koneènýh) lineárníhkombinaí prvkù posloupnosti {xn} tak, ¾e yk → x.Návod . Neh» Y = lin{xn} je uzavøený lineární obal prvkù posloupnosti {xn}. Staèí ukázat, ¾e x ∈ Y . Kdybytomu tak nebylo, existoval by podle dùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.22 funkionál ϕ ∈ E∗ tak, ¾e ϕ(x) > 0 a
ϕ = 0 na Y . Potom by ov¹em nemohlo být ϕ(xn) → ϕ(x). ♣Poznámka. Platí dokone, ¾e x je (silnou) limitou konvexníh kombinaí prvkù posloupnosti {xn}. Abyhomtoto ovìøili, potøebovali byhom mít v pøedhozím návodu k dispozii vìtu Hahn-Banahova typu pro oddìlováníkonvexníh mno¾in. Takové vìty existují, staèí se podívat tøeba na 2.23, staèila by i malá Mazurova vìta 14.27.(j) Neh» Y je uzavøený podprostor normovaného lineárního prostoru E, xn ∈ Y a xn w→ x. Uka¾te, ¾e x ∈ Y .Návod . Pou¾ijte pøedhozí vièení (i). ♣(k) Uva¾ujme posloupnost funkí fn : t 7→ sinnt na intervalu [0, 2π℄. Uka¾te, ¾e posloupnost {fn} konvergujeslabì v Hilbertovì prostoru L2([0, 2π℄), zatímo v prostoru C([0, 2π℄) slabì nekonverguje. Konverguje v nìkterémz tìhto prostorù silnì?Návod . Pou¾ijte samozøejmì Fréhet-Rieszovu vìtu 2.9 a pøíklad 3.9.d. ♣(l) Neh» {xn} je posloupnost prvkù Hilbertova prostoru. Jestli¾e xn w→ x a ‖xn‖ → ‖x‖, potom xn → x.Návod . Pou¾ijte rovnost

‖xn − x‖2 = ‖xn‖2 − (xn, x) − (xn, x) + ‖x‖2spolu s poznatkem, ¾e (xn, x) → (x, x) = ‖x‖2. ♣



4. Základní vìty funkionální analýzy 41(m) V Hilbertovì prostoru l2 uva¾ujte posloupnost prvkù xn := (0, . . . , 0, λn, 0, . . . ) (na n-tém místì hodnota λn).Uka¾te, ¾e øada P
n xn je bezpodmíneènì konvergentní v l2, pokud {λn} ∈ l2, ale není absolutnì konvergentní,jestli¾e P

n |λn| = ∞. 4. Základní vìty funkionální analýzyV této kapitole uvedeme dùle¾ité hlub¹í vìty, které spolu s Hahn-Banahovou vìtou tvoøí páteøfunkionální analýzy. Pøi dùkazu vìty o prinipu stejnomìrné omezenosti, kterou ná¹ výkladzaèneme, budeme potøebovat následujíí variantu Baireovy vìty. O jejím dùkazu a o dal¹íhsouvislosteh se lze doèíst v Appendixu o topologii.4.1. Baireova vìta. Neh» P je úplný metriký prostor, {Fn} posloupnost jeho uzavøenýhpodmno¾in a P = ∞⋃
n=1Fn. Potom existuje k tak, ¾e mno¾ina Fk má neprázdný vnitøek.4.2. Prinip stejnomìrné omezenosti. Neh» X je Banahùv prostor, E normovaný lineárníprostor a G ⊂ L(X,E). Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) sup{‖L‖ : L ∈ G

}
< +∞ ,(ii) sup{‖Lx‖ : L ∈ G
}
< +∞ pro ka¾dé x ∈ X .Dùkaz. Implikae (i) ⇒ (ii) plyne ze vztahu ‖Lx‖ ≤ ‖L‖ ‖x‖. Pøedpokládejme tedy platnost (ii)a polo¾me

Fn := ⋂

L∈G
{x ∈ X : ‖Lx‖ ≤ n} pro n ∈ N .Mno¾iny Fn jsou uzavøené díky spojitosti normy a zobrazení ze systému G (nesmíme té¾ zapo-menout, ¾e prùnik libovolného systému uzavøenýh mno¾in je mno¾ina uzavøená). Proto¾e podlepøedpokladu X = ⋃n Fn, existuje podle Baireovy vìty 4.1 takové k, ¾e mno¾ina Fk má neprázdnývnitøek. Tedy existuje ε > 0 a z ∈ Fk tak, ¾e {x ∈ X : ‖x− z‖ < 2ε} ⊂ Fk. Volme pevnì L ∈ Ga y ∈ X , ‖y‖ ≤ 1. Proto¾e x := z + εy ∈ Fk, dostáváme

‖Ly‖ = ∥∥∥L(x− z

ε

)∥∥∥ ≤ 1
ε

(
‖Lx‖ + ‖Lz‖

)
≤ 2k

ε
,a tudí¾ ‖L‖ ≤ 2k

ε .Prinip stejnomìrné omezenosti lze ponìkud zesílit. Platí toti¾ následujíí tvrzení.4.3. Vìta. Neh» opìt X je Banahùv prostor, E normovaný lineární prostor a G ⊂ L(X,E). Potom následujíívýroky jsou ekvivalentní:(i) sup˘
‖L‖ : L ∈ G

¯ = +∞ ,(ii) existuje x ∈ X tak, ¾e sup˘
‖Lx‖ : L ∈ G

¯ = +∞ ,(iii) existuje mno¾ina M ⊂ X hustá a typu Gδ tak, ¾e sup˘
‖Lx‖ : L ∈ G

¯ = +∞ pro ka¾dé x ∈ M ,(iv) ˘
x ∈ X : sup{‖Lx‖ : L ∈ G} < +∞

¯ je 1. kategorie.Dùkaz. Ekvivaleni (i) a (ii) jsme právì dokázali v pøedhozí vìtì. Pøedpokládejme nyní (ii). Oznaèíme-li Vn :=˘
x ∈ X : sup{‖Lx‖ : L ∈ G} > n

¯, jsou Vn podle pøedpokladu neprázdné. Vyu¾ijeme-li spojitost normy ade�nie suprema, lehko ovìøíme, ¾e Vn jsou také otevøené podmno¾iny X . Uká¾eme, ¾e Vn jsou také husté v X.Kdyby toti¾ existovalo k tak, ¾e Vk není hustá v X, existovala by otevøená mno¾ina G, ∅ 6= G ⊂ X \ Vk. Potomov¹em ‖Lx‖ ≤ k pro ka¾dé x ∈ G a L ∈ G. Obdobnì jako v dùkazu pøedhozí vìty byhom ukázali, ¾e potomsup{‖L‖ : L ∈ G} < +∞, o¾ by bylo ve sporu s (i). Tedy v¹ehny mno¾iny Vn jsou husté a proto¾e X je Baireùv,je i Gδ-mno¾ina M := T
n Vn hustá. Samozøejmì, pro x ∈M je sup{‖L‖ : L ∈ G} = +∞. Tím jsme ukázali, ¾e (ii)

⇒ (iii). Je¾to doplnìk ka¾dé husté Gδ-mno¾iny je 1. kategorie, plyne ze (iii) ihned (iv). Koneènì implikae (iv) ⇒(ii) plyne z toho, ¾e prostor X je Baireùv.4.4. Banah-Steinhausova vìta. Buï X Banahùv a E normovaný lineární prostor. Neh»
{Ln} ⊂ L(X,E) je taková posloupnost, ¾e existuje limLnx pro ka¾dé x ∈ X; oznaème tuto limitu
Lx. Potom L ∈ L(X,E).



42 A. Elementy funkionální analýzyDùkaz. Linearita zobrazení L je zøejmá. Z konvergene plyne, ¾e sup{‖Lnx‖ : n ∈ N} < ∞ proka¾dé x ∈ X . Podle prinipu stejnomìrné omezenosti 4.2 existuje M > 0 tak, ¾e ‖Ln‖ ≤ M proka¾dé n. Potom ov¹em vyu¾itím spojitosti normy dostaneme, ¾e ‖Lx‖ = lim ‖Lnx‖ ≤M ‖x‖, o¾jsme potøebovali ukázat.4.5. Poznámky. (a) K platnosti Banah-Steinhausovy vìty staèí pøedpokládat, ¾e bodová limita limLnx existujepro x z mno¾iny 2. kategorie.(b) Uka¾te, ¾e pøi shora zavedeném oznaèení ‖L‖ ≤ lim inf ‖Ln‖ <∞.() Je-li {Ln} libovolná posloupnost z L(X,E), je mno¾ina ˘
x ∈ X : limsup ‖Lnx‖ < ∞

¯ buïto 1. kategorieanebo splývá s X.Návod . Vyu¾ijte ekvivaleni (i) a (iv) ve vìtì 4.3. Uvìdomte si pøi tom, ¾e limsup an < ∞, právì kdy¾ sup{an :
n ∈ N} < ∞. ♣(d) V dùkazu Banah-Steinhausovy vìty jsme podstatným zpùsobem vyu¾ili baireovskosti prostoru X. Banah-Steinhausova vìta v¹ak platí i v obenìj¹íh prostoreh (kupø. pro distribue) a souvisí úze s barelovanými lokálnìkonvexními prostory (viz 14.8.b).V dal¹ím podáme nìkteré aplikae prinipu stejnomìrné omezenosti, dal¹í jsou pak uvedenyv kapitole *4.4.6. Konvergene a divergene Fourierovýh øad. Ne¾ se dostaneme k vlastní aplikai prinipu stejnomìrnéomezenosti, uveïme nìkterá tvrzení z teorie Fourierovýh øad.(a) Budeme uva¾ovat prostor P(2π) v¹eh 2π-periodikýh funkí na R, které jsou na intervalu [0, 2π℄ lebesgue-ovsky integrovatelné. Pro f ∈ P(2π) oznaèíme Ff (x) (formální) Fourierovu øadu funke f v bodì x

a02 + ∞X

n=1(an osnx+ bn sinnx) ,kde koe�ienty an a bn se spoèítají podle známýh vzorù
an = 1

π

Z 2π0 f(t) os nt dt a bn = 1
π

Z 2π0 f(t) sin nt dt .Základní úlohou je zjistit, v jakýh bodeh Fourierova øada konverguje a k jakému souètu. K tomu úèelu jetøeba vy¹etøit limitu posloupnosti èásteènýh souètù øady Ff (x). Oznaèíme-li tedy sn(f, x) n-tý èásteèný souèetFourierovy øady funke f v bodì x, po hvile poèítání zjistíme, ¾e
sn(f, x) = 12π Z π0 ˆ

f(x + t) + f(x− t)˜
Dn(t) dt ,kde Dn(t) je t.zv. Dirihletovo jádro

Dn(t) = sin(n+ 12 )tsin t2 .Fourierova øada pak konverguje v bodì x k souètu S, právì kdy¾ limsn(f, x) = S, o¾ lze ekvivalentnì vyjádøittak, ¾e limZ π0 ˆ
f(x+ t) + f(x− t) − 2S˜

Dn(t) dt = 0 ,ba dokone, ¾e limZ δ0 ˆ
f(x+ t) + f(x− t) − 2S˜

Dn(t) dt = 0 ,kde δ > 0 je libovolnì zadané èíslo.
����L. Carleson

Odtud se lehko odvodí, ¾e kupøíkladu Fourierova øada konverguje v bodì x k souètu f(x),jestli¾e f má vlastní derivai f ′(x) anebo známé Dirihlet-Jordanovo kriterium.Naproti tomu ji¾ v roe 1876 sestrojil du Bois Reymond pøíklad spojité funke, její¾ Fou-rierova øada diverguje v jednom bodì. Lebesgueùv pøíklad funke stejné vlastnosti lze naléztv [JII℄. Kolmogorov pak ve dvaátýh leteh sestrojil dokone pøíklad integrovatelné funke,její¾ Fourierova øada diverguje ve v¹eh bodeh. Na druhé stranì z teorie v Hilbertovýh prosto-reh víme (viz 1.36 a 1.34), ¾e Fourierova øada funke f ∈ L2(0, 2π) musí konvergovat ve smyslu
L2-normy k f (z toho ov¹em je¹tì ni neplyne pro bodovou konvergeni). Dlouho otevøený pro-blém o bodové konvergeni Fourierovýh øad funkí z L2`(0, 2π)´ vyøe¹il a¾ L. Carleson v roe1965: Fourierova øada funke z L2`(0, 2π)´ (speiálnì ka¾dé spojité funke) konverguje ve skorov¹eh bodeh.Jako aplikai prinipu stejnomìrné omezenosti nyní podáme nekonstruktivní dùkaz existenespojité funke, její¾ Fourierova øada diverguje v nìjakém bodì a uká¾eme, ¾e tato vlastnost jevlastnì "typiká\ pro vìt¹inu spojitýh funkí.



4. Základní vìty funkionální analýzy 43(b) Uva¾ujme Banahùv prostorX := ˘
f ∈ C([0, 2π℄) : f(0) = f(2π)¯. Pro f ∈ X a n ∈ N polo¾me Lnf = sn(f, 0).Samozøejmì, Ln jsou lineární funkionály na X, a proto¾e

‖Ln‖ = sup˘
|sn(f, 0)| : ‖f‖ ≤ 1¯

≤ 1
π

Z π0 |Dn(t)| dt <∞ ,jsou Ln omezené funkionály na X. Uká¾eme-li, ¾e dokone
‖Ln‖ = 1

π

Z π0 |Dn(t)| dt→ +∞bude sup{‖Ln‖ : n ∈ N} = +∞. Podle prinipu stejnomìrné omezenosti 4.2 musí pak existovat spojitá funke
f ∈ X, pro ni¾ posloupnost {sn(f, 0)} nekonverguje.Lze v¹ak tvrdit mnohem víe. Zesílený prinip stejnomìrné omezenosti 4.3 dá existeni takové husté Gδ-mno¾iny
M ⊂ X, ¾e supn |sn(f, 0)| = +∞ pro ka¾dou funki f ∈ M . Jinými slovy, existuje "velká\ mno¾ina M spojitýhfunkí na [0, 2π℄, majíí tu vlastnost, ¾e Fourierova øada libovolné funke z této mno¾iny M nekonverguje v bodì0. Ale mù¾eme jít je¹tì dále. Bod 0 nebyl nikterak výjimeèný. Stejnì byhom mohli ukázat, ¾e pro ka¾dé x ∈ [0, 2π℄existuje hustá Gδ-mno¾ina Cx ⊂ X tak, ¾e Fourierova øada libovolné funke z Cx nekonverguje v bodì x. Dálesi rozmyslíme, ¾e mno¾ina {x ∈ [0, 2π℄ : η(x) = ∞}, kde η(x) = supn ˛̨

sn(f, x)˛̨, je typu Gδ. To plyne z toho, ¾efunke x 7→ |sn(f, x)| jsou spojité a ¾e funke η je jejih supremem. Volíme-li nyní spoèetnou hustou mno¾inu
S ⊂ [0, 2π℄, je F := T

x∈S Cx opìt hustá Gδ-mno¾ina a pro ka¾dou funki f z této "velké\ (reziduální) mno¾inyFourierova øada funke f diverguje na "velké\ (reziduální) mno¾inì v [0, 2π℄.Zbývá tedy jen dokázat, ¾e
‖Ln‖ = 1

π

Z π0 |Dn(t)| dt a ¾e Z π0 |Dn(t)| dt → +∞ .První tvrzení bude zøejmé, najdeme-li posloupnost funkí fj ∈ X , ‖fj‖ ≤ 1 tak, abylim
j
Lnfj = 1

π

Z π0 |Dn(t)| dt .Ale to není tì¾ké, staèí zvolit vhodnou posloupnost fj(t) → sign sin(n + 12 )t. K dùkazu druhého tvrzení staèívyu¾ít odhady Z π0 |Dn(t)| dt ≥ 2 Z π0 ˛̨sin(n+ 12 )t˛̨
t

dt = 2 Z (n+ 12 )π0 | sin y|
y

dy → +∞ .4.7. Omezenost slabì konvergentníh posloupností. Buï {xn} slabì konvergentní po-sloupnost v normovaném lineárním prostoru E. Potom posloupnost {‖xn‖} je (silnì) omezená.Dùkaz. Volíme-li ϕ ∈ E∗, je posloupnost {ϕ(xn)} konvergentní. Existuje tedy konstanta cϕ (zá-vislá na ϕ) tak, ¾e |ϕ(xn)| ≤ cϕ pro ka¾dé n. De�nujeme-li pro n ∈ N
gn : ϕ 7→ ϕ(xn) pro ϕ ∈ E∗(kanoniké vnoøení!), je gn ∈ E∗∗ a ‖gn‖ = ‖xn‖ (viz 2.30). Proto¾e prostor E∗ je úplný aposloupnost {gn} je bodovì omezená (|gn(ϕ)| ≤ cϕ), je posloupnost norem {‖gn‖} podle prinipustejnomìrné omezenosti omezená. A to jsme potøebovali dokázat.4.8. Poznámka. V souvislosti s pøede¹lou vìtou se blí¾eji zastavme u problému, zda z ka¾dé omezené posloup-nosti lze vybrat konvergentní podposloupnost. Bolzano-Weierstrassova vìta øíká, ¾e tomu tak zajisté je v prosto-reh koneèné dimenze. Proto¾e v nekoneènì dimenzionálníh Banahovýh prostoreh podle Rieszovy vìty 5.12v¾dy existují omezené mno¾iny, tøeba koule, které nejsou relativnì kompaktní, odpovìï na ná¹ problém musí býtzáporná. Ptejme se tedy, zda alespoò z ka¾dé omezené posloupnosti v Banahovì prostoru lze vybrat slabì kon-vergentní podposloupnost. I kdy¾ se touto problematikou budeme zabývat pozdìji v 16. kapitole, uveïme ji¾ nynínásledujíí vìtu. Její dùkaz není toti¾ obtí¾ný a je pomìrnì pouèný.4.9. Vìta. Z ka¾dé omezené posloupnosti v reexivním Banahovì prostoru lze vybrat slabìkonvergentní podposloupnost.Dùkaz. Neh» {xn} je omezená posloupnost reexivního prostoru X a neh» Y je uzavøený line-ární obal mno¾iny {xn}. Banahùv prostor Y , ve kterém budeme dále praovat, je samozøejmìseparabilní a je té¾ reexivní (viz *2.12). Podle *2.8.e je Y ∗ separabilní. Neh» {ϕn} je jeho hustápodmno¾ina. Proto¾e (èíselná) posloupnost {ϕ1(xn)} je omezená, lze z posloupnosti {xn} vybrat



44 A. Elementy funkionální analýzypodposloupnost, oznaème ji tøeba {x1n}, tak, aby posloupnost {ϕ1(x1n)} byla konvergentní. Ob-dobnì z posloupnosti {x1n} lze vybrat podposloupnost, oznaème ji {x2n}, tak, aby posloupnost
{ϕ2(x2n)} byla konvergentní. Je zøejmé, jak byhom dále indukí pokraèovali. Uva¾ujme nyní dia-gonální posloupnost {xnn}. Je jasné, ¾e posloupnost {ϕk(xnn)} konverguje pro ka¾dé k. Není tì¾kési rozmyslet, ¾e potom musí konvergovat posloupnost {ϕ(xnn)}, a» si zvolíme ϕ ∈ Y ∗ jakkoliv.Jestli¾e toti¾ ϕ ∈ Y ∗ a ε > 0, nalezneme nejdíve ϕk tak, aby ‖ϕ − ϕk‖ < ε. Oznaèíme-li je¹tì
K := sup{‖xn‖ : n ∈ N}, je podle pøedpokladu K <∞, pøièem¾

∣∣ϕ(xii) − ϕ(xjj)∣∣ ≤ 2K‖ϕ− ϕk‖ + ∣∣ϕk(xii) − ϕk(xjj)∣∣ ≤ (2K + 1)εpro dostateènì velká i, j. Je¾to tedy posloupnost {ϕ(xnn)} je auhyovská, je konvergentní.Mù¾eme tedy pro ϕ ∈ Y ∗ de�novat
F (ϕ) := limϕ(xnn) .Proto¾e {xn} byla omezená posloupnost, je F ∈ Y ∗∗. Ale prostor Y byl reexivní, existuje tedy

x ∈ Y tak, ¾e ϕ(x) = F (ϕ) pro ka¾dé ϕ ∈ Y ∗. Tudí¾ xnn w→ x, nebo» pro ka¾dé ϕ ∈ Y ∗, a tímspí¹e i pro ka¾dé ϕ ∈ X∗ (jeho¾ restrike na Y le¾í v Y ∗) máme ϕ(xnn) → ϕ(x).4.10. Poznámky. (a) Pomoí této vìty a vièení 3.14.e, 3.14.f uka¾te, ¾e prostory C([0, 1℄) a L1(R) nejsoureexivní.(b) V pøípadì Hilbertovýh prostorù lze tvrzení poslední vìty je¹tì zesílit. Podle Banah-Saksovy vìty lze z ka¾déomezené posloupnosti v Hilbertovì prostoru vybrat slabì konvergentní podposloupnost, která má naví tu vlast-nost, ¾e její aritmetiké prùmìry konvergují silnì. Zájeme odka¾me na *21.10.() Mo¾ná, ¾e je na místì i následujíí poznámka. Neh» Y je uzavøený podprostor Banahova prostoru X. Jestli¾e
xn, x ∈ Y a xn

w→ x v Y , potom xn
w→ x také v prostoru X. Platí i opaèné tvrzení. Jestli¾e za stejné situae

xn
w→ x v prostoru X, potom i xn w→ x v Y . Je-li toti¾ ϕ ∈ Y ∗, existuje podle Hahn-Banahovy vìty � ∈ X∗ tak,¾e ϕ = � na Y . A závìr je jasný.Libovolný spojitý lineární operátor pøevádí slabì konvergentní posloupnosti opìt na slabìkonvergentní. To je vidìt témìø okam¾itì z de�nie slabé konvergene (je-li T ∈ L(M,N) a ϕ ∈

N∗, je ϕT ∈ M∗; ostatnì mù¾ete porovnat se vièením 3.14.b.) Jak uká¾eme v následujíí vìtì,kompaktní operátory pøevádìjí slabì konvergentní posloupnosti dokone v silnì konvergentní.4.11. Kompaktní operátory a slabá konvergene. Buïte M,N normované lineární pro-story a T ∈ Lc(M,N) kompaktní operátor. Jestli¾e xn w−→ x, potom Txn → Tx.Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e xn
w−→ 0. Jak jsme pøed hvílí poznamenali, Txn w→ T (0) = 0.Pøedpokládejme, ¾e posloupnost {Txn} nekonverguje k 0. V tom pøípadì existuje ε > 0 a vybranáposloupnost {xnk

} tak, ¾e ‖Txnk
‖ ≥ ε pro v¹ehna nk. Podle 4.7 je elá posloupnost {‖xn‖}omezená. Omezená je tedy i její podposloupnost {xnk

}. Z de�nie kompaktnosti T existuje y ∈ Na vybraná posloupnost {yj} z {xnk
} tak, ¾e Tyj → y. Proto¾e v¹ak Tyj

w−→ 0, je y = 0. Tudí¾
‖Tyj‖ → 0, o¾ vede ke sporu.Prinip dùkazu spoèívá na následujíí my¹lene. Je-li K ⊂ N kompaktní mno¾ina, potom slabá w-topologie splývána K s normovou topologií (podívejte se na B.7 a uvìdomte si, ¾e slabá w-topologie je Hausdor�ova a slab¹í ne¾normová topologie), a tudí¾ obì topologie musejí mít stejné konvergentní posloupnosti. Jeliko¾ tedy posloupnost
{Txn} je obsa¾ena v nìjaké kompaktní mno¾inì (z dùvodu, ¾e posloupnost {xn} je omezená a T zobrazuje omezenémno¾iny na mno¾iny, jejih¾ uzávìr je kompakt) a Txn w→ Tx, musí i Txn → Tx.4.12. Poznámka. Operátory, které pøevádìjí slabì konvergentní posloupnosti na silnì konvergentní, nazývalD. Hilbert úplnì spojitými, v èeském pøekladu té¾ totálnì spojitými. Právì v Hilbertovýh prostoreh bývajíkompaktní operátory velie èasto takto de�novány. De�nie kompaktníh operátorù, kterou jsme pou¾ili, nále¾íF. Rieszovi. Obenì, úplnì spojité operátory nemusejí být kompaktní. Podle Rieszovy vìty 5.12 identiké zobrazenív prostoru l1 není urèitì kompaktní, ale s odvoláním na Shurovo lemma *3.2 je úplnì spojité. Je zajímavé, ¾epojmy úplnì spojitýh a kompaktníh operátorù splývají v reexivníh prostoreh. Platí toti¾ následujíí vìta.Vìta. Buï X reexivní prostor. Potom operátor K ∈ L(X) je kompaktní, právì kdy¾ Kxn → Kx, kdykoliv
xn

w−→ x.



4. Základní vìty funkionální analýzy 45Dùkaz. Neh» K je úplnì spojitý operátor na reexivním prostoru X a {xn} je posloupnost z jednotkové koulev X. Podle 4.9 existuje podposloupnost {xnk
} z {xn} a x ∈ X tak, ¾e xnk

w→ x. Podle pøedpokladu Kxnk
→ Kx,a tedy podle de�nie K je kompaktní.Úplnì spojité a kompaktní operátory splývají i v jinýh prostoreh. Zájeme odka¾me na *4.3.4.13. Otevøená zobrazení. Øekneme, ¾e zobrazení T ∈ L(X,Y ) je otevøené , jestli¾e T (G) jeotevøená podmno¾ina oboru hodnot RT := T (X), kdykoliv G je otevøená podmno¾ina X .Pozor, dobøe rozli¹ujte, zda T (G) je otevøená mno¾ina v RT èi v Y . Pøíklad identikéhozobrazení X ⊂ Y → Y ukazuje, ¾e to není zdaleka toté¾.4.14. Banahova vìta o otevøeném zobrazení. Buï T ∈ L(X,Y ), kde X,Y jsou Banahovyprostory. Jestli¾e RT = Y , je T otevøené zobrazení.Dùkaz. Dùkaz je ponìkud nároènìj¹í. Pokusíme se nastínit hlavní my¹lenky. Oznaèíme-li V ote-vøenou kouli o støedu v poèátku, staèí ukázat, ¾e TV je okolím 0. Bude-li potom U ⊂ X otevøenámno¾ina a y ∈ TU , nalezneme x ∈ U a ε > 0 tak, aby Tx = y a x + U(0, ε) ⊂ U . Existuje tedypodle právì øeèeného δ > 0 tak, ¾e U(0, δ) ⊂ TU(0, ε). Potom

y + U(0, δ) ⊂ Tx+ TU(0, ε) = T
(
x+ U(0, ε)) ⊂ TU ,èím¾ bude dokázáno, ¾e TU je otevøená mno¾ina.Oznaème tedy Un := U(0, 2−n). Nejdøíve doká¾eme, ¾e TU1 obsahuje otevøenou kouli. Odtudji¾ odvodíme, ¾e TU0 je okolím 0. Proto¾e X = ∞⋃

k=1 k U1, vyplývá z linearity T , ¾e
Y = RT = T

( ∞⋃

k=1 k U1) = ∞⋃

k=1 k TU1 = ∞⋃

k=1 k TU1 .Prostor Y je úplný, musí tedy podle Baireovy vìty 4.1 existovat k tak, ¾e mno¾ina k TU1 máneprázdný vnitøek. Tudí¾ i mno¾ina TU1 musí obsahovat nìjakou otevøenou kouli.Nyní uká¾eme, ¾e TU0 je okolím nuly. Podle právì dokázaného existuje ε > 0 a z ∈ TU1 tak,¾e U(z, ε) ⊂ TU1. Pokud se nám podaøí dokázat, ¾e TU1 − z ⊂ TU0, budeme hotovi, nebo» pak
U(0, ε) = U(z, ε)− z ⊂ TU1− z ⊂ TU0. Volme tedy y ∈ TU1 − z. Potom y + z ∈ TU1, a proto¾esamozøejmì i z ∈ TU1, existují posloupnosti {wn} a {zn} prvkù U1 tak, ¾e

un := Twn 7→ y + z a vn := Tzn 7→ z .Z nerovností ‖wn − zn‖ ≤ ‖wn‖ + ‖zn‖ < 12 + 12 = 1 dostáváme wn − zn ∈ U0. A proto¾e
T (wn − zn) = un − vn 7→ y, je y ∈ TU0.Zatím jsme sestrojili ε > 0 tak, aby U(0, ε) ⊂ TU0. Z rovnosti TUn = 2−n TU0 plyne ihned,¾e U(0, ε2n ) ⊂ TUn.Nyní doká¾eme, ¾e U(0, ε2 ) ⊂ TU0, èím¾ elý dùkaz zavr¹íme. Volme y ∈ U(0, ε2 ). Potøebujemenalézt x ∈ U0 tak, aby Tx = y.Proto¾e y ∈ U(0, ε2 ) ⊂ TU1, existuje v ∈ TU1, ‖y − v‖ < ε4 . Nalezli jsme tudí¾ x1 ∈ U1, pronì¾ ‖y − Tx1‖ < ε4 (v = Tx1).Proto¾e y − Tx1 ∈ U(0, ε4 ) ⊂ TU2, existuje x2 ∈ U2 tak, ¾e ‖(y − Tx1) − Tx2‖ < ε8 .Takto mù¾eme pokraèovat dále. Nalezneme posloupnost {xk} s vlastnostmi

‖xk‖ <
12k a ∥∥∥y −

n∑

k=1Txk∥∥∥ < ε2n+1pro ka¾dé n. Polo¾me zn := x1 + · · · + xn. Proto¾e
‖zn − zm‖ ≤

n∑

k=m+1 ‖xk‖ < n∑

k=m+1 12kpro ka¾dé n > m, je posloupnost {zn} auhyovská. Existuje tedy lim zn, oznaème ji x. Proto¾e
‖zn‖ → ‖x‖ a ∞∑

k=1 ‖xk‖ < ∞∑
k=1 12k = 1, je x ∈ U0. A to jsme ji¾ u závìru dùkazu. Na jedné stranìmáme Tzn → Tx (T je spojitý), na druhé pak Tzn → y, nebo» ‖y−Tzn‖ < ε2n+1 , odkud Tx = y.Vìta 4.14 pøipou¹tí èásteèné obráení. Platí toti¾ následujíí Banahova alternativa.



46 A. Elementy funkionální analýzy4.15. Banahova alternativa. Neh» X je Banahùv prostor, Y normovaný lineární prostor a T ∈ L(X, Y ).Potom buïto(a) RT je 1. kategorie,anebo(b) RT = Y , T je otevøené zobrazení a prostor Y je úplný.Dùkaz. Pøedpokládáme-li, ¾e RT je 2. kategorie, projde dùkaz pøedhozí vìty a uká¾e se stejnì, ¾e T je otevøenézobrazení X do Y (pov¹imnìte si, ¾e v pøedhozím dùkaze jsme pou¾ili rovnost Y = RT a úplnost Y k závìru,¾e mno¾ina TU1 má neprázdný vnitøek; staèilo samozøejmì pøedpokládat, ¾e RT = TX je 2. kategorie). Proto¾epotom RT je otevøený podprostor Y , musí nutnì být RT = Y . Zbývá dokázat, ¾e prostor Y je úplný. Uva¾ujmekanoniké zobrazení q : X → X/ kerT . Proto¾e jádro kerT je uzavøený podprostor, je faktorprostor X/ kerTúplný a zobrazení q spojité a otevøené. To v¹e podle vìty *1.11. Existuje právì jedno zobrazení S : X/ kerT → Ytak, ¾e T = S ◦ q (staèí polo¾it S(x + kerT ) = Tx). Zobrazení S je oèividnì algebraikým izomor�zmem (jeprosté a zahovává algebraiké operae). Uká¾eme-li, ¾e S zobrazuje X/ kerT homeomorfnì na Y , bude prostor
Y úplný. Ale S je skuteènì homeomor�zmem. Je-li toti¾ G ⊂ Y otevøená mno¾ina, je S−1(G) = q(T−1(G))také otevøená, nebo» T je spojité a q otevøené. A naopak, máme-li v prostoru X/ kerT otevøenou mno¾inu U , je
S(U) = T (q−1(U)) opìt otevøená, proto¾e pro zmìnu T je otevøené a q spojité.4.16. Dùsledek. Buïte X,Y Banahovy prostory a T ∈ L(X,Y ) prosté zobrazení X na Y .Potom operátor T−1 je spojitý.Dùkaz. Proto¾e RT = Y , je tvrzení bezprostøedním dùsledkem Banahovy vìty o otevøenémzobrazení a de�nie spojitého zobrazení.4.17. Uzavøené zobrazení. Øekneme, ¾e lineární zobrazení L mezi normovanými lineárnímiprostory M a N je je uzavøené , jestli¾e jeho graf L := {(z, Lz) : z ∈ M} je uzavøená mno¾inav M × N . Samozøejmì, M × N uva¾ujeme jako souèin dvou normovanýh lineárníh prostorù(viz *1.10).De�nii lze také pøepsat takto (uvìdomte si, ¾e konvergene v M × N je konvergene poslo¾káh!): Zobrazení L je uzavøené, jestli¾e

zn → z v M , Lzn → y v N , potom Lz = y .Ka¾dé spojité lineární zobrazení je uzavøené; opaèná implikae v¹ak zdaleka neplatí, jak ukazujenásledujíí pøíklad.4.18. Pøíklad. Neh» M := {f ∈ C([0, 1℄) : f ′ ∈ C([0, 1℄)}. Uva¾ujme zobrazení L : M →
C([0, 1℄) de�nované pøedpisem f 7→ f + f ′. Evidentnì L je lineární zobrazení, které není spojité(stejnomìrná konvergene posloupnosti {fn} ni neudává o konvergeni posloupnosti derivaí
{f ′
n}). Uká¾eme, ¾e L je uzavøené. Neh» tedy fn ∈ M , fn → f a Lfn → g (konvergene jsoustejnomìrné!). Volme x ∈ [0, 1℄. Proto¾e ∫ x0 f ′

n = fn(x) − fn(0) , je
∫ x0 g = lim ∫ x0 Lfn = lim(fn(x) − fn(0))+ ∫ x0 f = f(x) − f(0) + ∫ x0 f(v¹e je tøeba poøádnì zdùvodnit) a dostáváme g = f ′ + f = Lf .V tomto pøíkladì si uvìdomte, ¾e prostor M není úplný.4.19. Vìta o uzavøeném grafu. Neh» X,Y jsou Banahovy prostory a L uzavøené zobrazení

X do Y . Potom L je spojité.Dùkaz. Z de�nie uzavøenosti L plyne, ¾e graf L je uzavøený podprostor Banahova prostoru
X × Y . Tedy graf L je Banahùv prostor. Uva¾ujeme-li zobrazení P : (x, Lx) 7→ x pro x ∈ X , je

‖P (x, Lx)‖ = ‖x‖ ≤ ‖x‖ + ‖Lx‖ = ‖(x, Lx)‖ .Zobrazení P je lineární, prosté, na a ‖P‖ ≤ 1. Podle dùsledku 4.16 je inverzní zobrazení P−1omezené, a tudí¾
‖Lx‖ ≤ ‖x‖ + ‖Lx‖ = ‖(x, Lx)‖ = ‖P−1(x)‖ ≤ ‖P−1‖ ‖x‖pro ka¾dé x ∈ X . Co¾ jsme potøebovali dokázat.Dùkaz následujíího tvrzení dlu¾íme odstavi 1.24.



4. Základní vìty funkionální analýzy 474.20. Dùsledek. Neh» Banahùv prostor X je algebraikým souètem uzavøenýh podprostorù
M a N , X = M ⊕N . Potom X je i jejih topologikým souètem: X = M ⊕t N .Dùkaz. Buï PM : X →M pøíslu¹ná projeke. Na¹ím úkolem je ukázat, ¾e PM je spojitá. Proto¾e
M je uzavøený podprostor X , je M úplný a podle vìty o uzavøeném grafu staèí ovìøit, ¾e PM jeuzavøené zobrazení. Jestli¾e ale xn → x v X a PMxn → y, potom y ∈M a lim(xn−PMxn) = x−ymusí le¾et v N (nebo» xn−PMxn ∈ N a N je uzavøený). Proto¾e x = y+ (x− y), je PMx = y.4.21. Poznámka. Pokud je Banahùv prostor X algebraikým souètem dvou podprostorù, z nih¾ jeden jeuzavøený, nemusí být X jejih topologikým souètem. Staèí vzít pøíklad nìjakého uzavøeného podprostoru, kterýnemá v X topologiký doplnìk. Ten samozøejmì algebraiký doplnìk v X má.Uveïme je¹tì jiný pøíklad. Vezmìme na (nekoneènì dimenzionálním) Banahovì prostoru X nespojitý lineárnífunkionál ϕ. Jeho existeni jsme si rozmysleli v 2.6.. Potom X = kerϕ ⊕ F , kde F má dimenzi 1 (viz A.4).Proto¾e ka¾dý koneènì dimenzionální podprostor X je uzavøený, je i F uzavøený. Pøesto X není topologikýmsouètem kerϕ a F .4.22. Elementární vièení. (a) Podobnou metodou jako v 4.10 uka¾te, ¾e prostor L1([0, 1℄) není reexivní.(b) Neh» X, Y jsou Banahovy prostory a T ∈ L(X, Y ). Potom buïto RT je uzavøený anebo je 1. kategorie(dokone v sobì).() Podmno¾ina M normovaného lineárního prostoru E je omezená, právì kdy¾ (èíselná) mno¾ina ϕ(M) je omezenápro ka¾dý funkionál ϕ ∈ E∗.Návod . Podívejte se na mno¾inu {εx : x ∈ M} a pou¾ijte prinip stejnomìrné omezenosti 4.2. ♣(d) Buï T lineární zobrazení mezi normovanými lineárními prostory X a Y . Jestli¾e T pøevádí slabì konvergentníposloupnosti v X na slabì konvergentní posloupnosti v Y (Txn w→ Tx, pokud xn

w→ x), potom T ∈ L(X, Y ).(e) Uka¾te ¾e ka¾dé zobrazení tvaru I −K, kde K je kompaktní operátor na Banahovì prostoru, je otevøené.Návod . Pou¾ijte 5.17, tvrzení, ¾e uzavøený podprostor Banahova prostoru je úplný a vìtu o otevøeném zobrazení.Poznámka. Mù¾ete dokázat následujíí tvrzení: Jsou-li X, Y Banahovy prostory a T ∈ L(X,Y ), je T otevøenézobrazení, právì kdy¾ RT := T (X) je uzavøený podprostor Y . ♣(f) Doka¾te následujíí tvrzení známé jako Osgoodovo lemma. Neh» T úplný metriký prostor (obenìji Baireùvtopologiký prostor) a F ⊂ C(T ) bodovì omezená mno¾ina spojitýh funkí. Potom existuje neprázdná otevøenápodmno¾ina G ⊂ T a K > 0 tak, ¾e |f(x)| ≤ K pro ka¾dé f ∈ F a x ∈ G.Poznámka. F je bodovì omezená mno¾ina funkí na T , jestli¾e ke ka¾dému x ∈ T existuje Kx > 0 tak, ¾e
|f(x)| ≤ Kx pro ka¾dé f ∈ F .Návod . Mno¾iny Fn,f := {x ∈ T : |f(x)| ≤ n} jsou uzavøené (ze spojitosti f) pro ka¾dé f ∈ F a n, a tudí¾ imno¾iny Fn := T

f∈F Fn,f jsou uzavøené pro ka¾dé n ∈ N. Podle pøedpokladù je S
n Fn = T , musí tedy existovat

k tak, ¾e mno¾ina Fk má neprázdný vnitøek. Nyní staèí polo¾it G = IntFk a K = k. ♣(g) Neh» {Tn} je posloupnost z L(X,E), kde X je Banahùv prostor a E normovaný lineární prostor, konvergujííbodovì k 0. Je-li K relativnì kompaktní podmno¾ina X, konverguje posloupnost {Tn} k 0 na K stejnomìrnì. TedylimTnx = 0 pro ka¾dé x ∈ X implikuje lim{sup ‖Tnx‖ : x ∈ K} = 0.Návod . Pou¾ijte prinip stejnomìrné omezenosti. ♣(h) De�nujte funkionály Ln a Tn na prostoru c00 pøedpisy
Ln : {αj} 7→ nαn a Tn : {αj} 7→

nX

j=1αj .Potom Ln, Tn ∈ c∗00. Evidentnì ‖Ln‖ = n, pøièem¾ sup{|Ln(α)| : n ∈ N} < ∞ pro ka¾dý prvek α ∈ c00.Uka¾te dále, ¾e Tn ∈ c∗00, a ¾e posloupnost {Tn} konverguje bodovì na c00. Pøesto její limita není spojitýmlineárním funkionálem na c00.



48 A. Elementy funkionální analýzyPoznámka. Tento pøíklad tedy ukazuje, ¾e jak prinip stejnomìrnì omezenosti v 4.2, tak Banah Steinhausova vìta4.4 neplatí obenì v neúplnýh normovanýh lineárníh prostoreh. Jiné pøíklady lze nalézt v 14.5 èi *14.1.Na druhé stranì tyto vìty ¹ikovnì formulované stále je¹tì platí v úplnýh pseudonormovanýh èi v úplnýhkvazinormovanýh prostoreh zavedenýh v *14.13.(k) Neh» {xn} je taková posloupnost reálnýh èísel, ¾e øada ∞P
n=1αnxn konverguje, kdykoliv limαn = 0. Uka¾te,¾e øada ∞P

n=1 xn konverguje absolutnì.Návod . Zpoèátku se zkuste zamyslet nad elementárním dùkazem. Jinak lze pou¾ít Banah-Steinhausovu vìtu 4.4,kde polo¾íme X = c0, E = R a Lk({αn}) = kP
n=1αnxn. Do úvahy je nutno vzít i popis duálu k c0 z 2.14.a. ♣(l) Uva¾ujte identiké zobrazení id : `

C([0, 1℄), ‖.‖´
→

`
C([0, 1℄), ‖.‖i´ prostoru spojitýh funkí na [0, 1℄, jednouuva¾ovaného s max-normou a podruhé s integrální normou (viz 1.10.b). Uka¾te, ¾e(l1) id je prosté, spojité lineární zobrazení,(l2) id není otevøené a nemá spojitou inverzi,(l3) obraz C([0, 1℄) pøi zobrazení id je 1. kategorie,(l4) inverzní zobrazení k id je uzavøené.Návod . Jednotková koule ˘

f ∈ C([0, 1℄) : ‖f‖ < 1¯ není otevøená v prostoru `
C([0, 1℄), ‖.‖i´. Pro dùkaz (l3) uka¾te,¾e mno¾iny ˘

f ∈ C([0, 1℄) : ‖f‖ ≤ n
¯ jsou uzavøené a øídké v prostoru `

C([0, 1℄), ‖.‖i´ pro ka¾dé n. (Tvrzení v (l3)také plyne z Banahovy alternativy 4.15 za pomoí (l1) a (l2).) ♣(m) Uka¾te, ¾e prostor L2([0, 1℄) je 1. kategorie v Banahovì prostoru L1([0, 1℄).Návod . Uva¾ujte identiké vnoøení L2([0, 1℄) do L1([0, 1℄) a vyu¾ijte Banahovu alternativu 4.15. ♣(n) Neh» ‖.‖1 a ‖.‖2 jsou úplné normy na vektorovém prostoru X, pro nì¾ existuje β > 0 tak, ¾e ‖x‖1 ≤ β ‖x‖2pro ka¾dé x ∈ X. Uka¾te, ¾e ‖.‖1 a ‖.‖2 jsou ekvivalentní.Návod . Jeliko¾ identiké zobrazení (X, ‖.‖2) na (X, ‖.‖1) je spojité, staèí pou¾ít vìtu 4.16. ♣(o) Neh» T ∈ L(c0) je zobrazení de�nované pøedpisem T : {xn} → {xn
n
}. Je T otevøené?Návod . Podívejte se na obraz otevøené jednotkové koule. ♣(p) V sérii vièení dokazujte následujíí faktorizaèní vìty:(p1) Neh» V,W jsou vektorové prostory, T : V → W lineární zobrazení a q : V → V/ kerT kanoniké zobrazení(zopakujme, ¾e q(x) := x + kerT ). Potom existuje právì jedno zobrazení bT : V/ kerT → W tak, ¾e T = bT ◦ q.Zobrazení bT je izomorfní zobrazení V/ kerT na T (X) (prosté zobrazení zahovávajíí algebraiké operae).Návod . Pro x + kerT polo¾te bT (x + kerT ) = Tx. Pøedev¹ím uka¾te, ¾e tato de�nie je korektní (samozøejmì,pokud x1 + kerT = x2 + kerT , potom Tx1 = Tx2). ♣(p2) Neh» M,N jsou normované lineární prostory a T : M → N uzavøený (lineární) operátor. Neh» bT :

M/ kerT → N je (jednoznaènì urèený) operátor z (p1). Uka¾te, ¾e bT je uzavøený. Naví operátor T−1 : T (M) →
M/ kerT je také uzavøený.(p3) Neh» M,N jsou opìt normované lineární prostory, T ∈ L(M,N) a bT : M/ kerT → N jako døíve. Uka¾te ¾e
bT ∈ L(M/ kerT,N), bT je prosté a ‖T‖ = ‖ bT ‖.Návod . Proto¾e ‖bT (qx)‖ = ‖Tx‖ = ‖T (x − t)‖ ≤ ‖T‖ ‖x − t‖ pro ka¾dé t ∈ kerT , je podle de�nie normyve faktorovém prostoru M/ kerT splnìna nerovnost ‖ bT (qx)‖ ≤ ‖T‖ ‖qx‖. Odtud dostáváme jednu nerovnost
‖bT‖ ≤ ‖T‖. Na druhé stranì ‖Tx‖ = ‖ bT (qx)‖ ≤ ‖ bT‖ ‖qx‖ ≤ ‖ bT‖ ‖x‖, odkud plyne druhá nerovnost ‖T‖ ≤ ‖ bT‖.
♣(p4) Neh» T ∈ L(X, Y ), kde X, Y jsou Banahovy prostory a TM = Y . Je-li bT zobrazení jako vý¹e, je bThomeomorfní a (algebraiky) izomorfní zobrazení X/ kerT na Y .(q) Neh» T ∈ L(M,N), kde M,N jsou normované lineární prostory, T (M) = N . Potom následujíí dvì podmínkyjsou ekvivalentní:(i) T je otevøené zobrazení,(ii) existuje takové β > 0, ¾e ke ka¾dému y ∈ N existuje x ∈ M s vlastnostmi Tx = y a ‖x‖ ≤ β ‖Tx‖.



4. Základní vìty funkionální analýzy 49Návod . Pøedev¹ím si uvìdomte, ¾e v dùsledku otevøenosti a spojitosti kanonikého zobrazení q : M → M/ kerT ,otevøené mno¾iny v M/ kerT jsou právì mno¾iny tvaru q(G), kde G ⊂ M je otevøená. Dále, jestli¾e x1−x2 ∈ kerT ,potom x1 + kerT = x2 + kerT . Odtud plyne, ¾e zobrazení S : N → M/ kerT je korektnì de�nované pøedpisem
Sy := x + kerT , jestli¾e x je takový prvek M , pro nìj¾ Tx = y. Proto¾e S−1(q(G)) = T (G), je S spojité, právìkdy¾ T je otevøené. Z de�nii normy v prostoru M/ kerT dále plyne, ¾e S je spojité, právì kdy¾ existuje β > 0tak, ¾e ‖x+ kerT‖ := inf{‖x+ t‖ : t ∈ kerT} ≤ β ‖Tx‖ pro ka¾dé x ∈ M .Ekvivaleni mù¾ete také odùvodnit jinak. Lehe toti¾ zjistíte, ¾e T je otevøené zobrazení, právì kdy¾ existuje
β > 0 tak, ¾e {x ∈ N : ‖x‖ < 1

β
} ⊂ T (BM ). ♣(r) Neh» X je Banahùv prostor, Y je normovaný lineární prostor, T ∈ L(X, Y ) a TX = Y . Jestli¾e T je otevøenézobrazení, je Y úplný.Návod . Mù¾ete se podívat na dùkaz Banahovy alternativy 4.15 èi postupovat pøímo. V tom pøípadì volte auhy-ovskou posloupnost {yn} v Y a naleznìte její vybranou posloupnost {ynk

} tak, aby ‖ynj+1−ynj ‖ < 1/2j . Nyní po-u¾ijte pøedhozí vièení (q). Existují β > 0 a posloupnost {xj} tak, ¾e Txj = ynj+1−ynj a ‖xj‖ ≤ β ‖ynj+1−ynj ‖.Zøejmì ∞P
j=1 ‖xj‖ konverguje. Jeliko¾ X je úplný prostor, konverguje i øada ∞P

j=1 xj , její souèet oznaème x. Ze spo-jitosti a linearity T máme ∞P
j=1Txj = Tx. To neznamená ale ni jiného, ne¾ ¾e ynj+1 → yn1 + Tx. Proto¾e aleposloupnost {yn} je auhyovská a její vybraná posloupnost konverguje, jsme s dùkazem hotovi. ♣(s) Neh» X,Y jsou Banahovy prostory. Uka¾te, ¾e mno¾ina J := {T ∈ L(X, Y ) : TX = Y } je otevøenáv L(X,Y ).Návod . Neh» T ∈ J . Proto¾e T je otevøené, existuje podle vièení (q) β > 0 s jistými vlastnostmi. Staèí ukázat,¾e U := {S ∈ L(X, Y ) : ‖S − T‖ < 12β } ⊂ J . Volme tedy S ∈ U a y ∈ Y . Ani¾ ztratíme na obenosti,pøedpokládejme ‖y‖ ≤ 1 a hledejme x ∈ X tak, aby Sx = y. Existuje x0 ∈ X tak, ¾e Tx0 = y a ‖x0‖ ≤ β.Pokraèujme dále. Polo¾me y1 = Tx0 − Sx0. Potom ‖y1‖ ≤ 12 . Naleznìme x1 ∈ X tak, aby Tx1 = y1 a ‖x1‖ ≤ β2 .Opìt polo¾íme y2 = Tx1 − Sx1. Jeliko¾ ‖y2‖ ≤ 14 , pokraèujeme zøejmým zpùsobem indukí dále. Polo¾íme-li

x = ∞P
j=0 xj , dostaneme Sx = y. ♣



50 B. Spektrální teorie5. Riesz-Shauderova teorie kompaktníh operátorùV elé této kapitole se budeme zabývat Banahovým prostorem operátorù L(X) na Banahovìprostoru X . Symbolem I budeme znaèit identiké zobrazení X na X .Snad pouze poznamenejme, ¾e v tomto prostoru lze de�novat i násobení jako skládání operátorù. S touto novouoperaí (a jednotkou I) pak prostor L(X) tvoøí Banahovu algebru. Této nové struktuøe se budeme hloubìjivìnovat a¾ v následujíí kapitole.5.1. Obor hodnot operátoru. Je-li T operátor na Banahovì prostoru X , budeme mno¾inu
T (X) nazývat oborem hodnot operátoru T a znaèit ji RT . Obor hodnot RT je v¾dy lineárnímpodprostorem X . V pøípadì koneèné dimenze prostoru X je tedy RT v¾dy uzavøený podprostor.Pøíklad v 5.14 ukazuje, ¾e v prostoreh nekoneèné dimenze nemusí být obor hodnot omezenéholineárního operátoru uzavøený. O podmínkáh, kdy tomu tak je, se lze doèíst v 8.2, *5.3 èi v *4.1.My podáme pouze v následujíím lemmatu jednoduhou postaèujíí podmínku pro uzavøenostoboru hodnot operátoru.5.2. Lemma. Neh» X je Banahùv prostor a T ∈ L(X). Existuje-li β > 0 tak, ¾e ‖Tx‖ ≥ β‖x‖pro ka¾dé x ∈ X, potom RT je uzavøená mno¾ina.Operátorùm splòujíím podmínku z lemmatu se øíká zdola omezené (viz té¾ 8.1).Dùkaz. Neh» zn ∈ RT , zn → z. Najdìme xn ∈ X tak, aby Txn = zn. Potom ‖xn − xk‖ ≤
β−1 ‖zn − zk‖ a vidíme, ¾e posloupnost {xn} je auhyovská. Existuje tedy limxn =: x a zespojitosti operátoru T dostáváme Tx = z.5.3. Vlastní hodnoty operátoru. Pro pohodlí pøipomeòme, ¾e (komplexní) èíslo λ se nazývávlastní hodnotou operátoru T ∈ L(X), existuje-li x 6= 0, pro nì¾ Tx = λx. Jinými slovy, λ jevlastní hodnotou T , není-li operátor T − λI prostý. Mno¾inu v¹eh vlastníh hodnot T znaèíme
σp(T ) a nazýváme ji bodovým spektrem T .Jaká je situae v koneèné dimenzi? Pøedpokládejme, ¾e A je lineární operátor na vektorovém prostoru Xkoneèné dimenze. Neh» M je matie operátoru A v nìjaké bázi prostoru X. Potom A je prostý operátor, právìkdy¾ RA = X, a to nastane právì v pøípadì, kdy determinant matie M je nenulový.Následujíí vìta, která bývá obyèejnì nazývána Fredholmovou alternativou, pak plnì harakterizuje vlastníhodnoty operátoru A.Vìta. Následujíí výroky jsou ekvivalentní pro lineární operátor na koneènì dimenzionálním vektorovém pro-storu X:(i) λ není vlastní hodnota operátoru T ,(ii) R(T − λI) = X,Co¾ lze vyslovit také takto. Buïto rovnie Tx− λx = y má øe¹ení pro ka¾dé y ∈ X, anebo homogenní rovnie
Tx = λx má netriviální øe¹ení.V prostoreh nekoneèné dimenze je situae diametrálnì rozdílná. Existují v nih operátory, které jsou prosté anejsou na a naopak.5.4. Spektrum operátoru. Øekneme, ¾e komplexní èíslo λ ∈ C le¾í ve spektru σ(T ) operátoru
T , jestli¾e buïto operátor T − λI není prostý, anebo jestli¾e R(T − λI) 6= X . Je jasné, ¾e vespektru operátoru T le¾í v¹ehny jeho vlastní hodnoty.5.5. Invertibilní operátory. Nele¾í-li λ ve spektru operátoru T , je operátor T − λI prostýa jeho oborem hodnot je elý prostor X . Operátory s touto vlastností se dají harakterizovati jiným zpùsobem. Øíkáme, ¾e operátor T de�novaný na Banahovì prostoru X je invertibilní ,existuje-li operátor L ∈ L(X) tak, ¾e LT = TL = I. Následujíí jednoduhou vìtièku mù¾eteporovnat se vièením 5.32.e.5.6. Vìta. Operátor T ∈ L(X) je invertibilní, právì kdy¾ T je prostý a na.



5. Riesz-Shauderova teorie kompaktníh operátorù 51Dùkaz. Neh» T je invertibilní. Existuje tedy L ∈ L(X) tak, ¾e LT = I a TL = I. Pokud Tx = 0,potom z první rovnosti dostáváme x = L(Tx) = L0 = 0. Je tedy T prostý. Volíme-li y ∈ Xlibovolnì, staèí polo¾it x = Ly, abyhom pomoí druhé rovnosti ukázali, ¾e y = T (Ly) = Tx.Odtud plyne, ¾e operátor T zobrazuje X na X .Máme-li prostý operátor T ∈ L(X) s vlastností RT = X , je (mno¾inové) inverzní zobrazení
T−1 opìt lineární operátor na X , který je podle dùsledku Banahovy vìty o otevøeném zobrazení4.16 spojitý. Samozøejmì pro nìj platí, ¾e T (T−1x) = T−1(Tx) = x pro ka¾dé x ∈ X .5.7. Lemma. Buï T invertibilní operátor na Banahovì prostoru X, α := ‖T−1‖. Jestli¾e
S ∈ L(X) a ‖S − T ‖ < 1

α , je i operátor S invertibilní.Dùkaz. Proto¾e
∥∥∥∥
n∑

j=k(T−1(T − S))j∥∥∥∥ ≤
n∑

j=k∥∥(T−1(T − S))j∥∥ ≤
n∑

j=k∥∥(T−1(T − S))∥∥j ≤ n∑

j=k qjpro ka¾dé k < n, kde q = α‖S−T ‖ < 1, je posloupnost èásteènýh souètù øady ∞∑
j=0(T−1(T −S))jauhyovská v L(X) (dokone tato øada je absolutnì konvergentní). Mù¾eme tedy polo¾it

L := ( ∞∑

j=0(T−1(T − S))j)T−1 .Uvìdomíme-li si, ¾e S = T
(
I − T−1(T − S)), výpoètem snadno zjistíme, ¾e LS = SL = I.Poznámka. Lemma nám vlastnì øíká, ¾e mno¾ina v¹eh invertibilníh operátorù na Banahovì prostoru X jeotevøená v prostoru L(X).5.8. Vìta. Neh» X je Banahùv prostor a T ∈ L(X). Potom spektrum σ(T ) je kompaktnípodmno¾ina komplexní roviny C. Dokone máme σ(T ) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ≤ ‖T ‖}.Dùkaz. Z pøedhozího lemmatu 5.7 plyne, ¾e mno¾ina v¹eh invertibilníh elementù je otevøenáv prostoru L(X). Je-li tedy λ ∈ C \ σ(T ) a èíslo |µ− λ| je dostateènì malé, je i operátor T − µIinvertibilní. Co¾ neznamená ni jiného, ne¾ ¾e µ nele¾í ve spektru σ(T ).Cheme ukázat, ¾e σ(T ) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ≤ ‖T ‖}. Volme tedy λ ∈ C, |λ| > ‖T ‖. Operátor

A := −λI je zajisté invertibilní. Polo¾íme-li S := T − λI, je ‖S − A‖ = ‖T ‖ < |λ| = ‖A−1‖−1.Lemma 5.7 øíká, ¾e v tom pøípadì je operátor S = T − λI invertibilní. Jinými slovy, λ /∈ σ(T ).Poznámka. Gelfandova vìta 6.18, kterou doká¾eme pozdìji, øíká, ¾e spektrum libovolného operátoru T ∈ L(X) jev¾dy neprázdná podmno¾ina C. Dùkaz tohoto tvrzení je ji¾ ponìkud obtí¾nìj¹í. Je zalo¾en na hlub¹íh vlastnostehzobrazení λ 7→ (T − λI)−1.O tom, ¾e pojmy spektra a bodového spektra zdaleka nesplývají, svìdèí následujíí pøíklady.5.9. Pøíklady. (a) Uva¾ujme na Hilbertovì prostoru l2 operátor R de�novaný pøedpisem
R : (x1, x2, . . . ) 7→ (0, x1, x2, . . . ) .Není tì¾ké zjistit, ¾e ‖R‖ = 1 (R je dokone izometrie). Tudí¾ spektrum σ(R) musí le¾et v kruhu

{λ ∈ C : |λ| ≤ 1}.Uká¾eme, ¾e bodové spektrum σp(R) je prázdná mno¾ina. Kdyby toti¾ λ bylo vlastní èíslooperátoru R, existoval by nenulový prvek z := {zn} ∈ l2 tak, ¾e
Rz = (0, z1, z2, . . . ) = λz = (λz1, λz2, . . . ) .Potom ov¹em z této rovnosti dostáváme, a» je ji¾ λ = 0 èi λ 6= 0, ¾e z1 = z2 = · · · = 0.Uká¾eme nyní, ¾e libovolné |λ| ≤ 1 le¾í ve spektru σ(R). Operátor R − λI nezobrazuje l2 na

l2. Neexistuje toti¾ z := {zn} ∈ l2 tak, aby(R − λI)z = (−λz1, z1 − λz2, z2 − λz3, . . . ) = (1, 0, 0, . . . ) .Vylouèíme-li triviální pøípad λ = 0, musel by z uvedené rovnosti prvek z mít tvar
z = ( 1λ , 1

λ2 , 1
λ3 , . . . ). Ten v¹ak pro |λ| ≤ 1 urèitì v l2 nele¾í.



52 B. Spektrální teorie(b) Obdobnì jako v (a) de�nujme operátory S a T na l2 pøedpisy
S : (x1, x2, . . . ) 7→ (x2, x32 , x43 , . . . ) a T : (x1, x2, . . . ) 7→ (0, x1, x22 , x33 , . . . ) .Sami si rozmyslete, ¾e σ(S) = σp(S) = {0}, σp(T ) = ∅ a σ(T ) = {0}.Návod . Není tì¾ké ukázat, ¾e operátory S − λI a T − λI jsou prosté pro λ 6= 0, T je prostý a

S nikoliv. Tudí¾ σp(S) = {0} a σp(T ) = ∅. Dokázat tvrzení, ¾e pro λ 6= 0 operátory S − λI a
T − λI zobrazují l2 na l2, dá mnohem víe práe a je to tehniky nároènìj¹í. Niménì se o topokuste! Pøitom je snadné ukázat, ¾e jak S tak i T jsou kompaktní operátory (jsou toti¾ limitoukoneènì dimenzionálníh; hete-li, mù¾ete se té¾ podívat na pøíklad 8.17). Dále pak pou¾ijteFredholmovy vìty. ♣() Pro f z Hilbertova prostoru L2([0, 1℄) polo¾me Lf(t) := tf(t). Uka¾te, ¾e L ∈ L

(
L2([0, 1℄)).Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e L nemá ¾ádné vlastní hodnoty. Pokud toti¾ Lf = λf , musí být0 = ‖Lf − λf‖2 = ∫ 10 |ξ − λ|2 |f(ξ)|2 dξ. Tudí¾ |ξ − λ| |f(ξ)| = 0 pro skoro v¹ehna ξ, o¾ uká¾e,¾e f = 0 skoro v¹ude.Operátor L − λI je tedy prostý pro ka¾dé λ ∈ C. Mìjme teï λ ∈ C \ [0, 1℄. Jestli¾e za tétosituae volíme g ∈ L2([0, 1℄) a polo¾íme f(t) = g(t)

t−λ , je samozøejmì Lf − λf = g. Uká¾eme-li, ¾e
f ∈ L2([0, 1℄), dostaneme, ¾e operátor L − λI má inverzi (jinak øeèeno, je prostý a na), a tedy
λ /∈ σ(L). Dùkaz, ¾e f ∈ L2([0, 1℄) by v¹ak nemìl èinit potí¾e ani prùmìrnému studentovi.Doká¾eme, ¾e σ(L) = [0, 1℄. Staèí tedy volit λ ∈ [0, 1℄ a ukázat, ¾e operátor L − λI není na.Ale i to je snadné, která funke z L2([0, 1℄) by se mohla zobrazit na funki g(t) = 1?Dostáváme se tedy k Riesz-Shauderovì teorii, v jejím¾ základu le¾í následujíí dùle¾ité lemma.5.10. Rieszovo lemma o skoro-kolmii. Neh» X je normovaný lineární prostor a Y ⊂⊂ Xjeho vlastní uzavøený podprostor. Potom ke ka¾dému ε > 0 existuje xε ∈ X tak, ¾e

‖xε‖ = 1 a dist(xε, Y ) ≥ 1 − ε .Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e 0 < ε < 1 a x ∈ X \ Y . Jeliko¾ d := dist(x, Y ) > 0, existuje x′ ∈ Ypro nì¾ ‖x− x′‖ ≤ d1−ε . Polo¾íme-li xε = x−x′

‖x−x′‖ , je ‖xε‖ = 1 a
‖z − xε‖ = 1

‖x− x′‖
∥∥(‖x− x′‖ z + x′) − x

∥∥ ≥ dist(x, Y )
‖x− x′‖ ≥ 1 − εpro libovolné z ∈ Y .5.11. Poznámky. (a) Pro dùkaz Rieszova lemmatu lze také vyu¾ít Hahn-Banahovu vìtu. Mù¾ete postupovatnásledovnì. Proto¾e Y je vlastní uzavøený podprostor X, existuje podle jedné z variant Hahn-Banahovy vìty2.22 takové ϕ ∈ X∗, pro nì¾ ‖ϕ‖ = 1 a ϕ = 0 na Y . Podle de�nie normy funkionálu (pøesnìji, podle poznámky2.6.a) k danému ε ∈ (0, 1) existuje xε ∈ X tak, ¾e ‖xε‖ = 1 a |ϕ(xε)| > 1 − ε. Volíme-li y ∈ Y , máme 1 − ε <

|ϕ(xε)| = |ϕ(xε) − ϕ(y)| = |ϕ(xε − y)| ≤ ‖ϕ‖ ‖xε − y‖ = ‖xε − y‖.Je¹tì jiné dùkazy Rieszova lemmatu jsou obsa¾eny v *5.2.(b) Obenì "Rieszovo lemma\ pro ε = 0 nemusí platit. Staèí se podívat na pøíklady 1.39.m èi 5.32.h. Je-li aleprostor X reexivní a Y jeho vlastní uzavøený podprostor, existuje v¾dy x ∈ X tak, ¾e ‖x‖ = 1 a dist(x, Y ) = 1.Podívejte se opìt na 5.32.l.5.12. Rieszova vìta. Buï X normovaný lineární prostor. Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) X má koneènou dimenzi,(ii) uzavøená jednotková koule {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} je kompakt,(iii) identiké zobrazení v X je kompaktní.Dùkaz. Implikae (i) ⇒(ii) je známa z kurzu analýzy a její dùkaz je ukryt v dùkazu vìty 1.7, (ii)
⇒(iii) je elementární. Pøedpokládejme tedy, ¾e dimX = +∞. Existují podprostory X1 ⊂ X2 ⊂
X3 ⊂ · · · ⊂ X tak, ¾e dimXn = n. Podle pøede¹lého Rieszova lemmatu najdìme posloupnost
{xn} , pro ni¾

‖xn‖ = 1 , xn+1 ∈ Xn+1 a dist(xn+1, Xn) ≥ 12



5. Riesz-Shauderova teorie kompaktníh operátorù 53(vyu¾íváme i faktu, ¾e koneènì-dimenzionální podprostory X jsou uzavøené, viz 1.9). Odtudplyne, ¾e ‖xn − xm‖ ≥ 12 pro n 6= m, tak¾e identiké zobrazení nemù¾e být kompaktní.5.13. Poznámka. Nìkdy je vidìt pøímo, ¾e uzavøená jednotková koule není kompaktní. Podívejte se na pøíklady5.32.a èi 5.32.b.5.14. Jádro a obor hodnot operátoru. Pøipomeòme, ¾ekerT := {x ∈ X : Tx = 0} a RT := T (X)nazýváme jádrem a oborem hodnot operátoru T ∈ L(X). Zatímo kerT ja v¾dy uzavøený pod-prostor X , RT nemusí být uzavøená mno¾ina. Staèí uva¾ovat operátor T ∈ L(c0) daný pøedpisem
T {xn} = { 1

nxn} .Pro xn := (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . ) máme nyní
Txn = (1, 12 , . . . , 1n , 0, 0, . . . ) → (1, 12 , 13 , . . . ) /∈ RT .Jiným pøíkladem operátoru (mezi dvìma prostory) s neuzavøeným oborem hodnot mù¾e slou¾it identiké zobrazení

C([0, 1℄) do Banahova prostoru L1([0, 1℄).5.15. Vìta. Buï K kompaktní operátor na normovaném lineárním prostoru X. Potom ker(I−
K) je (uzavøený) koneènì dimenzionální podprostor X.Dùkaz. Oznaème B = {x ∈ ker(I −K) : ‖x‖ ≤ 1}. Proto¾e ker(I −K) = {x ∈ X : Kx = x}, je
KB = B, a tudí¾ B musí být (relativnì) kompaktní. Rieszova vìta tedy dává, ¾e ker(I −K) jekoneènì dimenzionální.5.16. Vìta. Je-li K kompaktní operátor na nekoneènì dimenzionálním normovaném lineárnímprostoru X, je 0 ∈ σ(K).Dùkaz. Kdyby spektrum σ(K) neobsahovalo 0, byl by K invertibilní operátor. Jeliko¾ I = K−1 ◦
K, byla by identita kompaktní operátor podle 2.48.b.5.17. Vìta. Neh» K ∈ Lc(X) je kompaktní operátor na Banahovì prostoru X. Potom R(I −
K) tvoøí uzavøený podprostor X.Dùkaz. Oznaème T = I − K a Z = ker(I − K). Podle vìty 5.15 je dimZ < ∞, existuje tedytopologiký doplnìk W k Z (viz 2.27). Proto¾e W je uzavøený, je W Banahùv prostor. Dále
RT = T (W ). Doká¾eme-li, ¾e T je zdola omezený na W , jsme hotovi s pøihlédnutím k lemmatu5.2. Kdyby tedy T nebyl na W zdola omezený, existovala by posloupnost xn ∈ W s vlastnostmi
‖xn‖ = 1 a Txn → 0. Vyu¾itím kompaktnosti K lze pøedpokládat, ¾e Kxn → y. Proto¾elimxn = lim(Txn +Kxn) = y, je y ∈ W . Proto¾e v¹ak Txn → Ty, je na druhé stranì Ty = 0 a
y ∈ Z. Dostáváme, ¾e y = 0, o¾ je ve sporu s tím, ¾e 1 = lim ‖xn‖ = ‖y‖.5.18. Anihilátory. Neh» X je normovaný lineární prostor, M ⊂⊂ X a N ⊂⊂ X∗. De�nujemeanihilátory pøedpisem

M⊥ = {ϕ ∈ X∗ : ϕ(x) = 0 pro v¹ehna x ∈M} ,

⊥N = {x ∈ X : ϕ(x) = 0 pro v¹ehna ϕ ∈ N} .Zøejmì M⊥ a ⊥N tvoøí uzavøené podprostory a X⊥ = {0}, ⊥X∗ = {0} (poka¾dé z jinéhodùvodu).Následujíí dvì vìty uká¾í tìsný vztah mezi anihilátory, jádry a obory hodnot pùvodního iadjungovaného operátoru. Nezapomeòte pøitom, ¾e jádro spojitého lineárního operátoru je v¾dyuzavøené, zatímo obor hodnot nemusí být. První vìtu budeme neustále vyu¾ívat, k dal¹í, kteráje hlub¹í, se vrátíme pozdìji.



54 B. Spektrální teorie5.19. Vìta. Jsou-li X,Y normované lineární prostory a T ∈ L(X,Y ), jekerT ′ = RT⊥ a kerT = ⊥R(T ′) .Dùkaz. Pro dùkaz uvedenýh rovností staèí pou¾ít de�nie anihilátorù a adjungovaného zob-razení. Máme a ∈ kerT ′, právì kdy¾ T ′(a)(x) = a(Tx) = 0 pro ka¾dé x ∈ X . Poslední rovnostøíká, ¾e a(z) = 0 pro v¹ehna z ∈ RT , o¾ neznamená ni jiného, ne¾ ¾e a ∈ RT⊥. Dále, x ∈ kerT ,právì kdy¾ Tx = 0. To nastane pøesnì v pøípadì, kdy ϕ(Tx) = T ′(ϕ)(x) = 0 pro ka¾dé ϕ ∈ Y ∗.A to je, právì kdy¾ z′(x) = 0 pro ka¾dé z′ ∈ R(T ′), èili kdy¾ x ∈ ⊥R(T ′).5.20. Poznámka. Proto¾e obor hodnot RT nemusí být v¾dy uzavøenou mno¾inou (podívejte se na pøíkladv 5.14), zatímo ⊥ kerT ′ v¾dy je, nemù¾e obenì platit rovnost RT = ⊥ kerT ′. Niménì platí alespoò následujíírovnost.5.21. Vìta. Neh» X,Y jsou normované lineární prostory a T ∈ L(X,Y ). Potom
RT = ⊥ kerT ′ .Dùkaz. Neh» y ∈ RT a ϕ ∈ kerT ′. Cheme zprvu ukázat, ¾e ϕ(y) = 0. Ale y = Tx pronìjaké x ∈ X , odkud ϕ(y) = ϕ(Tx) = (T ′ϕ)(x) = 0 (nebo» T ′ϕ = 0). Tím jsme ukázali, ¾e

RT ⊂ ⊥ kerT ′. Proto¾e v¹ak jakýkoliv anihilátor je v¾dy uzavøený, máme RT ⊂ ⊥ kerT ′.Dokazujme nyní opaènou inkluzi. Neh» tedy y /∈ RT . Proto¾e RT je uzavøený podprostor Y ,existuje podle Hahn-Banahovy vìty 2.22 ϕ ∈ Y ∗ tak, ¾e ϕ = 0 na RT a ϕ(y) 6= 0. Je-li tedy
x ∈ X , je ϕ(Tx) = 0, tudí¾ i T ′(ϕ(x)) = 0, o¾ neznamená ni jiného ne¾ ϕ ∈ kerT ′. Proto¾ev¹ak ϕ(y) 6= 0, máme y /∈ ⊥ kerT ′5.22. Poznámka. Podobná rovnost pro RT ′ obenì neplatí. Uveïme pøíklad. De�nujeme-li operátor T naprostoru l1 pøedpisem T : {xn} 7→ { 1

n
xn}, lehe zjistíme, ¾e adjungovaný operátor T ′ ∈ L(l∞) je dán jako

T ′ : {zn} 7→ { 1
n
zn}. Chápeme-li c0 jako podprostor l∞, je RT ′ ⊂ c0 a RT ′ = c0. Na druhé stranì je (kerT )⊥ = l∞.To plyne z následujíí vìty, její¾ jak znìní, tak i dùkaz, vy¾adují znalosti ze slabýh topologií (potøebujeme Hahn-Banahovu vìtu pro w∗-topologii). Dùkaz je bezprostøedním dùsledkem vìt 5.19 a 16.5.5.23. Vìta. Neh» T ∈ L(X, Y ), kde X,Y jsou normované lineární prostory. Potom RT ′w

∗ = (kerT )⊥.5.24. Fredholmova alternativa. Buï K kompaktní operátor na Banahovì prostoru X a
λ 6= 0. Potom operátor K − λI je prostý, právì kdy¾ je na.Dùkaz. Roznásobením lehko zjistíme, ¾e pro n = 0, 1, 2, . . . je (K−λI)n = S−µI, kde S ∈ Lc(X).Podle vìty 5.17 tedy Mn := R((K − λI)n) je uzavøený podprostor X . Zøejmì X = M0 ⊃ M1 ⊃
M2 ⊃ . . . . Uká¾eme, ¾e Mn = Mn+1 pro jisté n = 0, 1, . . . . Kdyby tomu tak nebylo, byl by Mn+1vlastní uzavøený podprostor Mn pro ka¾dé n a podle Rieszovy vìty 5.12 by existovala posloupnost
{xn} s vlastnostmi xn ∈Mn, ‖xn‖ = 1 a dist(xn,Mn+1) ≥ 12 . Potom pro m > n dostáváme

Kxn −Kxm = y + λxn ,kde y = (K − λI)xn − (K − λI)xm − λxm ∈ Mn+1 podle de�nie Mn+1. To nás vede ke sporus kompaktností K, nebo»
‖Kxn −Kxm‖ = ‖y + λxn‖ = |λ|

∥∥∥ 1
λ
y + xn

∥∥∥ ≥ 12 |λ| .Pøedpokládejme nyní, ¾e K − λI je prostý. Uká¾eme, ¾e Mn−1 = Mn za pøedpokladu, ¾e Mn =
Mn+1 pro nìjaké n > 0. Odtud potom dostaneme, ¾e M1 = M0 = X , o¾ neøíká ni jiného, ne¾
R(K − λI) = X . Volme tedy t ∈ Mn−1. Najdìme x ∈ X tak, aby t = (K − λI)n−1x. Potomov¹em (K − λI)t = (K − λI)nx ∈Mn = Mn+1 .Existuje tedy z ∈ X tak, ¾e (K−λI)t = (K−λI)n+1z a odtud plyne koneènì (vyu¾itím prostoty
K − λI), ¾e t = (K − λI)nz ∈Mn.Nyní za pøedpokladu R(K − λI) = X dostáváme ker(K − λI)′ = X⊥ = {0}. Ale (K − λI)′ =
K ′ − λI ′, kde K ′ je kompaktní operátor podle Shauderovy vìty 2.53. Je¾to tedy K ′ − λI ′ jeprostý (a I ′, o¾ je adjungovaný operátor k I, je identita IX∗ na X∗), plyne z právì dokázaného,¾e R(K ′ − λI ′) = X∗. Tedy ker(K − λI) = ⊥X∗ = {0}, o¾ pøesnì øíká, ¾e K − λI je prostý.5.25. Poznámka. Neh» K je kompaktní operátor na Banahovì prostoru a λ 6= 0 není jeho vlastní èíslo. Potompodle Fredholmovy alternativy (s pøihlédnutím k vìtì 5.6) je operátor K − λI invertibilní. To zdùraznìme hnedna tomto místì. Jinou formulai mù¾ete najít v 5.29.



5. Riesz-Shauderova teorie kompaktníh operátorù 555.26. Druhá Fredholmova vìta. Buï opìt K ∈ Lc(X) a λ 6= 0. Potom
R(K ′ − λI ′) = ker(K − λI)⊥ a R(K − λI) = ⊥ ker(K ′ − λI ′) .Dùkaz. Doka¾me první rovnost. Pro dùkaz inkluze R(K ′ − λI ′) ⊂ ker(K − λI)⊥ staèí pou¾ítvztah A ⊂ (⊥A)⊥ a vìtu 5.19.Dùkaz opaèné inkluze je obtí¾nìj¹í: Oznaème N = ker(K−λI). Jeliko¾ dimN < +∞, existujepodle 2.27.a uzavøený podprostor M ⊂⊂ X tak, ¾e X = M ⊕t N . De�nujme S : M → Xpøedpisem Sx = Kx − λx. Bìhem dùkazu vìty 5.17 jsme vidìli, ¾e R(S) = R(K − λI) a ¾e

S je zdola omezený (na M). Speiálnì, S je prostý a existuje β > 0 tak, ¾e ‖y‖ ≥ β‖S−1y‖.Volme nyní ϕ ∈ N⊥. Cheme nalézt � ∈ X∗ tak, aby ϕ = K ′�−λ�. De�nujme funkionál ψ na
R(K − λI) (o¾ je uzavøený podprostor X) pøedpisem ψ(y) = ϕ(S−1y). Zøejmì ψ je lineární asplòuje pro y ∈ R(K − λI) nerovnosti

‖ψ(y)‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖S−1y‖ ≤ ‖ϕ‖ 1
β
‖y‖ .Je tedy ψ ∈ (R(K − λI))∗ a podle Hahn-Banahovy vìty 2.18 existuje � ∈ X∗ tak, ¾e � = ψ na

R(K − λI). Tím jsme vlastnì u kone dùkazu, nebo»(K ′� − λ�)(x) = �(Kx) − λ�(x) = �(Kx− λx) = �(Sx) = ϕ(x)pro ka¾dé x ∈ X .Dùkaz druhé identity plyne ihned z vìty 5.21.5.27. Poznámka. Vra»me se k pøípadu, kdy dimX < +∞. V této situai je ka¾dý lineární operátor A : X → Xspojitý a je prostý, právì kdy¾ je na. Fredholmova alternativa, dobøe známá z kurzù algebry, pak øíká, ¾e rovnie
Ax = ymá øe¹ení pro ka¾dou pravou stranu y, právì kdy¾ homogenní rovnie
Ax = 0má pouze triviální øe¹ení. Toto tvrzení ji¾ neplatí v prostoreh nekoneèné dimenze (existují prosté lineární operá-tory, které nejsou na, a naopak lineární operátory, které jsou na a nejsou prosté). V pøípadì, kdy operátor A mátvar K − λI, kde K je kompaktní, platí podle vìty 5.24 opìt Fredholmova alternativa: Buïto rovnie

Kx− λx = ymá øe¹ení pro ka¾dé y ∈ X anebo rovnie
Kx = λxmá netriviální øe¹ení.Také druhá Fredholmova vìta má "algebraikou\ interpretai: Rovnie Ax = y má øe¹ení pro danou pravoustranu y, právì kdy¾ y je kolmé na ka¾dé øe¹ení homogenní adjungované rovnie A′x = 0. Toté¾ vpodstatì øíká ivìta 5.26 (druhá identita): y le¾í v R(K−λI), tj. existuje øe¹ení rovnie Kx−λx = y, právì kdy¾ y le¾í v "kolmii\k prostoru øe¹ení homogenní adjungované rovnie K ′ϕ− λϕ = 0.Rovnì¾ tak následujíí vìta by mìla být dobøe známa z algebry: Homogenní rovnie Ax = 0 a A′x = 0 majístejný poèet lineárnì nezávislýh øe¹ení.5.28. Tøetí Fredholmova vìta. Je-li K kompaktní operátor na Banahovì prostoru X a

λ 6= 0, je dim ker(K − λI) = dim ker(K ′ − λI ′) < +∞ .Dùkaz. Víme ji¾, ¾e uvedená jádra mají koneènou dimenzi. Pøedpokládejme, ¾e {x1, . . . , xn} jebáze ker(K − λI), {f1, . . . , fm} báze ker(K ′ − λI ′), a ¾e n < m. Podle poznámky 2.28 a A.6existují ϕ1, . . . , ϕn ∈ X∗ a z1, . . . , zm ∈ X tak, ¾e
ϕj(xi) = fj(zi) = δji .



56 B. Spektrální teoriePolo¾me
Ux = Kx+ n∑

j=1 ϕj(x)zj pro x ∈ X .Jako¾to souèet kompaktního a koneènì dimenzionálního operátoru je U kompaktní. Uká¾eme-li,¾e rovnie Ux − λx = 0 má pouze triviální øe¹ení, bude podle Fredholmovy alternativy 5.24existovat t ∈ X tak, ¾e Ut− λt = zn+1. Potom ov¹em
fn+1(zn+1) = fn+1(Kt− λt+ n∑

j=1 ϕj(x)zj) == (K ′fn+1 − λfn+1)(t) + n∑

j=1 ϕj(x)fn+1(zj) = 0 ,o¾ je ve sporu s fn+1(zn+1) = 1.Neh» tedy Ux− λx = 0 a k ∈ {1, . . . , n}. Potom
fk(Kt− λt+ n∑

j=1 ϕj(t)zj) = 0 ,a proto¾e fk(Kt) − λfk(t) = (K ′fk − λfk)(t) = 0 (nesmíme zapomenout, ¾e fk ∈ ker(K ′ − λI ′)),je ϕk(t) = 0. Tudí¾ Ut = Kt, odkud Kt−λt = 0, tj. t ∈ ker(K−λI). Potom ov¹em t = n∑
j=1αjxj .Tím jsme hotovi, nebo» 0 = ϕk(t) = αk, a koneènì i t = 0.Podobnou úvahu byhom provedli i v pøípadì n > m. Museli byhom se ov¹em zamìøit naoperátor

V f := K ′f + m∑

i=1 f(zi)ϕi ,tentokrát ov¹em de�novaného na X∗.Místo toho mù¾eme provést následujíí úvahu. Máme ji¾ dokázáno, ¾e dim ker(K ′ − λI ′) ≤dim ker(K − λI). Potom tedy máme dim ker(K ′′ − λI ′′) ≤ dim ker(K ′ − λI ′). Proto¾e v¹ak
ε ker(K − λI) ⊂ ker(K ′′ − λI ′′) (snad jste je¹tì nezapomnìli, ¾e ε je kanoniké vnoøení X do
X∗∗), dostáváme ký¾enou rovnost.5.29. Vìta. Ka¾dý nenulový prvek spektra kompaktního operátoru K ∈ L(X) je jeho vlastnímèíslem, tj. σ(K) ⊂ {0} ∪ σp(K).Dùkaz. Není-li λ 6= 0 vlastním èíslem K, je podle Fredholmovy alternativy 5.24 prvek λI − Kinvertibilní, o¾ znamená, ¾e λ /∈ σ(K).Poznámka. Bod 0, který v¾dy le¾í ve spektru kompaktního operátoru podle 5.16, mù¾e, ale také nemusí být jehovlastní hodnotou. Pøíklady v 5.9 ilustrují tento fakt.5.30. Vìta. Buï ε > 0 a K ∈ Lc(X). Potom mno¾ina σ(K) ∩ {λ : |λ| ≥ ε} je koneèná.Dùkaz. S pøihlédnutím k pøede¹lé vìtì pøedpokládejme, ¾e {λn} je posloupnost rùznýh vlast-níh èísel K, |λn| ≥ ε > 0. Jsou-li xn ∈ ker(λnI − K) pøíslu¹né nenulové vlastní vektory, jemno¾ina {xn : n ∈ N} lineárnì nezávislá podle 5.32.f. Neh» Xn je podprostor X , generovaný
{x1, x2, . . . , xn}. PotomX1 ⊂ X2 ⊂ X3 ⊂ . . . ,Xn 6= Xn+1 a podle Rieszova lemmatu 5.10 existují
zn ∈ Xn tak, ¾e ‖zn‖ = 1 a dist(zn, Xn−1) ≥ 12 . Volmem > k pevnì. Prvek z := (λm+1I−K)zm+1le¾í v Xm (vyu¾ijeme rovnosti zm+1 = α1x1 + · · · + αmxm + αm+1xm+1 a Kxj = λjxj), tudí¾
z +Kzk ∈ Xm +Xk ⊂ Xm (opìt Kxj = λjxj) a

‖Kzm+1 −Kzk‖ = ∥∥λm+1zm+1 − (z +Kzk)∥∥ ≥ |λm+1| dist(zm+1, Xm) ≥ 12ε .



5. Riesz-Shauderova teorie kompaktníh operátorù 57Vidíme, ¾e z posloupnosti {Kzn} nelze vybrat konvergentní.5.31. Shrnutí. Buï K kompaktní operátor na Banahovì prostoru X . Potom ka¾dé λ ∈ σ(K)\
{0} je vlastním èíslem K koneèné násobnosti (dim ker(λI−K) <∞), vlastní èísla tvoøí spoèetnoumno¾inu, pro ni¾ jedinì 0 mù¾e být hromadným bodem a vnì libovolného kruhu se støedem v 0jih le¾í pouze koneènì mnoho. Pro operátor λI−K platí Fredholmova alternativa a Fredholmovyvìty 5.26 a 5.28.5.32. Elementární vièení. (a) Uka¾te pøímo, ¾e uzavøená jednotková koule v C([0, 1℄) není kompaktní.Návod . Uva¾ujte posloupnost po èásteh lineárníh funkí {fn}, kde fn = 0 v intervaleh [0, 1

n+1 ℄ a [ 1
n−1 , 1℄ a

f( 1
n

) = 1. ♣(b) Uka¾te, ¾e uzavøená jednotková koule v l2 není kompaktní.Návod . Posloupnost {en}, kde en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) není auhyovská. ♣() V následujííh pøíkladeh je dán operátor T ∈ L(X). Va¹ím úkolem je najít ‖T‖, σp(T ), σ(T ) a zjistit, zda Tje kompaktní.(1) X = l2, T{xn} = (0, 0, x1, 12x2, 13x3, . . . ),(2) X = l2, T{xn} = (ix1, i2x2, i3x3, i4x4, . . . ),(3) X = l2, T{xn} = (x1, 12x2, 13x3, . . . ),(4) X = l5, T{xn} = (x2, x3, x4, . . . ),(5) X = C([0, 1℄), Tf(x) = ϕ(x) f(x), kde ϕ ∈ C([0, 1℄) je daná funke,(6) X = C([0, 1℄), Tf(x) = R x0 f(t) dt,(7) X = C([0, 1℄), Tf(x) = x2f(0),(8) X = C([0, 1℄), Tf(x) = f(x2),(9) X = {f ∈ C([0, 1℄) : f(0) = 0}, Tf(x) = R x0 f(t) dt,(10) X = L2([−1, 1℄), Tf(x) = R 1
−1 x2tf(t) dt,(11) X = L2([0, 1℄), Tf(x) = x

R 10 f(t) dt.(d) Je-li Z uzavøený podprostor normovaného lineárního prostoru E, potom Z = ⊥(Z⊥).Návod . Pro libovolnou mno¾inu M ⊂ E je v¾dy M ⊂ ⊥(M⊥), jak se lehko pøesvìdèíme z de�nie. Neh» tedy
x ∈ ⊥(Z⊥) \ Z. Podle 2.22 existuje takový funkionál ϕ ∈ E∗, ¾e ϕ = 0 na Z a ϕ(x) > 0. Potom ov¹em ϕ ∈ Z⊥,a tudí¾ x nemù¾e le¾et v ⊥(Z⊥). ♣(e) Neh» V,W jsou vektorové prostory a T : V →W lineární zobrazení.(e1) Existuje-li lineární zobrazení S : W → V tak, ¾e T ◦ S = IW (identita na W ), je TW = V .(e2) Existuje-li lineární zobrazení L : W → V tak, ¾e L ◦ T = IV (identita na V ), je T prosté.(f) Buïte x1, . . . , xn nenulové vlastní vektory pøíslu¹né rùzným vlastním èíslùm operátoru T ∈ L(X). Uka¾te, ¾e
{x1, . . . , xn} jsou lineárnì nezávislé.Návod . Dokazujte sporem, neh» existuje k < n tak, ¾e {x1, . . . , xk} jsou lineárnì nezávislé a k+1P

i=1 αixi = 0 projistá (α1 , . . . , αk+1) 6= (0, . . . , 0). Potom0 = k+1X

i=1 αi(λi − λk+1)xi = kX

i=1 αi(λi − λk+1)xi ,odkud plyne α1 = · · · = αk = 0 (nebo» λi 6= λk+1), a tedy i αk+1 = 0. ♣(g) Operátor T na Banahovì prostoru X je invertibilní, právì kdy¾ adjungovaný operátor T ′ ∈ L(X∗) je inverti-bilní. V tomto pøípadì σ(T ) = σ(T ′).Návod . Je-li T ∈ L(X) invertibilní, je (T−1)′ inverzí k T ′. Nehý tedy T ′ je invertibilní. Potøebujeme dokázat,¾e T je prostý a RT = X. Vyu¾itím Banahovy vìty o otevøeném zobrazení 4.14 uka¾te, ¾e T je zdola omezenýoperátor. Odtud vyplyne, ¾e T je prostý a má uzavøený obor hodnot (podívejte se na lemma 5.2). Proto¾e v¹ak(RT )⊥ = kerT ′ = {0}, musí být RT hustou podmno¾inou X. ♣



58 B. Spektrální teorie(h) Neh» X := {f ∈ C([0, 1℄) : f(0) = 0} a Y := {f ∈ X : R 10 f = 0}. Uka¾te, ¾e X je Banahùv prostor, Y jehouzavøený podprostor a neexistuje x ∈ X, ‖x‖ = 1 tak, aby dist(x, Y ) ≥ 1.Jiný protipøíklad na platnost Rieszova lemmatu o skoro kolmii 5.10 pro ε = 0 je obsa¾en v 1.39.m.(k) Je-li Y vlastní uzavøený podprostor Banahova prostoru lp (1 < p <∞), existuje v¾dy x ∈ lp, ‖x‖ = 1 tak, ¾edist(x, Y ) = 1.(l) Námìty na pøemý¹lení v (h) a (k) nejsou náhodné, platí toti¾ dokone mnohem silnìj¹í tvrzení | reexivníprostory jsou právì harakterizovány existení "kolmi\ (viz 16.15). Prozatím si v¹imnìme následujíího postøehu,který je zalo¾en na jednoduhém tvrzení.Asoliho formulka. Jestli¾e X je Banahùv prostor a ϕ spojitá lineární forma z jednotkové sféry X∗, potom
|ϕ(x)| = dist(x, kerϕ) pro ka¾dé x ∈ X.Odtud plyne, ¾e forma ϕ nabývá své normy (tj. existuje x ∈ X tak, ¾e ‖x‖ = 1 a |ϕ(x)| = ‖ϕ‖ = 1 ), právìkdy¾ existuje x ∈ X, ‖x‖ = 1 a dist(x, kerϕ) = 1 (viz té¾ 2.55.f).(m) Je-li Z uzavøený podprostor E∗, nemusí být Z = (⊥Z)⊥.Návod . Uva¾ujte následujíí pøíklad. Polo¾te X = c0. Potom Z := εX je uzavøený vlastní podprostor X∗∗ podlevièení 2.55.k. Proto¾e v¹ak ⊥Z = {0}, je (⊥Z)⊥ = X∗∗. ♣(n) Neh» {en} je ortonormální báze nìjakého separabilního Hilbertova prostoru H a {λn} omezená posloupnostèísel. Je-li x = P

n xnen, polo¾me Ax = P
n λnxnen. Uka¾te, ¾e(a) A ∈ L(H) a ‖A‖ = sup{|λn|},(b) A je invertibilní, právì kdy¾ inf{|λn|} > 0 (jak vypadá A−1?),() spektrum operátoru A je rovno uzávìru mno¾iny {λn : n ∈ N}.(o) Uka¾te, ¾e libovolná kompaktní podmno¾ina C je spektrem nìjakého lineárního operátoru.Návod . Pou¾ijte pøedhozí vièení. ♣(p) Neh» K ∈ Lc(X) je kompaktní operátor a λ 6= 0. Oznaèíme-li S := K − λI, jedimkerS = dimkerS′ = dim(X/RS) = dim(X∗/RS′) < ∞ .Návod . První rovnost je obsa¾ena v tøetí Fredholmovì vìtì 5.28. Proto¾e obor hodnot RS je podle vìty 5.17 uza-vøený, jsou prostory (X/RS)∗ a RS⊥ izometriky-izomorfní podle vièení 2.55.n. Dále víme podle vìty 5.19,¾e RS⊥ = kerS′. Odtud plyne, ¾e dim(X/RS) = dim(X/RS)∗ = dimkerS′. Cvièení 2.55.n také øíká, ¾e(kerS)∗ a (X∗/RS′) jsou izometriky-izomorfní (nezapomeòte, ¾e RS′ je také uzavøený a ¾e kerS⊥ = RS′),tak¾e dim(X∗/RS′) = dim(ker S)∗ = dimkerS. Staèí si tedy v¹e dát dohromady. ♣(q) Neh» A je operátor na Hilbertovì prostoru H. V 8.5 uká¾eme, ¾e existuje právì jeden operátor A∗ ∈ L(H)tak, ¾e (Ax, y) = (x, A∗y) pro ka¾dou dvojii x, y ∈ H. Operátor A∗ nazýváme hermiteovsky adjungovaným k A.Uka¾te, ¾e(q1) kerA = (RA∗)⊥ a kerA∗ = (RA)⊥,(q2) (kerA)⊥ = RA∗ a (kerA∗)⊥ = RA.Návod . Dùkaz rovnosti kerA = (RA∗)⊥ vy¾aduje pouze znalost de�nie kolmie a (hermiteovsky) adjungovanéhooperátoru. Pro dùkaz druhé vyu¾ijte rovnost A∗∗ = A. Pokud jde o (q2), mù¾ete vyu¾ít poznámku 8.6, rovnostive vìtì 5.21 a 5.23 a tvrzení, ¾e w a w∗ topologie splývají na H∗. Anebo se mù¾ete pokusit o pøímý dùkaz. ♣(r) Buï E normovaný lineární prostor. Uka¾te, ¾e mno¾ina {T ∈ L(E)} : T je zdola omezený} je otevøenáv prostoru L(E).Návod . Neh» ‖Tx‖ ≥ β‖x‖ pro x ∈ E. Volíme-li L ∈ L(E) tak, aby ‖L− T‖ < β, potom

‖Lx‖ ≥ ‖Tx‖ − ‖(L− T )x‖ ≥ (β − ‖L− T‖)‖x‖pro x ∈ E. ♣



6. Banahovy algebry 596. Banahovy algebry6.1. Algebra. Algebrou A nad tìlesem F (ponejvíe nad reálnými èi komplexními èísly) rozu-míme vektorový prostor, kde je naví de�nováno vnitøní násobení, které je asoiativní, distribu-tivní vùèi sèítání a splòuje rovnosti
λ (ab) = a (λb) = (λa) b pro λ ∈ F , a , b ∈ A .Jednotka algebry je takový její prvek e, pro nìj¾ xe = ex = x pro ka¾dé x ∈ A.6.2. Banahova algebra. Banahova algebra A je algebra opatøená naví normou, v ní¾ A jeBanahùv prostor a násobení je svázáno s normou podmínkou

‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖ .6.3. Poznámky. (a) Pokud jednotka algebry existuje, je urèena jednoznaènì. Dále, z nerovnosti ‖x‖ = ‖xe‖ ≤
‖x‖ ‖e‖ plyne, ¾e v netriviálním pøípadì je ‖e‖ ≥ 1. Pøenormováním elé Banahovy algebry lze v¾dy doílit, ¾e
‖e‖ = 1 v pøípadì, ¾e jednotka e existuje.Bylo by zela pøirozené de�novat novou normu pøedpisem ‖x‖n = ‖x‖

‖e‖ . Tím skuteènì získáme ekvivalentní normuna A, bohu¾el pro ni nemusí platit ‖xy‖n ≤ ‖x‖n ‖y‖n. Polo¾íme-li v¹ak ‖x‖n = sup{‖xy‖ : ‖y‖ ≤ 1}, je
‖x‖
‖e‖ ≤ ‖x‖n ≤ ‖x‖ pro ka¾dé x ∈ A, ‖e‖n = 1 a A s novou normou tvoøí Banahovu algebru. Srovnejte s *6.2.(b) Jak uvidíme z následujíího pøíkladu 6.5.e, nemusí ka¾dá Banahova algebra A v¾dy mít jednotku. V takovémpøípadì lze podle *6.4 A rozumným zpùsobem vnoøit do Banahovy algebry s jednotkou.() Násobení je spojitá operae: Jestli¾e xn → x a yn → y, potom xnyn → xy, jak lehko plyne z nerovnosti

‖xnyn − xy‖ ≤ ‖yn‖ ‖xn − x‖ + ‖x‖ ‖yn − y‖ .6.4. Homomor�zmus a izomor�zmus Banahovýh algeber. Hned zpoèátku upozornìmena de�nie tìhto pojmù v Banahovýh algebráh. Jsou-li A a B Banahovy algebry, je zobrazení
h : A → B homomor�zmus , zahovává-li v¹ehny algebraiké operae, tedy jestli¾e

h(x+ y) = h(x) + h(y) , h(λx) = λh(x) a h(xy) = h(x)h(y)pro v¹ehna x, y ∈ A a λ ∈ F. Izomor�zmem pak rozumíme ka¾dé prosté homomorfní zobrazení
A na B.V tìhto de�niíh je malý háèek. Nebrali jsme v nih vùbe v úvahu, ¾e v Banahovýh alge-bráh máme de�novánu také spojitost a bylo by tedy vhodnìj¹í v de�nii izomor�zmu po¾adovat,aby h bylo i spojité zobrazení (pak by bylo dokone homeomorfní podle dùsledku 4.16). A tudí¾prostory A a B by byly izomorfní i jako Banahovy prostory. Vìt¹inou v¹ak sestrojený izomor�-zmus je i izometrií, tudí¾ i spojitým zobrazením a tato starost odpadá. Poznamenejme také, ¾ehomomor�zmy A → C jsou automatiky spojité. Ale o tom a¾ v 7.5.6.5. Pøíklady. (a) Prostor L(X) v¹eh lineárníh omezenýh operátorù na Banahovì prostoru
X tvoøí Banahovu algebru, de�nujeme-li násobení jako skládání zobrazení. Tato Banahovaalgebra není komutativní pokud dimX ≥ 2 a její jednotkou je identiké zobrazení, které budemeznaèit symbolem I. Speiální pøípad dostáváme, jestli¾e dimX = n. Za této situae lze L(X)hápat jako prostor v¹eh n × n mati, který budeme znaèit Mn(R) èi Mn(C), podle toho,jsou-li prvky uva¾ovanýh mati reálná èi komplexní èísla. .(b) Prostor C(K) v¹eh spojitýh (obenì komplexníh) funkí na kompaktu K s obvyklým (bo-dovým) násobením a max-normou tvoøí komutativní Banahovu algebru s jednotkou. V pøípadìkoneèné mno¾iny K dostáváme Rn èi Cn.() Je-li K ⊂ C kompakt, tvoøí A(K) := {f ∈ C(K) : f je analytiká na intK} Banahovualgebru s násobením a normou z prostoru C(K). Ve speiálním pøípadì � := {x ∈ C : |x| ≤ 1}nazýváme A(�) diskovou algebrou.



60 B. Spektrální teorie(d) Je-li {an}n∈Z (zobenìná) posloupnost (reálnýh èi komplexníh) èísel, polo¾me
‖{an}‖ = ∑

n∈Z |an| := sup{∑
n∈J

|an| : J je koneèná mno¾ina} .Jestli¾e ∑n∈Z |an| < +∞, øíkáme, ¾e øada ∑n an konverguje absolutnì a mno¾inu v¹eh tìhtoposloupností oznaème l1(Z).Jsou-li nyní x = {xn}, y = {yn} ∈ l1(Z), konverguje absolutnì pro ka¾dé m ∈ Z také øada∑
n xm−nyn. Polo¾íme-li tedy zm = ∑

n xm−nyn, je z := {zm} ∈ l1(Z), a lehko se pøesvìd-èíme, ¾e ‖z‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖. Prvek z nazýváme konvoluí x a y a znaèíme ho x ∗ y. Vidíme, ¾e
l1(Z) je Banahova algebra s právì de�novaným násobením. Naví, l1(Z) je komutativní a prvek
{. . . , 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, . . .} (ifra 1 je na nultém místì) je její jednotkou.(e) Banahùv prostor L1(Rn) s násobením urèeným konvoluí

f ∗ g : x 7→
∫Rn

f(x− y)g(y) dy(uvìdomte si, ¾e napsaný integrál konverguje pro skoro v¹ehna x ∈ Rn a f ∗ g ∈ L1(Rn) pro
f, g ∈ L1(Rn) ) tvoøí opìt Banahovu algebru. Tato je komutativní, ale nemá jednotku (viz *6.5).(f) Pøíklady (d) a (e) lze zobenit: Buï µ Haarova míra na lokálnì kompaktní abelovské grupì
G (viz [LM℄). Jsou-li f, g ∈ L1(G), de�nujeme opìt konvolui f ∗ g ∈ L1(G) pøedpisem

f ∗ g(x) = ∫

G

f(x− y)g(y) dµpro skoro v¹ehna x. S takto de�novaným násobením je L1(G) komutativní Banahova algebrazahrnujíí i speiální pøípady, kdy grupa G je buïto Z èi Rn. L1(G) má jednotku, právì kdy¾ Gje diskrétní.(g) Prostor Lc(X) v¹eh kompaktníh operátorù na Banahovì prostoru X tvoøí uzavøenou po-dalgebru L(X). Banahova algebra Lc(X) není komutativní. Je-li prostor X nekoneèné dimenze,nemá ani jednotku.(h) Wienerova algebra W sestává ze v¹eh komplexníh 2π-periodikýh funkí na R, které jsoulebesgueovsky integrovatelné na [0, 2π℄ a jejih¾ Fourierova øada absolutnì konverguje.Oznaèíme-li cn(f) = 12π ∫ 2π0 f(t)e−int dt Fourierovy koe�ienty funke f , le¾í funke f ve W ,právì kdy¾ øada ∑
n∈Z |cn(f)| konverguje. Jinými slovy, f ∈ W , právì kdy¾ {cn(f)}n∈Z ∈ l1(Z).Uvìdomme si, ¾e pro f ∈ W Fourierova øada ∑

n∈Z cn(f)einx konverguje na R stejnomìrnì, a tudí¾
f(x) = ∑

n∈Z cn(f)einx pro ka¾dé x ∈ R.Vektorové operae i násobení ve W de�nujeme bodovì. Normu pak pøedpisem
‖f‖W := ∑

n∈Z |cn(f)| .Není tì¾ké ukázat, ¾e W je komutativní Banahova algebra s jednotkou f = 1 na R. I kdy¾, popravdì øeèeno, ovìøení nerovnosti ‖fg‖W ≤ ‖f‖W‖g‖W dá trohu práe.Zobrazení � : f → {cn(f)}n∈Z je homomorfním a izometrikým zobrazením W na l1(Z). Bo-dovému souèinu fg ve Wienerovì algebøe odpovídá konvolue {cn(f)} ∗ {cn(g)} v l1(Z). Je tedy� dokone izomor�zmem mezi Banahovými algebrami. Vidíme, ¾e Banahovu algebru l1(Z) mù-¾eme izometriky-izomorfnì zobrazit na Wienerovu algebru W , kterou¾to zase mù¾eme hápatjako podalgebru prostoru spojitýh funkí na jistém kompaktu. V následujíí kapitole o Gelfan-dovì reprezentai uká¾eme, ¾e podobným zpùsobem lze reprezentovat ka¾dou Banahovu algebru.



6. Banahovy algebry 61Lekdy se Wienerova algebra cW de�nuje jako mno¾ina v¹eh komplexníh funkí tvaru f(z) = P
n∈Z anzn de�no-vanýh na jednotkovém kruhu {z ∈ C : |z| = 1}, pro nì¾ P

n∈Z |an| < ∞ . Norma funke f je de�nována jako
‖f‖ := P

n∈Z |an| a souèin je konvoluèního typu. Tedy jsou-li f(z) = P
n∈Zanzn a g(z) = P

n∈Z bnzn dvì funke z tétoalgebry, de�nujeme f ∗ g(z) = P
n∈Z cnzn, kde cn = P

j∈Z ajbn−j je vlastnì souèin dvou prvkù v Banahovì algebøe
l1(Z). Nezabere dlouhou hvilku pøemý¹lení si rozmyslet, ¾e W a cW jsou izometriky-izomorfní.V dal¹ím A bude (komplexní) Banahova algebra s jednotkou e, pro ni¾ ‖e‖ = 1.6.6. Regulární prvky. Øekneme, ¾e prvek x ∈ A je regulární èi invertibilní , existuje-li takové
z ∈ A, pro nì¾ xz = zx = e. Takové z je potom ov¹em urèeno jednoznaènì, znaèíme ho symbolem
x−1 a nazýváme inverzí k prvku x. Mno¾inu v¹eh regulárníh prvkù A znaème U .6.7. Poznámky. (a) Mno¾ina U s operaí násobení tvoøí grupu s jednotkou e. Jsou-li toti¾ x, y ∈ U , le¾í v U iprvky xy a x−1 (inverzí k x−1 je samozøejmì x a k xy prvek y−1x−1 ). Naví e−1 = e a λx ∈ U , pokud λ 6= 0 a
x ∈ U .() Je-li x prvek Banahovy algebry, de�nujeme x0 = e a xn induktivnì pøirozeným zpùsobem.6.8. Lemma. Je-li x ∈ A, ‖x‖ < 1, je e− x ∈ U a(e− x)−1 = ∞∑

n=0xn .Naví ‖(e− x)−1‖ ≤ 11−‖x‖ a ‖e− (e− x)−1‖ ≤ ‖x‖1−‖x‖ .Dùkaz. Polo¾me yn = e + x + · · · + xn, y = ∞∑
n=0xn (proto¾e ‖xn‖ ≤ ‖x‖n, je posloupnost {yn}auhyovská, a tedy yn → y). Z odhadu ‖yn‖ ≤ 1 + ‖x‖ + · · · + ‖x‖n ≤ 11−‖x‖ ihned dostáváme

‖y‖ ≤ 11−‖x‖ (norma je spojitá funke) a ‖e− y‖ = ‖(e− x)y − y‖ = ‖ − xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ ≤ ‖x‖1−‖x‖ .Zbývá ukázat, ¾e
y (e− x) = (e− x) y = e .Ale to je ji¾ snadné, nebo» ynx = xyn = yn+1 − e, odkud ze spojitosti násobení okam¾itì plyne,¾e xy = yx = y − e.Poznámka. Øadì P

n x
n se øíká Neumannova øada prvku x.6.9. Dùsledek. Je-li x ∈ A, λ ∈ C a ‖x‖ < |λ|, je λe− x ∈ U ,(λe− x)−1 = ∞∑

n=0λ−n−1xn a ‖(λe− x)−1‖ ≤ 1
|λ| − ‖x‖ .6.10. Vìta. Grupa U je otevøená v A a zobrazení x 7→ x−1 je homeomorfní.Dùkaz. Dokazujme nejdøíve, ¾e mno¾ina U je otevøená. Volme x ∈ U a neh» ‖y−x‖ < ε. Potom

‖e− yx−1‖ = ‖(x− y)x−1‖ ≤ ε‖x−1‖ .Je-li tedy ε < ‖x−1‖−1, dostáváme podle pøedhozího lemmatu, ¾e e− (e − yx−1) = yx−1 ∈ U ,odkud plyne y = (yx−1)x ∈ U .Lehko zjistíme, ¾e zobrazení x 7→ x−1 je prosté. Za�xujme nyní opìt x ∈ U a volme h dosta-teènì blízko x. Pou¾itím poslední nerovnosti z lemmatu 6.8 máme
∥∥(x− h)−1 − x−1∥∥ = ∥∥[(e− hx−1)x℄−1 − x−1∥∥ == ∥∥x−1(e− hx−1) − x−1∥∥ ≤ ‖x−1‖ ∥∥(e− hx−1)−1 − e

∥∥ ≤ ‖h‖ ‖x−1‖21 − ‖h‖ ‖x−1‖ .Vidíme (limitní pøehod h→ 0), ¾e zobrazení x 7→ x−1 je spojité v bodì x.Proto¾e zobrazení x 7→ x−1 se shoduje se svým inverzním, máme koneènì ký¾ený dùkaz, ¾etoto zobrazení je homeomorfní.6.11. Poznámky. (a) Z dùkazu pøede¹lé vìty je vidìt, ¾e mno¾ina U obsahuje s ka¾dým svým prvkem x i jehookolí o polomìru 1
‖x−1‖ .



62 B. Spektrální teorie(b) Je-li τ taková topologie na grupì G, ¾e grupové operae (x, y) 7→ xy a x 7→ x−1 jsou v ní spojité, nazývámedvojii (G, τ) topologikou grupou. Mno¾ina invertibilníh prvkù Banahovy algebry je tedy pøíkladem topologikégrupy.6.12. Rezolventa, spektrum a spektrální polomìr. Pro x ∈ A de�nujeme rezolventu ̺(x)jako mno¾inu tìh (komplexníh) èísel λ, pro nì¾ prvek λe − x je invertibilní. Doplnìk (v C)nazýváme spektrem prvku x a znaèíme ho σ(x). Koneènì èíslo
r(x) := sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}nazveme spektrálním polomìrem prvku x.6.13. Vìta. Pro libovolný prvek x ∈ A jeho rezolventa je v¾dy otevøená podmno¾ina C, spektrumuzavøená podmno¾ina a r(x) ≤ ‖x‖.Dùkaz. Otevøenost ̺(x) plyne ihned z otevøenosti U v A a spojitosti zobrazení λ 7→ λe−x. Podledùsledku 6.9 pak máme σ(x) ⊂ U(0, ‖x‖).6.14. Vlastní èísla a bodové spektrum. Vra»me se k pøíkladu Banahovy algebry L(X)v¹eh operátorù na Banahovì prostoru X . Operátor T je invertibilní, právì kdy¾ T je prostý a

RT = X . To jsme si odvodili ve vìtì 5.6. Zopakujme, je-li operátor T prostý a na, existuje jeho(mno¾inová) inverze T−1. Podle dùsledku 4.16 je T−1 ∈ L(X), a proto¾e T ◦ T−1 = T−1 ◦ T = I(identita), je T−1 inverzní prvek k T i ve smyslu de�nie 6.6. Naopak, existuje-li k T prvek
Z ∈ L(X), pro nìj¾ T ◦ Z = Z ◦ T = I, musí být T prostý a na (viz ji¾ zmínìnou vìtu 5.6 èivièení 5.32.e).Odtud plyne, ¾e λ le¾í ve spektru operátoru T , právì kdy¾ buïto T − λI není prostý anebo
T − λI není na. Øíkali jsme té¾, ¾e λ je vlastní hodnota operátoru T , jestli¾e T − λI není prostý,tj. existuje-li x ∈ X,x 6= 0 takové, ¾e Tx−λx = 0. Je¹tì jinak, λ je vlastní hodnota, má-li rovnie
Tx = λx netriviální øe¹ení. Mno¾inu v¹eh vlastníh hodnot jsme nazvali bodovým spektremoperátoru T a oznaèili ji σp(T ). Místo pojmu vlastní hodnota se také nìkdy mluví o vlastnímèísle; ka¾dé nenulové øe¹ení rovnie Tx = λx pak nazýváme vlastním vektorem operátoru T .Evidentnì, σp(T ) ⊂ σ(T ).6.15. Cvièení. (a) Uva¾ujte Banahovu algebru A = C(K) z pøíkladu 6.5.b a uka¾te, ¾e σ(f) = f(K) pro ka¾doufunki f ∈ C(K).(b) Rozmyslete si, ¾e spektrum σ(A) matie A ∈ Mn(C) sestává právì ze v¹eh vlastníh èísel této matie.Z uvedenýh pøíkladù je vidìt, ¾e pojem spektra v jistém smyslu zobeòuje pojem oboru hodnotfunke a souèasnì pojem vlastníh èísel matie.6.16. Rezolventní funke. Buï x ∈ A. Na mno¾inì ̺(x) de�nujeme rezolventní funki pøed-pisem

Rλ(x) = (λe− x)−1 .I kdy¾ znaèení je ponìkud nezvyklé, rezolventní funke je funke promìnné λ. Je tedy de�novánana otevøené podmno¾inì C a nabývá hodnot v Banahovì algebøe A. Podle dùsledku 6.9 ji¾ víme,¾e Rλ(x) je urèitì de�nována pro |λ| ≥ ‖x‖ a pro tato λ máme
Rλ(x) = ∞∑

n=0λ−n−1xn .6.17. Vlastnosti rezolventní funke. Buï x prvek Banahovy algebry A. Potom(a) lim
λ→∞

Rλ(x) = 0,(b) je-li λ ∈ ̺(x) a |µ| < ‖Rλ(x)‖−1, potom i λ− µ ∈ ̺(x) a
Rλ−µ(x) = ∞∑

n=0µnRn+1λ (x) ,() je-li � ∈ A∗, je funke f : λ 7→ � ◦Rλ(x) holomorfní na ̺(x).



6. Banahovy algebry 63Dùkaz. Tvrzení (a) je snadným dùsledkem 6.9, nebo» pro |λ| ≥ 2‖x‖ máme odhad
‖Rλ(x)‖ ≤ 1

|λ| − ‖x‖ ≤ 2
|λ| .Je-li |µ| < ‖Rλ(x)‖−1, potom λ− µ ∈ ̺(x) podle poznámky 6.11, nebo» vzdálenost prvkù λe− xa λe− x− µe je men¹í ne¾ 1

‖(λe−x)−1‖ . Dále poèítejme
Rλ−µ(x) = (λe− x− µe)−1 = [(λe− x)(e − µRλ(x))]−1 = (

e− µRλ(x))−1
Rλ(x) == 1

µ

( 1
µ
e−Rλ(x))−1

Rλ(x) = 1
µ
R 1

µ
(Rλ(x))Rλ(x) == 1

µ

∞∑

n=0µn+1Rnλ(x)Rλ(x) = ∞∑

n=0µnRn+1λ (x) .Zvolme nyní λ ∈ ̺(x) pevnì. Pro � ∈ A∗ a h dostateènì blízká 0 dostáváme
f(λ+ h) = �(Rλ+h(x)) = �( ∞∑

n=0(−h)nRn+1λ (x)) = ∞∑

n=0(−h)n�(Rn+1λ (x)) ,odkud vidíme, ¾e funke f je analytiká.6.18. Gelfandova vìta. Spektrum libovolného prvku Banahovy algebry je neprázdná kom-paktní podmno¾ina C.Dùkaz. Víme ji¾, ¾e spektrum je uzavøená a omezená mno¾ina. Neh» σ(x) = ∅ pro nìjaké x ∈ A.Podle pøede¹lého je funke f : λ 7→ �(Rλ(x)) holomorfní v C pro ka¾dé � ∈ A∗. Je¾to f jeomezená v C podle 6.17.a, musí být f podle Liouvilleovy vìty konstantní. Opìtovným u¾itím6.17.a dostáváme, ¾e f = 0 na elém C. Speiálnì 0 = f(0) = �(x−1). Podle dùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.20 je tudí¾ x−1 = 0, o¾ je ký¾ený spor.6.19. Gelfand-Mazurova vìta. Má-li v Banahovì algebøe A ka¾dý nenulový prvek inverzi,je A izometriky-izomorfní tìlesu komplexníh èísel C.Dùkaz. Ke ka¾dému a ∈ A existuje právì jedno λa ∈ C tak, ¾e a = λae. Skuteènì, je-li a 6= 0,volme λa ∈ σ(a). Prvek a − λae nemá inverzi, a tudí¾ podle pøedpokladu je a − λae = 0.Po¾adované zobrazení je tedy a 7→ λa.6.20. Poznámky. (a) Jiný dùkaz Gelfand-Mazurovy vìty bez teorie funkí komplexní promìnné je uvedenv C. Rikart [*1960℄, str. 40.(b) Existují i jiné podmínky zaruèujíí, ¾e daná Banahova algebra je izometriky-izomorfní s C. Uveïme násle-dujíí dvì, první od R.E. Edwardse, druhou od S. Mazura.Edwardsova vìta. Pokud v Banahovì algebøe A s jednotkou platí ‖x−1‖ ≤ 1
‖x‖ pro ka¾dý invertibilní prvek

x, je A izometriky-izomorfní C.Mazurova vìta. Jestli¾e v Banahovì algebøe A s jednotkou platí ‖xy‖ = ‖x‖ ‖y‖ pro ka¾dé dva prvky x, y ∈ A,je A izometriky-izomorfní C.Návod . Je-li x invertibilní, máme 1 = ‖e‖ = ‖xx−1‖ = ‖x‖ ‖x−1‖ a staèí pou¾ít Edwardsovu vìtu. ♣6.21. De�nie. Neh» x je prvek Banahovy algebry A a p(t) = α0 +α1t+ · · ·+αnt
n komplexnípolynom. Zela pøirozeným zpùsobem de�nujeme p(x) = α0e+ α1x+ · · · + αnx

n. Potom p(x) jeprvek na¹í Banahovy algebry A, jeho¾ spektrum je obrazem spektra σ(x) pøi zobrazení p. O tomvypovídá následujíí vìta, její¾ podstatné zobenìní pøineseme v 9. kapitole.6.22. Vìta o obrazu spektra pro polynomy. Je-li p polynom a x ∈ A, potom σ(p(x)) =
p(σ(x)).Dùkaz. Buï λ ∈ C. Jsou-li λ1, . . . , λn (komplexní) koøeny polynomu p(t) − λ, mù¾eme psát

p(x) − λe = c (x− λ1e) . . . (x− λne)pro nìjaké c 6= 0. Nyní si staèí uvìdomit, ¾e souèin komutujííh prvkù A je invertibilní, právìkdy¾ ka¾dý jeho faktor je invertibilní. Tudí¾ prvek p(x) − λe má inverzi, právì kdy¾ λ nele¾ív mno¾inì p(σ(x)).



64 B. Spektrální teorie6.23. Beurlingùv vzore. Je-li x ∈ A, potom pro spektrální polomìr platí
r(x) = lim n

√
‖xn‖ = inf n

√
‖xn‖ .Dùkaz. Je-li λ ∈ σ(x), potom λn ∈ σ(xn) (to není tì¾ké odùvodnit, máme toti¾ pro jistý polynom

p rovnost (λne−xn) = (λe−x)p(x) = p(x)(λe−x), odkud plyne, ¾e λe− x je invertibilní pokud
λne−xn je invertibilní; ostatnì mù¾ete pøímo aplikovat pøedhozí vìtu 6.22 na p(x) = xn), tudí¾
|λn| ≤ ‖xn‖. Odtud plyne, ¾e r(x) ≤ inf n

√
‖xn‖ ≤ lim inf n

√
‖xn‖.V dal¹í fázi dùkazu oznaème G := {λ ∈ C : |λ| > r(x)} a volme opìt � ∈ A∗. Funke

f(λ) := �(Rλ(x)) je holomorfní v ̺(x) ⊃ {λ ∈ C : |λ| > ‖x‖}, pøièem¾ pro |λ| > ‖x‖ máme
f(λ) =∑λ−n−1�(xn) (to je vlastnì Laurentùv rozvoj funke f v ∞). Na základì jednoznaènostikoe�ientù vyplývá, ¾e f(λ) =∑λ−n−1�(xn) i pro λ ∈ G. Je-li tedy λ ∈ G, je lim �(λ−nxn) = 0,jinými slovy, posloupnost {λ−nxn} konverguje slabì k 0. Podle vìty 4.7 je tato posloupnostomezená, existuje C(λ) tak, ¾e ‖λ−nxn‖ ≤ C(λ). Tudí¾ lim sup n

√
‖xn‖ ≤ |λ|, odkud koneènìplyne, ¾e lim sup n

√
‖xn‖ ≤ r(x).6.24. Poznámka. Na Beurlingovì vzoreèku je na první pohled nìo divného. De�nie spektrálního polomìru r(x)nezávisí pøíli¹ na normì dané Banahovy algebry, zatímo lim n

p
‖xn‖ naopak velie. Ta v¹ak na druhé stranì závisípouze na monináh prvku x a ne na elé algebøe A. Podíváme-li se na pøedhozí dùkaz peèlivì a analyzujeme-liho, zjistíme, ¾e podstatnými ingredienemi byly úplnost A a odhad ‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖.6.25. Elementární vièení. (a) Naleznìte mno¾inu U v¹eh invertibilníh prvkù pro pøípad Banahovy algebry

A = C(K), K kompakt.(b) Neh» {xn} je posloupnost invertibilníh prvkù Banahovy algebry, xn → x. Není-li x invertibilní, je ‖x−1
n ‖ →

∞.Návod . Pokud by tomu tak nebylo, na¹li byhom konstantu K > 0 a vybranou posloupnost {zk} z {xn} tak, ¾e
‖zk‖ ≤ K. Proto¾e x = zk(e+ z−1

k (x− zk)), pøièem¾ ‖z−1
k (x− zk)‖ ≤ K‖x− zk‖, jsou prvky e+ z−1

k (x− zk) odurèitého indexu invertibilní. Tudí¾ i x musí být invertibilní. ♣() Buï C[z℄ algebra v¹eh polynomù s komplexními koe�ienty. De�nujeme-li
‖p‖ = sup˘

|p(z)| : |z| ≤ 1¯
,je ‖.‖ norma na C[z℄. S ní tvoøí C[z℄ "normovanou algebru\, která v¹ak není úplná. Uka¾te, ¾e mno¾ina v¹ehinvertibilníh prvkù C[z℄ není otevøená.Návod . Uva¾ujte posloupnost polynomù {1 + z

n
}. ♣Dále uka¾te, ¾e pro polynom p ∈ C[z℄, p(z) = z2 platí sie ‖p‖ < 1, ale 1 − p není invertibilní.d) Buï A komutativní Banahova algebra. Uka¾te, ¾e

σ(x + y) ⊂ σ(x) + σ(y) a σ(xy) ⊂ σ(x) σ(y)pro jakákoliv x, y ∈ A.Návod . Jednoduhé odùvodnìní skýtá pou¾ití Gelfandovy transformae, pøesnìji vìta 7.9.. Ov¹em pøímý "ele-mentární\ dùkaz by byl vítaný. Podaøí se vám? ♣(e) Jestli¾e r(x) = 0 (takovým prvkùm øíkáme kvazi{nilpotentní), nemù¾e x mít inverzi.7. Gelfandova reprezentaeV elé kapitole budeme uva¾ovat (komplexní) Banahovu algebru A s jednotkou e, pøièem¾budeme pøedpokládat, ¾e ‖e‖ = 1.Hlavním ílem bude reprezentovat na¹i algebru A jako speiální algebru spojitýh funkí nanìjakém kompaktním prostoru. Hledáme tedy takový kompakt, abyhom mohli ka¾dému prvkuz A pøiøadit spojitou funki na nìm. Samozøejmì od tohoto zobrazení po¾adujeme splnìní jistýhrozumnýh vlastností.Pro výklad potøebujeme ov¹em hlub¹í výsledky z teorie topologikýh prostorù, zejména pakpojem slabé topologie. V tomto smyslu není tedy tato kapitola pøíli¹ elementární. Aby se ètenáønemusel pøíli¹ obtì¾ovat hledáním pøíslu¹nýh pojmù, nastiòme v krátkosti nejnutnìj¹í pøehledo w∗-topologii.



7. Gelfandova reprezentae 657.1. Slabá w∗-topologie. Uva¾ujme Banahùv prostor X a jeho duál X∗. Mno¾inu G ⊂ X∗nazveme w∗-otevøenou, jestli¾e ke ka¾dému ϕ ∈ G existují x1, . . . , xn ∈ X a ε > 0 tak, ¾e
Vϕ(x1, . . . , xn; ε) := {

f ∈ X∗ : max{∣∣(f − ϕ)∣∣(x1), . . . , ∣∣(f − ϕ)∣∣(xn)} < ε
}
⊂ G .Mno¾iny Vϕ(x1, . . . , xn; ε) hrají roli jakýhsi otevøenýh ε-okolí prvku ϕ. Zkuste si sami dokázat,¾e ka¾dá z mno¾in Vϕ(x1, . . . , xn; ε) je skuteènì w∗-otevøená.Není tì¾ké ovìøit, ¾e soustava w∗-otevøenýh mno¾in tvoøí na X∗ topologii. Nazývejme ji(slabou) w∗-topologií a ve¹keré w∗-pojmy vztahujme k ní.Poznámka. Takto de�nujeme w∗-topologii v pøípadì reálnýh Banahovýh prostorù. Je-li uva¾ovaný prostorkomplexní, nahradíme v de�nii mno¾iny Vϕ(x1, . . . , xn; ε) funkionály z X∗ jejih reálnými èástmi.Z tìh nejzákladnìj¹íh vlastností w∗-topologie uveïme alespoò následujíí.7.2. Vlastnosti w∗-topologie. Ka¾dá w∗-otevøená mno¾ina v X∗ je i (silnì) otevøená. Po-sloupnost funkionálù {ϕn} ⊂ X∗ konverguje ve w∗-topologii k ϕ, právì kdy¾ ϕn(x) → ϕ(x) proka¾dé x ∈ X.Dùkaz. Proto¾e mno¾iny Vϕ(x1, . . . , xn; ε) jsou otevøené v X∗, musí být ka¾dá w∗-otevøená mno-¾ina i otevøená (v X∗).Neh» ϕn → ϕ ve w∗-topologii. Volme x ∈ X a ε > 0. Proto¾e mno¾ina {f ∈ X∗ : ∣∣(f −

ϕ)∣∣(x) < ε
} je w∗-otevøená, musí existovat n0 tak, ¾e v této mno¾inì le¾í v¹ehny funkionály ϕnpro n ≥ n0. Tudí¾ pro tato n máme |ϕn(x) − ϕ(x)| < ε.Jestli¾e naopak ϕn(x) → ϕ(x) pro ka¾dé x ∈ X a G je w∗-otevøená mno¾ina obsahujíí ϕ,existuje ε > 0 a body x1, . . . , xn ∈ X tak, ¾e Vϕ(x1, . . . , xn; ε) ⊂ G. Podle pøedpokladu existuje

n0 tak, ¾e max{∣∣(ϕk − ϕ)∣∣(x1), . . . , ∣∣(ϕk − ϕ
)
|(xn)} < ε pro ka¾dé k ≥ n0. Odtud plyne, ¾e protato k máme ϕk ∈ G.7.3. Poznámky. (a) Vidíme, ¾e w∗-konvergene posloupnosti funkionálù se pøesnì shoduje se slabou* konver-gení zavedenou v 3.3. Proto nepøekvapí, ¾e v dal¹ím pou¾ívané oznaèení ϕn w∗

→ ϕ není nijak zmateèní.(b) Poznamenejme je¹tì, ¾e v koneèné dimenzi w∗-topologie splývá s normovou topologií prostoru X∗. Na druhéstranì v nekoneèné dimenzi tyto topologie nesplývají nikdy. Tam toti¾ libovolné w∗-okolí 0 je v¾dy neomezenámno¾ina.() w∗-topologie je v¾dy Hausdor�ova.Pro nás zela základním tvrzením bude následujíí Alaogluova vìta. K ní se je¹tì vrátímepozdìji. Uveïme ji i s podrobným dùkazem.7.4. Alaogluova vìta. Neh» X je Banahùv prostor. Uzavøená jednotková koule BX∗ := {ϕ ∈
X∗ : ‖ϕ‖ ≤ 1} je w∗-kompaktní.Dùkaz. Je-li ϕ ∈ BX∗ a x ∈ X , je ϕ(x) ∈

[
−‖x‖, ‖x‖

]. Uva¾ujeme-li zobrazení � : ϕ 7→
{ϕ(x)}x∈X , zobrazuje � kouli BX∗ do kartézského souèinu ∏

x∈X

[
−‖x‖, ‖x‖

]. Zobrazení � jeevidentnì prosté. Proto¾e w∗-topologie na X∗ je topologií bodové konverene na X , je zob-razení � spojité, uva¾ujeme-li na X∗ w∗-topologii a na ∏
x∈X

[
−‖x‖, ‖x‖

] topologii kartézskéhosouèinu. V tomto smyslu tedy mù¾eme ztoto¾nit BX∗ s jistou podmno¾inou kartézského souèinu∏
x∈X

[
−‖x‖, ‖x‖

].Podle Tihonovovy vìty B.8 je ∏
x∈X

[−‖x‖, ‖x‖
] kompaktní prostor. K dokonèení dùkazu si staèíuvìdomit, ¾e BX∗ je jeho w∗-uzavøená podmno¾ina. Neh» tedy f le¾í ve w∗-uzávìruBX∗ . Chemeukázat, ¾e f ∈ BX∗ . Volme x, y ∈ X . Je-li ε > 0, musí w∗-otevøená mno¾ina Vf (x, y, x + y; ε)obsahovat jistý funkionál g ∈ BX∗ . Dostáváme, ¾e

∣∣f(x+ y) − f(x) − f(y)∣∣ ≤ ∣∣f(x+ y) − g(x+ y)∣∣+ ∣∣g(x) − f(x)∣∣+ ∣∣g(y) − f(y)∣∣ < 3ε .Odtud máme f(x+ y) = f(x) + f(y). Obdobným zpùsobem byhom ukázali, ¾e f(λx) = λf(x).Je tedy f lineární funkionál a zbývá ukázat, ¾e ‖f‖ ≤ 1. Volíme-li opìt x ∈ X a ε > 0, je
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Vf (x; ε) w∗-otevøené okolí f . Existuje tedy h ∈ BX∗ ∩Vf (x, ε). Potom |f(x)| < |h(x)|+ ε. Odtudodvodíme ký¾ený závìr, ¾e |f(x)| ≤ ‖x‖Po této malé odboèe se vra»me k na¹emu tématu a vydejme se hledat námi inzerovaný kom-pakt.7.5. Prostor harakterù. Charakterem χ na A rozumíme ka¾dý nenulový multiplikativnílineární funkionál z A do C.Podotknìme, ¾e χ je multiplikativní, jestli¾e χ(ab) = χ(a)χ(b) pro ka¾dé dva prvky a, b ∈ A. Zøejmì multiplikativnífunkionál je nenulový, právì kdy¾ χ(e) = 1. Je-li toti¾ y ∈ A takový prvek, ¾e χ(y) 6= 0, je χ(y) = χ(ey) =
χ(e)χ(y), a tudí¾ χ(e) = 1.Mno¾inu v¹eh harakterù znaème symbolem 
(A). Tento prostor se nazývá prostorem ha-rakterù (v angliètinì obvykle struture spae), nìkdy také spektrem Banahovy algebry A.Je-li χ harakter a x ∈ A, musí být χ(x) ve spektru prvku x. Kdyby toti¾ χ(x) le¾elo v rezol-ventì ̺(x), existoval by prvek y ∈ A tak, ¾e (x−χ(x)e)y = e. Potom ov¹em 1 = χ(e) = (

χ(x)−
χ(x))χ(y) = 0, o¾ je nemo¾né.Poznámka. Platí i opaèné tvrzení: Jestli¾e χ ∈ A∗ a χ(x) ∈ σ(x) pro ka¾dé x ∈ A, potom χ je ji¾ harakter. Toje tak zvaná Gleason-Kahane- _Zelazkova harakteristika harakterù. Jednoduhý dùkaz tohoto tvrzení poházejííod M. Roitmana a Y. Sternfelda lze nalézt v B. Aupetit [*1991℄.Tedy χ(x) ∈ σ(x), odkud plyne, ¾e |χ(x)| ≤ r(x) ≤ ‖x‖. Proto¾e χ(e) = 1, dostáváme, ¾eka¾dý harakter je spojitý lineární funkionál a
(A) ⊂ {ϕ ∈ A∗ : ‖ϕ‖ = 1} .Na prostoru A∗ uva¾ujme slabou w∗-topologii. V ní je jednotková kouleBA := {ϕ ∈ A∗ : ‖ϕ‖ ≤1} podle Alaogluovy vìty 7.3 w∗-kompaktní. Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e prostor harakterù 
(A)je w∗-uzavøená podmno¾ina BA. Je-li toti¾ {χα} zobenìná posloupnost harakterù a χα w∗

→ χ, jezøejmì i χ harakter na A (zobenìná posloupnost harakterù konverguje, právì kdy¾ konvergujebodovì na A).Právì zavedená w∗-topologie na 
(A) se èasto nazývá Gelfandovou topologií .Shròme v¹e do následujíí vìty.7.6. Vìta. Buï A Banahova algebra a 
(A) prostor v¹eh harakterù na A. Potom 
(A) je
w∗-kompaktní podprostor A∗.7.7. Poznámky. (a) Nikde není øeèeno, ¾e prostor harakterù 
(A) by nemohla být prázdná mno¾ina. Kupøíkladuna Banahovì algebøe v¹eh n× n-mati, n > 1, neexistují ¾ádné haraktery. Také prostor harakterù Banahovyalgebry L(H) v¹eh operátorù na Hilbertovì prostoru H tvoøí prázdnou mno¾inu. Z tohoto hlediska jsou zajímavìj¹íkomutativní Banahovy algebry, jak uvidíme v následujííh vìtáh.(b) Víme, ¾e Banahova algebra L1(R) nemá jednotku. Není problém roz¹íøit elou teorii i na ni a obenìji pak té¾na v¹ehny Banahovy algebry nemajíí jednotku. Snad pouze z dùvodu jednoduhosti se tím nebudeme zabývat.Poznamenejme jenom, ¾e pro Banahovy algebry bez jednotky je prostor harakterù pouze lokálnì kompaktnímprostorem.7.8. Gelfandova transformae. Neh» 
(A) je prostor harakterù Banahovy algebry A. Je-li
x ∈ A, de�nujme funki x̂ na 
(A) pøedpisem

x̂ : χ 7→ χ(x) .Témìø okam¾itì je vidìt, ¾e x̂ je spojitá funke na 
(A) (nezapomeòte, ¾e na prostoru harakterù
(A) uva¾ujeme w∗-topologii, o¾ je topologie bodové konvergene na A). Zobrazení x 7→ x̂ :
A → C(
(A)) se nazývá Gelfandovou transformaí . Spojité funki x̂ se pak také øíká Gelfandovatransformae prvku x.Podaøilo se nám tedy ka¾dému prvku na¹í Banahovy algebry A pøiøadit spojitou funki najistém kompaktu K. Zajímá nás nyní, jaké toto pøiøazení má vlastnosti. Pøedev¹ím, jaké alge-braiké operae zahovává, je-li prosté èi dokone izometriké, a koneènì za jakýh podmínekzobrazí A na elý prostor spojitýh funkí na K.



7. Gelfandova reprezentae 67Poznámka. Pro dal¹í snad je¹tì pøipomeòme, ¾e zobrazení h Banahovy algebry A do Banahovy algebry B jehomomor�zmus, jestli¾e h(a + b) = h(a) + h(b), h(ab) = h(a) h(b), h(λa) = λh(a) pro v¹ehna a, b ∈ A a λ ∈ C.Dále, s odvoláním na vièení 6.15.a víme, ¾e spektrum σ(bx) spojité funke bx na kompaktu 
(A) splývá s oboremhodnot bx(
(A)).7.9. Vlastnosti Gelfandovy transformae. Neh» � je Gelfandova transformae Banahovyalgebry A a a ∈ A. Potom:(a) � je homomor�zmus A na jistou podalgebru prostoru C(
(A)),(b) σ(â) ⊂ σ(a) a ‖â‖C(
(A)) ≤ ‖a‖A.Je-li A komutativní, potom naví:() σ(a) = σ(â) a r(a) = ‖â‖C(
(A)).Dùkaz. (a) Volme x, y ∈ A, λ ∈ C a χ ∈ 
(A). Tvrzení je skoro zøejmé, plyne z následujííhrovností
λ̂x(χ) = χ(λx) = λχ(x) = λx̂(χ) ,

x̂+ y(χ) = χ(x+ y) = χ(x) + χ(y) = x̂(χ) + ŷ(χ) ,
x̂y(χ) = χ(xy) = χ(x)χ(y) = x̂(χ)ŷ(χ) .(b) V odstavi 7.5 jsme ukázali, ¾e â(
(A)) ⊂ σ(a), pøièem¾ podle poslední poznámky vý¹e víme,¾e σ(â) = â(
(A)). Odtud ihned plyne i druhá èást tvrzení.() Neh» λ ∈ σ(a). Odvoláme-li se na vièení 7.23.b2 (v nìm jsme, bohu¾el, museli pou¾ítnìkterýh tvrzení z kapitoly *7 týkajíí se teorie ideálù), nalezneme harakter χ tak, aby λ = χ(a).Potom ov¹em také λ ∈ σ(â), nebo» λ = â(χ). Poslední èást tvrzení plyne ihned z dokázanýhvztahù.7.10. Poznámka. Z pøedhozí vìty speiálnì plyne, ¾e pro ka¾dou komutativní Banahovu algebru je její prostorharakterù neprázdný.7.11. Pøíklady. Zaènìme obenì. Vrátíme-li se k poznáme v 2.10, musíme si znovu uvìdomit, ¾epøi popisu duálu X∗ Banahova prostoruX se sna¾íme najít takový prostor, s ním¾ by byl duálX∗v nìjaké pøíjemné relai (kupø. izometriky-izomorfní èi homeomorfní). To se týká samozøejmìi následujííh pøíkladù. V nih pùjde o to, ¾e se pokusíme ztoto¾òovat prostory harakterùs jednoduhými mno¾inami. Ostatnì pøíklady v¹e objasní.(a) Buï C(K) Banahova algebra v¹eh spojitýh funkí na kompaktním prostoru K (pøíklad6.5.b).Pro ka¾dé x ∈ K, je zobrazení χx : f 7→ f(x), f ∈ C(K), harakterem na C(K). Zobrazení

κ : x 7→ χx : K → 
(C(K)) je prosté, nebo» prvky C(K) oddìlují body K. Uká¾eme, ¾e κzobrazuje kompakt K na elý prostor harakterù 
(C(K)). Volme tedy χ ∈ 
(C(K)) a neh»neexistuje x ∈ K tak, aby χ = χx. V tom pøípadì mù¾eme ke ka¾dému x ∈ K nalézt spojitoufunki fx ∈ C(K) tak, ¾e fx(x) 6= 0 a χ(fx) = 0. Z kompaktnosti K a spojitosti funkí fxv bodì x nalezneme funke f1, . . . , fn ∈ C(K), pro nì¾ χ(f1) = · · · = χ(fn) = 0 a funke
g := f1f1 + · · · + fnfn je na K v¹ude kladná. Potom ov¹em χ(g) = 0 (jestli¾e χ(f) = 0, potom i
χ(f f) = χ(f)χ(f) = 0 ), a proto¾e g−1 ∈ C(K), je χ(1) = χ(g g−1) = χ(g)χ(g−1) = 0.Zobrazení κ je naví spojité. Jestli¾e toti¾ xα → x, je χxα

w∗

→ χx (staèí si opìt uvìdomit,¾e w∗-konvergene je bodovou konvergení na C∗(K)). Proto¾e K je kompakt, je κ dokonehomeomor�zmus.Závìr | prostor v¹eh harakterù 
(C(K)) Banahovy algebry C(K) a K jsou homeomorfní.V tomto smyslu tedy mù¾eme ztoto¾nit K s 
(C(K)) pomoí zobrazení x 7→ χx.Jak vypadá Gelfandova transformae? Je-li f ∈ C(K), je
f̂ : χ 7→ χ(f) pro χ ∈ 
(C(K)) .Ztoto¾níme-li podle pøedhozího 
(C(K)) s K, vidíme, ¾e Gelfandova transformae je vlastnìidentita.



68 B. Spektrální teorie(b) Uvedeme nyní jeden z nejdùle¾itìj¹íh pøíkladù. V 6.5.d jsme uva¾ovali Banahovu algebru
l1(Z) v¹eh absolutnì konvergentníh øad na Z s násobením daným konvoluí.Oznaèíme-li symbolem T jednotkovou kru¾nii v C, uká¾eme zprvu, ¾e prostor harakterù
(l1(Z)) je homeomorfní s T. Ztoto¾nìme je¹tì pro jednoduhost bì¾ným zpùsobem T s inter-valem [0, 2π) (i topologiky!), volme z ∈ [0, 2π) a polo¾me

χz({an}) = ∑

n∈Zaneinz pro {an}n∈Z ∈ l1(Z) .Není tì¾ké ovìøit, ¾e χz je harakter na l1(Z). Nyní byhom htìli ukázat, ¾e zobrazení κ : z 7→ χzje homeomor�zmus. Snadno si rozmyslíme, proè κ je prosté zobrazení. Je-li nyní χ harakter na
l1(Z), hledáme z ∈ [0, 2π) tak, aby χ = χz. Uva¾ujme speiální funke ϕ a ψ na Z, kde ϕ jeharakteristiká funke mno¾iny {1} a ψ harakteristiká funke mno¾iny {−1}. Proto¾e1 = |χ(ϕ)χ(ψ)| = |χ(ϕ)| |χ(ψ)| ≤ ‖ϕ‖ ‖ψ‖ = 1 ,dostáváme, ¾e |χ(ϕ)| = 1. Existuje tudí¾ z ∈ [0, 2π) tak, ¾e χ(ϕ) = eiz. Je-li nyní a = {an} ∈
l1(Z), je a = ∑

n∈Zanϕn, a tudí¾ vyu¾itím spojitosti χ koneènì
χ(a) = ∑

n∈Zaneinz = χz(a) .K dokonèení úvahy staèí dokázat, ¾e κ je spojité zobrazení [0, 2π) do prostoru 
(l1(Z)) opatøeného
w∗-topologií. Staèí tedy volit a = {an} ∈ l1(Z) a ukázat, ¾e zobrazení z 7→ χz(a) = ∑

n∈Zaneinzje spojité. Ale to ji¾ plyne z toho, ¾e χz(a) je stejnomìrnou limitou spojitýh funkí (a to funkí
n=k∑
n=−k

ane
inz).Podívejme se nyní, jak vypadá Gelfandova transformae prvku {an}n∈Z ∈ l1(Z). Po pøedho-zím ztoto¾nìní a oznaèení f := {an} máme

f̂(z) = χz({an}) = ∑

n∈Z aneinz , z ∈ T .Samozøejmì f̂ je spojitá funke na T, pøièem¾ an nejsou ni jiného, ne¾ Fourierovy koe�ientyfunke f̂ :
an = 12π ∫ 2π0 f̂(eit)e−int dt .Vidíme tedy, ¾e Gelfandovými transformaemi prvkù l1(Z) jsou v¹ehny takové spojité funke naT, jejih¾ Fourierova øada je absolutnì konvergentní.Varování. Pozor | ne ka¾dá spojitá funke na T má absolutnì konvergentní Fourierovu øadu!() Neh» A(�) je disková (Banahova) algebra v¹eh spojitýh funkí na uzavøeném jednotkovémkruhu v komplexní rovinì, které jsou holomorfní na vnitøku � (pøíklad 6.5.).Obdobnì jako v pøípadì (a) uká¾eme, ¾e prostor harakterù 
(A(�)) lze ztoto¾nit pøímos kompaktem �. De�nujme tedy zobrazení

χx : h 7→ h(x) pro x ∈ �, h ∈ A(�)a κ : x 7→ χx pokud x ∈ �. Zøejmì χx je harakter pro ka¾dé x ∈ �. Proto¾e identiké zobrazeníid : z 7→ z le¾í v A(�), je zobrazení κ prosté. Cheme ukázat, ¾e κ(�) = 
(A(�)). Volme tedy
χ ∈ 
(A(�)). Polo¾íme-li a = χ(id), musí být a ∈ �. V opaèném pøípadì by toti¾ funke g(z) :=(z − a)−1 byla prvkem A(�), o¾ by vedlo ke sporu (χ(1) = χ(g (id−a)) = χ(g)χ(id−a) = 0).Proto¾e χ(p) = p(a) pro ka¾dý polynom p, a proto¾e prostor polynomù je hustý v A(�) (tozdùvodníme v následujíí poznáme), je χ(f) = f(a) pro ka¾dou funki f ∈ A(�). Tudí¾ χ = χa.(Místo hustoty polynomù lze té¾ uvá¾it, ¾e funke holomorfní na okolí � tvoøí hustou podmno¾inu
A(�)).)Nyní je ji¾ jen krùèek k tomu, abyhom ukázali, ¾e � a prostor harakterù 
(A(�)) jsouhomeomorfní pomoí zobrazení κ. Sami si rozmyslete, ¾e po tomto ztoto¾nìní se Gelfandovatransformae opìt redukuje na identiké zobrazení.



7. Gelfandova reprezentae 697.12. Poznámky. (a) Øeknìme si struènì, proè mno¾ina polynomù je hustá v A(�). Volme tedy f ∈ A(�) a
ε > 0. Najdìme r < 1 tak, aby |f(rz)− f(z)| < ε pro z ∈ � a aby funke f(rz) byla analytiká na okolí �. Potomexistuje polynom p tak, ¾e |p(z) − f(rz)| < ε pro z ∈ � (vzpomeòte si, jak je to se stejnomìrnou konvergeníTaylorovy øady). Tudí¾ pro z ∈ � dostaváme |f(z) − p(z)| < ε.(b) Uva¾ujme obenìj¹í pøípad Banahovy algebry A(K) v¹eh spojitýh funkí na kompaktní podmno¾inì Kkomplexní roviny, které jsou holomorfní na vnitøku K (pøíklad 6.5.). Nahradíme-li jednotkový kruh � kompaktnípodmno¾inou K ⊂ C "ohranièenou\ Jordanovou køivkou, lze stále prostor harakterù na A(K) ztoto¾nit s K.To proto, ¾e i v tomto pøípadì je prostor polynomù hustý v A(K). Poslední tvrzení o hustotì polynomù dokázalJ.L. Walsh v [1927℄. Dùle¾itá Mergeljanova vìta dokone øíká, ¾e funke z A(K) lze stejnomìrnì aproximovatpolynomy, jestli¾e doplnìk K je souvislá mno¾ina. Dùkaz je uveden v W. Rudin [*1977℄.Niménì prostor harakterù algebry A(K) lze ztoto¾nit s kompaktem K i ve zela obené situai. To øíkáArensova vìta, její¾ dùkaz lze vést podobnì jako vý¹e a jeho¾ detaily lze nalézt v T.W. Gamelin [*1969℄ èiv B. Aupetit [*1991℄.() Je-li K kompaktní podmno¾ina v komplexní rovinì (mohla by mít i prázdný vnitøek), oznaème ~A(K) mno¾inuv¹eh komplexníh funkí na K, které jsou na K stejnomìrnými limitami posloupností polynomù. Potom ~A(K) je(uzavøenou) Banahovou podalgebrou C(K) a její prostor harakterù obsahuje haraktery typu χ : h 7→ h(x) pro
x ∈ K. Mù¾e být ov¹em vìt¹í. Pøitom 
( ~A(K)) lze ztoto¾nit uvedeným zpùsobem s K, právì kdy¾ kompakt K"neroztíná\ C. Tvrdí to C.E. Rikart v [*1960℄, str. 305.(d) Zajímavý je pøípad Banahovy algebry H∞(U) v¹eh omezenýh holomorfníh funkí na otevøené mno¾inì
U ⊂ C. Ji¾ v pøípadì, kdy U = {λ ∈ C : |λ| < 1} je prostor harakterù vìt¹í ne¾ U . Mno¾inu U lze toti¾ vnoøitdo prostoru haraktorù 
(H∞(U)) pomoí zobrazení κ : x 7→ χx, kde χx : h 7→ h(x) pro h ∈ H∞(U). Ètenáømù¾e nahlédnout do monogra�e K. Ho�man [*1962℄. Stále je neøe¹en slavný problém korony, toti¾ zda obraz Uv 
(H∞(U)) je tam hustý (v Gelfandovì topologii). Pøitom koronou se rozumí mno¾ina 
(H∞(U))\κ(U). Je-li Ujednodu¹e souvislá mno¾ina, odpovìï je kladná. To øíká neménì slavný Carlesonùv výsledek. Jeho zjednodu¹enýdùkaz lze nalézt v T.W. Gamelin [1980℄.7.13. Vìta. Gelfandova transformae komutativní Banahovy algebry A je izometrikým zob-razením, právì kdy¾ ‖x2‖ = ‖x‖2 pro ka¾dé x ∈ A.Dùkaz. Jestli¾e ‖x2‖ = ‖x‖2 pro prvek x ∈ A, potom z Beurlingova vzoreèku 6.23 pro spektrálnípolomìr ihned dostáváme r(x) = ‖x‖. Proto¾e podle 7.9. máme r(x) = ‖x̂‖, je ‖x‖ = ‖x̂‖.Pøedpokládáme-li, ¾e Gelfandova transformae je izometrií a x ∈ A, vyu¾ijeme tvrzení 7.9.a,podle nìho¾ x̂2 = (x̂)2, odkud dostaneme

‖x2‖ = ‖x̂2‖ = ‖(x̂)2‖ = ‖x̂‖2 = ‖x‖2 .V dal¹ím se zamìøíme na otázku, kdy Gelfandova transformae je prostým zobrazením a kdyzobrazuje algebru A na elý prostor C(
(A)). Proto¾e ka¾dá izometrie je prosté zobrazení, po-staèujíí podmínku máme obsa¾enu v pøedhozí vìtì. Dále, podle 7.9 je Gelfandova transformae� lineárním zobrazením, tudí¾ � je prosté zobrazení, právì kdy¾ jeho jádro ker � sestává pouzez nulového prvku. Vìnujme se této mno¾inì trohu detailnìji.7.14. Radikál algebry. Buï A komutativní Banahova algebra a � : A → C(
(A)) jejíGelfandova transformae. Potom radikálem RadA algebry A nazýváme jádro její Gelfandovytransformae: RadA := ker �. Je tedyRadA = {a ∈ A : �(a) = â = 0 na 
(A)} = ⋂
{kerϕ : ϕ ∈ 
(A)} .Podíváme-li se na tvrzení v 7.9., vidíme, ¾e RadA = {a ∈ A : r(a) = 0}. Tudí¾ radikál RadAsestává ze v¹eh kvazi-nilpotentníh prvkù A.Pøipomeòme, ¾e x ∈ A je kvazi-nilpotentní, jestli¾e jeho spektrální polomìr r(x) je roven 0.Radikál algebry A je (oboustranným) ideálem v A. To plyne ihned z toho, ¾e � je podle 7.9.ahomomor�zmus.7.15. Polojednoduhé algebry. Gelfandova transformae je tedy prostým zobrazením, právìkdy¾ její radikál je tvoøen pouze nulovým prvkem, to jest právì kdy¾ radikál neobsahuje ¾ádnénetriviální kvazi-nilpotentní prvky. Algebry, pro nì¾ RadA = {0}, se nazývají polojednoduhé .Kupøíkladu Banahova algebra C(K) z 6.5.b je polojednoduhá. Toté¾ platí i o Banahovìalgebøe l1(Z) z 6.5.d.



70 B. Spektrální teorieDal¹í informae o polojednoduhýh algebráh pøineseme v *7.7.7.16. Komutativní C∗-algebry.Otázka, kdy �(A) = C(
(A)) je delikátnìj¹í a vy¾aduje pøehod od obenýh komutativníhBanahovýh algeber ke komutativním C∗-algebrám. Tìmi se budeme zabývat v 9. kapitole,pøipomeòme pouze základní pojmy z 9.11 a 9.1.
C∗-algebrou rozumíme Banahovu algebru Z, kde je naví de�nována dal¹í operae z 7→ z∗,zvaná involue, s vlastností ‖z∗z‖ = ‖z‖2. Máme-li dvì C∗-algebry Z1 a Z2, ∗-homomor�zmemmezi nimi rozumíme ka¾dé zobrazení Z1 do Z2, které zahovává v¹ehny algebraiké operae,tedy � je ∗-homomor�zmus Z1 do Z2, pokud�(λy + µz) = λ�y + µ�z , �(yz) = �y + �z , �(z∗) = (�z)∗ , y, z ∈ Z1, λ, µ ∈ F .Pod ∗-izomor�zmem rozumíme prosté ∗-homomorfní zobrazení Z1 na Z2.Prvky z ∈ Z, pro které zz∗ = z∗z se nazývají normální , pokud dokone z = z∗, nazveme zhermiteovským.V dal¹ím budeme uva¾ovat pouze C∗-algebry s jednotkou.Pøiházíme k jedné z nejdùle¾itìj¹íh vìt této partie. K ní jen pøipomeòme, ¾e prostor C(K)v¹eh (komplexníh) spojitýh funkí na kompaktu K tvoøí C∗-algebru s involuí danou zobra-zením f 7→ f .7.17. Gelfand-Naimarkova vìta. Buï Z komutativní C∗-algebra. Potom Gelfandova trans-formae � daná zobrazením z 7→ ẑ je izometrikým ∗-izomor�zmem Z na C(
(Z)).Dùkaz. Proto¾e Z je komutativní, je ka¾dý její prvek normální. Odtud té¾ plyne, ¾e

‖z2‖2 = ‖z2(z2)∗‖ = ‖zz∗ zz∗‖ = ‖(zz∗)(zz∗)∗‖ = ‖zz∗‖2 = ‖z‖4pro ka¾dé z ∈ Z (porovnejte se vièením 8.28.h). Tudí¾ vìta 7.13 øíká, ¾e Gelfandova transfor-mae je izometrikým zobrazením. Dále, je-li x hermiteovský prvek Z a χ ∈ 
(Z) harakter, jespektrum σ(x) reálné (vièení 7.23.d), odkud podle 7.9. je také χ(x) ∈ R.Nyní, ka¾dý prvek z ∈ Z lze napsat (jednoznaènì) jako z = x+ iy, kde x, y jsou hermiteovské(staèí polo¾it x = 12 (z + z∗) a y = i2 (z∗ − z) ), tudí¾ pro libovolný harakter χ máme
ẑ (χ) = χ(z) = χ(x) − iχ(y) = χ(x− iy) = χ(z∗) = (̂z∗)(χ) .Vidíme, té¾ s pøihlédnutím k 7.9.a, ¾e zobrazení � : z 7→ ẑ je ∗-izomorfní.Zbývá dokázat, ¾e �(Z) = C(
(Z)). Není sporu o tom, ¾e �(Z) je podalgebra C(
(Z)) (staèíodkázat na 7.9.a). Proto¾e � je izometrie, je �(Z) úplná, a tedy uzavøená podalgebra v C(
(Z)).Uká¾eme-li, ¾e �(Z) obsahuje konstanty, oddìluje body 
(Z) a je uzavøena na tvoøení komplexnìsdru¾enýh funkí, bude podle komplexní verze Stone-Weierstrassovy vìty D.2 �(Z) = C(
(Z)).Ale poslední tvrzení jsou ji¾ snadno ovìøitelná. Proto¾e �(e) = ê = 1, obsahuje �(Z) konstanty.Jsou-li χ1 a χ2 rùzné haraktery, existuje z ∈ Z tak, ¾e χ1(z) 6= χ(z). Potom ov¹em ẑ ∈ �(Z),pøièem¾ ẑ(χ1) 6= ẑ(χ2). Koneènì, je-li z ∈ Z, je podle zaèátku dùkazu ẑ = (̂z∗) ∈ �(Z).7.18. Poznámka. Poznamenejme jen na okraj, ¾e ka¾dý prostý ∗-homomor�zmus mezi C∗-algebrami je ji¾izometrií. Návod k dùkazu je obsa¾en ve vièení 7.23.g.Kapitolu zakonèíme dvìma dùle¾itými vìtami, které èasto také nesou jména Gelfanda a Nai-marka. První z nih je vlastnì funkèním kalkulem pro normální prvky C∗-algeber. Tímto tématemse budeme podrobnì zabývat v 9. kapitole, ov¹em na mnohem elementárnìj¹í úrovni. Druhá vìtapak øíká, ¾e libovolnou C∗-algebru mù¾eme reprezentovat jako jistou podalgebru prostoru L(H)v¹eh omezenýh operátorù na jistém Hilbertovì prostoru.7.19. Vìta. Neh» a je normální prvek C∗-algebry Z. Potom existuje zobrazení 	 : f 7→ f(a)prostoru C(σ(a)) do Z majíí následujíí vlastnosti:(a) 	 je izometriký ∗-izomor�zmus,(b) σ(f(a)) = f(σ(a)) pro ka¾dé f ∈ C(σ(a)),



7. Gelfandova reprezentae 71() jestli¾e funke g je holomorfní na okolí spektra σ(a) a f = g ↾ σ(a), potom
f(a) = 12πi ∫� g(λ)(λe − a)−1 dλ .Speiálnì, je-li p(t) = α0 + α1t+ · · · + αnt

n polynom, je p(a) = α0 + α1a+ · · · + αna
n.Zde se jedná o køivkový integrál z vektorové funke pøes yklus � obsahujíí σ(a) a obsa¾ený v oblasti holomor�efunke g, blí¾e viz 9.6 a 9.7.Dùkaz. Neh» A je nejmen¹í uzavøená C∗-algebra v Z obsahujíí prvky e, a (poznamenejme, ¾e Aje prostì uzávìr mno¾iny v¹eh elementù p(a, a∗), kde p je komplexní polynom dvou promìnnýh).Proto¾e a je normální prvek, je A komutativní.Zprvu je nutno uvá¾it, ¾e spektrum prvku a, uva¾ujeme-li jej vzhledem k A èi k Z je stejné.To plyne z dùsledku (f) v *6.8.Dal¹í krok spoèívá v dùkazu, ¾e spektrum σ(a) a prostor harakterù 
(A) jsou homeomorfní.Uva¾ujme tedy funki â : χ 7→ χ(a). Podle 7.9. zobrazuje â prostor 
(A) na σ(a). Uká¾eme, ¾e

â je prosté zobrazení. Jestli¾e toti¾ â(χ1) = â(χ2), je vzhledem k vlastnostem Gelfandovy trans-formae v 7.17 χ1(a∗) = χ2(a∗). Tudí¾ i χ1(p(a, a∗)) = χ2(p(a, a∗)) pro ka¾dý polynom p dvoupromìnnýh. Ze spojitosti harakterù a konstruke A dostáváme koneènì, ¾e χ1 = χ2. Zobrazení
â je spojité, to plyne ihned z de�nie Gelfandovy topologie. A proto¾e prostor harakterù 
(A)je kompakt, musí být â homeomor�zmem mezi 
(A) a σ(a).Vidíme, ¾e zobrazení f 7→ f ◦ â je izometrikým ∗-izomor�zmem prostoru C(σ(a)) na C(
(A)).Koneènì pou¾ijeme Gelfand-Naimarkovu vìtu 7.17. Neh» � je Gelfandova transformae A na
C(σ(a)). Polo¾me 	 : f 7→ �−1(f ◦ â) pro f ∈ C(σ(a)) .	 je evidentnì izometriké a ∗-izomorfní zobrazení C(σ(a)) na A. Dále ϕ(a) = a pro funki
ϕ(t) = t.Volme f ∈ C(σ(a)). Proto¾e 	 : C(σ(a)) → A je ∗-izomor�zmus, je σ(f(a)) = σ(	(f)) = σ(f).Víme v¹ak, ¾e v pøípadì speiální Banahovy algebry C(σ(a)) je σ(f) = f(σ(a)) (vièení 6.15.a).Tím jsme dokázali èást (b) o obrazu spektra.K dokonèení dùkazu zbývá ovìøit (). Ale to ji¾ není tì¾ké. Oznaèíme-li toti¾ � : Hol(a) → ADunfordùv funkèní kalkulus z vìty 9.8, f 7→ 12πi ∫� f(λ)(λe − a)−1 dλ, máme 	(ϕ) = �(ϕ) = apro ϕ(z) = z a pomoí èistì algebraikýh úvah i 	(f) = �(f), pokud f je raionální funkemajíí póly mimo σ(a). Je-li koneènì f ∈ Hol(a), existuje podle Rungeho vìty posloupnost {fn}raionálníh funkí s póly mimo σ(a) tak, ¾e fn → f stejnomìrnì na okolí σ(a). Potom podlevìty 9.8 �(fn) → �(f), pøièem¾ souèasnì 	(fn) → 	(f) z izometrie 	. Tedy 	(f) = �(f).Výpoèet p(a) v pøípadì polynomu p je uveden v 9.7.7.20. Poznámky. (a) Zobrazení 	 je vpodstatì dáno jako inverzní Gelfandova transformae.(b) Proto¾e algebra A z dùkazu vìty 7.19 je komutativní, je prvek f(a) v¾dy normální. To té¾ plyne ze vztahù
f(a)∗ = f(a) a f f = f f .() Pøedhozí vìta mimo jiné øíká, ¾e zobrazení 	 je roz¹íøením Dunfordova funkèního kalkulu z 9.7 pro speiálnípøípad normálníh prvkù C∗-algeber. Také je zobenìním Rieszova funkèního kalkulu z 9.15 a udává jinou metodujeho konstruke.(d) Funkèní kalkulus 	 z pøedhozí vìty je také jednoznaènì urèen, jak vyplývá z následujíí vìty.Vìta. Neh» A je C∗-podalgebra C∗-algebry Z generována normálním prvkem a ∈ Z. Dále neh» τ je spojitý
∗-izomor�zmus C(σ(a)) do A roz¹iøujíí Dunfordùv funkèní kalkulus ( τ(f) = 12πi R� f(λ)(λe − a)−1 dλ, pokud fje funke holomorfní na okolí σ(a) ). Potom 	(f) = f(a) pro f ∈ C(σ(a)).Dùkaz. Volíme-li f ∈ C(σ(a)), existuje posloupnost {pn} polynomù dvou promìnnýh tak, ¾e pn(z, z) → f(z)stejnomìrnì na σ(a) (viz dùsledek D.3). Z vlastností τ i Dunfordova funkèního kalkulu pak plyne, ¾e τ(pn) =
pn(a, a∗) → τ(f), pn(a, a∗) → 	(a). Tedy τ(f) = 	(f).7.21. Vìta. Neh» Z je C∗-algebra. Potom existuje Hilbertùv prostor H, uzavøená samoadjun-govaná podalgebra A ⊂ L(H) a izometriký ∗-izomor�zmus Z na A.



72 B. Spektrální teorieAlgebra A je samoadjungovaná, jestli¾e T ∗ ∈ A, pokud T le¾í v A.Dùkaz. Dokázat tuto Gelfand-Naimarkovu vìtu o reprezentai vy¾aduje pomìrné úsilí a dal¹í tehniku. Místo tohopøipojíme pouze poznámky.7.22. Poznámky. (a) Pøedhozí vìta platí i pro C∗-algebry bez jednotky.(b) Hilbertùv prostor H v uvedené vìtì mù¾e být znaènì komplikovaný a veliký. V pøípadì, kdy Z je separabilní,lze volit H = l2.() Pro obené Banahovy algebry lze odvodit následujíí vìtu.Vìta. Neh» M je Banahova algebra. Potom existuje Banahùv prostor X, uzavøená podalgebra A ⊂ L(X) aspojité izomorfní zobrazení M na A.Návod . Podívejte se na *6.2. ♣7.23. Elementární vièení. (a) Oznaème
bA := {bx : x ∈ A}mno¾inu v¹eh Gelfandovýh transformaí prvkù z A. Zøejmì bA je vektorový prostor funkí na 
(A). Uka¾te, ¾eGelfandova topologie na 
(A) je generována bA. Jinak øeèeno, je to nejslab¹í topologie na prostoru harakterù, pøiní¾ jsou v¹ehny funke z bA spojité.(b) Neh» A je komutativní Banahova algebra a x ∈ A.(b1) Prvek x je invertibilní, právì kdy¾ χ(x) 6= 0 pro ka¾dé χ ∈ 
(A), tedy právì kdy¾ bx je invertibilnív prostoru C(
(A)).Návod . Je-li x invertibilní a χ harakter, je χ(x)χ(x−1) = χ(e) = 1. Pro dùkaz opaèné implikae uva¾te, ¾emno¾ina xA = Ax je ideál neobsahujíí jednotku e. Tudí¾ podle *7.2 je xA obsa¾eno v jistém maximálním ideálu

I. Podle *7.5 existuje χ ∈ 
(A) tak, ¾e I = kerχ. Odtud χ(x) = χ(xe) = 0. ♣(b2) λ ∈ σ(x), právì kdy¾ existuje harakter χ tak, ¾e χ(x) = λ.Návod . Plyne ihned z (b1). ♣Poznámka. Pro dùkaz (b1) a následnì i (b2) jsme pou¾ili hlub¹íh tvrzení z kapitoly *7. V nih jsme minimálnìpotøebovali Zornovo lemma. Bylo by zajímavé podat dùkaz tvrzení v (b2) nevyu¾ívajíí teorie ideálù a pouzevystaèit s (multiplikativními) funkionály.() Buï A Banahova algebra. Potom A je komutativní a polojednoduhá, právì kdy¾ prostor harakterù 
(A)oddìluje body A.Návod . Neh» prostor harakterù oddìluje body A. Pokud ab 6= ba pro nìjaké a, b ∈ A, nalezneme harakter χ,který oddìluje ab od ba a ihned získáme spor. Je-li x ∈ A, x 6= 0 a χ ∈ 
(A) tak, ¾e χ(x) = bx(χ) 6= 0 = χ(0), musíbýt podle 7.9. r(x) 6= 0. Podle 7.14 pak x /∈ RadA.Jestli¾e A je komutativní a polojednoduhá a x 6= 0, je opìt podle 7.9. a 7.14 ‖bx‖C(
(A)) = r(x) 6= 0. Vzhledemk de�nii normy v C(
(A)) musí existovat harakter χ ∈ 
(A), pro nìj¾ χ(x) 6= 0. ♣(d) Je-li x hermiteovský prvek C∗-algebry Z, potom σ(x) ⊂ R.Návod . Pøedpokládejme, ¾e α + iβ ∈ σ(x) pro β 6= 0. Volme λ ∈ R a polo¾me z = 1
β

(x − αe). Potom z jehermiteovský a i ∈ σ(z). Tudí¾ prvek (λ + 1)e− (λe− iz) = (e+ iz) není invertibilní. Odtud(λ+ 1)2 ≤ ‖λe− iz‖2 = ‖λ2e+ z2‖ ≤ λ2 + ‖z‖2 .Dostáváme tedy, ¾e λ ≤ 12 (‖z‖2 − 1), o¾ je samozøejmì spor. ♣(e) Buï � Gelfandova transformae komutativní Banahovy algebry A. Uka¾te, ¾e �(A) je uzavøená podalgebra
C(
(A)), pokud existuje C > 0 tak, ¾e ‖x‖2 ≤ C‖x2‖ pro ka¾dé x ∈ A.Návod . Uka¾te, ¾e ‖x‖ ≤ C r(x) pro ka¾dé x ∈ A. Tudí¾ Gelfandova transformae je "zdola omezená\, o¾ staèík uzavøenosti jejího oboru hodnot. Mù¾ete se té¾ inspirovat *7.7.g. ♣



8. Spektrální teorie v Hilbertovýh prostoreh 73Poznámka. Ve vièení 43.6 knihy C. Swartz [*1992℄ se tvrdí, ¾e platí i opaèná implikae. To je skuteènì v ji¾zmínìném odstavi *7.7.f dokázáno, ale za dodateèného pøedpokladu, ¾e A je polojednoduhá. Zdá se v¹ak, ¾e bezpøedpokladu polojednoduhosti A tomu tak není. Uva¾te následujíí pøíklad. Za A vezmeme prostor C2 opatøenýnormou ‖.‖∞ (tedy komplexní prostor l∞2 z 1.10.a). De�nujme násobení pøedpisem (x, y).(u, v) = (xu, 0). Zkusteovìøit, ¾e A tvoøí komutativní Banahovu algebru, která není jednoduhá. Gelfandùv prostor 
(A) je jednobodovýa obraz Gelfandovy transformae je uzavøený. Pøesto ‖(0, y)2‖∞ = 0 a ‖(0, y)‖2∞ = |y|2.(f) Je-li Banahova algebra A separabilní, potom Gelfandova topologie na prostoru harakterù 
(A) je metrizo-vatelná a má spoèetnou bázi.Návod . Pokud X je separabilní Banahùv prostor, je jednotková koule BX∗ jeho duálu metrizovatelná a kompaktníve w∗-topologii podle vìty *16.2.a. ♣(g) Neh» h : Z1 → Z2 je ∗-homomor�zmus mezi C∗-algebrami Z1 a Z2, Potom je h ji¾ spojitý. Je-li naví hprosté zobrazení, je h ji¾ izometrií.Návod . To nahlédneme takto. Pøedpokládejme, ¾e h : Z1 → Z2 je ∗-homomor�zmus (a pøevádí jednotku v Z1 najednotku v Z2). Je-li z ∈ Z1, je σ(h(z)) ⊂ σ(z), a tudí¾ r(h(z)) ≤ r(z). Volíme-li x ∈ A, je prvek x∗x zøejmìhermiteovský a dostáváme
‖h(x)‖2 = ‖h(x)∗h(x))‖ = ‖h(x∗x)‖ = r(h(x∗x)) ≤ r(x∗x) = ‖x∗x‖ = ‖x‖2 .Pokud byly nìkteré kroky nejasné, podívejte se na 9.11. Tím dostáváme, ¾e ‖h‖ ≤ 1.Pøedpokládáme-li nyní, ¾e H není izometrie, existuje z ∈ Z1 tak, ¾e ‖z‖ = 1 a ‖h(z)‖ < 1. Potøebujeme naléztnenulový prvek x ∈ Z1 tak, aby h(x) = 0. Naznaème struènì my¹lenku jeho konstruke. Polo¾íme x := z∗z. Potom

x je hermiteovský prvek a ‖x‖ = ‖z∗z‖ = ‖z‖2 = 1 a ‖h(x)‖ = ‖h(z∗z)‖ = ‖(h(z))∗h(z)‖ = ‖h(z)‖2 = 1 − ε, kde
ε > 0. Neh» f ∈ C([0, 1℄) je taková funke, ¾e f = 0 na [0, 1 − ε℄, f(1) = 1 a f je lineární na [1 − ε, 1℄. Podlevìty o obrazu spektra a 5.15. je f(σ(x)) = σ(f(x)) = σ( df(x) = df(x)(
(Z1)) (uva¾ujeme komutativní algebrugenerovanou e, x). Tudí¾ 1 /∈ σ(f(x)) a f(x) 6= 0. Z vlastností h plyne, ¾e h(f(x)) = f(h(x)) (ze spojitosti arovnosti pro polynomy). Proto¾e ‖h(x)‖ = 1 − ε, je σ(h(x)) ⊂ [0, 1 − ε℄. Dostáváme σ(h(f(x))) = f(σ(h(x))) ⊂
f([0, 1 − ε℄) = {0}. Prvek h(x) je hermiteovský, tedy h(x) = 0. A je to. ♣(h) Doka¾te následujíí slavnou Wienerovu vìtu: Neh» Fourierova øada funke f ∈ C(T) absolutnì konverguje.Potom i funke 1

f
má absolutnì konvergentní Fourierovu øadu.Návod . Podle 7.11.b existuje posloupnost x = {xn} ∈ l1(Z) tak, ¾e její Gelfandova transformae bx(eit) =P

n∈Z xneint = f(t). Tvrzení () v 7.9 nám pak spolu s pøedpokladem øíká ¾e x má inverzi x−1 v l1(Z). Po-tom ov¹em 1
f

je Gelfandovou transformaí prvku x−1, a tudí¾ 1
f

má absolutnì konvergentní Fourierovu øadu.
♣Poznámka. N. Wiener ukázal v [1932℄, ¾e pøevráená hodnota nikde se neanulujíí absolutnì konvergentní trigo-nometriké øady je opìt absolutnì konvergentní trigonometriká øada. To je pomìrnì silná vìta, nebo» ne ka¾dáspojitá funke z C(T) má absolutnì konvergentní Fourierovu øadu. I.M. Gelfand [1941a℄ podal právì naznaèenýdùkaz a ukázal tím na sílu výsledkù jeho teorie komutativníh Banahovýh algeber.8. Spektrální teorie v Hilbertovýh prostorehV této kapitole se budeme zabývat spektrální teorií operátorù na Hilbertovýh prostoreh,které uva¾ujeme pøevá¾nì nad tìlesem komplexníh èísel C. Symbolem H znaèíme v¾dy Hilbertùvprostor.Zaènìme v¹ak s dvìma novými pojmy, které lze de�novat bez problémù i v Banahovì algebøe
L(X) v¹eh operátorù na Banahovì prostoru X .8.1. Zdola omezené operátory. Øekneme, ¾e operátor T ∈ L(X) je zdola omezený , existuje-litakové β > 0, ¾e ‖Tx‖ ≥ β ‖x‖ pro v¹ehna x ∈ X . Evidentnì ka¾dý zdola omezený operátor jeprostý. Platí dokone tato jednoduhá harakteristika.8.2. Vìta. Následujíí výroky jsou ekvivalentní pro operátor T na Banahovì prostoru X:(i) operátor T je zdola omezený,(ii) T je prostý a jeho obor hodnot RT je uzavøený,(iii) inf{‖Tx‖ : ‖x‖ = 1} > 0 .



74 B. Spektrální teorieDùkaz. Ekvivalene (i) ⇔ (iii) je zøejmá. Je-li T zdola omezený operátor, je jeho obor hodnot
RT uzavøený. To jsme ji¾ dokázali v 5.2.Neh» naopak T je prostý a má uzavøený obor hodnot. Potom RT je úplný a z vìty 4.16 plyne,¾e T−1 : RT → X je omezený. Je-li tedy x ∈ X , máme ‖x‖ = ‖T−1(Tx)‖ ≤ ‖T−1‖ ‖Tx‖.8.3. Aproximativní spektrum. Aproximativní spektrum σap(T ) operátoru T ∈ L(X) sestáváze v¹eh takovýh λ ∈ C, pro nì¾inf{‖Tx− λx‖ : ‖x‖ = 1} = 0 .Jinak øeèeno, λ ∈ σap(T ), jestli¾e existuje posloupnost xn ∈ X , ‖xn‖ = 1 tak, ¾e Txn − λxn →0. Nemusejí tedy existovat netriviální øe¹ení rovnie Tx − λx = 0, ale existují její "pøibli¾ná\netriviální øe¹ení. Ihned je vidìt, ¾e σp(T ) ⊂ σap(T ) a z následujíí vìty, je¾ je samozøejmýmdùsledkem vìty 8.2, také σap(T ) ⊂ σ(T ).8.4. Vìta. Buï T ∈ L(X) a λ ∈ C. Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) λ nele¾í v aproximativním spektru T ,(ii) operátor T − λI je prostý a má uzavøený obor hodnot,(iii) operátor T − λI je zdola omezený.A nyní se ji¾ vìnujme operátorùm na Hilbertovì prostoru H .8.5. Hermiteovsky adjungované zobrazení. Neh» T ∈ L(H1, H2), kde H1, H2 jsou Hilber-tovy prostory. Potom existuje právì jedno zobrazení T ∗ : H2 → H1 tak, ¾e(Tx, y) = (x, T ∗y) pro ka¾dé x ∈ H1 , y ∈ H2 .Pøitom T ∗ ∈ L(H2, H1) a ‖T ∗‖ = ‖T ‖.Zobrazení T ∗ se nazývá (hermiteovsky) adjungované k zobrazení T .Dùkaz. Je-li y ∈ H2, je zobrazení Ly : x 7→ (Tx, y) spojitá lineární forma na H1. Podle Fréhet-Rieszovy vìty 2.9 existuje právì jedno z ∈ H1 tak, ¾e (Tx, y) = (x, z) pro v¹ehna x ∈ H1 a
‖z‖ = ‖Ly‖. Oznaèíme-li toto z jako T ∗y, máme (Tx, y) = (x, T ∗y), kdykoliv x ∈ H1.Lehko nyní ovìøíme, ¾e T ∗ je lineární, staèí tøeba sledovat rovnosti(x, T ∗(y1 + y2)) = (Tx, y1 + y2) = (Tx, y1) + (Tx, y2) = (x, T ∗y1) + (x, T ∗y2) == (x, T ∗y1 + T ∗y2) .Je-li y ∈ H2, plyne z Fréhet-Rieszovy vìty, ¾e ‖T ∗y‖ = ‖Ly‖ ≤ ‖y‖ ‖T ‖, tedy ‖T ∗‖ ≤ ‖T ‖.Lehko se pøesvìdèíme, ¾e T ∗∗ = T , o¾ nás vede k druhé nerovnosti ‖T ‖ = ‖T ∗∗‖ ≤ ‖T ∗‖.8.6. Poznámka. Neh» T je operátor mezi Hilbertovými prostory H1 a H2. Jaký je vztah mezi banahovsky ahermiteovsky adjungovanými operátory T ′ a T ∗? Pøedev¹ím je nutné si uvìdomit, ¾e T ′ je operátor z duálu H∗2 do
H∗1 , zatímo T ∗ operuje mezi pùvodními prostory H2 a H1. Oznaèíme-li v¹ak j pøirozené zobrazení ztoto¾òujííHilbertùv prostor H s jeho duálem H∗ (viz 2.11), je T ∗ = j−11 ◦ T ′ ◦ j2.Jaká je tedy situae v koneèné dimenzi? Odpovídá-li matie A = (ai,k) lineárnímu zobrazení L ∈ L(Cn),potom pro prvky matie A∗ = (a∗i,k) (hermiteovsky) adjungovaného zobrazení L∗ platí a∗i,k = ak,i a pro matii
A′ = (a′i,k) (banahovsky) adjungovaného zobrazení L′ dostáváme a′i,k = ak,i. To je "zpùsobeno\ tím, ¾e zobrazení
j je "sdru¾enì-lineární\: j(λh) = λ j(h).8.7. Pøíklad. Zpestøeme nyní teorii krátkým pøíkladem. Uva¾ujte operátor S na Hilbertovì prostoru l2 de�novanýpøedpisem

S
`(x1, x2, x3, . . . )´ = (0, x1, x2, x3, . . . ) .Uka¾te, ¾e

σp(S) = ∅ , σap(S) = {λ ∈ C : |λ| = 1} , σ(S) = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1} .Návod . Oznaème T = {λ ∈ C : |λ| = 1} a � = {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}. S ¾ádnou potí¾í byhom se nemìli setkatpro ovìøení,¾e σp(S) = ∅ a σ(S) = �. Pokud ano, lze se podívat na pøíklad 5.9.a anebo sledovat následujíí jinýargument.Nejdøíve si rozmyslete, ¾e σ(S∗) = {λ : λ ∈ σ(S)}. To plyne z toho, ¾e `(S−λI
´−1)∗ = `(S−λI)∗´−1 = (S∗−

λI)−1.Proto¾e ‖S‖ = 1, musí být σ(S) ⊂ �. Adjungovaný operátor S∗ je dán pøedpisem (x1, x2, x3, . . . ) →(x2, x3, . . . ). Neh» |θ| < 1. Potom x := (1, θ, θ2, . . . ) ∈ l2 a S∗x = θx. Tudí¾ θ ∈ σp(S∗) ⊂ σ(S∗) = {λ : λ ∈ σ(S)}.Odtud tedy θ ∈ σ(S). Vidíme, ¾e {θ ∈ C : |θ| < 1} ⊂ σ(S). Proto¾e σ(S) je v¾dy uzavøená mno¾ina, musí být
σ(S) = �.Je-li opìt |θ| < 1 a x ∈ l2, je ‖Sx− θx‖ ≥ ‖Sx‖−‖θx‖ = ‖x‖− |θ| ‖x‖ = (1−|θ|)‖x‖ a podle 8.4 je θ /∈ σap(S).Tudí¾ σap(S) ⊂ T. S pøihlédnutím k vièení 8.28.s tedy máme σap(S) = T. ♣



8. Spektrální teorie v Hilbertovýh prostoreh 758.8. Hermiteovské a normální operátory. Operátor T ∈ L(H) se nazve hermiteovským,jestli¾e T = T ∗. Pokud TT ∗ = T ∗T , øíkáme, ¾e T je normální . Nìkteøí autoøi pou¾ívají oznaèenísamoadjungovaný místo hermiteovský.Ka¾dý hermiteovský operátor je normální, ne v¹ak naopak (uveïte pøíklad nìjaké matie). Prohermiteovské (a normální) operátory platí øada speiálníh tvrzení, uvedeme nìkterá z nih.8.9. Rayleighova vìta. Je-li T ∈ L(H) hermiteovský, je
‖T ‖ = sup{|(Tx, x)| : ‖x‖ ≤ 1} .Dùkaz. Polo¾me α = sup{|(Tx, x)| : ‖x‖ ≤ 1}. Ze Shwarzovy nerovnosti ihned dostáváme

α ≤ ‖T ‖. Zøejmì |(Tx, x)| ≤ α‖x‖2 pro ka¾dé x ∈ H . Jsou-li x, y ∈ H , máme4 Re(Tx, y) = (
T (x+ y), x+ y

)
−
(
T (x− y), x− y

)
≤ α

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2) == 2α(‖x‖2 + ‖y‖2) .Buï nyní x ∈ H , ‖x‖ ≤ 1, pro nì¾ Tx 6= 0 a y = Tx

‖Tx‖ . Potom0 ≤ ‖Tx‖ = (Tx, y) = Re(Tx, y) ≤ α2 (‖x‖2 + ‖y‖2) ≤ α .Poslední nerovnost platí i v pøípadì, kdy Tx = 0, a tudí¾ ‖T ‖ ≤ α.Poznámka. Kde jsme vlastnì v dùkaze vyu¾ili pøedpoklad, ¾e T je hermiteovský?8.10. Weylovo kriterium. Buï T ∈ L(H) hermiteovský operátor. Potom spektrum T splývás jeho aproximativním spektrem, tedy σap(T ) = σ(T ).Dùkaz. Jak zmínìno v 8.3, v¾dy je σap(T ) ⊂ σ(T ). Neh» nyní λ ∈ σ(T ) \ σap(T ). Podle vìty 8.4je operátor T − λI prostý a Y := R(T − λI) tvoøí uzavøený podprostor H . Proto¾e λ ∈ σ(T ), je
Y 6= H . Podle vìty 1.25 existuje y ∈ Y ⊥, ‖y‖ = 1. Proto¾e pro ka¾dé x ∈ H je Tx−λx ∈ R(T −
λI) = Y , je 0 = (Tx−λx, y) = (x, T y−λy) (vyu¾íváme toho, ¾e (T −λI)∗ = T ∗−λI = T −λI).Tudí¾ Ty − λy = 0 a vidíme, ¾e λ je vlastní hodnota operátoru T . Proto¾e ale λ(y, y) = (Ty, y)a (Ty, y) ∈ R podle vièení 8.28.f, je λ reálné èíslo. Dostáváme se k závìru, ¾e λ = λ je vlastníhodnota T , o¾ je ký¾ený spor (nezapomeòte, ¾e σp(T ) ⊂ σap(T )).8.11. Poznámka. Jak jsme poznamenali v pøedhozím dùkazu, pro ka¾dý hermiteovský operátor T ∈ L(H) jepøíslu¹ná kvadratiká forma (Tx, x) reálná. To je nutné si uvìdomit i v dal¹ím tvrzení. V ní se rovnì¾ dopustímemen¹í nepøesnosti - budeme psát M ⊂ [a, b℄ pro M ⊂ C místo poøádného zápisu M ⊂ [a, b℄×{0}. Podobnì budemeøíkat, ¾e spektrum operátoru T je reálné èi je podmno¾inou R, ani¾ byhom úzkostlivì lpìli na formulai, ¾e σ(T )je podmno¾inou R× {0}.8.12. Spektrum hermiteovského operátoru. Buï T ∈ L(H) hermiteovský operátor. Ozna-èíme-li

mT = inf{(Tx, x) : ‖x‖ = 1} , MT = sup{(Tx, x) : ‖x‖ = 1} ,je σ(T ) ⊂ [mT ,MT ℄, pøièem¾ mT ,MT ∈ σ(T ).Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e T = T ∗. Pøedev¹ím, je-li x ∈ H a λ = α + iβ ∈ σ(T ), lehkýmvýpoètem zjistíme, ¾e
‖Tx− λx‖2 = β2 ‖x‖2 + ‖Tx− αx‖2 .Tudí¾ u¾itím Weylova kriteria dostáváme β = 0.Buï nyní λ < mT . Volme x ∈ H z jednotkové sféry. Potom

‖Tx− λx‖ = ‖Tx− λx‖ ‖x‖ ≥ |(Tx− λx, x)| = (Tx, x) − λ ,a tedy inf{‖Tx− λx‖ : ‖x‖ = 1} ≥ mT − λ > 0. Opìtným u¾itím Weylova kriteria dostáváme,¾e λ /∈ σ(T ).Obdobnou úvahu mù¾eme provést v pøípadì MT , èím¾ je dokázáno, ¾e σ(T ) ⊂ [mT ,MT ℄.



76 B. Spektrální teoriePomoí Rayleighovy vìty 8.9 vidíme, ¾e ‖T ‖ = max(MT ,−mT ). Pøedpokládejme nyní bezújmy na obenosti, ¾e tøeba λ = ‖T ‖ = MT (jinak byhom uva¾ovali operátor −T ) a volme opìt
‖x‖ = 1. Poèítejme

‖Tx− λx‖2 = ‖Tx‖2 − 2λ(Tx, x) + λ2 ≤ ‖T ‖2 .‖x‖2 − 2λ(Tx, x) + ‖T ‖2= 2‖T ‖2 − 2‖T ‖ (Tx, x) = 2‖T ‖(‖T ‖ − (Tx, x)) .Odtud podle pøedpokladù plyne inf{‖Tx − λx‖2 : ‖x‖ = 1} = 0. Proto¾e σap(T ) ⊂ σ(T ),dostáváme λ ∈ σ(T ).Zbývá ukázat, ¾e mT ∈ σ(T ). Jedním ze zpùsobù, jak toho dosáhnout, je uva¾ovat operátor
MT I − T a vyu¾ít pøedhozí úvahu.8.13. Dùsledek. Je-li T ∈ L(H) hermiteovský, je ‖T ‖ = r(T ).Dùkaz. Tvrzení plyne pøímo z pøede¹lé rovnosti ‖T ‖ = max(MT ,−mT ).Jiná mo¾nost (pøímého) dùkazu: Nejdøíve uka¾te, ¾e operátor T 2 je hermiteovský a ‖T 2‖ =
‖T ‖2 , pokud T je sám hermiteovský (viz vièení 8.28.i). Pak staèí u¾ít Beurlingùv vzoreèek 6.23pro spektrální polomìr r(T ) a uvìdomit si, ¾e vybraná posloupnost {‖T 2k‖2−k} je konstantnís limitou ‖T ‖.8.14. Poznámka. Rayleighova vìta 8.9, Weylovo kriterium 8.10 i dùsledek 8.13 platí i pro normální operátory.Náznak dùkazu lze nalézt ve vièeníh 8.28.j a 8.28.m.8.15. Riesz-Shauderova teorie kompaktníh hermiteovskýh operátorù. V páté kapitole jsme probíraliRiesz-Shauderovu teorii kompaktníh operátorù v obenýh Banahovýh prostoreh. Dá se oèekávat, ¾e v pøípadìhermiteovskýh (kompaktníh) operátorù na Hilbertovì prostoru se tato teorie podstatnì zjednodu¹í. To je pravda,v následujííh pár øádíh naznaèíme nìkteré postupy.Pøedpokládáme tedy, ¾e K je kompaktní hermiteovský operátor na Hilbertovì prostoru H.(a) Ka¾dý nenulový prvek spektra K je vlastním èíslem K.Dùkaz. Buï 0 6= λ ∈ σ(K). Podle Weylova kriteria existují xn ∈ H, ‖xn‖ = 1 tak, ¾e λxn − Kxn → 0. U¾itímkompaktnosti K lze pøedpokládat, ¾e Kxn → y. Tudí¾ λxn = (λxn − Kxn) + Kxn → y. Ze spojitosti K (ajednoznaènosti limity) plyne, ¾e Ky = λy. Jeliko¾ ‖y‖ = lim‖λxn‖ = |λ|, je y 6= 0. Vidíme, ¾e λ ∈ σp(K).(b) Libovolné dva vlastní vektory x1, x2 pøíslu¹né k rùzným vlastním èíslùm λ1, λ2 operátoru K jsou na sebekolmé.Dùkaz. Víme ji¾, ¾e λ1, λ2 jsou reálné. Proto¾e λ1(x1, x2) = (Kx1, x2) = (x1, Kx2) = λ2(x1, x2) , dostáváme(x1, x2) = 0.() Vnì libovolného intervalu [−ε, ε℄ le¾í pouze koneènì mnoho vlastníh èísel operátoru K.Dùkaz. Poznamenejme znovu, ¾e v¹ehna vlastní èísla jsou reálná. Existuje-li nekoneèná posloupnost {λn} vlast-níh èísel, |λn| > ε, naleznìme pøíslu¹ná xn s vlastnostmi ‖xn‖ = 1 a Kxn = λnxn. Pou¾itím pøede¹lého dostáváme

‖Kxn −Kxj‖2 = ‖Kxn‖2 + ‖Kxj‖2 = λ2n + λ2j ≥ 2ε2a vidíme, ¾e z posloupnosti {Kxn} nelze vybrat konvergentní.8.16. Úvod ke spektrální vìtì | troha algebry. Cheme-li dobøe porozumìt spektrální teorii v nekoneènédimenzi, je zapotøebí mít jasno, jaká je situae v prostoreh koneèné dimenze. Proto v tomto odstavi v krátkostizopakujeme základní pojmy a vztahy této teorie.Zaènìme zkraje nejprve teorií mati. Jordanova vìta øíká, ¾e libovolná komplexní ètverová n× n matie Aje podobná matii tvoøené Jordanovými buòkami: Existuje invertibilní matie X a matie J tvaruJ = 0
BB@

J1 0 . . . 00 J2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .0 0 . . . Jp

1
CCA , kde Jk = 0

BBBB@

λk 1 0 . . . 00 λk 1 . . . 00 0 λk . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0 0 0 . . . λk

1
CCCCAtak, ¾e J = XAX−1. Komplexní èísla λ1, λ2, . . . , λp jsou vlastní èísla matie A. Snad také pøipomeòme, ¾e vlastníèíslo (nìkdo té¾ øíká vlastní hodnota, harakteristiké èíslo èi latentní koøen) je takové λ, pro nì¾ existuje netriviálníøe¹ení rovnie Ax = λx, a ¾e je získáme jako øe¹ení harakteristiké rovnie det(A − λI) = 0 (zde, samozøejmì, Ije jednotková matie). Ka¾dé øe¹ení rovnie Ax = λx nazveme vlastním vektorem matie A (pøíslu¹ným vlastnímuèíslu λ). Mno¾ina v¹eh vlastníh vektorù tedy tvoøí jádro A− λI.



8. Spektrální teorie v Hilbertovýh prostoreh 77Má-li harakteristiká rovnie za øe¹ení n rùznýh vlastníh èísel, má J dokone diagonální tvar. Mù¾eme se tedyptát dále: Které matie jsou podobné diagonálním matiím, jinak øeèeno, které matie jsou diagonalizovatelné?(Znovu pøipomeòme, ¾e dvì matie A,B jsou podobné èi ekvivalentní, existuje-li invertibilní matie X tak, ¾eB = XAX−1 .) Je známo, ¾e n × n matie A, a» ji¾ reálná nebo komplexní, je (komplexnì) diagonalizovatelná,právì kdy¾ A má n lineárnì nezávislýh vlastníh vektorù. Za matii X pak mù¾eme vzít matii, její¾ sloupetvoøí právì ony lineárnì nezávislé vlastní vektory A.Snad jen na okraj. Je-li A reálná n×n matie, je reálnì diagonalizovatelná, tedy je podobná reálné diagonálnímatii, právì kdy¾ A má n vlastníh vektorù v reálném oboru.A proto¾e existene øe¹ení harakteristiké rovnie je silnì závislé na tom, uva¾ujeme-li matie s reálnými èikomplexními èísly, je tøeba v¾dy peèlivì rozli¹ovat, který pøípad máme na mysli.Pokroème nyní dál a ptejme se, kdy matie A je ortogonálnì èi unitárnì diagonalizovatelná ( podle toho,uva¾ujeme-li reálný èi komplexní pøípad). Pøitom reálná (resp. komplexní) matie A se zove ortogonální, (resp.unitární), jestli¾e A−1 = At, (resp. A−1 = A∗), kde At znaèí transponovanou matii k A a A∗ = At pakhermiteovsky transponovanou matii k A. Samozøejmì, matie A je ortogonální èi unitární, jestli¾e její øádkové(èi sloupové) vektory tvoøí ortonormální soustavu.Matii A nazveme ortogonálnì (èi unitárnì) diagonalizovatelnou, existuje-li ortogonální (èi unitární) matieP tak, ¾e matie D := P−1AP je diagonální matie. Není pak tì¾ké ukázat, ¾e reálná matie A je ortogonálnìdiagonalizovatelná, právì kdy¾ A je symetriká a komplexní matie je unitárnì diagonalizovatelná, právì kdy¾ jenormální . Pøitom A je symetriká, je-li A = At, a normální, kdy¾ AA∗ = A∗A. Po¾adujeme-li, aby výsledkemdiagonalizae byla reálná diagonální matie, pak A je unitárnì diagonalizovatelná, právì kdy¾ A je hermiteovská(A = A∗).Na diagonále matie D jsou pak právì vlastní èísla matie A.Pøejdìme nyní k lineárním operátorùm na koneènì dimenzionálním vektorovém prostoru W (který budemeuva¾ovat nad reálnými èi komplexními èísly). Je-li T ∈ L(W ) a jsou-li matie A(T ) a B(T ) matie operátoru T vedvou bázíh prostoru W , jsou matie A(T ) a B(T ) podobné a tedy matie A(T ) je diagonalizovatelná, právì kdy¾B(T ) je diagonalizovatelná. Mù¾eme tedy øíi, ¾e operátor T je diagonalizovatelný, je-li jeho matiové vyjádøenív kterékoliv bázi diagonalizovatelné.Pojmy vlastního èísla a vlastního vektoru lineárního operátoru de�nujeme zøejmým zpùsobem. Není tì¾ké sirozmyslet, ¾e vlastní èísla operátoru T jsou stejná jako vlastní èísla libovolné matie A(T ) reprezentujíí operátor
T (podobné matie mají stejná vlastní èísla). Dùle¾itá harakteristika øíká, ¾e T je diagonalizovatelný, existuje-libáze W sestávajíí z vlastníh vektorù operátoru T .Platí následujíí vìta, její¾ dùkaz není nikterak tì¾ký.Vìta. Buï T diagonalizovatelný lineární operátor na W a buïte λ1, λ2, . . . , λk v¹ehna rùzná vlastní èísla T .Potom existují projeke P1, P2, . . . , Pk na W tak, ¾e(a) T = kP

j=1λjPj ,(b) I = kP
j=1Pj ,() PiPj = 0 pro i 6= j ,kde I je identiké zobrazení na W , PQ znaèí slo¾ení zobrazení P a Q a 0 je zobrazení elého prostoru W na jehonulový prvek.Oznaèíme-li Nj := ker(T − λjI) = {w ∈ W : Tw = λjw}, je Pj projeke prostoru W na Nj a naví

W = N1 ⊕ N2 ⊕ · · · ⊕ Nk (algebraiký souèet). Pozor | podmínka () vyjadøuje, ¾e operátory Pj a Pi jsounavzájem ortogonální, to ni ov¹em neøíká o tom, jsou-li samy operátory Pj èi Pi ortogonální.Obráenì, není tì¾ké si rozmyslet, ¾e ka¾dý operátor T tvaru (a), kde λj jsou rùzná èísla a Pj (nenulové)projeke splòujíí (b) a (), je diagonalizovatelný. V tom pøípadì jsou λj vlastní èísla T a Pj jsou projeke W naker(T − λjI).Víe lze øíi, máme-li na na¹em vektorovém prostoru de�nován naví skalární souèin. V tom pøípadì lze mluvito pojmu kolmosti a mù¾eme se ptát, zda projeke Pj v uvedené vìtì mají je¹tì nìkteré dal¹í vlastnosti. A proto¾eka¾dý koneènì dimenzionální vektorový prostor se skalárním souèinem je úplný, pøedpokládejme rovnou v dal-¹ím, ¾e H je Hilbertùv (komplexní) prostor koneèné dimenze a T lineární operátor na H. Existují-li opìt èísla
λ1, λ2, . . . , λk a ortogonální projeke P1, P2, . . . , Pk tak, ¾e platí (a), (b) i (), je operátor T unitárnì diagonali-zovatelný (existuje unitární operátor U tak, ¾e U∗TU je diagonální) a λj jsou jeho vlastní èísla. Naví v tomtopøípadì je operátor T normální.Platí v¹ak i obráená (hlub¹í) vìta, kterou nyní uveïme.Vìta. Buï T operátor na koneènì-dimenzionálním Hilbertovì prostoru H. Potom T je diagonalizovatelný, právìkdy¾ existují rùzná èísla λ1, . . . , λk a projeke P1, . . . , Pk tak, ¾e T = kP

j=1λjPj, I = kP
j=1Pj a PiPj = 0 pro rùzná

i, j. Naví, T je normální operátor, právì kdy¾ v¹ehny projeke Pj jsou ortogonální. V posledním pøípadì je
T dokone unitárnì diagonalizovatelný, existuje ortonormální báze H tvoøená vlastními vektory operátoru T apodprostory ker(T − λjI) jsou navzájem kolmé.



78 B. Spektrální teorieNa závìr je¹tì pøipomeòme (doufejme známou) souvislost pøevedení matie na diagonální tvar s vìtou o hlavníhosáh: Libovolná reálná symetriká kvadratiká forma (Ax, x) = P
ai,jxixj mù¾e mít po vhodné ortogonálnítransformai tvar P

λix2i . (Samozøejmì zobenìní na normální kvadratiké formy je nasnadì.)Ne¾ pøejdeme k hlavní vìtì této kapitoly, uveïme dùle¾itý pøíklad.8.17. Pøíklad. Neh» {en} je ortonormální báze Hilbertova prostoru H, {αn} posloupnost kom-plexníh èísel, M := sup{|αn|} < +∞. Polo¾íme-li
Tx =∑

n
αn(x, en)en ,je T omezený lineární operátor na H a ‖T ‖ = M . Operátor T je normální, T je hermiteovský,právì kdy¾ v¹ehna αn jsou reálná a je kompaktní, právì kdy¾ αn → 0.Bodové spektrum T splývá s mno¾inou {α1, α2, . . . }, eventuálnì roz¹íøenou o {0}.Návod . Dokázat, ¾e T ∈ L(H) a ‖T ‖ = M byhom mohli ponehat jako u¾iteèné vièení. Niménì

‖Tx‖2 = ∥∥∥∑
n

αn(x, en)en∥∥∥2 =∑
n

|αn(x, en)|2 ≤M2∑ |(x, en)|2 ≤M2‖x‖2 .Na druhé stranì je ‖T ‖ ≥ ‖Ten‖ = |αn| pro ka¾dé n. Tudí¾ ‖T ‖ = M .Proto¾e T ∗x = ∑
n αn(x, en)en (ze spojitosti skalárního souèinu a vyjádøení prvku x), je

TT ∗x = ∑
n αnαn(x, en)en = T ∗Tx. Potom tedy T = T ∗, právì kdy¾ Tx = T ∗x pro ka¾dé

x ∈ H a z jednoznaènosti vyjádøení je to, právì kdy¾ αn = αn pro ka¾dé n.Neh» αn → 0. Oznaèíme-li Tn := n∑
j=1αj(x, ej)ej , jsou Tn koneènì dimenzionální operátory a

Tn → T , nebo» ‖Tn − T ‖ = sup {|αn+j | : j ∈ N} → 0. Naopak, neh» T je kompaktní. Proto¾e
en

w→ 0, musí být Ten → 0 (vzpomínáte je¹tì?). Tudí¾ ‖αnen‖ → 0, odkud αn → 0.Je-li Tx = λx, zjistíme lehko, ¾e buïto λ = αn pro nìjaké n anebo Tx = 0. Samozøejmì ka¾dé
αn je vlastním èíslem T . ♣8.18. Oznaèení. Buï T ∈ L(H) kompaktní hermiteovský operátor. Je-li λ ∈ σp(T ) vlastní èíslo
T , oznaème N (λ) = {h ∈ H : Th − λh = 0} prostor vlastníh vektorù pøíslu¹nýh k λ. Vìta5.15 øíká, ¾e N (λ) je uzavøený koneènì dimenzionální podprostor H pro ka¾dé λ 6= 0. Existujetedy pro ka¾dé 0 6= λ ∈ σp(T ) ortonormální báze {uλ1 , uλ2 , . . . , uλn(λ)} prostoru N (λ). Symbolem
M oznaème uzavøený lineární obal mno¾iny U := {uλi : λ ∈ σp(T ) \ {0}, 1 ≤ i ≤ n(λ)}. Podle8.15.b jsou libovolné dva vektory uλi a uνj na sebe kolmé, pokud λ a ν jsou rùzné. Tedy U jeortonormální bazí M podle vìty 1.34.8.19. Hilbert-Shmidtova spektrální vìta. Buï T kompaktní hermiteovský operátor naHilbertovì prostoru H. Potom

H = M ⊕ kerT ,kde M je uzavøený lineární podprostor H generovaný v¹emi vlastními vektory operátoru T pøí-slu¹nými nenulovým vlastním èíslùm.Dùkaz. Postupujme v nìkolika kroíh. Pøedev¹ím, mno¾ina U vlastníh vektorù z 8.18 je spo-èetná (viz tøeba 8.15.), uspoøádejme ji tedy do posloupnosti {u1, u2, u3, . . . }. Ka¾dé un je vlast-ním vektorem pøíslu¹ným nìkterému nenulovému vlastnímu èíslu λ, jejih posloupnost oznaème
{λ1, λ2, λ3, . . . } (nìkterá λ v této posloupnosti se tedy mohou i opakovat). Je-li x ∈ M, lze psát
x = ∑

γnun (viz vìtu 1.34.v). Odtud plyne, ¾e Tx = ∑
γnλnun ∈ M. Ukázali jsme, ¾e M je

T -invariantní : TM ⊂ M.Uká¾eme, ¾e M dokone redukuje T : TM⊥ ⊂ M⊥. Ale i to je témìø zøejmé. Je-li h ∈ M⊥ a
x ∈ M, je (Th, x) = (h, Tx) = 0 (nebo» Tx ∈ M).Je¾to M⊥ je uzavøený podprostor H , invariantní pro T , lehe zjistíme, ¾e K := T ↾ M⊥ jeopìt hermiteovský a kompaktní operátor na M⊥ (srovnej s 2.55.r). Uká¾eme, ¾e σ(K) = {0}.Kdyby toti¾ λ 6= 0 bylo vlastní èíslo K, existovalo by y ∈ M⊥, y 6= 0 tak, ¾e Ky = λy. Potom byale λ bylo i (nenulové) vlastní èíslo T a muselo by být y ∈ M. V prùniku M ∩ M⊥ v¹ak nemù¾e



8. Spektrální teorie v Hilbertovýh prostoreh 79le¾et nenulový prvek. Dokázali jsme tedy, ¾e r(K) = 0. Podle dùsledku 8.13 je ‖K‖ = 0, tudí¾
K = 0 a TM⊥ = {0}. Jinými slovy, M⊥ ⊂ kerT .Abyhom tedy dokonèili dùkaz, staèí si uvìdomit ¾e H = M ⊕ M⊥ a M ∩ kerT = {0}. Aleposlední je snadné. Je-li toti¾ z ∈ M ∩ kerT , je opìt z = ∑

βnun a Tz = ∑
βnλnun = 0.Parsevalova rovnost z vìty 1.34 dá βnλn = 0 pro ka¾dé n, a proto¾e λn 6= 0, máme koneènì

βn = 0.Znìní uvedené spektrální vìty není právì nejobvyklej¹í, existují její rùzné varianty. Podejmenìkteré z nih.8.20. Dùsledek. Bud T kompaktní hermiteovský operátor na H. Potom existuje posloupnost
{λn} reálnýh èísel a ortonormální soustava {un} (pøesnìji, ortonormální báze (kerT )⊥ ) tak, ¾e

Th = ∑

n

λn(h, un)un pro ka¾dé h ∈ H .Dùkaz. Buïte {λn} a {un} jako vý¹e. Proto¾e {un} tvoøí bázi M a H = M⊕ kerT , lze libovolné
h ∈ H psát jednoznaènì jako h =∑n(h, un)un + z, kde Tz = 0. Odtud ji¾ plyne tvrzení.8.21. Dùsledek. Buï opìt T kompaktní hermiteovský operátor na H. Existuje ortonormálníbáze H tvoøená vlastními vektory T .Dùkaz. Staèí vzít nìjakou ortonormální bázi kerT a pøidat k ní vlastní vektory un sestrojené pøidùkazu Hilbert-Shmidtovy vìty (ty tvoøí ortonormální bázi M).8.22. Dùsledek. Buï T ∈ L(H) kompaktní hermiteovský operátor. Jsou-li {λ1, λ2, λ3, . . . }v¹ehna rùzná nenulová vlastní èísla T a Pn ortogonální projeke H na ker(T−λnI), je PnPk = 0pro k 6= n a

T =∑
n

λnPn ,kde uvedená øada (mù¾e být i koneèná) konverguje v normì prostoru L(H).Dùkaz. Podaøí-li se dokázat odhad
∥∥∥∥T −

n∑

j=1 λjPj∥∥∥∥ = ∥∥∥∥
∞∑

j=n+1 λjPj∥∥∥∥ ≤ max{|λj | : j ≥ n+ 1} ,je vyhráno, nebo» |λn| → 0. Ale to není tì¾ké, nebo» víme, ¾e norma kompaktního hermiteovskéhooperátoru je rovna absolutní hodnotì nejvìt¹ího vlastního èísla.8.23. Poznámky. (a) Proto¾e podprostory M a kerT jsou uzavøené, lze v Hilbert-Shmidtovì vìtì 8.19 psát
H = M⊕t kerT . Víme také, ¾e kerT = M⊥.(b) Hilbert-Shmidtova vìta a její dùsledky platí také pro kompaktní normální operátory. Je v¹ak tøeba dátponìkud pozor pøi formulaíh, nebo» vlastní èísla ji¾ nemusejí být reálná. Jak postupovat pøi dùkazu? Jednaz mo¾ností je uzpùsobit dùkaz vìty 8.19 a vyu¾ívat pouze normality T (vlastnì by nám staèilo ukázat, ¾e T ∗x ∈ M,pokud x ∈ M). Anebo ve shodì se vièením 8.28.g rozlo¾it T = A+ iB, kde A,B jsou ji¾ komutujíí kompaktníhermiteovské operátory a sna¾it se aplikovat vìtu 8.14 zvlá¹tì na A i B. To není tak úplnì jednoduhé, potøebovalibyhom hledat vlastní vektory "spoleèné\ souèasnì pro A a B. Ty získáme následujíím trikem. Neh» λ je vlastníèíslo A, Nλ = {h ∈ H : Ah = λh}. Proto¾e A a B komutují (zde vyu¾íváme normality T ), je Nλ B-invariantnípodprostor H (pro v ∈ Nλ máme A(Bv) = B(Av) = λBv, tedy BNλ ⊂ Nλ). Proto¾e B ↾ Nλ je kompaktní ahermiteovský (vièení 2.55.r), existuje podle pøedhozího ortonormální báze Nλ tvoøená vlastními vektory B (aproto¾e se pohybujeme v Nλ, jsou to souèasnì i vlastní vektory A). Nyní staèí uva¾ovat sjednoení v¹eh tìhtovektorù a uvìdomit si, ¾e vlastní vektory pøíslu¹né rùzným vlastním èíslùm operátoru A jsou na sebe kolmé a ¾edostaneme bázi H.() Zatím jsme se zabývali diagonalizaí kompaktníh, a» ji¾ hermiteovskýh èi normálníh, operátorù. Dùle¾itoutøídu tvoøí také unitární operátory. To jsou operátory splòujíí TT ∗ = T ∗T = I. Ka¾dý unitární operátor jenormální, niménì ¾ádný unitární operátor na nekoneènì dimenzionálním prostoru nemù¾e být kompaktní (potomby samozøejmì identita byla kompaktním operátorem). To je také jeden z dùvodù, proè v dal¹í kapitole odstranímepøedpoklad kompaktnosti uva¾ovanýh operátorù a vyslovíme obenìj¹í spektrální vìty. Bude v¹ak velie u¾iteènéje porovnat s právì dokázanými vìtami.



80 B. Spektrální teorie(d) Neh» {Pn} je koleke na sebe navzájem kolmýh projekí na Hilbertovì prostoru H (to znamená, ¾e PnPk =
PkPn = 0 pro pro n 6= k, anebo té¾, ¾e R(Pn) ⊥ R(Pk) pro tato n, k). Potom P

n Pnx konverguje pro ka¾dé
x ∈ H k projeki P prostoru H na uzavøený lineární obal lin{R(Pn)}. Velie èasto bývá zvykem psát P = P

n Pn, ikdy¾ je to znaènì nebezpeèné. Uvedená øada projekí nemù¾e toti¾ konvergovat v normì prostoru L(H) (s triviálnívýjimkou koneèného souètu), nebo» ‚‚‚P−
nP
j=1Pj‚‚‚ = 1 pro ka¾dé n. Musíme si uvìdomit, ¾e uvedená øada konvergujepouze bodovì v H.Øíká se, ¾e mno¾ina navzájem kolmýh projekí {Pn} je rozkladem jednotky, jestli¾e uzavøeným lineárnímobalem {R(Pn) : n} je elý prostor H. Jinými slovy, jestli¾e x = P

n Pnx pro ka¾dé x ∈ H. Co¾ se lekdy zapisujesymboliky I = P
n Pn.Vrátíme-li se tedy k na¹emu pøípadu a oznaèíme-li Pn projeki H na ker(T − λnI) a P0 projeki na kerT ,lze ukázat, ¾e v tomto smyslu I = P

n≥0 Pn. Tvoøí tedy {Pn} rozklad jednotky. V této souvislosti dodejme, ¾eo rovnosti T = P
n λnPn mluvíme jako o spektrálním rozkladu operátoru T . Musíme si uvìdomit, ¾e v tomtopøípadì se jedná skuteènì o konvergeni v L(H). Tyto vztahy nás povedou za hvíli v 8.27 k funkènímu kalkulukompaktníh hermiteovskýh (èi obenìji normálníh) operátorù.8.24. Diagonalizovatelné operátory. Øekneme, ¾e operátor T je diagonalizovatelný , existuje-li ortonormální báze H tvoøená vlastními vektory T . Rozmyslete si, ¾e v pøípadì separabilníhoHilbertova prostoru H je operátor T diagonalizovatelný, právì kdy¾ existuje ortonormální báze

{en} a posloupnost èísel {λn} tak, ¾e Ten = λnen pro ka¾dé n. Podle dùsledku 8.21 je ka¾dýkompaktní hermiteovský operátor diagonalizovatelný. Obenìji podle poznámky 8.23.b je diago-nalizovatelný i ka¾dý kompaktní normální operátor.8.25. Øe¹ení rovnie Tx − λx = y. Pøedpokládejme, ¾e T ∈ L(H) je hermiteovský kompaktníoperátor a λ 6= 0 není vlastní èíslo T . Potom operátor T − λI má inverzi, jeho oborem hodnotje elý prostor H a rovnie Tx − λx = y má tedy øe¹ení pro ka¾dé y ∈ H . A proto¾e operátor
T − λI je naví prostý, je toto øe¹ení jediné. Formálnì mù¾eme psát

x = (T − λI)−1y = Rλ(T )y ,kde Rλ(T ) je rezolventní funke operátoru T . Pou¾ijeme-li nyní Hilbert-Shmidtovu vìtu ve tvarudùsledku 8.20, lze psát
y = ∑

n

λn(x, un)un − λx ,kde λn jsou v¹ehna nenulová vlastní èísla T . Pronásobíme-li uvedenou rovnost skalárnì vektory
uk, dostaneme, ¾e (y, uk) = λk(x, uk) − λ(x, uk), odkud opìtovným dosazením

x = 1
λ

∑

n

λn
λn − λ

(y, un)un − 1
λ
y .8.26. Poznámky. (a) Oznaèíme-li Pn projeki H na ker(T − λnI) (polo¾me naví λ0 = 0), dostáváme vyu¾itímrovnosti x = P

n≥0 Pnx rovnost
x = X

n≥0 1
λn − λ

Pny .8.27. Funkèní kalkulus pro normální kompaktní operátory. V tomto, spí¹e ilustrativním, odstavi pøed-pokládejme, ¾e T je kompaktní hermiteovský (obenìji, normální) operátor na H. Oznaème symbolem F mno¾inu
l∞(σ(T )) v¹eh omezenýh komplexníh funkí de�novanýh na spektru σ(T ) (vzhledem k tomu, ¾e σ(T ) je pouzespoèetná, lze hápat F jako mno¾inu posloupností). Hilbert-Shmidtova vìta a její dùsledky nás vedou k následujííde�nii.Je-li T = P

n λnPn, kde λn jsou vlastní èísla T , λ0 = 0, Pn projeke H na ker(T − λnI) a f ∈ F, polo¾me
f(T ) = X

n≥0 f(λn)Pn ,kde konvergeni hápeme ve smyslu bodové konvergene na H.Dùkazy následujííh tvrzení nebudeme provádìt. Jednak jsou velmi snadné a lze si je dokazovat jako vhodnávièení, jednak èasem vyslovíme obenìj¹í vìty.Uka¾te, ¾e(a) f(T ) je diagonalizovatelný operátor a ‖f(T )‖ = sup{|f(λ)| : λ ∈ σp(T )},(b) f(T )∗ = f (T ), kde f znaèí komplexnì sdru¾enou funki k f ,



8. Spektrální teorie v Hilbertovýh prostoreh 81() je-li f0(λ) = 1, je f0(T ) = I; pro f1(λ) = λ , je f1(T ) = T ,(d) zobrazení f 7→ f(T ) : F→ L(H) je lineární a multiplikativní,(e) komutuje-li operátor L ∈ L(H) s T , komutuje i s f(T ).Udejte podmínky na funki f , za jakýh je operátor f(T ) kompaktní, hermiteovský èi normální. Nìkteré aplikaetohoto "funkèního kalkulu\ lze nalézt ve vièení 8.28.t.8.28. Elementární vièení. Ve v¹eh vièeníh bude H znaèit Hilbertùv prostor.(a) Buïte A,B ∈ L(H), α ∈ C. Potom (A+ B)∗ = A∗ + B∗, (αA)∗ = αA∗, (AB)∗ = B∗A∗. Je-li A invertibilní,je i A∗ invertibilní a (A∗)−1 = (A−1)∗.(b) Buï T ∈ L(H). Uka¾te, ¾e operátory T ∗T a TT ∗ jsou v¾dy hermiteovské.() Je-li T ∈ L(H) hermiteovský operátor a (Tx, x) = 0 pro ka¾dé x ∈ H, je T = 0.Návod . Pou¾ijte Rayleighovu vìtu 8.9. ♣(d) Uka¾te, ¾e pøedpoklad T = T ∗ nelze v () vynehat.Návod . Pou¾ijte pøíklad matie A z následujíího vièení 8.28.f. ♣(e) Je-li T operátor na komplexním Hilbertovì prostoru H a pøíslu¹ná kvadratiká forma (Tx, x) je nulová, je
T = 0.Návod . Volte x, y ∈ H a rozepi¹te vztahy (T (x+ y), x+ y) = 0 = (T (x+ iy), x+ iy). Dostanete, ¾e (Tx, y) = 0. ♣(f) Je-li T ∈ L(H) hermiteovský, je pøíslu¹ná kvadratiká forma (Tx, x) reálná, nebo» (Tx, x) = (x, Tx) = (Tx, x).Je-li A = “ 0 1

−1 0 ”
, je pøíslu¹ná forma (Ax, x) reálná pro ka¾dé x ∈ R2, aèkoliv A 6= A∗. (Poznamenejme, ¾e nareálném prostoru je ka¾dá kvadratiká forma reálná.)Je-li v¹ak T ∈ L(H) na komplexním Hilbertovì prostoru H a (Tx, x) ∈ R pro ka¾dé x ∈ H, potom T jehermiteovský.Návod . Vyu¾ijte vièení 8.28.e a vztah (x, T ∗x) = (Tx, x) = (Tx, x) = (x, Tx) . ♣(g) Buï T operátor na komplexním Hilbertovì prostoru H.(g1) Existují jednoznaènì urèené hermiteovské operátory A,B ∈ L(H) tak, ¾e T = A+ iB.Návod . Pro existeni polo¾te A = 12 (T + T ∗) a B = 12i (T − T ∗). ♣(g2) Operátor T ∈ L(H) je normální, právì kdy¾ AB = BA.(g3) Je-li T kompaktní, jsou i A,B kompaktní. A také obráenì.(h) Pro ka¾dý operátor T ∈ L(H) platí ‖T‖2 = ‖T ∗T‖.Návod . Sledujte

‖T‖2 = sup{(Tx, Tx) : ‖x‖ ≤ 1} = sup{(T ∗Tx, x) : ‖x‖ ≤ 1} ≤ ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2 .
♣(i) Je-li T ∈ L(H) hermiteovský, je ‖T 2‖ = ‖T‖2 (a, samozøejmì, ‖Tn‖ = ‖T‖n pro n = 2k, k ∈ N).(j) Je-li T ∈ L(H) normální, je opìt ‖T 2‖ = ‖T‖2. Odtud plyne pou¾itím Beurlingova vzoreèku, ¾e r(T ) = ‖T‖.Návod . Pou¾ijte 8.28.h a 8.28.b. ♣(k) Uka¾te, ¾e operátor T ∈ L(H) je normální, právì kdy¾ ‖Th‖ = ‖T ∗h‖ pro ka¾dé h ∈ H.Návod . Pou¾ijte vièení 8.28.b a 8.28., podle kterýh T je normální, právì kdy¾ `(T ∗T − TT ∗)h, h´ = 0 prov¹ehna h ∈ H. ♣(l) Je-li T ∈ L(H), je kerT = R(T ∗)⊥ (porovnejte s vìtou 5.19).Návod . Na tomto vièení není ni tì¾kého. Vlastnì jsme se s ním ji¾ setkali v 5.32.q. ♣



82 B. Spektrální teorie(m) Buï T ∈ L(H) normální operátor.(m1) I pro normální operátory platí Weylovo kriterium: σap(T ) = σ(T ).Návod . Jestli¾e λ /∈ σap(T ), je podle vìty 8.2 operátor T −λI prostý a má uzavøený obor hodnot. Pou¾itím vièení8.28.k dostáváme, ¾e i operátor T ∗ − λI je prostý a podle vièení 8.28.l
R(T − λI) = R(T − λI) = R(T − λI)⊥⊥ = ker(T ∗ − λI)⊥ = {0}⊥ = H ,o¾ nám v¹e øíká, ¾e λ /∈ σ(T ). ♣(m2) Uka¾te, ¾e platí také tvrzení Rayleighovy vìty 8.9: ‖T‖ = sup˘

|(Tx, x)| : ‖x‖ = 1¯ (= r(T )).Návod . Oznaème W (T ) := ˘
|(Tx, x)| : ‖x‖ = 1¯ a w(T ) := sup˘

|λ| : λ ∈ W (T )¯. Zøejmì w(T ) ≤ ‖T‖. Je-li
|λ| > w(T ), je ‚‚(λI − T )x‚‚ ‖x‖ ≥

˛̨`(λI − T )x, x´˛̨
≥

`
|λ| − w(T )´

‖x‖2pro ka¾dé x ∈ H. Odtud plyne, ¾e λ /∈ σap(T ) = σ(T ), tedy i nerovnost r(T ) ≤ w(T ). K dokonèení nyní staèípou¾ít závìr v 8.28.j. ♣(m3) Poznámka. Buï T operátor na Hilbertovì prostoru H. Mno¾inì W (T ) se obvykle øíká numeriký obor hodnotoperátoru T a w(T ) pak numeriký polomìr T . Podle Toeplitz-Hausdor�ovy vìty je mno¾ina W (T ) v¾dy konvexní.Proto¾e v¾dy 12‖T‖ ≤ w(T ) ≤ ‖T‖, je funke w : T 7→ w(T ) ekvivalentní norma na L(H). My jsme právì ukázali,¾e v pøípadì normálního operátoru T je pøímo w(T ) = ‖T‖. Proto¾e v¾dy σ(T ) ⊂ W (T ), je i o σ(T ) ⊂ W (T )(pøipomeòme, ¾e v Rn konvexní a uzavøený konvexní obal kompaktní mno¾iny splývají, viz tøeba *13.6.a). Jakozajímavost uveïme, ¾e A. Witner se v [1929℄ domníval, ¾e pro normální operátor T je o σ(T ) = W (T ), právìkdy¾ w(T ) = ‖T‖. Jak poznamenává P. Halmos v [*1982℄, nemusí tomu tak být.(n) Buï {Tγ} tøída navzájem komutujííh normálníh kompaktníh operátorù. Potom existuje ortonormálníbáze H , v ní¾ ka¾dý prvek je vlastní vektor ka¾dého operátoru Tγ .Návod . Porovnejte s poznámkou 8.23.b a vyu¾ijte Zornovo lemma. . ♣(o) Neh» H,K jsou Hilbertovy prostory, h ∈ H, k ∈ K a T : x 7→ (x, h) k pro x ∈ H. Naleznìte T ∗.(p) Neh» X, Y jsou Banahovy prostory, ϕ ∈ X∗, y ∈ Y a L : x 7→ ϕ(x) y. Naleznìte (banahovsky) adjungovanýoperátor L′ k L.(q) Neh» h ∈ L1(R). Pro f ∈ L2(R) polo¾te Tf := h ∗ f (konvolue h a f). Uka¾te, ¾e Tf ∈ L2(R) a
‖Tf‖2 ≤ ‖h‖1 ‖f‖2. Uka¾te, ¾e T ∈ L(L2(R)) a ¾e T je normální. Naleznìte T ∗ a zjistìte, kdy T je hermiteovský.Je-li h spojitá na R èi v L2(R), je operátor T kompaktní.Návod . Vlastnosti konvolue mù¾ete konzultovat v [LM℄, 26.18{26.20. Jinak si vzpomeòte na Fredholmovy inte-grální operátory. ♣(r) Neh» K je kompaktní operátor na nekoneènì dimenzionálním Hilbertovì prostoru H. Uka¾te, ¾e 0 ∈ σap(K).Návod . Je-li {en} nekoneèná ortonormální soustava v H, víme, ¾e en w→ 0. Podle 4.11 je Ken → 0, o¾ neøíká nijiného ne¾ ¾e 0 ∈ σap(K). ♣(s) Uka¾te, ¾e ∂σ(T ) ⊂ σap(T ) pro libovolný operátor T ∈ L(X).Návod . Volte λ ∈ ∂σ(T ). Existuje posloupnost {λn} ⊂ ̺(T ) tak, ¾e λn → λ. Zpoèátku doka¾te, ¾e ‚‚(λnI −
T )−1‚‚ → ∞. Kdyby tomu tak nebylo, existovalo by M > 0 tak, ¾e (po eventuálním vybrání vhodné podposloup-nosti) ‚‚(λnI − T )−1‚‚ ≤M pro v¹ehna n. Naleznìte k tak, aby |λk − λ| < 1

M
. Potom ‚‚(λI − T ) − (λkI − T )‚‚ ≤‚‚(λkI − T )−1‚‚−1, odkud plyne, ¾e λ ∈ ̺(T ) (mù¾ete porovnat s 6.25.b).Budte nyní ‖xn‖ = 1 voleny tak, aby αn := ‚‚(λnI − T )−1xn‚‚ >

‚‚(λnI − T )−1‚‚ − 1
n

. Potom αn → ∞ a proprvky yn := 1
αn

(λnI − T )−1xn platí, ¾e ‖yn‖ = 1 a ‚‚(λI − T )yn‚‚ → 0. ♣(t) Uveïme krátké vièení na funkèní kalkulus pro normální kompaktní operátory, který byl popsán v 8.27. Nejdøívesi v¹ak øeknìme, ¾e operátor T ∈ L(H) se zove pozitivní, jestli¾e (Tx, x) ≥ 0 pro v¹ehna x ∈ H.(t1) Uka¾te, ¾e kompaktní normální operátor je pozitivní, právì kdy¾ v¹ehna jeho vlastní èísla jsou nezáporná.(t2) Je-li T kompaktní hermiteovský operátor na H, existují jednoznaènì urèené pozitivní kompaktní operátory
T+ a T− tak, ¾e T = T+ − T− a T+T− = T−T+ = 0.Návod . Polo¾te T+ = f(T ), kde f(λ) = λ+. ♣



9. Funkèní kalkulus 83(t3) Je-li T pozitivní kompaktní operátor, existuje jednoznaènì urèený pozitivní kompaktní operátor A tak, ¾e
A2 = T .Návod . Polo¾te A = f(T ), kde f(λ) = √

λ. ♣9. Funkèní kalkulusV pøedhozíh kapitoláh jsme se ji¾ setkali s funkèním kalkulem pro polynomy èi pro kom-paktní hermiteovské nebo normální operátory. Oè jde? Je-li f (komplexní) funke (komplexnípromìnné) a T operátor, øeknìme na Hilbertovì prostoru, je otázka, jak de�novat f(T ). Chtìlibyhom tøeba de�novat eT , sinT , √T a dal¹í funke od operátorù. Zdá se, ¾e èím obenìj¹í budefunke f , tøeba i nespojitá, tím speiálnìj¹í bude muset být operátor T , abyhom mohli rozum-ným zpùsobem de�novat f(T ). A naopak, f(T ) budeme shopni de�novat, bude-li funke f onejspeiálnìj¹í, kupøíkladu polynom, by» T by byl hodnì obený operátor.Ne¾ pøejdeme k vlastní teorii, zaveïme nìkolik dal¹íh pojmù.9.1. Involue. Buï A algebra nad tìlesem F. Involuí na A rozumíme zobrazení ∗ : A → Amajíí následujíí vlastnosti (místo ∗(a) pí¹eme a∗):(a) (a∗)∗ = a ,(b) (ab)∗ = b∗a∗ ,() (a+ b)∗ = a∗ + b∗, (λa)∗ = λa∗pro v¹ehna a, b ∈ A a λ ∈ F.Uveïme pøíklady involuí. Klasikými pøíklady jsou involue tvoøení komplexnì sdru¾enýhèísel α 7→ α : C → C èi hermiteovsky adjungovaného zobrazení T 7→ T ∗ : L(H) → L(H).V Banahovì algebøe C(K) (v¹ehna oznaèení jsou z 6.5) je involuí zobrazení f 7→ f , zatímozobrazení f(x) 7→ f(−x) je involuí v Banahovì algebøe L1(Rn) opatøené konvoluí. Poslednípøíklad vede k netriviálnímu zobenìní, viz tøeba [LM℄, 19.23. Mezi pøíklady involue patøí takéidentiké zobrazení, uva¾ujeme-li komutativní algebry nad reálnými èísly.9.2. Homomor�zmy. Ka¾dé zobrazení, které zahovává v¹ehny operae mezi algebrami, na-zveme homomor�zmem. Tedy zobrazení Φ : A1 → A2 je homomor�zmus, jestli¾e
Φ(a+ b) = Φa+ Φb , Φ(λa) = λΦa , Φ(ab) = ΦaΦb .Jsou-li naví algebry A1 a A2 opatøeny involuí, nazveme ∗-homomor�zmem ka¾dý homomor�-zmus zahovávajíí také involui: Φa∗ = (Φa)∗.9.3. Funkèní kalkulus. Ujasnìme si, o hápeme pod pojmem "funkèní kalkulus\.Buï tedy A Banahova algebra (s involuí) majíí jenotku e. Volme pevnì prvek a ∈ A. Dálepøedpokládejme, ¾e H je algebra komplexníh funkí (s involuí) taková, ¾e de�nièní obor ka¾défunke z H obsahuje spektrum σ(a).Zobrazení Φ : H → A nazveme funkèním kalkulem, jestli¾e splòuje následujíí podmínky,v nih¾ místo Φ(f) pí¹eme f(a):(a) Φ je ∗-homomor�zmem,(b) f(σ(a)) = σ(f(a)) pro ka¾dou funki f ∈ H,() je-li p ∈ H polynom, p(t) = a0 + a1t+ . . . ant

n, je p(a) = a0e+ a1a+ · · · + ana
n .Podmínka (b), která øíká, ¾e "spektrum obrazu\ je "obraz spektra\, bývá v rùznýh funkèníhkalkuleh nìkdy té¾ nazývána vìtou o obrazu spektra. Pøihlédneme-li k (a), lze podmínku ()formulovat ekvivalentnì tak, ¾e f(a) = e, pokud f(t) = 1 a f(a) = a v pøípadì f(t) = t. Nejsou-lialgebry vybaveny involuí, po¾adujeme samozøejmì v podmíne (a), aby zobrazení Φ bylo pouzehomomor�zmem (anebo v reálném pøípadì mù¾eme vzít za involui identitu).Funkèní kalkulus mù¾e lekdy splòovat i dal¹í po¾adavky. Ani¾ dbáme pøíli¹ na pøesnost,uveïme nìkteré z nih:(d) f ◦ g(a) = f(g(a)),



84 B. Spektrální teorie(e) jestli¾e fn → f v nìjakém smyslu, potom fn(a) → f(a),(f) jestli¾e f(t) = ∑
n αnt

n, potom f(a) = ∑
n αn a

n,(g) pokud b ∈ A komutuje s a, potom b komutuje i s f(a),(h) ‖f‖ = ‖f(a)‖, lze-li mluvit o normì ‖f‖,(i) Φ je prosté.9.4. Pøíklady. V odstavi 6.21 jsme uvedli pøíklad funkèního kalkulu pro polynomy a libo-volné prvky (Banahovýh) algeber. Na druhé stranì, v 8.27 jsme de�novali funkèní kalkuluspro normální kompaktní operátory na Hilbertovýh prostoreh, dokone i pro pøípad libovolnýhomezenýh funkí.V dal¹ím uká¾eme je¹tì dva dùle¾ité pøíklady funkèníh kalkulù: Dunfordùv pro funke holo-morfní na okolí spektra libovolného prvku Banahovy algebry a Rieszùv pro spojité funke naspektru hermiteovskýh operátorù (èi malinko obenìji, na spektru hermiteovskýh prvkù C∗-algeber). Podotknìme v¹ak, ¾e terminologie oznaèování funkèníh kalkulù není jednotná a lze sesetkat i s úplnì opaèným pojmenováním tìhto kalkulù.Na závìr je¹tì zavedeme Borelùv funkèní kalkulus pro hermiteovské operátory fungujíí do-kone pro nespojité funke.Ne¾ pøejdeme k vlastnímu výkladu, uveïme nìkteré pojmy a tvrzení z komplexní analýzy avektorového integrování, je¾ budeme pou¾ívat.9.5. Troha komplexní analýzy. V dal¹ím buï γ uzavøená rekti�kovatelná køivka (spojité zobrazení intervalu[0, 1℄ do C, poèáteèní a konový bod splývají a γ má koneènou délku). Je-li γ taková køivka, oznaème symbolem[γ℄ = {γ(t) ∈ C : t ∈ [0, 1℄} její obraz. Pro z ∈ C \ [γ℄ de�nujeme index bodu z vzhledem ke køive γ pøedpisem
n(γ, z) = 12πi Z

γ

dζ

ζ − z
.Funke n(γ, ·) nabývá pouze eloèíselnýh hodnot, je konstantní na ka¾dé komponentì C \ [γ℄ a je rovna 0 naneomezené komponentì C \ [γ℄.Øíkáme, ¾e uzavøená rekti�kovatelná køivka γ je positivnì orientována, jestli¾e n(γ, ·) nabývá na C \ [γ℄ pouzehodnot 0 èi 1. Mno¾inyins γ := {z ∈ C \ [γ℄ : n(γ, z) = 1} a out γ := {z ∈ C \ [γ℄ : n(γ, z) = 0}znaèí pak vnitøek a vnìj¹ek γ.Positivnì orientovaným yklem nazveme koleki � = {γ1, . . . , γn} uzavøenýh rekti�kovatelnýh køivek, jejih¾grafy jsou po dvou disjunktní a pro nì¾ funke n(�, z) := P

j n(γj , z) opìt nabývá pouze hodnot 0 èi 1 pro
z ∈ C \ [�℄, kde [�℄ := S

j [γj ℄. I pro yklus � de�nujeme analogiky vnitøek a vnìj¹ek jakoins � := {z ∈ C \ [�℄ : n(�, z) = 1} a out � := {z ∈ C \ [�℄ : n(�, z) = 0} .Následujíí dùle¾itou vìtu uvádíme bez dùkazu. Lze jej v¹ak nalézt tøeba v W. Rudin [*1977℄ (vìta 13.5) anebov J.B. Conway [*1978℄.Vìta. Neh» K ⊂ G ⊂ C, K kompakt, G otevøená. Potom existuje (dokone nekoneènì diferenovatelný)positivnì orientovaný yklus � tak, ¾e
K ⊂ ins � a C \G ⊂ out � .9.6. Riemann-Gravesùv køivkový integrál. Buï X Banahùv prostor. Je-li γ rekti�kovatelná køivka a fspojitá funke na [γ℄ s hodnotami v X, de�nujeme køivkový integrál R

γ f jako limitulim
νD→0 nX

i=1 f`
γ(ti)´ `

γ(ti) − γ(ti−1)´
,kde D := {0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1} je dìlení intervalu [0, 1℄ a νD := max{ti − ti−1 : i = 1, . . . , n}. V dùsledkuspojitosti funke f limita v¾dy existuje a je to prvek na¹eho Banahova prostoru X. Pokud by ètenáøe zajímalydal¹í podrobnosti z teorie vektorové integrae, lze odkázat na skripta [LM℄.Koneènì, je-li � = {γ1 , . . . , γn} yklus, kde jednotlivé køivky γj jsou rekti�kovatelné a f je opìt funke spojitána okolí [�℄ s hodnotami v X, de�nujeme Z� f = nX

j=1 Z

γj

f .



9. Funkèní kalkulus 859.7. Dunfordùv analytiký funkèní kalkulus. Zaènìme tento odstave motivaèním pøíkladem. Buï
x prvek Banahovy algebry A, k = 0, 1, . . . a f : λ 7→ λkRλ(x) funke de�novaná na rezolventì ̺(x) s hodnotamiv A. Neh»

γ(t) = Re2πit , t ∈ [0, 1℄je pozitivnì orientovaná kru¾nie s polomìrem R > ‖x‖. Proto¾e funke f je spojitá na okolí [γ℄ a Rλ(x) =
∞P
n=0λ−n−1xn pro |λ| > ‖x‖ podle dùsledku 6.9, dostáváme

Z

γ
f = Z

γ
λk

∞X

n=0λ−n−1xn dλ = ∞X

n=0 xn Z

γ
λk−n−1 dλ = 2πi xk .Pøi výpoètu jsme pou¾ili faktu, ¾e uvedená øada konverguje stejnomìrnì na [γ℄ (pro zámìnu øady a integrálu), ¾epro n 6= k funke λk−n−1 má primitivní funki (a tudí¾ R

γ λ
k−n−1 dλ = 0), a ¾e n(γ, 0) = 1.Z vý¹e uvedeného lehe vyplývá, ¾e

p(x) = 12πi ∫γ p(λ)Rλ(x) dλpro libovolný polynom p.Buï nyní opìt x prvek Banahovy algebry A. Oznaème symbolem Hol(x) mno¾inu v¹ehkomplexníh funkí, které jsou holomorfní na okolí spektra σ(x). De�nièní obory funkí z Hol(x)mohou být ov¹em rùzné. Systém Hol(x) tvoøí algebru, nikoliv v¹ak Banahovu algebru.Vedeni pøedhozím pøíkladem, budeme nyní de�novat funkèní kalkulus pro funke z Hol(x) .Je-li tedy funke f ∈ Hol(x) de�novaná na otevøené mno¾inì G ⊃ σ(x), existuje podle vìty v 9.5pozitivnì orientovaný yklus � tak, ¾e σ(x) ⊂ ins � a C \G ⊂ out �. Polo¾me
f(x) = 12πi ∫� f(λ)Rλ(x) dλ .Nyní je ov¹em nutné si uvìdomit (a také dokázat), ¾e uvedená de�nie nezávisí na volbì yklu�. To v¹ak není nikterak tì¾ké, podstata dùkazu spoèívá na Cauhyovì vìtì, která samozøejmìplatí i pro vektorové funke.Základní vlastnosti zobrazení f 7→ f(x) jsou obsa¾eny v následujíí vìtì.9.8. Vìta. Buï x prvek Banahovy algebry A. Zobrazení � : f 7→ f(x) z Hol(x) do A je funkè-ním kalkulem. Naví toto zobrazení je spojité v následujíím smyslu: Jsou-li fn funke holomorfnína otevøené mno¾inì G obsahujíí spektrum σ(x) a fn → f lokálnì stejnomìrnì na G, potom

fn(x) → f(x) .Dùkaz. Linearita zobrazení � je zøejmá, pro dùkaz, ¾e � zahovává i násobení se podstatnýmzpùsobem vyu¾ije rezolventní identita. K tomu je zapotøebí pøidat i nìo ne úplnì triviálníhoz komplexní analýzy (minimálnì Cauhyovu vìtu pro zobrazení do Banahovýh prostorù). Dù-kazuhtivého ètenáøe mù¾eme odkázat tøeba na J.B. Conway [1985℄.Volme nyní pevnì f ∈ Hol(x) . Je-li λ ∈ σ(x), de�nujme funki g ∈ Hol(x) vztahem f(λ) −
f(ξ) = (λ− ξ)g(ξ). Potom f(λ)e− f(x) = (λe−x)g(x) a v pøípadì, ¾e f(λ) ∈ ̺(f(x)), existovalaby inverze k f(λ)e− f(x), a tedy i k λe−x. Tím jsme ukázali, ¾e f(σ(x)) ⊂ σ(f(x)). Jestli¾e µ /∈
f(σ(x)), le¾í funke h : ξ 7→ 1

f(ξ)−µ v Hol(x) . Proto¾e h(ξ) (f(ξ)−µ) = 1, je h(x) (f(x)−µe) = e.Jeliko¾ analogiky (f(x) − µe)h(x) = e, vidíme, ¾e µ ∈ ̺(f(x)). Tedy σ(f(x)) ⊂ f(σ(x)), èím¾jsme dokázali vìtu o obrazu spektra.Pøíklad 9.7 nám øíká, ¾e f(x) v pøípadì polynomu f je pøesnì ten prvek A, který byhompøirozenou de�nií oèekávali. Je tedy � funkèní kalkulus.Zbývá ovìøit spojitost. Podejme ideu dùkazu. Neh» tedy {fn} je posloupnost holomorfníhfunkí na otevøené mno¾inì G ⊃ σ(x) konvergujííh na G lokálnì stejnomìrnì k f . Pøedpoklá-dejme, ¾e � je yklus v G s vlastností σ(x) ⊂ ins �. Oznaème d délku yklu � a odhadujme
∥∥fn(x) − f(x)∥∥ = ∥∥∥∥

12πi ∫� fn(λ)Rλ(x) dλ − 12πi ∫� f(λ)Rλ(x) dλ∥∥∥∥ == ∥∥∥∥
12πi ∫�(fn(λ) − f(λ))Rλ(x) dλ∥∥∥∥ ≤ 12π ∫�∥∥∥(fn(λ) − f(λ))Rλ(x)∥∥∥ dλ ≤

≤ d2π max{|fn(λ) − f(λ)| : λ ∈ [�℄} max{‖Rλ(x)‖ : λ ∈ [�℄} → 0 .



86 B. Spektrální teorieJednotlivé kroky a detaily je ov¹em tøeba dobøe promyslet.V následujíí vìtì doká¾eme, ¾e Dunfordùv analytiký funkèní kalkulus je vpodstatì jedno-znaènì urèen.9.9. Vìta. Buï x prvek Banahovy algebry A. Splòuje-li zobrazení 	 : Hol(x) → A po¾adavky(a) 	 je homomor�zmus (tj. zahovává vektorové operae a souèin),(b) 	(p) = p(x), v pøípadì, kdy p je polynom,() pokud G je otevøená mno¾ina obsahujíí spektrum σ(x) a {fn} posloupnost holomorfníhfunkí na G konvergujíí lokálnì stejnomìrnì k funki f na G, potom 	(fn) → 	(f),potom 	(g) = g(x) pro ka¾dou funki g ∈ Hol(x).Dùkaz. Z po¾adavkù (a) a (b) odvodíme, ¾e 	(h) = h(x) pro ka¾dou raionální funki h s pólymimo σ(x). Je-li nyní f ∈ Hol(x) holomorfní na otevøené mno¾inì G ⊃ σ(x), existují podleRungeho vìty D.1 raionální funke fn s póly mimo σ(x) tak, ¾e fn → f lokálnì stejnomìrnì na
G. U¾itím pøedhozího spoleènì s () dostáváme tvrzení.9.10. Poznámka. I kdy¾ pro dvì funke f, g ∈ Hol(x) máme f = g na σ(x), nemusí být je¹tì f(x) = g(x). Staèíuva¾ovat kvazinilpotentní (èi nilpotentní) prvek (dokone matii).Dal¹í etapou bude vybudování Rieszova funkèního kalkulu pro funke spojité na spektru her-miteovskýh operátorù. Mù¾eme jít dokone o trohu dále a místo Banahovy algebry L(H)uva¾ovat obenìj¹í C∗-algebry. Pro ètenáøe, který by se nehtìl zabývat tímto ponìkud obe-nìj¹ím pøípadem, doporuèujeme pøeskoèit následujíí odstave. Mìl by si ov¹em projít vièení8.28.j, podle kterého spektrální polomìr r(T ) splývá s normou ‖T ‖ v pøípadì, kdy T je normálníoperátor na Hilbertovì prostoru.9.11. C∗-algebry. C∗-algebrou rozumíme Banahovu algebru s involuí (viz 9.1), v ní¾ libovolný prvek x splòujerovnost ‖x∗x‖ = ‖x‖2. Typikým pøíkladem je Banahova algebra L(H) operátorù na Hilbertovì prostoru H, kdeinvoluí rozumíme zobrazení T 7→ T ∗. Skuteènì, víme ji¾, ¾e ‖T‖ = ‖T ∗‖ a pro h ∈ H, ‖h‖ ≤ 1 máme

‖Th‖2 = (Th, Th) = (T ∗Th, h) ≤ ‖T ∗Th‖ ‖h‖ ≤ ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ ‖T‖ = ‖T‖2 .Odtud plyne, ¾e ‖T‖2 = ‖T ∗T‖.Je-li x prvek C∗-algebry, potom ‖x‖2 = ‖x∗x‖ ≤ ‖x∗‖ ‖x‖, odkud ‖x‖ ≤ ‖x∗‖. Proto¾e v¹ak x∗∗ = x, je
‖x‖ = ‖x∗‖.Øekneme, ¾e prvek x je hermiteovský, jestli¾e x = x∗ a normální v pøípadì, ¾e xx∗ = x∗x.9.12. Série vièení. V následujíí sérii tvrzení se sna¾te jednotlivé kroky sami (podle struènýh návodù) doka-zovat.(a) Je-li x libovolný prvek C∗-algebry, existují (jednoznaènì urèené) hermiteovské prvky a, b tak, ¾e x = a + ib.Pøitom x je normální, právì kdy¾ ab = ba (srovnej se vièením 8.28.g2).(b) Prvek x je invertibilní, právì kdy¾ x∗ je invertibilní. V tom pøípadì (x−1)∗ = (x∗)−1. Odtud plyne, ¾e
σ(y) = σ(y∗), a tedy i rovnost pro spektrální polomìry r(y) = r(y∗) pro libovolný prvek y.() Je-li prvek x hermiteovský, je ‖x‖2 = ‖xx∗‖ = ‖x2‖ a pou¾itím Beurlingova vzoreèku 6.23 dostáváme, ¾e
r(x) = ‖x‖.(d) Prvek x∗x je v¾dy hermiteovský, jak se snadno pøesvìdèíme.(e) Je-li a normální, máme

‖a‖2 = ‖a∗ a‖ = r(a∗ a) ≤ r(a∗)r(a) = r2(a) ≤ ‖a‖2 ,(zde jsme pou¾ili vìtu *6.9.d), a tudí¾ i r(a) = ‖a‖.(f) Jestli¾e x je hermiteovský prvek C∗-algebry, potom spektrum σ(x) ⊂ R (vièení 7.23.d). Naví v tomtopøípadì je prvek p(x) normální pro libovolný (obenì komplexní) polynom p. O tom se lehko pøesvìdèíme pøímýmvýpoètem (samozøejmì, je-li polynom p reálný, je prvek p(x) dokone hermiteovský).Následujíí lemma je klíèové pro vybudování dal¹ího funkèního kalkulu. Ètenáøe, kterého C∗-algebry nezajímají, se mù¾e omezit na pøípad Banahovy algebry L(H) operátorù na Hilbertovìprostoru H . Jedinou ingrediení dùkazu klíèového lemmatu pak (spolu s vìtou o obrazu spektra)je tvrzení, ¾e norma operátoru p(T ) je rovna spektrálnímu polomìru tohoto operátoru, pokud
T je hermiteovský operátor a p je libovolný polynom (dùkaz je triviální v pøípadì reálnéhopolynomu a trohu komplikovanìj¹í pro komplexní polynom). Pøipomeòme je¹tì, ¾e symbolem
‖f‖C(K) znaèíme normu spojité funke f na kompaktním prostoru K, která¾to je de�nována jakomax{|f(t)| : t ∈ K}.



9. Funkèní kalkulus 879.13. Klíèové lemma. Je-li x hermiteovský prvek C∗-algebry, potom ‖p(x)‖ = ‖p‖C(σ(x)).Dùkaz. Pou¾itím vìty o obrazu spektra 6.22 okam¾itì dostáváme
∥∥p(x)∥∥ = r

(
p(x)) = max{|λ| : λ ∈ σ(p(x))} = max{|p(t)| : t ∈ σ(x)} = ‖p‖C(σ(x)) .9.14. Poznámka. Klíèové lemma platí i pro normální prvky. Je-li toti¾ p polynom, x normální prvek C∗-algebry,je i prvek p(x) normální. O tom se lehko pøesvìdèíme.9.15. Rieszùv spojitý funkèní kalkulus. Buï x hermiteovský prvek C∗-algebry A. Z pøed-hozího klíèového lemmatu plyne, ¾e zobrazení ϕ : p 7→ p(x), které je lineární, je izometrie. Podle(komplexní verze) Stone-Weierstrassovy vìty v D.2 je prostor v¹eh komplexníh polynomù P naspektru σ(x) hustý v Banahovì prostoru C(σ(x)).Tady se pøei jen na hvíli zastavme a øeknìme si, proè tomu tak je. Je víe ne¾ zøejmé, ¾e systém P tvoøí algebru,oddìluje body σ(x) (identita je polynom) a obsahuje konstanty. Je-li p(t) = a0 + a1t + · · · + antn (t ∈ σ(x))polynom, je p(t) = a0 + a1t+ · · · + ant

n = a0 + a1t+ · · · + antn opìt polynom z P (zde jsme vyu¾ili toho, ¾e xje hermiteovský prvek, a tudí¾ σ(x) ⊂ R).Existuje tedy právì jedno spojité roz¹íøení zobrazení ϕ na izometriké zobrazení Φ prostoru
C(σ(x)) do A. Je-li toti¾ f ∈ C(σ(x)), existuje posloupnost polynomù {pn} tak, ¾e pn ⇉ f na
σ(x). Proto¾e

‖pn(x) − pk(x)‖ = ‖(pn − pk)(x)‖ = ‖pn − pk‖C(σ(x)) ,je posloupnost {pn(x)} auhyovská a má tedy limitu v A. Tu oznaème symbolem f(x). Je nutno siov¹em uvìdomit, ¾e takto de�novaný prvek nezávisí na výbìru posloupnosti {pn} (ale to je snadné{ máme-li toti¾ dvì posloupnosti polynomù {pn} a {qn} konvergujíí na σ(x) stejnomìrnì k f , mátuté¾ vlastnost i posloupnost {p1, q1, p2, q2, p3, . . . } a z pøedhozího plyne, ¾e pak i posloupnost
{p1(x), q1(x), p2(x), q2(x), . . . } má limitu (stejnou pro ka¾dou vybranou posloupnost)).Vlastnosti zobrazení Φ shròme do následujíí vìty.9.16. Vìta. Buï A C∗-algebra a x její hermiteovský prvek. Existuje právì jedno spojité zobrazení
Φ : C(σ(x)) → A tak, ¾e Φ(p) = p(x), je-li p polynom. Zobrazení Φ má tyto vlastnosti:(a) Φ je funkèní kalkulus,(b) Φ je izometrie (‖f‖ = ‖f(x)‖),() prvek f(x) je v¾dy normální, pøièem¾ je hermiteovský, právì kdy¾ funke f je reálná.Dùkaz. V¹ehny vlastnosti se v¾dy ovìøí v pøípadì polynomù a pak staèí vyu¾ít konstruke zob-razení Φ (hlavnì jeho spojitost).Trohu víe práe dá jen vìta o obrazu spektra. Mìjme tedy f ∈ C(σ(x)). Cheme ukázat, ¾e
σ(f(x)) = f(σ(x)). Neh» zprvu λ /∈ f(σ(x)). Potom funke g : t 7→ 1

f(t)−λ je spojitá na spektru
σ(x) a g(t) (f(t)−λ) = (f(t)− λ) g(t) = 1 pro t ∈ σ(x). Odtud podle pravidel funkèního kalkuludostáváme g(x) (f(x) − λe) = (f(x) − λe) g(x) = e (e je jednotka A). Vidíme, ¾e λ ∈ ̺(f(x)).Volme nyní λ ∈ σ(x). Uká¾eme, ¾e prvek f(x) − f(λ)e není invertibilní. Naleznìme tedy po-sloupnost polynomù {pn} konvergujíí stejnomìrnì k f na spektru σ(x). Potom pn(x)−pn(λ)e →
f(x) − f(λ)e (v normì). Proto¾e pn(λ) ∈ σ(pn(x)) podle 6.22, nemù¾e být prvek pn(x) − pn(λ)einvertibilní. Pøihlédneme-li k vìtì 6.10, vidíme, ¾e ani prvek f(x)−f(λ)e nemù¾e být invertibilní.Poznámka. V 7.19 jsme podali jiný dùkaz existene Rieszova funkèního kalkulu, a to dokone pro normálníprvky C∗-algeber. Vyu¾ili jsme ov¹em mnohem silnìj¹ího matematikého aparátu okolo Gelfandovy reprezentae.9.17. Pozitivní operátory. Pøipomeòme, ¾e matie A èi obenìji operátor A na Hilbertovìprostoru se zove pozitivní , jestli¾e pøíslu¹ná kvadratiká forma (Ax, x) je nezáporná pro ka¾dýprvek x daného prostoru. Operátor A ∈ L(H) je pozitivní, právì kdy¾ A je hermiteovský a jehospektrum le¾í v intervalu [0,+∞) (dr¾íme se konvene poznámky 8.11). To nahlédneme lehkopomoí vièení 8.28.f a tvrzení 8.12. Toto pozorování nás vede k de�nii pozitivníh prvkù iv pøípadì C∗-algeber. Samozøejmì, ètenáø, kterého C∗-algebry nezajímají, se mù¾e v dal¹ím opìtzamìøit pouze na pøípad L(H) operátorù na Hilbertovì prostoru.



88 B. Spektrální teorie9.18. Pozitivní prvky C∗-algeber. Øekneme, ¾e prvek a C∗-algebry A je pozitivní , jestli¾e jehermiteovský a σ(a) ⊂ [0,+∞).9.19. Uspoøádání v C∗-algebráh. Víme-li, které prvky jsou pozitivní, lze zavést na C∗-algebøe A i uspoøádání : Øekneme, ¾e a ≤ b, jestli¾e prvek b − a je pozitivní.Následujíí tvrzení je jednoduhou aplikaí vìty o obrazu spektra a de�nie pozitivního prvku.9.20. Vìta. Buï f spojitá funke na spektru hermiteovského prvku a. Potom prvek f(a) jepozitivní, právì kdy¾ f je nezáporná na σ(a).Dùkaz. Staèí si uvìdomit, ¾e σ(f(a)) = f(σ(a)).9.21. Pøíklady. V dal¹ím A bude znaèit C∗-algebru. Jako motivai k prvnímu pøíkladu sipøipomeòme, ¾e libovolné komplexní èíslo lze psát ve tvaru a + ib, kde a, b jsou reálná èísla (alibovolný operátor T ∈ L(H) lze psát podle vièení 8.28.g1 ve tvaru A + iB, kde A, B jsouji¾ hermiteovské). Nyní uká¾eme, ¾e ka¾dý hermiteovský operátor lze rozlo¾it na rozdíl dvoupozitivníh, podobnì jako je tomu u reálnýh èísel.(a) Buï a ∈ A hermiteovský prvek. Existují jednoznaènì urèené pozitivní prvky a+ a a−, nazý-vané kladnou a zápornou èástí prvku a, tak, ¾e
a = a+ − a− , a+ a− = a− a+ = 0 .Dùkaz. De�nujme reálné funke u, u+ a u− pøedpisem

u(t) = t , u+(t) = max(t, 0) , u−(t) = max(−t, 0) .Máme u = u+ − u− a u+ u− = u− u+ = 0 a staèí tedy polo¾it a+ := u+(a) a a− := u−(a).Proto¾e a = u(a), plyne z vlastností funkèního kalkulu v¹e potøebné.K otáze jednoznaènosti: Jestli¾e a = b − c, kde b, c jsou pozitivní a bc = cb = 0, je an =
bn + (−c)n, a tudí¾ i p(a) = p(b) + p(−c) pro ka¾dý polynom bez absolutního èlenu. Najdìmenyní takové polynomy pn, aby pn(0) = 0 a pn ⇉ u+ na kompaktní mno¾inì σ(a) ∪ σ(b) ∪ σ(−c).Potom ov¹em lim pn(a) = u+(a) = u+(b) + u+(−c). Ale u+(b) = b , u+(−c) = 0, odkud plyne
b = u+(a). Odtud té¾ c = u−(a).(b) Buï a ∈ A. Potom a je pozitivní, právì kdy¾ existuje pozitivní prvek h ∈ A tak, ¾e a = h2.Prvek h je jednoznaènì urèen.Dùkaz. Je-li a pozitivní a g(t) = √

t na σ(a) ⊂ [0,+∞), staèí polo¾it h = g(a). Z vlastnostífunkèního kalkulu plyne, ¾e h2 = a a z vìty 9.20 pak, ¾e h je pozitivní. Je-li naopak h pozitivní,lehko se pøesvìdèíme, ¾e i prvek h2 je pozitivní. Staèí toti¾ opìt pou¾ít vìtu 9.20 na funki
f(t) = t2.Pokud jde o jednoznaènost, dùkaz lze vést obdobnì jako v pøíkladì (a).9.22. Poznámky. (a) V dùkazeh jednoznaènosti, a to jak pro rozklad na rozdíl kladné a záporné èásti takv pøípadì odmoniny, potøebujeme aplikovat Weierstrassovu vìtu o hustotì polynomù vhodným zpùsobem. Mìlibyhom si uvìdomit, ¾e vlastnì pou¾íváme následujíí tvrzení.Tvrzení. Neh» K ⊂ [α, β℄ je kompakt, x ∈ [α, β℄ \K a y ∈ K. Oznaèíme-li pro t ∈ [α, β℄

Pt := ˘
p : p je polynom na [α, β℄ a p(t) = 0¯je mno¾ina Px hustá v C(K) a Py hustá v {f ∈ C(K) : f(y) = 0}.Návod . Pokud f ∈ C(K), je také f(ξ)

ξ−x ∈ C(K) a podle Weierstrassovy vìty existuje posloupnost polynomù {pn}stejnomìrnì aproximujíí f na K. Potom samozøejmì pn(ξ)(ξ − x) ⇉ f na K.V druhém pøípadì polo¾me T : f 7→ f − f(y) : C(K) → C(K). Potom T (C(K)) = {f ∈ C(K) : f(y) = 0} az Weierstrassovy vìty a ze spojitosti zobrazení T plyne, ¾e {p : p je polynom na K} je hustá podmno¾ina T (C(K)).
♣(b) Konstruki odmoniny lze také provádìt jinak, a to bez pou¾ití funkèního kalkulu. Jeden z pøístupù je naznaèenv *9.1.d.() Rovnì¾ tak jednoznaènost "odmoniny\ lze odùvodnit relativnì elementárnì, i kdy¾ jisté úsilí k tomu potøe-bujeme. Pokuste se o to.



9. Funkèní kalkulus 899.23. Druhá odmonina. Pozitivní prvek h s vlastností h2 = a, jeho¾ existene a jednoznaè-nost je zaruèena v pøedhozím odstavi, nazveme druhou odmoninou prvku a. O jeho dal¹íhvlastnosteh a mírném zobenìní se lze doèíst v odstavi *9.1, kde té¾ zavedeme n-tou odmoninu.V dal¹ím roz¹íøíme Rieszùv funkèní kalkulus pro hermiteovské operátory z L(H) i na nespojitéfunke. Je mnoho metod, jak tuto konstruki provést. Ná¹ postup bude zalo¾en na následujíímlemmatu, které øíká, jak vlastnì poznáme kvadratikou formu.9.24. Lemma. Buï H komplexní Hilbertùv prostor a Q : H → C komplexní funke na H.Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) existuje právì jeden operátor A ∈ L(H) tak, ¾e Q(x) = (Ax, x) pro x ∈ H,(ii) existuje konstanta C > 0 tak, ¾e |Q(x)| ≤ C ‖x‖2, Q(x+ y) +Q(x− y) = 2Q(x) + 2Q(y)a Q(λx) = |λ|2Q(x) pro v¹ehna x, y ∈ H a λ ∈ C.Dùkaz. ®e kvadratiká forma Q splòuje (ii) se elkem lehko ovìøí. Pokud je naopak splnìnapodmínka (ii), polo¾me	(x, y) = 14(Q(x+ y) −Q(x− y) + iQ(x+ iy) − iQ(x− iy)) .Je-li {eγ}γ∈G ortonormální báze H a
Ax := ∑

γ∈�	(x, eγ) eγ ,je ji¾ jen rutinní zále¾itost ovìøit, ¾e A je hledaný operátor. Jednoznaènost A plyne ze vièení8.28.e.Poznámky. (a) Ètenáø zajisté pozná souvislost kvadratiké formy Q s pøíslu¹nou seskvilineární formou B :(x, y) 7→ Q(x, y) (o¾ je podle de�nie lineární forma v první promìnné pøi �xovaném y ∈ H a zobrazení y 7→
B(x, y) je lineární pøi ka¾dém pevném x ∈ H). Vìt¹ina autorù prauje právì pøi odvozování následujíího funkèníhokalkulu s tìmito formami.(b) Uva¾ujeme-li H nad reálnými èísly, vìta a¾ na jednoznaènost platí také. Staèí dokone polo¾it 	(x, y) =14 (Q(x+ y) −Q(x− y)).9.25. Borelùv mìøitelný funkèní kalkulus. Buï A ∈ L(H) hermiteovský operátor. Volmepevnì bod x ∈ H a uva¾ujme zobrazení

f 7→
(
f(A)x, x) : C(σ(A)) → R .Není tì¾ké ovìøit, ¾e toto zobrazení je lineární a nezáporné (je-li f ≥ 0, je (f(A)x, x) ≥ 0). PodleRieszovy vìty o reprezentai (viz tøeba D.5) existuje právì jedna (koneèná nezáporná) Radonovamíra Ex na σ(A) tak, ¾e

(
f(A)x, x) = ∫

σ(A) f dEx pro v¹ehna f ∈ C(σ(A)) .Je-li nyní g omezená (reálná) borelovská funke na spektru σ(A), existuje integrál ∫σ(A) g dEx(proè?). V dal¹í vìtì uká¾eme, ¾e existuje právì jeden hermiteovský operátorG (nezávisejíí ji¾ na
x) tak, ¾e poslední integrál je roven hodnotì kvadratiké formy (Gx, x). Tento operátor oznaèímesymbolem g(A) a máme tedy de�nován obraz operátoru A i pro nespojité funke. Oznaèíme-li(symboliky) E = {Ex}, lze (opìt symboliky) psát

g(A) = ∫

σ(A) g dE .Poznámka. Je samozøejmé, ¾e de�nie operátoru g(A) v pøípadì spojité funke g na σ(A) není ve sporu s ji¾døíve de�novaným operátorem g(A) z Rieszova spojitého funkèního kalkulu.



90 B. Spektrální teorie9.26. Vìta. Buï A hermiteovský operátor na komplexním Hilbertovì prostoru H a g omezenáborelovská funke na spektru σ(A). Potom existuje právì jeden operátor G tak, ¾e(Gx, x) = ∫

σ(A) g dEx pro ka¾dé x ∈ H .Operátor G je hermiteovský, právì kdy¾ g je reálná funke.Dùkaz. Pøedev¹ím, operátorG (pokud existuje) je jednoznaènì urèen podle vièení 8.28.e. Pøitom
G je hermiteovský, právì kdy¾ g je reálná funke podle vièení 8.28.f.Dokazujme nyní existeni G. Polo¾íme Q(x) = ∫

σ(A) g dEx. Pou¾itím lemmatu 9.24 uká¾eme,¾e Q je kvadratiká forma. Neh» |g| ≤M na σ(A). Potom
|Q(x)| ≤ ∫

σ(A)M dEx = M

∫

σ(A) 1 dEx = M(x, x) = M ‖x‖2 .Je-li nyní f ∈ C(σ(A)), lehko zjistíme, ¾e
∫

σ(A) f dEx+y + ∫
σ(A) f dEx−y = 2 ∫

σ(A) f dEx + 2 ∫
σ(A) f dEya ∫

σ(A) f dEλx = |λ|2 ∫
σ(A) f dEx(nezapomeòte, ¾e operátor f(A) je hermiteovský), a tudí¾ i

Ex+y +Ex−y = 2Ex + 2Ey a Eλx = |λ|2Exv dùsledku jednoznaènosti reprezentujííh mìr v Rieszovì vìtì. Dostáváme tedy, ¾e
Q(x+ y) +Q(x− y) = 2Q(x) + 2Q(y) a Q(λx) = |λ|2Q(x)pro v¹ehna x, y ∈ H . A to je v¹e, o jsme potøebovali ovìøit.Zobrazení g 7→ g(A) má v¹ehny rozumné vlastnosti "funkèního kalkulu\, jak vyplývá z násle-dujíí vìty 9.29. Nejdøíve v¹ak formálnì zaveïme oznaèení pro prostor v¹eh omezenýh borelov-skýh funkí.9.27. Prostor Bb(K). Neh» K je kompaktní prostor. Oznaème Bb(K) Banahùv prostor v¹ehomezenýh (reálnýh èi komplexníh) borelovskýh funkí na K opatøený sup-normou ‖f‖∞ :=sup{|f(t)| : t ∈ K}. De�nujeme-li naví na Bb(K) násobení bodovì a involui ∗ : Bb(K) →

Bb(K) pøedpisem ∗ : f 7→ f , tvoøí Bb(K) C∗-algebru. Mno¾inovou harakteristiku Bb(K) udávánásledujíí vìta. Uvedeme ji bez dùkazu.9.28. Vìta. Neh» K je metriký kompaktní prostor. Potom Bb(K) je nejmen¹í podmno¾inaprostoru v¹eh (reálnýh èi komplexníh) funkí na K obsahujíí prostor C(K) v¹eh spojitýhfunkí na K a uzavøená na bodové limity stejnì omezenýh posloupností.Aby bylo zela jasno, øíkáme, ¾e mno¾ina F je uzavøená na bodové limity stejnì omezenýh posloupností, jestli¾e
f ∈ F , kdykoliv {fn} je posloupnost funkí z F bodovì konvergujíí k f a sup{‖fn‖∞ : n ∈ N} < ∞.9.29. Vìta. Neh» A je hermiteovský operátor na Hilbertovì prostoru H a Bb(σ(A)) C∗-algebra v¹eh omezenýh borelovskýh funkí na spektru σ(A). Potom zobrazení 	 : g 7→ g(A) :
Bb(σ(A)) → L(H) má následujíí vlastnosti:(a) 	f = f(A) v pøípadì, kdy f ∈ C(σ(A)),(b) 	 je ∗-homomor�zmus,() 	 je spojité zobrazení.



9. Funkèní kalkulus 91Náznak dùkazu. Pokud jde o rovnost v (a), ta samozøejmì platí. Staèí se podívat na poznámkuv 9.25.Pøímo z konstruke vyplývá, ¾e zobrazení 	 je lineární. V prùbìhu dùkazu vìty 9.26 jsmevlastnì ukázali, ¾e pro ka¾dé x ∈ H je ∣∣(g(A)x, x)∣∣ ≤ ‖g‖∞ ‖x‖2. Proto¾e prvek g(A) je hermi-teovský, je podle Rayleighovy vìty 8.9 ‖g(A)‖ = sup{|(g(A)x, x)| : ‖x‖ ≤ 1}. To v¹e nám neøíkáni jiného ne¾ ¾e ‖	g‖ = ‖g(A)‖ ≤ ‖g‖∞. Vidíme, ¾e zobrazení 	 je spojité.Zde jsme mlèky pøedpokládali, ¾e g je reálná funke. Je-li g komplexní, dùkaz projde obdobnì. Prvek g(A) jenormální a staèí pou¾ít poznámku 8.14.Zbývá ukázat, ¾e 	(fg) = 	(f) ◦ 	(g) a 	(f) = (	(f))∗ pro libovolné f, g ∈ Bb(σ(A)).Dokazujme pouze první tvrzení, druhé se doká¾e obdobným trikem (v této souvislosti pøipomeòmepodobnou tehniku pou¾ívanou pøi dùkazeh o zavedení souèinové míry v [LM℄). Neh» zprvu
g ∈ C(σ(A)). Polo¾íme-li M := {

ϕ ∈ Bb(σ(A)) : 	(ϕg) = 	(ϕ) ◦ 	(g)}, dostáváme podlevièení 9.37.e inkluzi C(σ(A)) ⊂ M. Uká¾eme-li, ¾e mno¾ina M je uzavøená na bodové limitystejnì omezenýh posloupností, bude podle vìty 9.28 platit rovnost M = Bb(σ(A)). Jestli¾e v¹ak
ϕn ∈ M, ϕn(t) → ϕ(t) pro ka¾dé t ∈ σ(A) a sup{‖ϕn‖∞ : n ∈ N} < ∞, staèí si rozmyslet, ¾epodle známé Lebesgueovy vìty o limitním pøehodu jelim(	(ϕn)(	(g)x), y) = (	(ϕ)(	(g)x), y)pro ka¾dou dvojii x, y ∈ H . Pomoí té¾e vìty a pøedpokladu ϕn ∈ M máme té¾ pro v¹ehna
x, y ∈ H lim(	(ϕn)(	(g)x), y) = lim(	(ϕng)x, y) = (	(ϕg)x, y) .Odtud ji¾ bìhem minuty odvodíme, ¾e ϕ ∈ M. V dal¹ím kroku pøedpokládáme, ¾e f ∈ Bb(σ(A)).Opìt polo¾íme B := {ϕ ∈ Bb(σ(A)) : 	(fϕ) = 	(f)◦	(ϕ)}. Právì jsme dokázali, ¾e C(σ(A)) ⊂ B.A proto¾e stejnì také odvodíme, ¾e systém funkí B je uzavøen na bodové limity stejnì omezenýhposloupností, dostaneme koneènì, ¾e B = Bb(σ(A)).9.30. Poznámky. (a) Pokud jde o spojitost zobrazení 	 : g 7→ g(A) a zejména o otázku, jak ho hápat, mù¾etese podívat na odstave *9.4. Z nìho zde speiálnì poznamenejme závìr: Jestli¾e A je hermiteovský, x ∈ H a
{fn} ⊂ Bb(σ(A)) omezená posloupnost, fn → f bodovì na σ(A), potom fn(A)x → f(A)x.(b) Uva¾ujme hermiteovský operátor A na Hilbertovì prostoru H a dotknìme se struènì otázky jednoznaènostizobrazení 	. Øekneme pro tento úèel, ¾e zobrazení 	 : Bb(σ(A)) → L(H) je wτ -spojité, jestli¾e pro ka¾doudvojii x, y ∈ H a ka¾dou omezenou posloupnost {fn} v Bb(σ(A)) bodovì konvergujíí na σ(A) k funki f je(	(fn)x, y) → (	(f)x, y). Jsou-li nyní 	1,	2 wτ -spojitá zobrazení s vlastností 	1(f) = 	2(f) pro f ∈ C(σ(A)),je 	1 = 	2 na Bb(σ(A)). To nahlédneme ihned pomoí vìty 9.28. Zajisté, oznaèíme-li

M := ˘
ϕ ∈ Bb(σ(A)) : (	1(ϕ)x, y) = (	2(ϕ)x, y) pro x, y ∈ H

¯
,je podle pøedpokladù systém funkí M uzavøený na omezenou bodovou konvergeni a obsahuje C(σ(A)).() Vìta o obrazu spektra pro nespojité funke ji¾ nemusí platit. Podívejme se na následují pøíklad. De�nujmeoperátor T ∈ L(l2) pøedpisem

Tx := ∞X

n=1 1
n

(x, en)en pro x ∈ l2 ,kde {en} je posloupnost jednotkovýh vektorù. Potom T je hermiteovský a σ(T ) = {0} ∪˘ 1
n

: n ∈ N¯. Neh» f jeharakteristiká funke jednobodové mno¾iny {0}. Potom f(σ(T )) = {0, 1}, zatímo σ(f(T )) = {0}. První tvrzeníje jasné, pro druhé je nutno si ujasnit, ¾e f(T ) = 0. To ale plyne z toho, ¾e spojité funke c[0, 1
n
℄ konvergují k fbodovì na σ(T ).(d) Je-li A hermiteovský prvek a g ≥ 0 omezená borelovská funke na spektru σ(A), je podle de�nie prvek

g(A) pozitivní. Obenìji, ∗-homomor�zmus mezi C∗-algebrami zahovává pozitivní prvky. Doká¾ete to? Mo¾náby pomohla harakteristika v *9.1.e.9.31. Spektrální vìta v koneèné dimenzi. Abyhom lépe pohopili obsah následujííh odstavù, vra»mese je¹tì jednou ke koneèné dimenzi. Neh» T je hermiteovský operátor na koneènì dimenzionálním Hilbertovìprostoru H majíí rùzná vlastní èísla λ1 < λ2 < · · · < λk. Víme (viz 8.16), ¾e existují ortogonální projeke Pj nanavzájem ortogonální podprostory ker(T − λjI) tak, ¾e
T = kX

j=1λjPj a I = kX

j=1Pj .



92 B. Spektrální teoriePolo¾íme-li nyní Eλj
= P1 + · · · + Pj , Eλ = Eλj−1 pro λ ∈ [λj−1, λj) a (symboliky) Eλ0 = 0, jsou Eλj

opìtprojeke na podprostory ker(T − λ1I) ⊕o · · · ⊕o ker(T − λjI) podle vièení 2.55.z. Samozøejmì Pj = Eλj
−

Eλj−1 = Eλj
− Eλj−0 (kde Eβ−0 = limλ→β−Eλ), nebo» Eλ je konstantní na intervalu [λj−1, λj). Oznaèíme-litedy δEλ = Eλ − Eλ−0, mù¾eme psát

T = kX

j=1λj δEλj
.Není tì¾ké nahlédnout, ¾e potom(Tx, x) = kX

j=1λj (δEλj
x, x) pro ka¾dé x ∈ H ,neboli (Tx, x) = ZR λ dϕλ ,kde integrál hápeme jako Riemann-Stieltjesùv vzhledem k neklesajíí funki ϕλ := (δEλx, x).9.32. Rozklad jednotky. Zobrazení λ 7→ Eλ, kde λ probíhá R a Eλ jsou ortogonální projekena Hilbertovì prostoru H , se nazývá rozkladem jednotky , nìkdy té¾ spektrální tøídou, na intervalu[a, b℄, jestli¾e(a) Eλ ≤ Eµ, pokud λ ≤ µ,(b) Eλ = 0 pro λ < a, Eλ = I pro λ ≥ b,() limt→λ+ Etx = Eλx pro ka¾dé x ∈ H .Poznámky. (a) Pøipomeòme, ¾e symbol A ≤ B podle de�nie v 9.19 znamená, ¾e operátor B −A je pozitivní.(b) Obenìji spektrální tøídou se nìkdy rozumí systém {Eλ} ortogonálníh projekí na H splòujííh podmínky(a) a (), pøièem¾ podmínka (b) se nahradí podmínkou(b*) limλ→−∞Eλx = 0 a limλ→+∞Eλx = x pro ka¾dé x ∈ H.Za hvíli uvidíme, ¾e ka¾dému hermiteovskému operátoru lze pøiøadit tøídu {Eλ}λ∈R ortogonál-níh projekí tvoøíí rozklad jednotky.9.33. Spektrální rozklad hermiteovského operátoru. Neh» A je hermiteovský operátorna Hilbertovì prostoru H . Volme speiální funke gλ, λ ∈ R, jako gλ = c(−∞,λ℄ a polo¾me Eλ =

gλ(A). Proto¾e g2λ = gλ a gλ ≥ 0, plyne z pøedhozí vìty 9.29 a následné poznámky 9.30.d, ¾e
E2
λ = Eλ a Eλ ≥ 0 (speiálnì, Eλ je hermiteovský operátor). Pokud je λ ≤ µ, je gλ ≤ gµ a vìta9.29 opìt dává, ¾e operátor Eλ − Eµ, který¾to je opìt ortogonální projekí, je pozitivní.Dále se snadno zjistí, ¾e Eλ = 0 pro λ < mA a Eλ = I pro λ ≥ MA (zde èísla mA,MA jsoude�nována jako v 8.12).Operátory {Eλ}λ∈R jsou ortogonální projeke, které tvoøí rozklad jednotky. Abyhom tototvrzení ovìøili, zbývá ov¹em ukázat, ¾e i podmínka () z 9.32 je splnìna. To je ji¾ ponìkudobtí¾nìj¹í. Povoláme-li v¹ak na pomo tvrzení z poznámky 9.30.a, zvládneme i to. Volme tedy

λ ∈ R. Jestli¾e polo¾íme sn := gλ+ 1
n

, potom {sn} je omezená posloupnost funkí konvergujíí naR bodovì k funki gλ. Podle zmínìné poznámky je sn(A)x → gλ(A)x = Eλx pro ka¾dé x ∈ H .Proto¾e pro t ∈ (λ, λ + 1
n ) je gλ ≤ gt ≤ sn, plyne z provedenýh úvah tvrzení ().Tøídu {Eλ}λ∈R nazveme spektrálním rozkladem operátoru A.Poznámka. Oznaèíme-li Tλ kladnou èást operátoru A − λI (viz pøíklad 9.21.a), lze ukázat, ¾e Eλ je projekeprostoru H na jádro kerTλ.Právì dokázaná tvrzení shròme do následujíí dùle¾ité vìty. A pøidejme nìo naví. Proto¾e totopojetí je ji¾ ponìkud zastaralé (je to jakási analogie Riemann-Stiltjesova integrálu) a dnes je pøeijen modernìj¹í pøístup vyu¾ívajíí pojmu spektrální míry a (lebesgueovské) integrae vektorovýhfunkí, nebudeme ji¾ ¾ádné dùkazy provádìt. Víe lze pak nalézt v kapitole *9.9.34. Spektrální vìta pro hermiteovské operátory. Neh» A je hermiteovský operátor naHilbertovì prostoru H, λ ∈ R a Eλ := c(−∞,λ℄(A). Potom {Eλ}λ∈R je systém ortogonálníhprojekí na H tvoøíí rozklad jednotky.Buï dále x ∈ H. Oznaèíme-li ϕx : λ 7→ (Eλx, x), je ϕx neklesajíí funke na R a(Ax, x) = ∫R λdϕx(λ) .



10. Dal¹í tøídy operátorù 93Naví, je-li g omezená borelovská funke na spektru σ(A), je
(
g(A)x, x) = ∫R g(λ) dϕx(λ) .(Je zbyteèné øíkat, ¾e uva¾ované integrály hápeme jako Riemann-Stieltjesovy èi Lebesgue-Stieltjesovy.)9.35. Poznámky. (a) Proto¾e funke ϕx je konstantní na intervaleh (−∞,mA) a (MA,+∞), uvedené integrálystaèí uva¾ovat pøes interval [mA,MA℄.(b) Rovnosti ve spektrální vìtì lze zapsat shematiky jako

A = Z

σ(A) λ dEλ a g(A) = Z

σ(A) g(λ) dEλ .Funke λ 7→ Eλ je funkí z intervalu [mA,MA℄ (pøesnìji z R) do Banahova prostoru L(H) a "shematikým\integrálùm lze dát dobrý smysl. Ètenáøe lze odkázat tøeba na skripta [LM℄, kde je de�niím Riemann-Gravesova a"Lebesgueova\ integrálù pro zobrazení do Banahovýh prostorù vìnována pøíslu¹ná partie. Struèný nástin je té¾v *9.6.() V pøedhozíh odstavíh jsme projeke Eλ pøiøadili vlastnì ka¾dému intervalu (−∞, λ℄. Uva¾ováním harak-teristikýh funkí i dal¹íh mno¾in by neèinilo problém pøiøadit projeke i ka¾dé borelovské mno¾inì. Tomutopøístupu vìnujeme samostatné odstave v *9.5 a dal¹í.(d) Obdobné vìty platí i pro normální operátory.Spektrální vìta øíkala, ¾e ka¾dému hermiteovskému operátoru lze pøiøadit pøíslu¹nou spek-trální tøídu ortogonálníh projekí. Platí i opaèné tvrzení, ka¾dá spektrální tøída urèuje jistýhermiteovský operátor. O tom vypovídá následujíí závìreèná vìta.9.36. Vìta. Neh» {Eλ}λ∈R je spektrální tøída. Potom existuje právì jeden hermiteovský ope-rátor T tak, ¾e T = ∫
σ(T ) λdEλ.9.37. Elementární vièení. (a) Naleznìte spektrální rozklad následujííh operátorù:(a1) T je de�nován na prostoru L2(R) pøedpisem Tf(t) := f(t+ 1),(a2) Tf(t) := tf(t) pro f ∈ L2([−1, 1℄),(a3) T je nulový operátor na Hilbertovì prostoru H,(a4) T je identita na Hilbertovì prostoru H,(a5) T : (x1, x2, x3, . . . ) 7→ (x1, x22 , x33 , . . . ) na prostoru l2,(a6) T : R3 → R3 je reprezentován matií „ 0 1 01 0 00 0 1 «.(b) De�nujme operátor T na l2 pøedpisem

T : (x1, x2, x3, . . . ) 7→ (0, 0, x3, x4, . . . ) .Uka¾te, ¾e ‖T‖ = 1, ¾e T je hermiteovský a pozitivní, a ¾e √
T = T .Návod . Uva¾te, ¾e √

x = x na σ(T ). ♣() Neh» H je Hilbertùv prostor a A ∈ L(H). Naleznìte adjungovaný operátor `
eA

´∗. Je-li A hermiteovský,uka¾te, ¾e eA je pozitivní a naleznìte √
eA.(d) Naleznìte pøíklad nehermiteovského operátoru B na Hilbertovì prostoru tak, aby eB = I.Návod . Uva¾ujte násobky identity. ♣(e) Neh» A je hermiteovský operátor na Hilbertovì prostoru H a f, g ∈ C(σ(A)). Potom fg(A) = f(A) ◦ g(A).Návod . Vyu¾ijte vìtu 9.16. ♣



94 B. Spektrální teorie(f) Neh» T je kompaktní hermiteovský operátor na Hilbertovì prostoru H, T = ∞P
n=1λnPn jeho spektrální rozkladz dùsledku 8.22 (zde λn jsou rùzná vlastní èísla T , λ0 = 0 a Pn jsou projeke H na ker(T − λnI)). Uka¾te, ¾ezobrazení f 7→

∞P
n=1 f(λn)Pn z 8.27 má v¹ehny vlastnosti obsa¾ené ve vìtì 9.16. Jednoznaènost Rieszova funkèníhokalkulu nám dá, ¾e tento je pak skuteènì roz¹íøením kalkulu z 8.27.Uka¾te také, ¾e Hilbert-Shmidtovu vìtu ve tvaru dùsledku 8.22 lze odvodit pomoí Rieszova kalkulu.Návod . Proto¾e σ(T ) = {0}∪{λ1, λ2, . . . }, jsou funke fn := c{λn} spojité na σ(T ) a Pn = fn(T ) = ∞P

j=1 fn(λj )Pj .
♣ 10. Dal¹í tøídy operátorùV této kapitole popí¹eme nìkteré dal¹í tøídy dùle¾itýh operátorù na Banahovì prostoru X .Proto¾e se jedná spí¹e o informativní partii, nebudeme se pøíli¹ zatì¾ovat komplikovanìj¹ímidùkazy.K první de�nii nás pøivádí tøetí Fredholmova vìta, èi spí¹e její dùsledek ze vièení 5.32.p.10.1. Fredholmovy operátory. Omezený operátor T na Banahovì prostoru X (obvykleuva¾ujme pouze prostory nekoneèné dimenze) se nazývá Fredholmùv , jestli¾e dimenze jádra kerTa kodimenze oboru hodnot RT jsou koneèné.Rozdíl dim kerT − odimRT se nazývá index operátoru T a znaèí se indT .(a) Poznámky. (a1) Pøipomeòme, ¾e kodimenze prostoru RT je dimenze faktorprostoru X/RT . Co¾ vyjde nastejnojako dimenze (libovolného) algebraikého doplòku RT v X.(a2) Proto¾e podle 2.55.n je prostor (X/RT )∗ izomorfní RT⊥ a podle 5.19 víme, ¾e RT⊥ = kerT ′, je indT =dimkerT − dim kerT ′.(a3) Mnozí autoøi oznaèují jako fredholmovské operátory ty, jejih¾ index je 0. Jiní autoøi naopak tìmto operátorùmøíkají Weylovy, zatímo místo fredholmovskýh operátorù pou¾ívají oznaèení noetherovské .(a4) Fredholmovské operátory tvoøí jakýsi "protipól\ ke koneènì dimenzionálním operátorùm.(b) Pøíklady. (b1) Ka¾dý operátor tvaru K−λI, kde K je kompaktní a λ 6= 0, je Fredholmùv.Jeho index je dokone 0. Staèí se podívat na tøetí Fredholmovu vìtu 5.28.(b2) Je-li T invertibilní prvek L(X) (tj. je-li T prostý a na), je samozøejmì T Fredholmùv. Jehoindex je opìt 0. Identita je v¾dy fredholmovský operátor.(b3) V koneèné dimenzi jsou v¹ehny lineární operátory fredholmovské (s indexem 0) a tentopøípad nás mo nezajímá.(b4) Na separabilním Hilbertovì prostoru H s ortonormální bazí {en}n∈N je operátor posunutí
T : ∞∑

n=1λnen 7→
∞∑
n=1λn−1en (klademe λ0 = 0) Fredholmùv s indexem −1.() Vìta. Ka¾dý Fredholmùv operátor na Banahovì prostoru X má uzavøený obor hodnot.Dùkaz. Neh» T ∈ L(X) je Fredholmùv. Proto¾e kodimenze RT je koneèná, existuje koneènìdimenzionální (a tedy uzavøený) podprostor Z ⊂ X tak, ¾e X = Z⊕RT . Pøedpokládejme zprvu,¾e T je prosté zobrazení. Potom zobrazení

η : X × Z → X dané jako (x, z) 7→ Tx+ zje spojitý izomor�zmus mezi Banahovými prostory. Podle Banahovy vìty o otevøeném zobrazení4.14 je zobrazení η−1 spojité. Proto¾e pro x ∈ X máme odhad ‖x‖ = ‖η−1(Tx)‖ ≤ ‖η−1‖ ‖Tx‖,je ‖Tx‖ ≥ 1
‖η−1‖ ‖x‖. Vidíme, ¾e zobrazení T je zdola omezené. Lemma 5.2 nám pak snadnoøekne, ¾e obor hodnot RT je uzavøená mno¾ina.Není-li T prosté zobrazení, uva¾ujme kanoniké zobrazení q : X/ kerT → X dané pøedpisem

x + kerT 7→ Tx. Zobrazení q má stejný obor hodnot jako T a je prosté. Vpodstatì nyní staèípokraèovat jako v první èásti dùkazu.(d) Poznámka. O uzavøenosti oboru hodnot lineárníh operátorù se lze nìo víe doèíst v *5.3. V na¹em pøípadìjsme vyu¾ili jen toho, ¾e RT mìl uzavøený algebraiký doplnìk v X.



10. Dal¹í tøídy operátorù 95Obenì není pravda, ¾e by obor hodnot spojitého lineárního operátoru byl uzavøenou mno¾inou. Pøíklad jsmesi uvedli v 5.14. Dokone ani kompaktní operátor nemusí mít uzavøený obor hodnot. Kupøíkladu operátor
K : {xn} 7→

`
x1, 12x2, 13x3, . . . ´na Hilbertovì prostoru l2 je kompaktní, prostý a jeho obor hodnot je hustý v l2. Kdyby RT bylo uzavøenoupodmno¾inou l2, bylo by RT = l2. Potom by ov¹em T−1 byl opìt spojitý lineární operátor na l2 podle 4.16 aidentita I = T−1T by byla kompaktní. Mù¾ete porovnat s *4.1.d.Není také pravda, ¾e by libovolný podprostor koneèné kodimenze byl uzavøený. Uva¾ujeme-li nenulový lineárnífunkionál L ∈ X#, má jeho jádro kerL koneènou kodimenzi podle A.4. Staèí nyní vzít za L nespojitý lineárnífunkionál na (nekoneènì dimenzionálním) Banahovì prostoru X. Ten urèitì existuje, viz 2.6.. Potom jádro kerLnení uzavøená mno¾ina (podívejte se tøeba na vìtièku v 2.23).Dùkazy následujííh vìt nejsou nijak zvlá¹» obtí¾né, niménì vy¾adují pøei jen trohu práe.Naznaèíme hlavní my¹lenky, pøièem¾ lekdy pou¾ijeme dokázanýh výsledkù z kapitoly *10. Nì-které dùkazy tím dokone naznaèíme víerým zpùsobem, zále¾í toti¾ na tom, v jakém poøadíjednotlivé vìty dokazujeme.Za základ pou¾ijeme následujíí Noetherovo kriterium z *10.1.d pro pøípad X = Y .(e) Noetherovo kriterium. Operátor T na Banahovì prostoru X je Fredholmùv, právì kdy¾existuje A ∈ L(X) tak, ¾e operátory AT − I a TA− I jsou kompaktní.Pro dùle¾itou harakteristiku fredholmovskýh operátorù uvedenou v následujíí vìtì si pøipo-meòme, ¾e Calkinova algebra Ca(X) je de�nována jako faktorová Banahova algebraL(X)/Lc(X)(srovnej s *6.11). Oznaèíme-li jako obvykle q kanoniké zobrazení L(X) na Calkinovu algebru

Ca(X), je ka¾dému operátoru T naX pøiøazen prvek q(T ), který je de�nován jako tøída T+Lc(X)v Ca(X). Jednotkou v Ca(X) je samozøejmì prvek q(I) = I + Lc(X).(f) Atkinsonova vìta. Operátor T na Banahovì prostoru X je Fredholmùv, právì kdy¾ q(T )je invertibilní prvek Calkinovy algebry Ca(X).Dùkaz. Pou¾ijeme Noetherovo kriterium z (e): Operátor T ∈ L(X) je Fredholmùv, právì kdy¾existuje A ∈ L(X) tak, ¾e operátory AT − I a TA− I jsou kompaktní. Je-li AT − I kompaktní,máme
q(A)q(T ) = (A+ LC(X))(T + Lc(X)) = AT + Lc(X) = I + Lc(X) = q(I) .Obdobnì q(T )q(A) = q(I), pokud operátor TA−I je kompaktní. Je-li tedy T Fredholmùv, vidíme,¾e q(T ) je invertibilní prvek Ca(X). Naopak, je-li q(T ) invertibilní prvek Calkinovy algebry a

q(A) := (
q(T ))−1, jsou operátory AT − I a TA− I kompaktní, a tudí¾ T je Fredholmùv.(g) Vìta. Mno¾ina F(X) v¹eh fredholmovskýh operátorù je otevøená v L(X) a zobrazení

T 7→ indT : L(X) → Z je spojité.Návod . Je-li q : L(X) → Ca(X) obvyklé kanoniké zobrazení, je podle Atkinsonovy harakteris-tiky F(X) = q−1(U), kde U je mno¾ina invertibilníh prvkù Calkinovy algebry Ca(X). Je¾to qje spojité zobrazení a U je otevøená mno¾ina, je i F(X) otevøená v L(X).Pokud jde o spojitost zobrazení T 7→ indT , odvoláme se na *10.1.k. ♣(h) Vìta. Je-li K ∈ L(X) kompaktní a T ∈ L(X) Fredholmùv, potom i K + T je Fredholmùva ind(K + T ) = indT .Dùkaz. Operátor K +T je Fredholmùv, staèí pou¾ijeme-li Atkinsonovu vìtu z (f) (a uvìdomímesi, ¾e q(T + K) = q(T )). Proto¾e podle (g) je zobrazení T 7→ indT spojité, je funke h : λ 7→ind(T + λK) na intervalu [0, 1℄ spojitá a nabývá pouze eloèíselnýh hodnot. Je¾to h([0, 1℄) jesouvislá mno¾ina, musí být jednobodová. Tudí¾ h(0) = h(1).(k) Nikolského vìta. Buï T ∈ L(X) fredholmovský operátor. Následujíí výroky jsou ekviva-lentní:(i) indT = 0,(ii) existuje kompaktní operátor K tak, ¾e T +K je invertibilní,(iii) existuje koneènì dimenzionální operátor F tak, ¾e T + F je invertibilní.



96 B. Spektrální teorieNávod . Je¾to invertibilní operátory mají index 0, má podle pøedhozí vìty souèet invertibilníhoa kompaktního operátoru té¾ index 0. Tudí¾ dostáváme implikae (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i).Pøedpokládejme nyní, ¾e indT = 0. Pokud dim kerT = 0, je té¾ odimRT = 0 a operátor Tje sám invertibilní (a za F pak staèí vzít nulový operátor F = 0).Podle pøedpokladù tedy víme, ¾e X = RT ⊕M , kde dimM = dim kerT < ∞. Neh» T2 :kerT → M je izomor�zmus mezi tìmito podprostory. Proto¾e dim kerT < ∞, existuje podlevìt 2.27 a 2.38 (spojitá) projeke P prostoru X na kerT . Zøejmì X = kerT ⊕ kerP . Neh» T1je izomorfním zobrazením kerP na RT . Polo¾me B = T + T2P . (Je-li x ∈ X , máme Bx =
Tx + T2Px = TPx + T (I − P )x + T2Px = T1(I − P )x + T2Px, nebo» Px ∈ kerT .) Potom Bje izomorfním zobrazením X na X a T = B − T2P je hledaný rozklad. Operátor T2P je toti¾koneènì dimenzionální. ♣10.2. Aproximujíí èísla operátoru z L(X,Y ). Jsou-li X,Y Banahovy prostory a L ∈
L(X,Y ), polo¾me pro n = 1, 2, . . .

αn(L) := inf{‖L− F‖ : F ∈ L(X,Y ), dimRF ≤ n− 1} .Potom samozøejmì ‖L‖ = α1(L) ≥ α2(L) ≥ · · · ≥ 0. Posloupnost {αn(L)} nazývejme aproximu-jíí posloupností operátoru L, její jednotlivé prvky pak aproximujíími èísly L.10.3. Singulární èísla kompaktníh operátorù. Obdobnì jako v *4.2. lze dokázat násle-dujíí vìtu.(a) Shmidtovo vyjádøení kompaktního operátoru. Neh» H1, H2 jsou Hilbertovy prostorya T ∈ Lc(H1, H2) kompaktní operátor mezi nimi. Potom existují ortonormální soustavy {en}v H1 a {fn} v H2 a nerostouí posloupnost nezápornýh èísel σn(T ) → 0 tak, ¾e
Tx = ∑

n

σn(T )(x, en) fn pro ka¾dé x ∈ H1 .(b) Poznámka. Uvedená øada konverguje k operátoru T dokone v normì prostoru L(H1, H2). To nahlédnemesnadno, nebo» obdobnì jako v dùsledku 8.22 pro ka¾dé x ∈ H1 a n máme
‚‚‚‚Tx−

nX

j=1σj(T )(x, ej)ej‚‚‚‚
2
≤

∞X

j=n+1˛̨
σj(T )(x, ej)˛̨2 ≤

`
‖x‖ sup{|σj(T )| : j > n}

´2 → 0 .() Singulární èísla. Posloupností singulárníh èísel kompaktního operátoru T rozumímeprávì posloupnost {σn(T )} ze Shmidtova rozkladu T . Je tedy σn(T ) = (Ten, fn). Na prvnípohled by se mohlo zdát, ¾e posloupnost {σn(T )} z uvedeného rozkladu není jednoznaènì urèená(o¾ je ov¹em pravda o posloupnosteh {en} a {fn}, ty zdaleka jednoznaènì urèeny nejsou). Alenení tomu tak. Posloupnost {σn(T )} je toti¾ podle *4.2. (nerostouí) posloupností vlastníh èísel(pozitivního) operátoru √
TT ∗ a následujíí vìtièka pak jen dokládá toto tvrzení.(d) Vìtièka. Je-li T ∈ Lc(H1, H2) kompaktní operátor, je σn(T ) = αn(T ) pro ka¾dé n.Dùkaz. Pøipomeòme, ¾e αn(T ) jsou aproximujíí èísla operátoru T z odstave 10.2. Neh»

Tx =∑n σn(T )(x, en)fn je Shmidtùv rozklad T .Volíme-li x ∈ H1 a n pøirozené, dostáváme ihned z Besselovy nerovnosti
∥∥∥∥Tx−

n−1∑
j=1 σj(T )(x, ej)fj∥∥∥∥2 ≤ ∞∑

j=n σ2j (T )|(x, ej)|2 ≤ σ2n(T )‖x‖2 .Odtud plyne, ¾e αn(T ) ≤ σn(T ).Potøebujeme dokázat opaènou nerovnost. Volme tedy n a operátor F ∈ L(H1, H2) tak, abydimF ≤ n − 1. Urèitì existuje takové h ∈ H1, ¾e h = η1e1 + · · · + ηnen, ‖h‖ = 1 a F (h) = 0.Pou¾ijeme-li Pythagorovu vìtu, dostaneme
‖T − F‖2 ≥ ∥∥(T − F )h∥∥2 = ‖Th‖2 = ∥∥∥∥ n∑

j=1 σj(T )ηjfj∥∥∥∥2 = n∑

j=1 σ2j (T )|ηj |2 ≥ σ2n(T ) .Tím dostaneme potøebnou druhou nerovnost.V pøípadì, kdy T je kompaktní hermiteovský operátor na Hilbertovì prostoru H , jsou jeho sin-gulární èísla σn(T ) rovna vlastním hodnotám uspoøádaným podle velikosti a s pøíslu¹nou násob-ností. To neplatí ji¾ pro operátory, které nejsou hermiteovské. Niménì platí alespoò následujíídùle¾ité tvrzení.



10. Dal¹í tøídy operátorù 97(e) Weylova nerovnost. Neh» T je kompaktní operátor na Hilbertovì prostoru H a {λn(T )}posloupnost jeho vlastníh èísel poèítanýh s pøíslu¹nou násobností. Potom pro ka¾dé p ∈ (0,∞)platí
∞∑

n=1 |λn(T )|p ≤ ∞∑

n=1σpn(T ) .(f) Poznámka . Dùkaz Weylovy nerovnosti lze nalézt v M. Reed and B. Simon [*1978℄. Uvedená nerovnost v¹akplatí dokone i pro koneèné souèty. V tomto pøípadì je ov¹em nutno uva¾ovat posloupnosti vlastníh i singulárníhèísel srovnanýh do nerostouíh posloupností podle absolutní hodnoty. Pùvodní dùkaz je v H. Weyl [1949℄, lze jejnalézt také kupø. v R. Meise und D. Vogt [*1992℄.10.4. Hilbert-Shmidtovy operátory. V dal¹ím vydìlíme jistou tøídu operátorù na Hilbertovìprostoru, v jejih¾ de�nii se v¹ak vyskytnou souèty zobenìnýh øad nezápornýh prvkù. Ètenáø,kterému by tím vznikaly problémy, se mù¾e omezit na pøípad, kdy uva¾ované prostory jsouseparabilní. Pak samozøejmì staèí praovat se spoèetnými systémy a obyèejnými souèty øad.V následujíím výkladu bude H Hilbertùv prostor. Pøenesení elého výkladu na operátorymezi dvìma Hilbertovými prostory neèiní ¾ádné podstatné obtí¾e. Na¹e omezení vyplývá jedinìz dùvodu jednoduhosti. Zaènìme s dùle¾itým lemátkem.(a) Lemma. Neh» {eα}α∈A a {fβ}β∈B jsou ortonormální báze H a T ∈ L(H). Potom
∑

α∈A
‖Teα‖2 = ∑

β∈B
‖Tfβ‖2 = ∑

α∈A
‖T ∗eα‖2 .Dùkaz. Pou¾ijeme-li dvakrát Parsevalovu rovnost z vìty 1.34 a mo¾nost pøehození sumae (pronezáporné sèítane), dostaneme

∑

α∈A
‖Teα‖2 = ∑

α∈A

(∑

β∈B
|(Teα, fβ)|2) = ∑

β∈B

(∑

α∈A
|(eα, T ∗fβ)|2) = ∑

β∈B
‖T ∗fβ‖2 .Tato rovnost platí pro libovolné dvì ortonormální báze, speiálnì tedy musí platit i

∑

β∈B
‖Tfβ‖2 = ∑

β∈B
‖T ∗fβ‖2 .(b) Hilbert-Shmidtovy operátory. Øekneme, ¾e operátor T na Hilbertovì prostoru H jeHilbert-Shmidtùv , existuje-li ortonormální báze {eα}α∈A prostoru H tak, ¾e ∑

α∈A
‖Teα‖2 < ∞.Symbolem HS(H) oznaème mno¾inu v¹eh Hilbert-Shmidtovýh operátorù na H . Pro T ∈

HS(H) polo¾me
‖T ‖HS := (∑

α∈A
‖Teα‖2) 12

,kde {eα}α∈A je nìjaká ortonormální báze H . Lemma (a) zaruèuje, ¾e de�nie ‖T ‖HS je nezávislána volbì této báze.() Tvrzení. Libovolný Hilbert-Shmidtùv T operátor je kompaktní. Naví
‖T ‖HS = ( ∞∑

n=1(σ2n(T )) 12
,kde {σn(T )} je posloupnost singulárníh èísel T .



98 B. Spektrální teorieDùkaz. Neh» {eα}α∈A je ortonormální báze H a T ∈ HS(H). Je-li K koneèná podmno¾ina A,polo¾me TK : x 7→ ∑
α∈K

(x, eα)eα pro x ∈ H . Buï x ∈ H a B := A \K. Proto¾e x = ∑
α(x, eα)eα,získáme pomoí Shwarzovy nerovnosti odhad

∥∥(T − T ◦ TK)x∥∥ = ∥∥∥∥∑
α∈B

(x, eα)Teα∥∥∥∥ ≤
[∑

α∈B
‖Teα‖2] 12 [∑

α∈B
|(x, eα)|2] 12 ≤

[∑

α∈B
‖Teα‖2] 12 ‖x‖ .Jeliko¾ ∑

α∈A
‖Teα‖2 < ∞, plyne z na¹eho odhadu, ¾e T je v prostoru L(H) limitou koneènìdimenzionálníh operátorù. Musí tedy být kompaktní.Proto¾e T je kompaktní, existují ortonormální soustavy {gn} a {fn} v H tak, ¾e Tx =

∞∑
n=1σn(T )(x, gn) fn pro ka¾dé x ∈ H . V H existuje ortonormální báze {hγ}γ∈� obsahujíí sou-stavu {gn}, staèí se podívat na dùkaz vìty 1.29. Potom ov¹em

‖T ‖2HS = ∑

γ∈� ‖Thγ‖2 = ∑

γ∈�∥∥∥∥ ∞∑

n=1σn(T )(hγ , gn)fn∥∥∥∥2 = ∞∑

n=1σ2n(T ) .(d) Pøíklady. (d1) Neh» {en} je ortonormální báze Hilbertova prostoru H , {λn} èíselná po-sloupnost a
Tx :=∑λn(x, en)en pro x = ∑(x, en)en .Proto¾e ‖Ten‖2 = ‖λnen‖2 = |λn|2, je T Hilbert-Shmidtùv, právì kdy¾ {λn} ∈ l2. Samozøejmì

‖T ‖HS = (∑ |λn|2) 12 .(d2) Je-li opìt {en} ortonormální báze Hilbertova prostoru H , T ∈ L(H) a αn,k := (Ten, ek), je
T Hilbert-Shmidtùv, právì kdy¾ ∞∑

n,k=1 |αn,k|2 <∞. V tomto pøípadì pak
‖T ‖HS = ( ∞∑

n,k=1 |αn,k|2) 12
.(d3) Volterrùv operátor Tf(x) := ∫ x0 f(s) ds je Hilbert-Shmidtùv na prostoru L2([0, 1℄).(d4) Neh» k ∈ L2([0, 1℄ × [0, 1℄) je integrální jádro a

Tkf(x) := ∫ 10 k(s, x)f(s) ds pro f ∈ L2([0, 1℄) .V 2.49. jsme ukázali (dokone v mnohem obenìj¹ím pøípadì), ¾e Tk je kompaktní operátor. Lzeukázat, ¾e Tk je dokone Hilbert-Shmidtùv a ‖Tk‖HS = ‖k‖L2 .(e) Poznámka. Ka¾dý Hilbert-Shmidtùv operátor na L2([0, 1℄) je ji¾ integrální operátor vzhledem k nìjakémujádru. Pøesnìji, je-li T ∈ HS(L2([0, 1℄)), existuje jádro k ∈ L2([0, 1℄ × [0, 1℄) tak, ¾e T = Tk. Detaily lze tøebanalézt v C. Swartz [1992℄. Není podstatné, ¾e se jedná o interval [0, 1℄, analogiké tvrzení platí i pro libovolnýprostor s mírou (
,S, µ). Dùkaz tohoto tvrzení není zas tak obtí¾ný. Staèí polo¾it
k(s, t) = X

α,β

(Teα, eβ)eα(s) eβ(t) pro s, t ∈ 
 ,kde {eα} je ortonormální báze prostoru L2(
,S, µ).Poslední tvrzení lze vyu¾ít pøi dùkazu slavné Shwartzovy vìty o jádøe. Vyslovme ji v následujíím znìní.(f) Shwartzova vìta o jádøe. Neh» 
 ⊂ Rn je otevøená mno¾ina, D(
) vektorový prostor v¹eh C∞-hladkýhfunkí s kompaktním nosièem na 
 a B : D(
) ×D(
) → C separátnì spojitá bilineární forma. Potom existujedistribue D ∈ D∗(
 × 
) tak, ¾e B(f, g) = D(f ⊗ g) pro v¹eha f, g ∈ D(
).Zde de�nujeme f ⊗ g : (x, y) 7→ f(x)g(y).



10. Dal¹í tøídy operátorù 99(g) Vìtièka. Neh» T ∈ L(H). Potom operátor T je Hilbert-Shmidtùv, právì kdy¾ T ∗ jeHilbert-Shmidtùv. V tomto pøípadì pak ‖T ‖ ≤ ‖T ‖HS = ‖T ∗‖HS.Dùkaz. Èást dùkazu je obsa¾ena ji¾ v lemmatu (a). Pokud ‖x‖ ≤ 1 a {eα} je ortonormální báze
H , potom

‖Tx‖2 =∑
α

|(Tx, eα)|2 = ∑

α

|(x, T ∗eα)|2 ≤ ‖x‖2∑
α

‖T ∗eα‖2 ≤ ‖T ‖HS .(h) Vlastnosti prostoru HS(H). Prostor HS(H) opatøený normou ‖.‖HS je Hilbertùv pro-stor. Skalární souèin je de�nován jako (T, S)HS := ∑
α∈A

(Teα, Seα) a nezávisí na volbì ortonor-mální báze {eα}α∈A prostoru HNávod . Nejdøíve se musí ovìøit, ¾e zobrazení T 7→ ‖T ‖HS je skuteènì norma na prostoru HS(H).Ale to, jako¾ i dal¹í tvrzení, je jen snadné vièení. ♣(k) Dal¹í vlatnosti HS(H). Prostor HS(H) tvoøí oboustranný (neuzavøený) ideál v L(H),v nìm¾ koneènì dimenzionální operátory tvoøí hustý podprostor.Návod . Je-li T ∈ HS(H) a A,B ∈ L(H), potom ATB ∈ HS(H) a ‖ATB‖HS ≤ ‖A‖ ‖T ‖HS ‖B‖.To zjistíme velku bez námahy pøímo z de�ni. ♣10.5. Nukleární operátory. Neh» H je Hilbertùv prostor. Øekneme, ¾e T ∈ L(H) je nukleárníoperátor , jestli¾e existují posloupnosti {xn} a {yn} v H tak, ¾e ∑n ‖xn‖ ‖yn‖ <∞ a
Tx = ∑

n

(x, xn)yn pro ka¾dé x ∈ H .Ka¾dému takovému vyjádøení operátoru T øíkejme nukleární . Symbolem N (H) oznaème prostorv¹eh nukleárníh operátorù. Pro T ∈ N (H) polo¾me
‖T ‖N := inf{∑

n

‖xn‖ ‖yn‖ : Tx = ∑

n

(x, xn)yn pro x ∈ H a ∑
n

‖xn‖ ‖yn‖ <∞
}
.(a) Tvrzení. Neh» T ∈ L(H) je nukleární operátor. Potom T je kompaktní a

‖T ‖N = ∞∑

n=1σn(T ) ,kde {σn(T )} je posloupnost jeho singulárníh èísel.Dùkaz. Je-li Tx =∑n(x, xn)yn nukleární vyjádøení T , je ∥∥∥Tx− n∑
j=1(x, xj)yj∥∥∥ ≤

∞∑
j=n+1 ‖xj‖ ‖yj‖.Odtud hned vyvodíme, ¾e T je v prostoru L(H) limitou koneènì dimenzionálníh operátorù, atedy kompaktní. Neh» Tx = ∑

n σn(T )(x, en)fn je Shmidtovo vyjádøení T . Vyu¾itím Hölderovynerovnosti a reexivity Hilbertovýh prostorù dostáváme pro ka¾dé n odhad
n∑

j=1 σj(T ) = n∑

j=1(Tej, fj) = n∑

j=1∣∣∣∣ ∞∑

k=1(ej, xk) (yk, fj)∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑

k=1( n∑

j=1 |(ej , xk)|2) 12( n∑

j=1 |(yk, fj)|2) 12
≤

∞∑

k=1 ‖xk‖ ‖yk‖ ≤ ‖T ‖N .Tím dostáváme jednu nerovnost. Pro dùkaz druhé mù¾eme pøedpokládat, ¾e ∑n σn(T ) < ∞.Potom ov¹em Tx = ∑
n(x, en)σn(T )fn je nukleární vyjádøení T , a tudí¾

‖T ‖N ≤
∞∑

n=1 ‖en‖ ‖σn(T )fn‖ = ∞∑

n=1σn(T ) .Základní vlastnosti nukleárníh operátorù shròme do následujíí vìty.



100 B. Spektrální teorie(b) Vìta. Prostor N (H) s normou ‖.‖N je Banahùv a je ideálem v L(H). Libovolný nukleárníoperátor je Hilbert-Shmidtùv a ‖T ‖HS ≤ ‖T ‖N pro T ∈ N (T ).Mezi nukleárními a Hilbert-Shmidtovými operátory je velie úzký vztah vyjádøený v násle-dujíím tvrzení.() Tvrzení. Operátor T ∈ L(H) je nukleární, právì kdy¾ existují Hilbert-Shmidtovy operátory
T1, T2 ∈ L(H) tak, ¾e T = T1 ◦ T2. V tom pøípadì ‖T ‖N ≤ ‖T1‖HS‖T2‖HS.Dùkaz. Je-li Tx = ∑

n σn(T )(x, en)fn Shmidtovo vyjádøení nukleárního operátoru T , je
{σn(T )} ∈ l1. Staèí pak polo¾it

T1x := ∑

n

√
σn(T )(x, en)fn a T2x :=∑

n

√
σn(T )(x, en)enpro x ∈ H .Naopak, neh» T1, T2 ∈ HS(H). Je-li T2x = ∑

σn(T2)(x, en)fn Shmidtovo vyjádøení T2, je
T1 ◦ T2x = ∑

n σn(T2)(x, en)T1fn. Proto¾e pomoí Hölderovy nerovnosti máme
∞∑

n=1 ‖σn(T2)en‖ ‖T1fn‖ ≤
( ∞∑

n=1σ2n(T2)) 12( ∞∑

n=1 ‖T1fn‖2) 12
≤ ‖T2‖HS‖T1‖HS <∞ ,je T nukleární a ‖T ‖N ≤ ‖T1‖HS ‖T2‖HS .(d) Poznámka. Je-li T nukleární operátor, potom dokone ‖T‖N = inf{‖A‖HS‖B‖HS : A,B ∈ HS(H), T = AB}.10.6. Stopa nukleárního operátoru. Základem tohoto odstave bude následujíí lemma.(a) Lemma. Neh» {eγ}γ∈� a {fα}α∈A jsou ortonormální báze Hilbertova prostoru H. Je-li Tnukleární operátor na H, potom

∑

γ∈�(Teγ , eγ) = ∑

α∈A
(Tfα, fα) .Naví {(Teγ, eγ)} ∈ l1(�).Dùkaz. Neh» Tx = ∑

n(x, xn)yn je nukleární vyjádøení T . Je-li K koneèná podmno¾ina �,dostáváme
∑

γ∈K
|(Teγ , eγ)| = ∑

γ∈K

∣∣∣∣
∞∑

n=1(eγ , xn)(yn, eγ)∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑

n=1 ∑γ∈K∣∣(eγ , xn)(yn, eγ)∣∣ ≤ ∞∑

n=1 ‖xn‖ ‖yn‖ <∞ .V posledním odhadu jsme pou¾ili Shwarzovu nerovnost a Parsevalovu rovnost. Tím jsme ukázali,¾e {(Teγ, eγ)} ∈ l1(�). Toto tvrzení spolu s Parsevalovou rovností nás opravòuje k odvozenírovnosti
∑

γ∈�(Teγ, eγ) = ∑

γ∈� ∞∑

n=1(eγ , xn) (yn, eγ) = ∞∑

n=1∑γ∈�(yn, eγ) (eγ , xn) = ∞∑

n=1(yn, xn) .Vidíme, ¾e inkriminovaný souèet nezávisí na volbì ortonormální báze ani na volbì nukleárníhovyjádøení.(b) Poznámka . Pov¹imnìte si, ¾e jsme vlastnì dokázali víe. Je-li {eγ} ortonormální báze na¹eho Hilbertovaprostoru H a Tx = P
n(x, xn)yn nukleární vyjádøení T , potom P

γ(Teγ , eγ) = P
n(yn, xn). Naví øada vpravokonverguje absolutnì (P

n |(yn, xn)| ≤ P
n ‖xn‖ ‖yn‖ < ∞).



10. Dal¹í tøídy operátorù 101() Stopa . Neh» T je nukleární operátor na H . De�nujme jeho stopu pøedpisemtr(T ) := ∑

γ∈�(Teγ, eγ) ,kde {eγ}γ∈� je libovolná ortonormální báze prostoru H . Pøedhozí lemma nám øíká, ¾e tentouvedený souèet existuje a nezávisí na volbì ortonormální báze.(d) Poznámka. Je-li (ai,j) matie, víme, ¾e souèet prvkù na diagonále je invariantní vzhledem k ortogonálním èiunitárním transformaím. Je-li toti¾ (ai,j) matií lineárního zobrazení T v Hilbertovì prostoru H koneèné dimenzea {en} je libovolná ortonormální báze v H, potom P
k akk = P

k(Tek, ek). Nekoneènì rozmìrnou analogií k tomutopostøehu bylo vlastnì základní lemma (a).Stopa nukleárního zobrazení tedy zobeòuje souèet diagonálníh prvkù matie. Naví z lineární algebry víme,¾e stopa matie, tedy souèet prvkù na diagonále, je roven souètu vlastníh èísel této matie poèítanýh s pøíslu¹nounásobností. I v nekoneèné dimenzi máme analogii: V.R. Lidskii [1959℄ ukázal, ¾e tr(T ) = P
n λn(T ) pro ka¾dýnukleární operátor T na Hilbertovì prostoru. Zde {λn(T )} je posloupnost vlastníh èísel operátoru T poèítanýh,pohopitelnì, s jejih násobností.(e) Vìtièka. Zobrazení tr : T 7→ tr(T ) je spojitá lineární forma na prostoru N (H) a ‖ tr ‖ = 1.Dùkaz. Linearita tr je zøejmá. Je-li Tx = ∑

n σn(T )(x, en)fn Shmidtovo vyjádøení T , dá dùkazlemmatu (a) ihned odhad
| tr(T )| = ∣∣∣∣

∞∑

n=1σn(T )(fn, en)∣∣∣∣ ≤ ∞∑

n=1σn(T ) = ‖T ‖N .Odtud ‖ tr ‖ ≤ 1. Je-li Tx = (x, e)e, kde ‖e‖ = 1, je T nukleární, ‖T ‖N = 1 a tr(T ) = 1.(f) Vìtièka. Jsou-li T a S Hilbert-Shmidtovy operátory na H, je (T, S)HS = tr(S∗T ).Dùkaz. Je-li {eγ}γ∈� ortonormální báze H , jetr(S∗T ) = ∑

γ∈�(S∗Teγ, eγ) = ∑

γ∈�(Teγ, Seγ) = (T, S)HS .10.7. Duály k Lc(H) a N (H). Buï H Hilbertùv prostor a T ∈ L(H). Víme, ¾e T je nukle-ární operátor, právì kdy¾ posloupnost jeho aproximujííh èísel {αn(T )} le¾í v l1, zatímo T jekompaktní, právì kdy¾ {αn(T )} ∈ c0. Dále víme, ¾e duál k prostoru c0 je izometriky-izomorfnís l1. De�nujeme-li pro α = {αn} ∈ l1 funkionál Lα na c0 pøedpisem Lα : {xn} 7→ ∑
n αnxn,je Lα ∈ (c0)∗ a zobrazení α 7→ Lα je právì ono izometriky-izomorfní zobrazení l1 na (c0)∗.Proto se dívejme na následujíí vìtu, ji¾ uvedeme bez dùkazu, jako na jakousi analogii, pouzenekoneènému souètu ∑n bude odpovídat stopa tr. Snad jenom pøipomeòme, ¾e prostor N (H)tvoøí (oboustranný) ideál v L(H).(a) Duál k Lc(H). Neh» T ∈ N (H) je nukleární operátor a LT : S 7→ tr(TS) pro S ∈ Lc(H).Potom LT ∈ (Lc(H))∗ a zobrazení T 7→ LT je izometriky-izomorfním zobrazením N (H) na(Lc(H))∗.Je tedy duál (Lc(H))∗ prostoru v¹eh kompaktníh operátorù na H izometriky-izomorfníprostoru N (H) v¹eh nukleárníh operátorù.Analogií tvrzení, ¾e duál k prostoru l1 je izometriky-izomorfní prostoru l∞ (osvì¾te si, jakje realizováno toto zobrazení), je následujíí vìta, která øíká, ¾e duálem k prostoru nukleárníhoperátorù N (H) je prostor L(H) v¹eh operátorù na H .(b) Duál k N (H). Neh» T ∈ L(H) je operátor na H a MT : S 7→ tr(TS) pro S ∈ N (H).Potom MT ∈ (N (H))∗ a zobrazení T 7→ MT je izometriky-izomorfním zobrazením L(H) na(N (H))∗.



102 B. Spektrální teorie10.8. Shattenovy tøídy. Je-li H Hilbertùv prostor a p ∈ [1,∞), de�nujeme
Sp(H) := {K ∈ Lc(H) : {σn(K)} ∈ lp

}
.Zde {σn(K)} je opìt posloupnost singulárníh èísel K.Pro T ∈ Sp(H) polo¾me

‖T ‖p := ( ∞∑

n=1σpn(T )) 1
p

.Podle pøede¹lýh výsledkù vidíme, ¾e Hilbert-Shmidtovy operátory splývají s tøídou S2(H),zatímo prostor nukleárníh operátorù je pøesnì roven tøídì S1(H).10.9. Tvrzení. Je-li p ∈ [1,∞), tvoøí Sp(H) vzhledem k normì ‖.‖p Banahùv prostor. Prostor
Sp(H) je té¾ ideálem v L(H).10.10. Poznámky. (a) Nebylo by ¾ádným problémem de�novat Hilbert-Shmidtovy èi nukleární operátory aneboté¾ Shattenovy tøídy pro operátory mezi dvìma Hilbertovými prostory. Jak jsme ji¾ poznamenali, my jsme seomezili na pøípad operátorù na jednom Hilbertovì prostoru pouze z dùvodù jednodu¹¹ího vyjadøování.(b) Neh» T je kompaktní operátor na Hilbertovì prostoru H a {λn(T )} posloupnost jeho vlastníh èísel poèítanýhs pøíslu¹nou násobností. Potom z Weylovýh nerovností v 10.3. a vyjádøení norem v 10.4. èi 10.5.a dostáváme,¾e

∞X

n=1 |λn(T )| ≤ ‖T‖N a „ ∞X

n=1 |λn(T )|2« 12
≤ ‖T‖HS ,pøièem¾ první nerovnost platí v pøípadì, kdy T je nukleární, druhá pak pro Hilbert-Shmidtùv operátor T . Odtudspeiálnì plyne, ¾e {λn(T )} ∈ l1, pokud T je nukleární a {λn(T )} ∈ l2 pro operátor T , který je Hilbert-Shmidtùv.() Nìkteré tøídy operátorù lze zavést i v pøípadì Banahovýh prostorù. A to samozøejmì tak, aby novì de�novanépojmy splývaly s ji¾ zavedenými v Hilbertovýh prostoreh. Zmiòme se struènì o nih.Operátor T na Banahovì prostoru X se nazývá nukleární, existují-li posloupnosti {xn} v X a {ϕn} v X∗ tak,¾e

∞X

n=1 ‖ϕn‖ ‖xn‖ < ∞ a Tx = ∞X

n=1ϕn(x)xnpro ka¾dé x ∈ X. Nukleární normu takového operátoru de�nujeme jako
‖T‖N := infn ∞X

n=1 ‖ϕn‖ ‖xn‖ : Tx = ∞X

n=1ϕn(x)xn pro ka¾dé x ∈ X
o
,kde in�mum se tedy bere pøes v¹ehna mo¾ná "nukleární\ vyjádøení operátoru T .Nukleární operátory na Banahovì prostoru X tvoøí opìt uzavøený vektorový podprostor v Lc(X) a jsouideálem v L(X). Posloupnost {λn(T )} vlastníh èísel nukleárního operátoru T (poèítanýh s pøíslu¹nou násobností)ji¾ nemusí le¾et v prostoru l1. V¾dy v¹ak {λn(T )} ∈ l2. Jestli¾e pro ka¾dý nukleární operátor T na Banahovìprostoru X posloupnost {λn(T )} le¾í v l1, potom X je ji¾ izomorfní Hilbertovu prostoru. To ukázali W.B. Johnson,H. König, B. Maurey a J.R. Retheford v [1979℄.Pro nukleární operátory na Banahovýh prostoreh byhom htìli de�novat i jejih stopu. Je-li tedy Tx =P

n ϕn(x)xn nukleární vyjádøení T , jsme v poku¹ení de�novat tr(T ) = P
n ϕn(xn). Tato de�nie ov¹em závisí nanukleárním vyjádøení T a není tedy vùbe jasné, je-li korektní. Platí zajímavá vìta, podle ní¾ Banahùv prostor

X má aproximaèní vlastnost z *2.18, právì kdy¾ pro ka¾dý nukleární operátor T na X de�nie tr(T ) nezávisí nanukleárním vyjádøení T .Je-li T nukleární operátor na Banahovì prostoru X, je T ′ nukleární operátor na X∗ a ‖T ′‖N ≤ ‖T‖N .Opaèná implikae obenì neplatí. Je-li X reexivní, pak samozøejmì ano. Je-li X Banahùv prostor, pro nìj¾
X∗ má aproximaèní vlastnost a T ∈ L(X) je takový operátor, ¾e T ′ je nukleární, potom i T je nukleární a
‖T‖N = ‖T ′‖N . Existují dokone koneènì dimenzionální operátory T , pro nì¾ ‖T ′‖N < ‖T‖N . Existují takéoperátory T , které nejsou nukleární, aèkoliv pro nì T ′ je nukleární. Pøíklad takového operátoru lze tøeba najít naprostoru X majíím aproximaèní vlastnost a separabilní duál, nikoliv v¹ak omezenou aproximaèní vlastnost. Jakjsme se zmínili v *2.18, takový prostor sestrojili T. Figiel a W.B. Johnson v [1973℄. Detaily o tìhto problémehlze nalézt v A. Defant and K. Floret [*1993℄.(d) Pokud jde o analogii Hilbert-Shmidtovýh operátorù v Banahovýh prostoreh, vhodným kandidátem bymohly být 2-sèítajíí operátory. Ty, dokone v obenìj¹í poloze, zavedeme v *10.8. Platí toti¾ vìta, ¾e v pøípadìHilbertovýh prostorù jsou Hilbert-Shmidtovy operátory právì 2-sèítajíí operátory. Pøitom operátor T na Ba-nahovì prostoru X je 2-sèítajíí, jestli¾e má následujíí vlastnost: Kdykoliv {xn} je taková posloupnost v X, ¾eP
n |ϕ(xn)|2 < ∞ pro ka¾dé ϕ ∈ X∗, potom P

n ‖Txn‖2 < ∞. 2-sèítajíí operátory nemusejí být kompaktní, aleslo¾ení dvou 2-sèítajííh operátorù je nukleární, a tedy kompaktní. To odpovídá tvrzení () z 10.5.



11. Neomezené operátory 10310.11. Elementární vièení. (a) Neh» T ∈ L(X) je fredholmovský operátor a T ′ ∈ L(X∗) k nìmu (banahov-sky) adjungovaný. Uka¾te, ¾e T ′ je Fredholmùv a indT = − indT ′.Návod . Pøedev¹ím obor hodnot RT ′ je uzavøený, nebo» RT je uzavøený. K tomu se staèí podívat na *5.3.. Tudí¾
RT ′ = (kerT )⊥ (viz tamté¾). Dále vyu¾ijte toho, ¾e prostor X∗/RT ′ = X∗/(kerT )⊥ je podle 2.55.n izomorfnís (ker T )∗, a ¾e kerT ′ = (RT )⊥ s pøihlédnutím k vìtì 5.19. ♣(b) Uka¾te, ¾e index hermiteovského fredholmovského operátoru na Hilbertovì prostoru je roven 0.Návod . Pou¾ijte (a). ♣() Neh» X je Banahùv prostor lp (p ∈ [1,∞℄) anebo c0. De�nujme následujíí operátory na X:

T1 : {xn} 7→ (0, . . . , 0, x1, x2, . . . ) (k nul) ,
T2 : {xn} 7→ (xk+1, xk+2, . . . ) (k pevné) ,

T3 : {xn} 7→ (0, . . . , 0, xk+1, xk+2, . . . ) (k nul) .Uka¾te, ¾e operátory T1, T2 i T3 jsou fredholmovské a spoètìte jejih index.(d) Neh» H je Hilbertùv prostor a µ Radonova míra na w-kompaktní mno¾inì S := {x ∈ H : ‖x‖ ≤ 1}. Splòuje-lilineární operátor T na H nerovnost
‖Tx‖ ≤

Z

S

˛̨(x, s)˛̨
dµ(s)pro ka¾dé x ∈ H, je T Hilbert-Shmidtùv operátor.Návod . Volte ortonormální bázi {eγ} v H. Pomoí Parsevalovy rovnosti a Hölderovy nerovnosti uka¾te, ¾e

X

γ

‖Teγ‖2 ≤
X

γ

µ(S) Z

S

˛̨(eγ , s)˛̨2
dµ(s) ≤ (µ(S))2 .

♣(e) Spoètìte singulární èísla následujííh operátorù:(e1) H = l2, T : {xn} 7→ {αnxn} pro {xn} ∈ l2, kde {αn} ∈ c0 je daná posloupnost,(e4) H = l2, R : (x1, x2, . . . ) 7→ (0, x1, x2, . . . ),(e3) Volterrova operátoru z 10.4.d3.(f) Neh» T ∈ L(X) je operátor na Banahovì prostoru X. Uka¾te, ¾e následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) RT je uzavøený podprostor v X koneèné kodimenze,(ii) existuje K ∈ L(X) tak, ¾e TK − I je kompaktní operátor,(iii) obraz q(T ) v Calkinovì algebøe Ca(X) má pravou inverzi,(iv) existuje právì jeden operátor S ∈ L(X) tak, ¾e TS je projeke X na (ker T ′)⊥ a I − TS je koneènìdimenzionální.Poznámka. Je-li nìkterá z tìhto podmínek splnìna, nazývá se T pravý Fredholmùv operátor (na rozdíl od levého,nikoliv v¹ak nepravého). 11. Neomezené operátoryV této kapitole nám pùjde o studium lineárníh operátorù, které nemusejí být omezené. Tyhrají dùle¾itou roli v rùznýh fyzikálníh problémeh, zejména v kvantové teorii pole. Je jasné, ¾ese nemù¾eme zela oprostit od topologiké struktury daného prostoru a topologikýh vlastnostíuva¾ované tøídy operátorù. Uvidíme, ¾e zela pøirozeným po¾adavkem je studovat operátorys uzavøeným grafem. Zaènìme nejprve s opakováním.11.1. Souèin Banahovýh a Hilbertovýh prostorù. Na kartézském souèinu (koneènìmnoha) Banahovýh prostorù lze de�novat rùzným zpùsobem normu. Vìt¹ina pøirozenýh de�-ni, které jsou uvedeny v *1.10, vede k ekvivalentním normám.



104 B. Spektrální teorieJe-li nyní H Hilbertùv prostor, lze na kartézském souèinu H ×H zavést souèinovou topologiiopìt pomoí rùznýh souèinovýh norem, av¹ak pouze norma
‖(a, b)‖H×H := √

‖a‖2H + ‖b‖2Hsplòuje rovnobì¾níkové pravidlo a H × H se s touto normou stává Hilbertovým prostorem. Jedobré si uvìdomit, ¾e skalární souèin v H ×H je dán jako(a, b) (x, y) = (a, x) + (b, y) .Pøipomeòme je¹tì, ¾e konvergene prvkù v kartézském souèinu je konvergení po jednotlivýhslo¾káh.11.2. Uzavøené operátory. Øekneme, ¾e lineární operátor T de�novaný na podmno¾inì DTBanahova prostoru X je uzavøený , jestli¾e DT je (lineární) podprostor X agraf T := {[x, Tx℄ : x ∈ DT

}je uzavøená podmno¾ina X×X . Poslední podmínka neøíká ni jiného, ne¾ ¾e je splnìna implikae
{xn} ⊂ DT , [xn, Txn℄ → [x, g℄, potom x ∈ DT a Tx = g ,o¾ se dá je¹tì pøepsat takto
xn ∈ DT , xn → x , Txn → g, potom x ∈ DT a Tx = g .11.3. Pøíklady. (a) Uva¾ujme prostor X := C([0, 1℄) s obvyklou supremovou normou a jeho podmno¾inu DT :=

{f ∈ X : f ′ ∈ X}. Pro f ∈ DT polo¾me Tf = f ′. Operátor T je zøejmì lineární na DT (o¾ je hustý podprostor
X, nebo» obsahuje v¹ehny polynomy), av¹ak T není omezený. Není toti¾ tì¾ké zkonstruovat posloupnost funkí
{fn} ⊂ X takovou, ¾e fn ⇉ 0 a pøitom posloupnost {f ′n} zdaleka nekonverguje (stejnomìrnì) k nule.Uká¾eme, ¾e T je uzavøený. Neh» tedy fn ∈ DT , fn → f a f ′n → g (konvergene jsou stejnomìrné). Chemeukázat, ¾e f ∈ DT a f ′ = g. A tady si staèí jen vzpomenout na jednu ze základníh vìt kurzu analýzy o derivovánílimitní funke.(b) Neh» nyní H = L2(R), DT = {f ∈ H : xf(x) ∈ H}. (Zde i v dal¹ím si dovolujeme men¹í lieni. Praujemetoti¾ zpravidla s funkemi, i kdy¾ myslíme tøídy ekvivalentníh funkí. Tedy správnì je DT lineární podprostorem
H tvoøený tøídami funkí, pøièem¾ v jedné tøídì jsou v¹ehny funke z L2(R), které jsou si rovny skoro v¹udena R.) Zøejmì DT je hustý (obsahuje spojité funke s kompaktním nosièem) lineární podprostor H. Pro f ∈ Hpolo¾me Tf(x) = xf(x). Operátor T je lineární a neomezený. K dùkazu posledního tvrzení si staèí uvìdomit, ¾efunke fn := c(n,n+1) mají normu 1 a ¾e

‖Tfn‖2 = ZR |Tfn|2 = Z n+1
n

x2 → +∞ .Ponìkud obtí¾nìj¹í je úvaha, proè T je uzavøený. Ale ani to není extrémnì tì¾ké. Pøedpokládejme tedy, ¾e fn ∈ DT ,
fn

L2→ f a Tfn
L2→ g. Potom z posloupnosti {fn} lze vybrat její podposloupnost {gk} tak, aby gk(x) → f(x) a

xgk(x) → g(x) pro skoro v¹ehna x ∈ R. Tudí¾ xf(x) = g(x) skoro v¹ude na R. Vidíme, ¾e xf(x) ∈ L2(R) a
Tf = g.V dal¹ím se soustøedíme na zavedení adjungovaného operátoru. V teorii omezenýh operátorùjsme striktnì rozli¹ovali mezi banahovsky a hilbertovsky adjungovanými operátory. Vpodstatìbyhom mohli i pro neomezené operátory budovat paralelní teorie. Proto¾e v¹ak teorie neomeze-nýh operátorù má víe aplikaí v Hilbertovýh prostoreh, omezíme se pouze na nì.Zopakujme si, ¾e v pøípadì lineárního omezeného operátoru T ∈ L(H) existuje ke ka¾dému
h ∈ H právì jedno h∗ tak, ¾e (Tx, h) = (x, h∗) pro v¹ehna x ∈ H . Mù¾eme tedy polo¾it
T ∗h = h∗. Operátor T ∗ jsme pak nazývali adjungovaným k T . Jaká je situae pro lineárníneomezené operátory?11.4. Adjungované operátory. Neh» DT je lineární podprostor Hilbertova prostoru H a
T : DT → H lineární zobrazení. De�nujme
DT∗ = {

h ∈ H : existuje právì jednoh∗ ∈ H tak, ¾e (Tx, h) = (x, h∗) pro v¹ehnax ∈ DT

}
.Dále de�nujme operátor T ∗ : DT∗ → H pøedpisem T ∗h = h∗ a nazývejme T ∗ adjungovanýmoperátorem k T .



11. Neomezené operátory 10511.5. Poznámky. (a) Pøi takto zavedené de�nii by se mohlo stát, ¾e de�nièní obor DT∗ je prázdná mno¾ina.Proto se obvykle adjungované operátory de�nují pro ty operátory T , které mají svùj de�nièní obor DT hustý v H.Takové operátory se èasto nazývají hustì de�nované . Následujíí vìtièka 11.6 ukazuje, proè je dobré se na tytooperátory omezit.(b) Pokud není DT∗ prázdná mno¾ina, je v¾dy DT∗ lineární podprostor H. Mù¾e se ov¹em stát, jak uvidímev pøíkladu 11.19., ¾e DT∗ = {0}.() Neh» T je hustì de�novaný operátor na H a h ∈ H. Rozmyslete si, ¾e h ∈ DT∗ , právì kdy¾ funkionál
x 7→ (Tx, h) je spojitý na DT .(d) Je-li T ∈ L(H), je DT∗ = H a T ∗ je stejnì de�nován pro omezené i neomezené operátory.11.6. Vìtièka. Neh» T je lineární operátor de�novaný na podprostoru DT Hilbertova prostoru
H. Potom DT je hustý v H, právì kdy¾ DT∗ je neprázdný. V tom pøípadì je i operátor T ∗lineární.Dùkaz. Neh» DT = H . Jestli¾e (Tx, h) = (x, h∗1) = (x, h∗2) pro jistá h, h∗1, h∗2 ∈ H a v¹ehna
x ∈ DT , potom ze spojitosti skalárního souèinu a hustoty DT v H lehe vyplyne, ¾e h∗1 = h∗2.Tedy 0 ∈ DT∗ .Pøedpokládejme, ¾e DT 6= H . Je¾to DT je vlastní uzavøený podprostor H , existuje nenulovýprvek g ∈ (DT )⊥. Uká¾eme, ¾eDT∗ = ∅. Neh» h ∈ DT∗ . Existuje tedy h∗ tak, ¾e (Tx, h) = (x, h∗)pro ka¾dé x ∈ DT . Potom ov¹em i (Tx, h) = (x, h∗ + g) pro ka¾dé x ∈ DT . Proto¾e h∗ 6= h∗ + g,dostáváme spor s de�nií DT∗ .Zbývá tudí¾ ovìøit pouze linearitu T ∗, ale to je snadné. Jsou-li toti¾ h1, h2 ∈ DT∗ a λ1, λ2 ∈ R,je (Tx, λ1h1 + λ2h2) = (x, λ1T ∗h1 + λ2T ∗h2)pro ka¾dé x ∈ DT (lehko zjistíme pouhým rozepsáním), odkud ji¾ tvrzení snadno plyne.11.7. Symetriké a samoadjungované operátory. Neh» A : DA → H a B : DB → Hjsou lineární operátory. Symbolem A ⊂ B budeme rozumìt, ¾e DA ⊂ DB a Ax = Bx pro ka¾dé
x ∈ DA. Samozøejmì, A = B, jestli¾e A ⊂ B i B ⊂ A.Øekneme, ¾e lineární operátor T de�novaný na hustém podprostoru DT Hilbertova prostoru
H je symetriký , jestli¾e T ⊂ T ∗. V pøípadì, ¾e dokone T = T ∗, nazveme T samoadjungovaným.11.8. Poznámka. Pokud heme rozvíjet rozumnou teorii neomezenýh operátorù vyu¾ívajíí pojmu adjungova-ného operátoru, vìta 11.6 nás upozoròuje, ¾e se musíme soustøedit na operátory de�nované na hustýh podmno-¾ináh daného prostoru.Dále si uvìdomme, ¾e T je symetriký, právì kdy¾ (Tk, h) = (k, Th) pro v¹ehny dvojie h, k ∈ DT .Je-li T hustì de�novaný, zajímá nás samozøejmì, kdy i T ∗ je hustì de�novaný. To nemusí být v¾dy, podívejtese tøeba na vièení 11.19.a. Je-li T symetriký, je T ⊂ T ∗ a T ∗ je samozøejmì hustì de�novaný. Operátor T ∗ jehustì de�novaný tøeba i v pøípadì, kdy T je uzavøený. O tom vypovídá vièení 11.19.f.11.9. Vìtièka. Neh» T je lineární operátor de�novaný na hustém podprostoru H. Potomadjungovaný operátor T ∗ je uzavøený.Dùkaz. Neh» {hn} ⊂ DT∗ , hn → h a T ∗hn → g. Potøebujeme dokázat, ¾e h ∈ DT∗ . Buï tedy
x ∈ DT . Ze spojitosti skalárního souèinu plyne, ¾e(Tx, hn) → (Tx, h) a (x, T ∗hn) → (x, g) .Ov¹em (Tx, hn) = (x, T ∗hn), odkud (Tx, h) = (x, g). Z hustoty DT dostáváme, ¾e h ∈ DT∗(nezapomeòte na jednoznaènost!) a ¾e g = T ∗h.11.10. Hellinger-Toeplitzova vìta. Ka¾dý symetriký operátor de�novaný na elém Hilber-tovì prostoru H je ji¾ omezený (a hermiteovský).Dùkaz. Neh» T je symetriký operátor a DT = H . Potom nutnì T = T ∗. Staèí pou¾ít vìtu 4.19o uzavøeném grafu. Je-li hn ∈ H , hn → 0 a Thn → g, potøebujeme dokázat, ¾e g = 0. Ale to jesnadné, nebo»(g, g) = (limThn, g) = lim (Thn, g) = lim (hn, T g) = (limhn, T g) = 0 .Jiná my¹lenka dùkazu. Je¾to T = T ∗ a T ∗ je uzavøený podle pøedhozí vìtièky 11.9, je uzavøenýi operátor T .



106 B. Spektrální teorieU neomezenýh operátorù podstatným zpùsobem zále¾í na jejih de�nièním oboru. Bylo bydobré si peèlivì prostudovat následujíí pøíklady.11.11. Pøíklady. (a) Uva¾ujme reálný Hilbertùv prostor H := L2([0, 1℄). Dále DT de�nujmejako mno¾inu tìh absolutnì spojitýh funkí f na [0, 1℄, jejih¾ derivae f ′ (ta existuje skorov¹ude!) také le¾í v L2([0, 1℄) a je¾ splòují podmínku f(0) = f(1) = 0 (porovnejte s de�niíSobolevova prostoru v 1.10.g). Mno¾ina DT je hustá v L2([0, 1℄). To plyne z faktu, ¾e mno¾ina{
p : p je polynom p(0) = p(1) = 0} je podmno¾inou DT . Potom toti¾ DT je mno¾ina uniformnìhustá v {f ∈ C([0, 1℄) : f(0) = f(1) = 0}, a tudí¾ DT je hustá podmno¾ina L2([0, 1℄).Polo¾me Tf = f ′ pro f ∈ DT . Uká¾eme, ¾e T je uzavøený a neomezený operátor na H .Neomezenost je jasná, staèí uva¾ovat posloupnost funkí {fn := 1

n sinπnx} a spoèítat pøíslu¹nénormy ‖fn‖2 i ‖f ′
n‖2.Pøedpokládejme nyní, ¾e fn ∈ DT , fn L2→ f a Tfn L2→ g. Polo¾íme-li h(x) = ∫ x0 g, je h absolutnìspojitá funke na [0, 1℄. Proto¾e i funke fn jsou absolutnì spojité, máme fn(x) = ∫ x0 f ′

n. Volme
x ∈ [0, 1℄. Pomoí Hölderovy nerovnosti dostáváme odhad
|fn(x) − h(x)| = ∣∣∣∣

∫ x0 (f ′
n − g)∣∣∣∣ ≤ ∫ 10 |f ′

n − g| ≤
(∫ 10 |f ′

n − g|2) 12(∫ 10 12) 12
≤ ‖f ′

n − g‖L2 → 0 .Vidíme, ¾e fn ⇉ h na [0, 1℄. Potom ov¹em fn
L2→ h. Proto¾e ale fn L2→ f , musí být f = h skorov¹ude. Proto¾e funke f je urèena pouze jako prvek L2([0, 1℄), lze pøedpokládat, ¾e f = h. Tudí¾

f ∈ AC([0, 1℄) a fn ⇉ f na [0, 1℄. Potom ov¹em f(0) = f(1) = 0 a ze známé vìty analýzyo derivování neurèitého integrálu plyne, ¾e f ′ = g skoro v¹ude. Je tedy f ∈ DT a Tf = g.Tvrdíme nyní, ¾e
DT∗ = {h ∈ AC([0, 1℄) : h′ ∈ L2([0, 1℄)} a T ∗h = −h′pro h ∈ DT∗ . Zkusme tedy volit g ∈ DT∗ . Jestli¾e h := T ∗g, G : x 7→

∫ x0 h a f ∈ DT , integraeper partes pro absolutnì spojité funke (viz [LM℄, 23.13) dá
∫ 10 f ′g = (Tf, g) = (f, T ∗g) = (f, h) = ∫ 10 fh = [fG℄10 − ∫ 10 f ′G = −

∫ 10 f ′G .Odtud dostáváme, ¾e ∫ 10 f ′(g +G) = 0. Jinými slovy, funke g +G je kolmá na ka¾dou funki f ′pro f ∈ DT . Je¹tì jinak,
g +G ∈ {f ′ : f ∈ DT }⊥ = {

ϕ ∈ H : ∫ 10 ϕ = 0}⊥ = {1}⊥⊥ .Tudí¾ g +G musí být konstatní funke na [0, 1℄. Tak¾e g = konst−G je absolutnì spojitá funkena [0, 1℄ a g′ = −G′ = −h ∈ H . Tím jsme ukázali jednu inkluzi. Souèasnì jsme dostali, ¾e
T ∗g = h = −g′.Pøedpokládejme nyní, ¾e h ∈ AC([0, 1℄) a h′ ∈ L2([0, 1℄)}. Cheme ukázat, ¾e h ∈ DT∗ . Ale toje snadné, nebo» pro f ∈ DT máme(Tf, h) = ∫ 10 f ′h = [fh℄10 − ∫ 10 fh′ = −

∫ 10 fh′ = (f,−h′) .Snad si je¹tì musíme uvìdomit, ¾e DT = H .(b) Uva¾ujme opìt (komplexní) Hilbertùv prostor H := L2([0, 1℄). Polo¾me
DT := {f ∈ AC([0, 1℄) : f(0) = f(1) = 0} a Tf = if ′pro f ∈ DT . Obdobnì jako v (a) uvá¾íme, ¾e DT je hustý podprostor H . Také lze ukázat, ¾e
DT∗ = {

h ∈ AC([0, 1℄) : h′ ∈ L2([0, 1℄)} a T ∗h = ih′ .Tudí¾ DT ⊂ DT∗ , DT 6= DT∗ a T = T ∗ na DT . Jinými slovy, operátor T je symetriký, nikolivv¹ak samoadjungovaný.



11. Neomezené operátory 107() Pozmìòme nepatrnì pøedhozí pøíklad tím, ¾e zmìníme "okrajové podmínky\. Neh» tedy
H = L2([0, 1℄) a

DT := {
f ∈ AC([0, 1℄) : f(0) = f(1)} a Tf = if ′pro f ∈ DT . V tomto pøípadì

DT∗ = DT a T ∗h = ih′pro h ∈ DT∗ . Vidíme, ¾e operátor T je samoadjungovaný.V dal¹ím se opìt vrátíme do Banahovýh prostorù, pøièem¾ se hlavnì budeme vìnovat pojmuspektra.11.12. Inverze operátoru. Neh» T je lineární operátor de�novaný na hustém podprostoru
DT Banahova prostoru X . Øekneme, ¾e T má inverzi , jestli¾e existuje omezený operátor B :
DB ⊂⊂ X → X tak, ¾e TB = I a BT ⊂ I.Rozmyslete, ¾e nemohou existovat dva rùzné operátory B majíí právì uvedenou vlastnost.Pokud tedy T má inverzi, nazveme operátor B z de�nie inverzí operátoru T . Inverzi budemeznaèit obvyklým symbolem T−1.11.13. Poznámka. Proto¾e DI = X a má být TB = I, máme nutnì DB = X, a tudí¾ B ∈ L(X). Tím jesnad èásteènì vysvìtleno, proè v de�nii inverze po¾adujeme, aby operátor B byl omezený. Mnozí autoøi øíkají, ¾e
T je omezenì invertibilní, má-li inverzi ve vý¹e uvedeném smyslu. V de�nii invertibility nemù¾eme samozøejmìpo¾adovat, aby také bylo BT = I. To je snad ka¾dému jasné.Samozøejmì v pøípadì, kdy T je omezený operátor, je nová de�nie ve shodì s de�nií inverze pro omezenéoperátory.11.14. Vìta. Operátor T má inverzi, právì kdy¾ T je na DT prostý, RT = X a T je uzavøený.Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e T je invertibilní. Existuje tedy B ∈ L(X) tak, ¾e TB = I a BT ⊂ I.Ze vztahu TB = I lehe vyplyne, ¾e RT = X a ze vztahu BT ⊂ I pak, ¾e T je prostý. Proto¾e,
{[h, Th℄ : h ∈ DT } = {[Bk, k℄ : k ∈ X} a B je omezený operátor, musí být T uzavøený.Je-li nyní T uzavøený, prostý a na, existuje mno¾inová inverze k T a staèí polo¾it B : y 7→ T−1y.Potom samozøejmì je B lineární a zobrazuje X na DT . Proto¾e T je uzavøený, je i B uzavøenýa podle vìty o uzavøeném grafu 4.19 je B omezený. Lehko se zjistí, ¾e B(Tx) = x pro x ∈ DT a
TB = I na X .11.15. Rezolventa a spektrum. Neh» opìt T je lineární operátor de�novaný na hustémpodprostoru DT ⊂ X . Jeho rezolventu ̺(T ) de�nujeme jako

{λ ∈ C : T − λI má inverzi} .Spektrum σ(T ) je pak doplòkem rezolventy v C. Spektrum obsahuje bodové spektrum σp(T ),které je de�nováno jako mno¾ina tìh λ ∈ C, pro nì¾ existuje netriviální øe¹ení rovnie Tx = λx,tedy takové x ∈ DT , pro nì¾ x 6= 0, Tx = λx.Na rozdíl od omezenýh operátorù, spektrem mù¾e být i prázdná mno¾ina èi elé C. Ilustrativnípøíklady jsou uvedeny v 11.18. Pro neomezené operátory v¹ak platí alespoò následujíí tvrzení.11.16. Vìta. Spektrum uzavøeného lineárního operátoru T je v¾dy uzavøená mno¾ina v C afunke λ 7→ (T − λI)−1 je analytiká na ̺(T )Nezapomeòte, ¾e tato "rezolventní\ funke má hodnoty v X.Dùkaz. Nemìlo by èinit velké potí¾e pøenést dùkaz provedený pro omezené operátory.O tom, jak mù¾e vypadat spektrum uzavøeného symetrikého èi samoadjungovaného operátoruvypovídá následujíí vìta a pøíklady. Dùkaz této vìty není pøíli¹ obtí¾ný, niménì ho nebudemeuvádìt a lze jej nalézt napøíklad v J.B. Conway [*1985℄. Snad jen podotknìme, ¾e základníingrediení je tvrzení, podle kterého dim ker(T ∗ − λI) je konstantní na ka¾dé z polorovin {λ ∈C : Im λ > 0} a {λ ∈ C : Im λ < 0}, pokud T je uzavøený symetriký operátor.11.17. Vìta. Neh» H je Hilbertùv prostor. Je-li T uzavøený symetriký operátor na DT ⊂⊂ H,je σ(T ) buïto C, {λ : Im λ ≥ 0}, {λ : Im λ ≤ 0}, anebo podmno¾ina R (s obvyklou konvení).Je-li T naví samoadjungovaný, je σ(T ) ⊂ R.



108 B. Spektrální teorie11.18. Spektrum neomezeného operátoru. (a) Uva¾ujte Banahùv prostor X = C([0, 1℄),jeho (hustý) podprostor DT := {f ∈ X : f ′ ∈ X} a operátor derivování T de�novaný jako
Tf = f ′ pro f ∈ DT . Uka¾te, ¾e σp(T ) = C.Návod . Je-li λ libovolné komplexní èíslo, má difereniální rovnie f ′ = λf nenulové øe¹ení f(t) =
eλt ∈ DT . ♣(b) Opìt budeme praovat v prostoru X = C([0, 1℄). Na jeho podprostoru DT := {f ∈ X : f ′ ∈
X, f(0) = 0} uva¾ujme operátor T : f 7→ f ′. Uka¾te, ¾e σ(T ) = ∅.Návod . Ovìøte, ¾e pro libovolné λ ∈ C je operátor T − λI uzavøený, prostý a na (naèe¾ staèípou¾ít vìtu 11.14). Uzavøenost T byla dokázána v pøíkladu 11.3.a, odkud plyne ihned i uzavøenost
T − λI. Pokud Tf = λf pro f ∈ DT , máme f(t) = Keλt pro jistou konstantu K. Podmínka
f ∈ DT pak dá K = 0. Tudí¾ operátor T − λI je prostý. Koneènì, je-li g ∈ X , má difereniálnírovnie f ′ − λf = g øe¹ení f(t) = t∫0 eλ(t−ξ)g(ξ) dξ (nezapomeòte, ¾e f(0) = 0). Tím je dokázáno,¾e R(T − λI) = X . ♣() Uva¾ujte nyní Hilbertùv prostor H = L2([0, 2π℄) a jeho (hustý) podprostor

DT = {
f ∈ H : f ∈ AC([0, 2π℄), f ′ ∈ L2([0, 2π℄) a f(0) = 0} .Pro f ∈ DT polo¾te Tf = if ′ (uvìdomte si, ¾e ka¾dá absolutnì spojitá funke má integrovatelnouderivai skoro v¹ude, ta ov¹em nemusí je¹tì le¾et v L2([0, 2π℄)). Uka¾te, ¾e σ(T ) = ∅.Návod . Pro komplexní λ polo¾te

Sλg(t) = i

∫ t0 e−iλ(t−ξ)g(ξ) dξ(g ∈ H a t ∈ [0, 2π℄) a uka¾te, ¾e operátor Sλ je inverzí k T − λI. K tomu nejdøíve uka¾te, ¾e Sλje de�nován na elém prostoru H , je na nìm lineární a omezený. Dále, Sλg ∈ DT , nebo» Sλg jeabsolutnì spojitá funke a Sλg(0) = 0.Dále volte f ∈ DT , t ∈ [0, 2π℄ a uka¾te, ¾e Sλ(Tf − λf)(t) = f(t). K tomu pou¾ijte vìtuo integrai per partes pro absolutnì spojité funke (viz [LM℄, 23.13).Na druhé stranì, je-li g ∈ H , není tì¾ké spoèítat, ¾e (T − λI)Sλg = g. ♣(d) Modi�kujeme-li pøedhozí pøíklad a polo¾íme H = L2([0, 2π℄),
DT = {f ∈ H : f ∈ AC([0, 2π℄), f ′ ∈ L2([0, 2π℄) a f(0) = f(1)}a Tf = if ′ pro f ∈ DT , je σ(T ) = Z.Návod . Pro elé èíslo k funke e−ikt øe¹í rovnii Tf = kf . Operátor T je samoadjungovaný arovnie Tf − λf = g má øe¹ení pro ka¾dé λ ∈ C \ Z. Odtud vyplývá, ¾e tato λ le¾í v ̺(T ). ♣(e) Pokud H = L2([0, 2π℄),

DT = {
f ∈ H : f ∈ AC([0, 2π℄) a f ′ ∈ L2([0, 2π℄)}a Tf = if ′ pro f ∈ DT , je σ(T ) = C.Návod . Pohledem na funki e−iλt zjistíte, ¾e ka¾dé komplexní èíslo λ je vlastním èíslem operátoru

T . ♣11.19. Elementární vièení. (a) Na Hilbertovì prostoru H := L2([0, 1℄) uva¾ujte operátor T : f 7→ f(0)de�novaný na (hustém) podprostoru C([0, 1℄). Uka¾te, ¾e T není uzavøený. De�nièní obor DT∗ není hustý v H, jetoti¾ DT∗ = {h ∈ H : R 10 g = 0} (o¾ je pøesnì ortogonální doplnìk k podprostoru v¹eh konstantníh funkí na[0, 1℄). Dále uka¾te, ¾e T ∗ = 0 na DT∗ .(b) Neh» H = L2([−1, 1℄), DT := C1([−1, 1℄), DS := ˘
f ∈ H : f ∈ AC([−1, 1℄), f ′ ∈ H

¯, Tf = f ′ pro f ∈ DT a
Sf = f ′ pro f ∈ DS . Uka¾te, ¾e T i S jsou hustì de�nované operátory, T není uzavøený, zatímo S je.() Naleznìte pøíklad operátoru T tak, aby DT∗ = {0}.



12. Teorie semigrup 109Návod . Neh» H = L2`[0, 12 ℄´. De�nujme operátor T na DT := C([0, 12 ℄) pøedpisem Tf(x) := ∞P
n=2 f( 1

n
)xn (uvedenáøada konverguje stejnomìrnì). Zøejmì T je hustì de�novaný lineární operátor. Volme h ∈ H a pøedpokládejme,¾e h∗ je takový prvek H, pro nìj¾ (Tf, h) = (f, h∗) pro ka¾dé f ∈ DT . Volme n ≥ 2 a posloupnost funkí

fj ∈ C
`[0, 12 ℄´ tak, aby 0 ≤ fj ≤ 1, fj( 1n ) = 1 a supt fj ⊂ [0, 12 ℄ ∩ [ 1

n
− 1

j
, 1
n

+ 1
j
℄. Proto¾e (Tfj , h) = (fj , h∗),zjistíme limitním pøehodem j → ∞, ¾e (h, xn) = 0. Odtud vyplyne, ¾e h = 0 (skoro v¹ude).Lehkou modi�kaí mù¾eme získat i jiný pøíklad. Neh» {en} je ortonormální báze prostoru L2(R) a D(R)prostor v¹eh nekoneènì diferenovatelnýh funkí na R s kompaktním nosièem (viz 1.10.g). Pro f ∈ DT := D(R)polo¾me Tf(x) := P

n f(n)en (jedná se o koneèný souèet, proto¾e f má kompaktní nosiè). Neh» opìt h, h∗ ∈
L2(R), (Tf, h) = (f, h∗) pro ka¾dou funki f ∈ DT . Volme n a posloupnost funkí fj ∈ D(R) tak, aby fj(n) = 1a supt fj ⊂ [n− 12 , n+ 12 ℄. Obdobným trikem jako vý¹e zjistíme, ¾e (h, en) = 0. ♣Pokuste se najít operátor T na l2 tak, aby DT∗ = {0}.(d) Najdìte adjungovaný operátor T ∗ a jeho de�nièní obor DT∗ na Hilbertovì prostoru H v následujííh pøípa-deh:(d1) H = L2([0, 1℄), DT = ˘

f ∈ H : R 10 |f(s2)|2 ds <∞
¯, Tf(x) = f(x2),(d2) H = L2([0, 1℄), DT = C([0, 1℄), Tf(x) = xf(0),(d3) H = L2((0,∞)), DT = D((0,∞)), Tf = f ′,(d4) H = L2([0,∞)), DT = {f ∈ H : f ′ ∈ H, f(0) = 0},(d5) H = L2(Rn), DT = D(Rn), T = � := ∂2

∂x21 + . . . ∂2
∂x2n je Laplaeùv operátor.(e) Neh» T je hustì de�novaný lineární operátor na H. Jestli¾e T ∗ je hustì de�novaný, potom T ⊂ T ∗∗.Návod . Je-li x ∈ DT a h ∈ DT∗ , je (Tx, h) = (x, T ∗h). Tudí¾ funkionál h 7→ (T ∗h, x) je spojitý na DT∗ . Proto¾e

DT∗ je hustý, neznamená to ni jiného ne¾ x ∈ DT∗∗ a (x, T ∗h) = (T ∗∗x, h). Nyní vyu¾ijte hustotu DT∗ v H. ♣(f) Neh» T : DT → H je hustì de�novaný a uzavøený. Potom de�nièní obor DT∗ je rovnì¾ hustý a T ∗∗ = T .Návod . De�nujme na kartézském souèinu H × H operátor V pøedpisem V : (x, y) 7→ (−y, x). Uka¾te, ¾e V jeunitární operátor na H×H (zahovává skalární souèin v H×H a je na). Dále uka¾te, ¾e graf T ∗ = `
V(graf T )´⊥.Je-li tedy T uzavøený, máme H ×H = graf T ∗ ⊕ V(graf T ). Odtud odvoïte, ¾e jediný prvek z H kolmý na DT∗musí být 0. ♣(g) Neh» DT := ˘

{xn} ∈ l2 : pouze pro koneènì mnoho n je xn 6= 0¯ a T : {xn} 7→ {nxn} pro {xn} ∈ DT .Uka¾te, ¾e operátor T je neomezený i neuzavøený.Polo¾me dále DS := {{xn} ∈ l2 : P
n n

2 |xn|2 < ∞}. Pro {xn} ∈ DS polo¾me S({xn}) = {nxn}. Uka¾te, ¾e
S je uzavøený operátor a T ⊂ S.(h) Neh» T : DT ⊂ H → H je uzavøený lineární prostý operátor. Uka¾te, ¾e T−1 : RT → DT je uzavøený.(k) Uka¾te, ¾e operátor T : {xn} 7→ {xn

n
} de�novaný na prostoru l2 je omezený a samoadjungovaný. Dále uka¾te,¾e jeho inverze T−1 : RT → l2 je neomezený samoadjungovaný operátor. Není to ve sporu s Banah-Steinhausovouvìtou 4.4? 12. Teorie semigrupTeorie semigrup omezenýh lineárníh operátorù je dnes rozsáhlou disiplinou vyu¾ívajíímnoha obenýh prinipù funkionální analýzy a naházejíí hezké aplikae v teorii pariálníhdifereniálníh rovni, teorii pravdìpodobnosti a poteniálu, matematiké fyzie èi biologii. V tétokapitole podáme pouze základy teorie, ètenáø zajímajíí se o dal¹í prohloubení by se mìl obrátitk dal¹ím monogra�ím èi uèebniím urèeným teorii semigrup.Zaènìme s èásteènou motivaí. Z úvodníh kurzù matematiké analýzy víme, ¾e exponeniálnífunke ax je jedinou spojitou funkí f na R, která splòuje funkionální identitu

f(x+ y) = f(x) f(y) pro x, y ∈ R , f(0) = 1 .Zde ka¾dému reálnému èíslu x se pøiøadila reálná hodnota f(x) a zkoumalo se, jaké funke splòujíuvedenou funkionální rovnii.



110 B. Spektrální teorieJen na okraj uveïme, ¾e i za daleko obenìj¹íh pøedpokladù ne¾ je spojitost, je øe¹ením uvedené rovnie pouzeexponeniální funke. Staèí tøeba pøedpokládat, ¾e f je pouze mìøitelná èi omezená na nìjakém intervalu.V dal¹ím se soustøedíme na pøípad, kdy reálným hodnotám (a omezíme se pouze na hodnotyz intervalu [0,+∞)) pøiøadíme operátory na nìjakém Banahovì èi Hilbertovì prostoru. A budemeopìt zkoumat "øe¹ení\ obdobné rovnie.12.1. Semigrupa operátorù. Buï X Banahùv prostor a I identiké zobrazení na X . Tøída
{Tt}t≥0 omezenýh operátorù na X se nazývá (jednoparametriká) semigrupa operátorù (na X),jestli¾e(a) T0 = I ,(b) Ts Tt = Ts+t pro s, t ∈ [0,+∞).Uvìdomme si, ¾e s operaí skládání tvoøí {Tt} skuteènì (algebraikou) pologrupu.Semigrupu operátorù {Tt}t≥0, kterou budeme zkráenì oznaèovat pouze {Tt}, splòujíí navípodmínku spojitosti limt→0+ Ttx = x pro ka¾dé x ∈ X , nazveme C0-semigrupou. Nìkteøí autoøité¾ pou¾ívají v tomto pøípadì pro {Tt} oznaèení silnì spojitá semigrupa.Dále, semigrupa {Tt} se nazývá kontrakèní (mo¾ná byhom mìli øíkat správnìji ve shodìs kapitolou 23 neexpanzivní), jestli¾e ‖Tt‖ ≤ 1 pro ka¾dé t ≥ 0 a stejnomìrnì spojitou, jestli¾elimt→0+ ‖Tt − I‖ = 0.Ka¾dá stejnomìrnì spojitá semigrupa je samozøejmì i C0-semigrupou.12.2. Pøíklady. (a) Je-li X = R a Tt = et, dostáváme semigrupu zmínìnou v úvodu.(b) Je-li A omezený operátor na Banahovì prostoru X , je {etA} stejnomìrnì spojitá semigrupaoperátorù.Na tomto místì byhom si mohli pøipomenout, ¾e etA := ∞P

n=0 (tA)n
n! , pøièem¾ uvedená øada konverguje v prostoru

L(X) pro ka¾dé t ≥ 0. Evidentnì T0 = I a pomoí vièení 6.25.b dostáváme TsTt = Ts+t. Z odhadu ‖Tt − I‖ ≤
t‖A‖et‖A‖ nám pak vyplývá, ¾e {Tt} je stejnomìrnì spojitá semigrupa.() Je-li A (obenì neomezený) samoadjungovaný operátor na Hilbertovì prostoru X a

Tt = eitA ,je {Tt} semigrupa operátorù.(d) Buï X Banahùv prostor v¹eh omezenýh stejnomìrnì spojitýh funkí na R opatøený sup-normou. Pro t ≥ 0 a f ∈ X polo¾me
Ttf(z) = f(t+ z) pro z ∈ R .Potom {Tt} je C0-semigrupa.(e) Uva¾ujme Hilbertùv prostor L2(R) a semigrupu
Ttf(z) = f(t+ z) pro z ∈ Rde�novanou na nìm. Potom {Tt} tvoøí C0-semigrupu, která není stejnomìrnì spojitá. To proto,¾e ‖Tt − I‖ = 2 pro t > 0.12.3. Grupy operátorù. Podobnì jako semigrupy operátorù lze de�novat i grupy operátorù. V tomto pøípadìpøiøadíme ka¾dému t ∈ R operátor Tt na X tak, aby opìt byly splnìny podmínky obdobné (a) a (b) z 12.1.Inverzním prvkem k Tt ve smyslu teorie grup je T−t, tvoøí tedy {Tt}t∈R skuteènì grupu.Otázky, kdy C0-semigrupu operátorù (de�novanou na [0,+∞)) lze roz¹íøit na grupu (de�novanou na R), sedotkneme kráte v *12.1..Jako základ odvození mnoha vlastností semigrupy operátorù bude slou¾it následujíí lemma.12.4. Lemma. Je-li {Tt} C0-semigrupa, existuje M ≥ 1 a ω ≥ 0 tak, ¾e
‖Tt‖ ≤M eωt pro ka¾dé t ≥ 0 .Dùkaz. Nejdøíve nalezneme takové konstanty M ≥ 1 a δ > 0, aby ‖Tt‖ ≤M pro ka¾dé t ∈ [0, δ℄.To není obtí¾né, jinak byhom toti¾ nalezli posloupnost tn → 0, pro ni¾ ‖Ttn‖ → +∞. Potom



12. Teorie semigrup 111ov¹em Ttnx→ x pro ka¾dé x ∈ X , tudí¾ posloupnost {‖Ttnx‖} by byla omezená pro ka¾dé x ∈ Xa z prinipu stejnomìrné omezenosti 4.2 by byla omezená i posloupnost {‖Ttn‖}.Nyní staèí polo¾it ω = 1
δ logM . Skuteènì, volíme-li t ≥ 0, lze psát t = nδ + ε , kde n jepøirozené a 0 ≤ ε < δ, a tedy

‖Tt‖ ≤ ‖T nδ ‖ ‖Tε‖ ≤ ‖Tδ‖n‖Tε‖ ≤MnM = M en logM = M enωδ ≤M eωt .12.5. Poznámka. Je-li {Tt} C0-semigrupa, polo¾me
ω0 := inf ˘

ω ∈ R : existuje M ≥ 0 tak, ¾e ‖Tt‖ ≤ M eωt pro ka¾dé t ≥ 0¯
.Potom ω0, které by mohlo být rovno i −∞, se nìkdy nazývá rùstovou konstantou dané semigrupy.12.6. Vìta. Semigrupa operátorù {Tt} na X je C0-semigrupou, právì kdy¾ zobrazení t 7→ Ttx :[0,+∞) → X je spojité na intervalu [0,+∞) pro ka¾dé x ∈ X.Dùkaz. Neh» zprvu {Tt} je C0-semigrupa. Volme x ∈ X a s ∈ (0,∞). Není tì¾ké ukázat, ¾euvedené zobrazení je spojité v s zprava. Skuteènì, máme

‖Ts+hx− Tsx‖ = ‖Ts(Thx) − Tsx‖ ≤ ‖Ts‖ ‖Thx− x‖ → 0pro h→ 0+. Pro dùkaz spojitosti zleva pou¾ijeme obdobný odhad spolu s pøedhozím lemmatem(je¾ zaruèuje existeni jakýhsi konstant M a ω). Dostáváme
‖Ts−hx− Tsx‖ ≤ ‖Ts−h‖ ‖Thx− x‖ ≤M eω(s−h)‖Thx− x‖ ,kde pravá strana nerovnosti konverguje k 0 pro h→ 0+.Pokud jde o opaènou implikai, spojitost v bodì 0+ øíká, ¾e {Tt} je C0-semigrupa.12.7. Generátor semigrupy. In�nitesimálním generátorem, kráte jen generátorem, semi-grupy {Tt} nazveme lineární operátor A, jeho¾ de�nièní obor je

DA := {
x ∈ X : lim

t→0+ 1
t
(Ttx− x) existuje}a jen¾ je na DA de�nován pøedpisem

Ax := lim
t→0+ 1

t
(Ttx− x) .Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e DA je lineární podprostor X a A je na nìm lineární operátor.12.8. Pøíklady. (a) Je-li A omezený operátor na Banahovì prostoru X a Tt := etA, plynez odhadu ∥∥∥∥

(1
t
(Tt − I) −A

)
x

∥∥∥∥ ≤ ‖A‖ ‖x‖ max{‖Ts − I‖ : s ∈ [0, t℄} ,¾e A je generátor semigrupy {etA}.(b) Je-li A generátor semigrupy {Tt} z pøíkladu 12.2.d, potom
DA = {

f ∈ X : existuje f ′ v¹ude na R a f ′ ∈ X
} a Af = f ′ .To není tì¾ké nahlédnout.() Uva¾ujeme-li semigrupu z pøíkladu 12.2.e, je de�nièním oborem jejího generátoruA Sobolevùvprostor W 1,2(R), pøièem¾ Af = f ′.12.9. Derivae zobrazení. Pro potøeby dal¹ího výkladu zaveïme následujíí oznaèení. Je-li fzobrazení do Banahova prostoru de�nované na pravém okolí bodu t ∈ R, oznaème symbolem

D+f(t) derivai zprava f v bodì t (pokud existuje), tedy
D+f(t) := lim

h→0+ f(t+ h) − f(t)
h

.Obdobnì de�nujeme i derivai zleva D−f(t) a pokud D+f(t) = D−f(t), oznaème tuto spoleènouhodnotu symbolem Df(t).Pøi tomto oznaèení není hodnota in�nitesimálního generátoru Ax pro x ∈ DA ni jiného ne¾derivae zprava zobrazení t → Ttx v bodì t = 0. Jak se vyjádøí derivae v ostatníh bodehintervalu (0,∞) vypovídá následujíí lemma.



112 B. Spektrální teorie12.10. Lemma. Neh» A je generátor C0-semigrupy operátorù {Tt} na Banahovì prostoru X,
x ∈ DA a t > 0. Potom Ttx ∈ DA a

DTtx = ATtx = TtAx .Dùkaz. Volíme-li h > 0, máme
Tt+hx− Ttx

h
= Th − I

h

(
Ttx
) = Tt

(Th − I

h
x
)
.Odtud je vidìt, ¾e Ttx ∈ DA a limitní pøehod h→ 0+ dá

D+ Ttx = ATtx = TtAx .Zbývá dokázat, ¾e derivae zleva zobrazení s → Tsx existuje v bodì t a je rovna TtAx. Volmetedy opìt h > 0 a odhadujme∥∥∥∥
Tt−hx− Ttx

−h − TtAx

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥Tt−h

(Thx− x

h
−Ax

)∥∥∥∥+ ∥∥Tt−hAx − TtAx
∥∥ .Oba výrazy na pravé stranì jdou k nule, nebo» v prvním z nih je ‖Tt−h‖ omezená funke naintervalu [0, t℄ podle lemmatu 12.4 a x ∈ DA, zatímo druhý výraz jde k nule podle vìty 12.6.12.11. Nìo málo o integrálu. V dal¹ím budeme potøebovat integrovat funke s hodnotami v Banahovìprostoru. Této problematie je vìnována elá kapitola v [LM℄, tam ètenáø nalezne v¹e potøebné. Proto¾e námpùjde pøedev¹ím o integrai spojitýh vektorovýh funkí, je lhostejno, jaký druh integrálu zavedeme (Riemann-Gravesùv, Bohnerùv èi Pettisùv). Rozhodnìme se tøeba pro následujíí pojetí.Neh» f : [a, b℄ → X je spojité zobrazení intervalu [a, b℄ do Banahova prostoru X. Øekneme, ¾e prvek x ∈ Xje integrálem zobrazení f , jestli¾e

ϕ(x) = Z b

a
ϕ

`
f(s)´

ds pro ka¾dé ϕ ∈ X∗ .Proto¾e s → ϕ(f(s)) je spojitá reálná funke, nemáme problémy s existení integrálu R b
a
ϕ(f(s)) ds. Není také¾ádný problém s jednoznaèností prvku x, víme, ¾e prvky duálu X∗ oddìlují body prostoru X.Místo x budeme pou¾ívat oznaèení R b

a
f(s) ds.V dal¹ím pouze shròme základní vlastnosti námi zavedeného integrálu.Vlastnosti integrálu. Pøedpokládejme, ¾e f je spojité zobrazení [a, b℄ do Banahova prostoru X.(a) Integrál R b

a f(s) ds v¾dy existuje.(b) ‖
R b
a f(s) ds‖ ≤

R b
a ‖f(s)‖ ds.() Je-li A ∈ L(X) spojitý lineární operátor na X, potom A

`R b
a
f(s) ds´ = R b

a
A

`
f(s)´

ds.(d) Je-li F : t 7→ R t
a f(s) ds pro t ∈ [a, b℄ a x ∈ (a, b), potom DF (x) = f(x), jinými slovylimh→0 1

h

R x+h
x f(s) ds = f(x).(e) Existuje-li spojitá derivae Df na [a, b℄, potom f(b) − f(a) = R b

a Df ; speiálnì, je-li Df = 0 na [a, b℄, je
f na intervalu [a, b℄ konstantní.Návod . Tvrzení v (a) plyne ze stejnomìrné spojitosti zobrazení f a de�nie Riemannova integrálu pro reálnéfunke. Pøei jen prozraïme my¹lenku, pøièem¾ pro jednoduhost zápisu uva¾ujme [a, b℄ = [0, 1℄. Volme ϕ ∈ X∗,

n a oznaème M := {1, 2, . . . , 2n}. De�nujme riemannovský souèet
σn := 12n X

j∈M
f

“ j2n ”
.Vyu¾itím stejnomìrné spojitosti f na [0, 1℄ zjistíme po tro¹e námahy s odhady, ¾e posloupnost {σn} je auhyovskáv X. Existuje tedy σ := limσn. Potom

ϕ(σ) = limϕ(σn) = lim 12n X

j∈M
ϕ

“
f

“ j2n ”” = Z 10 ϕ
`
f(t)´

dt ,kde jsme pou¾ili jednu z mo¾nýh de�ni Riemannova integrálu ze spojité funke. Tudí¾ σ je hledaným integrálemR 10 f(s) ds.Pokud jde o (b), podle Hahn-Banahovy vìty naleznìme ϕ ∈ X∗ tak, aby ‖ϕ‖ ≤ 1 a ϕ(R b
a f(s) ds) =

‖
R b
a
f(s) ds‖. Potom ‖

R b
a
f(s) ds‖ = ϕ(R b

a
f(s) ds) = R b

a
ϕ(f(s)) ds ≤ R b

a
|ϕ(f(s))| ds ≤ R b

a
‖f(s)‖ ds.Tvrzení () je skoro zøejmé a pro dùkaz (d) opìt vyu¾ijeme spojitost f a odhad v (b).Koneènì k (e). Volme ϕ ∈ X∗. Neèiní problém ovìøit, ¾e ϕ`

Df(s)´ = D
`
ϕ ◦ f

´(s) = (ϕ ◦ f)′(s) pro ka¾dé
s ∈ [a, b℄ (v krajníh bodeh pohopitelnì jednostranné derivae). Potom

Z b

a
ϕ

`
Df(s)´

ds = Z b

a
(ϕ ◦ f)′(s) ds = (ϕ ◦ f)(b) − (ϕ ◦ f)(a) = ϕ

`
f(b) − f(a)´

,èili R b
a
Df(s) ds = f(b) − f(a). ♣



12. Teorie semigrup 113Jako aplikai pøedhozího si vyslovme následujíí vìtièku.12.12. Vìtièka. Neh» A je generátor C0-semigrupy {Tt} na Banahovì prostoru X, x ∈ DAa t > 0. Potom
Ttx− x = ∫ t0 TsAxds = ∫ t0 ATsxds .Návod . Staèí dát dohromady lemma 12.10 a (e) z pøedhozího odstave. Snad jen pro ovìøenípøedpokladù poznamenejme, ¾e funke F : s 7→ Tsx je na intervalu [0, t℄ spojitá. ♣Platí v¹ak silnìj¹í tvrzení. Dobøe se podívejte na rozdíly proti pøedhozí vìtièe v pøedpokladehi v závìru.12.13. Tvrzení. Neh» A je generátor C0-semigrupy {Tt} na Banahovì prostoru X, x ∈ X a

t > 0. Potom ∫ t0 Tsxds ∈ DA a
A
(∫ t0 Tsxds

) = Ttx− x .Dùkaz. Opìt s existení integrálu ∫ t0 Tsxds není problém. Jak jsme poznamenali v pøedhozímdùkazu, víme toti¾, ¾e funke s 7→ Tsx je na intervalu [0, t℄ spojitá. Volme h > 0. Potom
Th − I

h

∫ t0 Tsxds = 1
h

∫ t0 (Ts+h − Ts
)
xds = 1

h

∫ t+h
t

Tsxds−
1
h

∫ h0 Tsxds .Podle pøedhozího konverguje pravá strana pro h→ 0+ k Ttx− x. Tudí¾ jednak ∫ t0 Tsxds ∈ DAa souèasnì vidíme, ¾e platí uvedená rovnost.12.14. Vìta. Buï A generátor C0-semigrupy {Tt}. Potom A je hustì de�novaný a uzavøený.Dùkaz. Volme x ∈ X a polo¾me xn = ∫ 1
n0 Tsxds. Podle pøedhozího tvrzení 12.13 dostáváme, ¾e

xn ∈ DA a Axn = T 1
n
x − x. Podíváme-li se na tvrzení (d) v 12.11, vidíme, ¾e nxn → x. Tudí¾

DA = X .Nyní uká¾eme, ¾e A je uzavøený operátor. Neh» tedy zn ∈ DA, zn → z a Azn → y. Potom
Ttzn − zn = ∫ t0 TsAzn ds ,jak plyne z vìtièky 12.12. Limitní pøehod pro n → ∞ vede k rovnosti Ttz − z = ∫ t0 Tsy ds.Abyhom zdùvodnili limitní pøehod za integraèním znamením musíme si uvìdomit, ¾e po-sloupnost TsAzn konverguje na intervalu [0, t℄ stejnomìrnì k Tsy podle lemmatu 12.4. Je toti¾

‖TsAzn − Tsy‖ ≤ ‖Ts‖ ‖Azn − y‖ ≤ M eωt ‖Azn − y‖ pro s ∈ [0, t℄ a vhodné konstanty M a ω.Odtud plyne, ¾e
Ttz − z

t
= 1
t

∫ t0 Tsy ds .Limitním pøehodem za pomoi (d) z 12.11 koneènì dostáváme, ¾e z ∈ DA a Az = T0y = y.Ka¾dá semigrupa operátorù urèuje jednoznaènì in�nitesimální generátor. O tom, ¾e dvì rùznésemigrupy nemohou mít tentý¾ generátor, vypovídá následujíí vìta.12.15. Vìta. Neh» C0-semigrupy operátorù {Tt} a {St} mají stejný generátor A. Potom {Tt} =
{St}.Dùkaz. Volme t > 0 a x ∈ DA. Podle lemmatu 12.10 je funke F : s 7→ Tt−sSsx diferenovatelnána intervalu [0, t℄ a derivováním slo¾eného zobrazení dostáváme

DF = −ATt−sSsx+ Tt−sASsx = 0 ,nebo» A komutuje s Tt−s.



114 B. Spektrální teoriePokusme se pøei jen uvedenou rovnost podrobnìji zdùvodnit. Volme tedy x ∈ DA, t > 0 a h > 0. Potom
F (s+ h) − F (s)

h
= Tt−s−h

“Ss+hx− Ssx

h

” + Tt−s−h(Ssx) − Tt−s(Ssx)
h

.Podle lemmatu 12.10 je Ssx ∈ DA a limita druhého výrazu pro h → 0 je −ATt−sSsx (je to vlastnì derivaezobrazení u 7→ Tt−uSsx v bodì u = s). Toté¾ lemma 12.10 nám øíká, ¾e lim
h→0 1

h
(Ss+hx−Ssx) = ASsx. Pou¾ijeme-li je¹tì lemma 12.4, vyjde limita prvního výrazu rovna Tt−sASsx.Tudí¾ F musí být konstantní podle 12.11.e, speiálnì F (0) = F (t). Vidíme, ¾e Tt = St na DA.Proto¾e v¹ak DA je hustý v X a operátory Tt a St jsou omezené, musí být Tt = St na X .Situai, kdy generátor semigrupy operátorù je dokone spojitý, lze harakterizovat jednodu¹e.V tomto pøípadì je i struktura dané semigrupy snadno popsatelná. Platí toti¾ následujíí vìta.12.16. Vìta. Neh» A je generátor C0-semigrupy operátorù {Tt} na Banahovì prostoru X.Potom A je omezený, právì kdy¾ semigrupa {Tt} je stejnomìrnì spojitá. V tomto pøípadì

Tt = etA pro t ≥ 0 .Dùkaz. Neh» A je omezený generátor semigrupy {Tt}. Proto¾e A je také generátorem stejno-mìrnì spojité semigrupy {eAt} z pøíkladu 12.2 (to lehko zjistíme pøímým výpoètem), musí býtpodle pøedhozí vìty Tt = eAt, a semigrupa {Tt} je tedy stejnomìrnì spojitá.Obráenì, neh» semigrupa {Tt} je stejnomìrnì spojitá. Ihned odvodíme, ¾e funke f : t 7→
‖Tt‖ je omezená na libovolném intervalu [0,�℄. Jistì, f je omezená na jistém intervalu [0, δ℄,a tudí¾ vyu¾itím semigrupové vlastnosti (b) zjistíme, ¾e je omezená i na libovolném intervalu[0, nδ℄. Dále si uvìdomíme, ¾e lim

h→0Tt+h = Tt v ka¾dém bodì t ∈ (0,∞). To plyne z odhadù
‖Tt+h − Tt‖ ≤ ‖Tt‖ ‖Th − I‖ a ‖Tt−h − Tt‖ ≤ ‖Tt−h‖ ‖Th − I‖ platnýh pro ka¾dé h > 0.Tak¾e k vlastnímu dùkazu. Proto¾e lim

t→0+ 1
t

∫ t0 Ts ds = T0 = I podle 12.11.d (jak jsme právìkonstatovali, funke s 7→ Ts je spojitá!), existuje t > 0 tak, ¾e ‖I− 1
t

∫ t0 Ts ds‖ < 1. Tudí¾ operátor1
t

∫ t0 Ts ds, a tím pádem i operátor B := ∫ t0 Ts ds, je invertibilní. Tady si musíme uvìdomit, ¾e Bje prvkem prostoru L(X) (integrujeme funki s 7→ Ts s hodnotami v L(X)) a podívat se, pokudjsme ji¾ pozapomnìli, na lemma 5.7. Volme 0 < h < t. Máme
Th − I

h
B = 1

h

(∫ t0 Ts+h ds− ∫ t0 Ts ds

) = ( 1
h

∫ t+h
t

Ts ds−
∫ h0 Ts ds

)
.Pravá strana konverguje pro h → 0+ v prostoru L(X) k (omezenému) operátoru Tt − I. Tudí¾existuje i lim

h→0+ Th−I
h (a je rovna operátoru (Tt−I)B−1). Tím spí¹e existuje lim

h→0+ Thx−x
h pro ka¾dé

x ∈ X . Vidíme, ¾e DA = X a A je omezený lineární operátor.Nyní uvedeme souvislost semigrup s rezolventní funkí a tím se dostaneme i k dal¹ímu pohleduna semigrupy operátorù. Vra»me se v¹ak nejdøíve k inverzím u neomezenýh operátorù.12.17. Rezolventa. Neh» X je Banahùv prostor. Lineární operátor L de�novaný na DL ⊂⊂ Xje invertibilní , existuje-li omezený operátor B ∈ L(X) tak, ¾e
LB = I a BL ⊂ I .Je-li L invertibilní, je operátor B z uvedené de�nie jednoznaènì urèen a nazývá se inverzí k L.Znaèí se symbolem L−1. Ve vìtì 11.14 jsme dokázali, ¾e operátor L je invertibilní, právì kdy¾ Lje prostý, na a uzavøený.Rezolventní mno¾inu ̺(L) de�nujeme jako mno¾inu tìh λ ∈ C, pro nì¾ λI −L je invertibilní.Pro λ ∈ ̺(L) znaème
R(λ, L) := (λI − L)−1 ,a je-li operátor L �xován, pou¾ívejme té¾ pro inverzi (λI − L)−1oznaèení Gλ .



12. Teorie semigrup 11512.18. Rezolventní identita. Buï L lineární operátor de�novaný na podprostoru DL Bana-hova prostoru X a µ, λ ∈ ̺(L). Potom
Gλ −Gµ = (µ− λ)GλGµ = (µ− λ)GµGλ .Dùkaz. Je samozøejmé, ¾e Gλx ∈ DL pro ka¾dé x ∈ X . Odtud plyne, ¾e(µ− λ)GλGµ = Gλ(µI − L+ L− λI)Gµ = Gλ(µI − L)Gµ −Gλ(λI − L)Gµ = Gλ −Gµ .Pouhou zámìnou λ a µ dostáváme druhou rovnost.12.19. Vìta. Neh» L je hustì de�novaný lineární operátor na X. Jestli¾e (0,+∞) ⊂ ̺(L) a

‖λGλ‖ ≤ 1 pro ka¾dé λ > 0 (tj. λGλ jsou kontrake), potom lim
λ→+∞

λGλ(x) = x pro ka¾dé x ∈ X.Dùkaz. Buï nejprve x ∈ DL a λ > 0. Potom
λGλx− x = Gλ(λx − (λI − L)x) = GλLx .Dostáváme tedy odhad ‖λGλx − x‖ ≤ 1

λ‖Lx‖, odkud plyne tvrzení v pøípadì, kdy x ∈ DL.Proto¾e v¹ak ‖λGλ− I‖ ≤ 2 pro ka¾dé λ > 0 a DL je hustou podmno¾inou X , dostáváme tvrzeníji¾ snadnou úvahou.12.20. Vìta. Buï A generátor kontrakèní C0-semigrupy operátorù {Tt} na Banahovì prostoru
X. Potom operátor λI −A je invertibilní pro ka¾dé λ > 0 a pro x ∈ X platí

R(λ,A)(x) = ∫ +∞0 e−λsTsxds .Dùkaz. Pøedev¹ím si ujasnìme, o jaký integrál se jedná. Volme x ∈ X a λ > 0. Funke s 7→ Tsx :[0,∞) → X je spojitá, tudí¾ tamté¾ je spojitá i funke s 7→ e−λsTsx. Podíváme-li se na 12.11,máme pro ka¾dé k > 0 odhad ‖
∫ k0 e−λsTsxds‖ ≤

∫ k0 e−λs‖Tsx‖ ds ≤ 1
λ‖x‖. Polo¾íme-li tedy

Lλx := ∫ +∞0 e−λsTsxds := lim
k→∞

∫ k0 e−λsTsxds ,je Lλ omezený lineární operátor na X a ‖Lλ‖ ≤ 1
λ .Uva¾ujme nyní C0-semigrupu {e−λtTt}. Není tì¾ké ovìøit, ¾e se skuteènì jedná o C0-semigrupua ¾e A− λI je její generátor.Volme je¹tì t > 0. Pou¾ijeme-li vìtièku 12.12 a tvrzení 12.13, dostaneme

x− e−λtTtx = ∫ t0 e−λsTs(λI −A)xds a x− e−λtTtx = (λI −A) ∫ t0 e−λsTsxds ,pøièem¾ první rovnost platí pro ka¾dé x ∈ DA, zatímo druhá pro ka¾dé x ∈ X . Nyní staèí provéstv obou rovnosteh limitní pøehod t → ∞. Z první nerovnosti dostaneme, ¾e Lλ(λI − A)x = xpro x ∈ DA. Druhá rovnost pak dá tvrzení, ¾e Lλx ∈ DA a (λI − A)Lλ = I. Tudí¾ Lλ je inverzík (λI −A) pro λ > 0.12.21. Poznámky. (a) Je-li A generátor C0-semigrupy {Tt} na Banahovì prostoru X, je v¾dy ̺(A) neprázdnámno¾ina. Oznaèíme-li
s(A) := sup {Re λ : λ ∈ σ(A)} ,je s(A) ≤ ω0, kde ω0 je rùstová konstanta semigrupy {Tt} z 12.5. Je-li Reλ > ω0 a x ∈ X, máme i v tomto pøípadì

R(λ, A)(x) = R +∞0 e−λsTsxds. Speiálnì tvrzení pøedhozí vìty 12.20 platí i pro pøípad Re λ > 0, dùkaz je skorostejný.(b) Integrál R ∞0 e−λsTs ds se nìkdy nazývá Laplaeovou transformaí semigrupy {Tt}.Dal¹í vìta harakterizuje generátory kontrakèníh semigrup a patøí mezi nejdùle¾itìj¹í v tétooblasti.



116 B. Spektrální teorie12.22. Hille-Yosidova vìta. Neh» A je lineární operátor de�novaný na podprostoru DABanahova prostoru X. Následujíí podmínky jsou ekvivaletní:(i) existuje kontrakèní C0-semigrupa operátorù na X, pro ni¾ A je jejím generátorem,(ii) A je hustì de�novaný, (0,+∞) ⊂ ̺(A) a ‖R(λ,A)‖ ≤ 1
λ pro λ > 0 .Pokud je nìkterá z tìhto podmínek splnìna, je A uzavøený a daná C0-semigrupa je jím jedno-znaènì urèená.Dùkaz. Je-li A generátorem kontrakèní C0-semigrupy operátorù, je A uzavøený a hustì de�novanýpodle vìty 12.14. Vìta 12.20 pak øíká, ¾e (0,∞) ⊂ ̺(A) a dává souèasnì odhad ‖R(λ,A)‖ ≤ 1

λplatný pro ka¾dé λ > 0.Dùkaz implikae (ii) ⇒(i) je obtí¾nìj¹í. My¹lenka je následujíí. Oznaèíme-li pro λ > 0
Aλ := λAR(λ,A) = λ2R(λ,A) − λItak zvané Yosidovy aproximae generátoru A, je podle vìty 12.19 lim

λ→∞
Aλx = Ax pro ka¾dé x ∈

DA. Dále se uká¾e, ¾e Aλ je generátorem stejnomìrnì spojité kontrakèní semigrupy {etAλ
}
t≥0.Pomoí vhodnýh odhadù pak dostaneme, ¾e limλ→∞ etAλx existuje pro ka¾dé x ∈ DA, pøièem¾konvergene je stejnomìrná v promìnné t na omezenýh intervaleh. Oznaèíme-li pro x ∈ DA a

t > 0 tuto limitu jako Ttx, pomìrnì lehko se odvodí, ¾e {Tt} je kontrakèní C0-semigrupa. Zbývápak ukázat, ¾e A je jejím generátorem. Oznaème proto B generátor semigrupy {Tt}. Z de�niezjistíme, ¾e A ⊂ B. Víme, ¾e 1 ∈ ̺(A) ∩ ̺(B) (jednou podle pøedpokladu v (ii), podruhé podlevìty 12.20). Proto¾e v¹ak A ⊂ B, je (I−B)DA = (I−A)DA = X . Tudí¾ DB = (I−B)−1X = DA,o¾ vede koneènì k rovnosti A = B.Hille-Yosidovu vìtu je mo¾no je¹tì dále zobeòovat. Dùkaz následujíí vìty jen naznaèíme.12.23. Feller-Miyadera-Phillipsova vìta. Neh» X je Banahùv prostor a A lineární ope-rátor de�novaný na podprostoru DA ⊂ X. Následujíí podmínky jsou ekvivaletní:(i) existuje taková C0-semigrupa {Tt} operátorù na X, ¾e pro jisté konstanty M > 0 a ω ∈ Rplatí ‖Tt‖ ≤Meωt pro ka¾dé t ≥ 0 a taková, ¾e A je jejím generátorem,(ii) A je uzavøený a hustì de�novaný, existují konstanty M > 0 a ω tak, ¾e (ω,+∞) ⊂ ̺(A)a ∥∥(R(λ,A))n∥∥ ≤ M(λ−ω)n pro ka¾dé λ > ω a n .Návod . Jestli¾e C0-semigrupa {Tt} splòuje podmínku ‖Tt‖ ≤ eωt pro jisté ω ≥ 0, potom {St},kde St := e−ωtTt, je kontrakèní C0-semigrupa. Staèí pou¾ít Hille-Yosidovu vìtu.Obená vìta se pak získá vhodným pøenormováním prostoru X . De�nujeme-li toti¾
‖x‖∗ := sup{e−ωt‖Ttx‖ : t ∈ [0,∞)} pro x ∈ X ,je ‖x‖ ≤ ‖x‖∗ ≤ M‖x‖. A i tento pøípad se pak pøevede vhodným zpùsobem na Hille-Yosidovuvìtu. ♣12.24. Poznámka. Ke ka¾dé semigrupì jsme pøiøadili její generátor pomoí jistého vzoreèku. Zajímá nás iobráená úloha, a sie jak vyjádøit danou semigrupu pomoí jejího generátoru. To lze víe zpùsoby. Jeden z nih jeobsa¾en v dùkazu Hille-Yosidovy vìty 12.22. Je-li A generátor C0-semigrupy {Tt}, nejdøíve zade�nujeme Yosidovyaproximae Aλ. Potom

Ttx = lim
λ→∞

etAλx pro x ∈ X a t > 0 .Jinou mo¾nost skýtá exponeniální formulka. Podle ní pro ka¾dé x ∈ X a t > 0 platí
Tt(x) = lim

n→∞

“
I − t

n
A

”−n
x = lim

n→∞

„
n

t
R

“n
t
,A

” «n(x) ,pøièem¾ konvergene je stejnomìrná na omezenýh intervaleh v (0,∞).12.25. Abstraktní Cauhyova úloha. Neh» X je Banahùv prostor, A : DA ⊂ X → Xuzavøený lineární operátor a x ∈ X . Uva¾ujme následujíí abstraktní Cauhyovu úlohu
{ _u(t) = Au(t) pro t ≥ 0,
u(0) = x .



12. Teorie semigrup 117Øe¹ením této úlohy rozumíme ka¾dé zobrazení u : [0,∞) → X takové, ¾e
u(0) = x , u(t) ∈ DA a Du(t) = Au(t) pro ka¾dé t > 0 .Obvykle se je¹tì po¾aduje, aby zobrazení u bylo spojitì diferenovatelné, tedy aby t 7→ Du(t)bylo spojité zobrazení z [0,∞) do X .Základní vìtou udávajíí souvislost mezi øe¹ením abstraktní Cauhyovy úlohy a pou¾itím teoriesemigrup mù¾eme vyslovit v následujíím tvaru. O její dùkaz se nebudeme pokou¹et.(a) Vìta. Neh» A : DA ⊂ X → X je uzavøený lineární operátor na Banahovì prostoru X.Následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) rezolventa ̺(A) je neprázdná a pro ka¾dé x ∈ DA existuje právì jedno øe¹ení uvedenéabstraktní Cauhyovy úlohy,(ii) existuje C0-semigrupa {Tt}, pro ni¾ A je jejím generátorem.Pokud je jedna z tìhto podmínek splnìna, je u(t) = Ttx pro ka¾dé t ∈ [0,∞).(b) Poznámky. (b1) Z pøedhozíh výsledkù plyne, ¾e pokud A je generátorem C0-semigrupy {Tt} a x ∈ DA, potom

u(t) := Ttx je jediným øe¹ením abstraktní Cauhyovy úlohy. Tedy implikai (ii) ⇒ (i) máme vlastnì dokázanou.(b2) Pokud byhom v uvedené vìtì netrvali na jednoznaènosti øe¹ení èi by nám staèilo hledat øe¹ení jen pro jistouhustou podmno¾inu DA (anebo byhom netrvali na spojitì diferenovatelném øe¹ení), nemuseli byhom se nutnìomezovat na pøípad, kdy "pravá strana\ A je generátorem jisté C0-semigrupy.(b3) Neh» u je øe¹ením abstraktní Cauhyovy úlohy. Proto¾e u(t) ∈ DA pro t > 0 a proto¾e u je spojité zobrazenív bodì t = 0, abstraktní Cauhyova úloha nemù¾e mít øe¹ení, pokud x /∈ DA.(b4) Pokud A je opìt generátorem C0-semigrupy {Tt} a x /∈ DA, potom zobrazení u : t 7→ Ttx : [0,∞) → Xmù¾eme nazvat zobenìným øe¹ením abstraktní Cauhyovy úlohy.12.26. Elementární vièení. (a) Na prostoru C([0, 1℄) zadejme operátory Tt pøedpisem
Ttf(ξ) := f

“ ξ1 + tξ

” pro f ∈ C([0, 1℄), ξ ∈ [0, 1℄, t ≥ 0 .Uka¾te, ¾e {Tt} tvoøí C0-semigrupu. Jejím generátorem je operátor A = −ξ2 d
dξ

.(b) Na Hilbertovì prostoru H := L2(R) uva¾ujme operátor A : f(t) 7→ tf(t) s de�nièním oborem DA :=
{f ∈ H : t 7→ tf(t) ∈ H}. Uka¾te, ¾e A je uzavøený hustì de�novaný operátor, který není generátorem ¾ádné
C0-semigrupy.Návod . Uka¾te, ¾e ̺(A) = ∅. ♣() Uva¾ujme Hilbertùv prostor l2. Pro x = {xn} ∈ l2 a t ≥ 0 polo¾me Ttx := ˘

e−ntxn
¯. Uka¾te, ¾e {Tt} tvoøí C0-semigrupu, její¾ generátor A je de�nován na mno¾inì DA := ˘

{xn} : {nxn} ∈ l2¯ pøedpisem A : {xn} 7→ {−nxn}.(d) Neh» H = L2([0, 2π℄), DA := {f ∈ AC([0, 2π℄) : f ′ ∈ AC([0, 2π℄), f ′′ ∈ H, f(0) = f(2π), f ′(0) = f ′(2π)} a
A : f 7→ f ′′ pro f ∈ DA. Uka¾te, ¾e A je hustì de�novaný operátor. Dále pomoí integrae per partes uka¾te,¾e (Af, f) ≤ 0 pro ka¾dé f ∈ H (v terminologii *12.2 to øíká, ¾e A je disipativní). Dále uka¾te, ¾e 1 ∈ ̺(A).Lumer-Phillipsova vìta v *12.2. øíká, ¾e A je generátorem jisté kontrakèní semigrupy {Tt}.Jak tuto semigrupu popsat? Je-li ϕn : t 7→ 1√2π eint standardní ortonormální báze H, staèí de�novat operátory
Tt na jejíh prvíh. Uka¾te, ¾e Ttϕn = e−n

2tϕn.(e) Na Banahovì prostoru Lp([0,∞)), kde p ∈ [1,∞), uva¾ujme operátory Tt de�nované pøedpisem
Ttf(s) = f(s+ t) pro t ≥ 0, s ≥ 0 .Uka¾te, ¾e {Tt} tvoøí kontrakèní C0-semigrupu. De�nièní obor DA generátoru této semigrupy je tvoøen v¹emifunkemi z Lp([0,∞)), které jsou absolutnì spojité na ka¾dém kompaktním intervalu v [0,∞). Pøitom Af = f ′pro f ∈ DA.Návod . Zøejmì ‖Tt‖ ≤ 1. Volíme-li f ∈ Lp([0,∞)) a ε > 0, najdeme spojitou funki ϕ na [0,∞) s nosièemv intervalu [0,K℄ tak, aby ‖f − ϕ‖ < ε. Stejnomìrná spojitost ϕ dá existeni takového δ > 0, ¾esup˘

|Ttϕ(s) − ϕ(s)| : s ∈ [0,∞)¯
< ε pro ka¾dé t ∈ [0, δ℄ .Poté staèí vyu¾ít odhad

‖Ttf − f‖ ≤ ‖Tt‖ ‖f − ϕ‖ + ‖Ttϕ− ϕ‖ + ‖f − ϕ‖ ,abyhom ukázali, ¾e zobrazení t 7→ Ttf je spojité v 0+. Dále volte opìt f ∈ DA a h > 0 a pokuste se o odhad
‚‚‚‚
Thf − f

h
− f ′

‚‚‚‚
p

≤
Z 10 ‚‚Tshf ′ − f ′

‚‚p ds .

♣



118 C. Lokálnì konvexní prostory13. Topologiké vektorové prostoryPøi zkoumání Banahovýh prostorù jsme se zajímali o vektorový prostor opatøený jednounormou. V této kapitole budeme zkoumat, zhruba øeèeno, vektorové prostory s mnoha normami.To je u¾iteèné z víero dùvodù. Jednak jsou prostory, v nih¾ pøirozenou konvergeni nemù¾emepopsat pomoí konvergene v jedné normì (tøeba prostor C([0, 1℄) s topologií bodové konvergeneanebo prostor v¹eh holomorfníh funkí s topologií stejnomìrné konvergene na kompakteh ),èi prostory, jako je prostor v¹eh distribuí, které nemohou vzniknout jako duály k Banahovýmprostorùm.Dal¹í motivaí je poznatek, ¾e v nekoneènì dimenzionálním Banahovì prostoru uzavøenájednotková koule není nikdy kompaktní. V tìhto prostoreh pak spojité lineární funkionálynemusejí na omezenýh uzavøenýh mno¾ináh nabývat svého maxima, o¾ je ku ¹kodì tøeba pøivy¹etøování rùznýh extremálníh úloh. Jedna z mo¾ností, jak tento defekt pøeklenout, je zmìnapùvodní topologie tak, aby jednotková koule se v ní stala kompaktní a spojité lineární funkionályby v ní byly stále spojité. To lze nìkdy doílit, ov¹em vzniklá topologie ji¾ nemù¾e být topologiíBanahova prostoru.Cheme-li tedy zkoumat vektorové prostory opatøené nìjakou topologií, je samozøejmì nutnésvázat vektorové operae s topologikými vlastnostmi. To nás vede k následujíí velie pøirozenéde�nii.13.1. Topologiký vektorový prostor. Topologikým vektorovým prostorem rozumíme vek-torový prostor X (nad tìlesem F) s topologií τ , pro ni¾ vektorové operae[x, y℄ 7→ x+ y a [λ, x℄ 7→ λxz X×X do X a F×X do X jsou spojité. V dal¹ím budeme pou¾ívat úmluvu, ¾e lineární topologiína vektorovém prostoru X rozumíme ka¾dou topologii, v ní¾ X je topologikým vektorovýmprostorem.13.2. Pøíklady. (a) Ka¾dý normovaný lineární prostor s topologií odvozenou od normy je pøí-kladem topologikého vektorového prostoru. Rovnì¾ ka¾dá pseudonorma na vektorovém prostoru
W urèuje na W topologii, pøi ní¾ W tvoøí topologiký vektorový prostor.(b) Neh» na vektorovém prostoru X je zadána translaènì invariantní metrika ̺, tj. metrikasplòujíí podmínku

̺(x, y) = ̺(x+ z, y + z)pro ka¾dou trojii x, y, z ∈ X . Ta samozøejmì urèuje na X (metrikou) topologii. Jestli¾e navízobrazení [λ, x℄ 7→ λx je spojité, potom topologie na X urèená metrikou ̺ je lineární. Ovìøte!() Rozmyslete si, proè (netriviální) vektorový prostor s diskrétní topologií (v ní jsou v¹ehnymno¾iny otevøené) netvoøí topologiký vektorový prostor.(d) Dal¹í pøíklady jsou uvedeny v 13.13, 14.20 15.2, *14.1, *14.13, *17.3 èi *14.16.13.3. Metriké lineární prostory. Topologikým vektorovým prostorùm, které vzniknou z nìjaké metriky,øíkáme také metriké lineární prostory. Obdobnì de�nujeme pseudometriké lineární prostory. Pozdìji uvidíme(Kakutaniho vìta *14.13.e), ¾e ka¾dý metrizovatelný topologiký vektorový prostor lze získat ji¾ z translaènìinvariantní metriky.13.4. Topologie pomoí �ltrù okolí. Topologii na dané mno¾inì je mo¾no zadat mnoha zpùsoby, kupøíkladutím, ¾e urèíme, které mno¾iny jsou otevøené, anebo tím, ¾e popí¹eme uzávìry mno¾in. V tomto odstaveèku sesoustøedíme na vytváøení topologií pomoí �ltrù okolí bodù.Nejdøíve oznaèení. Je-li τ topologie na X a z ∈ X, neh»
τ(z) := {A ⊂ X : z je vnitøním bodem mno¾iny A}znaèí systém v¹eh okolí bodu z. Potom zøejmì(a) τ(z) tvoøí �ltr mno¾in (viz C.1 v Appendixu) obsahujííh bod z,(b) je-li A ∈ τ(z), existuje U ∈ τ(z), U ⊂ A, s vlastností, ¾e U ∈ τ(y) pro ka¾dé y ∈ U



13. Topologiké vektorové prostory 119(za mno¾inu U bereme pohopitelnì vnitøek mno¾iny A).Obráenì, pøedpokládejme, ¾e systém {τ(z)}z∈X splòuje podmínky (a) a (b). Potom na X existuje právì jednatopologie σ tak, ¾e systém okolí σ(z) splývá s námi zadaným �ltrem τ(z) v ka¾dém bodì z ∈ X.Shròme, abyhom zadali topologii na mno¾inì X, staèí v ka¾dém bodì X urèit �ltr tak, aby tento systém �ltrùsplòoval vý¹e uvedenou podmínku (b).Ka¾dý �ltr je ov¹em urèen také nìkterou ze svýh bází (viz Appendix, C.2), nemusíme tedy v¾dy zadat elý�ltr, staèí urèit nìkterou jeho bázi. Tak kupøíkladu pøi urèení topologie normovaného lineárního prostoru staèív ka¾dém bodì z zadat bázi {U(z, ε) : ε > 0}, kde samozøejmì U(z, ε) := {x : ‖z − x‖ < ε}. Poznamenejme, ¾enìkdy místo báze �ltru pou¾íváme té¾ oznaèení fundamentální systém okolí.13.5. Topologiké vektorové prostory pomoí �ltrù okolí. Není tì¾ké si uvìdomit, ¾ev topologikém vektorovém prostoru X jsou vektorové operae
x 7→ x+ x0 a x 7→ λ0 xdokone homeomor�zmy pro ka¾dé x0 ∈ X a λ0 ∈ F, λ0 6= 0. Odtud lehko plyne, ¾e pro �ltryokolí platí τ(z) = z + τ(0) v ka¾dém bodì z ∈ X (zde pohopitelnì de�nujeme souèet bodu za �ltru F jako �ltr {z + F : F ∈ F}). Pro urèení topologie topologikého vektorového prostorustaèí tedy zadat �ltr τ(0) okolí nuly, nebo vlastnì jen jeho bázi. Okolí libovolného bodu jsou paktvoøena "posunutým\ �ltrem τ(0).A proto¾e v de�nii topologikého vektorového prostoru klademe dal¹í podmínky na spojitostvektorovýh operaí, lze oèekávat, ¾e jak �ltr okolí nuly τ(0), tak i topologie τ , mohou mítdal¹í speiální vlastnosti. Tomu tak skuteènì je. Abyhom v¹ak pøíslu¹né vlastnosti odvodili,potøebujeme nejdøíve zavést dal¹í pojmy.13.6. Vyvá¾ené a pohlujíí mno¾iny. Mno¾ina V ve vektorovém prostoru W je vyvá¾ená,jestli¾e λV ⊂ V pro ka¾dé |λ| ≤ 1. Uvìdomme si, ¾e pro ka¾dou vyvá¾enou mno¾inu V platí

V = −V .Podmno¾inu P vektorového prostoru W nazveme pohlujíí , jestli¾e ke ka¾dému bodu x ∈Wlze nalézt ε > 0 tak, aby úseèka [0, εx℄ le¾ela elá v P . Ka¾dá pohlujíí mno¾ina obsahuje tedy0. Je-li P vyvá¾ená, je pohlujíí, právì kdy¾ W = ⋃
λ>0 λP . Je-li P konvexní èi vyvá¾ená, je Ppohlujíí, právì kdy¾ W = ⋃n∈N nP .13.7. von Neumannova vìta. Buï (X, τ) topologiký vektorový prostor. Potom �ltr okolínuly τ(0) má následujíí vlastnosti:(a) ke ka¾dému U ∈ τ(0) existuje V ∈ τ(0) tak, ¾e V + V ⊂ U ,(b) ka¾dá mno¾ina z τ(0) je pohlujíí,() τ(0) má bázi tvoøenou vyvá¾enými mno¾inami.Dùkaz. V¹ehna tvrzení plynou pøímo z de�nie spojitosti vektorovýh operaí.(a) Staèí si uvìdomit, ¾e zobrazení f : [x, y℄ 7→ x+ y je spojité v bodì [0, 0℄. Skuteènì, zadáme-liokolí U ∈ τ(0), existují okolí V1, V2 ∈ τ(0) tak, ¾e x+y ∈ U , pokud x ∈ V1 a y ∈ V2 (uvìdomte si,¾e f(0, 0) = 0 a nezapomeòte, jak je de�nována topologie na kartézském souèinu X ×X). Nynístaèí polo¾it V = V1 ∩ V2.(b) Pro dùkaz tohoto tvrzení volte x ∈ X a vyu¾ijte toho, ¾e zobrazení g : λ 7→ λx je spojitév bodì 0, pøièem¾ g(0) = 0.() Neh» B ∈ τ(0). Proto¾e zobrazení h : [λ, x℄ 7→ λx je spojité v bodì [0, 0℄ a h(0, 0) = 0,lze nalézt ε > 0 a mno¾inu U ∈ τ(0) tak, aby λU ⊂ B pro ka¾dé |λ| ≤ ε. Polo¾íme-li nyní

V = ⋃{λU : |λ| ≤ ε}, je zajisté V ⊂ B, V ∈ τ(0) (nebo» λU ∈ τ(0)) a V je vyvá¾ená.To nahlédneme takto - volíme-li x ∈ V a |µ| ≤ 1, je x ∈ λU pro nìjaké |λ| ≤ ε, a tudí¾
µx ∈ (µλ)U ⊂ V .13.8. Poznámka-von Neumannovy axiomy. V pøede¹lé vìtì jsme ukázali, jaké vlastnosti má �ltr okolí nuly
τ(0) v libovolném topologikém vektorovém prostoru. Naopak lze oèekávat, ¾e zadáme-li v bodì 0 vektorovéhoprostoru W nìjaký �ltr N s dal¹ími rozumnými vlastnostmi a de�nujeme-li topologii τ na W pomoí 13.4 tak,aby okolí libovolného bodu tvoøil "posunutý\ �ltr N , dostaneme jednoznaènì urèenou topologii, pøi ní¾ W budetopologiký vektorový prostor. Tomu tak vskutku je a topologiké vektorové prostory lze èasto zadat pomoí takzvanýh von Neumannovýh axiomù.



120 C. Lokálnì konvexní prostoryVìta. Neh» N je �ltr na vektorovém prostoru X. Potom na X existuje lineární topologie τ tak, ¾e N = τ(0),právì kdy¾ �ltr N má následujíí vlastnosti:(a) ke ka¾dému U ∈ N existuje V ∈ N tak, ¾e V + V ⊂ U ,(b) ka¾dá mno¾ina z N je pohlujíí,() N má bázi tvoøenou vyvá¾enými mno¾inami.Pøitom τ(x) = x+ N pro ka¾dé x ∈ X.Dùkaz. V pøedhozí vìtì jsme ji¾ dokázali, ¾e �ltr τ(0) má uvedené vlastnosti.Dokazujme tedy opaènou implikai, kdy na X je zadán �ltr N s vlastnostmi (a), (b) a (). De�nujeme-li topologii
τ na X zadáním �ltrù okolí tak, ¾e τ(x) := x+ N , lehko se ovìøí, ¾e τ je (translaènì invariantní) topologie na X.Pøedev¹ím z (b) a () plyne, ¾e ka¾dá mno¾ina z N obsahuje 0. Tudí¾ τ(x) je �ltr mno¾in obsahujííh x. Je-li
U ∈ τ(x), U = x + V , kde V ∈ N , existuje podle (a) mno¾ina W ∈ N tak, ¾e W + W ⊂ V . Máme-li potom
y ∈ x+W , je y +W ⊂ U , a tedy U ∈ τ(y).Zbývá ovìøit, ¾e vektorové operae jsou τ -spojité. Pro souèet staèí ukázat, ¾e je spojitý v bodì (0, 0). Ale toje snadné pomoí vlastnosti (a). Dokazujme nyní spojitost násobení (λ, x) → λx v bodì (λ0, x0) ∈ F×X. Volmetedy U ∈ τ(0) a najdìme V ∈ τ(0) tak, aby V + V ⊂ U . Pomoí (b) najdìme ε > 0 tak, aby [−2εx0, 2εx0℄ ⊂ V .Potom (λ−λ0)x0 ∈ V pro |λ−λ0| < ε. Dále naleznìme n tak velké, aby n > |λ0|+ ε. Existuje vyvá¾ená mno¾ina
W ∈ N tak, ¾e W + · · · +W ⊂ V (n sèítanù). Potom pro |λ− λ0| < ε a x− x0 ∈ V máme λ(x − x0) ∈ λW =
n( λ
n
W ) ⊂ nW ⊂ W + · · · +W ⊂ V . Jinými slovy, pro takové dvojie (λ, x) je λx− λ0x0 ∈ V + V ⊂ U .Nyní uvedeme nìkteré topologiké vlastnosti spei�ké pro lineární topologie.13.9. Vìta. Ka¾dá lineární topologie je regulární.Dùkaz. Lze øíi, ¾e topologie na daném prostoru je regulární, jestli¾e �ltr okolí ka¾dého bodu mábázi tvoøenou uzavøenými mno¾inami. Je-li tedy τ lineární topologie na X , staèí ukázat, ¾e �ltr

τ(0) má bázi tvoøenou uzavøenými mno¾inami. Volme U ∈ τ(0) libovolnì. Podle von Neumannovyvìty existuje okolí nuly V ∈ τ(0) tak, ¾e V + V ⊂ U . Staèí ukázat, ¾e V ⊂ U . Je-li tedy y ∈ V ,je (y+V )∩V 6= ∅, nebo» y+V je okolím y. Proto¾e i −V ∈ τ(0), je také (y−V )∩V 6= ∅. Tudí¾
y ∈ V + V , a tedy i y ∈ U .13.10. Poznámka. Ka¾dá lineární topologie je dokone úplnì regulární. Dùkaz tohoto tvrzení je v¹ak ji¾ pomìrnìobtí¾nìj¹í. Jde o to, ¾e ka¾dý topologiký vektorový prostor (dokone ka¾dá topologiká grupa | viz 6.11.b)(X, τ) je uniformizovatelný, a tudí¾ jeho topologie τ je úplnì regulární. Ona uniformita U se dá popsat pomoíokolí diagonály jako U := {UV : UV = {(x, y) ∈ X ×X : y − x ∈ V } , V ∈ τ(0)}. Pokud vás zajímají detaily, lzenahlédnout kupøíkladu do S.K. Berberian [*1974℄.Topologie, které nejsou Hausdor�ovy, nemají pøíli¹ hezké vlastnosti. Proto je dobré vìdìt, kdylineární topologie je Hausdor�ova. Následujíí vìta dává odpovìï.13.11. Vìta. Neh» τ je lineární topologie na X. Potom τ je Hausdor�ova, právì kdy¾ {0} je
τ-uzavøená mno¾ina, o¾ je právì v pøípadì, kdy

{0} = ⋂
{U : U ∈ τ(0)} .Dùkaz. Je-li τ Hausdor�ova, nemù¾e v prùniku v¹eh okolí bodu 0 le¾et ¾ádný jiný bod ne¾0. Neh» tedy {0} = ⋂{U : U ∈ τ(0)}. Abyhom ukázali, ¾e τ je Hausdor�ova, staèí oddìlitotevøenými mno¾inami bod 0 a libovolný bod z ∈ X \ {0}. Jsme-li tedy v této situai, existuje

U ∈ τ(0) tak, ¾e z /∈ U . Podle pøedhozí vìty 13.9 najdeme uzavøené okolí V ∈ τ(0) tak, aby
V ⊂ U . Potom otevøené mno¾iny IntV a X \ V oddìlují body 0 a z.Závìrem uká¾eme na pøíkladeh, ¾e pøíli¹ obené lineární topologie mohou ztráet dùle¾itévlastnosti Banahovýh prostorù. Mù¾e se toti¾ stát, ¾e na nih neexistují ¾ádné netriviální spo-jité lineární formy a ¾e prvky duálu tedy nemusejí oddìlovat body. Ne¾ pøejdeme k pøíkladùm,de�nujme expliite pojem duálu.13.12. Duál topologikého vektorového prostoru. Duálem X∗ topologikého vektorovéhoprostoru X rozumíme podprostor jeho algebraikého duálu tvoøený v¹emi spojitými lineárnímiformami na X . Zdùraznìme, ¾e pokud X není zrovna normovaným lineárním prostorem, nemámena X∗ de�novánu ¾ádnou topologii. Teprve pozdìji v 17.16 zavedeme (v pøípadì lokálnì konvex-ního prostoru) naX∗ jistou silnou topologii. A to takovým zpùsobem, aby v pøípadì normovanéholineárního prostoru tato dala "normovou\ topologii na X∗.



13. Topologiké vektorové prostory 12113.13. Dal¹í pøíklady lineárníh topologií.(a) Prostor s. Neh» s je vektorový prostor v¹eh posloupností (reálnýh èi komplexníh èísel)s obvyklými vektorovými operaemi de�novanými po souøadniíh. Pro x = {xj} ∈ s polo¾me
q(x) := ∞∑

j=1 12j |xj |1 + |xj |
.Uvedená øada evidentnì konverguje. Sna¾te se dokazovat postupnì následujíí tvrzení.(a1) Tvrzení. Funke ̺(x, y) := q(x − y) de�novaná pro x, y ∈ s je translaènì invariantnímetrikou na s.Návod . Abyhom ovìøili trojúhelníkovou nerovnost, v¹imnìme si, ¾e funke t 7→ t1+t je na intervalu(−1,∞) rostouí (má tam kladnou derivai). ♣(a2) Tvrzení. Je-li x = {xj} ∈ s, oznaème pj(x) = xj j-tou slo¾ku x. Uka¾te, ¾e posloup-nost {zn} ⊂ s konverguje k 0 ve smyslu konvergene v metrikém prostoru (s, ̺), právì kdy¾lim

n→∞
pj(zn) = 0 pro ka¾dé j ∈ N.Návod . K dùkazu jedné implikae vyu¾ijte odhad q(x) ≥ 12j

|pj(x)|1+|pj(x)| . Jestli¾e naopak lim pj(zn) =0 pro ka¾dé j ∈ N a ε > 0 máme pøedepsáno, urèíme m tak, aby ∞∑
j=m+1 12j < ε. Dále nalezneme

n0 tak, aby |pj(zn)| < ε
m pro ka¾dé j = 1, . . . ,m a n ≥ n0. Potom pro k ≥ n0 je q(zk) ≤ 2ε.(Mù¾ete té¾ porovnat s *14.13.b.) ♣(a3) Tvrzení. Prostor (s, ̺) je úplný metriký lineární prostor.Návod . Úplnost s získáme ihned z (a2) a úplnosti R èi C.Zbývá ovìøit jen spojitost násobení skalárem. Pøedpokládejme tedy, ¾e zn → z v s a λn → λ.Vyu¾ijeme (a2) a odhad

|pj(λnzn − λz)| ≤ |λn| |pj(zn − z)| + |λn − λ| |pj(z)| .
♣(a4) Poznámka. Spojité lineární formy na prostoru s mají tvar ϕ(x) = ∞P

n=1αnxn pro x = {xn} ∈ s, kde mno¾iny
{n : αn 6= 0} jsou koneèné.Zajisté, ka¾dá forma ϕ uvedeného tvaru je lineární a spojitá (nebo» funkionály pj jsou spojité). Je-li ϕ ∈ s∗a en ∈ s standardní "jednotkový\ vektor, polo¾me αn := ϕ(en). Volíme-li xn := 0, pokud αn = 0 a xn := 1

αnv opaèném pøípadì, je x := {xn} ∈ s a ϕ(x) = ∞P
n=1 xnϕ(en) = ∞P

n=1 xnαn. Musí tedy mno¾ina {n : αn 6= 0} býtkoneèná.Pro α = {αn} ∈ c00 (viz *1.1.b) a {xn} ∈ s polo¾me ϕα := ∞P
n=1αnxn. Potom zobrazení 	 : α → ϕα je prostélineární zobrazení prostoru c00 na s∗. V tomto duhu tedy mù¾eme ztoto¾nit duál k prostoru s s (neúplným) nor-movaným lineárním prostorem c00. Jeliko¾ (zatím) na duálu s∗ nemáme ¾ádnou topologii, nelze ni øíi o spojitostizobrazení 	.(b) Prostor M. Neh» (
,S, µ) je prostor s koneènou mírou. Symbolem M oznaèíme prostorv¹eh (ekvivalentníh tøíd) S-mìøitelnýh funkí, pro nì¾ de�nujeme

̺(f, g) := ∫
 |f − g|1 + |f − g| dµ .Uka¾te, obdobnì jako v (a), ¾e M tvoøí úplný metriký lineární prostor.(b1) Poznámka. Posloupnost funkí {fn} konverguje v prostoru M k funki f , právì kdy¾ fn → f v míøe. Proosvì¾ení zopakujme de�nii konvergene v míøe. Jsou-li fn a f S-mìøitelné a skoro v¹ude koneèné funke na 
 a
Mn(ε) := {ω ∈ 
 : |f(ω) − fn(ω)| ≥ ε}, konverguje posloupnost {fn} k f v míøe, jestli¾e limMn(ε) = 0 pro ka¾dé
ε > 0. O tom, jako¾to i o zobenìní na pøípady mìr, které nejsou koneèné, se lze doèíst v [LM℄ (speiálnì vièení12.8).Z nerovnosti

εµ(
) + µ(Mn(ε)) ≥ ̺(fn, f) ≥
Z

Mn(ε) |fn − f |1 + |fn − f | dµ ≥ ε1 + ε
µ(Mn(ε))pak plyne zmínìné tvrzení o harakteru konvergene v prostoru M.



122 C. Lokálnì konvexní prostoryProstor M má i dal¹í zajímavou vlastnost, kterou popí¹eme pro jednoduhost ve speiálním pøípadì, kdy za(
,S, µ) vezmeme prostor [0, 1℄ s Lebesgueovou mírou λ. Na M máme toti¾ de�nováno naví i násobení, a tobodovì. Nedá pøíli¹ práe ukázat, ¾e operae násobení (f, g) → f g je spojitá. Tvoøí tedy prostor M topologikoualgebru. Na rozdíl od vìty 6.10 z teorie Banahovýh algeber v¹ak mno¾ina invertibilníh prvkù M nemusí býtotevøená. Je snad zbyteèné øíkat, ¾e f ∈ M je invertibilní, existuje-li g ∈ M tak, ¾e f g = 1 (v¹e se rozumí skorov¹ude), pøièem¾ není tì¾ké ovìøit, ¾e f je invertibilní, právì kdy¾ λ {x ∈ [0, 1℄ : f(x) = 0} = 0. Víte-li toto, staèívolit fn := c[ 1
n
,1℄ a ujasnit si, ¾e fn → 1 v míøe, ¾e fn nejsou invertibilní, zatímo funke f = 1 je.() Prostor Lp pro 0 < p < 1 . Uva¾ujme prostor s mírou (X,S, µ) a p ∈ (0, 1). Oznaèíme-li

Lp mno¾inu v¹eh µ-mìøitelnýh funkí f na X , pro nì¾ integrál ∫
X
|f |p dµ je koneèný a polo¾íme-li

̺(f, g) = ∫
X

|f − g|p dµ pro f, g ∈ Lp ,tvoøí (Lp, ̺) pseudometriký prostor (pro dùkaz trojúhelníkové nerovnosti vyu¾ijte vztahu (a +
b)p ≤ ap + bp platného pro libovolné nezáporné a, b). Po ztoto¾nìní funkí rovnajííh se µ-skoro v¹ude dostaneme obvyklým postupem dokone metriký prostor Lp. Dokazujte následujíítvrzení.(1) Tvrzení. Lp je pseudometriký lineární prostor.(2) Tvrzení. Prostor Lp je úplný.Návod . Dùkaz mù¾e probíhat stejnì jako v klasikém pøípadì, viz tøeba [LM℄, 10.6. ♣(3) Tvrzení. Je-li X = [0, 1℄ a µ Lebesgueova míra, jsou ∅ a Lp jediné otevøené konvexnípodmno¾iny Lp.Návod . Neh» C je neprázdná otevøená konvexní mno¾ina v Lp. Pøedpokládejme, ¾e 0 ∈ C,a tedy i {f ∈ Lp : ̺(f, 0) < ε} ⊂ C pro jisté ε > 0. Volme nyní f ∈ Lp. Zkonstruujeme-lifunke g1, . . . , gn v Lp tak, aby ̺(gj , 0) < ε pro ka¾dé j = 1, . . . , n a f = 1

n (g1 + · · · + gn),bude f ∈ C díky konvexitì C. Ale sestrojit funke gj ji¾ není nikterak tì¾ké. Najdeme n takvelké, aby np−1̺(f, 0) < ε a dìlení 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 intervalu [0, 1℄ s vlastností∫ xj

xj−1 |f |p = 1
n̺(f, 0). Potom staèí polo¾it gj(t) = nf(t)c(xj−1,xj℄(t). ♣(4) Tvrzení. Je-li X a µ jako v (3), je (Lp)∗ = {0}.Návod . Viz vièení 13.15.g. ♣(d) Prostor C([0,1℄) s konvergení v míøe. Neh» X = C([0, 1℄) je vektorový prostor v¹ehspojitýh funkí na [0, 1℄ a λ je Lebesgueova míra. Polo¾íme-li
̺(f, g) := inf{ε > 0 : |f(t) − g(t)| ≤ ε pro t ∈ [0, 1℄ \B , kde λB = ε}pro f, g ∈ C([0, 1℄), je ̺ translaènì invariantní metrika na X a (X, ̺) tvoøí metriký lineárníprostor.(d1) Tvrzení. Konvergene v metrie ̺ není opìt ni jiného ne¾ konvergene v míøe.(d2) Tvrzení. Oznaèíme-li Bε = {f ∈ X : ̺(f, 0) ≤ ε}, je konvexní obal mno¾iny Bε rovenelému prostoru X.(d3) Tvrzení. X∗ = {0}.Návod . Lze pou¾ít (d2) a vièení 13.15.g. Anebo jinak. Neh» ϕ ∈ X∗, ϕ 6= 0. Volme n ∈N a z hustoty lineárníh kombinaí harakteristikýh funkí intervalù v X najdìme interval(an, bn) ⊂ [0, 1℄ délky men¹í ne¾ 1

n tak, aby δn := ϕ(c(an,bn)) 6= 0. Polo¾íme-li fn := 1
δn
c(an,bn),máme na jedné stranì fn → 0 v míøe, na druhé pak ϕ(fn) = 1. ♣(e) Poznámka. Podobnì mù¾ete také uva¾ovat prostor X v¹eh reálnýh (skoro v¹ude koneènýh) mìøitelnýhfunkí na [0, 1℄ opatøený metrikou

̺∗(f, g) := sup˘
ε > 0 : λ{t ∈ [0, 1℄ : |f(t) − g(t)| ≥ ε} < ε

¯
.Jaký je vztah ̺ a ̺∗? Uka¾te opìt, ¾e (X, ̺∗) je metriký lineární prostor, v nìm¾ konvergene není nièím jinýmne¾ konvergení v míøe.



13. Topologiké vektorové prostory 123Topologii tohoto prostoru mù¾ete té¾ zadat bází okolí 0 tvoøenou mno¾inami typu
˘
f ∈ X : λ {x ∈ [0, 1℄ : |f(x)| > α} < β

¯
, kde α , β > 0 .Opìt X∗ = {0}. Dùkaz posledního tvrzení mù¾ete vést stejnì jako v (d) èi mù¾ete také postupovat následovnì.Volte ϕ ∈ X∗ a podle 14.24 naleznìte takové δ > 0, aby ϕ byl omezený funkionál na Bδ. Dále uka¾te, ¾e ϕ(h) = 0pro ka¾dou jednoduhou funki h na X (uvìdomte si, ¾e ϕ(h) = 0, pokud h je harakteristiká funke mìøitelnémno¾iny majíí míru men¹í ne¾ δ). Dále vyu¾ijte hustoty jednoduhýh funkí v X. ♣(f) Hardyho prostory Hp(D) pro 0 < p < 1. Hardyho prostory Hp(D) pro p ∈ (0, 1), kteréjsme zavedli v *1.1.g, s de�nií vhodné metriky (analogie ()) jsou dal¹ím pøíkladem úplnýhmetrikýh lineárníh prostorù. Tyto prostory jsou zajímavé tím, ¾e nejsou lokálnì konvexní, alena druhé stranì mají dost netriviálníh spojitýh lineárníh forem. Kupøíkladu volíme-li z ∈ Dpevnì, je zobrazení f 7→ f(z) prvek (Hp(D))∗.13.14. Varování. V obenýh topologikýh prostoreh nemusejí platit tvrzení, která známe z teorie normova-nýh lineárníh prostorù. Jedním z dùvodù je absene nìkterýh variant Hahn-Banahovy vìty. A to je i jedenz okam¾ikù, který nás v následujíí kapitole povede k zavedení lokálnì konvexníh prostorù, tedy jisté podtøídytopologikýh vektorovýh prostorù. Tato podtøída má ji¾ znaènì bohat¹í strukturu umo¾òujíí dokazovat dal¹ívìty.Ani¾ nyní de�nujeme nìkteré nové pojmy, pøipomeòme expliitnì, ¾e v topologikýh vektorovýh prostoreh:(a) prvky duálu nemusí oddìlovat body pùvodního prostoru,(b) koneènì dimenzionální podprostory nemusí mít topologiké doplòky,() reexivní prostor nemusí být úplný,(d) reexivita (silného) duálu nemusí implikovat reexivitu pùvodního prostoru,(e) uzavøený podprostor reexivního prostoru nemusí být reexivní,(f) kompaktní konvexní mno¾iny nemusí mít ¾ádné extremální body,(g) konvexní obal omezené mno¾iny nemusí být omezená mno¾ina.13.15. Elementární vièení. (a) Neh» C(R) je vektorový prostor v¹eh spojitýh funkí na R. Pro ε > 0 a

g ∈ C(R) polo¾me
U(g, ε) = ˘

f ∈ C(R) : sup
t∈R |f(t) − g(t)| < ε

¯
.Potom {U(g, ε) : ε > 0} je bází okolí funke g v jisté topologii τ na C(R). Rozhodnìte, zda τ je lineární topologiína C(R).Návod . Uka¾te, ¾e aè souèet je spojitou funkí, násobek skalárem ji¾ nemusí být. Anebo také, ¾e okolí 0 nejsoupohlujíí. ♣(b) Uka¾te, ¾e funke

̺(f, g) := sup
t∈R |f(t) − g(t)|1 + |f(t) − g(t)|je metrikou na prostoru C(R). Je C(R) v ní metrikým lineárním prostorem?Návod . Uka¾te, ¾e mno¾iny V ε := {f ∈ C(R) : ̺(f, 0) < ε}, které tvoøí bázi okolí nulové funke, nejsou pro ε < 1pohlujíí mno¾iny. Anebo si rozmyslete, zda násobek skalárem je spojitý. ♣() Neh» A,B jsou podmno¾iny topologikého vektorového prostoru. Dokazujte následujíí tvrzení:(1) A+ B je kompaktní, pokud A i B jsou kompaktní,(2) A+ B je uzavøená, pokud A je kompaktní a B uzavøená,(3) A+ B nemusí být uzavøená, jsou-li A,B pouze uzavøené,(4) A+ B je otevøená, je-li A otevøená a B libovolná,(5) A+ B je vyvá¾ená, jsou-li A,B vyvá¾ené.(d) Neh» ̺ je translaènì invariantní metrika na vektorovém prostoru X. Je-li N �ltr majíí bázi

˘
{x ∈ X : ̺(x, 0) < ε} : ε > 0¯

,nemusí je¹tì N splòovat von Neumannovy axiomy.Návod . Podívejte se na pøíklad v (b) èi uva¾ujte diskrétní metriku na vektorovém prostoru. . ♣(e) Neh» U ∈ τ(0), W := T {λU : |λ| = 1}. Uka¾te, ¾e W je opìt okolí 0.Návod . Uva¾ujte vyvá¾ené okolí V ∈ τ(0), V ⊂ U a uka¾te, ¾e V ⊂ W . ♣



124 C. Lokálnì konvexní prostory(f) Neh» τ je lineární topologie na X a A ⊂ X. Potom A = T{A+ U : U ∈ τ(0)}.Návod . Víme, ¾e x ∈ A, právì kdy¾ V ∩ A 6= ∅ pro ka¾dou mno¾inu V z báze �ltru τ(x). Vzhledem k vonNeumannovì vìtì je tedy x bodem uzávìru mno¾iny A, právì kdy¾ (x + U) ∩ A 6= ∅ pro ka¾dé vyvá¾ené okolí Ubodu 0. Proto¾e v¹ak U = −U , vidíme, ¾e x ∈ A, právì kdy¾ x ∈ A+U . (Poznamenejme, ¾e argument vyu¾ívajííexisteni vyvá¾eného okolí U byl pohodlný. Staèilo v¹ak pou¾ít faktu, ¾e −U ∈ τ(0), pokud U ∈ τ(0).) ♣(g) Jsou-li ∅ a X jediné otevøené konvexní mno¾iny v topologikém vektorovém prostoru X, je X∗ = {0}.Návod . Buï ε > 0 a ϕ ∈ X∗. Proto¾e ϕ−1(−ε, ε) je otevøená konvexní neprázdná mno¾ina, musí být ϕ−1(−ε, ε) =
X, a tudí¾ |ϕ| < ε na X. ♣(h) Uka¾te, ¾e ka¾dý topologiký vektorový prostor je souvislý.Návod . Je-li X topologiký vektorový prostor, je X = {Fx : x ∈ X}, kde F je R èi C. Jako¾to spojitý obrazsouvislé mno¾iny je ka¾dá z mno¾in Fx souvislá. A proto¾e 0 je spoleèným bodem v¹eh tìhto mno¾in, musí býtjejih sjednoení souvislá mno¾ina. ♣(i) Na R de�nujme Sorgenfreyovu topologii τs následujíím zpùsobem: Mno¾ina G le¾í v τs, jestli¾e ke ka¾dému
x ∈ G existuje ε > 0 tak, ¾e [x, x+ ε) ⊂ G. Rozva¾te, zda (R, τs) tvoøí topologiký vektorový prostor.14. Lokálnì konvexní topologieV posledníh pøíkladeh minulé kapitoly jsme vidìli, ¾e duální prostory k topologikým vekto-rovým prostorùm mohly mít málo spojitýh lineárníh forem k tomu, aby tyto oddìlovaly bodypùvodního prostoru. Proto pomìrnì ¹irokou tøídu topologikýh vektorovýh prostorù zú¾íme,èím¾ dostaneme prostory s bohat¹í strukturou duálu. Naví tato tøída prostorù je právì tou,jejih¾ topologie jsou urèeny soustavou pseudonorem.14.1. Lokálnì konvexní prostory. Lokálnì konvexním prostorem rozumíme takový topologi-ký vektorový prostor (X, τ), jeho¾ �ltr okolí nuly τ(0) má bázi tvoøenou konvexními mno¾inami.Ka¾dý normovaný lineární prostor je lokálnì konvexní. Otevøené koule U(0, ε) jsou konvexnípro ka¾dé ε > 0 a tvoøí bázi �ltru okolí nuly. Poznamenejme, ¾e rovnì¾ tak uzavøené koule sestøedem v poèátku tvoøí bázi �ltru okolí nuly.Prostor Lp([0, 1℄) pro p ∈ (0, 1) z 13.13. není lokálnì konvexní. S dal¹ími pøíklady lokálnìkonvexníh prostorù se setkáme v prùbìhu dal¹ího výkladu.Ne¾ pøejdeme dále, zaveïme dva nové pojmy.14.2. Absolutnì konvexní mno¾iny a barely. Jsme-li ve vektorovém prostoru, mno¾inám,které jsou souèasnì konvexní a vyvá¾ené, budeme øíkat absolutnì konvexní . Není tì¾ké si rozmys-let, ¾e mno¾ina A je absolutnì konvexní, právì kdy¾ λA+ µA ⊂ A, kdykoliv |λ| + |µ| ≤ 1.Jako ilustrativní vièení si doka¾te, ¾e konvexní obal vyvá¾ené mno¾iny je absolutnì konvexnímno¾ina. Pro pohodlí pøipomeòme, ¾e konvexní obal oA mno¾iny A ve vektorovém prostoru jede�nován jako prùnik v¹eh konvexníh mno¾in obsahujííh A. Je tedy oA nejmen¹í konvexnímno¾inou obsahujíí A a mù¾eme jej popsat jakooA = { n∑

i=1 λixi : x1, . . . , xn ∈ A, λi ≥ 0, n∑

i=1 λi = 1} .Pohybujeme-li se nyní v topologikém vektorovém prostoru, lze zkoumat i dal¹í pojmy. Uzavøenýmkonvexním obalem mno¾inyA rozumíme prùnik v¹eh uzavøenýh konvexníh mno¾in obsahujííh
A. Tato mno¾ina, kterou znaèíme oA, je tedy nejmen¹í uzavøenou a konvexní mno¾inou obsahujíí
A. Jako ne tì¾ké, nikoliv v¹ak triviální vièení uka¾te, ¾e oA = oA, a ¾e mno¾ina oA je v¾dyabsolutnì konvexní, pokud A je vyvá¾ená.Barelem v topologikém vektorovém prostoru nazveme ka¾dou pohlujíí, absolutnì konvexnía uzavøenou mno¾inu. Podotknìme, ¾e ka¾dý barel obsahuje 0.V normovanýh lineárníh prostoreh je barelem urèitì ka¾dá uzavøená koule se støedem v po-èátku.



14. Lokálnì konvexní topologie 12514.3. Vìta. V ka¾dém lokálnì konvexním prostoru existuje báze �ltru okolí nuly tvoøená barely.Dùkaz. Buï τ(0) �ltr okolí nuly lokálnì konvexního prostoru X a U ∈ τ(0). Na¹ím ílem je najítbarel B v τ(0) tak, aby B ⊂ U . To ale nebude tì¾ké, uvìdomíme-li si, ¾e �ltr τ(0) má bázetvoøené jak vyvá¾enými mno¾inami, tak i uzavøenými èi konvexními. Podle vìty 13.9 existujeuzavøená mno¾ina F ∈ τ(0), F ⊂ U . Podle de�nie lokální konvexity existuje dále konvexnímno¾ina C ∈ τ(0), C ⊂ F . Koneènì, podle von Neumannovy vìty 13.7 nalezneme vyvá¾enoumno¾inu V ∈ τ(0) tak, aby V ⊂ C. Polo¾íme-li nyní B = oV , je zøejmì B ∈ τ(0) uzavøená apohlujíí mno¾ina, která je podle 14.2 absolutnì konvexní. Dále pak máme
B = oV ⊂ oC = C ⊂ F = F ⊂ U .14.4. Poznámka o von Neumannovýh axiomeh. Vyslovíme vìtu o zadávání lokálnì konvexníh topologiípomoí �ltrù okolí nuly, která je analogiká von Neumannovì vìtì v 13.7.Vìta. V lokálnì konvexním prostoru (X, τ) existuje báze B �ltru τ(0) majíí následujíí vlastnosti:(a) ka¾dý prvek B je pohlujíí a absolutnì konvexní,(b) jestli¾e U ∈ B a λ 6= 0, je λU ∈ B.Naopak, je-li B báze nìjakého �ltru na vektorovém prostoru X majíí vlastnosti (a) a (b) (staèí dokone pro

λ = 12 ), potom existuje právì jedna lokálnì konvexní topologie τ na X, pro ni¾ B je báze �ltru τ(0).Dùkaz. Za B lze vzít v¹ehny barely patøíi do τ(0). Ty tvoøí podle pøedhozí vìty 14.3 bázi �ltru okolí 0.Jestli¾e B je báze nìjakého �ltru s vlastnostmi (a) a (b), staèí s pøihlédnutím k vìtì v 13.8 ukázat, ¾e ke ka¾démno¾inì B ∈ B existuje U ∈ B tak, ¾e U + U ⊂ B. Je-li v¹ak mno¾ina B ∈ B zadána, staèí polo¾it U = 12B.Potom U ∈ B a U + U = 12B + 12B ⊂ B v dùsledku konvexity mno¾iny B.Jak jsme uvedli, v lokálnì konvexníh prostoreh má �ltr okolí nuly bázi tvoøenou barely.Ka¾dý barel obsahuje 0, av¹ak nemusí být okolím nuly. Jako ilustrai uveïme následujíí pøíkladdokone normovaného lineárního prostoru.14.5. Pøíklad. Neh»
X := {f ∈ C([0, 1℄) : existuje αf > 0 tak,¾e |f(x)| ≤ αfx pro v¹ehna x ∈ [0, 1℄} .Zøejmì X je podprostor Banahova prostoru C([0, 1℄), v nìm¾ mno¾ina

B := {
f ∈ X : |f(x)| ≤ 3x pro v¹ehna x ∈ [0, 1℄}je barel, který není okolím nulové funke.Jiné pøíklady lze nalézt v *14.1.14.6. Barelované prostory. Lokálnì konvexní prostor se nazve barelovaným, jestli¾e ka¾dýjeho barel je okolím nuly.Následujíí vìta vyèleòuje dùle¾itou tøídu lokálnì konvexníh prostorù, které jsou barelované.14.7. Vìta. Ka¾dý lokálnì konvexní prostor (X, τ), který je 2. kategorie, je barelovaný.Dùkaz. Neh» B je barel v X . Proto¾e X = ⋃

n nB, existuje pøirozené k tak, ¾e mno¾ina kBmá neprázdný vnitøek. Tudí¾ existuje i y ∈ IntB. Mù¾eme tedy nalézt vyvá¾ené okolí 0 tak, aby
y + V ⊂ B. Uká¾eme-li, ¾e V ⊂ B, jsme hotovi. Ale to je ji¾ snadné. Je-li x ∈ V , je

x = 12(y + x) + 12(−y + x) ∈ 12B + 12B ⊂ B ,kde jsme vyu¾ili toho, ¾e B je absolutnì konvexní a V = −V .14.8. Poznámky. (a) Podle pøedhozí vìty je ka¾dý Banahùv prostor barelovaný. To platí i o ¹ir¹í tøídìFréhetovýh prostorù, o¾ jsou úplnì metrizovatelné lokálnì konvexní prostory (prostory, jejih¾ topologie jevytvoøená nìjakou úplnou metrikou). Pøíkladem Fréhetova prostoru je prostor s z 13.13.a.(b) Barelované prostory tvoøí dùle¾itou tøídu lokálnì konvexníh prostorù. Platí v nih toti¾ následujíí tvrzení.



126 C. Lokálnì konvexní prostoryBanah-Steinhausova vìta. Je-li {Tn} posloupnost spojitýh lineárníh funkionálù na barelovaném prostoru
X a Tnx → Tx pro ka¾dé x ∈ X, potom i T je spojitý lineární funkionál.() Jako dobré vièení naleznìte posloupnost {Tn} v pøíkladeh 14.5 a *14.1, pro ni¾ tvrzení Banah-Steinhausovyvìty neplatí.(d) Existují barelované normované lineární prostory, které jsou 1. kategorie. Pøíklad lze nalézt v W.L.C. Sargent[1953℄. W. Orliz v [*1992℄ uvádí, ¾e prostor ˘

f ∈ C([0, 1℄) : f je C∞ na [0, 1℄ \ Sf , kde Sf je spoèetná¯ opatøenýsup-normou je také pøíkladem barelovaného prostoru 1. kategorie.(e) Z dùkazu poslední vìty plyne, ¾e barely i v topologikýh vektorovýh prostoreh 2. kategorie jsou okolími 0.V dal¹ím budeme potøebovat nìo málo znát o Minkowském funkionálu. Zopakujme tedyzákladní fakta.14.9. Minkowského funkionál ve vektorovýh prostoreh. Neh» W je vektorový prostor.Reálnou funki p na W nazveme konvexním funkionálem, jestli¾e(a) p(λx) = λp(x) pro ka¾dé x ∈W a λ ≥ 0,(b) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) pro ka¾dé x, y ∈ W .Zøejmì p(0) = 0 pro ka¾dý konvexní funkionál.Pseudonormou rozumíme ka¾dý konvexní funkionál, splòujíí silnìj¹í podmínku(aa) p(λx) = |λ|p(x) pro ka¾dé λ ∈ F.Pro libovolnou pohlujíí mno¾inu A ⊂W de�nujeme
pA(x) = inf{λ > 0 : x ∈ λA}.Funki pA, která je nezáporným konvexním funkionálem, je-li A naví konvexní, a pseudonor-mou v pøípadì, kdy A je absolutnì konvexní, nazýváme Minkowského funkionálem mno¾iny A(v¹ehna tvrzení poøádnì ovìøte!).Minkowského funkionál absolutnì konvexníh mno¾in má skoro v¹ehny vlastnosti normy,nemusí v¹ak být x = 0, pokud pA(x) = 0.Následujíí lemma øíká, zhruba, ¾e mno¾ina A je pro Minkowského funkionál pA nìo jako jed-notková koule. To není zase a¾ tak pøekvapujíí, uvìdomíme-li si, jak vypadá Minkowského funk-ionál pro uzavøenou jednotkovou kouli v Banahovì prostoru. Je-li toti¾ A uzavøená jednotkovákoule Banahova prostoru X , je pA(x) = ‖x‖ pro ka¾dé x ∈ X , a tudí¾ A = {x ∈ X : pA(x) ≤ 1}.Lemma. Buï A ⊂W pohlujíí konvexní mno¾ina. Potom

{x ∈W : pA(x) < 1} ⊂ A ⊂ {x ∈W : pA(x) ≤ 1} .Dùkaz. Jedná se vpodstatì o aplikai de�nie pA. Je nutno si uvìdomit, ¾e pro konvexní mno¾inu
C obsahujíí 0 a α ∈ (0, 1), je αC ⊂ C (je-li toti¾ x ∈ αC, je x

α ∈ C a tudí¾ elá úseèka [0, xα ℄ ⊂ C;na ní samozøejmì le¾í i bod x).14.10. Minkowského funkionál v topologikýh vektorovýh prostoreh. Nyní pøed-pokládejme, ¾e na vektorovém prostoru máme naví zavedenu topologii. Uvedeme lemma, kteréøíká, za jakýh podmínek je konvexní funkionál spojitý.(a) Lemma. Buï p konvexní funkionál na topologikém vektorovém prostoru (X, τ). Následujíípodmínky jsou ekvivalentní:(i) p je spojitý,(ii) p je spojitý v 0,(iii) mno¾ina {x ∈ X : p(x) < 1} je otevøená,(iv) {x ∈ X : p(x) < 1} ∈ τ(0).Dùkaz. Zøejmì (i) ⇒ (ii) ⇒ (iv) (víme ji¾, ¾e p(0) = 0) a (i) ⇒ (iii) ⇒ (iv).Je-li splnìna podmínka (iv) a ε > 0 je zadáno, je Uε := {z ∈ X : p(z) < ε} = ε{x ∈ X : p(x) <1} okolím 0. Je¾to p(z) < ε pro z ∈ Uε, je p spojitý v 0.Koneènì, platí-li (ii), x0 ∈ X a ε > 0 jsou zadány, najdeme vyvá¾ené okolí V bodu 0 tak, aby
p(z) < ε pro z ∈ V . Vyu¾ijeme-li nerovnosti

|p(x) − p(y)| ≤ max(p(x− y), p(y − x)) ,dostáváme, ¾e |p(x) − p(x0)| < ε pro ka¾dé x ∈ x0 + V (uvìdomte si, ¾e x− x0, x0 − x ∈ V ).



14. Lokálnì konvexní topologie 127(b) Vìta. Minkowského funkionál konvexní a pohlujíí podmno¾iny A topologikého vektoro-vého prostoru (X, τ) je spojitý, právì kdy¾ A je okolím nuly. V tomto pøípadì pakIntA = {x ∈ X : pA(x) < 1} a A = {x ∈ X : pA(x) ≤ 1} .Dùkaz. Víme ji¾, ¾e pA je konvexní funkionál. Je-li naví spojitý, je podle pøedhozího {x ∈ X :
pA(x) < 1} ⊂ A a {x ∈ X : pA(x) < 1} ∈ τ(0). Opaènì, je-li A ∈ τ(0) a ε > 0, je pro t ∈ εAzøejmì pA(t) ≤ ε, a tudí¾ pA je spojitý v 0.Je¾to mno¾ina {x ∈ X : pA(x) < 1} je otevøená a je obsa¾ena v A, je {x ∈ X : pA(x) <1} ⊂ IntA. Buï nyní z takový bod, ¾e pA(z) ≥ 1. Je-li V okolí bodu z, existuje ε > 0 tak, ¾e(1 + ε)z ∈ V . Potom ov¹em pA((1 + ε)z) = (1 + ε)pA(z) ≥ 1 + ε > 1, a tudí¾ (1 + ε)z /∈ A. Tímjsme ukázali, ¾e {x ∈ X : pA(x) < 1} ⊃ IntA.Zøejmì A ⊂ {x ∈ X : pA(x) ≤ 1} a zbývá dokázat opaènou inkluzi. Neh» pA(y) = 1. Potomexistují λn > 1, λn → 1 tak, ¾e y ∈ λnA. Proto¾e tedy y

λn
∈ A a y

λn
→ y, je y ∈ A.() Poznámka. Z této vìty pomìrnì snadno plyne, ¾e lokálnì konvexní prostory jsou úplnì regulární. Ani¾ k tomupou¾íváme teorii uniformníh prostorù (mù¾ete porovnat s poznámkou 13.10).Podstatnou otázkou je, jak poznáme, ¾e topologie daného lokálnì konvexního prostoru vzniknez nìjaké normy. Jinými slovy, hledáme podmínky, aby daný prostor byl normovatelný. Dùle¾itýmnástrojem k odpovìdi je pojem omezené mno¾iny.14.11. Omezené mno¾iny. Podmno¾ina D topologikého vektorového prostoru (X, τ) se nazveomezenou, jestli¾e ke ka¾dému okolí nuly V ∈ τ(0) existuje takové λ > 0, ¾e D ⊂ λV .14.12. Poznámky. (a) Daná de�nie omezené mno¾iny nále¾í von Neumannovi [1935℄. S ní je ekvivaletní,mo¾ná pøekvapivì, pùvodní pøirozená Banahova de�nie (uvedená v S. Mazur and W. Orliz [1933℄): Mno¾ina

D je omezená, jestli¾e λnxn → 0, kdykoliv xn ∈ D a λn → 0. Ta silnì pøipomíná základní vìtu z kurzu analýzy,podle ní¾ souèin dvou posloupností, z nih¾ jedna je omezená a druhá jde k 0, konverguje také k 0. Ekvivaleneobou de�ni a dal¹í vlastnosti omezenýh mno¾in jsou uvedeny ve vièení *14.15.(b) Za hvíli uká¾eme, ¾e koule v normovanýh lineárníh prostoreh jsou omezené mno¾iny i podle von Neuman-novy de�nie. Tomu zdaleka tak není v pøípadì metrikýh lineárníh prostorù jak ukazuje následujíí pøíklad14.13.b.14.13. Pøíklady a varování. Tento odstave by si ka¾dý pro dobré pohopení mìl øádnìrozmyslet.(a) Omezené a metriky omezené mno¾iny. Podmno¾ina D normovaného lineárního prostoru
X je omezená podle von Neumannovy de�nie, právì kdy¾ existuje K > 0 tak, ¾e D ⊂ U(x,K),tedy právì kdy¾ je omezená ve smyslu de�nie v metrikýh prostoreh. (Zopakujme, ¾e mno¾ina
M v metrikém prostoru je metriky omezená, má-li koneèný prùmìr diamM .) To lze øíi je¹tìjinak. Mno¾ina D je omezená, právì kdy¾ sup {‖x‖ : x ∈ D} <∞.(b) Omezenost versus metriká omezenost. Pøedpokládejme, ¾e topologie τ topologikéhovektorového prostoru X je metrizovatelná, tedy ¾e existuje metrika ̺ na X tak, ¾e topologiejí generovaná je právì τ . Potom na X máme de�novány dva pojmy omezenosti. Jednak je toomezenost ve smyslu topologikýh vektorovýh prostorù (von Neumannova de�nie) a jednak"metriká omezenost\. Mezi tìmito pojmy není obenì ¾ádný vztah.Kupøíkladu v metrikém lineárním prostoru s z 13.13.a je elý prostor s zajisté mno¾ina me-triky omezená, nebo» její prùmìr je 1. Na druhé stranì tato mno¾ina není omezená podle vonNeumannovy de�nie. Není toti¾ obsa¾ena v ¾ádném vlastním okolí nuly.Jiným pøíkladem mù¾e slou¾it reálná osa R uva¾ovaná s metrikou ̺(x, y) := min(1, |x− y|).Topologie metrizovatelného topologikého vektorového prostoru X mù¾e být generována ví-ero metrikami. Podle 14.22 a následné poznámky (anebo pøímo podle Kakutaniho vìty *14.14)pak existuje dokone translaènì invariantní metrika generujíí topologii prostoru X . Je-li tedytopologie topologikého vektorového prostoru X generována translaènì invariantní metrikou ̺,je ka¾dá omezená podmno¾ina X i metriky ̺-omezená. Vskutku, buï A omezená mno¾ina v X .Mno¾ina U := {x ∈ X : ̺(x, 0) < 1} je okolím 0. Najdìme vyvá¾ené okolí nuly V , V ⊂ U a n tak,aby A ⊂ nV . Volme a ∈ A. Potom a ∈ nV , tedy a

n ∈ V , odkud ̺( an , 0) < 1. Vyu¾itím translaèníinvariane dostáváme ̺(a, 0) ≤ n ̺( an , 0) < n. A jsme hotovi.



128 C. Lokálnì konvexní prostoryObenì se mù¾e stát, ¾e omezená podmno¾ina metrizovatelného topologikého prostoru nemusíbýt metriky omezená. Pøíklady poházejíí od O. Kalendy a S. Henla jsou uvedeny ve vièeníh14.30.g a h.() Kompaktnost a omezenost. Pøipojme je¹tì jedno varování. Ka¾dá kompaktní podmno¾inametrizovatelného topolgikého vektorového prostoru X je metriky omezená (toto tvrzení platív libovolném metrikém prostoru). V *14.15.d se v rámi provièení bude dokazovat, ¾e kompaktnípodmno¾iny topologikýh vektorovýh prostorù jsou omezené (podle von Neumannovy de�nie).Toto vièení bude vy¾adovat men¹í prái, nelze se odvolat na zmínìnou obenou vìtu z teoriemetrikýh prostorù.(d) Omezenost podprostorù. Podprostory bývají zøídka omezené. Je-li toti¾ M podprostortopologikého vektorového prostoru X , je M omezená mno¾ina, právì kdy¾ M ⊂ 0. Pokud jetedy X Hausdor�ùv a M jeho netriviální podprostor, není M omezenou mno¾inou.14.14. Kolmogorovovo kriterium normovatelnosti. Lokálnì konvexní prostor je normo-vatelný, právì kdy¾ je Hausdor�ùv a existuje v nìm omezené okolí nuly.Dùkaz. V ka¾dém normovaném lineárním prostoru je {x : ‖x‖ ≤ 1} omezené okolí nuly.Pøedpokládejme nyní, ¾e U je omezené okolí 0 v Hausdor�ovì lokálnì konvexním prostoru(X, τ). Proto¾e barely tvoøí bázi okolí nuly a ka¾dá podmno¾ina omezené mno¾iny je také ome-zená, existuje dokone omezený barel D ∈ τ(0). Minkowského funkionál pD je pseudonorma.Staèí tedy dokázat, ¾e je dokone norma a ¾e topologie jím generovaná splývá s pùvodní topologií
τ na X . Podle pøedhozího víme, ¾e D = {x ∈ X : pD(x) ≤ 1}. Je-li nyní pD(x) = 0 a x 6= 0,existuje V ∈ τ(0) tak, ¾e x /∈ V (to plyne z toho, ¾e X je Hausdor�ùv). Potom ov¹em mno¾ina
E := {nx : n ∈ N} je neomezená (nebo» není E ⊂ nV pro ¾ádné n), o¾ je ve sporu s tím, ¾e
nx ∈ D pro ka¾dé n (nebo» pD(nx) = 0) a D je omezená.Staèí tedy dokázat, ¾e topologie daná normou pD, oznaème ji tøeba τp, a τ splývají. K tomusi uvìdomíme, ¾e jsou-li τ a σ dvì lokálnì konvexní topologie na X , potom splývají, právì kdy¾�ltry okolí nuly τ(0) a σ(0) splývají.Neh» tedy G ∈ τ(0). Existuje takové n, ¾e D ⊂ nG. Tudí¾ {x ∈ X : pD(x) < 1

n} ⊂ 1
nD ⊂ G ,z èeho¾ vidíme, ¾e G ∈ τp(0).Je-li naopak U ∈ τp(0), existuje ε > 0 tak, ¾e {x ∈ X : pD(x) < ε} ⊂ U , a proto¾e {x ∈ X :

pD(x) < ε} je τ -otevøená, je U ∈ τ(0).Dostáváme se k nejdùle¾itìj¹í èásti této kapitoly. Uká¾eme toti¾, ¾e lokálnì konvexní topologiejsou pøesnì ty, které jsou urèeny soustavou jistýh pseudonorem. To nám v mnoha pøípadehdává dal¹í mo¾nost zadání lokálnì konvexníh topologií. Ètenáø by vlastnì elou teorii mohl zaèítstudovat a¾ v tomto okam¾iku, ani¾ by okoliv vìdìl z pøedhozíh úvah. Zaènìme tedy znovuod zaèátku.Poznamenejme je¹tì, ¾e elý výklad je mo¾no vést rozliènými estami. Uká¾eme zde na pomìrnì jednoduhýpøístup, dal¹í roz¹íøení a souvislosti jsou pak uvedeny ve vièeníh kapitoly *14.Zaèneme s pøedbì¾nými topologikými úvahami.14.15. Systém B. Uva¾ujme koleki pseudonorem P na vektorovém prostoru X . Pro ka¾doukoneènou mno¾inu F ⊂ P a ka¾dé ε > 0 polo¾me
UF,ε := {x ∈ X : p(x) < ε pro v¹ehna p ∈ F} .Dále uva¾ujme systém mno¾in

B := {UF,ε : F ⊂ P je koneèná mno¾ina a ε > 0} .V¹e, o budeme potøebovat v dal¹ím o systému B vìdìt, shrnuje následujíí tvrzení.14.16. Vlastnosti systému B. Systém mno¾in B má následujíí vlastnosti:(a) 0 ∈ U pro ka¾dé U ∈ B,(b) ke ka¾dým dvìma mno¾inám U1, U2 ∈ B existuje U ∈ B tak, ¾e U ⊂ U1 ∩ U2,() ke ka¾dému U ∈ B existuje V ∈ B tak, ¾e V + V ⊂ U ,(d) libovolná mno¾ina z B je pohlujíí a absolutnì konvexní,(e) ke ka¾dému U ∈ B a ka¾dému λ > 0 existuje V ∈ B tak, ¾e λV ⊂ U .



14. Lokálnì konvexní topologie 129Dùkaz. Dokázat daná tvrzení není nikterak tì¾ké. Staèí si hvilku pohrát s de�niemi. Zkusmeto. Tvrzení v (a) je samozøejmé, libovolná pseudonorma má v bodì 0 hodnotu 0. Pro ovìøení (b)si staèí uvìdomit, ¾e je-li mno¾ina U1 urèena koneènou mno¾inou F1 a ε1 > 0 a U2 dvojií F2, ε2,staèí za U vzít mno¾inu z B urèenou F1 ∪ F2 a min(ε1, ε2).Je-li U = UF,ε ∈ B a V := UF, ε2 , je V + V ⊂ U .Z vlastností pseudonormy plyne ihned, ¾e mno¾iny z B musejí být vyvá¾ené a konvexní. Je-li
U = UF,ε ∈ B a x ∈ X , je jistì x ∈ λU pro λ > 1

ε max{p(x) : p ∈ F}.Koneènì pro ovìøení (e) se staèí podívat na inkluzi λUF, ε
λ
⊂ UF,ε.Poznámka. S pøihlédnutím k (a) a (b) vidíme, ¾e systém B tvoøí bázi nìjakého �ltru. Podíváme-li se na vonNeumannovy axiomy v 13.8 a 14.4, je jasné, ¾e B urèuje na X jednoznaènì lokálnì konvexní topologii, v ní¾ B jebází �ltru okolí 0. My se v¹ak na minulost neheme odvolávat, pokraèujme tedy ve výkladu dál.14.17. Topologie generovaná systémem pseudonorem. Neh» P je koleke pseudonoremna vektorovém prostoru X . De�nujme systém B jako v 14.16. Øekneme, ¾e mno¾ina G ⊂ X le¾ív systému τ , jestli¾e ke ka¾dému z ∈ G existuje U ∈ B tak, ¾e z + U ⊂ G. Jinak øeèeno, G ∈ τ ,jestli¾e ke ka¾dému z ∈ G existuje ε > 0 a p1, . . . , pn ∈ P tak, ¾e

z + ({x ∈ X : p1(x) < ε} ∩ · · · ∩ {x ∈ X : pn(x) < ε}
)
⊂ G .Uká¾eme, ¾e τ tvoøí lokálnì konvexní topologii na X . Nazvìme ji topologií generovanou kolekípseudonorem P .14.18. Vìta. Systém mno¾in τ tvoøí na X topologii, v ní¾ vektorové operae jsou spojité.Dùkaz. Zøejmì ∅, X ∈ τ . Jsou-liG1, G2 ∈ τ a x ∈ G1∩G2, existují U1, U2 ∈ B tak, ¾e x+U1 ⊂ G1a x + U2 ⊂ G2. Podle (b) v 14.16 existuje U ∈ B tak, ¾e U ⊂ U1 ∩ U2. Potom evidentnì

x + U ⊂ G1 ∩ G2. Je tedy G1 ∩ G2 ∈ τ . Neménì snadno uká¾eme, ¾e systém τ je uzavøen nalibovolná sjednoení. Tvoøí tedy τ topologii.Oznaème f : (x, y) 7→ x + y zobrazení z X × X do X . Volme otevøenou mno¾inu G ∈ τ .Cheme ukázat, ¾e mno¾ina f−1(G) je otevøená v kartézském souèinu topologikýh prostorù(X, τ)×(X, τ). Neh» tedy (x, y) ∈ f−1(G). Je¾to x+y ∈ G, existuje U ∈ B tak, ¾e x+y+U ⊂ G.Vlastnost () v 14.16 nám zaruèí existeni V ∈ B s vlastností V +V ⊂ U . Potom zøejmì (x+V )×(y+V ) ⊂ f−1(G) (pro nevìøíí: f(x+v1, y+v2) = x+y+v1+v2 ∈ x+y+V +V ⊂ x+y+U ⊂ G),o¾ jsme htìli ukázat.Dùkaz spojitosti násobení skalárem je ponìkud pranìj¹í. Niménì oznaème g : (λ, x) 7→ λxzobrazení z F × X do X a volme opìt otevøenou mno¾inu G ⊂ X . Je-li (λ, x) ∈ g−1(G), tj.
λx ∈ G, existuje U ∈ B tak, ¾e λx+U ⊂ G. Najdìme V ∈ B tak, aby V + V ⊂ U . Proto¾e V jepohlujíí, existuje ε > 0 tak, ¾e εx ∈ V . Je¾to V je také vyvá¾ená, dostáváme (β − λ)x ∈ V proka¾dé β splòujíí |β−λ| < ε (nezapomeòte, ¾e εx ∈ V a ∣∣β−λε ∣∣ < 1). Vyvá¾enost mno¾in z B spolus vlastností (e) z 14.16 nám zaruèí existeni W ∈ B s vlastností βW ⊂ V kdykoliv |β| ≤ |λ| + ε.Potom {β ∈ F : |β − λ| < ε} × (x + W ) ⊂ g−1(G), o¾ jsme potøebovali k otevøenosti mno¾iny
g−1(G) v F×X dokázat. Kdy¾ u¾ jsme u detailù, ovìøme pøei jen poslední inkluzi. Je-li toti¾ βz ε-okolí λ a w ∈ W , máme g(β, x+w) = β(x+w) = (β−λ)x+βw+λx ∈ V +V+λx ⊂ λx+U ⊂ G.Dal¹í vlastnosti topologie τ shrnuje následujíí vìta.14.19. Vìta. Topologie τ generovaná kolekí pseudonorem P na vektorovém prostoru X jelokálnì konvexní. Systém mno¾in B tvoøí bázi �ltru τ(0) okolí 0.Ka¾dá pseudonorma z koleke P je v této topologii spojitá. Topologie τ je nejmen¹í lokálnìkonvexní topologií na X, v ní¾ jsou v¹ehny pseudonormy z P spojité.Topologie τ je Hausdor�ova, právì kdy¾ ke ka¾dému z 6= 0 existuje p ∈ P tak, ¾e p(z) 6= 0.Pøitom posloupnost {xn}(obenìji zobenìná posloupnost {xγ}) konverguje k prvku x, xn τ→ x,právì kdy¾ p(xn − x) → 0 (respektive p(xγ − x) → 0) pro ka¾dé p ∈ P.Dùkaz. Tvrzení, ¾e B tvoøí bázi �ltru τ(0) plyne pøímo z de�nie. Mno¾ina G je okolím 0 v topo-logii τ , existuje-li U ∈ B tak, ¾e U ⊂ G. Proto¾e mno¾iny z B jsou konvexní, je topologie τ lokálnì



130 C. Lokálnì konvexní prostorykonvexní (toto mù¾e ètenáø zajímajíí se pouze o topologie generované systémem pseudonoremvzít pøímo za de�nii).Podle lemmatu 14.10.a je pseudonorma p ∈ P spojitá, právì kdy¾ {x ∈ X : p(x) < 1} ∈ τ(0).Podle toho je tedy ka¾dá pseudonorma z P τ -spojitá (nebo», pro osvìtlení, {x ∈ X : p(x) <1} ∈ B ⊂ τ(0)). Pokud nìjaká lokálnì konvexní topologie θ na X èiní v¹ehny pseudonormy z Pspojité, musí obsahovat v¹ehny mno¾iny {x ∈ X : p(x) < ε}, kde p ∈ P a ε > 0, a tudí¾ takéjejih koneèné prùniky. Tedy �ltr θ(0) okolí nuly obsahuje systém B a θ musí mít víe otevøenýhmno¾in ne¾ τ .K Hausdor�ovosti topologie τ . Neh» je splnìna uvedená podmínka. Jsou-li x 6= y, existujepodle pøedpokladu c > 0 a p ∈ P takové, ¾e p(x − y) = c. Potom disjunktní otevøené mno¾iny
{t ∈ X : p(t − y) < c2} a {t ∈ X : p(t − y) > c2} oddìlují body x a y. Naopak, je-li topologie τHausdor�ova a z 6= 0, existuje okolí V ∈ τ(0) neobsahujíí z. Existují tudí¾ ε > 0 a p1, . . . , pn ∈ Ptak, ¾e

{x ∈ X : p1(x) < ε, . . . , pn(x) < ε} ⊂ V .Musí tedy existovat index j, pro nìj¾ pj(z) ≥ ε.Pokud nyní xn τ→ x, o¾ je vzhledem ke spojitosti vektorovýh operaí toté¾ jako xn − x
τ→ 0,plyne ze spojitosti ka¾dé pseudonormy p ∈ P v 0, ¾e p(xn−x) → 0. Obráenì, neh» p(xn−x) → 0pro ka¾dé p ∈ P . Je-li U ∈ τ(0) okolí nuly, existují podle zavedení topologie τ takové ε > 0 a

p1, . . . , pk ∈ P , ¾e
{t ∈ X : pj(t) < ε , j = 1, . . . , k} ⊂ U .Podle pøedpokladu mù¾eme nalézt n0 tak, aby pj(xn − x) < ε pro ka¾dé j = 1, . . . , k a n ≥ n0.Tudí¾ pro tato n máme xn − x ∈ U .Poznámka. Topologie τ je také nejmen¹í topologií, èi nejmen¹í lineární topologií, na X, pro ni¾ jsou v¹ehnypseudonormy z P spojité. Je-li toti¾ σ topologie, v ní¾ jsou v¹ehny pseudonormy z P spojité, plyne z pøede¹lého,¾e σ obsahuje systém B. Tudí¾ pro ka¾dé x ∈ X je x+ B⊂ σ, a tedy τ ⊂ σ.Nyní uvedeme dal¹í pøíklady lokálnì konvexníh topologií, které tentokráte budeme zadávatsystémem pseudonorem.14.20. Pøíklady. (a) Neh» C(T ) je prostor v¹eh spojitýh funkí na úplnì regulárním topolo-gikém prostoru T . Pro ka¾dou kompaktní mno¾inu K ⊂ T polo¾me

pK(f) = max{|f(t)| : t ∈ K} , f ∈ C(T ) .Potom {pK}K tvoøí soustavu pseudonorem (indexovanou v¹emi kompaktními podmno¾inami T ),která podle pøedhozího generuje lokálnì konvexní topologii τ na C(T ). Ta bývá nìkdy nazývánakompaktnì-otevøenou topologií a mezi její nìkteré základní vlastnosti patøí následujíí:(a1) fn τ→ f , právì kdy¾ posloupnost {fn} konverguje stejnomìrnì k f na ka¾dé kompaktnímno¾inì K ⊂ T ,(a2) topologie τ prostoru C(T ) je metrizovatelná (viz ní¾e 14.22), právì kdy¾ T = ⋃nKn, kde
K1 ⊂ K2 ⊂ K3 . . . je posloupnost kompaktù s vlastností, ¾e ka¾dý kompakt K ⊂ T jeobsa¾en v nìkteré z mno¾in Kn; speiálnì, je-li T lokálnì kompaktní, je prostor (C(T ), τ)metrizovatelný, právì kdy¾ T je σ-kompaktní.(b) Neh» G je otevøená podmno¾ina komplexní roviny C a H(G) prostor v¹eh holomorfníhfunkí na G. Zadáme-li na H(G) topologii τ pomoí systému pseudonorem

pK(h) := max{|h(t)| : t ∈ K
}
,kde K probíhá v¹ehny kompaktní podmno¾iny G, dostaneme lokálnì konvexní topologii, která jesamozøejmì restrikí otevøenì-kompaktní topologie z prostoru C(G) v (a). Není tì¾ké ukázat, ¾e

τ je metrizovatelná a H(G) s ní tvoøí Fréhetùv prostor. Topologie τ není normovatelná. O tìhtoi dal¹íh vlastnosteh se lze doèíst v *14.16.



14. Lokálnì konvexní topologie 131() Neh» X je Banahùv prostor. Na Banahovì prostoru L(X) v¹eh operátorù na X se kromìstandardní normy dávajíí topologii τp "stejnomìrné\ konvergene uva¾ují i dal¹í lokálnì konvexnítopologie. Jedna z nih, τSOT , je zadána systémem pseudonorem
px : L 7→ ‖Lx‖ , kde L ∈ L(X) a x ∈ X .Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e posloupnost operátorù {Ln} konverguje v topologii τSOT k L, právìkdy¾ Lnx→ Lx pro ka¾dé x ∈ X . Tedy topologie τSOT , které se øíká silná operátorová topologie,je topologií bodové konvergene.Jiná z mnoha dal¹íh topologií na L(X) je slabá operátorová topologie τWOT zadaná pseudo-normami

px,ϕ : L 7→ |ϕ(Lx)| pro L ∈ L(X) a x ∈ X, ϕ ∈ X∗ .V pøípadì Hilbertova prostoru H se slabá operátorová topologie na L(H) zadává kolekí pseu-donorem
ph,k : L 7→ |(Lh, k)| , L ∈ L(H) a h, k ∈ H .Posloupnost operátorù {Ln} na Hilbertovì prostoru konverguje ve slabé operátorové topologii

τWOT k operátoru L, právì kdy¾ (Lnx, y) → (Lx, y) pro ka¾dou dvojii x, y ∈ H .Zøejmì τWOT ⊂ τSOT ⊂ τp.(d) V tomto pøíkladu bude Z libovolná mno¾ina. Budeme uva¾ovat vektorový prostor RZ v¹ehreálnýh funkí na Z. Tihonovova topologie τ na RZ bude urèena kolekí pseudonorem {pt}t∈Z ,kde
pt(f) = |f(t)| pro f ∈ RZ .(Zobenìná) posloupnost funkí fn konverguje v Tihonovovì topologii k f , právì kdy¾ konvergujebodovì.Ve speiálním pøípadì Z = R je tedy Tihonovova topologie na RR topologií bodové konver-gene, která není metrizovatelná. To lze nahlédnout tøeba takto: Oznaèíme-li E mno¾inu v¹ehreálnýh funkí na R, které nabývají jenom hodnot 0 èi 1, pøièem¾ hodnoty 0 pouze na koneènémno¾inì, le¾í funke g = 0 v uzávìru E. Skuteènì, zadáme-li libovolné okolí U ∈ τ(0), existují

ε > 0 a koneèná mno¾ina F tak, ¾e{
h ∈ RR : |h(y)| < ε pro y ∈ F

}
⊂ U .Potom funke hε,F , která je rovna 0 na F a 1 jinde, zajisté le¾í v E ∩ U . Na druhé stranìneexistuje ¾ádná posloupnost funkí {fn} ⊂ E, která by v Tihonovovì topologii konvergovala ke

g. Porovnejte tvrzení o metrizovatelnosti RR s následujíí vìtou 14.22.(e) Uva¾ujme otevøenou podmno¾inu 
 prostoru Rn. Posloupnost kompaktníh mno¾in {Kn}nazveme vyèerpáním mno¾iny 
, jestli¾e ⋃
n
Kn = 
 a Kn ⊂ IntKn+1. Ekvivalentnì, jestli¾e

⋃
n
Kn = 
 a ke ka¾dé kompaktní mno¾inì K ⊂ 
 existuje index n tak, ¾e K ⊂ IntKn.Symbolem D(
) oznaème vektorový prostor v¹eh nekoneènì diferenovatelnýh funkí na 
majííh kompaktní nosiè v 
. Tedy

D(
) := {
ϕ ∈ C∞(
) : suptϕ := {x ∈ 
 : ϕ(x) 6= 0} je kompakt} .Pokud ϕ ∈ D(
), {Kn} je vyèerpání 
 a α = (α1, α2, . . . ) je posloupnost elýh nezápornýhèísel, polo¾me je¹tì K0 = ∅ a

pα(ϕ) := ∞∑

n=1αn sup{|Djϕ(x)| : |j| ≤ αn, x ∈ Kn \Kn−1} .Je-li j = (j1, j2, . . . , jn) n-tie elýh nezápornýh èísel (tzv _multiindex), klademe |j| = j1 + · · · + jn a symbolem
Dj oznaème difereniální operátor

∂|j|

∂xj11 . . . ∂xjnn
.Poznamenejme, ¾e de�nie pseudonormy pα je korektní (pøi dané funki ϕ se jedná vlastnì o ko-neèný souèet). Koleke pseudonorem vytváøí na prostoru D(
) lokálnì konvexní topologii τ ,která nezávisí na volbì vyèerpání {Kn}. Následujíí vìtièka pak popisuje konvergeni posloup-ností v této topologii.



132 C. Lokálnì konvexní prostoryVìtièka. Posloupnost funkí {ϕk} z D(
) konveruje k 0 v topologii τ , právì kdy¾ existujekompaktní mno¾ina K ⊂ 
 tak, ¾e suptϕk ⊂ K pro ka¾dé k a Djϕk ⇉ 0 stejnomìrnì na K proka¾dý multiindex j.Návod . Neh» {Kn} je vyèerpání 
. Pøedpokládejme, ¾e uvedená podmínka je splnìna a α =(α1, α2, . . . ). Existuje tedy index N tak, ¾e suptϕk ⊂ KN pro ka¾dé k. Potom
pα(ϕk) = N∑

n=1αn sup{|Djϕk(x)| : |j| ≤ αn, x ∈ Kn \Kn−1}
≤ max(α1, . . . , αN ) sup{|Djϕk(x)| : |j| ≤ max(α1, . . . , αN ) , x ∈ KN

}
→ 0 .Pøedpokládáme-li naopak, ¾e {ϕk} je taková posloupnost z D(
), pro ni¾ pα(ϕk) → 0 pro ka¾dé

α, je zajisté Djϕk ⇉ 0 pro ka¾dý multiindex j na ka¾dém kompaktu K ⊂ 
. Zbývá ukázatexisteni kompaktu K ⊂ 
 tak, aby suptϕk ⊂ K pro ka¾dé k. Kdyby neexistoval, nalezli byhomrostouí posloupnost indexù {km} tak, aby εm := sup {|ϕkm
(x)| : x ∈ Km \Km−1} > 0. Staèípak volit posloupnost α := {αn} tak, aby αn ≥ 1

εn
. Potom toti¾ pα(ϕkm

) ≥ αm εm = 1. ♣Poznámky. (a) Spojité lineární formy na prostoru (D(
), τ) se nazývají distribue. Vzhledem k tomu, ¾e spojitélineární formy a sekveniálnì spojité lineární formy na prostoru (D(
), τ) splývají a vzhledem k harakteristiekonvergene v prostoru D(
) v právì uvedené vìtièe, lze de�novat distribue také zela elementárnì. Tomutopøístupu a dal¹ím vlastnostem distribuí je vìnována elá kapitola skript [LM℄.(b) Topologie τ na D(
) mù¾e být samozøejmì generována i jiným systémem pseudonorem. Sami uka¾te, ¾ekupøíkladu systémem pseudonorem
pα(ϕ) = sup˘

|Dαϕ(x)| : x ∈ 
¯ a qα(ϕ) = sup˘
αn sup {|ϕ(x)| : x ∈ Kn \Kn−1}¯lze popsat topologii τ na D(
).() V mnoha monogra�íh, zejména star¹íh, se topologie τ na D(
) zavádí jako induktivní limita lokálnì konvex-níh prostorù DK(
), pøièem¾ na prostoru DK(
) v¹eh funkí z D(
) majííh nosiè v pevné kompaktní mno¾inì

K ⊂ 
 se uva¾uje zela pøirozená lokálnì konvexní topologie daná stejnomìrnou konvergení na K v¹eh mo¾nýhderivaí generovaná soustavou pseudonorem
pj(g) := max ˘

|Djg(x)| : x ∈ K
¯
,kde j probíhá mno¾inu v¹eh multiindexù. Distribuí se pak rozumí taková lineární forma na D(
), její¾ zú¾eníje spojité na ka¾dém prostoru DK(
). Dyhtivému ètenáøi doporuèujeme skripta [Jel℄ k dal¹ímu studiu teoriedistribuí.(d) Nìkterým dal¹ím vlastnostem prostoru D(
) je vìnován odstave *14.18.(f) Dùle¾itými pøíklady lokálnì konvexníh topologií jsou slabé topologie na X a X∗. Tìm budevìnována elá následujíí kapitola.Z pøedhozího plyne, ¾e libovolná koleke pseudonorem na vektorovém prostoru generuje lo-kálnì konvexní topologii. Dùle¾itá následujíí vìta øíká, ¾e ka¾dý lokálnì konvexní prostor mù¾emezískat tímto zpùsobem.14.21. Vìta. Ka¾dá lokálnì konvexní topologie τ je generována nìjakou kolekí pseudonorem.Dùkaz. Podle vìty 14.14 barely tvoøí bázi �ltru okolí 0. Víme také, ¾e Minkowského funkionálka¾dého barelu B ∈ τ(0) je τ -spojitý. Proto¾e naví B = {x : pB(x) ≤ 1}, topologie generovanásoustavou pseudonorem {pB : B ∈ τ(0) je barel} dává právì pùvodní topologii τ .Dal¹í vìta udává, kdy daný lokálnì konvexní prostor je metrizovatelný. Podotknìme pøitom,¾e je velký rozdíl mezi normovatelností a metrizovatelností | ka¾dý normovatelný prostor jemetrizovatelný, zdaleka v¹ak ne obráenì. A je¹tì poznámka | proto¾e lokálnì konvexní prostorynemusejí být Hausdor�ovy, uvedeme podmínky pseudometrizovatelnosti. Prostor je samozøejmìmetrizovatelný, právì kdy¾ je pseudometrizovatelný a Hausdor�ùv.14.22. Pseudometrizovatelnost lokálnì konvexníh prostorù. Pro lokálnì konvexní pro-stor (X, τ) jsou následujíí podmínky ekvivalentní:(i) X je pseudometrizovatelný,(ii) existuje spoèetná báze �ltru okolí nuly τ(0),(iii) topologie τ je generována dokone translaènì invariantní pseudometrikou,(iv) topologie τ je generována spoèetnì mnoha pseudonormami.



14. Lokálnì konvexní topologie 133Dùkaz. Implikae (iii) ⇒ (i) ⇒ (ii) ⇒ (iv) jsou zøejmé. Zbývá dokázat, ¾e (iv) ⇒ (iii). Neh»tedy {pn}n je systém spoèetnì mnoha pseudonorem generujííh topologii τ . Potom není tì¾kéovìøit, ¾e funke
̺(x, y) := ∑

n

2−n pn(x− y)1 + pn(x− y) pro x, y ∈ Xje pseudometrika na X invariantní vùèi translaím. Abyhom ukázali, ¾e topologie generovaná ̺splývá s pùvodní topologií τ , staèí opìt ovìøit (podobnì jako v dùkazu Kolmogorovova kriteria14.14), ¾e �ltry okolí nuly jsou stejné.Bázi okolí nuly v topologii generované ̺ tvoøí mno¾iny Gn := {x ∈ X : ̺(x, 0) < 2−n}. Proto¾ev¹ak pseudonormy pn jsou τ -spojité, je i funke x 7→ ̺(x, 0) τ -spojitá, a tudí¾ ka¾dá mno¾ina Gnle¾í v τ(0).Obráenì, proto¾e pøi uvedeném oznaèení je Gn+1 ⊂ {x ∈ X : pn(x) < 1}, je ka¾dá z mno¾in
{x ∈ X : pn(x) < 1} (jejih¾ koneèné prùniky le¾í v bázi �ltru τ(0)) okolím 0 v topologiigenerované ̺. Poslední inkluzi není tì¾ké dokázat, je-li toti¾ pn(x) ≥ 1, je pn(x)1+pn(x) ≥ 12 , tudí¾ i
̺(x, 0) ≥ 2−n−1 a x nemù¾e le¾et v Gn+1.14.23. Poznámka. Obdobné tvrzení platí i pro topologiké vektorové prostory, dùkaz v¹ak vyu¾ívá hlub¹íh vìt.Ètenáøe odkazujeme kupøíkladu na C. Swartz [*1992℄, té¾ porovnejte *14.14.14.24. Spojitost lineárníh funkionálù. Neh» X je topologiký vektorový prostor a flineární funkionál na X. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) f je spojitý,(ii) f je spojitý v 0,(iii) jádro ker f je uzavøená mno¾ina,(iv) zobrazení x 7→ |f(x)| je spojitá pseudonorma na X,(v) existuje U okolí bodu 0 tak, ¾e |f(x)| ≤ 1 pro x ∈ U .Je-li topologie X generována systémem pseudonorem P, je dále ekvivalentní:(vi) existují p1, . . . , pn ∈ P a K > 0 tak, ¾e |f(x)| ≤ K max{p1(x), . . . , pn(x)} pro ka¾dé

x ∈ X.Návod . Není o øe¹it v pøípadì, kdy f je nulový funkionál. Jinak zøejmì (iii) ⇐ (i) ⇔ (ii) ⇔(iv) ⇒ (v) ⇒ (ii). Neh» ker f je uzavøená mno¾ina a f(z) = 1. Najdìme vyvá¾ené okolí nuly Utak, aby (z + U) ∩ ker f = ∅. Potom U ⊂ {x ∈ X : |f(x)| < 1} (zajisté, je-li toti¾ |f(x)| ≥ 1, je
−x
f(x) ∈ U , a tedy z − −x

f(x) ∈ (z +U) ∩ ker f). Ukázali jsme tedy, ¾e (iii) ⇒ (v). Pøedpokládáme-li(ii), k ε = 1 existují α1, . . . , αn ∈ I tak, ¾e |f(x)| ≤ 1, pokud max(pα1(x), . . . , pαn
(x))) ≤ 1.Odtud plyne (vi). Koneènì implikae (vi) ⇒ (iv) je skoro zøejmá. ♣14.25. Topologiký duál. Jak jsme se ji¾ zmínili, tøída lokálnì konvexníh prostorù má tudùle¾itou vlastnost, ¾e prvky duálù oddìlují body. Na závìr této kapitoly uvedeme tedy dvìtvrzení Hahn-Banahova typu.Nemusíme snad zdùrazòovat, ¾e symbol X∗ znaèí vektorový prostor v¹eh spojitýh lineárníhfunkionálù na lokálnì konvexním prostoru X a ¾e X∗ se nazývá (topologiký) duál k X . Po-znamenejme ale, ¾e na X∗ nemáme (zatím) ¾ádnou topologii, samozøejmì s výjimkou, pokud sezrovna nejedná o duál k Banahovu prostoru X .14.26. Vìta. Neh» X je Hausdor�ùv lokálnì konvexní prostor. Potom prvky X∗ oddìlují body

X: Jsou-li x, y ∈ X, x 6= y, existuje ϕ ∈ X∗ tak, ¾e ϕ(x) 6= ϕ(y).Dùkaz. Staèí oddìlit 0 a z, z 6= 0. Podle vìt 14.21 a 14.19 existuje spojitá pseudonorma p na
X , p(z) > 0. Algebraiká verze Hahn-Banahovy vìty 2.16 nám pak zaruèuje existeni takovélineární formy f na X , ¾e f(z) = p(z) a |f | ≤ p v¹ude na X . Z poslední nerovnosti ihned plyne,¾e i f je spojitá v 0, a proto¾e f je lineární, je f ∈ X∗.Pøedhozí vìta 14.26 je speiálním pøípadem obenìj¹í následujíí vìty Hahn-Banahova typu.Její dùkaz není pohopitelnì ji¾ tak pøímoèarý.



134 C. Lokálnì konvexní prostory14.27. Malá Mazurova vìta. Neh» M je uzavøená konvexní podmno¾ina reálného lokálnìkonvexního prostoru (X, τ). Jestli¾e 0 ∈M a x0 /∈M , existuje f ∈ X∗ tak, ¾e f(x0) > 1 a f ≤ 1na M .Je-li naví M absolutnì konvexní, lze volit f tak, aby dokone |f | ≤ 1 na M .Dùkaz. Proto¾e M je uzavøená, existuje barel V ∈ τ(0) tak, ¾e M ∩ (x0 + V ) = ∅. Potom zøejmì(M+ V2 )∩(x0+ V2 ) = ∅ (kdyby toti¾ m+ 12y = x0+ 12z pro m ∈M a y, z ∈ V , potom by vyu¾itímabsolutní konvexity V bylo m = x0 + 12 (y− z) ∈ x0 +V ). Tedy mno¾ina U := M + V2 neobsahujebod x0. Proto¾e dále 0 ∈M , je V2 ⊂ U , a U je tudí¾ uzavøené konvexní okolí 0. (Je-li M absolutnìkonvexní, je dokone U ∈ τ(0) barel.) Podle vìty 14.10.b je Minkowského funkionál pU spojitýa U = {x ∈ X : pU (x) ≤ 1}. Vidíme, ¾e pU (x0) > 1 a u¾itím algebraiké verze Hahn-Banahovyvìty 2.16 (pøesnìji poznámky 2.17) dostáváme lineární funkionál f ∈ X# s vlastnostmi
f(x0) = pU (x0) > 1 a f(x) ≤ pU (x) pro x ∈ X(za pøedpokladu absolutní konvexity M dokone |f | ≤ pU na X). Nyní si staèí uvìdomit, ¾e

M ⊂ U a ukázat, ¾e f je spojitý funkionál. To je zøejmé v pøípadì, kdy |f | ≤ pU na X .V obeném pøípadì v¹ak alespoò v¾dy máme −pU (−x) ≤ f(x) ≤ pU (x) pro ka¾dé x ∈ X a i toji¾ staèí ke spojitosti f v nule.14.28. Dùsledek. Neh»M je podprostor lokálnì konvexního prostoru X takový, ¾e M⊥ = {0}.Potom je M hustý v X.Zde samozøejmì M⊥ := {ϕ ∈ X∗ : ϕ = 0 na M}.Dùkaz. Pokud x ∈ X \M , najdeme podle pøede¹lé malé Mazurovy vìty f ∈ X∗ tak, aby f ≤ 1na M a f(x) > 1 . Proto¾e tedy f(M) je vlastní podprostor R, musí být f(M) = {0}. Tak¾ejsme nalezli nenulovou formu f ∈M⊥.14.29. Poznámky. (a) Pomoí malé Mazurovy vìty lze odvodit øadu dal¹íh vìt o oddìlování konvexníh mno¾inv lokálnì konvexníh prostoreh. Nìkteré z nih, pod názvem geometriké Hahn-Banahovy vìty, jsou uvedenyv *14.7.(b) Malinké zobenìní malé Mazurovy vìty, v nìm¾ se nepo¾aduje, aby 0 ∈ M , dá kupøíkladu existeni spojitélineární formy f ∈ X∗ a ε > 0 s vlastnostmi f(m) ≤ f(x0) − ε < f(x0) pro ka¾dé m ∈ M .() Pøi aplikai Hahn-Banahovy vìty v pøedhozíh dùkazeh jsme vlastnì pou¾ívali její verzi v reálnýh pro-storeh. Uva¾ujeme-li daný lokálnì konvexní prostor nad tìlesem komplexníh èísel, musíme trohu upravit závìrtvrzení. Nalezneme toti¾ f ∈ X∗ tak, ¾e Re f(x0) > 1 a Re f ≤ 1 na M .14.30. Elementární vièení. (a) Neh» X,Y jsou topologiké vektorové prostory a f : X → Y spojité lineárnízobrazení. Je-li D ⊂ X omezená mno¾ina, je omezená i mno¾ina f(D).(b) V Hilbertovì prostoru l2 de�nujme následujíí operátory
Tn : {xn} 7→ (0, 0, . . . , 0| {z }

n nul , xn+1, xn+2, . . . ) a Sn : {xn} 7→ (0, 0, . . . , 0| {z }
n nul , x1, x2, . . . ) .Uka¾te, ¾e Tn, Sn ∈ L(l2). Dále uka¾te, ¾e Tn → 0 v silné operátorové topologii τSOT . Proto¾e v¹ak ‖Tn‖ = 1,nemù¾e posloupnost operátorù {Tn} konvergovat k 0 v normì prostoru L(l2).Posloupnost {Sn} konverguje k 0 ve slabé operátorové topologii τWOT , nekonverguje v¹ak v silné operátorovétopologii (nato¾ pak v normì).Návod . První tvrzení o posloupnosti {Tn} doká¾e snad ka¾dý. Pokud jde o ovìøení Sn → 0 v topologii τWOT ,pou¾ijte Fréhet-Rieszovu vìtu 2.9 a Shwarzovu nerovnost 1.12. Volíme-li x = (1, 0, . . . ), je ‖Snx− Skx‖ = √2.Nemù¾e tedy posloupnost {Sn} konvergovat v topologii τSOT . ♣() Buï Lp topologiký vektorový prostor z pøíkladu 13.13. (p ∈ (0, 1)) a B1 = {f ∈ Lp : ̺(f, 0) ≤ 1}. Uka¾te, ¾e

B1 je omezená mno¾ina.Návod . Vyu¾ijte toho, ¾e mno¾iny Bλ := {f ∈ Lp : ̺(f, 0) ≤ λ} tvoøí bázi �ltru okolí nuly v Lp a B1 = λ
− 1

pBλ.
♣



14. Lokálnì konvexní topologie 135(d) Na prostoru l2 uva¾ujme pseudonormy
px(y) := X

n

|xnyn| , kde y = {yn} ∈ l2indexované body x = {xn} ∈ l2. Neh» τ je topologie generovaná systémem pseudonorem {px}x∈l2 , w slabátopologie na l2 a n normová topologie l2. Uka¾te, ¾e w ⊂ τ ⊂ n, pøièem¾ inkluze jsou ostré.Návod . Neh» ϕ ∈ (l2)∗. Podle Fréhet-Rieszovy vìty 2.9 existuje x ∈ l2 tak, ¾e |ϕ(y)| = |(y, x)| ≤ px(y) ≤ ‖x‖ ‖y‖pro ka¾dé y ∈ l2. Odtud plyne, ¾e τ je silnìj¹í topologie ne¾ w a slab¹í ne¾ n. Dále uka¾te, ¾e en → 0 v topologii
τ . ♣(e) Na Banahovì prostoru (l1, ‖.‖1) v¹eh absolutnì konvergentníh posloupností x = {xn} uva¾ujte lokálnìkonvexní topologii τ generovanou systémem pseudonorem

pn : x 7→ |x1| + |x2| + · · · + |xn| , n ∈ N .Uka¾te, ¾e (l1, τ) je metrizovatelný lokálnì konvexní prostor, který je 1. kategorie.Návod . Uzavøená jednotková koule ˘
x ∈ l1 : ‖x‖1 ≤ 1¯ je uzavøená a øídká v topologii τ . ♣(f) Do prostoru D(
) z pøíkladu 14.20.e zaveïme lokálnì konvexní topologii η pomoí soustavy pseudonorem
pj(ϕ) := max ˘

|Djϕ(x)| : x ∈ 
¯
,kde j probíhá mno¾inu v¹eh multiindexù. Uka¾te, ¾e topologie η je metrizovatelná a ¾e prostor D(
) v tétotopologii není sekveniálnì úplný (ve smyslu de�nie *13.3).Návod . Uva¾ujte následujíí posloupnost {fn} hladkýh funkí na 
 = R: fn = 0 na (−∞, 0℄ ∪ [n,∞), fn(1) =

fn(2) = · · · = fn(n− 1) = 0, |fn| ≤ 12j na intervalu [j − 1, j℄ a fn( 2j−12 ) = 12j pro j = 1, . . . , n.Jako u¾iteèné vièení uka¾te, ¾e posloupnost {fn} netvoøí omezenou mno¾inu v prostoru (D(
), η). ♣
����O. Kalenda

(g) Uveïme následujíí Kalendùv pøíklad vztahujíí se k diskusi v 14.13. Uva¾ujme normovanýlineární prostor c00 z pøíkladu *1.1.b. De�nujme posloupnost funkí {sn} pøedpisem
sn(x) = 8

><
>:

x pro x ∈ [−1, 1℄ ,1 + n(x− 1) pro x ∈ [1,∞) ,
−1 + n(x+ 1) pro x ∈ (−∞,−1℄ .Pro x = {xn} a y = {yn} z c00 polo¾me

̺(x, y) := sup {|sn(xn) − sn(yn)| : n ∈ N}(ve skuteènosti se jedná o supremum z koneèné mno¾iny). Není tì¾ké ukázat, ¾e ̺ je korektnìde�novaná metrika na c00. Pomoí nerovnosti |a − b| ≤ |sn(a) − sn(b)| ≤ n|a − b| platné proka¾dé a, b ∈ R a n ∈ N uka¾te, ¾e ̺ a pùvodní max-norma ‖.‖ generují na c00 tuté¾ topologii.Staèí prostì ovìøit, ¾e ̺(zn, z) → 0, právì kdy¾ ‖zn − z‖ → 0. Mno¾ina D := {x ∈ c00 : ‖x‖ ≤ 2} je ve smysluvon Neumannovy de�nie omezená v prostoru c00. Ale není omezená v metrie ̺, nebo» ̺− diamD = ∞. Staèí siuvìdomit, ¾e ̺(2en, 0) = sn(2) = n+ 1 (kde en je standardní vektor majíí nenulovou hodnotu 1 pouze na n-témmístì).
����S. Henl

(h) Také následujíí Henlùv pøíklad metriky na l2, v ní¾ existuje omezená mno¾ina, která nenímetriky omezená, je zajímavý. De�nujme funke
fk(t) = (

t, |t| ≤ 1,1 + k(|t| − 1), |t| > 1.Pro x = {xn} a y = {yn} z l2 polo¾me
d(x, y) := „ ∞X

k=1 |fk(xk) − fk(yk)|2«1/2
.Zøejmì d je metrika na l2 a d(x, y) ≥ ‖x− y‖. Neh» x ∈ l2 je libovolné. Existuje n = n(x) ∈ Ntak, ¾e |xk| < 1/2 pro v¹ehna k ≥ n. Je-li y ∈ l2, ‖y − x‖ < 12 , potom pro v¹ehna k ≥ n je

|yk| ≤ 1. Odtud dostaneme, ¾e
|fk(xk) − fk(x)| ≤ (

k|xk − yk| ≤ n|xk − yk|, k < n,

|xk − yk| ≤ n|xk − yk|, k ≥ n,tak¾e d(x, y) ≤ n(x) ‖y − x‖ pro ‖y − x‖ ≤ 12 . Tedy vzdálenost d urèuje stejnou topologii jako standardní normana l2, ale normová koule o polomìru 3 je d-neomezená, nebo» d(2en, 0) = 1 + n pro v¹ehna n = 1, 2, . . . .(i) Je-li f nespojitý lineární funkionál na topologikém vektorovém prostoru X, je ker f hustý podprostor X.Návod . Pøedev¹ím f je nenulový funkionál. Tudí¾ H := ker f je maximální vlastní podprostor X podle A.4.Proto¾e podle harakteristiky v 14.24 H není uzavøený, a proto¾e H je podprostor X, musí být H = X. ♣



136 C. Lokálnì konvexní prostory(ii) Uka¾te, ¾e lokálnì konvexní prostor X je barelovaný, právì kdy¾ neexistuje øídká absolutnì konvexní mno¾ina
B ⊂ X tak, ¾e X = S {nB : n ∈ N}.Návod . Není-li X barelovaný, existuje barel B, který není okolím nuly. Ten musí být øídký, nebo» B je uzavøenáa konvexní mno¾ina. A proto¾e B je pohlujíí a vyvá¾ená, je X = S

nB. Pøedpokládejme, ¾e X je barelovaný a
B ⊂ X øídká absolutnì konvexní mno¾ina s vlastností X = S

nB. Potom B je barel, tedy okolí 0. Tak¾e B máneprázdný vnitøek, o¾ je spor s øídkostí B. ♣15. Slabé topologie a polárySlabé topologie tvoøí dùle¾itý nástroj pøi zkoumání mnoha problémù v teorii Banahovýhprostorù.Víme, ¾e omezené uzavøené podmno¾iny Banahovýh prostorù nekoneèné dimenze nemusejíbýt kompaktní. To je zpùsobeno, velie hrubì øeèeno, tím, ¾e v Banahovýh prostoreh je pøíli¹mnoho otevøenýh mno¾in na to, aby z pokrytí tøeba jednotkové koule bylo mo¾no vybrat ko-neèné podpokrytí. Cílem je tedy "vyházet pøebyteèné\ otevøené mno¾iny tak, aby koule ji¾ bylykompakty. Neheme se ale zbavit zase pøíli¹ mnoha otevøenýh mno¾in, musí jih zùstat dostk tomu, aby neubylo spojitýh lineárníh funkionálù. Tím se nám skuteènì podaøí získat ro-zumné topologie, které budou lokálnì konvexní, ale nevzniknou z ¾ádné normy. Dostaneme právìty topologie, v nih¾ konvergene se shoduje se slabou konvergení zavedenou v tøetí kapitole:Posloupnost {xn} konverguje slabì k x, symboliky xn w→ x, právì kdy¾ ϕn(x) → ϕ(x) pro ka¾dýspojitý lineární funkionál.Na tomto místì pøidejme hned varování | proto¾e slabé topologie v nekoneènì dimenzionálníh prostoreh jsou"silnì\ nemetrizovatelné, nestaèí k jejih popisu zadat konvergeni posloupností (a je tøeba praovat se zobenìnýmiposloupnostmi).To je jeden z motivù, proè budeme studovat slabé topologie. Ty je mo¾no zavést v rùznémstupni obenosti a pøitom volit rùzné metodiké postupy výkladu. Od zela abstraktní teorie a¾ postudium konkrétníh topologií. My zvolíme støední estu. Neomezíme se v¹ak jen na Banahovyprostory, budeme postupovat obenìji v lokálnì konvexníh prostoreh.V dal¹ím budeme pøedpokládat, ¾e v¹ehny lokálnì konvexní prostory jsou Hausdor�ovy.Osvì¾me si v¹ak nejprve pojem kanonikého vnoøení X do druhého duálu, o¾ budeme potøe-bovat k lep¹ímu porozumìní dal¹ího výkladu. V pøípadì Banahova prostoru X toto zobrazení εbylo de�nováno v 2.29. Souèasnì jsme odvodili, ¾e ε je prosté, izomorfní a izometriké zobrazení
X na vektorový podprostor εX ⊂ X∗∗. Jak jsme ji¾ uvedli, v pøípadì lokálnì konvexního pro-storu X , na (topologikém) duálu X∗ nemáme (zatím) ¾ádnou topologii, nelze tedy vùbe mluvito druhém (topologikém duálu) k X . Oznaème tedy X∗# algebraiký duál k X∗ a de�nujmekanoniké vnoøení X do X∗#.15.1. Kanoniké vnoøení X do X∗#. Je-li X lokálnì konvexní prostor, de�nujme kanonikévnoøení ε prostoru X do X∗# pøedpisem ε : x 7→ εx, kde εx je de�nováno jako εx(ϕ) := ϕ(x) pro
ϕ ∈ X∗.Rozmyslete si sami, ¾e zobrazení ε je lineární a prosté. O jeho spojitosti nemá (zatím) smyslumluvit.15.2. Slabé topologie. Buï X lokálnì konvexní prostor. Uva¾ujme na X lokálnì konvexnítopologii zadanou systémem pseudonorem {pϕ}ϕ∈X∗ , kde

pϕ : x 7→ |ϕ(x)| , x ∈ Xpro ϕ ∈ X∗. Tuto lokálnì konvexní topologii budeme nazývat slabou topologií na X a ozna-èovat symbolem σ(X,X∗). V pøípadì, kdy X je normovaný lineární prostor a nebude hrozitnedorozumìní, jí budeme té¾ øíkat w-topologie a oznaèovat jednodu¹e písmenem w.Zopakujme, ¾e (zobenìná) posloupnost {xn} slabì konverguje k x, symboliky xn σ(X,X∗)→ xanebo xn w→ x, jestli¾e ϕ(xn) → ϕ(x) pro ka¾dý spojitý lineární funkionál ϕ ∈ X∗.



15. Slabé topologie a poláry 137Jak lze popsat bázi σ(X,X∗)(0) �ltru okolí 0 v topologii σ(X,X∗)? Proto¾e prostor X∗ jeuzavøen na násobení skaláry, je pεϕ = εpϕ pro ε > 0, a bázi σ(X,X∗)(0) tvoøí tedy mno¾iny
{
x ∈ X : |ϕ1(x)| < 1 , . . . , |ϕn(x)| < 1, ϕ1, . . . , ϕn ∈ X∗} .Podobnì zavádíme slabou topologii σ(X∗, X) na X∗. Ta bude generována systémem pseudonorem

{px}x∈X , kde pro x ∈ X

px : ϕ 7→ |ϕ(x)| , ϕ ∈ X∗ .Tato σ(X∗, X)-topologie bude v pøípadì normovanýh lineárníh prostorù také oznaèována sym-bolem w∗.Proto¾e v¹ak σ(X∗, X)-topologie je generována také systémem pseudonorem
px : ϕ 7→ |εx(ϕ)| ,budeme ji také nìkdy oznaèovat symbolem σ(X∗, εX). Je tedy σ(X∗, εX) toté¾ o σ(X∗, X).Obdobnì jako vý¹e lze popsat konvergeni v σ(X∗, X)-topologii a bázi �ltru okolí 0.15.3. Varování. Uva¾ujme pro jednoduhost pøípad Banahova prostoru X. Na jeho duálu X∗ máme nyníde�novány dvì "slabé\ topologie | jednou je w∗, kterou jsme oznaèili také jako σ(X∗, εX), a dále "slabou\ w-topologii odvozenou z X∗∗, o¾ je vlastnì v na¹em oznaèení topologie σ(X∗,X∗∗). Tyto topologie, samozøejmìv pøípadì nereexivního prostoru X, jsou podstatnì rùzné!A je¹tì jednu poznámku. Jak uvidíme pozdìji, teorie pro w èi w∗ topologie nejsou zela symetriké.V dal¹ím výkladu byhom se mohli omezit pøi studiu slabýh topologií pouze na pøípad

σ(X,X∗)-topologie na X a σ(X∗, X)-topologie na X∗. Lekterá tvrzení byhom pak ale muselivyslovovat na dvakrát, dùkazy by se té¾ prodlou¾ily. Pøistoupíme proto k obenìj¹ímu pohledu nateorii slabýh topologií. Ètenáø, kterého tato obenost nezajímá, si doela dobøe mù¾e pøedstavitpod ní¾e zavedenou σ(X,M)-topologií topologii σ(X,X∗) na lokálnì konvexním (èi dokone naBanahovì) prostoru X .15.4. Obené slabé topologie. Neh» X je vektorový prostor a M vektorový podprostorjeho (algebraikého) duálu X#. Na X de�nujme slabou topologii σ(X,M) jako lokálnì konvexnítopologii generovanou systémem pseudonorem {pf}f∈M , kde pf (x) = |f(x)| pro x ∈ X a f ∈M .Bázi okolí nuly tvoøí mno¾iny
{
x ∈ X : max(|f1(x)|, . . . , |fn(x)|) ≤ 1 , f1, . . . , fn ∈M

}
.15.5. Pøedstava. Abyhom si udìlali trohu pøedstavu o slabýh topologiíh, pøedpokládejmepro jednoduhost, ¾e w je slabá topologie na nekoneènì dimenzionálním normovaném lineár-ním prostoru X . Je-li U slabé w-okolí 0, existují f1, . . . , fn ∈ X∗ tak, ¾e {x ∈ X : |f1(x)| <1, . . . , |fn(x)| < 1} ⊂ U . Mno¾ina M := n⋂

i=1 ker fi je bezesporu uzavøeným lineárním podpro-storem X obsa¾eným v U . Uká¾eme, ¾e M je netriviální. Kdyby toti¾ M = {0}, ka¾dá spojitálineární forma f ∈ X∗ by splòovala n⋂
i=1 ker fi ⊂ ker f . Podle základního lemmatu v A.5 by potom

f byla lineární kombinaí forem f1, . . . , fn, jinými slovy prostor X∗ by mìl koneènou dimenzi.A má-li X∗ koneènou dimenzi, má ji i pùvodní prostor X . Dokázali jsme tedy následujíí vìtu,její¾ zobenìní na pøípad lokálnì konvexníh topologií by zajisté neèinilo ¾ádné potí¾e.15.6. Vìta. Buï X normovaný lineární prostor nekoneèné dimenze. Potom ka¾dé slabé w-okolíprvku 0 obsahuje netriviální uzavøený podprostor.Speiálnì, ka¾dé slabé w-okolí 0 musí být neomezenou mno¾inou v prostoru X.15.7. Poznámka. Ka¾dé w-okolí nuly je také podle 14.13.d w-neomezenou mno¾inou. Odtud podle Kolmogo-rovova kriteria 14.14 speiálnì plyne, ¾e slabá w-topologie na nekoneènì dimenzionálním normovaném lineárnímprostoru není normovatelná.



138 C. Lokálnì konvexní prostory15.8. Pøíklad. Ve svìtle posledního postøehu si lze ji¾ lehko vysvìtlit, proè kupøíkladu posloup-nost prvkù ortonormální báze separabilního Hilbertova prostoru nekoneèné dimenze konvergujek 0, èi obenìji proè 0 le¾í ve slabém w-uzávìru jednotkové sféry SX := {x ∈ X : ‖x‖ = 1}. Je-litoti¾ U libovolné w-okolí nulového prvku, obsahuje U netriviální podprostor. A ten nutnì musíprotnout sféru SX . Ka¾dé w-okolí 0 tedy obsahuje body SX .Podobnì byhom mohli vysvìtlit, proè vlastnì slabým w-uzávìrem jednotkové sféry SX jedokone elá uzavøená jednotková koule {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}. Tvrzení a poøádný dùkaz uvedemev 16.17.15.9. Poznámky. (a) Jedná se o zobenìní pøedhozíh de�ni. Tam jsme jednak uva¾ovali pøípad (lokálnìkonvexního) prostoru X a volba M = X∗ vedla k pojmu σ(X,X∗)-topologie na X.Nyní si uvìdomme, jak byla de�nována w∗ èili σ(X∗, X)-topologie. Ta byla generována systémem pseudonorem
px : ϕ 7→ |ϕ(x)| , ϕ ∈ X∗ ,kde x probíhalo prostor X.Jak je podle obené de�nie de�nována topologie σ(X∗ , εX)? Ta je generována systémem pseudonorem
pF : ϕ 7→ F (ϕ) , ϕ ∈ X∗ ,kde F probíhá nyní mno¾inu εX.Je-li v¹ak F ∈ εX, existuje právì jedno x ∈ X tak, ¾e ε(x) = F , která¾to poslední rovnost øíká, ¾e pro ka¾dé

ϕ ∈ X∗ platí ϕ(x) = F (ϕ).Závìr | slabá topologie σ(X∗ ,X) není ni jiného, ne¾ σ(X∗, εX)-topologie. Je tedy i ona speiálním pøípademobené de�nie pro pøípad X∗ a M = εX.Tato poznámka byla znaènì zdlouhavá, niménì velmi podstatná pro pohopení dal¹ího. Znovu zopakujme, ¾ev pøípadì Banahova prostoru X máme na X∗ zatím de�novány tyto topologie:| w∗-topologii σ(X∗, εX),| w-topologii σ(X∗,X∗∗),| "normovou\ topologii.(b) Mnozí autoøi jdou je¹tì dále a uva¾ují dvojie vektorovýh prostorù (E, F ) svázanýh nedegenerovanou bili-neární formou b (v na¹em pøípadì b(x, f) = f(x)), na nih¾ de�nují obené slabé σ(E, F )-topologie. Vzhledemk tomu, ¾e se nedostane o mo obenìj¹í pøístup, který podle mého není naví pro nespeialisty ani mo pøehledný,nebudeme se jím vùbe zabývat.15.10. Popis duálù. První otázkou je, jak vypadá (topologiký) duál k X , uva¾ujeme-li jejse slabou topologií. Odpovìï není pøíli¹ tì¾ká. Uká¾eme, ¾e (X,σ(X,X∗))∗ = X∗. Pøedev¹ímsi uvìdomme, ¾e lineární forma f na X je spojitá v lokálnì konvexní topologii τ , právì kdy¾pøíslu¹ná pseudonorma pf := |f | je τ -spojitá. To plyne z toho, ¾e jak f tak i pf jsou spojité,právì kdy¾ jsou spojité v 0 (viz 14.24 a 14.10.a). Tedy ka¾dá f ∈ X∗ je i σ(X,X∗)-spojitá na X .Naopak, proto¾e slabá topologie w je neslab¹í topologií, pøi ní¾ jsou spojité v¹ehny pseudonormy
pf , (f ∈ X∗), le¾í ka¾dá σ(X,X∗)-spojitá lineární forma na X v X∗.15.11. Izomor�zmus topologikýh vektorovýh prostorù. Topologiké vektorové pro-story X a Y jsou izomorfní , existuje-li prosté homeomorfní zobrazení X na Y , které zahováváalgebraiké operae. Pøesnìji byhom mohli tøeba pou¾ívat názvu TVS-izomor�zmus , nìkteøíautoøi pou¾ívají té¾ termínu homeomorfní izomor�zmus15.12. Poznámka o duálu. Pøipojme na tomto místì dal¹í poznámku. Je-li X lokálnì konvexní prostor, nebotøeba dokone Banahùv prostor, je otázka, o myslíme pod výrokem, ¾e duál k X je roven Y . Striktnì vzato,
X∗ je prostor v¹eh spojitýh lineárníh forem na X, v pøípadì Banahova prostoru majíí dokone svoji normu.Øekneme-li tedy, ¾e duál X∗ je roven prostoru Y , rozumíme tím, ¾e existuje izomorfní zobrazení X∗ na Y . Je-li
X naví Banahùv, vìt¹inou heme, aby toto zobrazení bylo také izometriké.Pøíklad: Duál k prostoru C[0, 1℄ s max-normou je prostor v¹eh Radonovýh mìr na [0, 1℄. Ono izometriko-izomorfní zobrazení je dáno Rieszovou vìtou o reprezentai. Anebo také duálem k tému¾ prostoru je prostor v¹eh"normalizovanýh\ funkí s koneènou variaí na [0, 1℄, zobrazení je dáno pomoí Stieltjesova integrálu.Z tohoto pohledu se musíme dívat na výrok, ¾e duál k prostoru (X∗, w∗) je X, anebo také εX. Konekonù,v pøípadì Banahova prostoru X jsou X a εX izometriky-izomorfní.Obenìj¹í odpovìï harakterizujíí duály ve slabýh topologiíh je obsa¾ena v následujíí vìtì.15.13. Vìta. Buï X vektorový prostor a M podprostor jeho algebraikého duálu X#. Potom(
X,σ(X,M))∗ = M . Tedy topologie σ(X,M) je nejmen¹í topologií na X, pøi ní¾ jsou v¹ehnyfunkionály z M spojité.Topologie σ(X,M) je Hausdor�ova, právì kdy¾ ke ka¾dému z ∈ X, z 6= 0 existuje funkionál
f ∈M tak, ¾e f(z) 6= 0.



15. Slabé topologie a poláry 139Dùkaz. Obdobnì jako vý¹e se doká¾e, ¾e ka¾dý prvek z M musí být σ(X,M)-spojitý. (Radìjizopakujme | je-li f ∈M , je pøíslu¹ná pseudonorma pf spojitá v topologii σ(X,M) podle de�nie.Proto¾e pf = |f |, je lineární funkionál f σ(X,M)-spojitý v bodì 0, a tedy σ(X,M)-spojitý naelém prostoru X .)Buï naopak f lineární σ(X,M)-spojitý funkionál na X . Je tedy speiálnì spojitý v 0.Uvìdomíme-li si, jak vypadá báze okolí nuly v σ(X,M)-topologii, existují (tøeba k ε = 7) funk-ionály f1, . . . , fn ∈M tak, ¾e
|f(t)| < 7 pro v¹ehna t ∈

{
x ∈ X : |f1(x) < 1, . . . , |fn(x)| < 1} .Odtud speiálnì plyne, ¾e n⋂

j=1 ker fj ⊂ kerf (je-li f1(t) = · · · = fn(t) = 0, je i fj(kt) = 0 proka¾dé j = 1, . . . , n a k ∈ N, tudí¾ i |f(kt)| < 7 pro ka¾dé k ∈ N). Podle (známé?) vìty z lineárníalgebry (viz A.5 v Appendixu) musí tedy být f = λ1f1 + · · ·+ λnfn, odkud ji¾ plyne, ¾e f ∈M .Pokud jde o harakteristiku hausdor�ovosti topologie σ(X,M), staèí konsultovat vìtu 14.19.15.14. Poláry a bipolára. Buï opìt X vektorový prostor a M podprostor X#. Pro libovolnoumno¾inu A ⊂ X de�nujeme (absolutní) poláru A◦ (v M) pøedpisem
A◦ := {

f ∈M : |f(x)| ≤ 1 pro x ∈ A
}
.V pøípadì, kdy A je dokone podprostor normovaného lineárního prostoru X (a M = X∗),splývá polára A◦ s anihilátorem A⊥, nebo» v tom pøípadì {f ∈ X∗ : |f(x)| ≤ 1 pro x ∈ A} =

{f ∈ X∗ : f(x) = 0 pro x ∈ A}.Je-li A = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} uzavøená jednotková koule v normovaném lineárním prostoru X ,je její polárou uzavøená jednotková koule duálu X∗, nebo» A◦ = {f ∈ X∗ : |f(x)| ≤ 1 pro ‖x‖ ≤1} = {
f ∈ X∗ : ‖f‖ ≤ 1} .Obdobnì de�nujeme poláru ◦B mno¾iny B ⊂M jako

◦B = {x ∈ X : |f(x)| ≤ 1 pro f ∈ B} .Koneènì, symbolem A◦◦ oznaèíme bipoláru mno¾iny A ⊂ X , která¾to je de�nována jako poláraz poláry: A◦◦ := ◦(A◦).15.15. Vlastnosti poláry. Neh» X je vektorový prostor, M ⊂⊂ X# a B podmno¾ina M .Potom polára ◦B je σ(X,M)-uzavøená absolutnì konvexní podmno¾ina X obsahujíí 0.Dùkaz. Proto¾e ka¾dý funkionál z M je σ(X,M)-spojitý a ◦B = ⋂
f∈B

{x ∈ X : |f(x)| ≤ 1}, jepolára ◦B mno¾ina σ(X,M)-uzavøená. Jsou-li nyní x, y ∈ ◦B, |λ| + |µ| ≤ 1 a f ∈ B, je
∣∣f(λx+ µy)∣∣ ≤ |λ| |f(x)| + |µ| |f(y)| ≤ |λ| + |µ| ≤ 1 ,odkud ji¾ plyne, ¾e λx+ µy ∈ ◦B. Evidentnì 0 ∈ ◦B.Zopakujme nyní de�nii absolutnì konvexního obalu mno¾iny.15.16. Absolutnì konvexní obal. Je-li A podmno¾ina vektorového prostoru W , de�nujemeabsolutnì konvexní obal αA jako prùnik v¹eh absolutnì konvexníh mno¾in obsahujííh mno¾inu

A. Proto¾e prùnik absolutnì konvexníh mno¾in je absolutnì konvexní, je tedy αA nejmen¹íabsolutnì konvexní mno¾ina obsahujíí A.Je-li nyní A podmno¾ina vektorového prostoru X a M ⊂⊂ X#, je podle pøede¹lého A◦◦absolutnì konvexní mno¾ina. Proto¾e A ⊂ A◦◦ (o¾ se triviálnì ovìøí z de�nie), je i αA ⊂ A◦◦.Dále víme, ¾e bipolára A◦◦ je σ(X,M)- uzavøená mno¾ina. Musí tedy být αAσ(X,M) ⊂ A◦◦.O tom, ¾e se bipolára dá dokone harakterizovat jako nejmen¹í σ(X,M)-uzavøená absolutnìkonvexní mno¾ina obsahujíí A vypovídá následujíí vìta.



140 C. Lokálnì konvexní prostory15.17. Vìta o bipoláøe. Buï X vektorový prostor, M ⊂⊂ X# a A ⊂ X. Potom
A◦◦ = αA

σ(X,M)
.Dùkaz. Podle právì provedenýh úvah staèí ovìøit pouze jednu inkluzi. Neh» tedy x /∈ αA

σ(X,M).Proto¾e αAσ(X,M) je σ(X,M)-uzavøená absolutnì konvexní mno¾ina obsahujíí 0, existuje podlemalé Mazurovy vìty 14.27 f ∈ M (nezapomeòte, ¾e M je duál k lokálnì konvexnímu prostoru(X,σ(X,M)) podle vìty 15.13) s vlastnostmi
f(x) > 1 a |f | ≤ 1 na αA

σ(X,M)
.Tím jsme na¹li f ∈ A◦ s vlastností f(x) > 1. Tudí¾ x /∈ A◦◦.Uvedeme nyní dal¹í vìtu, majíí mnoho aplikaí v rùznýh partiíh moderní analýzy.15.18. Slabé uzávìry konvexníh mno¾in. Pøedpokládejme, ¾e X je vektorový prostor a Mpodprostor X#. Je-li τ lokálnì konvexní topologie na X, pro ni¾ (X, τ)∗ = M a C ⊂ X konvexnímno¾ina, je Cτ = C

σ(X,M).Dùkaz. Podle vìty 15.13 je σ(X,M) ⊂ τ , tedy C
τ ⊂ C

σ(X,M). Pøedpokládáme-li bez újmyna obenosti, ¾e 0 ∈ C, je C
τ
τ -uzavøená konvexní mno¾ina obsahujíí 0. Jestli¾e x /∈ C

τ ,existuje podle malé Mazurovy vìty 14.27 takový funkionál f ∈ M , ¾e f(x) > 1 a f ≤ 1 na Cτ .Proto¾e v¹ak f je také σ(X,M)-spojitý, je f(Cσ(X,M)) ⊂ f(C) ⊂ (−∞, 1℄, a proto¾e f(x) > 1, je
x ∈ X \ Cσ(X,M).Tuto èást zakonèíme jednou z nejdùle¾itìj¹íh vìt z oblasti slabýh topologií. Uvedeme ji pro
σ(X∗, X)-topologii, ale i obenìj¹í formulae by byla mo¾ná (viz *15.1).15.19. Alaoglu-Bourbakiho vìta. Neh» U je okolí nuly v lokálnì konvexním prostoru X.Potom jeho polára U◦ je σ(X∗, X)-kompaktní podmno¾ina X∗.Dùkaz. Buï z ∈ X . Proto¾e U je pohlujíí mno¾ina, existuje λz > 0 tak, ¾e z ∈ λzU . Volíme-li
f ∈ U◦, máme tedy |f(z)| ≤ λz . Uva¾ujme nyní kartézský souèin ∏

x∈X
[−λx, λx℄. Proto¾e σ(X∗, X)-topologie na X∗ je topologií bodové konverene na X , lze pomoí zobrazení � : f 7→ {f(x)}x∈Xvnoøit (mno¾inovì i topologiky) U◦ do prostoru T := ∏

x∈X
[−λx, λx℄ (jenom poznamenejme,mo¾ná zbyteènì, ¾e T obsahuje i jiné funke ne¾ lineární).Poøádnìji, uva¾ujme na T = Q

x∈X
[−λx, λx℄ topologii kartézského souèinu, její¾ popis lze nalézt v Appendixu.Zobrazení � : U◦ → T dané pøedpisem � : f 7→ {f(x)}x∈U je evidentnì prosté. Zobrazení �−1 : �(U◦) →(X∗, σ(X∗, X)) je spojité podle de�nie topologií na T a X∗. Staèí tedy ukázat, ¾e mno¾ina �(U◦) je kompaktnív T . Potom samozøejmì U◦ = �−1(�(U◦)) bude σ(X∗,X)-kompaktní v X∗.Podle Tihonovovy vìty B.8 je ∏

x∈X
[−λx, λx℄ kompaktní prostor. K dokonèení dùkazu si staèíuvìdomit, ¾e �(U◦) je jeho σ(X∗, X)-uzavøená podmno¾ina. Neh» tedy {fγ} je zobenìná po-sloupnost v �(U◦) a fγ → f v souèinové topologii. Musíme ukázat, ¾e f je lineární a spojitýfunkionál na X a |f(x)| ≤ 1 pro v¹ehna x ∈ U . Proto¾e fγ → f bodovì na X a fγ jsou lineárnífunkionály, je i f lineární. A proto¾e pro x ∈ U je |fγ(x)| ≤ 1, je samozøejmì i |f(x)| ≤ 1. Vidímesouèasnì, ¾e f je omezený funkionál na U . Ale podle pøedpokladu je U okolím nuly, tudí¾ f jespojitý (viz 14.24).V následujíím odstavi shrneme na¹e výsledky pro pøípad lokálnì konvexního prostoru X ,kdy spei�kujeme M = X∗.15.20. Shrnutí. Neh» (X, τ) je lokálnì konvexní prostor, X∗ = (X, τ)∗. Potom:(a) Na X existuje nejmen¹í topologie σ(X,X∗), pro ni¾ jsou v¹ehny funkionály z X∗ spojité(tedy σ(X,X∗) ⊂ τ , (X,σ(X,X∗))∗ = X∗ a σ(X,X∗) je nejmen¹í ze v¹eh topologiímajííh tuto vlastnost).



16. Slabé topologie v Banahovýh prostoreh 141(b) Topologie τ i σ(X,X∗) mají stejné uzavøené konvexní mno¾iny.() Je-li A ⊂ X , je A◦◦ = αA
σ(X,X∗).(d) Na X∗ existuje nejmen¹í topologie σ(X∗, X), pro ni¾ jsou zobrazení ϕ 7→ ϕ(x) spojitápro ka¾dé x ∈ X . Pøitom (X∗, σ(X∗, X))∗ = εX .(e) Je-li U ∈ τ(0), je polára U◦ σ(X∗, X)-kompaktní mno¾inou.Samozøejmì speiální pozornost si zaslou¾í pøípad normovanýh lineárníh èi Banahovýhprostorù. Vìnujme mu proto následujíí samostatnou kapitolu.15.21. Elementární vièení. (a) Neh» X je vektorový prostor a M vektorový podprostor X#, A ⊂ X a A◦její polára v M . Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) A je σ(X,M)-omezená mno¾ina,(ii) f(A) je omezená podmno¾ina R èi C pro ka¾dé f ∈ M ,(iii) polára A◦ je pohlujíí mno¾ina,(iv) polára A◦ je barel.Návod . Lehe se uká¾e, ¾e podmínky (i) a (ii) jsou ekvivalentní (staèí se inspirovat lemmatem 17.10). Mù¾ete té¾porovnat s *14.3.d. Potom i (iii) je s nimi ekvivalentní. Ze (iv) samozøejmì plyne (iii) a k dùkazu (iii) ⇒ (iv)pou¾ijte 15.15. ♣(b) Víme, ¾e v normovaném lineárním prostoru X

‖x‖ = max˘
|f(x)| : f ∈ X∗ , ‖f‖ ≤ 1¯pro ka¾dé x ∈ X (duální vyjádøení normy v 2.24).Je-li X lokálnì konvexní prostor a B ∈ τ(0) absolutnì konvexní, platí pro Minkowského funkionál rovnost

pB(x) = max˘
|f(x)| : f ∈ B◦¯opìt pro ka¾dé x ∈ X.Návod . Buï x ∈ X Zøejmì |f(x)| ≤ pB(x), právì kdy¾ f ∈ B◦. Odtudsup˘

|f(x)| : f ∈ B◦¯ = sup˘
|f(x)| : |f(x)| ≤ pB(x)¯

≤ pB(x) .Pro druhou nerovnost naleznìte podle Hahn-Banahovy vìty ϕ ∈ X∗ tak, aby ϕ(x) = pB(x). ♣() Buï X vektorový prostor a M podprostor X# oddìlujíí body X. Uka¾te, ¾e mno¾ina B ⊂ X je σ(X,M)-omezená, právì kdy¾ je σ(X,M)-prekompaktní.Návod . Je-li B σ(X,M)-prekompaktní a ϕ ∈ M , je ϕ(B) omezená podmno¾ina skalárù, a tudí¾ je prekompaktní.Dále vyu¾ijte toho, ¾e T := Q
ϕ∈M

ϕ(B) je podle Tihonovovy vìty B.8 kompakt. Nyní je zapotøebí vnoøit B do Ta hvíli praovat. Detaily lze najít tøeba v L. Narii and E. Bekenstein [*1985℄, odst. 9.2.1. ♣(d) Je-li U okolí nuly v lokálnì konvexním prostoru X, je jeho polára U◦ σ(X∗ ,X)-omezená mno¾ina v X∗.Návod . Pou¾ijte Alaoglu-Bourbakiho vìtu 15.19 a *14.15.d. ♣16. Slabé topologie v Banahovýh prostorehZprvu zopakujme znovu de�nie slabýh topologií.16.1. Slabé topologie v Banahovýh prostoreh. Slabá neboli w-topologie Banahova(anebo obenìji normovaného lineárního) prostoru X je generována systémem pseudonorem
pϕ : x 7→ |ϕ(x)| , ϕ ∈ X∗ ,a podobnì slabá* neboli w∗-topologie na jeho duálu X∗ pak systémem pseudonorem
px : ϕ 7→ |ϕ(x)| , x ∈ X .V na¹em døívìj¹ím oznaèení je tedy w-topologie na X toté¾ jako σ(X,X∗)-topologie, zatímo w∗-topologii na X∗jsme oznaèovali jako σ(X∗, X) nebo také σ(X∗, εX). Nezapomeòte také, ¾e na duálu X∗ máme dvì topologie:slabou w-topologii (vlastnì σ(X∗, X∗∗)) a w∗-topologii, které obenì (v nereexivníh prostoreh) jsou rùzné.



142 C. Lokálnì konvexní prostoryJak vypadají slabá okolí 0 v prostoru X? Mno¾ina G je w-okolím 0, existují-li funkionály
ϕ1, . . . , ϕn ∈ X∗ tak, ¾e

{
x ∈ X : |ϕ1(x)| ≤ 1, . . . , |ϕn(x)| ≤ 1} ⊂ G .Obdobnì, V je okolím 0 ve w∗-topologii, existují-li x1, . . . , xn ∈ X tak, ¾e

{
ϕ ∈ X∗ : |ϕ(x1)| ≤ 1, . . . , |ϕ(xn)| ≤ 1} ⊂ V .Jak vypadá konvergene v tìhto topologiíh? Posloupnost {xn} konverguje slabì k x v pro-storu (X,w), právì kdy¾ ϕn(x) → ϕ(x) pro ka¾dou spojitou lineární formu ϕ ∈ X∗. Podobnì,

ϕn
w∗

→ ϕ, právì kdy¾ ϕ(xn) → ϕ(x) pro ka¾dé x ∈ X .Shròme nyní nejdùle¾itìj¹í vìty pro pøípad Banahovýh èi normovanýh lineárníh prostorù.16.2. Vìta. Neh» C je konvexní podmno¾ina normovaného lineárního prostoru X. Potom Cje uzavøená, právì kdy¾ je w-uzavøená.Dùkaz. Staèí se odvolat na vìtu 15.18.16.3. Poznámka. Analogiká vìta neplatí pro w∗-topologie na X∗. Mù¾ete se podívat na vièení 16.18.a èi16.18.l. Jiný pøíklad je ukryt v poznáme 18.10.b.A uveïme je¹tì dal¹í pøíklad. Je-li X nereexivní Banahùv prostor, je εX vlastní uzavøený podprostor X∗∗(podívejte se tøeba na 2.55.k). Podle Golstineova lemmatu, které za hvíli odvodíme v 16.8, je v¹ak εX w∗-hustápodmno¾ina v X∗∗.16.4. Anihilátory a poláry. Je-li A podmno¾ina normovaného lineárního prostoru X , de�-novali jsme v 15.14 její poláru A◦ v X∗. V pøípadì, kdy A je dokone podprostor, zavedli jsmev 5.18 také jeho anihilátor A⊥. Víme, ¾e v tomto pøípadì oba pojmy splývají: A◦ = A⊥. Obdobnìmáme de�novány (zpìtné) poláry a anihilátory pro podmno¾iny èi podprostory X∗.Neèiní ¾ádný problém roz¹íøit de�nii anihilátoru i pro libovolné podmno¾iny X . Prostì A⊥ :=
{ϕ ∈ X∗ : A ⊂ kerϕ}. Máme-li takto de�nován anihilátor, ihned vidíme, ¾e A⊥ = (linA)⊥, kdesamozøejmì linA znaèí lineární obal mno¾iny A. Obdobné úvahy mù¾eme udìlat i pro (zpìtné)anihilátory duálu X∗. Dáme-li nyní dohromady právì øeèené s vìtou 15.17 o bipoláøe, a vezmeme-li k tomu v potaz vìtu 16.2, dostaneme následujíí tvrzení.16.5. Vìta. Neh» X je normovaný lineární prostor, A ⊂ X a B ⊂ X∗. Potom

⊥(A⊥) = linA a (⊥B)⊥ = linBw∗

.16.6. Alaogluova vìta. Je-li E normovaný lineární prostor, je uzavøená jednotková koule
{f ∈ E∗ : ‖f‖ ≤ 1} w∗-kompaktní. Obenìji, ka¾dá omezená w∗-uzavøená podmno¾ina E∗ je
w∗-kompaktní.Dùkaz. Staèí si uvìdomit, ¾e jednotková koule v E je okolím nuly a jednotková koule v E∗ je jejípolárou. Dovìtek je skoro samozøejmý, ka¾dá omezená mno¾ina se toti¾ vejde do nìjaké uzavøenékoule.16.7. Varování. Není pravdou, ¾e by uzavøená jednotková koule Banahova prostoru X byla w-kompaktní. Tonastane, jak za okam¾ik uvidíme, právì v pøípadì, kdy X je reexivní. Následujíí Goldstineovo lemma je základemdùkazu této Banah-Bourbakiho harakteristiky reexivníh prostorù.16.8. Goldstineovo lemma. Buï X normovaný lineární prostor. Potom εBX je σ(X∗∗, X∗)-hustá podmno¾ina BX∗∗ a εX je σ(X∗∗, X∗)-hustý podprostor X∗∗.Dùkaz. Staèí zøejmì dokázat jen první tvrzení (nebo» potom σ(X∗∗, X∗)-uzávìr mno¾iny εXobsahuje BX∗∗).Oznaème tedy C := εBX

σ(X∗∗,X∗). Podle Alaogluovy vìty 16.6 je BX∗∗ σ(X∗∗, X∗)-kompaktnímno¾ina, tudí¾ C ⊂ BX∗∗ . Neh» nyní F ∈ BX∗∗\C. Proto¾e C je absolutnì konvexní σ(X∗∗, X∗)-uzavøená mno¾ina obsahujíí nulový prvek X∗∗, existuje podle malé Mazurovy vìty 14.27 � ∈(
X∗∗, σ(X∗∗, X∗))∗ tak, ¾e �(F ) > 1 a |�| ≤ 1 na C. Podle vìty 15.13 existuje ϕ ∈ X∗ tak, ¾e
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g(ϕ) = �(g) pro ka¾dé g ∈ X∗∗. Máme tedy existeni ϕ ∈ X∗ s vlastnostmi ‖ϕ‖ = ‖�‖, F (ϕ) > 1a |g(ϕ)| ≤ 1 pro g ∈ C. Odtud dostáváme, ¾e

‖ϕ‖ = sup{|ϕ(x)| : x ∈ BX} = sup{|εx(ϕ)| : x ∈ BX} ≤ sup{|g(ϕ)| : g ∈ C} ≤ 1 .To ale vede ke sporu, nebo» potom 1 < F (ϕ) ≤ ‖F‖ ‖ϕ‖ ≤ 1.Jiný dùkaz. K dùkazu mù¾eme také vyu¾ít vìtu o bipoláøe. Tu ov¹em musíme trohu uzpùsobitna¹í situai. Zku¹enìj¹í ètenáø z vìty 15.17 odvodí následujíí dùsledek: Je-li X Banahùv prostora B absolutnì konvexní podmno¾ina X∗∗, je Bσ(X∗∗,X∗) = (◦B)◦.Proto¾e εBX je samozøejmì absolutnì konvexní mno¾ina, podle právì øeèeného máme
εBX

σ(X∗∗,X∗) = (◦εBX)◦. Staèí si tedy jen uvìdomit, ¾e (◦εBX)◦ = BX∗∗ . Ale to je snadné.Pøedev¹ím pouze z de�nie zjistíme, ¾e (BX)◦ = ◦εBX . A obdobnì jako v 15.14 dostaneme, ¾e
BX∗∗ = (BX∗)◦. Úhrnem pak máme BX∗∗ = (BX∗)◦ = ((BX)◦)◦ = (◦εBX)◦.Existuje elá øada nutnýh a postaèujííh podmínek, podle kterýh poznáme, zda daný Ba-nahùv prostor je reexivní. Zde se omezíme jenom na jednu z nih. O nìkterýh ostatníh viz16.15.16.9. Banah-Bourbakiho harakteristika reexivity. Banahùv prostor X je reexivní,právì kdy¾ jeho uzavøená jednotková koule {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} je w-kompaktní.Dùkaz. Je-li X reexivní, je εBX = BX∗∗ . Podle Alaoglu-Bourbakiho vìty 15.19 je jednot-ková koule BX∗∗ σ(X∗∗, X∗)-kompaktní mno¾ina. Proto¾e ale (X,w) a εX s restrikí topologie
σ(X∗∗, X∗) jsou homeomorfní (uvìdomte si tøeba, jak vypadají konvergene v tìhto prostoreh),musí být BX w-kompaktní.Pro dùkaz opaèné implikae pou¾ijeme Goldstineovo lemma 16.8. Je-li toti¾ jednotková koule
BX w-kompaktní, odvodíme lehko, ¾e εBX = BX∗∗ , a tudí¾ i εX = X∗∗.16.10. Dùsledek. Omezené uzavøené konvexní podmno¾iny reexivního Banahova prostorujsou w-kompaktní.Dùkaz. Je-li M taková mno¾ina, jistì se vejde do nìjaké uzavøené koule. Ta je w-kompaktní podlepøede¹lé vìty. Nyní si staèí vzpomenout na tvrzení, ¾e uzavøené konvexní mno¾iny jsou také w-uzavøené (pro eventuální pomo nalistujte vìtu 16.2). Ov¹em¾e ka¾dá w-uzavøená podmno¾ina
w-kompaktní mno¾iny je sama také w-kompaktní.

����P. Habala
����P. Hájek

Slabé topologie v nekoneènì dimenzionálníh prostoreh jsou nemetrizovatelné(viz *16.1). Niménì mají nìkteré pøíjemné vlastnosti metrikýh topologií. Jed-nou z nih je platnost analogie Mazurovy vìty (podle ní¾ je uzavøený konvexníobal kompaktní mno¾iny v Banahovì prostoru opìt kompakt, viz *13.6.) proslabé topologie (viz *13.6.d a *13.6.e). Nás v¹ak nyní bude zajímat, ¾e pro slabétopologie rùzné pojmy kompaktnosti splývají. Udìlejme odboèku a uveïme de�-nie.16.11. Kompaktnost v topologikýh prostoreh. Buï T (Hausdor�ùv)topologiký prostor. Øekneme, ¾e mno¾ina K ⊂ T je{ kompaktní , jestli¾e z ka¾dého pokrytí mno¾iny K otevøenými mno¾inamilze vybrat koneèné podpokrytí K,{ spoèetnì kompaktní , jestli¾e z ka¾dého spoèetného pokrytí mno¾iny Kotevøenými mno¾inami lze vybrat koneèné podpokrytí K,{ sekveniálnì kompaktní , jestli¾e z ka¾dé posloupnosti prvkù K lze vybratkonvergentní podposloupnost, její¾ limita le¾í v K.Zatímo v metrikýh prostoreh v¹ehny tyto pojmy splývají, obenì pouzekompaktní èi sekveniálnì kompaktní mno¾iny jsou i spoèetnì kompaktní. Eber-lein ukázal, ¾e pro slabou w-topologii ka¾dá spoèetnì kompaktní mno¾ina je sek-veniálnì kompaktní a ©muljan zase, ¾e w-spoèetnì kompaktní mno¾iny jsou w-kompaktní. Shròme tato tvrzení do následujíí vìty, podáme ji bez dùkazu. Tenje pomìrnì obtí¾ný a lze jej nalézt tøeba v [HHZ℄ èi J. Diestel [1984℄. Snad jen je¹tì pøipomeòme,¾e mno¾ina je relativnì kompaktní, relativnì spoèetnì kompaktní èi relativnì sekveniálnì kom-paktní, jestli¾e její uzávìr je kompaktní, spoèetnì kompaktní èi sekveniálnì kompaktní.



144 C. Lokálnì konvexní prostory16.12. Eberlein-©muljanova vìta. Pro slabou topologii w na Banahovì prostoru X pojmykompaktní, spoèetnì kompaktní a sekveniálnì kompaktní mno¾iny splývají. Takté¾ relativnì kom-paktní, relativnì spoèetnì kompaktní a relativnì sekveniálnì kompaktní mno¾iny jsou toto¾né veslabé w-topologii na X.16.13. Varování. Obdobné tvrzení neplatí pro w∗-topologii na X∗. Mù¾eme tøeba argumentovat následovnì.Ka¾dý kompaktní (Hausdor�ùv) topologiký prostor T lze homeomorfnì vnoøit pomoí zobrazení κ : t 7→ ϕt, kde
ϕt : f 7→ f(t) pro f ∈ C(T ), do prostoru (C(T ))∗ uva¾ovaného s w∗-topologií. To jsme ukázali v *15.3. Proto¾ene ka¾dý kompaktní prostor je sekveniálnì kompaktní, nemohou kompaktní a sekveniálnì kompaktní mno¾inyv `(C(T ))∗ , w∗´ splývat.Jiný pøíklad. Neh» � je nespoèetná mno¾ina a l1(�) Banahùv prostor jako v 1.10.f. Potom duál k l1(�)je izometriky-izomorfní s l∞(�). Uzavøená jednotková koule v prostoru l∞(�) je w∗-kompaktní, není v¹ak w∗-sekveniálnì kompaktní.Je-li v¹ak X separabilní Banahùv prostor, potom ka¾dá w∗-kompaktní podmno¾ina X∗ je i w∗-sekveniálnìkompaktní. Podle vìty *16.2.d je toti¾ ka¾dá w∗-kompaktní podmno¾ina uva¾ovaná s w∗-topologií metrizovatelná.Kombinujeme-li poslední Eberlein-©muljanovu vìtu s Banah-Bourbakiho harakteristikou ref-lexivníh prostorù 16.9, dostáváme následujíí vìtu. Mù¾ete ji porovnat s tvrzením v 4.9.16.14. Eberlein-©muljanova harakteristika reexivity. Banahùv prostor je reexivní,právì kdy¾ z ka¾dé jeho omezené posloupnosti lze vybrat w-konvergentní podposloupnost.Existuje elá øada nutnýh a postaèujííh podmínek, aby Banahùv prostor X byl reexivní.Uveïme zde nìkteré z nih.16.15. Charakteristiky reexivníh Banahovýh prostorù. Následujíí podmínky jsouekvivalentní pro Banahùv prostor X:(i) X je reexivní,(ii) X∗ je reexivní,(iii) uzavøená jednotková koule BX je w-kompaktní,(iv) slabé topologie w∗ a σ(X∗, X∗∗) splývají na X∗,(v) z ka¾dé omezené posloupnosti v X lze vybrat w- konvergentní podposloupnost,(vi) ka¾dý funkionál z X∗ nabývá na BX své normy ,(vii) je-li Y vlastní uzavøený podprostor X, existuje x ∈ X, ‖x‖ = 1 tak, ¾e dist(x, Y ) ≥ 1,(viii) libovolná omezená, uzavøená a konvexní podmno¾ina X∗ je w∗-kompaktní,(ix) souèet libovolnýh dvou konvexníh omezenýh uzavøenýh podmno¾in X je uzavøený.Charakteristie reexivity pomoí podmínky (ii) se øíká Pettisova vìta, ekvivalene (i) a (iii) je Banah-Bourbakihovìta z 16.9, ekvivalene s (v) je Eberlein-©muljanova vìta 16.14, (vi) pak udává dùle¾itou Jamesovu harakteristikureexivity. Podmínka (ix) nále¾í V. Kleeovi, mù¾ete se podívat na odstave *1.16.Náznak dùkazù. Reexivita X skoro ihned implikuje reexivitu X∗. Podívejte se tøeba na *2.11.Tam je té¾ dokázána opaèná implikae. Mù¾eme argumentovat také následovnì.Neh» X∗ je reexivní. Proto¾e εX je uzavøená podmno¾ina X∗∗, je i σ(X∗∗, X∗∗∗)-uzavøenáv X∗∗ (viz 16.2). Z reexivity X∗ plyne, ¾e εX je σ(X∗∗, X∗)-uzavøená mno¾ina v X∗∗. Ale podleGoldstineova lemmatu 16.8 je souèasnì εX σ(X∗∗, X∗)-hustá podmno¾ina X∗∗. Tudí¾ musí být
εX = X∗∗.Banah-Bourbakiho harakteristika reexivity (iii) je obsa¾ena v 16.9 a v 16.14 pak Eberlein-©muljanova vìta udávajíí ekvivaleni (i) a (v).Z (iii) okam¾itì plyne (vi), nebo» ka¾dý funkionál z X∗ je i w-spojitý. Dùkaz implikae (vi)
⇒ (i) je silnì netriviální, pùvodní práe jsou R.C. James [1957℄, [1964℄ a [1964d℄. Dùkaz propøípad separabilního prostoru X je v [HHZ℄.Ostatní ekvivalentní podmínky jsou uvedeny spí¹e pro zajímavost.16.16. Charakteristiky prostorù koneèné dimenze. Jako porovnání s pøedhozími harak-teristikami reexivníh prostorù uveïme následujíí vìtu.Vìta. Pro Banahùv prostor X jsou následujíí podmínky ekvivalentní:(i) dimX <∞,(ii) dimX# <∞,(iii) X∗ = X#,



16. Slabé topologie v Banahovýh prostoreh 145(iv) uzavøená jednotková koule BX je kompaktní,(v) ka¾dá bezpodmíneènì konvergentní øada v X je absolutnì konvergentní,(vi) slabá topologie splývá na X s normovou topologií,(vii) slabá topologie na X je metrizovatelná.Návod . Ekvivalene (i) a (iii) je obsa¾ena v poznáme 2.6., z lineární algebry je dále známo, ¾edimX = dimX#. Podle Rieszovy vìty 5.12 má prostor X koneènou dimenzi, je-li jeho jednotkovákoule BX kompaktní. Pro dùkaz ekvivalene (i), (vi) a (vii) pou¾ijte *16.1, (iii) a *1.12.a.Tak¾e zbývá jedinì dùkaz hluboké implikae (v) ⇒ (i). Tady se musíme odvolat na následujíívìtu. ♣Dvoretzky-Rogersova vìta. Jestli¾e ka¾dá bezpodmíneènì konvergentní øada v Banahovì pro-storu X je absolutnì konvergentní, má ji¾ X koneènou dimenzi.(Øada je bezpodmíneènì konvergentní, konverguje-li po ka¾dém pøerovnání. Konverguje-li dokone øada z noremjejíh prvkù, øíkáme, ¾e øada konverguje absolutnì .)16.17. Slabé uzávìry jednotkovýh sfér. Slabé topologie mají elou øadu vlastností, kterémohou zaèáteèníka pøekvapit. K jednìm z tìh kuriozníh patøí fakt, ¾e slabý uzávìr jednotkovésféry nekoneènì dimenzionálního prostoru je roven elé uzavøené jednotkové kouli. Odborník nadtím nijak ne¾asne. Jednak si vzpomene na pøíklad ortonormální báze separabilního Hilbertovaprostoru èi na posloupnost Radonovýh mìr 12 (ε− 1
n
− ε 1

n
) z odstave 3.9, které ukazují, ¾e nulovéprvky se mohou dostat do slabýh uzávìrù jednotkovýh sfér. A dále si uvìdomí, ¾e slabá okolíjsou vlastnì "veliká\, obsahují toti¾ netriviální nadroviny. Následujíí vìta, pokud se i s dùkazemdobøe promyslí, mù¾e vnést trohu svìtla do problematiky slabýh topologií.(a) Vìta. Je-li X normovaný lineární prostor nekoneèné dimenze, potom slabý uzávìr jednot-kové sféry SX := {x ∈ X : ‖x‖ = 1} je elá uzavøená jednotková koule BX .Dùkaz. Volme bod z ∈ BX , ‖z‖ < 1 a jeho w-okolí U . Na základì postøehu v 15.5, existujenetriviální uzavøený podprostor M ⊂⊂ X tak, ¾e z + M ⊂ U . Proto¾e (z + M) ∩ SX 6= ∅(uva¾ujte nìjakou pøímku Z := {z + λx : λ ∈ R}, kde x ∈ M , x 6= 0 a uka¾te, ¾e Z musí mítspoleèný bod s SX), je i U ∩ SX 6= ∅.(b) Vìta. Neh» X je normovaný lineární prostor nekoneèné dimenze. Potom w∗-uzávìr jed-notkové sféry SX∗ je roven BX∗ .Dùkaz. Zkuste si promyslet sami.() Poznámka. Z pøedhozí vìty té¾ vyplývá, ¾e v pøípadì nekoneènì rozmìrného prostoru X se 0 dostane do

w∗-uzávìru sféry SX∗ . V pøíkladì 3.9. jsme dokone v jednom konkrétním prostoru sestrojili posloupnost, kterák 0 w∗-konvergovala. Platí v¹ak dokone hluboká obená vìta. Uveïme ji, samozøejmì, bez dùkazu. Ten lze naléztv J. Diestel [*1984℄.(d) Josefson-Nissenzweigova vìta. Neh» X je nekoneènì dimenzionální Banahùv prostor. Potom existujetaková posloupnost {ϕn} ⊂ SX∗ , ¾e ϕn w∗

→ 0.(e) Je¹tì poznámka. Platí dokone silnìj¹í tvrzení, jednotková sféra SX∗ je w∗-sekveniálnì hustá v BX∗ (zapodmínky dimX = ∞). Vìnujme tomuto tvrzení samostatné vièení 16.18.n. Analogie nemusí platit pro slabésekveniální uzávìry sfér SX . Staèí si vzpomenout na Shurovo lemma *3.2. Pokud máme posloupnost xn ∈ Sl1 a
xn

w→ x, potom i xn → x, a tudí¾ ‖x‖ = 1. Prostor l1, èi obenìji prostory se Shurovou vlastností, v nih¾ slabáa silná konvergene posloupností splývají, jsou výjimeèné. Platí toti¾ následujíí tvrzení.(f) Vìta. Neh» X je nekoneènì dimenzionální Banahùv prostor. Potom ke ka¾dému x ∈ BX existují xn ∈ SXtak, ¾e xn w→ x, právì kdy¾ X nemá Shurovu vlastnost.16.18. Elementární vièení. (a) Prostor C([0, 1℄) je vlastní uzavøený podprostor Banahova prostoru L∞([0, 1℄).Uka¾te niménì, ¾e C([0, 1℄) je σ(L∞ , L1)-hustá podmno¾ina L∞([0, 1℄).Návod . Neh» f ∈
`
C([0, 1℄)´⊥. Uká¾eme-li, ¾e f = 0, bude tvrzení dokázáno s pøihlédnutím k dùsledku 14.28.Proto¾e ale R 10 hf = 0 pro ka¾dou funki h ∈ C([0, 1℄), odvodíme (pomoí limitníh vìt), ¾e R 10 cAf = 0 pro ka¾douborelovskou mno¾inu A ⊂ [0, 1℄. Jinými slovy, R

A f = 0 pro ka¾dou takovou mno¾inu A. Odtud ji¾ plyne, ¾e f = 0skoro v¹ude (vpodstatì vìta 8.17 z [LM℄). ♣(b) Uka¾te, ¾e norma x 7→ ‖x‖ na normovaném lineárním prostoru X je slabì zdola polospojitá funke.



146 C. Lokálnì konvexní prostoryPoznámka. Toto tvrzení není pøímým dùsledkem 3.14.g, nebo» obenì v Heineho harakteristie spojitosti èi zdolapolospojitosti nevystaèíme s posloupnostmi.Návod . Musíme ukázat, ¾e mno¾ina Pα := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ α} je slabì uzavøená. Díky spojitosti normy je Pαuzavøená mno¾ina a díky konvexitì normy i konvexní. Staèí tedy pou¾ít 16.2. ♣() Uka¾te, ¾e norma na nekoneènì dimenzionálním normovaném lineárním prostoru není slabì spojitá v ¾ádnémbodì.Návod . Jednotková sféra je ve w-topologii hustá Gδ podmno¾ina BX . Hustotu jsme dokázali v 16.17, druhé tvrzeníplyne z rovnosti SX = ∞T
n=1{x ∈ BX : ‖x‖ > 1 − 1

n
}. ♣(d) Neh» X je Banahùv prostor. Uka¾te, ¾e jeho duální norma na X∗ je w∗-zdola polospojitá.Návod . Vyu¾ijte Alaoglu-Bourbakiho vìtu. ♣(e) Neh» Y je uzavøený podprostor reexivního Banahova prostoru X a x0 ∈ X. Uka¾te, ¾e existuje y0 ∈ Y tak,¾e ‖x0 − y0‖ = dist(x0, Y ).Návod . Uvìdomte si, ¾e funke x 7→ ‖x−x0‖ je slabì zdola polospojitá. Nevíte-li si dále rady, podívejte se na vìtu21.15. ♣(f) Neh» X je nekoneènì dimenzionální normovaný lineární prostor. Uka¾te, ¾e X je 1. kategorie ve slabé w-topologii a jeho duál X∗ je 1. kategorie ve w∗-topologii.Návod . Oznaème Sn := {x ∈ X : ‖x‖ ≤ n}. Potom X = S

Sn, pøièem¾ ka¾dá z mno¾in Sn je w-uzavøená(norma je slabì zdola polospojitá funke podle (b)). Volme n a uka¾me, ¾e Sn je øídká mno¾ina. Kdyby toti¾
z + {x ∈ X : |f1(x)| < 1, . . . , |fk(x)| < 1, f1, . . . , fk ∈ X∗} ⊂ Sn, existovalo by y ∈

kT
j=1 ker fj , y 6= 0 (jinak bydimX∗ ≤ k). Tudí¾ z + λy ∈ Sn pro ka¾dé λ, a tedy ‖z + λy‖ ≤ n pro ka¾dé λ. Co¾ je spor. Ostatnì, podívejtese té¾ na 15.6. ♣(g) Buï K omezená w-uzavøená podmno¾ina Banahova prostoru X. Potom K je w-kompaktní, právì kdy¾dist(K,A) > 0 pro ka¾dou w-uzavøenou mno¾inu A disjunktní s K.Návod . Je-li K w-kompaktní a A w-uzavøená, A ∩K = ∅, je mno¾ina A −K w-uzavøená (viz *1.16.b), a tedy iuzavøená v normì. Proto¾e A−K neobsahuje 0, je dist(0, A−K) > 0. Ale dist(0, A−K) = dist(A,K).Neh» K není w-kompaktní. Eberlein-©muljanova vìta 16.12 zaruèí existeni prosté posloupnosti {xn} ⊂ Kbez hromadného bodu. Bez újmy na obenosti lze pøedpokládat, ¾e {xn} le¾í na (silné) hranii ∂‖.‖K (tato hranieje w-hustá v K, ale není relativnì w-kompaktní). Zvolme yn ∈ X \K tak, aby ‖yn − xn‖ < 1

n
. Potom mno¾ina

A := {yn : n ∈ N} je w-uzavøená, A ∩K = ∅ a dist(A,K) = 0. ♣(h) Neh» {xn} je posloupnost v normovaném lineárním prostoru X, xn w→ 0. Potom existuje posloupnost {ξn}konvexníh kombinaí prvkù xn tak, ¾e ξn ‖.‖→ 0.Návod . Pou¾ijte 15.18 (èi 16.2). ♣(i) Obdoba (h) neplatí pro w∗-topologii. Uva¾ujme Banahùv prostor c0, jeho¾ duál izometriky-izomorfnì zto-to¾níme s l1. Neh» ϕn := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) jsou jednotkové vektory v l1. Potom ϕn
w∗

→ 0 a libovolná konvexníkombinae z prvkù {ϕn} le¾í v Sl1 .(j) Uva¾ujme mno¾inu A := {ek + ken : 1 ≤ k < n} v prostoru l2. Uka¾te, shodnì s von Neumannem, ¾e 0 le¾íve slabém w-uzávìru A pøesto, ¾e ¾ádná posloupnost z A k 0 slabì nekonverguje. Musí v¹ak existovat zobenìnáposloupnost z A w-konvergujíí k 0. Najdete nìjakou?Jiný pøíklad: Neh» {en} je ortonormální soustava v Hilbertovì prostoru H. Polo¾íme-li B := ˘√
nen : n ∈ N¯,je opìt 0 ∈ B

w, aè ¾ádná posloupnost z B nekonverguje k 0 slabì.Návod . ®ádná nekoneèná podmno¾ina B není omezená. Staèí tedy vyu¾ít prinip stejnomìrné omezenosti. ♣(k) Neh» {en} je posloupnost "jednotkovýh\ vektorù v l1. Uva¾ujeme-li l1 jako duál k c0 (vzpomeòte si, ¾e duál(c0)∗ mù¾eme izometriky izomorfnì ztoto¾nit s prostorem l1 | pomoí jakého zobrazení?), uka¾te, ¾e en w∗

→ 0.Na druhé stranì posloupnost {en} nekonverguje k 0 slabì.Návod . Samozøejmì en({xk}k) = xn → 0 pro ka¾dou posloupnost {xk} ∈ c0. Jestli¾e ϕ := (1, 1, 1, . . . ), je ϕ ∈ l∞(o¾ je "duál\ k l1) a ϕ(en) = 1. ♣



17. Topologie souhlasejíí s dualitou a reexivita 147(l) Banahùv prostor L1([0, 1℄) mù¾eme ztoto¾nit pomoí zobrazení f 7→ f dλ (λ je Lebesgueova míra) s urèitýmpodprostorem M prostoru M([0, 1℄) v¹eh Radonovýh mìr na [0, 1℄. Uka¾te, ¾e M je σ`
M([0, 1℄), C([0, 1℄)´-hustápodmno¾ina M([0, 1℄).Návod . Postupujte obdobnì jako ve vièení (a): Je-li f ∈ C([0, 1℄) taková funke, ¾e R 10 fh = 0 pro ka¾dé h ∈

L1([0, 1℄), je f = 0 skoro v¹ude. ♣(m) Neh» Y je podprostor normovaného lineárního prostoru X. Uka¾te, ¾e restrike w-topologie prostoru X na
Y je pøesnì w-topologie na Y . Tedy σ(X,X∗) ↾ Y = σ(Y, Y ∗).Návod . Nezapomeòte na Hahn-Banahovu vìtu. ♣(n) Pøedpokládejme, ¾e máme ji¾ dokázánu Josefson-Nissenzweigovu vìtu z 16.17.d. Víme tedy, pro ka¾dý neko-neènì dimenzionální Banahùv prostor X existuje posloupnost {ϕn} ⊂ X∗ tak, ¾e ϕn w∗

→ 0. Uka¾te, ¾e potom té¾ke ka¾dému f ∈ BX∗ existují fn ∈ SX∗ s vlastností fn w∗

→ f .Návod . Neh» tedy X je Banahùv prostor, dimX = ∞, f ∈ X∗, ‖f‖ ≤ 1, f 6= 0. Polo¾íme-li Y := ker f , je
Y uzavøený podprostor X koneèné kodimenze (dokone jeho kodimenze je 1; pokonsultujte, pokud nevíte, tøebaA.4). Neh» P je projeke X na Y . Ta urèitì existuje, staèí se podívat na vìty *2.5 a 2.38. Nyní pou¾ijemetvrzení Josefson-Nissenzweigovy vìty na (nekoneènì dimenzionální) Banahùv prostor Y . Existují hn ∈ Y ∗ tak,¾e ‖hn‖ = 1 a hn w∗

→ 0. Polo¾me gn := hn ◦ P . Potom gn ∈ X∗, gn w∗

→ 0 a ‖gn‖ ≥ 1 (nezapomeòte, ¾e ‖hn‖ = 1,
‖P‖ ≥ 1 a P je na). Proto¾e ‖f+0gn‖ = ‖f‖ ≤ 1 ≤ ‖f+2gn‖ a norma je spojitá funke, existují podle Darbouxovyvìty αn ∈ [0, 2℄ tak, ¾e ‖f + αngn‖ = 1. Staèí pak polo¾it fn := f + αngn. ♣17. Topologie souhlasejíí s dualitou a reflexivitaV pøedhozíh kapitoláh jsme studovali vlastnosti slabé topologie w na lokálnì konvexním èiBanahovì prostoru X . Jednou z jejíh vlastností bylo, ¾e dávala stejný duál k X jako pùvodnítopologie. Naví w-topologie byla nejmen¹í ze v¹eh topologií, které mìly tuto vlastnost. V tétokapitole se budeme zabývat dal¹ími topologiemi na X , které urèují stejný duál. Uká¾eme, ¾e mezinimi existuje i nejvìt¹í, budeme ji nazývat Makeyho topologií.Problematiku budeme opìt studovat ponìkud obenìji. Budeme pøedpokládat, ¾e X je vek-torový prostor a M podprostor jeho algebraikého duálu X# s vlastností, ¾e ke ka¾dému bodu
x ∈ X , x 6= 0, existuje funkionál f ∈M tak, ¾e f(x) 6= 0.17.1. Pøípustné topologie. Øekneme, ¾e lokálnì konvexní topologie τ na X je pøípustná,jestli¾e (X, τ)∗ = M . Jinými slovy, jestli¾e M je tvoøeno právì v¹emi τ -spojitými lineárnímifunkionály.Tato terminologie je ponìkud nestandardní. Vìt¹ina autorù místo pøípustná topologie pou¾ívá termínu topologiesouhlasejíí s dualitou (danou dvojií (X,M)).Samozøejmì slabá topologie σ(X,M) je pøípustná, a jak jsme øekli, je mezi v¹emi pøípustnýmitopologiemi ta nejmen¹í. Abyhom dokázali existeni i nejvìt¹í pøípustné topologie, potøebujemezopakovat nìkteré pojmy.17.2. Svaz lokálnì konvexníh topologií. Na mno¾inì LC(W ) v¹eh lokálnì konvexníhtopologií na daném vektorovém prostoru W zaveïme uspoøádání dané inkluzí. Je tedy τ ≺ σ,jestli¾e ka¾dá mno¾ina z topologie τ je i v topologii σ. Prostì øeèeno, σ má víe "otevøenýh mno-¾in\ ne¾ τ . Pøi tomto uspoøádání má LC(W ) nejvìt¹í a nejmen¹í prvek a libovolná podmno¾inalokálnì konvexníh topologií má v LC(W ) in�mum i supremum. Je tedy LC(W )) s uspoøádáním
≺ úplný svaz.Pokud ètenáøe zajímají podrobnosti, nalezne je v B.13 a *17.1.17.3. Svaz podprostorù vektorového prostoru. Nyní nìo z algebry. Na mno¾inì LatWv¹eh podprostorù vektorového prostoru W zavedeme opìt uspoøádání dané inkluzí: Øekneme,¾e A ≺ B, pokud A ⊂ B. S takto de�novaným uspoøádáním obsahuje LatW nejvìt¹í prvek(jím je elý prostor W ) i nejmen¹í prvek (podprostor sestávajíí z nulového prvku {0}). DáleLatW s uspoøádáním ≺ je opìt úplný svaz | libovolná jeho podmno¾ina má in�mum (o¾ jeprùnik podprostorù této mno¾iny) i supremum (o¾ samozøejmì není sjednoení). Pro osvì¾ení:sup(A,B) = A+B.



148 C. Lokálnì konvexní prostoryPro dùkaz hlavní vìty potøebujeme následujíí lemma a postøeh.17.4. Lemma. Neh» 	 je tøída lineárníh topologií na vektorovém prostoruW a p pseudonorma(respektive lineární forma) spojitá vzhledem k sup 	. Potom existují τ1, . . . , τn ∈ 	 tak, ¾e p jespojitá vzhledem k topologii sup {τ1, . . . , τn}.Návod . Mno¾ina U := {x ∈W : p(x) < 1} je okolím 0 v topologii sup 	 podle lemmatu 14.10.a.Rozmyslíme-li si, jak vypadá báze topologie 	 èi se podíváme na B.13.b, zjistíme, ¾e existujítopologie τ1, . . . , τn ∈ 	 a τj-otevøené mno¾iny Gj ∈ τj , tak, ¾e G1 ∩ · · · ∩Gn ⊂ U . Odtud plyne,¾e mno¾ina U je sup {τ1, . . . , τn}-okolí 0. A opìtovným pou¾itím lemmatu 14.10.a dostaneme, ¾e
p je spojitá pseudonorma v topologii sup {τ1, . . . , τn}.Je-li f lineární forma , je |f | pseudonorma, která je spojitá v nìjaké lineární topologii τ , právìkdy¾ f je spojitá v τ . Odtud pak plyne tvrzení. ♣
����J. Jelínek

17.5. Jelínkovo pozorování. Neh» τ1, τ2 jsou lokálnì konvexní topologie navektorovém prostoru X a neh» lineární funkionál f ∈ X# je spojitý v topologiisup(τ1, τ2). Potom existují fi ∈ (X, τi)∗, i = 1, 2 tak, ¾e f = f1 + f2.Dùkaz. Na X ×X uva¾ujme lokálnì konvexní topologii τ = τ1 × τ2 kartézskéhosouèinu z *17.4. Ta indukuje na diagonále D := {(x, x) : x ∈ X} topologii
{(x, x) ∈ D : x ∈ U1 ∩ U2} , kde U1 ∈ τ1 , U2 ∈ τ2 .Není tì¾ké nahlédnout, ¾e lineární forma (x, x) 7→ f(x) je na D spojitá (je tøebaspojitá v (0, 0)). Podle Hahn-Banahovy vìty v *14.5 existuje τ -spojité roz¹íøení~f formy f na X×X . Polo¾íme-li f1(x) := ~f(x, 0) a f2(x) := ~f(0, x), tvoøí f1, f2 hledaný rozklad.17.6. Vìta. Neh» X je vektorový prostor, LC(X) úplný svaz v¹eh lokálnì konvexníh topologiína X a LatX# úplný svaz v¹eh podprostorù X#. Potom zobrazení τ 7→ (X, τ)∗ : LC(X) →LatX# zahovává suprema, tedy(X, sup C)∗ = sup{(X, τ)∗ : τ ∈ C

} pro C ⊂ LC(X) .Dùkaz. Neh» C ⊂ LC(X). Proto¾e (X, τ1)∗ ≺ (X, τ2)∗ pro τ1 ≺ τ2, je sup{(X, τ)∗ : τ ∈ C} ≺(X, sup C)∗. Buï tedy f ∈ (X, supC)∗. Podle lemmatu 17.4 existují τ1, . . . , τn ∈ C tak, ¾e f ∈(
X, sup(τ1, . . . , τn))∗. Potom podle Jelínkova pozorování 17.5 dostáváme

f ∈ (X, τ1)∗ + · · · + (X, τn)∗ = sup{(X, τ1)∗, . . . , (X, τn)∗} ≺ sup{(X, τ)∗ : τ ∈ C} .17.7. Vìta. Neh» X je vektorový prostor, M ⊂⊂ X# a T mno¾ina v¹eh pøípustnýh (lokálnìkonvexníh) topologií na X. Potom i (lokálnì konvexní) topologie sup T je pøípustná.Dùkaz. Tvrzení je pøímým dùsledkem pøedhozí vìty:(X, sup T )∗ = sup{(X, τ)∗ : τ ∈ T } = sup{M} = M .17.8. Makeyho topologie. Buï X vektorový prostor a M ⊂⊂ X#. Mezi v¹emi pøípust-nými lokálnì konvexními topologiemi (tj. topologiemi, které dávají duál M) existuje na X podleposlední vìty 17.7 nejvìt¹í pøípustná topologie. Tuto lokálnì konvexní topologii na X znaèíme
τ(X,M) a nazýváme ji Makeyho topologií .Následujíí vìta je vlastnì samozøejmým dùsledkem na¹eho pøístupu k zavedení Makeyhotopologie.



17. Topologie souhlasejíí s dualitou a reexivita 14917.9. Makey-Arensova vìta. Buï X vektorový prostor, M ⊂⊂ X# a τ lokálnì konvexnítopologie na X. Potom (X, τ)∗ = M tehdy a jen tehdy, kdy¾ σ(X,M) ⊂ τ ⊂ τ(X,M).Víme ji¾, ¾e v¹ehny pøípustné topologie dávají stejný duál a podle 15.18 mají stejné konvexníuzavøené mno¾iny, V dal¹ím uká¾eme, ¾e mají dokone i stejné omezené mno¾iny. K tomu budemepotøebovat následujíí harakteristiky omezenýh mno¾in.17.10. Lemma. Neh» P je systém pseudonorem generujíí topologii τ lokálnì konvexníhoprostoru X. Mno¾ina D ⊂ X je omezená, právì kdy¾ mno¾ina p(D) je omezená pro ka¾dé p ∈ P.Dùkaz. Neh» zprvu je D omezená. Volme p ∈ P a polo¾me V := {x ∈ X : p(x) ≤ 1}. Proto¾epseudonorma p je τ -spojitá, je V ∈ τ(0). Existuje tedy λ > 0 tak, ¾e D ⊂ λV . Tudí¾ p(D) ⊂
p(λV ) = λp(V ) ⊂ [0, λ℄.Pøedpokládejme, ¾e p(D) je omezená podmno¾ina R pro ka¾dou pseudonormu p ∈ P . Volme
xn ∈ D, λn → 0 a p ∈ P . Potom p(λnxn) = |λn|p(xn) → 0. To neznamená ale ni jiného, ne¾ ¾e
λnxn → 0.17.11. Makeyho vìta. Podmno¾ina D lokálnì konvexního prostoru X je omezená, právì kdy¾mno¾ina ϕ(D) je omezená pro ka¾dé ϕ ∈ X∗.Dùkaz. Je-li ϕ ∈ X∗ a D ⊂ X omezená mno¾ina, je ϕ(D) omezená podmno¾ina R. Platí toti¾zela obenì, ¾e spojité lineární zobrazení T topologikého vektorového prostoru X do topologi-kého vektorového prostoru Y pøevádí omezené mno¾iny v X na omezené mno¾iny v Y . Vskutku,je-li D ⊂ X omezená mno¾ina, yn ∈ T (D) a λn → 0, existují xn ∈ D tak, ¾e Txn = yn. Potomov¹em λnxn → 0, a ze spojitosti T dostáváme λnyn = T (λnxn) → 0.Naopak, neh» ϕ(D) je omezená mno¾ina pro ka¾dé ϕ ∈ X∗. Pøedpokládejme, ¾e lokálnì kon-vexní topologie τ prostoru X je generována systémem pseudonorem P . Volme pevnì p ∈ P . Podlepøedhozího lemmatu 17.10 staèí ukázat, ¾e mno¾ina p(D) je omezená. Uva¾ujme tedy pseudo-normovaný lineární prostor (X, p). Jeliko¾ mno¾ina ε(D) = {εx : x ∈ D} je podle pøedpokladubodovì omezená na (X, p)∗ a (X, p)∗ je úplný prostor, plyne z prinipu stejnomìrné omezenosti(vadí-li vám pou¾ít prinip stejnomìrné omezenosti 4.2 upravený na pøípad pseudonormovanéholineárního prostoru, mù¾ete se té¾ podívat na *14.3.), ¾e mno¾ina ε(D) je omezená v X∗∗. Pro-to¾e ale zobrazení ε je izometrie (lze postupovat jako v 2.30, rovnost p(x) = ‖εx‖ se uká¾e stejnì;není toti¾ problém zavést normu na duálu a vyu¾ít Hahn-Banahovu vìtu pro pseudonormu), je
D omezená v (X, p). Nyní si staèí u¾ jenom uvìdomit, ¾e (X, p)∗ ⊂ (X, τ)∗.17.12. Poznámka. Neh» X je lokálnì konvexní prostor. Proto¾e σ(X∗,X)-topologie je generovaná systémempseudonorem {px}x∈X , kde px : f 7→ |f(x)|, plyne z lemmatu 17.10 následujíí tvrzení: Mno¾ina B ⊂ X∗ je
σ(X∗, X)-omezená, právì kdy¾ mno¾ina {|f(x)| : f ∈ B} je omezená pro ka¾dé x ∈ X. Radìji jsme tento dùsledekuvedli expliite.17.13. Makeyho vìta. Omezené mno¾iny jsou ve v¹eh pøípustnýh topologiíh stejné.Dùkaz. Neh» τ je pøípustná topologie (pro dvojii (X,M)): (X, τ)∗ = M . Z de�nie pak ihnedplyne, ¾e ka¾dá τ -omezená mno¾ina je i σ(X,M)-omezená. Buï tedy D σ(X,M)-omezená mno-¾ina. Proto¾e (X, τ)∗ = (X,σ(X,M))∗, plyne z pøedhozí Makeyho vìty 17.11, ¾e D je τ -omezená.17.14. Dùsledek. Neh» X je normovaný lineární prostor. Potom Makeyova topologie
τ(X,X∗) splývá s normovou topologií.Dùkaz. Neh» θ je topologie daná normou v normovaném lineárním prostoruX . Ta je samozøejmìpøípustná (s dvojií (X,X∗)). Podle Makey-Arensovy vìty je tedy θ ⊂ τ(X,X∗).Buï U τ(X,X∗)-okolí 0. Podle Makeyho vìty 17.13 je {x ∈ X : ‖x‖ < 1} i omezené τ(X,X∗)-okolí 0, existuje tedy λ > 0 tak, ¾e {x ∈ X : ‖x‖ < 1} ⊂ λU . Tudí¾ {x ∈ X : ‖x‖ < 1

λ} ⊂ U avidíme, ¾e topologie θ a τ(X,X∗) mají stejná okolí 0. To staèí k dùkazu, ¾e θ = τ(X,X∗).17.15. Poznámky. (a) Existují i vìt¹í topologie ne¾ je Makeyho topologie τ(X,M), které mají stále stejnéomezené mno¾iny jako v¹ehny pøípustné topologie. Kupøíkladu omezené mno¾iny v silné β(X,M)-topologii jsoustejné jako ve v¹eh pøípustnýh topologiíh.Také v pøípadì Banahova prostoru X omezené mno¾iny v duálu X∗ jsou stejné, a» je ji¾ uva¾ujeme vzhledemk normové, w èi w∗ topologii.



150 C. Lokálnì konvexní prostory(b) Jako ka¾dá lokálnì konvexní topologie, musí být i Makeyho topologie generována nìjakým systémem pseudo-norem. Oznaèíme-li Km systém v¹eh absolutnì konvexníh σ(M,X)-kompaktníh podmno¾in M , potom soustavapseudonorem
pA : x 7→ sup {|f(x)| : f ∈ A} , A ∈ Kmgeneruje na X Makeyovu topologii τ(X,M).Proto¾e {x ∈ X : pA(x) ≤ 1} =◦ A, lze si rozmyslet, ¾e báze okolí 0 Makeyho topologie τ(X,M) je tvoøenav¹emi polárami ◦A, kde A probíhá systém Km. Pro popis Makeyho topologie, jako¾ i obenìj¹íh topologií, jepodstatné, ¾e systém Km má následujíí vlastnosti:(a) mno¾iny z Km jsou σ(M,X)-omezené,(b) je-li A ∈ Km a λ > 0, je té¾ λA ∈ Km,() ke ka¾dé dvojii A,B ∈ Km existuje P ∈ Km tak, ¾e A ∪B ⊂ P .() Lokálnì konvexní prostory opatøené Makeyho topologií se nìkdy nazývají Makeyho prostory. Lze ukázat, ¾ekupøíkladu ka¾dý barelovaný prostor èi ka¾dý metrizovatelný lokálnì konvexní prostor je Makeyùv.V dal¹í èásti této kapitoly zavedeme je¹tì jednu dùle¾itou topologii. Musíme si uvìdomit, ¾ena duáleh lokálnì konvexníh prostorù nemáme zatím zavedenu ¾ádnou rozumnou topologii,která by v pøípadì normovaného prostoru dala obvyklý (druhý) duál. Uva¾ujeme-li toti¾ na X∗slabou èi Makeyho topologii, lze prostor spojitýh lineárníh forem na X∗ ztoto¾nit s pùvodnímprostorem X , tedy druhý duál k X v tomto pøípadì splývá s X .V dal¹ím budeme opìt uva¾ovat vektorový prostorX a podprostorM jeho algebraikého duálu

X#. Máme pøitom stále na pamìti dùle¾ité speiální pøípady: X je lokálnì konvexní prostor a
M jeho topologiký duál X∗, èi za X bereme topologiký duál k lokálnì konvexnímu prostoru Za M = εZ ⊂ Z∗#.17.16. Silné topologie. Silnou topologii β(X,M) na X de�nujeme pomoí systému pseudono-rem

pD : x→ sup{|f(x)| : f ∈ D} ,kde D probíhá systém v¹eh σ(M,X)-omezenýh mno¾in v M .Obdobnì jako u Makeyho topologie, i zde je báze okolí 0 v silné topologii β(X,M) tvoøenav¹emi polárami ◦A, kde A probíhá koleki v¹eh σ(M,X)-omezenýh mno¾in v M .Je-li X lokálnì konvexní prostor, pokud není jinak øeèeno, v¾dy uva¾ujeme na X∗ silnoutopologii β(X∗, εX). Znaème ji v¹ak tradiènì β(X∗, X). Tím pádem má nyní smysl uva¾ovat idruhý duál X∗∗ lokálnì konvexníh prostorù. ®e tento splývá s X∗∗ de�novaným pomoí normyv pøípadì normovanýh lineárníh prostorù, je obsa¾eno v následujíí vìtì.17.17. Vìta. Silná topologie β(X,M) je vìt¹í ne¾ Maheyho topologie τ(X,M).Je-li X normovaný lineární prostor, splývá silná topologie β(X∗, X) s normovou topologií na
X∗. Je-li X Banahùv prostor, splývá β(X,X∗)-topologie s normovou topologií na X.Dùkaz. Proto¾e Makeyho topologie τ(X,M) je lokálnì konvexní topologií stejnomìrné konver-gene na absolutnì konvexníh σ(X,M)-kompaktníh podmno¾ináh X a β(X,M) je topologiístejnomìrné konvergene na σ(X,M)-omezenýh mno¾ináh, musí být τ(X,M) ⊂ β(X,M).Je-li X normovaný lineární prostor, je podle prinipu stejnomìrné omezenosti (¹ikovnì apliko-vaného jako ve vièení 4.22.) mno¾ina D ⊂ X omezená, právì kdy¾ je σ(X,X∗)-omezená, tudí¾silná topologie β(X∗, X) na X∗ není ni jiného ne¾ normová topologie na X∗.V pøípadì, kdy X je dokone Banahùv prostor, prinip stejnomìrné omezenosti øíká, ¾e mno-¾ina D ⊂ X∗ je omezená, právì kdy¾ je σ(X∗, X)-omezená. Ergo β(X,X∗) a normová topologiena X splývají.Poznámka. Buï X normovaný lineární prostor. I kdy¾ silná topologie β(X∗, X) splývá s normovou topologií na
X∗, nemusí silná topologie β(X,X∗) splývat s normovou topologií X. To je zøejmé tøeba podle harakteristikydané v *14.3.g. Podle ní β(X,X∗) splývá s normovou topologií na X, právì kdy¾ prostor X je barelovaný. A neka¾dý normovaný lineární prostor je barelovaný, viz tøeba pøíklad 14.5.Pokud je ov¹em X Banahùv prostor, je X barelovaný podle poznámky 14.8.a. V tomto pøípadì je β(X,X∗)normová topologie prostoru X.17.18. Kanoniké vnoøení X do X∗#. Ji¾ ponìkolikáté v tìhto skripteh zopakujme, ¾ev pøípadì lokálnì konvexního prostoru X de�nujeme kanoniký obraz prvku x ∈ X jako ten



17. Topologie souhlasejíí s dualitou a reexivita 151prvek εx ∈ X∗# , pro nìj¾ εx(ϕ) = ϕ(x) pro ϕ ∈ X∗. Kanoniké vnoøení ε pak prvku x ∈ Xpøiøadí εx.V pøípadì, kdy X je normovaný lineární prostor, je ε izometriké a izomorfní zobrazení X do
X∗∗. Speiálnì, ε je prosté a spojité.Obenì lze jen øíi, ¾e ε je izomor�zmus X na εX ⊂ X∗#. Je-li x ∈ X , ukázali jsme také,¾e εx je spojitý lineární funkionál uva¾ujeme-li na X∗ topologii σ(X∗, X) (pøipomeòme, jestli¾e
ϕn → 0 na X∗ v σ(X∗, X)-topologii, potom ϕn(x) → 0, o¾ není ni jiného ne¾ εx(ϕn) → 0).Proto¾e topologie β(X∗, X) je vìt¹í ne¾ topologie σ(X∗, X), je εx spojitý také v silné topologii.Jinými slovy, εx ∈ X∗∗ a kanoniké vnoøení ε zobrazuje X do X∗∗.17.19. Reexivní a semireexivní prostory. Øekneme, ¾e (Hausdor�ùv) lokálnì konvexníprostor X je semireexivní , jestli¾e εX = X∗∗. Semireexivní prostor, pro nìj¾ naví kanonikévnoøení X na εX = X∗∗ je homeomorfní, budeme nazývat reexivním.Je samozøejmé, ¾e v pøípadì Banahovýh prostorù pojmy semireexivity a reexivity splývají.17.20. Pøíklad. Uveïme pøíklad, z kterého bude vidìt, ¾e pro semireexivní lokálnì konvexníprostory ji¾ kanoniké vnoøení nemusí být spojité. Uva¾ujme nekoneènì dimenzionální Hilbertùvprostor H . Prostor H opatøený slabou topologií w je lokálnì konvexní prostor. Proto¾e H jereexivní prostor, je εH = H∗∗. Víme v¹ak také, ¾e H∗ = (H,w)∗. Tedy i druhé duály prostorù
H a (H,w) splývají a (H,w) je tudí¾ semireexivní. Kanoniké vnoøení ε : (H,w) → H∗∗ v¹aknení spojité, o¾ je jasné z toho, ¾e slabá a normová topologie naH nesplývají. Kupøíkladu en w→ 0,pokud {en} je ortonormální soustava v H , ale ε(en) nekonvergují k 0, nebo» ‖ε(en)‖ = ‖en‖ = 1.Není tedy prostor (H,w) reexivní.Je elá øada nutnýh a postaèujííh podmínek jak harakterizovat semireexivní èi reexivníprostory. Uveïme jen nìkteré z nih.17.21. Charakteristiky semireexivníh prostorù. Následujíí podmínky jsou ekvivalentnípro lokálnì konvexní prostor X:(i) X je semireexivní,(ii) silná topologie β(X∗, X) je pøípustná,(iii) β(X∗, X) = τ(X∗, X),(iv) ka¾dá omezená mno¾ina A ⊂ X je relativnì σ(X,X∗)-kompaktní.Dùkaz. Proto¾e τ(X∗, X) ⊂ β(X∗, X), jsou podmínky (i), (ii) a (iii) ekvivalentní víeménì podlede�ni. Pøedpokládejme, ¾e β(X∗, X) = τ(X∗, X) a ¾e A je omezená podmno¾ina X . PodleMakeyho vìty 17.13 je A i σ(X,X∗)-omezená podmno¾ina X . Potom polára A◦ je β(X∗, X)-okolím 0 v X∗, a tedy i τ(X∗, X)-okolím 0. Musí tedy existovat absolutnì konvexní σ(X,X∗)-kompaktní mno¾ina K ⊂ X tak, ¾e K◦ ⊂ A◦. Pou¾ijeme-li vìtu o bipoláøe (nezapomeòte, ¾euzávìry konvexníh mno¾in jsou stejné ve v¹eh pøípustnýh topologiíh), máme A ⊂ A◦ ⊂
K◦◦ = K.Neh» je splnìna podmínka (iv). Cheme ukázat, ¾e β(X∗, X) ⊂ τ(X∗, X). Volme tedy ab-solutnì konvexní omezenou mno¾inu A ⊂ X . Existuje σ(X,X∗)-kompaktní mno¾ina K ⊂ Xobsahujíí A. Potom K◦ ⊂ A◦, a tudí¾ A◦ je τ(X∗, X)-okolí 0. Tedy β(X∗, X) ⊂ τ(X∗, X).17.22. Poznámka. Pov¹imnìte si analogie ekvivalene (i) a (iv) s podmínkou reexivity pro Banahovy prostory:Banahùv prostor je reexivní, právì kdy¾ jeho omezené uzavøené podmno¾iny jsou slabì kompaktní.17.23. Vìta. Lokálnì konvexní prostor X je reexivní, právì kdy¾ je semireexivní a barelovaný.Dùkaz. Je-li X reexivní, je samozøejmì semireexivní a jeho topologie je právì β(X,X∗). Neh»
B ⊂ X je barel. Potom polára B◦ je σ(X∗, X)-omezená podmno¾ina X∗ (to plyne z toho, ¾e
B je pohlujíí mno¾ina a tvrzení lze odvodit lehko z *14.3.e). Tudí¾ ◦(B◦) = B◦◦ = B je
β(X,X∗)-okolím nuly.Pro dùkaz opaèné implikae víme, ¾e X je semireexivní. Staèí ukázat, ¾e v pøípadì barelo-vaného prostoru X (ne nutnì semireexivního) restrike topologie β(X∗∗, X∗) na εX je pùvodnítopologie na X (pøi ztoto¾nìní X a εX). A to dá trohu práe.17.24. Poznámka. Podle pøedhozí vìty a pøíkladu v 17.19 vyplývá, ¾e Hilbertùv prostor nekoneèné dimenzeopatøený slabou topologií nemù¾e být barelovaný. Najdete v nìm barel, který není okolím nuly? Èi posloupnostspojitýh lineárníh funkionálù konvergujíí bodovì k neomezenému funkionálu?



152 C. Lokálnì konvexní prostory17.25. Elementární vièení. (a) Neh» X je nereexivní Banahùv prostor. Potom σ(X,X∗) 6= τ(X,X∗) a
τ(X∗,X) 6= β(X∗, X).(b) Neh» c00 je normovaný lineární prostor z pøíkladu *1.1.b. Uka¾te, ¾e mno¾ina U := ˘

{xn} ∈ c00 : |xn| ≤ 1
n

¯je silné, nikoliv v¹ak normové, okolí 0.() Na (vektorovém) prostoru l∞ uva¾ujme w∗-topologii σ(l1 , l∞). Uka¾te, ¾e X := (l∞, w∗) je semireexivníprostor, který v¹ak není reexivní.Návod . Podle vìty 15.13 je (l∞, w∗)∗ = l1. Silná β(l1,X)-topologie na X∗ je normová topologie (na l1). Tudí¾
X∗∗ = l∞ a silná topologie na X∗∗ splývá s normovou topologií l∞, která¾to je striktnì silnìj¹í ne¾ topologie
σ(l∞, l1). ♣(d) Neh» H je nekoneènì dimenzionální Hilbertùv prostor uva¾ovaný se slabou topologií w. Uka¾te, ¾e omezené
w-uzavøené podmno¾iny H jsou w-kompaktní. Toto tvrzení ostøe kontrastuje s Rieszovou vìtou 5.12 platnou pronormované lineární prostory.Návod . Víme ji¾, ¾e (H,w) je semireexivní. Staèí se podívat na 17.20 a pak na 17.21.(e) Neh» p1, p2 jsou pseudonormy na vektorovém prostoru W a f ∈ W# lineární forma, |f | ≤ p1 + p2 na W .Uka¾te, ¾e existují f1, f2 ∈ W# tak, ¾e |f1| ≤ p1, |f2| ≤ p2 a f = f1 + f2.Návod . Na prostoru X ×X polo¾te q(x, y) := p1(x) + p2(y). Zøejmì q je pseudonorma na X ×X. De�nujeme-li
ϕ(x, x) := f(x) pro (x, x) ∈ D, kde D je diagonála v X × X, je |ϕ| ≤ q na D. Nyní pou¾ijte algebraikou verziHahn-Banahovy vìty. Porovnejte té¾ s 17.5. ♣18. Kompaktní konvexní mno¾inyV této kapitole odvodíme dvì základní vìty, které spolu velie úze souvisejí | Bauerùv prinipminima a Krejn-Milmanovu vìtu. Dal¹í kapitola pak uká¾e nìkteré z pøekvapivýh aplikaí tìhtovìt.V elé kapitole budeme uva¾ovat pouze Hausdor�ovy lokálnì konvexní prostory. Symbol A vy-hradíme pro kompaktní konvexní mno¾inu v lokálnì konvexním prostoru X . V typikém pøíkladìuva¾ujeme reexivní Banahovùv prostor X opatøený slabou topologií w, za A pak bereme jehokonvexní omezenou uzavøenou podmno¾inu (kupøíkladu jeho uzavøenou jednotkovou kouli). Taje podle vìt minulýh kapitol kompaktní ve slabé topologii w prostoru X .18.1. Extremální body. Neh» C je konvexní podmno¾ina vektorového prostoru W . Øekneme,¾e c ∈ C je jejím extremálním bodem, jestli¾e mno¾ina C \ {c} je stále konvexní. Jinak názornìjiøeèeno | jestli¾e C neobsahuje nedegenerovanou úseèku na jejím¾ vnitøku by bod c le¾el. Staèísi rozmyslet, ¾e c je extremálním bodem C, jestli¾e x = y, pokud x, y ∈ C a c = 12 (x+ y).Mno¾inu v¹eh extremálníh bodù C budeme znaèit extC.18.2. Polospojité funke. Pøipomeòme základní vìtu z reálné analýzy, podle ní¾ ka¾dá spojitáfunke na kompaktní mno¾inì nabývá svého maxima i minima. Lze se ptát, jak vypadají funke,které na kompakteh musejí nabývat svého maxima. Odpovìï je uvedena v následujíím odstavi.Abyhom si ozøejmili v nìm uvedenou de�nii, podotknìme, ¾e (reálná) funke f je spojitá namno¾inì K, jestli¾e mno¾iny {x ∈ K : f(x) > α} i {x ∈ K : f(x) < α} jsou obì otevøené v Kpro ka¾dé reálné èíslo α.Neh» f je reálná funke na topologikém prostoru T . Øekneme, ¾e f je polospojitá shorana T , jestli¾e {t ∈ T : f(t) < α} je otevøená pro ka¾dé α ∈ R anebo, ekvivalentnì, jestli¾e
{t ∈ T : f(t) ≥ β} je uzavøená pro ka¾dé β. Obdobnì se de�nují i zdola polospojité funke ade�nie se dá roz¹íøit i na funke nabývajíí nekoneènýh hodnot.Je-li f polospojitá shora na kompaktu T , nabývá f na T svého maxima | existuje t0 ∈ T tak,¾e f(t) ≤ f(t0) pro ka¾dé t ∈ T . Dùkaz je snadný | staèí uva¾ovat t0 z prùniku kompaktníhmno¾in {t ∈ T : f(t) ≥ supT f − 1

n}.



18. Kompaktní konvexní mno¾iny 153V pøípadì konvexníh funkí na konvexníh mno¾ináh se dá øíi mnohem víe | body, v nih¾se nabývá maxima musejí být extremální.Snad radìji zopakujme, ¾e reálná funke ϕ de�novaná na konvexní mno¾inì C vektorového prostoru W se zovekonvexní, jestli¾e mno¾ina {(x, t) ∈W ×R : x ∈ C , ϕ(x) ≥ t} je konvexní. Jinými slovy, jestli¾e
ϕ

`
tx+ (1 − t)y´

≤ t ϕ(x) + (1 − t)ϕ(y) , kdykoliv x, y ∈ C , t ∈ [0, 1℄ .Na otevøenýh konvexníh mno¾ináh v Rn je ka¾dá konvexní funke spojitá, obenì v¹ak zdaleka ne. Na nekoneènìdimenzionálníh prostoreh existují kupøíkladu nespojité lineární funkionály. (A ka¾dý lineární funkionál je,samozøejmì, konvexní funkí.)
����H. Bauer

18.3. Bauerùv prinip maxima. Neh» A je kompaktní konvexní podmno¾inalokálnì konvexního prostoru X. Potom ka¾dá konvexní shora polospojitá funkena A nabývá svého maxima na A na mno¾inì extA.Dùkaz. Pro a, b ∈ X oznaème pro potøeby tohoto dùkazu symbolem (a, b) úseèku
{ta+ (1 − t)b : 0 < t < 1}. Dále neh» S je tøída v¹eh neprázdnýh uzavøenýhmno¾in F ⊂ A, které mají tu vlastnost, ¾e obsahují ka¾dou úseèku (a, b), pokudjen (a, b) ∩ F 6= ∅. Lehko se hned uká¾e, ¾e S obsahuje samu mno¾inu A, a ¾e⋂
β Fβ ∈ S, kdykoliv Fβ ∈ S, ⋂β Fβ 6= ∅. Koneènì, jestli¾e jednobodová mno¾ina

{a} le¾í v S, je nutnì a extremálním bodem A.Buï nyní F ∈ S a g konvexní shora polospojitá funke na F . Oznaèíme-li
F ∗ := {x ∈ F : g(x) = supF g}, je F ∗ ∈ S. Neprázdnost F ∗ je jasná, uzavøenost plyne z rovnosti
F ∗ = {x ∈ F : g(x) ≥ supF g}. Neh» tedy x0 ∈ (a, b)∩F ∗. Potom (a, b) ⊂ F a jsou-li x, y ∈ (a, b),
x0 = λx + (1 − λ)y, 0 < λ < 1, plyne z konvexity g, ¾e

g(x0) ≤ λg(x) + (1 − λ)g(y) ≤ λg(x0) + (1 − λ)g(x0) = g(x0) .Tudí¾ g(x) = g(y) = g(x0), o¾ znamená, ¾e x, y ∈ F ∗.De�nujme nyní na S uspoøádání dané inkluzí. Øekneme, ¾e F1 ≺ F2, pokud F1 ⊃ F2. Jezøejmé, ¾e ka¾dý maximální prvek (S,≺) musí být jednobodový. Je-li toti¾ F ∈ S, a, b ∈ F ,
a 6= b, existuje podle Hahn-Banahovy vìty 14.26 ϕ ∈ X∗, tak, ¾e ϕ(a) 6= ϕ(b). Aplikujeme-liprávì dokázané na (konvexní) funki ϕ, dostáváme existeni mno¾iny F ∗ ∈ S, F ∗ ⊂ F , F ∗ 6= F .Nyní si musíme uvìdomit, ¾e (S,≺) splòuje pøedpoklady Zornova lemmatu (viz C.5 v Ap-pendixu). Samozøejmì, ≺ je uspoøádání na S a je-li G ⊂ S øetìze (tj. jsou-li F1, F2 ∈ G, jev¾dy buïto F1 ≺ F2 anebo F2 ≺ F1), tvoøí G entrovanou soustavu kompaktù (viz B.5), tak¾e⋂
F∈G F 6= ∅. Podle pøedhozího je ⋂F∈G F ∈ G horní závorou prvkù z G.Nyní staèí dát v¹ehny postøehy dohromady a uèinit závìr. Neh» tedy f je konvexní shorapolospojitá funke na A. Polo¾me F := {x ∈ A : f(x) = supA f}. Podle pøedhozíh úvah je

F ∈ S. Podle Zornova lemmatu existuje maximální prvek M v uspoøádání ≺ za F (tj. M ⊂ F ).Ale M musí být jednobodová mno¾ina {a}, a tudí¾ a ∈ extA. Na¹li jsme tedy bod a ∈ F ∩ extA,o¾ neznamená ni jiného, ne¾ ¾e v extremálním bodì a nabývá f svého maxima.18.4. Dùsledek. Neh» A je kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru X.Potom extA 6= ∅.Dùkaz. Staèí uva¾ovat funki f = 1 na A a pou¾ít Bauerùv prinip maxima.Pøipomeòme, ¾e uzavøený konvexní obal oA je nejmen¹í uzavøená konvexní mno¾ina obsahujíí mno¾inu A.18.5. Krejn-Milmanova vìta. Neh» A je kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì konvex-ního prostoru X. Potom A = o extA.Dùkaz. Samozøejmì A ⊃ o extA. Neh» x0 ∈ A\ o extA. Proto¾e o extA je uzavøená konvexní(neprázdná!) mno¾ina, existuje podle malé Mazurovy vìty 14.27 f ∈ X∗ tak, ¾e sup{f(t) : t ∈
A} < f(x0). To je ale ve sporu s Bauerovým prinipem maxima 18.3.18.6. Poznámky a pøíklady. (a) Na pøíkladì v R3 uka¾te, ¾e mno¾ina extremálníh bodù konvexní mno¾inynemusí být ani uzavøená ani konvexní. Ale mno¾ina extremálníh bodù kompaktní konvexní podmno¾iny R2 musíbýt uzavøená. To ukázal G.B. Prie [1937℄.



154 C. Lokálnì konvexní prostory(b) V Rn je ka¾dý bod kompaktní konvexní mno¾iny konvexní kombinaí extremálníh bodù. C. Carathéodoryukázal, ¾e ve skuteènosti ne víe ne¾ n+ 1 extremálníh bodù.() Neh» BX je uzavøená jednotková koule Banahova prostoru X. ®ádný bod uvnitø BX nemù¾e být extremálnímbodem BX , tedy extBX ⊂ {x ∈ BX : ‖x‖ = 1}. Na pøíkladì Banahova prostoru c0 je vidìt, ¾e mno¾inaextremálníh bodù BX mù¾e být prázdná. Skuteènì, je-li x = (x1, x2, . . . ) ∈ Bc0 , existuje index j tak, ¾e |xj | < 16 .Potom x je støedem nedegenerované úseèky (x−, x+) le¾íí elé v Bc0 . Staèí toti¾ polo¾it x− = (x1, x2, . . . , xj −17 , . . . ) a x+ = (x1, x2, . . . , xj + 17 , . . . ).Z Krejn-Milmanovy vìty mimo jiné vyplývá, ¾e prostor c0 není reexivní, nebo» Bc0 nemù¾e být w-kompaktní,a také ¾e není duálem ¾ádného Banahova prostoru, nebo» Bc0 nemù¾e být ani w∗-kompaktní.(d) Uzavøená jednotková koule prostoru L1([0, 1℄) nemá také ¾ádný extremální bod. Je-li toti¾ ‖f‖ = R 10 |f | = 1,existuje urèitì x ∈ (0, 1) tak, ¾e R x0 |f | = 12 . Polo¾íme-li f1 := 2fc[x,1℄ a f2 := 2fc[0,x), je ‖f1‖ = ‖f2‖ = 1 a
f = 12 (f1 + f2).(e) Uzavøená jednotková koule Banahova prostoru C([0, 1℄) má pouze dva extremální body. Jsou jimi funkeidentiky rovné 1 a −1. Jak vypadají extremální body uzavøené jednotkové koule prostoru C(K), kde K je kompakt?(f) Banahovy prostory v nih¾ ka¾dý bod jednotkové sféry je extremálním bodem jednotkové koule BX , tedyprostory, pro nì¾ extBX = {x ∈ BX : ‖x‖ = 1}, se nazývají striktnì konvexní. Tyto mají øadu zajímavýhvlastností a budou studovány podrobnìji v kapitole 21.Dal¹í pøíklad pova¾ujeme za tak dùle¾itý, ¾e radìji zopakujeme základní fakta . Detaily, jako¾ iobenìj¹í pøístup k Radonovým mìrám na lokálnì kompaktníh prostoreh, lze najít ve skripteh[LM℄.18.7. Prostor Radonovýh mìr na kompaktu. Symbolem M(K) oznaèíme Banahùv pro-stor v¹eh Radonovýh mìr na (Hausdor�ovì) kompaktním topologikém prostoru K opatøenýnormou ‖µ‖ := |µ|(K). Proto¾e M(K) je duálem k prostoru C(K), kromì normové topologie je
M(K) opatøen také w∗-topologií. Podle Alaoglu-Bourbakiho vìty 15.19 je jeho uzavøená jednot-ková koule BM(K) w∗-kompaktní.Pokud jde o jednotkovou sféru SM(K), ta ji¾ nemusí být w∗-kompaktní. Je-li toti¾ K nekoneènámno¾ina, má prostor C(K), a tedy i jeho duál M(K) nekoneènou dimenzi a w∗-uzávìr SM(K) jeroven BM(K) (viz 16.17).Oznaèíme-li M1(K) := {µ ∈ M(K) : µ ≥ 0 a ‖µ‖ = 1} prostor v¹eh (nezápornýh) prav-dìpodobnostníh mìr, je zobrazení µ 7→ ‖µ‖ ji¾ na nìm w∗-spojité (z konvergene µα

w∗

→ µplyne, ¾e µαf → µf pro ka¾dou f ∈ C(K), a tedy speiálnì i ‖µα‖ = µα1 → µ1 = ‖µ‖).Tedy M1(K) je w∗-uzavøenou podmno¾inou BM(K), tudí¾ i w∗-kompaktní. Naví, M1(K) jekonvexní (jsou-li µ, ν ∈ M1(K) a c ∈ [0, 1℄, je míra cµ + (1 − c)ν také nezáporná Radonova a
‖cµ+ (1 − c)ν‖ = ∫

K 1 d(cµ+ (1 − c)ν) = c
∫
K 1 dµ+ (1 − c) ∫K 1 dν = 1).18.8. Extremální body M1(K). Uká¾eme, ¾e extM1(K) = {εx : x ∈ K}, kde εx je Diraovamíra soustøedìná v bodì x. Abyhom dokázali na¹e tvrzení o extremálníh bodeh, potøebujemeznát nìjaké harakteristiky Diraovýh mìr, ty jsou uvedeny ve vièení *18.1.Jestli¾e tedy εx = 12 (µ+ν), kde µ, ν ∈ M1(K), dostáváme, ¾e suptµ∪supt ν = supt 2εx = {x}(to není tì¾ké si uvìdomit | nosiè míry suptµ je toti¾ doplnìk nejvìt¹í otevøené mno¾iny majíímíru nula, viz tøeba [LM℄, 15.10). Odtud plyne, ¾e suptµ = supt ν = {x} a nutnì µ = ν = εx.Neh» naopak µ ∈ M1(K) není Diraova míra. Existuje tedy kompaktní mno¾ina F ⊂ K tak,¾e míry ν := µ/F a λ := µ/K \ F jsou netriviální. Potom

µ = ν(K) ν

ν(K) + λ(K) λ

λ(K) .Vidíme, ¾e µ nemù¾e být extremálním bodem M1(K).Kombinaí pøedhozího výsledku a Krejn-Milmanovy vìty dostáváme, ¾e
M1(K) = o{ n∑

i=1 λiεxi
: xi ∈ K , λi ≥ 0 , n∑

i=1 λi = 1} ,o¾ zformulujeme jako samostatný výsledek.



19. Integrální reprezentae 15518.9. Vìta. Buï K kompaktní prostor. Potom mno¾ina v¹eh konvexníh kombinaí Diraovýhmìr na K je w∗-hustá v prostoru M1(K) v¹eh pravdìpodobnostníh mìr na K.18.10. Poznámky. (a) Elementární dùkaz tohoto tvrzení lze nalézt v [LM℄, 17.9.(b) Obdobnì lze dokázat, ¾e mno¾ina {εx èi − εx : x ∈ K} tvoøí právì v¹ehny extremální body jednotkové koule
BM(K) := {µ ∈ M(K) : ‖µ‖ ≤ 1}. Aplikaí Krejn-Milmanovy vìty pak dostaneme, ¾e absolutnì konvexní obalmno¾iny {εx : x ∈ X} je w∗-hustý v BM(K).Poznamenejme, ¾e k dùkazu hustoty lze také s úspìhem vyu¾ít vìtu o bipoláøe. My¹lenka je jednoduhá. Staèíuva¾ovat právì absolutnì konvexní obal mno¾iny {εx : x ∈ X} a rozmyslet si, jak vypadá její polára a bipolára.() Uva¾ujme nyní uzavøenou, omezenou a konvexní podmno¾inu Banahova prostoru X. Na pøíkladu jednotkovékoule prostoru c0 jsme vidìli v 18.6., ¾e tato nemusí mít vùbe ¾ádné extremální body. Øíkejme, ¾e Banahùvprostor má Krejn-Milmanovu vlastnost KMP , jestli¾e ka¾dá jeho uzavøená, omezená a konvexní podmno¾ina máalespoò jeden extremální bod. J. Lindenstrauss [1966a℄ ukázal, ¾e pokud Banahùv prostor má KMP, potom ji¾pro ka¾dou uzavøenou, omezenou, konvexní mno¾inu C platí "Krejn-Milmanova vìta\: C = o(extC). O tétoproblematie se zmíníme v kapitole 22.18.11. Elementární vièení. (a) Neh»

C := n
f ∈ C([0, 1℄) : ‖f‖ ≤ 1, Z 10 |f | ≤ 12 o a D := ˘

f ∈ C([0, 1℄) : ‖f‖ ≤ 1 a f(0) = 0¯
.Uka¾te, ¾e C a D jsou omezené, uzavøené a konvexní podmno¾iny Banahova prostoru C([0, 1℄), které nemají ¾ádnéextremální body.Návod . Pokud jde o mno¾inu C, naleznìte z ∈ (0, 1), ε > 0 a a > 0 tak, aby 0 < |f(z)| < 1 a na intervalu(z− ε, z+ ε) platilo a < |f | < 1− a. Potom staèí k funki f pøièíst a odeèíst funki v absolutní hodnotì men¹í ne¾

a2 s integrálem nula, abyhom f dostali jako støed úseèky s krajními body v C. ♣(b) Neh» H je Hilbertùv prostor. Jestli¾e T ∈ L(H) a T èi T ∗ je izometrie, je T extremální bod uzavøenéjednotkové koule BL(H).Návod . Toto vièení vy¾aduje trohu úsilí. Mù¾eme si ho je¹tì ztí¾it a nahlédnout tøeba do P.R. Halmos [*1982℄,kde je ukázáno, ¾e extremální body uzavøené jednotkové koule BL(H) tvoøí právì maximální pariální izometrie.
♣() Uzavøená jednotková koule prostoru Lc(H) v¹eh kompaktníh operátorù na Hilbertovì prostoru H nemá¾ádný extremální bod.Návod . Pokuste se vyu¾ít Shmidtovo vyjádøení kompaktního operátoru z 10.3.a. ♣(d) Neh» C je omezená uzavøená konvexní podmno¾ina reexivního Banahova prostoru X. Uka¾te, ¾e C =
co extC.Návod . Mno¾ina C je slabì kompaktní. Dále uzávìr a slabý uzávìr konvexní mno¾iny se shodují. ♣(e) Neh» Y je podprostor Banahova prostoru X a ϕ ∈ extBY ∗ . Potom existuje � ∈ extBX∗ tak, ¾e � = ϕ na
Y .Návod . Uva¾ujte mno¾inu v¹eh hahn-banahovskýh roz¹íøení funkionálu ϕ. ♣(f) Neh» E je normovaný lineární prostor a x, y ∈ E, x 6= y. Potom existuje ψ ∈ extBE∗ tak, ¾e ψ(x) 6= ψ(y).Návod . Jednotková koule BE∗ je w∗-kompaktní podle Alaogluovy vìty 16.6. Staèí tedy pou¾ít Krejn-Milmanovuvìtu a dùsledek Hahn-Banahovy vìty 2.20. ♣(g) Neh» σe je lokálnì konvexní topologie generovaná na Banahovì prostoru X systémem pseudonorem

pψ : x 7→ |ψ(x)| , ψ ∈ extBX∗ .Uka¾te, ¾e(a) topologie σe je Hausdor�ova a uzavøená jednotková koule BX je σe-uzavøená,(b) v pøípadì, kdy X = C(K), kde K je kompakt, dává σe bodovou konvergeni v prostoru C(K),() je-li X∗ striktnì konvexní, potom σe není ni jiného ne¾ slabá topologie na X.Návod . K dùkazu (a) uka¾te, obdobnì jako v pøedhozím vièení (f), ¾e ke ka¾dému nenulovému x ∈ X existuje
ψ ∈ extBX∗ tak, ¾e ψ(x) = ‖x‖. ♣Poznámka. Pokud vás zajímají dal¹í vlastnosti topologie σe, mù¾ete si najít èlánek W.B. Moors [1997℄. Tam lzeté¾ nalézt dùkaz zajímavé vìty nále¾ejíí skupinì matematikù vystupujííh pod jménem Rainwater. Dùkaz tétovìty je té¾ proveden v [HHZ℄.



156 C. Lokálnì konvexní prostoryRainwaterova vìta. Neh» {xn} je omezená posloupnost v Banahovì prostoru X. Potom xn
w→ x, právì kdy¾

xn → x v topologii σe. 19. Integrální reprezentaeSmyslem vìt o integrálníh reprezentaíh v analýze je reprezentovat daný funkionál jakointegrál vzhledem k nìjaké míøe. Typikým pøíkladem je Rieszova vìta o reprezentai Radonovýhfunkionálù jako integrálù vzhledem k Radonovým mírám. V této kapitole budeme zkoumatobené vìty tohoto typu, zmínìnou Rieszovu vìtu pak mù¾eme hápat jako jejih speiální pøípad.Jeden typ vìt odvodíme pomoí Krejn-Milmanovy vìty, obenìj¹í pak pomoí novìj¹í Choquetovyteorie.V elé kapitole budeme uva¾ovat Hausdor�ùv lokálnì konvexní prostor (X, τ) a v nìm kom-paktní konvexní podmno¾inu K. Jako typiký pøíklad si lze pøedstavit reexivní Banahùv prostor
X se slabou topologií w, v nìm¾ roli K budou hrát konvexní omezené uzavøené mno¾iny (ty jsoupak samozøejmì w-kompaktní).Problém je následujíí: Je zadán bod x ∈ K a hledá se Radonova míra µ, která by jej "repre-zentovala\ ve smyslu, ¾e rovnost f(x) = ∫

K f dµ by mìla platit pro ka¾dý funkionál f ∈ X∗.Takovýh mìr je zøejmì víe, Diraova míra εx soustøedìná v bodì x je urèitì jednou z nih. Námpùjde o to, aby hledaná míra µ byla soustøedìna na pokud mo¾no malé èásti hranie mno¾iny
K. Pøesnìji, hledáme míru µ tak, aby platila vý¹e uvedená reprezentae a pøitom µ(a) byla soustøedìna na uzávìru mno¾iny extremálníh bodù extK,èi dokone aby(b) byla soustøedìna na mno¾inì extremálníh bodù extK.Samozøejmì nás také bude zajímat otázka jednoznaènosti reprezentujííh mìr, která nás povedek pojmu nekoneènì rozmìrného simplexu.19.1. Pravdìpodobnostní míry. Poznamenejme je¹tì, ne¾ zaèneme s terminologií, ¾e prostorv¹eh Radonovýh pravdìpodobnostníh mìr na K znaèíme symbolem M1(K). Na nìm uva¾u-jeme slabou w∗-topologii, danou dualitou s prostorem C(K). Tedy (zobenìná) posloupnost mìr
µα

w∗

→ µ, právì kdy¾ µαf → µf pro ka¾dou f ∈ C(K), neboli kdy¾ ∫
K
f dµα →

∫
K
f dµ. Míru

µ ∈ M1(K) nazývejme diskrétní , jestli¾e µ je konvexní kombinaí Diraovýh mìr. Vìta 18.9øíká, ¾e mno¾ina v¹eh diskrétníh mìr je w∗-hustá v prostoru M1(K).19.2. Tì¾i¹tì míry. Bod x ∈ X je tì¾i¹tìm míry µ ∈ M1(K), jestli¾e
f(x) = ∫

K

f dµ pro ka¾dé f ∈ X∗ .Proto¾e prvky duálu X∗ oddìlují body, nemù¾e mít míra µ dvì rùzná tì¾i¹tì. Tì¾i¹tì míry µbudeme oznaèovat symbolem r(µ). Je-li x = r(µ), øíkáme té¾, ¾e míra µ reprezentuje bod x, o¾jinými slovy znamená, ¾e platí vìta o integrální reprezentai. Je jasné, ¾e Diraova míra εx v¾dyreprezentuje bod x. Naskýtají se dvì otázky:(a) Má ka¾dá míra nìjaké tì¾i¹tì?(b) Existuje ke ka¾dému bodu x ∈ K míra, která jej má za tì¾i¹tì a má nosiè v mno¾inìextX?Na první otázku je odpovìï elkem snadná, na druhou ji¾ komplikovanìj¹í.19.3. Vìta. Neh» K je kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru X. Potomka¾dá míra z M1(K) má právì jedno tì¾i¹tì r(µ) le¾íí v K. Naví zobrazení
µ 7→ r(µ) : (M1(K), w∗) → Kje spojité.



19. Integrální reprezentae 157Dùkaz. Otázku jednoznaènosti jsme ji¾ vyøe¹ili, jde tedy o existeni tì¾i¹tì. Je-li míra µ diskrétní,
µ = ∑

i λiεxi
, kde xi ∈ K, λi ≥ 0, ∑i λi = 1, je r(µ) := ∑

i λixi ∈ K bezesporu tì¾i¹tì µ. Neh»tedy µ ∈ M1(K) je obená míra. Jak jsme se vý¹e zmínili, existuje (zobenìná) posloupnost dis-krétníh mìr µα ∈ M1(K), µα w∗

→ µ. Proto¾e v¹ak {r(µα)} je posloupnost obsa¾ená v kompaktu
K, existuje její vybraná (zobenìná) podposloupnost {r(µβ)}, konvergujíí k nìjakému prvku
z ∈ K. Je-li nyní f ∈ X∗, máme

f(z) = lim f(r(µβ)) = limµβf = µf ,èili vidíme, ¾e z je tì¾i¹tìm míry µ.Zbývá ukázat, ¾e zobrazení µ 7→ r(µ) je w∗-spojité. Neh» tedy µα
w∗

→ µ v M1(K). Potom
µαf → µf pro ka¾dé f ∈ X∗. Odtud plyne, ¾e f(r(µα)) → f(r(µ)). Èili (zobenìná) posloupnost
{r(µα)} konverguje slabì k r(µ): r(µα) w→ r(µ). Proto¾e v¹ak K je kompakt, máme r(µα) → r(µ)podle B.7.19.4. Vìta o integrální reprezentai. Buï K kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì kon-vexního prostoru X a x ∈ K. Potom existuje míra µ ∈ M1(K) tak, ¾e r(µ) = x a suptµ ⊂ extK.Dùkaz. Oznaème Y := extK. Podle Krejn-Milmanovy vìty existuje (zobenìná) posloupnost
{xα} z o(extK), xα → x. Ka¾dý bod xα je konvexní kombinaí extremálníh bodù K, lzetedy psát xα = n(α)∑

i=1 λαi xαi , kde xαi ∈ Y , λαi ≥ 0 a n(α)∑
i=1 λαi = 1. Polo¾íme-li µα := n(α)∑

i=1 λαi εxα
i

,je µα ∈ M1(Y ) (nebo» suptµα ⊂ Y ) a r(µα) = xα. Proto¾e M1(Y ) je w∗-kompaktní, existujevybraná (zobenìná) posloupnost {µβ} z {µα} a µ ∈ M1(Y ) tak, ¾e µβ w∗

→ µ. Zbývá ukázat, ¾e
x je tì¾i¹tìm míry µ. Podle dodatku pøedhozí vìty je ov¹em r(µβ) → r(µ), èili xβ → r(µ). Je¾toposloupnost nemù¾e mít dvì rùzné limity, dostáváme koneènì x = r(µ).19.5. Poznámky. (a) Samozøejmì míru µ, kterou jsme získali v prùbìhu posledního dùkazu, mù¾eme hápatjako míru na K nesenou mno¾inou Y (prostì míry µB borelovskýh mno¾in B ⊂ K polo¾íme rovny µ(B ∩ Y )).(b) Vìta 19.4 je pouze pøeformulovaná Krejn-Milmanova vìta. Vezmeme-li toti¾ vìtu 19.4 za dokázanou, odvodímez ní snadno Krejn-Milmanovu vìtu. Mù¾ete se inspirovat vìtou v *19.1.19.6. Choquetova teorie. V. Klee [1959℄ ukázal, ¾e ve vìt¹inì pøípadù (a Klee pøesnì popisuje,v jakém je to smyslu) kompaktní konvexní mno¾iny v nekoneènì dimenzionálníh Banahovýhprostoreh jsou ji¾ uzávìrem mno¾iny svýh extremálníh bodù. V tom pøípadì vìta 19.4 o in-tegrální reprezentai mnoho neøíká. Za onu reprezentujíí míru toti¾ staèí vzít Diraovu míru.Proto je na místì otázka, zda vìta 19.4 by ne¹la vylep¹it: Existuje reprezentujíí míra nesenámno¾inou extremálníh bodù?Udìlejme malou odboèku. Je-li µ Radonova míra na kompaktu K, øekneme, ¾e µ je nesená mno¾inou S ⊂ Kanebo té¾ ¾e µ je soustøedìna na S, jestli¾e µ(K \ S) = 0. Zde je ov¹em malý háèek. Potøebovali byhom toti¾vìdìt, ¾e S je borelovská mno¾ina nebo alespoò mno¾ina ze σ-algebry, na ní¾ je µ de�novaná. Pokud tomu taknení, mohli byhom tøeba nejdøíve z míry µ vytvoøit nìjakým zpùsobem vnìj¹í míru µ∗ a ríi, ¾e µ je nesená S,jestli¾e µ∗(K \ S) = 0.Poznamenejme, ¾e míra mù¾e být nesena mnoha rùznými mno¾inami.Je-li suptµ nosiè míry µ, je samozøejmì µ nesená suptµ. Naopak, je-li µ nesená uzavøenou mno¾inou F , jesuptµ ⊂ F .A dal¹í otázka. Pokud je odpovìï kladná, kolik takovýh mìr mù¾e být? Odpovìdi na tytootázky pøinesla konem padesátýh let Choquetova teorie. Je jasné, ¾e se s ní detailnì nemù-¾eme zabývat. Niménì shròme alespoò základní výsledky. Zaènìme s tvrzením poházejíímod M. Hervé [1961℄, které udává jednoduhou podmínku pro mìøitelnost mno¾iny extremálníhbodù.(a) Tvrzení. Neh» K je metrizovatelná kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì konvexníhoprostoru X. Potom mno¾ina extK je borelovská.Dùkaz. Neh» ̺ je metrika dávajíí topologii K. Zobrazení g : (x, y) 7→ x+y2 je spojité a mno¾iny

Fn :={(x, y) ∈ K ×K : ̺(x, y) ≥ 1
n

}



158 C. Lokálnì konvexní prostoryjsou uzavøené pro ka¾dé n. Jsou tedy i kompaktní, èím¾ jsou kompaktní i jejih obrazy g(Fn).Proto¾e K \ extK = ∞⋃
n=1 g(Fn), jsme s dùkazem hotovi.(b) Poznámky. (a) Ukázali jsme vlastnì, ¾e mno¾ina extK je typu Gδ, tedy spoèetným prùnikem otevøenýhmno¾in.(b) Pokud K není metrizovatelná mno¾ina, mù¾e být struktura extK velie komplikovaná. Nemusí být toti¾ aniborelovskou mno¾inou (to ukázali E. Bishop a K. de Leeuw v [1959℄), ale alespoò v relativní topologii z X jemno¾ina extK Baireùv prostor. Poslední tvrzení je dokázáno tøeba v G. Choquet [*1969℄, II. díl.() Afinní funke. Neh» K je konvexní podmno¾ina vektorového prostoru. Reálná funke fna K je a�nní , jestli¾e f(λx + (1 − λ)y) = λf(x) + (1 − λ)f(y) pro ka¾dou trojii λ ∈ [0, 1℄ a

x, y ∈ K. V pøípadì kdy K je kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru X ,oznaèíme symbolem A(K) podprostor C(K) tvoøený v¹emi a�nními spojitými funkemi. Proto¾e
A(K) je uzavøený podprostor C(K), tvoøí A(K) Banahùv prostor.Zøejmì X∗ ↾ K ⊂ A(K). Proto¾e prvky X∗ oddìlují body X , oddìlují i funke z A(K) body
K.(d) Lemma. Neh» K je metrizovatelná kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì konvexníhoprostoru X. Potom na K existuje spojitá striktnì konvexní funke.Je-li h ∈ C(K) striktnì konvexní funke a h∗ := inf {a ∈ A(K) : a ≥ h na K}, je

{x ∈ K : h(x) = h∗(x)} ⊂ extK .Dùkaz. Neh» K je kompaktní metrizovatelná mno¾ina. Potom prostor C(K) je separabilní podleB.9, tudí¾ i S1 := {f ∈ A(K) : ‖f‖ = 1} je separabilní. Neh» {hn} je hustá podmno¾ina S1.De�nujeme-li h = ∑
n
h2n2n , je h díky stejnomìrné konvergeni uva¾ované øady spojitá funke na

K. Bez potí¾í ovìøíme, ¾e h je striktnì konvexní na K. Niménì to radìji proveïme.Volme tedy x, y ∈ K, x 6= y a λ ∈ (0, 1). Proto¾e funke x 7→ x2 je striktnì konvexní, dostáváme
h2n(λx+ (1 − λ)y) ≤ λh2n(x) + (1 − λ)h2n(y) .Na základì elementární úvahy o hustotì funkí {hn} v S1 nalezneme j tak, aby hj(x) 6= hj(y).Potom ov¹em h2j(λx + (1 − λ)y) < λh2j(x) + (1 − λ)h2j (y) a seètením v¹eh nerovností lehkodostaneme, ¾e h(λx + (1 − λ)y) < λh(x) + (1 − λ)h(y).K dokonèení dùkazu pøedpokládejme, ¾e h je striktnì konvexní funke na K a x = y+z2 pronìjaká y, z ∈ K, y 6= z. Potom

h(x) < 12h(y) + 12h(z) ≤ 12h∗(y) + 12h∗(z) ≤ h∗
(y + z2 )= h∗(x)(vyu¾ili jsme toho ¾e funke h∗ (jako¾to in�mum a�nníh funkí) je konkávní).Poznámka. Neh» K je kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru. Existuje-li spojitá striktnìkonvexní funke na K, je K ji¾ metrizovatelná mno¾ina. Dùkaz lze nalézt v E.M. Alfsen [*1971℄,Th. I.4.3.(e) Choquetova vìta o integrální reprezentai. Neh» K je metrizovatelná kompaktníkonvexní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru X. Potom ke ka¾dému x ∈ K existuje Rado-nova míra µ ∈ M1(K) soustøedìná na mno¾inì extK a reprezentujíí bod x.Dùkaz. Naznaèíme struènì hlavní my¹lenky dùkazu, v nìm¾ A(K) ⊂ C(K) bude Banahùv pro-stor v¹eh spojitýh a�nníh funkí na K, h striktnì konvexní spojitá funke na K a x ∈ K danýbod. Pro f ∈ C(K) a t ∈ K polo¾íme

f∗(t) := inf {a(t) : a ∈ A(K), a(t) ≥ f(t)} .Podle lemmatu *19.5. najdeme Radonovu pravdìpodobnostní míru µ na K tak, aby
a(x) = ∫

K

a dµ pro ka¾dou funki a ∈ A(K) a h∗(x) = ∫

K

h dµ .



19. Integrální reprezentae 159Uká¾eme-li, ¾e ∫K h dµ = ∫
K h

∗ dµ, bude h = h∗ µ-skoro v¹ude na K (vemte v potaz, ¾e h ≤ h∗na K). Proto¾e podle lemmatu (d) je K \ extK ⊂ {t ∈ K : h(t) < h∗(t)}, bude µ(K \ extK) = 0.Mìjme tedy a ∈ A(K), a ≥ h. Potom
h∗(x) = ∫

K

h dµ ≤
∫

K

h∗ dµ ≤
∫

K

a dµ = a(x) .Pøehodem k in�mu pøes mno¾inu {a ∈ A(K) : a ≥ h} dostáváme koneènì ký¾enou rovnost∫
K h dµ = ∫

K h
∗ dµ.(f) Choquetovy simplexy. Je otázkou, kolik reprezentujííh mìr soustøedìnýh na mno¾inìextremálníh bodù v pøede¹lé Choquetovì vìtì exituje. Na jednoduhém pøíkladì trojúhelníku èiètvere v rovinì snadno vidíme, ¾e v prvním pøípadì právì jedna, zatímo pro ètvere jih mù¾ebýt víe. Tento postøeh nás vede k následujíí de�nii. Øekneme, ¾e metrizovatelná kompaktníkonvexní podmno¾ina K lokálnì konvexního prostoru je Choquetùv simplex , jestli¾e v ka¾démbodì mno¾iny K existuje právì jedna reprezentujíí míra nesená mno¾inou extremálníh bodù

K. Pokud by nìkoho zajímala otázka okolo simplexù víe, zejména konkrétní pøíklady, mù¾e sipøeèíst pøíslu¹nou partii v *19.5.k.19.7. Elementární vièení. (a) Neh» K je kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru X.Uka¾te, ¾e mno¾ina funkí (X∗ + λR) ↾K je hustá v A(K).Návod . Neh» f ∈ A(K) a ε > 0. Podívejte se na grafy funkí f a f + ε. To budou kompaktní konvexní mno¾iny,které pomoí geometriké Hahn-Banahovy vìty oddìlte spojitým lineárním funkionálem z X∗. ♣(b) Neh» K je kompaktní konvexní podmno¾ina Hausdor�ova lokálnì konvexního prostoru. Uka¾te, ¾e míra
µ ∈ M1(K) reprezentuje bod x ∈ X, právì kdy¾ h(x) = R

K
hdµ pro ka¾dou spojitou a�nní funki h ∈ A(K).Návod . Pou¾ijte vièení (a) a limitní pøehod pro stejnomìrnou konvergeni za integrálem. ♣



160 D. Geometrie Banahovýh prostorù20. Derivování v Banahovýh prostorehV poèátku této kapitoly pøedpokládejme, ¾e X a Y jsou Banahovy prostory a f je zobrazeníde�nované na otevøené mno¾inì G ⊂ X s hodnotami v Y .20.1. Derivae ve smìru. Je-li x ∈ G, de�nujme derivai f ve "smìru\ h ∈ X jako limitulim
λ→0 f(x+ λh) − f(x)

λ
,pokud tato limita existuje. Znaème ji symbolem Dhf(x).20.2. Slabá neboli Gâteauxova derivae. V pøípadì, ¾e f má derivai v ka¾dém smìru

h ∈ X a df(x) : h 7→ Dhf(x) je spojité lineární zobrazení z X do Y , øekneme, ¾e f má v bodì xslabou nebo také Gâteauxovu derivai df(x).20.3. Silná neboli Fréhetova derivae. Existuje-li spojité lineární zobrazení L ∈ L(X,Y )tak, aby lim
h→0 f(x+ h) − f(x) − L(h)

‖h‖ = 0 ,øekneme, ¾e f má v bodì x silnou nebo té¾ Fréhetovu derivai (nìkdo pou¾ívá i názvu totálnídifereniál).20.4. Postøehy. (a) Má-li zobrazení f Fréhetovu derivai v bodì x, je zobrazení L z uvedenéde�nie jednoznaènì urèeno. Nazývá se Fréhetovou derivaí f v x a znaèí se f ′(x). Nezapomeòtetedy, ¾e derivae f ′(x) je spojité lineární zobrazení z X do Y .(b) Existuje-li f ′(x), má f v bodì x i slabou derivai a f ′(x) = df(x). Samozøejmì v tomtopøípadì existuje i derivae v ka¾dém smìru h a Dhf(x) = f ′(x)(h).() Buï f reálná funke na Banahovì prostoru X . Mù¾eme øíi, ¾e f má v bodì x gâteauxovskouderivai, existuje-li L ∈ X∗ tak, ¾elim
λ→0 f(x+ λh) − f(x)

λ
= Lhpro ka¾dé h ∈ X . Lze dokázat, ¾e f má v bodì x fréhetovskou derivai, existuje-li L ∈ X∗ tak,¾e lim

λ→0 f(x+ λh) − f(x)
λ

= Lhpro ka¾dé h ∈ X , a to stejnomìrnì vzhledem k h ∈ SX .(d) Ani v prostoreh Rn pojmy gâteauxovské a fréhetovské diferenovatelnosti nesplývají. Nato jsou známé protipøíklady. V tomto pøípadì splývá pojem Fréhetovy derivae samozøejmìs pojmem totálního difereniálu.20.5. Pøíklady. Pro dobré pohopení rozdílù derivování reálnýh funkí a funkí s hodnotamiv Banahovýh prostoreh je vhodné si promyslet pøíklady. V dal¹ím uvedeme nìkteré typiké sestruènými návody.(a) Na Banahovì prostoru X := C([0, 1℄) uva¾ujme funkionál
F : f 7→

∫ 10 f2 .Volme ϕ ∈ X a poèítejme derivai zobrazení F ve "smìru\ ϕ. Máme
DϕF (f) = lim

λ→0 F (f + λϕ) − F (f)
λ

= lim
λ→0 1

λ

∫ 10 ((f + λϕ)2 − f2) == lim
λ→0 ∫ 10 (2fϕ+ λϕ2) = ∫ 10 2fϕ .



20. Derivování v Banahovýh prostoreh 161Oznaème L : ϕ 7→ 2 ∫ 10 fϕ. Evidentnì L je lineární funkionál na X . Z odhadu
|Lϕ| ≤ 2 ∫ 10 |fϕ| ≤ 2 max

t∈[0,1℄ |ϕ(t)| ∫ 10 |f | = 2‖ϕ‖ ∫ 10 |f |plyne, ¾e L je omezený. Má tedy zobrazení F Gâteauxovu derivai v bodì f , a to rovnu zobrazení
L. Pokud existuje Fréhetova derivae F v bodì f , musí být nutnì rovna L. O tom zda existujeèi ne, rozhodne následujíí limita. Opìt mámelim

ϕ→0 F (f + ϕ) − F (f) − L(ϕ)
‖ϕ‖ = lim

ϕ→0 1
‖ϕ‖

∫ 10 ((f + ϕ)2 − f2 − 2fϕ) == lim
ϕ→0 1

‖ϕ‖

∫ 10 ϕ2 ≤ lim
ϕ→0 ‖ϕ‖ = 0 .Vidíme, ¾e zobrazení F je v bodì f i silnì diferenovatelné a jeho Fréhetova derivae je rovna

L.(b) Uva¾ujme Banahùv prostor l1, funki f : t 7→ ‖t‖ na nìm a x = {xn} ∈ l1. Uká¾eme, ¾e
f je gâteauxovsky diferenovatelná v bodì x, právì kdy¾ xn 6= 0 pro v¹ehna n. V tom pøípadì
df(x) = {signxn} ∈ l∞. Fréhetova derivae normy v l1 neexistuje v ¾ádném bodì.Zopakujte si, jak vypadají spojité lineární formy na prostoru l1. Ty mají tvar P

n anxn, kde {an} ∈ l∞. Pøesnìji,je-li {an} ∈ l∞ a ψ(x) = P
n anxn pro x = {xn} ∈ l1, je ψ ∈ (l1)∗. Naopak, ka¾dá spojitá lineární forma na l1 jetohoto tvaru.Návod . Je-li x = {xn} taková posloupnost v l1, ¾e xk = 0 pro jisté k, nebude existovat derivae

f ve smìru ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) (ifra 1 na k-tém místì). V tom pøípadì je toti¾
‖x+ λek‖ − ‖x‖

λ
= 1
λ

(∑

n

|xn| + |λ| −
∑

n

|xn|
) = |λ|

λa limita pro λ→ 0 neexistuje.Neh» tedy xn 6= 0 pro v¹ehna n. Volme smìr h = {hn} ∈ l1 a ε > 0. Pøedev¹ím najdìme
k tak, aby ∞∑

n=k+1 |hn| < ε. Existuje tedy δ > 0 tak, ¾e sign(xn + λhn) = signxn pro |λ| < δ a
n ∈ {1, . . . , k}. Vyu¾itím právì øeèeného ji¾ lehe pro |λ| < δ odhadneme

∣∣∣∣
‖x+ λh‖ − ‖x‖

λ
−

∞∑

n=1hn signxn∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣
1
λ

( k∑

n=1 |xn + λhn| − |xn| − λhn signxn + ∞∑

n=k+1 |xn + λhn| − |xn| − λhn signxn)∣∣∣∣ ≤
≤ 1

|λ|

∞∑

n=k+1(|xn| + |λhn| − |xn| + |λhn|) ≤ 1
|λ|

∞∑

n=k+1(2|λhn|) < 2ε .Proto¾e zobrazení h 7→∑
n hn signxn je podle vý¹e uvedené poznámky spojitá lineární forma na

l1, má f v bodì x Gâteauxovu derivai rovnu {signxn} ∈ l∞.Poznámka. Proto¾e ‖.‖ je spojitá konvexní funke, mohli jsme si pøede¹lé úvahy u¹etøit, pokud byhom ov¹emvzali v potaz 20.8..



162 D. Geometrie Banahovýh prostorùUká¾eme dále, ¾e f nemá v ¾ádném bodì Fréhetovu derivai. Pøedpokládejme tedy, ¾e fmá v bodì x = {xn} derivai f ′(x). Jediným kandidátem na derivai f ′(x) je {signxn} ∈ l∞.Volíme-li v¹ak
hj = (0, 0, . . . , 0,−2xj,−2xj+1,−2xj+2, . . . ) ,je ‖hj‖ = 2 ∞∑

n=j |xn| → 0, pøièem¾
∣∣‖x+ hj‖ − ‖x‖ − f ′(x)(hj)∣∣ =∣∣∣∣‖x+ hj‖ − ‖x‖ −

∞∑

n=j(−2xn) signxn∣∣∣∣ == ∣∣∣∣ ∞∑

n=1 |xn| − ∞∑

n=1 |xn| + ∞∑

n=j 2|xn|∣∣∣∣ = ‖hj‖ .Tudí¾ f nemù¾e mít v bodì x Fréhetovu derivai. ♣20.6. Konvexní funke. V dal¹ím se soustøedíme pøedev¹ím na derivování konvexníh funkí.Pøipomeòme, ¾e reálná funke f de�novaná na konvexní podmno¾inì D (reálného) vektorovéhoprostoru W je konvexní , jestli¾e f(λx + (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y), kdykoliv x, y ∈ D a
λ ∈ [0, 1℄.Dùle¾itým pøíkladem konvexní funke je norma na Banahovì prostoru, tedy zobrazení ‖.‖ : x 7→
‖x‖.20.7. Vlastnosti konvexníh funkí. Uká¾eme, ¾e spojitost konvexní funke v jednom bodìji¾ zaruèuje její spojitost na elé mno¾inì. Dokone odvodíme i silnìj¹í tvrzení.(a) Lemma. Neh» f je reálná konvexní funke na otevøené konvexní mno¾inì D ⊂ X spojitáv bodì x0 ∈ D. Potom existují konstanty K > 0 a δ > 0 tak, ¾e

|f(x) − f(y)| ≤ K ‖x− y‖ pro v¹ehna x, y ∈ U(x0, δ).Tudí¾ spojité konvexní funke jsou lokálnì lipshitzovské.Dùkaz. Spojitost funke f v x0 nám zaruèí existeni takovýh konstant M > 0 a δ > 0, ¾e
|f(t)| ≤ M pro v¹ehna t ∈ U(x0, 2δ) ⊂ D. Volme x, y ∈ U(x0, δ), x 6= y. Oznaème je¹tì
α := ‖x−y‖ a z := y+ δ

α (y−x). Pomoí trojúhelníkové nerovnosti ihned zjistíme, ¾e z ∈ U(x0, 2δ).Proto¾e y je konvexní kombinaí z a x, toti¾
y = α

α+ δ
z + δ

α+ δ
x ,dostáváme pomoí konvexity funke f

f(y) − f(x) ≤ α

α+ δ
f(z) + δ

α+ δ
f(x) − f(x) = α

α+ δ
(f(z) − f(x)) ≤ α

α+ δ
2M ≤ 2M

δ
‖x− y‖ .Obdobnì zjistíme, ¾e f(x) − f(y) ≤ 2M

δ ‖x− y‖.(b) Poznámky. (b1) Proto¾e na prostoreh nekoneèné dimenze existují nespojité lineární funkionály (mù¾ete setøeba podívat na poznámku 2.6.) a ka¾dý lineární funkionál je samozøejmì konvexní funkí, existují i nespo-jité konvexní funke. To ostøe kontrastuje s tvrzením, ¾e konvexní funke na otevøenýh podmno¾ináh koneènìdimenzionálníh prostorù jsou spojité. Dùkaz tohoto tvrzení je naznaèen v 20.10.h.(b2) Projdeme-li si dobøe poslední dùkaz, zjistíme, ¾e o funki f staèilo pouze pøedpokládat její omezenost najistém okolí bodu x0. Potom je lipshitzovská na okolí x0. Vidíme tedy, ¾e konvexní funke f je spojitá na D,právì kdy¾ je na D lokálnì omezená.(b3) Dokone, pøi tro¹e pozornosti, byhom v dùkazu vystaèili s omezeností funke f pouze shora na jistém okolí
x0. Skuteènì, je-li f ≤ K na U(x0, δ), máme pro t ∈ U(x0, δ) také 2x0 − t ∈ U(x0, δ), a tudí¾

f(x0) = f
“ 2x0 − t2 + t2 ”

≤ 12 f(2x0 − t) + 12f(t) ≤ 12 `
K + f(t)´

.Odtud plyne støedo¹kolskou úpravou −f(t) ≤ K−2f(x0) ≤ K+2|f(x0)|, a proto¾e také f(t) ≤ K ≤ K+2|f(x0)|),máme úhrnem |f(t)| ≤ K + 2|f(x0)|. Tudí¾ f je omezená na U(x0, δ), a podle toho, o jsme øekli v (b2), je fspojitá v bodì x0.



20. Derivování v Banahovýh prostoreh 163() Vìta. Neh» f je konvexní funke de�novaná na otevøené konvexní podmno¾inì D Bana-hova prostoru X. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) f je spojitá na D,(ii) f je shora polospojitá na D,(iii) f je shora omezená na okolí nìjakého bodu z D,(iv) f je spojitá v nìjakém bodì D.Dùkaz. O implikai (i) ⇒(ii) není tøeba mluvit. Je-li reálná funke f shora polospojitá na Da x ∈ D, je mno¾ina {t ∈ D : f(t) < f(x) + 1} okolí bodu x, na nìm¾ je f shora omezená.O implikai (iii) ⇒ (iv) ji¾ byla øeè v poznámkáh (b) a lemmatu (a).Neh» tedy f je spojitá v bodì x ∈ D a y je daný bod D. Existuje z ∈ D a λ ∈ (0, 1) tak,¾e y = λx + (1 − λ)z. Najdìme δ > 0 a K > 0 tak, aby f ≤ K na U(x, δ). Tvrdíme, ¾e f jeomezená shora na mno¾inì U(y, λδ). Pokud toto uká¾eme, bude podle poznámky (b3) funke
f spojitá v bodì y. Volme tedy t ∈ U(y, λδ). Potom t = λ(x + t−y

λ ) + (1 − λ)z ∈ D, pøièem¾
x+ t−y

λ ∈ U(x, δ), a tudí¾ konvexita f nám dá odhad
f(t) ≤ λf

(
x+ t− y

λ

)+ (1 − λ)f(z) ≤ λK + (1 − λ)f(z) .(d) Poznámky. (d1) Je-li konvexní funke na otevøené konvexní mno¾inì D borelovská, je ji¾ na D spojitá. I to jezajímavé tvrzení.(d2) Poslední vìta () zùstává v platnosti i pro konvexní funke na topologikýh vektorovýh prostoreh.(d3) Je zajímavé porovnat poslední vìtu s obdobnou harakteristikou spojitosti lineárníh funkionálù v 2.2. Mezitvrzeními obou vìt je v¹ak pøei jen malý rozdíl: Spojité lineární funkionály jsou omezené na jednotkové kouli,zatímo spojité konvexní funke (i kdy¾ jsou lokálnì omezené), nemusejí být na jednotkové kouli omezené. Dokonena ka¾dém nekoneènì dimenzionálním separabilním Banahovì prostoru v¾dy existuje spojitá konvexní funke,která není omezená na jeho uzavøené jednotkové kouli. Konstruke je uvedena v [HHZ℄, str. 115. Najdete nìjakoutakovou funki na prostoru l2?20.8. Gâteauxovská derivae konvexníh funkí. V tomto odstavi se zamìøíme na gâteau-xovskou diferenovatelnost konvexníh funkí.(a) Lemma. Neh» D je otevøená konvexní podmno¾ina (reálného) Banahova prostoru X, f kon-vexní funke na D a x ∈ D. Potom
d+f(x)(h) := lim

t→0+ f(x+ th) − f(x)
texistuje pro v¹ehna h ∈ X a zobrazení

d+f(x) : h 7→ d+f(x)(h)je konvexní funkionál na X.Dùkaz. Neh» h ∈ X . Funke t 7→ 1
t (f(x + th) − f(x)) je monotonní na jistém pravém okolí 0.Jsou-li toti¾ 0 < t < s dostateènì malá (tak, aby x + sh ∈ D), je x + th = s−t

s x + t
s (x + sh)(konvexní kombinae). Tedy f(x + th) ≤ s−t

s f(x) + t
sf(x + sh), odkud plyne, ¾e 1

t (f(x + th) −
f(x)) ≤ 1

s (f(x+ sh) − f(x)).Volme t > 0 malé. Potom(∗) −f(x− 2th) − f(x)2t ≤ f(x+ 2th) − f(x)2t ,nebo» 2f(x) = 2f(x−2th+x+2th2 )
≤ f(x−2th)+f(x+2th). Odtud plyne, ¾e pravá strana nerovnosti(∗) je omezená zdola, levá pak omezená shora, a proto¾e limity existují, máme −d+f(x)(−h) ≤

d+f(x)(h).



164 D. Geometrie Banahovýh prostorùZbývá dokázat poslední tvrzení. Je-li λ > 0, je
d+f(x)(λh) = λ lim

t→0+ f(x+ tλh) − f(x)
λt

= λd+f(x)(h) .Obdobnì pro h, k ∈ X dostávámelim
t→0+ 1

t

(
f(x+ (h+ k)t) − f(x)) ≤ lim

t→0+(f(x+ 2th) − f(x)2t + f(x+ 2tk) − f(x)2t )= d+f(x)(h) + d+f(x)(k) .(b) Lemma. Jestli¾e existuje derivae Dhf(x) pro ka¾dé h ∈ X, kde f je konvexní funke naotevøené konvexní mno¾inì D ⊂ X a x ∈ D, je zobrazení h 7→ Dhf(x) lineární.Dùkaz. Derivae (oboustranná) Dhf(x) existuje pro ka¾dé h ∈ X , právì kdy¾ −d+f(x)(−h) =
d+f(x)(h) pro ka¾dé h ∈ X . Proto¾e podle pøede¹lého lemmatu (a) zobrazení h 7→ d+f(x)(h) jekonvexní funkionál, je zobrazení h 7→ Dhf(x), pokud existuje, lineární.() Vìta. Neh» f je konvexní funke de�novaná na otevøené konvexní podmno¾inì D Bana-hova prostoru X spojitá v bodì x ∈ X a majíí v x derivae Dhf(x) ve v¹eh smìreh h ∈ X.Potom f má v bodì x gâteauxovskou derivai df(x) a df(x)(h) = Dhf(x).Dùkaz. Pomoí lemmatu (a) v 20.7 najdìme K > 0 a δ > 0 tak, aby |f(u) − f(v)| ≤ K ‖u− v‖pro v¹ehna u, v ∈ U(x, δ) ⊂ D. Volme h ∈ X . Neh» λ > 0 je takové, ¾e x+λh ∈ U(x, δ). Potom
f(x+ λh) − f(x) ≤ K ‖λh‖ = Kλ ‖h‖. Odtud plyne,¾e d+f(x)(h) ≤ K ‖h‖, tudí¾ d+f(x) ∈ X∗.Jak jsme ji¾ øekli, funke η : t 7→ ‖t‖ je spojitá konvexní funke. Uká¾eme, ¾e za dodateènýhpøedpokladù slabá derivae funke η poslou¾í jako "teèný funkionál\. Pøipomeòme si pøi tétopøíle¾itosti dùsledek Hahn-Banahovy vìty 2.20: Je-li x nenulový prvek Banahova prostoru X ,existuje g ∈ X∗ tak, ¾e ‖g‖ = 1 a g(x) = ‖x‖.20.9. Vìta. Neh» funke η : t 7→ ‖t‖ je gâteauxovsky diferenovatelná v bodì x 6= 0 Banahovaprostoru X. Potom její Gâteauxova derivae dη(x) má následujíí vlastnosti

dη(x) ∈ X∗ , ‖dη(x)‖ = 1 a dη(x)(x) = ‖x‖ .Jestli¾e g ∈ X∗, ‖g‖ = 1 a g(x) = ‖x‖, potom g = dη(x).Dùkaz. Z odhadu platného pro h ∈ X a malá t1
t

(
‖x+ th‖ − ‖x‖

)
≤ 1

|t| ‖x+ th− x‖ = ‖h‖plyne ‖dη(x)‖ ≤ 1. Dále máme
dη(x)( x

‖x‖
) = lim

t→0 1
t

(∥∥∥x+ t
x

‖x‖
∥∥∥− ‖x‖

) = ‖x‖ lim
t→0 1

t

(1 + t

‖x‖ − 1) = 1 .Tedy ‖dη(x)‖ = 1. Obdobnì lehko zjistíme, ¾e dη(x)(x) = ‖x‖.Neh» g ∈ X∗ splòuje pøedpoklady vìty. Volme h ∈ X a oznaème
ε(t) := dη(x)(h) − 1

t

(
‖x+ th‖ − ‖x‖

) pro t 6= 0 .Samozøejme ε(t) → 0 pro t→ 0. Potom pro t 6= 0 máme
g(x+ th) ≤ ‖g‖ ‖x+ th‖ = ‖x‖ + tdη(x)(h) + tε(t) = g(x) + tdη(x)(h) + tε(t) .Odtud dostáváme tg(h) ≤ tdη(x)(h) + tε(t), o¾ nás elementární úpravou a limitním pøehodem

t → 0 vede k nerovnosti g(h) ≤ dη(x)(h). Proto¾e tato nerovnost platí pro ka¾dé h ∈ X (a tedyi pro −h), je vyhráno. Nesmíme toti¾ zapomenout, ¾e funkionály g a dη(x) jsou lineární, tudí¾musí být identiké.Poznámka. Pøedhozí vìta úze souvisí s geometrií Banahova prostoru. Podle ní v ka¾dém bodì, v nìm¾ jenorma gâteauxovsky diferenovatelná, je prostor "hladký\: Existuje v nìm právì jeden teèný funkionál. Tímtotématem se budeme zabývat v následujíí kapitole.



21. Konvexita, hladkost a renormae 16520.10. Elementární vièení. (a) V prostoreh koneèné dimenze spojité konvexní funke, které jsou gâteauxovskydiferenovatelné, jsou i fréhetovsky diferenovatelné.Návod . Vyu¾ijte harakteristiku v 20.4. a kompaktnost jednotkové sféry. ♣(b) Neh» f je konvexní spojitá funke na otevøené konvexní mno¾inì C v Rn. Potom f je gâteauxovsky diferen-ovatelná v bodì x ∈ C, právì kdy¾ f má v bodì x v¹ehny pariální derivae.() Najdìte Gâteauxovu a Fréhetovu derivai funke f : X → R v následujííh pøípadeh:(1) X je Hilbertùv prostor a f(x) = ‖x‖ èi f(x) = ‖x‖2 (rozli¹te pøípady, kdy H je reálný èi komplexníprostor),(2) X = L2([0, 1℄) a f(ϕ) = R 10 ϕ2 (porovnejte s pøíkladem 20.5.a a pøedhozím pøíkladem),(3) X je reexivní Banahùv prostor, T ∈ L(X,X∗) a f : x 7→ Tx(x),(4) X = l2 a f : {xn} 7→ P
n−2x2n.(d) Najdìte Gâteauxovu a Fréhetovu derivai zobrazení F : X → Y v bodì x0 následujííh pøípadeh:(d1) X = Y = C([0, π℄), F : h(t) 7→ sin h(t), x0 = os t,(d2) X = Y = C([0, π℄), F (ϕ)(t) = ϕ(t) − R π0 os (t+ ϕ(s)) ds, x0 = 0,(d3) X = l1, Y = l2, {en} jsou standardní jednotkové vektory, F (λen) = λ

n+1
n en a F = 0 jinde, x0 = 0,(d4) X = Y = C([0, 1℄), F (ϕ)(t) = R ϕ2(t)0 sin s ds, x0 ∈ X,(d5) X = Y = l2, F : {xn} 7→ {|xn|}, x0 ∈ X,(d6) X = Y = L2([0, 1℄), F (ϕ) = R 10 sin(s ϕ(s)) ds, x0 ∈ X,(d7) X = C1([0, 1℄), Y = C([0, 1℄), F (ϕ)(t) = sin(ϕ′(t) + 1), x0 ∈ X.(e) De�nujme f : {xn} 7→ limsup |xn| pro {xn} ∈ l∞. Uka¾te, ¾e f je spojitá konvexní funke na l∞ (dokone jepseudonorma), která nemá gâteauxovskou derivai v ¾ádném bodì.Návod . Znaème x := {xn}. Z nerovnosti f(x) ≤ ‖x‖∞ dostaneme spojitost f v bodì 0, a proto¾e f je evidentnìpseudonorma, je f spojitá funke na l∞. Je-li f(x) = 0, nemá f derivai ve smìru (1, 1, 1, . . . ). Pokud f(x) > 0,najdìme podposloupnost xnk

tak, aby xnk
> 0, xnk

→ f(x). Uka¾te, ¾e f nemá derivai ve smìru vektoruslo¾enému z nul (na místeh mimo indexy nk), +1 a −1, které se støídají na dal¹íh místeh. ♣Poznámka. V separabilníh Banahovýh prostoreh taková situae nemù¾e nastat. Mazurova vìta øíká, ¾e v se-parabilním Banahovì prostoru spojitá konvexní funke de�novaná na konvexní otevøené mno¾inì musí býtgâteauxovsky diferenovatelná na husté Gδ mno¾inì. Tato vìta je dokázána v S. Mazur [1933℄. Existují v¹aki neseparabilní Banahovy prostory, v nih¾ spojité konvexní funke na otevøenýh konvexníh podmno¾ináh jsougâteauxovsky diferenovatelné na hustýh Gδ-mno¾ináh. Tuto vlastnost byhom vlastnì mohli vzít za de�niitak zvanýh slabýh Asplundovýh prostorù. Jejih ob¹írnému studiu je vìnována èerstvá monogra�e M. Fabiána[*1997℄.(f) Neh» H je reálný Hilbertùv prostor, f : x 7→ (x, x) = ‖x‖2 a g : x 7→ ‖x‖ jsou funke na H. Najdìte Fréhetovyderivae funkí f a g.(g) Uka¾te, ¾e max-norma na prostoru C([0, 1℄) je gâteauxovsky diferenovatelná v bodì f jednotkové sféry, právìkdy¾ |f | nabývá svého maxima právì v jednom bodì intervalu [0, 1℄. Fréhetovsky tato norma není diferenovatelnánikde.(h) Neh» f je konvexní funke na otevøené konvexní mno¾inì D ⊂ Rn. Uka¾te, ¾e f je na D spojitá.Návod . Neh» 0 ∈ D. Staèí ukázat, ¾e f je shora omezená na nìjakém okolí 0. Potom f bude spojitá v 0 podlepoznámky 20.7.b3. Urèitì existuje δ > 0 tak, ¾e pokud x := (x1, . . . , xn), |x1| + · · · + |xn| < δ, potom x ∈ D.Volme pevnì takové x. Oznaèíme-li ej j-tý základní vektor v Rn a polo¾íme-li λj := 1
δ
xj sign xj pro j = 1, . . . , na λ0 := 1 − (λ1 + . . . λn), máme

f(x) ≤ λ0f(0) + λ1f(sign x1δe1) + · · · + λnf(sign xnδen) ≤ max {|f(0)|, |f(sign xjδej)|, j = 1, . . . , n} .
♣(i) Neh» f je konvexní funke na otevøené konvexní mno¾inì D ⊂ X spojitá v bodì x ∈ D. Uka¾te, ¾e f jegâteauxovsky diferenovatelná v x, právì kdy¾lim

t→0+ 1
t

`
f(x+ th) + f(x− th) − 2f(x)´ = 0pro ka¾dé h ∈ X.



166 D. Geometrie Banahovýh prostorù(j) Uka¾te, ¾e norma na prostoru L∞([0, 1℄) není nikde gâteauxovsky diferenovatelná.(k) Uka¾te, ¾e funke f 7→ ‖f‖1+‖f‖2 je ekvivalentní norma na prostoru L2([0, 1℄), která není nikde gâteauxovskydiferenovatelná (zde pohopitelnì ‖f‖j znaèí normu funke f v prostoru Lj([0, 1℄)).21. Konvexita, hladkost a renormaeV této kapitole budeme uva¾ovat pouze reálné Banahovy prostory.21.1. Extremální body. Zopakujme si, ¾e x je extremálním bodem konvexní podmno¾iny Cvektorového prostoru W , neexistuje-li (nedegenerovaná) úseèka le¾íí elá v C a majíí bod x zastøed. Jinými slovy, je-li x = a+b2 , kde a, b ∈ C, potom a = b. Sami si rozva¾te, ¾e x je extremálnímbodem C, právì kdy¾ mno¾ina C \ {x} je konvexní.Mno¾inu v¹eh extremálníh bodù mno¾iny C znaèíme extC.21.2. Striktnì konvexní prostory. Banahùv prostor X nazveme striktnì konvexním, jestli¾eka¾dý bod jednotkové sféry SX je jejím extremálním bodem, tedy jestli¾e extSX = SX . Nìkteøíautoøi té¾ nazývají striktnì konvexní prostory rotundní .21.3. Poznámky. (a) Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e ve striktnì konvexníh prostoreh nemù¾e na sféøe libovolnékoule le¾et úseèka. Odtud plyne, ¾e pøi promítání na konvexní mno¾iny ve striktnì konvexníh prostoreh nemù¾ejeden bod mít dva rùzné prùmìty: Je-li C konvexní podmno¾ina striktnì konvexního Banahova prostoru X,
x ∈ X, a, b ∈ C a ‖x− a‖ = ‖x− b‖ = dist(x, C), potom nutnì a = b.(b) Proto¾e extremální body uzavøené jednotkové koule BX musí nutnì le¾et na sféøe SX (je-li ‖x‖ < 1, je urèitìbod x støedem úseèky, která elá le¾í uvnitø BX ), lze øíi, ¾e prostor X je striktnì konvexní, právì kdy¾ ‖x+y‖ < 2pokud x, y ∈ BX , x 6= y.() Neh» pro body x, y Hilbertova prostoru H platí ‖x + y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2. Proto¾e v ka¾dém Hilbertovìprostoru platí rovnobì¾níkové pravidlo, musí nutnì být x = y. To je jasné i geometriky, uvedená rovnost ‖x +
y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 vlastnì øíká, ¾e v rovnobì¾níku se stranami x a y "hybí\ druhá uhlopøíèka x− y.Jaká je situae v obenýh Banahovýh prostoreh? Neh» tedy X je Banahùv prostor a x, y ∈ X. Proto¾e0 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 − ‖x+ y‖2 ≥ 2‖x‖2 + 2‖y‖2 − ‖x‖2 − 2‖x‖ ‖y‖ − ‖y‖2 = `

‖x‖ − ‖y‖
´2 ≥ 0 ,dostáváme ‖x‖ = ‖y‖. Nemusí tedy být nutnì x = y. V jakýh prostoreh tomu je, napoví následujíí tvrzení.21.4. Charakteristika striktní konvexity. Následujíí podmínky jsou pro Banahùv prostor

X ekvivalentní:(i) X je striktnì konvexní,(ii) jestli¾e ‖x+ y‖ = ‖x‖ + ‖y‖, x 6= 0 6= y, potom x = λy pro nìjaké λ ≥ 0,(iii) jestli¾e x, y ∈ X a ‖x+ y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2, potom x = y.Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e X je striktnì konvexní a x, y nenulové prvky X splòujíí rovnost
‖x+ y‖ = ‖x‖ + ‖y‖. Neh» tøeba ‖x‖ ≤ ‖y‖. Potom
∥∥∥∥

x

‖x‖ + y

‖y‖

∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥

x

‖x‖ + y

‖x‖

∥∥∥∥−
∥∥∥∥

y

‖x‖ − y

‖y‖

∥∥∥∥ = 1
‖x‖

(
‖x‖ + ‖y‖

)
− ‖y‖

( 1
‖x‖ − 1

‖y‖

) = 2 .Odtud podle pøedpokladu plyne, ¾e x
‖x‖ = y

‖y‖ , èili x = ‖x‖
‖y‖y.Pøedpokládejme, ¾e podmínka (ii) je splnìna a ‖x + y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2. Jak jsme uvedliv pøede¹lé poznáme 21.2., plyne odtud, ¾e ‖x‖ = ‖y‖. Nehme triviální pøípady x = 0 èi y = 0stranou. V nenulovém pøípadì potom ov¹em ‖x+y‖2 = 4‖x‖2, odkud ‖x+y‖ = 2‖x‖ = ‖x‖+‖y‖.Podle pøedpokladu musí být x = λy pro jisté λ > 0. Proto¾e v¹ak ‖x‖ = ‖y‖, je λ = 1 a jsmehotovi. Ukázali jsme, ¾e v ka¾dém pøípadì x = y.Jestli¾e ‖x‖ = ‖y‖ = ‖ 12 (x+y)‖ = 1, máme ihned ‖x+y‖2 = 2‖x‖2+2‖y‖2. Pøedpokládáme-litedy (iii), vyplývá odtud, ¾e x = y a prostor X je tedy striktnì konvexní.21.5. Uniformnì konvexní prostory. Je-li X striktnì konvexní prostor a body x, y majíkonstantní vzdálenost a "probíhají\ jednotkovou sféru SX , potom støed úseèky [x, y℄ le¾í v¾dyuvnitø jednotkové koule. Není ale jasné, zejména v nekoneènì dimenzionálníh prostoreh, zda-li



21. Konvexita, hladkost a renormae 167by se tento støed nemohl "pøiblí¾it libovolnì blízko\ ke sféøe SX . Proto tedy zavedení následujííhopojmu má své opodstatnìní.Banahùv prostor X nazveme uniformnì konvexním, jestli¾e ke ka¾dému ε ∈ (0, 2℄ existuje
δ > 0 tak, ¾e pokud x, y le¾í v jednotkové kouli BX a ‖x − y‖ ≥ ε, potom ‖ 12 (x + y)‖ ≤ 1 − δ.Následujíí vìtièka jednak ukazuje, ¾e pøi zkoumání uniformní konvexity se mù¾eme v de�niiomezit na prvky jednotkové sféry a jednak udává názornou geometrikou pøedstavu o tìhtoprostoreh.21.6. Charakteristika uniformní konvexity. Následujíí podmínky jsou ekvivaletní pro Ba-nahùv prostor X:(i) X je uniformnì konvexní,(ii) ke ka¾dému ε ∈ (0, 2℄ existuje δ > 0 tak, ¾e pokud x, y le¾í v jednotkové sféøe SX a

‖x− y‖ ≥ ε, potom ‖ 12 (x+ y)‖ ≤ 1 − δ,(iii) kdykoliv {xn} a {yn} jsou dvì posloupnosti z jednotkové sféry prostoru X a ‖xn+yn2 ‖ → 1,potom xn − yn → 0.Dùkaz. Je-li X uniformnì konvexní, je podmínka (ii) samozøejmì splnìna a ze (ii) ihned plyne(iii).Není-li X uniformnì konvexní, existuje ε > 0 a posloupnosti {xn} a {yn} z jednotkové koule
BX tak, ¾e ‖xn−yn‖ > ε a 1− 1

n ≤ ‖xn+yn‖2 ≤ ‖xn‖+‖yn‖2 ≤ 1. Odtud plyne, ¾e ‖xn‖+‖yn‖ → 2.Proto¾e ‖xn‖ ≤ 1 a ‖yn‖ ≤ 1, musí být lim ‖xn‖ = lim ‖yn‖ = 1. Mù¾eme tedy pøedpokládat, ¾e
‖xn‖ ‖yn‖ > 0 pro ka¾dé n. Polo¾íme-li un = xn

‖xn‖ a vn = yn

‖yn‖ , dostáváme, ¾e ‖un‖ = ‖vn‖ = 1a ∣∣‖un + vn‖ − ‖xn + yn‖
∣∣ ≤ ‖un − xn‖ + ‖vn − yn‖ .Pravá strana poslední nerovnosti v¹ak konverguje k 0 (nebo» ‖un − xn‖ = ∥∥ xn

‖xn‖ − ‖xn‖
∥∥ =

‖xn‖
( 1
‖xn‖ − 1) = 1 − ‖xn‖). Tudí¾ ‖un+vn‖2 → 1 (nezapomeòte, ¾e ‖xn+yn‖2 → 1). Nalezli jsmetedy dvì posloupnosti {un} a {vn} z jednotkové sféry, pro nì¾ sie ‖un+vn‖2 → 1, ale lim inf ‖un−

vn‖ > 0, nebo» 0 < ε < ‖xn − yn‖ ≤ ‖xn − un‖ + ‖un − vn‖ + ‖vn − yn‖ .Pohrajeme-li si trohu s de�nií uniformní konvexity a pøedhozími harakteristikami, lze podat i dal¹í ekvivalentníde�nie tohoto pojmu. Zkuste si sami dokázat následujíí tvrzení.21.7. Dal¹í harakteristiky uniformní konvexity. Následujíí výroky jsou ekvivalentní pro Banahùv prostor
X: (i) X je uniformnì konvexní,(iv) ke ka¾dému ε > 0 existuje δ > 0 tak, ¾e pokud ‖x‖ < 1 + δ, ‖y‖ < 1 + δ a ‖ 12 (x + y)‖ ≥ 1, potom

‖x− y‖ < ε,(v) jestli¾e {xn} je omezená posloupnost v X a 2‖xn‖2 + 2‖yn‖2 − ‖xn + yn‖2 → 0, potom xn − yn → 0.21.8. Pøíklady. (a) Ka¾dý uniformnì konvexní prostor je striktnì konvexní, v koneèné dimenzityto pojmy splývají (to plyne z kompaktnosti jednotkové koule v koneènì dimenzionálníh prosto-reh a spojitosti funke (x, y) → x+y2 na ní). Existují v¹ak pøíklady striktnì konvexníh prostorù,které nejsou uniformnì konvexní. Kupøíkladu prostor c0 je separabilní, podle Clarksonovy vìty21.26 na nìm existuje ekvivalentní striktnì konvexní norma. V této normì ov¹em c0 nemù¾e býtuniformnì konvexní. Pak by toti¾ musel být v nové normì reexivní podle 21.13, a tudí¾ by muselbýt reexivní i v pùvodní normì (nevíte-li si rady proè, podívejte se tøeba na *2.13). Ale v ní c0reexivní není.(b) De�nujme normu na prostoru X := C([0, 1℄) pøedpisem
‖f‖ := max{|f(t)| : t ∈ [0, 1℄} + (∫ 10 |f |2) 12 pro f ∈ X .Uka¾te sami, ¾e tato norma je ekvivalentní pùvodní max-normì na C([0, 1℄) a ¾e je striktnìkonvexní. Proto¾e X v této normì není reexivní, nemù¾e být ani uniformnì konvexní.



168 D. Geometrie Banahovýh prostorù() Ka¾dý Hilbertùv prostor je uniformnì konvexní.Návod . Pou¾ijte rovnobì¾níkové pravidlo, abyste odvodili, ¾e ‖x+y2 ‖ ≤
√1 − ε22 pro ‖x‖ ≤ 1,

‖y‖ ≤ 1 a ‖x− y‖ ≥ ε. ♣Poznámka. Hilbertovy prostory jsou "nejvíe\ uniformnì konvexní v tøídì v¹eh Banahovýh prostorù (dimenzealespoò 2). Oznaèíme-li toti¾ δX v *21.1 de�novaný modul konvexity Banahova prostoru X a H je Hilbertùvprostor, ukázal G. Nördlander [1960℄, ¾e δX ≤ δH .(d) Prostory (Lp([0, 1℄), ‖.‖p) jsou striktnì konvexní pro p ∈ (1,∞). To lze velku elementárnìukázat, podíváme-li se, kdy v Minkowského nerovnosti platí rovnost. Platí v¹ak mnohem silnìj¹ítvrzení. J.A. Clarkson [1936℄ ukázal, ¾e tyto prostory jsou dokone uniformnì konvexní. Takté¾prostory Lp(X,S, µ) jsou uniformnì konvexní pro libovolný prostor s mírou a p ∈ (1,∞). Dù-kaz lze zalo¾it na následujííh rovnobì¾níkovýh nerovnosteh (nazývanýh té¾ Clarksonovýminerovnostmi)
‖f + g‖pp + ‖f − g‖pp ≤ 2p−1(‖f‖pp + ‖g‖pp

) pro p ∈ [2,∞)a
‖f + g‖qp + ‖f − g‖qp ≤ 2(‖f‖pp + ‖g‖pp

)q−1 pro p ∈ (1, 2) a q = p

p− 1 .Z tìhto nerovností lehko plyne, ¾e ‖fn − gn‖p → 0, pokud ‖fn‖p = ‖gn‖p = 1 a ‖ fn+gn2 ‖p → 1.Dùkaz první nerovnosti vyu¾ívá Jensenovu a Hölderovu nerovnost a není pøíli¹ obtí¾ný. Zatopøípad p ∈ (1, 2) dá pomìrnì dost práe.Z novìj¹íh èlánkù o Clarksonovýh nerovnosteh zmiòme S. Ramaswami [1978℄.
����S. Ramaswami
����J. Malý

Existují i jednodu¹¹í dùkazy uniformní konvexity Lp-prostorù. Uveïme protonásledujíí vìtu samostatnì. My¹lenku dùkazu mám od J. Malého, podobná ideadùkazu pohází od E.J. MShanea [1950℄ (ten dokone ukázal, ¾e LpX(µ)-prostorybohnerovsky integrovatelnýh funkí jsou uniformnì konvexní za pøedpokladu,¾e X je uniformnì konvexní) a je rozpraována v J. Diestel [*1975℄ èi v [HHZ℄.21.9. Vìta. Prostory Lp(
,S, µ) jsou pro libovolný prostor s mírou (
,S, µ) alibovolné p ∈ (1,∞) uniformnì konvexní.Dùkaz. Doká¾eme, ¾e ke ka¾dému ε > 0 existuje δ > 0 tak, ¾e jestli¾e u, v ∈
Lp(
,S, µ), ‖u‖p = ‖v‖p = 1 a

∥∥∥u+ v2 ∥∥∥
p

p
> 1 − δ , potom ∥∥∥u− v2 ∥∥∥

p

p
≤ 2εp .Pøeznaèíme-li si s := 12 (u+ v), t := 12 (u− v), máme u = s+ t a v = s− t. Buï

S := {ω ∈ 
 : |t(ω)| < ε|s(ω)|} a T := {ω ∈ 
 : |t(ω)| > ε|s(ω)|} .Potom(∗) ∫

S

|t|p ≤ εp
∫
 |s|p ≤ εp.Jeliko¾ funke λ 7→ |λ|p je striktnì konvexní (a spojitá) na R, je 12(|λ + 1|p + |λ − 1|p) > |λ|p aexistuje γ > 0 tak, ¾e12(|λ+ 1|p + |λ− 1|p)− λp ≥ γ pro λ ∈ [−1/ε, 1/ε℄.Dosadíme-li do posledníh nerovností λ = s/t, dostaneme po úpravì12(|s+ t|p + |s− t|p

)
≥
{ |s|p + γ|t|p na T ,

|s|p na S .



21. Konvexita, hladkost a renormae 169Tedy 1 = ∫
 12(|s+ t|p + |s− t|p
)
≥
∫
 |s|p + ∫

T

γ|t|p.Je-li ∫
 |s|p > 1 − δ,pak s pomoí posledního odhadu dostáváme(∗∗) ∫

T

|t|p ≤ δ

γ
.Vhodnou volbou δ dostáváme z (∗) a (∗∗) po¾adovaný odhad.Uniformnì konvexní prostory mají elou øadu pøíjemnýh vlastností. O mnohýh z nih sezmíníme v kapitole *21. Zde zaènìme s tím, ¾e v uniformnì konvexníh prostoreh lze, podobnìjako v Hilbertovýh prostoreh, promítat na uzavøené konvexní mno¾iny.21.10. Promítání v uniformnì konvexníh prostoreh. Neh» C je uzavøená konvexnípodmno¾ina uniformnì konvexního prostoru X. Potom ke ka¾dému x ∈ X existuje právì jedno

c ∈ C tak, ¾e ‖x− c‖ = dist(x,C).Dùkaz. O jednoznaènosti pøi promítání, dokone ve striktnì konvexníh prostoreh, jsme ji¾ ho-voøili vý¹e.Staèí tedy dokázat existeni prvku x ∈ C s minimální normou. Polo¾íme-li d := inf{‖c‖ :
c ∈ C} a d = 0, není o dokazovat. Lze tedy pøedpokládat, ¾e d = 1. V tom pøípadì existujeposloupnost {xn} ⊂ C tak, ¾e lim ‖xn‖ = 1. Uká¾eme-li, ¾e posloupnost {xn} je auhyovská,bude existovat limxn =: x. Potom samozøejmì x ∈ C a ‖x‖ = 1. V pøípadì Hilbertovýhprostorù jsme k dùkazu auhyovskosti {xn} v 1.17 vyu¾ili rovnobì¾níkové pravidlo. To musímenyní nìjakým zpùsobem obejít. Konvexita C nám pøedev¹ím zaruèí, ¾e ‖ 12 (xn + xk)‖ ≥ 1 prov¹ehna n, k. Volme ε > 0 a naleznìme pøíslu¹né δ > 0 z harakteristiky (iv) uniformní konvexityv 21.7. K takto nalezenému δ > 0 existuje n0 tak, ¾e ‖xn‖ < 1 + δ pro v¹ehna n ≥ n0. Tudí¾pro n, k ≥ n0 máme podle (iv) ‖xn − xk‖ < ε. A jsme spokojeni.21.11. Spojitost projeke. Neh» C je uzavøená konvexní podmno¾ina uniformnì konvexníhoprostoru X. Pro ka¾dé x ∈ X oznaème PC(x) jednoznaènì urèený bod z C, pro nìj¾ ‖x−PC(x)‖ =dist(x,C). Potom projeke PC je spojitá.Dùkaz. Pro jednoduhost pøedpokládejme, ¾e dist(0, C) = 1. Neh» xn → 0. Cheme ukázat, ¾e
PC(xn) → PC(0). Proto¾e∣∣ ‖xn − PC(xn)‖ − 1∣∣ = ∣∣dist(xn, C) − dist(0, C)∣∣ ≤ ‖xn − 0‖ = ‖xn‖ → 0(funke x 7→ dist(x,C) je lipshitzovská), musí být ‖xn−PC(xn)‖ → 1. Proto¾e ∣∣‖xn−PC(xn)‖−
‖xn‖

∣∣ ≤ ‖PC(xn)‖ ≤ ‖xn − PC(xn)‖ + ‖xn‖ → 1, je nutnì ‖PC(xn)‖ → 1. Pomoí konvexity Cdostáváme 1 ≤ ‖ 12 (PC(0) +PC(xn))‖ ≤ 12‖PC(0)‖+ 12‖PC(xn)‖ → 1. Nasadíme-li nyní harakte-ristiku (v) uniformní konvexity v 21.6 na posloupnosti {PC(0)} a {PC(xn)}, vyhází koneènì, ¾e
PC(xn) − PC(0) → 0.21.12. Poznámky. (a) Projdeme-li si poslední dùkaz a podíváme se na de�nii lokální uniformní konvexityv *21.2, vidíme, ¾e i v lokálnì uniformníh prostoreh jsou projeke na uzavøené konvexní mno¾iny spojité.(b) Projeke, dokone ani v Hilbertovýh prostoreh, na uzavøené konvexní mno¾iny nemusí být lineární. Ov¹em¾eprojeke na uzavøené podprostory v Hilbertovýh prostoreh je lineární. To je dokázáno v 1.20.Je zajímavé, ¾e tomu tak ji¾ nemusí být v uniformnì konvexníh prostoreh. Kupøíkladu v ka¾dém prostoru
lp pro p ∈ (1,∞), p 6= 2 existuje uzavøený podprostor nemajíí topologiký doplnìk. O tom jsme se zmíniliv poznáme *2.7. Expliitní konstruke je uvedena v B. Beauzamy [*1982℄. Existeni uzavøeného podprostorunemajíího v lp lze také odùvodnit pomoí Lindenstrauss-Tzafririho výsledku, na nìj¾ jsme upozornili v 1.24èi *1.15.b. Kdyby toti¾ ka¾dý uzavøený podprostor v lp mìl topologiký doplnìk, byl by prostor lp izomorfníHilbertovu prostoru. A to, pro p 6= 2, urèitì není. (Prostory lp a lq nemohou být pro 1 ≤ p < q < ∞ izomorfní.Nevidíte-li jiný argument, obra»te se na Pittovu vìtu dokázanou v [HHZ℄. Podle ní je toti¾ ka¾dý omezený lineárníoperátor z lq do lp kompaktní. A tento fakt si staèí dát dohromady s postøehem v *4.1.d.) Ka¾dopádnì prostory
lp pro p ∈ (1,∞) jsou uniformnì konvexní a projeke na jejih uzavøené podprostory, které nemají topologikýdoplnìk, nemohou být lineární. Proè? Staèí se podívat na vìtu 2.38.



170 D. Geometrie Banahovýh prostorù21.13. Reexivita uniformnì konvexníh prostorù. Ka¾dý uniformnì konvexní prostor Xje reexivní.Dùkaz. Staèí ukázat, ¾e εBX = BX∗∗ , kde ε je kanoniké vnoøení X do X∗∗. Volme F ∈ BX∗∗ .Podle Goldstineova lemmatu 16.8 nalezneme (zobenìnou) posloupnost {xα} ⊂ εBX tak, aby
xα → F ve w∗-topologii prostoru X∗∗ (w∗ = σ(X∗∗, X∗)). Potom "dvojná\ (zobenìná) posloup-nost {xα +xβ} w∗-konverguje k 2F . Proto¾e norma na prostoru X∗∗ je w∗-zdola polospojitá (viz16.18.d), musí být ‖xα + xβ‖ → 2. Vyu¾itím uniformní konvexity εX (kanoniké vnoøení ε jeizometriký izomor�zmus!) dostáváme ‖xα − xβ‖ → 0. Proto¾e prostor εX je úplný (viz vièení2.55.k), existuje x ∈ εX tak, ¾e xα → x v normì prostoru X∗∗. Proto¾e ale w∗-limitou této(zobenìné) posloupnosti byl prvek F , musí být x = F . Tudí¾ F ∈ εX .Jiný dùkaz. Vezmeme-li v potaz Jamesovu harakteristiku reexivníh prostorù z 16.15, lze uvéstjiný krátký dùkaz. Volme ϕ ∈ X∗. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e ‖ϕ‖ = 1. Na¹ím ílem je najít x ∈ X ,
‖x‖ ≤ 1 tak, aby ϕ(x) = 1. Podle poznámky 2.6.a existuje posloupnost {xn} prvkù jednotkovésféry SX tak, ¾e ϕ(xn) → 1. Uká¾eme, ¾e {xn} je auhyovská posloupnost. Vskutku, volme
ε > 0. Podle de�nie uniformní konvexity prostoru X musí existovat δ > 0 tak, ¾e ‖x − y‖ < ε,pokud x, y ∈ SX a ‖ 12 (x+ y)‖ ≥ 1 − δ. Proto¾e ϕ(xn) → 1, k na¹emu nalezenému δ > 0 existuje
n0 tak, ¾e 2 − 2δ ≤ ϕ(xm) + ϕ(xk) = ϕ(xm + xk) ≤ ‖ϕ‖ ‖xm + xk‖ ≤ ‖xm + xk‖pro v¹ehna m, k ≥ n0. Pro tato m, k pak máme ‖xm − xk‖ < ε. Existuje tedy x ∈ X , pro nì¾
xn → x. Samozøejmì ‖x‖ = 1 a té¾ ϕ(x) = 1.
����J. Diestel

21.14. Poznámka. Striktnì konvexní prostory nemusejí být reexivní, staèí se podívat napøíklad v 21.8.a. Jako doklad, èím v¹ím se lze v matematie zabývat, nebo skoro jako høíèku,uveïme J. Dixmierùv výsledek [1948℄, podle nìho¾ Banahùv prostor X je reexivní, pokud
X∗∗∗∗ je striktnì konvexní. Dùkaz tohoto tvrzení lze nalézt v J. Diestel [1975℄. Tam autorpoznamenává, ¾e si není vìdom ¾ádného pøíkladu klasikého (nereexivního) Banahova prostoru
X, pro nìj¾ by byl znám expliitní popis ètvrtého duálu X∗∗∗∗. Nato M.A. Smith [1976℄ sestrojilpøíklad Banahova prostoru X, který není reexivní, aèkoliv X∗∗∗ je striktnì konvexní.Uka¾me teï je¹tì dal¹í dùkaz vìty 21.10 o promítání v uniformnì konvexníhprostoreh. Doká¾eme vlastnì vìtu je¹tì o nìo obenìj¹í (existují striktnì kon-vexní reexivní prostory, které nejsou uniformnì konvexní, viz tøeba *21.8.).Dùkaz je hezkou demonstraí u¾iteènosti studia slabýh topologií a jejih síly.21.15. Vìta. Neh» C je uzavøená konvexní podmno¾ina striktnì konvexního reexivního Bana-hova prostoru X a x ∈ X. Potom existuje právì jeden prvek c ∈ C tak, ¾e ‖x− c‖ = dist(x,C).Dùkaz. Opìt staèí ukázat existeni prvku z C s nejmen¹í normou. Neh» tedy d := dist(0, C) >0. Existuje posloupnost {xn} prvkù C tak, ¾e ‖xn‖ → d. Posloupnost {xn} je tedy omezená.Povoláme-li na pomo Eberlein-©muljanovu harakteristiku reexivity 16.14, existuje vybranáposloupnost z {xn}, ponehme ji pùvodní oznaèení, která je slabì konvergentní. Zkonstruovalijsme tedy posloupnost prvkù xn ∈ C a x ∈ X tak, ¾e xn w→ x. Proto¾e C je také slabì uzavøenápodle 16.2, je x ∈ C. Dále podle 16.18.b víme, ¾e norma je w-zdola polospojitá funke, tedy

d ≤ ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖ = d ,èím¾ jsme dokázali, ¾e ‖x‖ = d.Na tomto místì se struènì zmíníme o vlastnosteh promítání. Tato problematika je ¹iroerozvinuta a tìsnì souvisí s teorií aproximaí.21.16. Metriká projeke. Neh» M je podmno¾ina Banahova prostoru X . Pro x ∈ Xoznaème
PM (x) := {m ∈M : ‖x−m‖ = dist(x,M)} .Mno¾ina PM (x) mù¾e být prázdná èi víebodová. Øekneme, ¾e M je{ proximinální , jestli¾e PM (x) 6= ∅ pro ka¾dé x ∈ X ,{ semi-Èeby¹evova, jestli¾e PM (x) je nejvý¹e jednobodová mno¾ina pro ka¾dé x ∈ X ,{ Èeby¹evova, je-li PM (x) jednobodová pro ka¾dé x ∈ X .



21. Konvexita, hladkost a renormae 171Ve striktnì konvexníh prostoreh je ka¾dá uzavøená konvexní mno¾ina semi-Èeby¹evova, v uni-formnì konvexníh pak Èeby¹evova. Podle vìty 21.15 je dokone ka¾dá uzavøená konvexní pod-mno¾ina striktnì konvexního reexivního Banahova prostoru Èeby¹evova. Samozøejmì kom-paktní podmno¾iny jsou v¾dy proximinální.Neh» nyní M je Èeby¹evova mno¾ina v Banahovì prostoru X . Mù¾eme se ptát, zdali zobra-zení PM : x 7→ PM (x), kterému se øíká metriká projeke na M , je spojité. V pøípadì metriképrojeke na uzavøené konvexní mno¾iny v Hilbertovýh prostoreh je odpovìï kladná podle *2.3..J. Lindenstrauss [*1964℄ byl první, kdo sestrojil pøíklad dokone Èeby¹evova podprostoru, nanìj¾ je metriká projeke nespojitá.Poznamenejme je¹tì, ¾e metriká projeke na uzavøené konvexní podmno¾iny uniformnì kon-vexníh prostorù je spojitá. Na druhé stranì, i kdy¾, jak jsme uvedli, uzavøené konvexní podmno-¾iny striktnì konvexníh reexivníh Banahovýh prostorù jsou Èeby¹evovy (a mù¾eme tedy iv tomto pøípadì hovoøit o metriké projeki), nemusí být metriká projeke na nì spojitá. Toukázal A.L. Brown [1974℄.Uveïme nyní vìtu zaruèujíí spojitost metriké projeke. Jinou lze nalézt v *21.2.g.21.17. Spojitost metriké projeke. Neh» K je kompaktní konvexní podmno¾ina striktnìkonvexního prostoru X. Potom metriká projeke PK je spojitá.Dùkaz. Neh» xn → x. Na¹ím ílem je ukázat, ¾e PK(xn) → PK(x). Máme
∣∣ ‖xn − PK(xn)‖ − ‖x− PK(x)‖ ∣∣ = ∣∣dist(xn,K) − dist(x,K)∣∣ ≤ ‖xn − x‖ → 0 .Neh» y je hromadným bodem posloupnosti {PK(xn)}. Potom podle pøedhozího je ‖x − y‖ =

‖x− PK(x)‖ = dist(x,K). Pou¾itím striktní konvexity koneènì dostáváme, ¾e y = PK(x).21.18. Metriké seleke. Dal¹í otázkou, kterou byhom si mohli polo¾it, je následujíí. Mìjmev Banahovì prostoru proximinální mno¾inu M . Prùmìtem daného bodu x je tedy obenì ví-ebodová mno¾ina PM (x) a my se mù¾eme ptát, zda je mo¾no z ka¾dé mno¾iny PM (x) vybratjeden prvek, oznaème ho f(x), tak, aby zobrazení FM : x 7→ f(x) mìlo rozumné vlastnosti. Abybylo kupøíkladu spojité? Touto velie ¹irokou ¹kálou problémù metrikýh selekí se zde zabývatnebudeme.21.19. Poznámka. Existuje dal¹í zajímavá vlastnost Banahovýh prostorù. Øekneme, ¾e Banahùv prostor máBanah-Saksovu vlastnost, jestli¾e z ka¾dé jeho omezené posloupnosti lze vybrat podposloupnost, její¾ aritmetiképrùmìry konvergují. Ka¾dý uniformnì konvexní prostor má Banah-Saksovu vlastnost a Banahovy prostorys touto vlastností jsou ji¾ reexivní. Víe podrobností lze nalézt v *21.10.21.20. Hladké prostory. Dal¹í tøídu Banahovýh prostorù, které budeme zkoumat, tvoøíhladké prostory. To jsou, zhruba øeèeno, prostory, jejih¾ jednotková sféra je "hladká\. Abyhommotivovali de�nii, pøipomeòme je¹tì, ¾e otevøenou konvexní mno¾inu C a bod c na její hraniilze oddìlit nadrovinou. Tìh mù¾e být ov¹em víe, je-li pouze jedna, nemù¾e být mno¾ina Cv bodì c "nehladká\.Banahùv prostor X je hladký v bodì x jednotkové sféry SX , existuje-li právì jeden funkionál
ϕ ∈ X∗ tak, ¾e ‖ϕ‖ = 1 a ϕ(x) = 1.Znovu zdùraznìme, ¾e podle dùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.20 není problém s existení,smysl de�nie hladkosti tkví v jednoznaènosti uva¾ované opìrné nadroviny {x ∈ X : ϕ(x) = 1}.Uvìdomme si také, ¾e BX ⊂ {x ∈ X : |ϕ(x)| ≤ 1}.Øekneme, ¾e X je hladký , jestli¾e je hladký v ka¾dém bodì jednotkové sféry SX .21.21. ©muljanova vìta. Banahùv prostor X je hladký v bodì x ∈ SX , právì kdy¾ norma
t 7→ ‖t‖ je gâteauxovsky diferenovatelná v bodì x.Dùkaz. Jednu implikai jsme ji¾ dokázali ve vìtì 20.9. Dùkaz druhé lze vést rùznými zpùsoby,z nih¾ nejnázornìj¹í je asi dùkaz vyu¾ívajíí geometriký tvar Hahn-Banahovy vìty. My na-znaèíme relativnì elementární dùkaz.Pøedpokládejme tedy, ¾e norma ‖.‖ není gâteauxovsky diferenovatelná v bodì x ∈ SX . Exis-tuje tudí¾ h ∈ SX , ε > 0 a posloupnost {tn} kladnýh èísel tak, ¾e tn → 0 a ‖x + tnh‖ + ‖x −
tnh‖ ≥ 2 + εtn pro ka¾dé n (to je velku elementární, mù¾ete ostatnì porovnat se vièením



172 D. Geometrie Banahovýh prostorù20.10.i). Pro ka¾dé n nalezneme na základì Hahn-Banahovy vìty funkionály fn, gn ∈ X∗ tak,aby
‖fn‖ = ‖gn‖ = 1 a fn(x + tnh) = ‖x+ tnh‖ , gn(x − tnh) = ‖x− tnh‖ .V¹imnìme si, ¾e fn(x) = (fn(x + tnh) − fn(tnh)) = ‖x + tnh‖ − fn(tnh) → 1 (nezapomeòte naodhad |fn(tnh)| ≤ ‖fn‖ tn ‖h‖). Obdobnì gn(x) → 1. Dostáváme tedy odhad(fn − gn)(tnh) = fn(x+ tnh) + gn(x − tnh) − fn(x) − gn(x) == ‖x+ tnh‖ + ‖x− tnh‖ − fn(x) − gn(x) ≥

≥ 2 + εtn − fn(x) − gn(x) ≥ εtn(vyu¾ili jsme nerovnost fn(x) ≤ |fn(x)| ≤ ‖fn‖ ‖x‖ = 1). Vidíme, ¾e (fn−gn)(h) ≥ ε pro v¹ehna
n. Neh» f je hromadný bod posloupnosti {fn} (tu uva¾ujeme jako podmno¾inu w∗-kompaktu
BX∗). Jeho existene je zaruèena Alaogluovou vìtou 16.6. Podobnì neh» g je hromadný bodposloupnosti {gn}. Potom f a g jsou rùzné teèné funkionály v bodì x. Zajisté, f(x) = g(x) = 1,tudí¾ i ‖f‖ = ‖g‖ = 1, pøièem¾ (f − g)(h) ≥ ε (nesmíte zapomenout, ¾e w∗-topologie je topologiíbodové konvergene).21.22. Kleeova vìta. Buï X Banahùv prostor. Je-li duál X∗ striktnì konvexní, je X hladký.Jestli¾e X∗ je hladký, je X striktnì konvexní.Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e X není hladký v bodì x ∈ SX . Existují tedy ϕ, ψ ∈ X∗, ϕ 6= ψ,
‖ϕ‖ = ‖ψ‖ = 1 = ϕ(x) = ψ(x). Proto¾e ∥∥ϕ+ψ2 ∥∥ = 1, nemù¾e být X∗ striktnì konvexní.Jestli¾e X není striktnì konvexní, existují x, y ∈ SX , x 6= y tak, ¾e x+y2 ∈ SX . Dùsledek Hahn-Banahovy vìty 2.20 zaruèuje existeni takového funkionálu ϕ ∈ SX∗ , ¾e ϕ(x+y2 ) = 1. Proto¾e1 = ϕ(x+y2 ) = 12ϕ(x) + 12ϕ(y) ≤ 12 + 12 = 1, musí být ϕ(x) = ϕ(y) = 1. Potom ov¹em pro prvky
εx, εy ∈ SX∗∗ platí εx(ϕ) = εy(ϕ) = 1. Proto¾e εx 6= εy, nemù¾e být prostor X∗ hladký v bodì
ϕ.21.23. Dùsledek. Neh» X je reexivní Banahùv prostor. Potom X je hladký, právì kdy¾ X∗je striktnì konvexní a X je striktnì konvexní, právì kdy¾ X∗ je hladký.21.24. Poznámky. (a) Pøedhozí dùsledek øíká, velie zhruba, ¾e kupøíkladu v dvourozmìrném prostoru (pokudjej ztoto¾níme s jeho duálem), obsahuje-li jednotková sféra "úseèky\, musí obsahovat i body, v nih¾ mù¾emesestrojit víe "teèen\. A naopak.(b) Existují hladké prostory, jejih¾ duál není striktnì konvexní, a také striktnì konvexní prostory s nehladkýmduálem. Ètenáø nedoèkavý protipøíkladù mù¾e nahlédnout do V. Klee [1959℄, S.L. Troyanski [1970℄ èi vièení 4.18.v R.R. Phelps [*1993℄.() Vìta 21.21 harakterizovala hladké Banahovy prostory jako ty, jejih¾ norma je v ka¾dém bodì jednotkovésféry SX gâteauxovsky diferenovatelná. Takovým normám se øíká hladké normy. Naskýtá se otázka, o lze øíio Banahovýh prostoreh, jejih¾ norma je na jednotkové sféøe stejnomìrnì fréhetovsky diferenovatelná. Tovede k zavedení uniformnì hladkýh prostorù. V *21.4 je problematie uniformnì hladkýh prostorù vìnovánomísto a je vyjasnìn vztah tìhto prostorù k uniformnì konvexním prostorùm.
����R. Deville

21.25. Renormae prostoru. Dá se øíi, ¾e "kvalita\ Banahova prostoru zá-visí na vlastnosteh jeho normy. Z tohoto hlediska jistì nejpøíjemnìj¹í tøídu tvoøíHilbertovy prostory. Ale tøeba i uniformnì konvexní prostory mají øadu pìknýhvlastností | jsou reexivní èi v nih lze promítat na uzavøené konvexní mno¾iny.Vidìli jsme také, ¾e geometrie Banahova prostoru úze souvisí s "tvarem\ jed-notkové sféry, èím ménì tato obsahuje "úseèek\ èi "hrotù\, tím lépe se s danýmprostorem prauje.Víme ji¾, ¾e øada pojmù v teorii Banahovýh prostorù je spoleèná v¹em ekvi-valentním normám daného prostoru. Mezi tyto topologiké vlastnosti patøí kupøí-kladu spojitost, kompaktnost, omezenost, prostì pojmy, které nezávisejí na ekvi-valentníh normáh. Studujeme-li tedy problémy týkajíí se pojmù, které jsouspoleèné tøídì v¹eh ekvivalentníh norem na daném prostoru, bývá èasto výhodné prostor "pøe-normovat\. Tím se získá norma kvalitnìj¹íh vlastností, ne¾ jakou mìla norma pùvodní a dané



21. Konvexita, hladkost a renormae 173otázky se mù¾eme pokusit øe¹it v novém "lep¹ím\ pøenormovaném prostoru. Jako základní mo-nogra�i pro studium renormaí lze doporuèit nedávno vy¹lou monogra�i R. Deville, G. Godefroyand V. Zizler [*1993℄.Ve zbytku této kapitoly uká¾eme jeden typ vìt o renormaíh (kterýh je samozøejmì eláøada), je¾ nám bude u¾iteèný pozdìji pøi dùkazu Shauderovy vìty o pevném bodu.21.26. Clarksonova vìta. Na ka¾dém separabilním Banahovì prostoru X existuje ekviva-lentní striktnì konvexní norma.Dùkaz. Proto¾e X je separabilní, je uzavøená jednotková koule BX∗ w∗-metrizovatelná a sepa-rabilní (vyu¾ijte *16.2.A a w∗-kompaktnost BX∗). Neh» {ϕn} je w∗-hustá podmno¾ina BX∗ .De�nujme zobrazení T pøedpisem
T : x 7→ {2−n ϕn(x)} pro x ∈ X .Potom evidentnì Tx ∈ l2 pro ka¾dé x ∈ X . S trohou námahy zjistíme, ¾e T je lineární prostézobrazení a ¾e ‖T ‖ ≤ 1. De�nujeme-li nyní

|||x||| = ‖x‖X + ‖Tx‖l2 pro x ∈ X ,je ||| . ||| norma na X ekvivalentní s pùvodní normou (‖x‖ ≤ |||x||| ≤ 2‖x‖). A staèí ukázat,¾e nová norma je striktnì konvexní. To v¹ak plyne z toho, ¾e l2 (jako¾to Hilbertùv prostor) jestriktnì konvexní. Podobným trikem, jaký pou¾ijeme v následujíí vìtì.Metoda konstruke ekvivalentní striktnì konvexní normy v posledním dùkazu ukazuje na mo¾-nost obenìj¹ího pøístupu. Platí následujíí vìta.21.27. Kleeova vìta. Neh» X je Banahùv prostor. Pøedpokládejme, ¾e existuje striktnì kon-vexní Banahùv prostor Z a prostý operátor T ∈ L(X,Z). Potom na X existuje striktnì konvexníekvivalentní norma.Dùkaz. Polo¾me
|||x||| = ‖x‖X + ‖Tx‖Z pro x ∈ X .Není ¾ádný problém ovìøit, ¾e |||.||| je norma na X , která je ekvivalentní s pùvodní normou.Zbývá ukázat, ¾e |||.||| je striktnì konvexní. Volme tedy x, y ∈ X , |||x||| = |||y||| = 1 = |||x+y2 |||.Cheme ukázat, ¾e x = y. Jednoduhým výpoètem odvodíme, ¾e (indexy u norem vynehávejme)0 = (‖x‖ + ‖y‖ − ‖x+ y‖

)+ (‖Tx‖ + ‖Ty‖ − ‖Tx+ Ty‖
)
≥ 0 ,pøièem¾ výrazy v závorkáh jsou nezáporné. Musí tedy být ‖Tx+ Ty‖ = ‖Tx‖ + ‖Ty‖. Proto¾e

T je prosté zobrazení, jsou prvky Tx a Ty nenulové, a proto¾e norma na Z je striktnì konvexní,musí podle 21.4 existovat λ > 0 tak, ¾e Tx = λTy = T (λy). Z prostoty T opìt dostáváme
x = λy. Je¾to 1 = |||x||| = |||λy||| = λ|||y||| = λ, dostáváme koneènì x = y.Jiný dùkaz. Vezmeme-li v potaz vièení 21.28.a, podle kterého je Banahùv prostor striktnì konvexní, právì kdy¾funke x 7→ ‖x‖2 je striktnì konvexní, mù¾eme podat trohu modi�kovaný dùkaz Kleeovy vìty. De�nujme tøeba

|||x||| = `(‖x‖2X + ‖Tx‖2Z´ 12 pro x ∈ X .Opìt |||.||| je ekvivalentní norma na X. Jeliko¾ Z je striktnì konvexní, je funke z 7→ ‖z‖2Z striktnì konvexní na
Z. Proto¾e v¹ak zobrazení T je prosté, je i funke x 7→ ‖Tx‖2Z striktnì konvexní. Odtud vyvodíme, ¾e i funke
x 7→ |||x||| je striktnì konvexní a opìtovným pou¾itím zmínìného vièení dostáváme, ¾e |||.||| je striktnì konvexnínorma na X.21.28. Elementární vièení. (a) Neh» X je Banahùv prostor. Potom následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) X je striktnì konvexní,(iv) je-li p ∈ (1,∞) a x, y ∈ X, x 6= y, potom ‖x+y2 ‖p < ‖x‖p + ‖y‖p,(v) funke x 7→ ‖x‖2 je striktnì konvexní,(vi) jestli¾e ‖x− y‖ = ‖x− z‖ + ‖z − y‖, potom existuje λ ∈ [0, 1℄ tak, ¾e z = λx+ (1 − λ)y.



174 D. Geometrie Banahovýh prostorùNávod . Dokázat ekvivaleni (i) a (vi) by nemìlo èinit velké potí¾e, naopak ekvivalene s (iv) není úplnì lehká. Lzevyu¾ít nerovnost ` 1+α2 ´p
< 12 (1 + |α|p) platnou pro α 6= 1. Podrobný dùkaz je v B. Beauzamy [*1982℄.Podívejme se na podmínku (v). Proto¾e pro x, y ∈ X a λ ∈ [0, 1℄ platí

‖λx+ (1 − λ)y‖2 ≤ (λ‖x‖ + (1 − λ)‖y‖)2 ≤ λ2‖x‖2 + 2λ(1 − λ)‖x‖ ‖y‖ + (1 − λ)2‖y‖2 ≤
≤ λ2‖x‖2 + λ(1 − λ)(‖x‖2 + ‖y‖2) + (1 − λ)‖y‖2 ≤ λ‖x‖2 + (1 − λ)‖y‖2 ,je funke h : x 7→ ‖x‖2 konvexní.Pokud by tato funke nebyla striktnì konvexní, na¹li byhom x 6= y a λ ∈ (0, 1) tak, ¾e ‖λx + (1 − λ)y‖2 =

λ‖x‖2 + (1 − λ)‖y‖2. Z vý¹e uvedenýh nerovností by pak plynulo, ¾e 2‖x‖ ‖y‖ = ‖x‖2 + ‖y‖2. Odtud dostáváme
‖x‖ = ‖y‖ = ‖λx+ (1 − λ)y‖. A X by nebyl striktnì konvexní.Není-li X striktnì konvexní, existují takové x 6= y, ¾e ‖x‖ = ‖y‖ = ‖x+y2 ‖ = 1. Potom ov¹em ‖x+y2 ‖2 = 1 =12‖x‖2 + 12 ‖y‖2 a funke h není striktnì konvexní. ♣(b) Pro pevné λ > 0 a f ∈ C([0, 1℄) de�nujme normu

‖f‖λ = ‖f‖ + λ‖f‖2(‖.‖ je max-norma a ‖.‖2 pak L2-norma na C([0, 1℄)). Proto¾e
‖f‖ ≤ ‖f‖λ ≤ (1 + λ)‖f‖ ,jsou ‖.‖ a ‖.‖λ ekvivalentní normy. Prostor C([0, 1℄), ‖.‖) není striktnì konvexní. Prostory (C([0, 1℄), ‖.‖λ) jsoustriktnì konvexní pro libovolné λ > 0, nejsou v¹ak uniformnì konvexní.() Buï opìt λ > 0. Pro x = {xn} ∈ c0 polo¾te

‖x‖λ = ‖x‖c0 + λ

„ ∞X

n=1`xn
n

´2« 12
, ‖x‖∗ = „

‖x‖2c0 + ∞X

n=1 |xn|22n « 12 a ‖x‖∗∗ = „
‖x‖c0 + ∞X

n=1 |xn|22n « 12
.Uka¾te, ¾e c0 s kteroukoliv takto de�novanou normou (ovìøte vlastnosti normy) tvoøí Banahùv prostor. Prostory(c0, ‖.‖λ) jsou striktnì konvexní, nikoliv v¹ak uniformnì konvexní. Dále si rozmyslete, ¾e (c0, ‖.‖∗) je striktnìkonvexní, zatímo (c0, ‖.‖∗∗) není.Návod . Abyste ukázali, ¾e norma ‖.‖∗∗ není striktnì konvexní, uva¾ujte body (−1, 1, 0, 0, . . . ) a (1, 1, 0, 0, . . . ). ♣(d) Uka¾te, ¾e na (neseparabilním) Banahovì prostoru l∞ existuje ekvivalentní striktnì konvexní norma.Návod . Uva¾ujte zobrazení T : {xn} 7→ {xn

n
} prostoru l∞ do c0 spolu s Kleeovou vìtou 21.27. ♣(e) Doka¾te následujíí obráení Kleeovy vìty 21.27. Neh» na Banahovì prostoru X existuje ekvivalentní striktnìkonvexní norma. Potom existuje striktnì konvexní prostor Z a prosté zobrazení T ∈ L(X,Z).Návod . Za Z staèí vzít X s onou striktnì konvexní normou a za T identiké zobrazení. ♣(f) Neh» {Cn} je klesajíí posloupnost neprázdnýh, omezenýh, uzavøenýh, konvexníh mno¾in v reexivnímBanahovì prostoru. Uka¾te, ¾e T

n
Cn 6= ∅.Návod . Staèí se odvolat na dùsledek 16.10 a vzpomenout si na Cantorovu vìtu. ♣(g) Uka¾te, ¾e tvrzení z (f) neplatí v obenýh Banahovýh prostoreh.Návod . Uva¾ujte Cn := {f ∈ C([0, 1℄) : f(1) = 1 a 0 ≤ f(x) ≤ xn na [0, 1℄}. ♣(h) Neh» X je uniformnì konvexní Banahùv prostor. Jestli¾e xn w→ x a ‖xn‖ → ‖x‖, potom i xn → x.Návod . Mù¾eme pøedpokládat, ¾e jak x tak i v¹ehny èleny posloupnosti {xn} jsou nenulové. Polo¾me zn := xn

‖xn‖a z := x
‖x‖ . Potom ‖z‖ = ‖zn‖ = 1 a zn w→ z. Odtud dostáváme s pøihlédnutím k 3.14.g èi 16.18.b2 = 2‖z‖ ≤ lim inf ‖zn + z‖ ≤ limsup ‖zn + z‖ ≤ ‖z‖ + lim‖zn‖ = 2 .Tudí¾ ‖zn + z‖ → 2 a uniformní konvexita dá ‖zn − z‖ → 0. A to je ji¾ jen krùèek k závìru, ¾e ‖xn − x‖ → 0. ♣



22. Vektorová integrae a Radon-Nikodýmova vlastnost 175Poznámka. Staèilo pøedpokládat, ¾e X je lokálnì uniformnì konvexní.(i) Neh» {en} je ortonormální báze (separabilního) nekoneènì dimenzionálního Hilbertova prostoru H. Je-li x =P
n xnen, polo¾me ‖x‖e = P

n
|xn|2n . Uka¾te, ¾e ‖.‖e je norma na H, která není ekvivalentní pùvodní normìprostoru H.Návod . Uvìdomte si, ¾e ‖en‖e = 12n . ♣(j) Uka¾te, ¾e na ka¾dém koneènì dimenzionálním Banahovì prostoru X existuje ekvivalentní striktnì konvexnínorma.Návod . Pokud vás ni nenapadne, zkuste de�novat novou normu na prostoru (X, ‖.‖) pøedpisem
‖x‖s := “

‖x‖2 + 1
n

`
f21 (x) + · · · + f2n(x)´” 12

,kde {f1, . . . , fn} tvoøí bázi X∗. ♣22. Vektorová integrae a Radon-Nikodýmova vlastnostV této kapitole struènì zavedeme nìkteré pojmy z teorie vektorovýh mìr a integrae, kterébudeme potøebovat. Proto¾e o této problematie je podrobnì pojednáno ve skripteh [LM℄, ome-zíme se skuteènì jen na to nejzákladnìj¹í.22.1. Vektorové míry. Uva¾ujme mìøitelný prostor (
,S) (S je σ-algebra podmno¾in danémno¾iny 
) a Banahùv prostorX . Vektorovou mírou F na S rozumíme v¾dy σ-aditivní zobrazení
S do X pro nì¾ F (∅) = 0. Jeliko¾ F ( ⋃

n
An) = ∑

n
F (An) kdykoliv mno¾iny An ∈ S, n = 1, 2, . . .jsou po dvou disjunktní, vidíme, ¾e levá strana uvedené rovnosti nezávisí na poøadí mno¾in An.Konvergeni øady vpravo tudí¾ hápeme jako bezpodmíneènou.Je-li F vektorová míra, de�nujeme její totální variai |F | jako mno¾inovou funki na S pøed-pisem

|F (A)| = sup{ k∑

j=1 ‖F (Aj)‖ : A1, . . . , Ak ∈ S jsou po dvou disjunktní a k⋃

j=1Aj = A
}
.Totální variae |F | je (nezápornou) mírou na S. Pokud |F (
)| < ∞, øíkáme, ¾e F má koneènouvariai .Je-li (
,S, µ) prostor s koneènou mírou a F : 
 → X vektorová míra, øekneme, ¾e F jeabsolutnì spojitá vzhledem k µ, jestli¾e (nezáporná) míra |F | je absolutnì spojitá vzhledem k µ.To bude právì tehdy, jestli¾e F (E) = 0 pro ka¾dou mno¾inu E ∈ S, µE = 0.22.2. Bohnerùv integrál. Pøedpokládejme, ¾e je zadán prostor (
,S, µ) s pravdìpodobnostnímírou (µ
 = 1). Je-li X Banahùv prostor a f : 
 → X vektorová jednoduhá funke majíí tvar

f = n∑
j=1 xjcEj

, kde Ej ∈ S jsou po dvou disjunktní a xj ∈ X , de�nujeme
∫
 f dµ := n∑

j=1 xjµEj .De�nie je korektní, nebo» hodnota integrálu ∫
 f dµ nezávisí na vyjádøení funke f (které neníjednoznaèné).Vektorové funke z 
 do X , které jsou µ-skoro v¹ude rovny limitám posloupností jednoduhýhfunkí, nazveme mìøitelné .Mìøitelná funke f : 
 → X je bohnerovsky integrovatelná, existuje-li posloupnost {fn} jed-noduhýh funkí tak, ¾e ∫
 ‖f−fn‖ dµ→ 0. Pokud tomu tak je, existuje lim ∫
E
fn dµ pro ka¾doumno¾inu E ∈ S. Tuto limitu, o¾ je prvek na¹eho Banahova prostoru X , nazveme Bohnerovýmintegrálem funke f pøes E a oznaèíme ji ∫

E
f dµ. Je dobré si uvìdomit, ¾e limita v¾dy existuje(to proto, ¾e posloupnost ∫

E
fn dµ je auhyovská), a ¾e nezávisí na volbì posloupnosti {fn}.



176 D. Geometrie Banahovýh prostorùSymbolem LpX(µ) pro p ≥ 1 oznaème prostor v¹eh mìøitelnýh zobrazení 
 do X takovýh,¾e ∫
 ‖f‖p dµ) < ∞. Bì¾ným zpùsobem z nìho vytvo¾ený faktorprostor LpX(µ) je potom Bana-hovým prostorem, de�nujeme-li v nìm normu pøedpisem ‖f‖p = (∫
 ‖f‖p dµ) 1p .22.3. Fréhetova derivae. Pojem Fréhetovy derivae je v tìhto Zápisíh de�nován na víemísteh. Rozmno¾me jejih poèet. Neh» f : G ⊂ X → Y je zobrazení de�nované na otevøenépodmno¾inì G Banahova prostoru X s hodnotami v Banahovì prostoru Y a z ∈ G. Øekneme,¾e f je fréhetovsky diferenovatelné v bodì z, existuje-li L ∈ L(X,Y ) tak, ¾elim
h→0 f(z) − (f(z + h) − Lh

)

‖h‖ = 0 .Pokud je zobrazení f v bodì z fréhetovsky diferenovatelné, je L z uvedené de�nie jednoznaènìurèeno a nazývá se Fréhetovou derivaí f v z. Tuto Fréhetovu derivai znaèíme symbolem f ′(z).22.4. Troha analýzy a historie. Pøipomeòme klasiké vìty z reálné analýzy. První dvì vìtyuvedeme bez dùkazu (lze nahlédnout do [LM℄, dùsledky 22.6 a 23.5), u Radon-Nikodýmovy vìtynaznaèíme geniální von Neumannùv dùkaz.(a) Lebesgueova vìta o diferenovatelnosti. Je-li f reálná funke koneèné variae naintervalu [0, 1℄, má f vlastní derivai ve skoro v¹eh bodeh intervalu [0, 1℄.Speiálnì, ka¾dá absolutnì spojitá funke, která je v¾dy koneèné variae, je diferenovatelnáskoro v¹ude.(b) Lebesgueova vìta o neurèitém integrálu. Je-li f absolutnì spojitá funke na intervalu[0, 1℄, potom f ′ ∈ L1([0, 1℄) a f(b) − f(a) = ∫ b
a
f ′ pro ka¾dé a, b ∈ [0, 1℄.() Radon-Nikodýmova vìta. Neh» µ, ν jsou nezáporné koneèné míry na σ-algebøe S pod-mno¾in dané mno¾iny 
. Jestli¾e ν je absolutnì spojitá vzhledem k µ, potom existuje nezápornáfunke h ∈ L1(µ) tak, ¾e

νE = ∫

E

h dµ pro ka¾dé E ∈ S .Náznak dùkazu. Polo¾me λ = µ+ ν a de�nujme funkionál L na L2(λ) pøedpisem
L : f 7→

∫
 f dν , f ∈ L2(λ) .Ze Shwarzovy nerovnosti plyne, ¾e funkionál L je na prostoru L2(λ) omezený. Podle Fréhet-Rieszovy vìty 2.9 existuje g ∈ L2(λ) tak, ¾e(∗) ∫
 f dν = ∫
 fg dλ pro f ∈ L2(λ) .Pro libovolnou mno¾inu E ∈ S z pøedhozí rovnosti pro f = cE plyne0 ≤ νE = ∫

E

g dλ = νE ≤ λE = ∫

E

1 dλ .Tudí¾ musí být 0 ≤ g ≤ 1 λ-skoro v¹ude. Vyu¾itím pøedpokladu absolutní spojitosti se uká¾e, ¾e
g < 1 λ-skoro v¹ude. Skuteènì, polo¾íme-li A = {x ∈ 
 : g(x) = 1}, je

νA = ∫

A

g dλ = ∫
A

1 dλ = λA = µA+ νA .Tudí¾ µA = 0. Potom ov¹em i νA = 0, a tím také λA = 0. Lze tedy pøedpokládat, ¾e 0 ≤ g < 1v¹ude.Rovnost v (∗) se také dá pøepsat pro libovolnou funki f ∈ L2(λ) jako(∗∗) ∫
 fg dµ = ∫
 f(1 − g) dν .



22. Vektorová integrae a Radon-Nikodýmova vlastnost 177Tato rovnost speiálnì platí pro harakteristiké funke mno¾in z S, z linearity obou stran pak projednoduhé funke a z Leviho vìty o limitním pøehodu za integraèním znamením i pro libovolnénezáporné mìøitelné funke.Buï nyní A ∈ S. Polo¾íme-li f = cA1−g , je f ≥ 0 mìøitelná funke a rovnost (∗∗) øíká, ¾e
∫

A

g1 − g
dµ = ∫
 cA g1 − g

dµ = ∫
 cA dν = νA .Staèí nyní polo¾it h = g1−g . Z poslední rovnosti té¾ plyne, ¾e ∫
 h dµ = ν
 <∞, tedy h ∈ L1(µ).Nyní, kdy¾ máme zavedeny pojmy koneèné variae, absolutní spojitosti, Fréhetovy derivae iBohnerova integrálu pro vektorové funke, mù¾eme se ptát, zda uvedené vìty platí i pro zobrazenído Banahovýh prostorù. Základní vìtu v této problematie dokázal S. Bohner v [1933a℄.(d) Vìta. Buï X Banahùv prostor. Jestli¾e ka¾dá vektorová funke f : [0, 1℄ → X koneènévariae má Fréhetovu derivai f ′(x) ve skoro v¹eh bodeh intervalu [0, 1℄, potom ka¾dá absolutnìspojitá vektorová funke g : [0, 1℄ → X je neurèitým Bohnerovým integrálem ze své derivae:
g(b) − g(a) = ∫ b

a

g′ pro a, b ∈ [0, 1℄ .Nìkdy se øíká, ¾e Banahùv prostor X má Fréhet-Gelfandovu vlastnost , jestli¾e z toho, ¾eka¾dá vektorová funke z [0, 1℄ do X koneèné variae je diferenovatelná skoro v¹ude, plyne, ¾eka¾dá absolutnì spojitá vektorová funke z [0, 1℄ do X je neurèitým Bohnerovým integrálem zesvé derivae. Otázku, zda existují nekoneènì dimenzionální prostory majíí Fréhet-Gelfandovuvlastnost zodpovìdìl G. Birkho� [1935℄. Ukázal toti¾, ¾e ka¾dý Hilbertùv prostor má tuto vlast-nost.Hned v následujíím èlánku [1933b℄ sám Bohner uvedl pøíklad zobrazení f : [0, 1℄ → l∞,které je sie koneèné variae, ale není diferenovatelné v ¾ádném bodì. Závìr | Lebesgueovyvìty obenì neplatí pro vektorové funke. Naskytla se otázka, pro jaké Banahovy prostorytedy platí. Odpovìï pøi¹la pomìrnì brzy a byla znaènì pøekvapujíí. S. Bohner a A.E. Tay-lor ukázali v [1938℄, ¾e Lebesgueovy vìty platí právì v tìh Banahovýh prostoreh, kde platí iRadon-Nikodýmova vìta. Dnes se tyto prostory nazývají Banahovými prostory majíími Radon-Nikodýmovu vlastnost. Jejih pøesná de�nie je následujíí.22.5. Banahovy prostory s RNP. Øekneme, ¾e Banahùv prostor X má Radon-Nikodýmovuvlastnost , kráte RNP , jestli¾e platí následujíí: Kdykoliv (
,S, µ) je prostor s koneènou míroua ν : S → X je vektorová míra koneèné variae, která je absolutnì spojitá vzhledem k µ, existujebohnerovsky integrovatelná funke g : 
 → X tak, ¾e
νE = ∫

E

g dµ pro E ∈ S .

����C. Stegall
22.6. Pøíklady na RNP. (a) J. von Neumann v [1932℄ ukázal, ¾e ka¾dý Hilber-tùv prostor má v dne¹ní terminologii RNP. Také uniformnì konvexní prostory majípodle J.A. Clarksona [1936℄ RNP. Tamté¾ J.A. Clarkson ukázal, ¾e striktnì kon-vexní prostory nemusejí mít Radon-Nikodýmovou vlastnost. To proto, ¾e ka¾dýseparabilní prostor dokázal pøenormovat tak, aby v jisté ekvivalentní normì bylstriktnì konvexní (viz vìtu 21.26). Zdá se, ¾e stále je otevøeným problémem, zdana ka¾dém Banahovì prostoru s RNP existuje ekvivalentní striktnì konvexnínorma.(b) Ka¾dý reexivní prostor má RNP, jak ukázal R.S. Phillips [1940℄. N. Dunforda B.J. Pettis [1940℄ zase ukázali, ¾e X∗ má RNP, pokud X je Banahùv prostormajíí separabilní duál. Dùkazy lze nalézt tøeba v J. Diestel [*1975℄ èi v J. Diesteland J.J. Uhl [*1977℄.



178 D. Geometrie Banahovýh prostorù() C. Stegall [1975℄ dokázal v pøípadì separabilního Banahova prostoru X , ¾e jeho duál X∗ máRNP, právì kdy¾ X∗ je separabilní.(d) Prostor l1 není uniformnì konvexní, pøesto má RNP. Prostory c0, C([0, 1℄) a L1([0, 1℄) nemajíRNP.Dnes existuje elá øada ekvivalentníh harakteristik Banahovýh prostorù s RNP. Uveïmepro zajímavost bez dùkazù nìkteré z nih. Ètenáø si z jejih rùznorodnosti (a to jsme zdaleka ne-uvedli v¹ehny, kupøíkladu harakteristiky pomoí martingalù jsme zela vynehali) mù¾e udìlatpøedstavu, o jak rozsáhlou partii teorie Banahovýh prostorù se jedná. Odùvodnìní jednodu¹¹íhimplikaí se objeví ve vièeníh, zkuste se nad nimi zamyslet.Nejdøíve v¹ak je¹tì nìkteré nové de�nie.22.7. Záøezové mno¾iny a plátky. Podmno¾ina D Banahova prostoru je záøezová, jestli¾eke ka¾dému ε > 0 existuje xε ∈ D tak, ¾e xε /∈ o(D \ U(xε, ε)).Je-li B podmno¾ina Banahova prostoru X , øekneme, ¾e S je plátkem B, jestli¾e existuje
ϕ ∈ X∗ a λ ∈ R tak, ¾e S = B ∩ {x ∈ X : ϕ(x) ≤ λ}. Jinými slovy, je-li S prùnikem B auzavøeného "poloprostoru\.22.8. Charakteristiky prostorù majííh RNP. Buï X Banahùv prostor. Následujíípodmínky jsou ekvivalentní:(i) X má RNP,(ii) je-li M systém lebesgueovsky mìøitelnýh mno¾in na intervalu [0, 1℄ a ν : M → X jevektorová míra koneèné variae, která je absolutnì spojitá vzhledem k Lebesgueovì míøe

λ, existuje bohnerovsky integrovatelná funke g : [0, 1℄ → X tak, ¾e
νE = ∫

E

g dλ pro E ∈ M ,(iii) ka¾dý uzavøený podprostor X má RNP,(iv) ka¾dý uzavøený separabilní podprostor X má RNP,(v) ka¾dá vektorová funke [0, 1℄ → X koneèné variae je fréhetovsky diferenovatelná skorov¹ude,(vi) je-li f : [0, 1℄ → X absolutnì spojitá funke, je f fréhetovsky diferenovatelná skorov¹ude; v tom pøípadì f(b) − f(a) = ∫ b
a f

′, kdykoliv a, b ∈ [0, 1℄,(vii) ka¾dé lipshitzovské zobrazení f : [0, 1℄ → X je fréhetovsky diferenovatelné skoro v¹ude,(viii) ka¾dá omezená podmno¾ina X je záøezová,(ix) ka¾dá uzavøená omezená podmno¾ina X je záøezová,(x) omezené mno¾iny mají plátky libovolnì malého prùmìru,(xi) je-li (
,S, µ) prostor s koneènou mírou, je ka¾dý operátor T ∈ L(L1(µ), X) rieszovskyreprezentovatelný, tj. existuje funke g ∈ L∞
X (µ) tak, ¾e Tf = ∫
 fg dµ pro v¹ehny funke

f ∈ L1(µ),(xii) ka¾dá neprázdná uzavøená omezená konvexní podmno¾ina X má alespoò jeden silnì ex-ponovaný bod,(xiii) ka¾dá neprázdná uzavøená omezená konvexní podmno¾ina X je uzavøeným konvexnímobalem svýh silnì exponovanýh bodù,(xiv) je-li K kompaktní (Hausdor�ùv) prostor, potom ka¾dý absolutnì sèítajíí operátor z C(K)do X je nukleární,(xv) v ka¾dé ekvivalentní normì na X je uzavøená jednotková koule záøezová.22.9. Poznámka. Radon-Nikodýmova vlastnost Banahova prostoru X vyjadøuje, ¾e pro jistá zobrazení z libo-volného prostoru s koneènou mírou do X platí závìr Radon-Nikodýmovy vìty. Podmínka (ii) øíká, ¾e staèí testovatpouze zobrazení z intervalu [0, 1℄ uva¾ovaného s Lebesgueovou mírou.Podmínky (v) a (vi) jsou pak analogií Lebesgueovýh vìt o diferenovatelnosti a neurèitém integrálu. Bana-hovým prostorùm splòujííh podmínku (v) se nìkdy øíkalo Gelfand-Fréhetovy.Podmínku (vii) mù¾eme pova¾ovat za klasikou Rademaherovu vìtu v pøípadì, kdy X je prostorRn. Podmínka(ix) v reálném pøípadì øíká, ¾e duál k prostoru L1 lze ztoto¾nit s L∞ (podívejte se na 2.14.b). Charakteristikaprostorù majííh RNP obsa¾ená v (xiii) patøí R.R. Phelpsovi [1974℄, pøièem¾ pojem silnì exponovaného bodu lzenalézt v *18.4.



23. Vìty o pevnýh bodeh 17922.10. Elementární vièení. (a) Jsou-li X a Y izomorfní Banahovy prostory a X má RNP, potom i Y máRNP.(b) Uka¾te, ¾e Banahovy prostory c0, C([0, 1℄) a L1([0, 1℄) nemají Radon-Nikodýmovu vlastnost.Návod . Vyu¾ijte Phelpsovu harakteristiku (xii) èi (xiii) z vìty 22.8 s pøihlédnutím k tomu, jak vypadají extremálníbody jejih uzavøenýh jednotkovýh koulí. ♣() Uka¾te, ¾e uzavøená jednotková koule BX v Banahovì prostoru X = C([0, 1℄) není záøezová.Návod . Volte f ∈ BX a pøirozené n. Polo¾me ε = 12 a zkonstruujme funke f1, . . . , fn na [0, 1℄ tak, aby fi ∈ BX \
U(f, ε), fi = f na intervalu [0, 1℄ \ [ i−1

n
, i
n

℄. Potom ‚‚‚f − 1
n

nP
i=1 fi‚‚‚ < 2

n
. Vidíme, ¾e f ∈ o(BX \ U(f, ε)). ♣(d) Uka¾te, ¾e omezená mno¾ina je záøezová, právì kdy¾ má plátky libovolnì malého prùmìru.Návod . Zkuste se povièit v aplikai malé Mazurovy vìty 14.27. Neh» D je omezená záøezová mno¾ina v Banahovìprostoru X, ε > 0 a xε /∈ o`

D \ U(xε, ε´. Najdìte ϕ ∈ X∗ a λ tak, aby ϕ
`o(D \ U(xε, ε))´

≤ λ a ϕ(xε) > λ.Potom {x ∈ D : ϕ(x) ≥ λ} ⊂ U(xε, 2ε).Dùkaz opaèné implikae probíhá ve stejném duhu. ♣(e) Neh» D je podmno¾ina Banahova prostoru X. Jestli¾e oD je záøezová mno¾ina, je i D záøezová.Návod . Volme ε > 0 a najdìme xε ∈ oD tak, aby xε /∈ o`oD \ U(xε, ε)´. Podle malé Mazurovy vìty 14.27existuje ϕ ∈ X∗ a λ tak, ¾e ϕ ≤ λ na o`oD \ U(xε, ε)´ a ϕ(xε) > λ. Proto¾e supϕ(D) = supϕ(oD), existuje
dε ∈ D ∩ {x ∈ X : ϕ(x) > λ}. Potom D \ U(dε, 2ε) ⊂ D \ U(xε, ε), odkud vyplyne, ¾e supϕ`o(D \ U(dε, 2ε))´

≤
λ < ϕ(dε). Tudí¾ dε /∈ o`

D \ U(dε, 2ε)´. ♣23. Vìty o pevnýh bodehVìty o pevnýh bodeh pro zobrazení f : T → T nám zaruèují existeni alespoò jednoho bodu
t ∈ T s vlastností f(t) = t. Potkáváme se s nimi v mnoha oblasteh analýzy, a to zejména pøiøe¹ení rovni F (x) = 0. A» se ji¾ jedná o hledání koøenù polynomù èi hledání øe¹ení difereniálníhnebo integrálníh rovni. Na to pak navazují rùzné numeriké metody pro nalezení èi aproximaitìhto pevnýh bodù.Nìkteré z vìt o pevnýh bodeh lze vyu¾ít i pøi èistì teoretikýh existenèníh dùkazeh.23.1. Pevné body zobrazení. Bod x nazveme pevným bodem zobrazení f : X → X , jestli¾e
f(x) = x.23.2. Kontrake. Nejznámìj¹í elementární vìtou o pevném bodu je zøejmì Banahova vìtao kontraki. Pøipomeòme, ¾e zobrazení f metrikého prostoru (P, ̺) do (P, ̺) se nazývá kontrakí ,jestli¾e existuje konstanta K < 1 tak, ¾e ̺(f(x), f(y)) ≤ K ̺(x, y) pro ka¾dou dvojii x, y ∈ P .23.3. Banahova vìta o kontraki. Je-li P úplný metriký prostor a f : P → P kontrake,potom existuje právì jeden pevný bod zobrazení f .Dùkaz. Dokázat, ¾e kontrake nemù¾e mít dva rùzné pevné body, je hraèka. Pro dùkaz exis-tene pevného bodu volme x0 ∈ P (libovolnì!). Polo¾íme-li xn+1 := f(xn), je posloupnost {xn}auhyovská, nebo»

̺(xn, xn−1) = ̺
(
f(xn−1), f(xn−2)) ≤ K ̺(xn−1, xn−2) ≤ · · · ≤ Kn−1̺(x1, x0)a pro n > k

̺(xn, xk) ≤ ̺(xn, xn−1) + · · · + ̺(xk+1, xk) ≤ Kn−11 −K
̺(x1, x0) .Existuje tedy limxn =: x a ze spojitosti f (ka¾dá kontrake je spojitým zobrazením) mámelim f(xn) = f(x). Proto¾e v¹ak lim f(xn) = limxn+1 = x, vidíme, ¾e x je pevným bodem f .



180 D. Geometrie Banahovýh prostorùJiný dùkaz. Podejme je¹tì dal¹í dùkaz, který by nás mohl inspirovat i v jinýh situaíh. Oznaèmetedy
d := inf{̺(x, f(x)) : x ∈ P

}
.Musí být d = 0. Jistì, volíme-li toti¾ ε > 0 libovolnì, existuje z ∈ P tak, ¾e ̺(z, f(z)) < d + ε.Potom ov¹em

d ≤ ̺
(
f(z), f(f(z))) ≤ K ̺

(
z, f(z)) < K (d+ ε) .Pokud by bylo d > 0, dostali byhom, ¾e K ≥ 1. Polo¾me tedy

Mn = {
x ∈ P : ̺(x, f(x)) ≤ 1

n

} pro n ∈ N .Potom {Mn} je klesajíí posloupnost neprázdnýh uzavøenýh mno¾in. Pokud uká¾eme, ¾e platídiamMn → 0, bude podle Cantorovy vìty B.4 prùnik ⋂
n
Mn jednobodový a bude to právì hledanýpevný bod zobrazení f . Jsou-li v¹ak x, y ∈Mn, je

̺(x, y) ≤ ̺
(
x, f(x))+ ̺

(
f(x), f(y))+ ̺

(
f(y), y) ≤ 2

n
+K ̺(x, y) .Tudí¾ diamMn ≤ 2

n(1−K) .23.4. Poznámky. (a) Banahova vìta o kontraki má øadu pou¾ití. Urèitì jste se ji¾ potkali s existenènímdùkazem Peanovy vìty pro existeni a/èi jednoznaènost øe¹ení difereniálníh rovni anebo s její aplikaí pøidùkazu vìty o impliitníh funkíh èi vìty o lokálním difeomor�zmu.(b) Vìta o kontraki ji¾ nemusí platit pro neexpanzivní zobrazení èi slabé kontrake. Struènì se této problematikydotkneme v *23.1 a *23.4.() V¹imnìme si, ¾e posloupnost {f(xn)} z dùkazu Banahovy vìty o kontraki konvergovala k pevnému boduzobrazení f , a» jsme výhozí bod x0 volili zela libovolnì. Je-li f zobrazení prostoru P do sebe, x0 ∈ P a
xn+1 := f(xn) = fn(x), nazýváme posloupnost {xn} Piardovými iteraemi zobrazení f (s poèáteèní podmínkou
x0).23.5. Vlastnost FPP a retrakty. Topologiký prostor X má vlastnost pevného bodu, krátevlastnost FPP , jestli¾e ka¾dé spojité zobrazení X do X má pevný bod.23.6. Poznámky. (a) Na R má ka¾dý uzavøený interval [a, b℄ vlastnost FPP, jak ihned plyne z darbouxovskévlastnosti spojitýh funkí (o nabývání v¹eh mezihodnot).(b) V novìj¹íh monogra�íh a èasopisekýh èláníh se vlastnost FPP vyskytuje v mnoha rùznýh význameh.To zále¾í na tom, k jaké tøídì mno¾in a zobrazení na nih ji vztáhneme. Tak kupøíkladu mnozí autoøi øíkají,¾e Banahùv prostor má vlastnost FPP, nìkdy té¾ "f.p.p.\, jestli¾e libovolné neexpanzivní zobrazení omezenéuzavøené konvexní mno¾iny do sebe má pevný bod. Jiní zase zkoumají neexpanzivní zobrazení slabì kompaktníhmno¾in do sebe. My se podr¾íme klasikýh de�ni a posledním vlastnostem budeme v *23.3 øíkat R a R∗.Øekneme, ¾e mno¾ina Z je retraktem topologikého prostoru X , jestli¾e existuje spojité "retra-hujíí\ zobrazení r : X → Z tak, ¾e v¹ehny body Z jsou pevnými body r, tedy jestli¾e r(x) = xpro x ∈ Z.Kupøíkladu ka¾dý uzavøený podprostor Hilbertova prostoru je jeho retraktem. Obenìji, uza-vøené konvexní podmno¾iny v Hilbertovýh prostoreh jsou jejih retrakty.23.7. Lemma. (a) Jestli¾e prostor X má vlastnost FPP a Y je homeomorfní s X, má i YFPP.(b) Jestli¾e prostor X má FPP a Z je jeho retraktem, má i Z vlastnost FPP.Dùkaz. Dùkazy obou tvrzení jsou témìø nabíledni. Je-li f : Y → Y spojité zobrazení v prvnímpøípadì a h homeomor�zmus X na Y , má slo¾ené zobrazení h−1 ◦ f ◦ h : X → X pevný bod
x. Potom zøejmì h(x) je pevným bodem f . V pøípadì (b), je-li r : X → Z retrahujíí zobrazenía f : Z → Z zadané spojité zobrazení, existuje pevný bod x zobrazení f ◦ r. Proto¾e v¹ak
f(r(x)) = x ∈ Z, je r(x) hledaným pevným bodem zobrazení f .Ne¾ pøejdeme k jedné z nejdùle¾itìj¹íh vìt nelineární funkionální analýzy, zmiòme se struènìo pojmu topologikého stupnì.



23. Vìty o pevnýh bodeh 18123.8. Vsuvka o topologikém stupni. Pøedpokládejme, ¾e f je zobrazení otevøené mno¾iny
G v Banahovì prostoru X do, øeknìme tého¾, prostoru X . Chtìli byhom nyní de�novat èíslodeg(f,G, p) (topologiký stupeò zobrazení f), které by vyjadøovalo "poèet\ øe¹ení rovnie f(x) =
p na mno¾inì G. Ideální by bylo, kdyby naví toto èíslo záviselo spojitì na zobrazení f i na pravéstranì p, a kdyby pro malé pertubae f èíslo deg(f,G, p) zùstávalo konstantní v malém okolíbodu p.Jsou rùzné situae, kdy lze vybudovat teorie o zavedení takového stupnì. My v dal¹ím pouzevyslovíme vìtu o jednoznaènosti a existeni stupnì v eukleidovském prostoru Rn pro spojitázobrazení na otevøenýh omezenýh mno¾ináh a v poznáme se zmíníme o stupni v Banahovýhprostoreh nekoneèné dimenzi pro pøípad zobrazení typu I−K (kde I je identita a K kompaktníoperátor). Topologiký stupeò v prvním pøípadì byl zaveden L.E.J. Brouwerem v [1912℄, v druhémpøípadì pak J. Lerayem a J. Shauderem [1934℄.

����O. John
����J. Milota

O topologikém stupni se lze doèíst ve skripteh [JS℄ èi [FM℄, jiný zpùsob za-vedení stupnì v koneèné dimenzi je prezentován v [LM℄. Existuje ov¹em pøehr¹lezpùsobù, jak topologiký stupeò v té èi oné formì vybudovat. Z dal¹í literaturyjmenujme klasikou monogra�i K. Deimling [1985℄, V.I. Istr�a�tesu [1981℄ èi I. Fon-sea and W. Gangbo [*1995℄.(a) Topologiký stupeò v Rn. Ka¾dé "pøípustné\ trojii (f,G, p), kde G pro-bíhá systém v¹eh omezenýh otevøenýh podmno¾in Rn, f : G → Rn je spojitézobrazení a p ∈ Rn \ f(∂G), byhom rádi pøiøadili elé èíslo deg(f,G, p) splòujíínásledujíí podmínky:(a) je-li f identita na G a p /∈ ∂G, potom deg(f,G, p) = 1,(b) jestli¾e G1, G2 ⊂ G jsou disjunktní otevøené mno¾iny a p /∈ f(G\G1∪G2),potom deg(f,G, p) = deg(f,G1, p) + deg(f,G2, p) ,() je-li H : [0, 1℄ × G → Rn spojité zobrazení, f0(x) = H(0, x), f1(x) =
H(1, x) a H(t, x) 6= p pro t ∈ [0, 1℄ a x ∈ ∂G, potomdeg(f0, G, p) = deg(f1, G, p) ,(d) pokud deg(f,G, p) 6= 0, existuje x ∈ G tak, ¾e f(x) = p.Dal¹í vìta nám øekne, ¾e v Rn takové zobrazení skuteènì existuje a je podmín-kami (a){(d) jednoznaènì urèeno. Toto zobrazení nazveme topologikým stupnìm v Rn.(b) Poznámky. (b1) S trohou tolerane "normalizaèní\ podmínka (a) øíká, ¾e rovnie id x = p má øe¹ení x = p.Pokud jde o podmínku aditivity v (b), má-li rovnie f(x) = p n1 øe¹ení na mno¾inì G1, n2 øe¹ení na G2 a ¾ádnéøe¹ení v mno¾inì G \G1 ∪G2, má tato rovnie n1 + n2 øe¹ení v G.(b2) Jsou-li X a Y topologiké prostory a f, g spojitá zobrazení X do Y , øekneme, ¾e f je homotopiké s g,existuje-li spojité zobrazení H : [0, 1℄ ×X → Y tak, ¾e H(0, x) = f(x) a H(1, x) = g(x) pro x ∈ X. Zobrazení Hse pak øíká homotopie, tøídì {ft}t∈[0,1℄, kde ft := H(t, .), pak spojitá deformae f do g. Mno¾ina v¹eh spojitýhzobrazení X do Y se rozpadá na homotopiké tøídy, vztah "býti homotopikými zobrazeními\ je toti¾ ekvivalene.Ale to v¹e patøí ji¾ do jinýh partií.(b3) Podmínka () vyjadøuje invariani topologikého stupnì vzhledem ke spojitým homotopiím.(b4) Podmínka (d) je ze v¹eho nejdùle¾itìj¹í. Øíká, jak poznáme, ¾e rovnie f(x) = p má øe¹ení v mno¾inì G.(b5) Proè pro pøípustné trojie nemù¾eme uva¾ovat také p ∈ f(∂G)? Ilustrujme to na jednoduhém pøíkladì.Uva¾ujme funki f(t) = t na intervalu G := (0, 1). Pokud p ∈ (−∞, 0) ∪ (1,∞), musí být deg(f, G, p) = 0, nebo»rovnie f(x) = p nemá pro tato p v intervalu (0, 1) ¾ádné øe¹ení. Vzhledem k normalizaèní podmíne musí býtdeg(f, G, p) = 1 pro p ∈ (0, 1). V libovolném okolí bodu p = 0 èi p = 1 nabývá tedy stupeò deg(f, G, p) jak hodnot0 tak i 1. Není tedy ¹ane de�novat stupeò deg(f, G, p) pro p ∈ f(∂G) = {0, 1}, vy¾adujeme-li, aby spojitì záviselna p.() Vìta. Topologiký stupeò v Rn existuje a je podmínkami (a){(d) jednoznaènì urèen. Navítopologiký stupeò má následujíí vlastnosti:(e) jsou-li f, g spojitá zobrazení G do Rn, f = g na ∂G a p ∈ Rn \ f(∂G), je deg(f,G, p) =deg(g,G, p),(f) funke deg(f,G, _) je konstantní na ka¾dé komponentì otevøené mno¾iny Rn \ f(∂G).



182 D. Geometrie Banahovýh prostorù(d) Leray-Shauderùv stupeò. I v prostoreh nekoneèné dimenze lze budovat teorie topolo-gikého stupnì. Jen struènì øeknìme, ¾e tzv. Leray-Shauderùv stupeò se zavádí pro zobrazenítypu I −K, kde K je kompaktní operátor. Pomoí nìho lze pak ji¾ snadno odvodit Shauderovuvìtu 23.13 o pevném bodu.23.9. Brouwerova vìta. Uzavøená jednotková koule B1 v Rn má vlastnost pevného bodu.Dùkaz. Existují rùzné dùkazy Brouwerovy vìty o pevném bodu. Kupøíkladu jednoduhý dùkaz Brouwerovy vìtypro simplexy v Rn pou¾ívajíí kombinatoriké úvahy a Spernerovo lemma pohází od B. Knastera, K. Kura-towského a S. Mazurkiewize [1929℄. Je uveden tøeba v [Pul℄.Uveïme dùkaz vyu¾ívajíí existeni topologikého stupnì v Rn z vìty 23.8.. Pøedpokládejmetedy, ¾e f : B1 → B1 je spojité zobrazení a ¾e f(x) 6= x pro v¹ehna x ∈ B1. Polo¾íme-li
H(t, x) := x− tf(x) pro x ∈ B1 a t ∈ [0, 1℄ ,je H homotopie. Pokud t ∈ [0, 1℄ a ‖x‖ = 1, je H(t, x) 6= 0. Zajisté, pro t = 1 je to podlepøedpokladu, pokud t ∈ [0, 1), máme v pøípadì ‖x‖ = 1 nerovnost ‖tf(x)‖ ≤ t < 1, a musí tudí¾být x 6= tf(x). Oznaèíme-li je¹tì G := {x ∈ Rn : ‖x‖ < 1}, g0(x) := H(0, x) = x a g1(x) :=

H(1, x) = x− f(x) pro x ∈ G, dostáváme z vlastnosti () stupnì, ¾e deg(g0, G, 0) = deg(g1, G, 0).Ale g0 je identiké zobrazení, tudí¾ podle (a) je deg(g0, G, 0) = 1. Musí tedy být i deg(g1, G, 0) = 1a vlastnost (d) nám dá existeni x ∈ G, pro nì¾ g1(x) = 0. A to je samozøejmì spor s tím, ojsme pøedpokládali.23.10. Dùsledek. Libovolná kompaktní konvexní podmno¾ina Banahova prostoru koneènédimenze má vlastnost FPP.Dùkaz. Proto¾e ka¾dý koneènì dimenzionální (reálný) Banahùv prostor X je izomorfní Rn, kde
n = dimX , staèí ukázat, ¾e libovolná kompaktní konvexní podmno¾ina Rn má vlastnost FPP.Ale to je snadné. Neh» C ⊂ Rn je taková mno¾ina. Najdìme R > 0 tak velké, aby C ⊂ U(0, R).Je-li nyní PC hilbertovská projeke Rn na C (viz 1.26), je C retraktem U(0, R). Nyní zbývápou¾ít lemma 23.7, (a) i (b), a samozøejmì Brouwerovu vìtu.Poznámka. Jiné dùkazy tohoto dùsledku lze nalézt ve vièení 23.16.d.23.11. Brouwerova vìta v nekoneèné dimenzi. Otázka, zda pro uzavøené jednotkové koulev prostoreh nekoneèné dimenze platí analogie Brouwerovy vìty, byla zodpovìzena víe autory.Následujíí pøíklad pohází od S. Kakutaniho [1943℄. Neh» C je uzavøená jednotková kouleHilbertova prostoru l2. De�nujeme-li zobrazení f na l2 pøedpisem

f : x = (x1, x2, . . . ) 7→ (√1 − ‖x‖2, x1, x2, . . . ) ,je f spojité zobrazení C do C, které nemá pevný bod.Jako vièení si rozmyslete, ¾e i zobrazení
h : x = (x1, x2, . . . ) 7→ (1 − ‖x‖2, x1, x2, . . . )èi
sε : (x1, x2, . . . ) 7→ (

ε(1 − ‖x‖), x1, x2, . . . )nemají na uzavøené jednotkové kouli prostoru l2 pevný bod.Jako jiný pøíklad poslou¾í i uzavøená jednotková koule prostoru c0 a zobrazení
f : {xn} 7→ (1 − ‖x‖, x1, x2, . . . ) .K této problematie se je¹tì vrátíme v *23.8.Vidíme, ¾e v nekoneènì dimenzionálníh prostoreh analogie Brouwerovy vìty nemusí platit.Uva¾ujeme-li v¹ak spojitá zobrazení kompaktníh konvexníh mno¾in, pro nì ji¾ tvrzení platí.Uvedeme relativnì slab¹í tvrzení jako základ dal¹íh vìt.



23. Vìty o pevnýh bodeh 18323.12. Lemma. Neh» C je uzavøená konvexní podmno¾ina Banahova prostoru X a K ⊂ Ckompakt. Jestli¾e f je spojité zobrazení C do K, má f pevný bod.Dùkaz. Polo¾íme-li B := oK, je B ⊂ C kompaktní mno¾ina podle Mazurovy vìty *13.6. a
f je spojité zobrazení B do B. Dále, je-li Y uzavøený lineární obal B, je Y opìt Banahùvprostor, který je naví separabilní (nebo» B je kompakt). Podle Clarksonovy renormaèní vìty21.26 existuje na Y ekvivalentní striktnì konvexní norma.Shròme, dùkaz jsme zredukovali na pøípad, kdy X mù¾eme uva¾ovat striktnì konvexní, Bkompaktní konvexní a f : B → B spojité. Cílem dal¹ího sna¾ení je pøevést dùkaz na pøípadkoneèné dimenze a pou¾ít Brouwerovu vìtu.Proto¾e f(B) je kompaktní mno¾ina, existují ke ka¾dému pøirozenému n prvky xni ∈ B, i =1, . . . ,m(n) tak, ¾e mno¾ina �n := {f(xni ) : i = 1, . . . ,m(n)} je 1

n -sí» mno¾iny f(B). Oznaème Ynlineární obal mno¾iny �n. Potom Yn je koneènì dimenzionální (uzavøený) podprostor X . Proto¾emno¾iny Bn := B ∩ Yn jsou kompaktní a konvexní v Yn, jsou podle vìty 21.17 metriké projeke
Pn : X → Bn spojité. Potom slo¾ená zobrazení fn := Pn ◦ f : Bn → Bn jsou spojitá a podle(dùsledku) Brouwerovy vìty 23.10 existují zn ∈ Bn tak, ¾e fn(zn) = zn. Proto¾e {zn}n ⊂ B, lzez posloupnosti {zn} vybrat konvergentní. Pøedpokládejme tedy rovnou, ¾e zn → z.K dokonèení dùkazu staèí ukázat, ¾e f(z) = z. Pøedev¹ím si uvìdomme, ¾e

‖fn(x) − f(x)‖ = ‖Pn(f(x)) − f(x)‖ = dist(Bn, f(x)) ≤ min{‖f(x) − f(t)‖ : t ∈ �n} ≤ 1
npro x ∈ Bn. Odhadujme nyní

‖fn(zn) − f(z)‖ = ‖fn(zn) − f(zn)‖ + ‖f(zn) − f(z)‖ ≤ 1
n

+ ‖f(zn) − f(z)‖ .Tudí¾ fn(zn) → f(z), nebo» f(zn) → f(z) ze spojitosti f , a proto¾e fn(zn) = zn → z, dostávámekoneènì z = f(z).Poznámka. Závìr posledního dùkazu pøipomínal dùkaz tvrzení, podle kterého fn(zn) → f(z), pokud zn → z a
fn → f stejnomìrnì.23.13. Shauderova vìta. Neh» K je kompaktní konvexní podmno¾ina Banahova prostoru
X a f : K → K spojité zobrazení. Potom existuje x ∈ K tak, ¾e f(x) = x.Dùkaz. Tvrzení samozøejmì vyplývá z posledního lemmatu 23.12. Ètenáøi, kterému jsou renor-mae protivné a který by uvítal radìji pøímý dùkaz, nabízíme následujíí øádky. Neh» tedy
f : K → K je spojité zobrazení na kompaktní mno¾inì K. Pøedepi¹me si ε > 0. Existují
x1, . . . , xn ∈ K tak, ¾e K ⊂

n⋃
j=1U(xj , ε). Polo¾me ϕj(x) := max{0, ε− ‖x − xj‖} pro x ∈ K a

j = 1, . . . , n. Funke ϕj jsou na K nezáporné, pøièem¾ souèet n∑
j=1ϕj je v ka¾dém bodì K kladný.De�nujeme-li funki ϕ na K pøedpisem

ϕ : x 7→
( n∑

j=1 ϕj(x)xj)( n∑

j=1 ϕj(x))−1je ϕ na K spojitá, zobrazuje K do mno¾iny Kε := K ∩ o{x1, . . . , xn} ⊂ lin{x1, . . . , xn} a
‖ϕ(x)−x‖ ≤ ε pro x ∈ K. Slo¾ené zobrazení ϕ◦f zobrazuje Kε do Kε, má tedy podle Brouwerovyvìty 23.9 pevný bod xε ∈ Kε. Proto¾e

‖xε − f(xε)‖ ≤ ‖xε − ϕ ◦ f(xε)‖ + ‖ϕ ◦ f(xε) − f(xε)‖ = ‖ϕ ◦ f(xε) − f(xε)‖ ≤ ε ,je inf{‖x − f(x)‖ : x ∈ K} = 0. Jeliko¾ f je spojité zobrazení na kompaktní mno¾inì, musíexistovat x ∈ K tak, ¾e f(x) = x.23.14. Kompaktní zobrazení. Neh» M,N jsou normované lineární prostory. Zobrazení f :
M → N se nazývá kompaktní , je-li spojité a zobrazuje ka¾dou omezenou mno¾inu v M namno¾inu relativnì kompaktní v N .Je-li f lineární a zobrazuje omezené mno¾iny na relativnì kompaktní, je ji¾ f automatiky spojité.



184 D. Geometrie Banahovýh prostorù23.15. Vìta. Je-li C uzavøená omezená konvexní podmno¾ina Banahova prostoru X a f :
C → C kompaktní zobrazení, má f pevný bod.Návod . Pou¾ijte lemma 23.12. ♣Poznámka. Staèilo pøedpokládat, ¾e C je konvexní podmno¾ina normovaného lineárního prostoru a f : C → Ckompaktní zobrazení. Viz tøeba J. Dugundji and A. Granas [*1982℄, str. 57.23.16. Elementární vièení. (a) Neh» C je uzavøená konvexní podmno¾ina striktnì konvexního Banahovaprostoru X a T : C → C neexpanzivní zobrazení. Potom mno¾ina pevnýh bodù Fix(T ) := {x ∈ C : Tx = x} jeuzavøená a konvexní.Návod . Uzavøenost je dùsledek spojitosti zobrazení T . Neh» x, y ∈ C, Tx = x, Ty = y a z := x+y2 . Potøebujemeukázat, ¾e Tz = z. Proto¾e ‖Tz − x‖ ≤ ‖z − x‖ = ‖x−y2 ‖ a takté¾ ‖Tz − y‖ ≤ ‖x−y2 ‖, musí být vyu¾itím striktníkonvexity z = Tz. ♣Poznámka. Mno¾ina Fix(T ) nemusí být obenì ani konvexní, souvislá èi slabì uzavøená. Lze se tøeba podívat doK. Goebel and W.A. Kirk [*1990℄. M.A. Khamsi ukázal, ¾e Banahùv prostor X je striktnì konvexní, právì kdy¾pro ka¾dé neexpanzivní zobrazení T na libovolné uzavøené konvexní mno¾inì je mno¾ina Fix(T ) konvexní.(b) Neh» BX je uzavøená jednotková koule Banahova prostoru X a f : BX → X kontrake. Jestli¾e f(∂BX ) ⊂
BX , má f pevný bod.Návod . Polo¾te h : x 7→ x+f(x)2 a uka¾te, ¾e h : BX → BX je kontrake. Ka¾dý pevný bod h je i pevným bodem
f . ♣() Neh» (P, ̺) je úplný metriký prostor. Zobrazení fP → P nazveme expandujíím, existuje-li taková konstanta
β > 1, ¾e ̺`

f(x), f(y)´
≥ β̺(x, y) pro v¹ehna x, y ∈ P . Neh» f je expandujíí zobrazení na P a f(P ) = P .Uka¾te, ¾e f má právì jeden pevný bod.(d) Doka¾te dùsledek 23.10 podle následujííh návodù. V ka¾dém pøípadì pøedpokládejte, ¾e C ⊂ B1 := {x ∈Rn : ‖x‖ ≤ 1} je uzavøená konvexní mno¾ina.(d1) Je-li pC Minkowského funkionál mno¾iny C, je zobrazení x 7→ x ‖x‖

pC(x) homeomor�zmem C na B1.(d2) Neh» f : C → C je spojité zobrazení. Podle Dugundjiho vìty B.12 roz¹iøte f na spojité zobrazení ϕf : B1 → Ca podle Brouwerovy vìty najdìte jeho pevný bod.



185Poznámky, doplòky, vièení*1. Banahovy a Hilbertovy prostory*1.1. Dal¹í pøíklady normovanýh lineárníh prostorù. Podejme je¹tì nìkteré dal¹í pøí-klady prostorù.(a) Prostory l∞(�) a c0(�) . Buï � libovolná mno¾ina. De�nujeme
l∞(�) := {{aγ}γ∈� ∈ R� : sup{|aγ | : γ ∈ �} <∞

} s normou ‖{aγ}‖ := sup{|aγ | : γ ∈ �}a
c0(�) := {{aγ} ∈ l∞(�) : pro ka¾dé ε > 0 mno¾ina {γ ∈ � : |aγ | > ε} je koneèná} .s normou indukovanou z l∞(�).(b) Prostory c00 a l100. Vektorový prostor c00 sestává ze v¹eh posloupností, které jsou odurèitého indexu rovny 0, tedy x = {xn} ∈ c00, jestli¾e existuje k (závislé na x) tak, ¾e xn = 0pro v¹ehna n > k. Uva¾ujeme-li na c00 sup-normu, je c00 podprostor c0. Proto¾e v¹ak c00 neníuzavøený v c0 (staèí uva¾ovat posloupnost (1, 12 , . . . , 1n , 0, 0, . . . )), není prostor c00 úplný.Obdobnì de�nujeme prostor l100 jako podprostor l1 tvoøený v¹emi posloupnostmi, které jsouod urèitého indexu (závislého na dané posloupnosti) nulové. Prostor l100 je hustý v l1.() Prostor B(T ). Vektorový prostor B(T ) v¹eh omezenýh funkí na mno¾inì T uva¾ovanýs normou ‖f‖ := sup{|f(t)| : t ∈ T } je Banahùv prostor. Zøejmì l∞ = B(N).(d) Prostor Ck([0, 1℄). Buï k ∈ N. Vektorový prostor Ck([0, 1℄) v¹eh spojitì diferenovatelnýhfunkí a¾ do øádu k na intervalu [0, 1℄ vybavený normou

‖f‖ = max
t∈[0,1℄ |f(t)| + max

t∈[0,1℄ |f ′(t)| + · · · + max
t∈[0,1℄ |f (k)(t)|je Banahùv prostor.(e) Prostor ba(S). Neh» S je σ-algebra podmno¾in mno¾iny T . Symbolem ba(S) oznaèmevektorový prostor v¹eh omezenýh koneènì aditivníh reálnýh funkí na S. Polo¾íme-li pro

ν ∈ ba(S)
‖ν‖ = sup{ n∑

i=1 |νEi| : Ei ∈ S ,

n⋃

i=1Ei = T , Ei ∩ Ej = ∅ pro i 6= j
}
,stává se ba(S) s takto de�novanou normou Banahovým prostorem. Mno¾ina a(S) v¹eh σ-aditivníh znaménkovýh mìr na S je pak uzavøeným podprostorem ba(S).(f) Prostory LpX(
,S, µ). Neh» (
,S, µ) je prostor s koneènou mírou, p ∈ [1,∞) a X jeBanahùv prostor. Vektorová funke f : 
 → X je silnì mìøitelná, jestli¾e existuje posloupnostjednoduhýh funkí {fn} tak, ¾e fn → f µ-skoro v¹ude. Pøitom funke ϕ : 
 → X je jednoduhá,existují-li x1, . . . , xn ∈ X a mno¾iny E1, . . . , En ∈ S tak, ¾e ϕ = n∑

j=1 xjcEj
.Je-li f silnì mìøitelná funke, je (reálná) funke ‖f‖ mìøitelná. To je zøejmé v pøípadì, kdy fje jednoduhá funke. V obeném pøípadì si staèí uvìdomit ¾e limita skoro v¹ude konvergentníposloupnosti mìøitelnýh funkí je opìt mìøitelná funke (a norma je spojitá funke).Prostor LpX(
,S, µ) je tvoøen mìøitelnými funkemi f , pro nì¾

‖f‖p,X := (∫
 ‖f(ω)‖p dµ(ω)) 1
p

<∞ .



186 Poznámky, doplòky, vièeníLze ukázat, ¾e prostory LpX(
,S, µ) (pøesnìji øeèeno, tøídy ekvivalentníh funkí) s takto de�no-vanou normou ‖.‖p,X jsou Banahovy.Obdobnì lze de�novat Banahùv prostor L∞
X (
,S, µ) jako prostor (tøíd) v¹eh eseniálnì ome-zenýh zobrazení f : 
 → X opatøený normou

‖f‖∞,X := inf{M ≥ 0 : ‖f‖ ≤M µ-skoro v¹ude} .Pøitom funke f : 
 → X je eseniálnì omezená, existuje-li taková konstantaM > 0, ¾e ‖f(ω)‖ ≤
M pro µ-skoro v¹ehna ω ∈ 
.Zmiòme se na tomto místì o tom, jak vypadají duály k prostorùm LpX(
,S, µ) pro 1 < p <∞.Lze ukázat, ¾e pokudX je reexivní, je prostor LpX(
,S, µ) také reexivní a jeho duál lze ztoto¾nits prostorem LqX∗(
,S, µ), kde samozøejmì q = p

p−1 . Pokud X není reexivní, je situae mnohemslo¾itìj¹í. Lze konsultovat tøeba L. Shwartz [1974-75℄. Tamté¾ lze nalézt následujíí zajímavouharakteristiku.Vìta. Neh» X je Banahùv prostor, p ∈ [1,∞) a 1
p + 1

q = 1. Potom duál prostoru LpX(
,S, µ)je LqX∗(
,S, µ), právì kdy¾ X∗ má Radon-Nikodýmovu vlastnost.Poznámka. O Radon-Nikodýmovì vlastnosti Banahovýh prostorù jsme se zmínili v 22. kapitole. Podotknìmepouze, ¾e pokud Banahùv prostor X je reexivní, je i X∗ reexivní (Pettisova harakteristika v 16.15), a tudí¾
X∗ má Radon-Nikodýmovu vlastnost podle 22.6. Tamté¾ jsme uvedli, ¾e X∗ má Radon-Nikodýmovu vlastnost,pokud X∗ je separabilní.(g) Hardyho prostory. Neh» ϕ je hladká funke s nosièem v jednotkové kouli prostoru Rn,pro ni¾ ∫Rn ϕ = 1. Je-li dále f ∈ L1(Rn), polo¾me

f∗(x) = sup{ ∣∣∣∣∫Rn

ε−nϕ
(x− y

ε

)
f(y) dy∣∣∣∣ : ε > 0} .Øekneme, ¾e funke f le¾í v Hardyho prostoru H1(Rn), jestli¾e f∗ ∈ L1(Rn). Normu funke

f ∈ H1(Rn) de�nujeme jako ‖f∗‖L1(Rn). Hardyho prostory H1(Rn) s právì de�novanou normoujsou Banahovy prostory, pøièem¾ rùzné volby funke ϕ vedou k ekvivalentním normám.Neh» D := {z ∈ C : |z| < 1} a p ∈ (0,∞℄. Hardyho prostor Hp(D) je de�nován jako mno¾inav¹eh analytikýh funkí na D, pro nì¾
‖f‖Hp

:= sup{( 12π ∫ 2π0 |f(reiξ)|p dξ) 1
p : r < 1} <∞ .Pro p ∈ [1,∞℄ tvoøí Hp(D) s takto de�novanou normou Banahùv prostor. Je-li f ∈ Hp(D),existuje limita f∗(ξ) := lim

r→1− f(reiξ) pro skoro v¹ehna ξ ∈ [0, 2π℄ a ‖f‖Hp
= ‖f∗‖Lp([0,2π℄).(g) Poznámky. (g1) Neh» p ≥ 1. Oznaèíme-li Hp(∂D) prostor sestávajíí ze v¹eh funkí f ∈ Lp(∂D), jejih¾Fourierovy koe�ienty an(f) := 12π R 2π0 f(x)e−inx dx = 0 pro v¹ehna záporná n, lze velku pøirozeným zpùsobemprostory Hp(D) a Hp(∂D) ztoto¾nit.(g2) Ani¾ okoliv vysvìtlíme, jen na okraj poznamenejme, ¾e duály k Hardyho prostorùm jsou John-Nirenbergovyprostory BMO funkí omezené osilae.(h) Prostor ( ∞⊕

n=1Xn

)p. Neh» p ∈ [1,∞) a {Xn} je posloupnost Banahovýh prostorù. Podnázvem lp-direktní souèet prostorù {Xn} a oznaèením X := ( ∞⊕
n=1Xn

)p se skrývá vektorovýprostor v¹eh takovýh posloupností {xn}, pro nì¾ xn ∈ Xn pro ka¾dé n a
‖ {xn} ‖p := ( ∞∑

n=1 ‖xn‖p) 1
p

<∞(dá rozum, ¾e ‖xn‖ se rozumí norma v prostoru Xn). Potom ‖.‖p je skuteènì norma na X a Xje v ní úplný.Zajímavé pøíklady té¾ dostaneme, jsou-li v¹ehny prostory Xn identiké.



*1. Banahovy a Hilbertovy prostory 187(i) Prostory ( ∞⊕
n=1Xn

)∞ a ( ∞⊕
n=1Xn

)
c0 . Tyto prostory de�nujeme analogiky jako prostoryv (h) zela pøirozeným zpùsobem. Promyslete si jejih de�nie sami.*1.2. Je¹tì dal¹í pøíklady Banahovýh prostorù. Je jasné, ¾e existuje nepøeberné mno¾stvípøíkladù Banahovýh prostorù vytvoøenýh k rùzným úèelùm. Mnoho z nih bylo zkoumánozejména v poslední dobì. V následujíím pøehledu podejme víeménì názvy nìkterýh z nih.(a) Orlizovy prostory. Neh» 	 je nezáporná spojitá konvexní funke na intervalu [0,∞)anulujíí se pouze v 0 (pøedstavte si tøeba 	(t) = tp pro p ∈ [1,∞) èi 	(t) = et

2 − 1). Oznaème
L	(R) mno¾inu v¹eh reálnýh mìøitelnýh funkí f na R takovýh, pro nì¾ existuje cf > 0 tak,¾e ∫R	( |f |

cf

)
<∞. Pro f ∈ L	(R) polo¾me

‖f‖	 := inf{c > 0 : ∫R	( |f |
c

)
≤ 1} .Potom prostor L	(R) (po ztoto¾nìní funkí rovnajííh se skoro v¹ude) je s normou ‖.‖	 úplnýa nazývá se Orlizùv prostor .

����A. Kufner
Je asi zbyteèné øíkat, ¾e Orlizovy prostory lze zavádìt v rùzném stupni obe-nosti. Jim, jako¾to i mnoha dal¹ím "funkèním\ prostorùm, spolu s vy¹etøovánímjejih vlastností je vìnována monogra�e A. Kufner, O. John, S. Fuèík [*1977℄.(b) Bezikovièùv prostor. Buï p ∈ [1,∞). Oznaème

F := {
f na R : ‖f‖bp := lim sup

T→∞

( 12T ∫ T

−T
|f |p

) 1
p

<∞
}
.V¹ehny trigonometriké polynomy zajisté patøí do F . Uva¾ujme mno¾inu Bp(R)v¹eh funkí f takovýh, k nim¾ existuje posloupnost {sn} trigonometrikýhpolynomù s vlastností ‖f − sn‖bp → 0. Potom Bp(R) ⊂ F a ‖f‖bp = lim ‖sn‖bppro f ∈ Bp(R). Bezikovièovým prostorem potom rozumíme faktorprostor Bp(R) podle mno¾iny

{f ∈ F : ‖f‖bp = 0}. Ten je Banahùv.
����M.M. Day

() Dayova norma na l∞(�). Neh» � je libovolná mno¾ina. Na vektorovémprostoru l∞(�) z *1.1.a de�nujme pro {xγ}γ∈� ∈ l∞(�) normu
‖ {xg} ‖d := sup{( n∑

j=1 x2γj4j ) 12 : γ1, . . . , γn ∈ �} .Potom Dayova norma ‖.‖d je norma na l∞(�), která je ekvivalentní pùvodnínormì na l∞(�).Prostor c0(�) uva¾ovaný s Dayovou normou je pøíkladem lokálnì uniformníhoprostoru. To není zrovna lehké dokázat, ètenáøe mù¾eme odkázat na monogra�iR. Deville, G. Godefroy and V. Zizler [*1993℄.
����J. Stará

(d) Jamesùv prostor. Jamesùv prostor J je tvoøen v¹emi posloupnostmi {xn}z c0, pro nì¾sup 1√2{(|xn2 −xn1 |2 + |xn3 −xn2 |2 + · · ·+ |xnk
−xn1 |2) 12 : n1 < · · · < nk

}
<∞ .De�nujeme-li normu ‖{xn}‖J jako uvedené supremum, je (J , ‖.‖J ) nereexivníBanahùv prostor, který je izometriko-izomorfní svému druhému duálu J ∗∗. Ne-obsahuje izomorfní kopii c0 ani l1. Je popsán v [Sta℄ èi [HHZ℄. Detailnímu zkou-mání Jamesova prostoru je vìnována monogra�e H. Fetter and B. Gamboa deBuen [*1997℄. Kniha obsahuje i popis dal¹íh prostorù, speiální pozornost je vì-nována i Jamesovì stromovému prostoru. V¹ak také publikae má název Jamesùvles. V závìreèné kapitole, která má název "dal¹í patologiké prostory\, se ètenáø mù¾e mimo jinéseznámit i s Tsirelsonovým èi Shlumprehtovým prostorem.



188 Poznámky, doplòky, vièení(e) Tsirelsonùv prostor. Jedná se o reexivní Banahùv prostor (mno¾inovì je podmno¾inou
c0), který neobsahuje izomorfní kopii c0 ani l1. Je popsán v [HHZ℄ a je mu vìnována monogra�eP.G. Casazza and Th.J. Shuza [*1989℄.(f) Poznámka. Teprve nedávno sestrojil T. Gowers [1994a℄ pøíklad separabilního Banahova prostoru, který ne-obsahuje ¾ádný reexivní podprostor a neobsahuje ani kopii c0 ani l1. Tím vyøe¹il starý problém, který dlouhoudobu odolával øe¹ení.
����T. Shlumpreht

(g) Shlumprehtùv prostor. T. Shlumpreht [1991℄ sestrojil zajímavou nor-mu na prostoru c00 z *1.1.b a uva¾oval zúplnìní c00 v této normì.*1.3. K de�nii Sobolevovýh prostorù. Sobolevovy prostory lze de�novatrùzným zpùsobem. Ani¾ se pustíme do detailù, soustøeïme se na následujíí dvapøístupy,(a) Neh» 
 ⊂ Rn je otevøená mno¾ina a p ∈ [1,∞). V 1.10.g jsme de�novaliSobolevùv prostor W1,p(
) jako mno¾inu v¹eh slabì diferenovatelnýh "funkí\z Lp, jejih¾ slabá derivae le¾í v Lp. Dále 1, p-norma v prostoru W1,p(
) bylade�nována jako
‖f‖1,p = (∫
(|f |p + |∇f |p))1/p .Pro p <∞ de�nujme V1,p(
) jako prostor v¹eh funkí z C1(
), jejih¾ 1, p-norma je koneènáa W1,p(
) jako uzávìr mno¾iny

{(u,∇u) : u ∈ V1,p(
)}v prostoru Lp(
)×Lp(
,Rn). (Zde samozøejmì Lp(
,Rn) je prostor v¹eh zobrazení f : 
 → Rn,jejih¾ jednotlivé slo¾ky le¾í v Lp(
)). Potom funke u le¾í v Sobolevovì prostoru W 1,p(
), právìkdy¾ u ∈ Lp(
) a existuje f ∈ Lp(
,Rn) tak, ¾e (u, f) ∈ W1,p(
). V tom pøípadì f = ∇u vesmyslu rovnosti skoro v¹ude.V první kapitole jsme také ukázali, ¾e Sobolevovy prostory pro p ∈ [1,∞℄ jsou úplné. Sobolevùvprostor W1,p(
) je separabilní, právì kdy¾ p <∞ a reexivní, právì kdy¾ 1 < p <∞.(b) Neèiní problém roz¹íøit de�nii Sobolevovýh prostorù i pro vy¹¹í derivae. Je-li opìt
 ⊂ Rn otevøená mno¾ina, p ∈ [1,∞) a k pøirozené, polo¾meWk,p(
) := {f ∈ Lp(
) : Dαf ∈ Lp(
) pro v¹ehna |α| ≤ k} .Zde Dαf je distributivní derivae f a |α| znamená vý¹ku indexu α (mù¾ete konzultovat [LM℄).Pokud p = 2, oznaème Hk(
) := Wk,2(
). Prostor Hk(
) je Hilbertùv.() Odboèka. Je-li u ∈ L1(Rn), polo¾me
bu(x) := “ 12π ” n2 ZRn

u(ξ) e−ixξ dξ pro x ∈ Rn .Uva¾ovaný integrál bez problémù existuje a funki bu, která je spojitá na Rn, nazýváme Fourierovou transformaífunke u. Planherelova vìta, která je dokázána v [LM℄, øíká, ¾e existuje právì jeden unitární operátor F na prostoru
L2(Rn) tak, ¾e Fu = bu pro u ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). Zobrazení F nazývejme Planherelovou transformaí.(d) Buï f ∈ L2(Rn). Lze ukázat, ¾e f ∈ Hk(Rn), právì kdy¾ (1 + |ξ|2) k2 Ff ∈ L2(Rn).A to je zdrojem de�nie Sobolevovýh prostorù na Rn i pro neelé exponenty. Je-li tedy s ≥ 0,de�nujme

Hs(Rn) := {
f ∈ L2(Rn) : (1 + |ξ|2) s2 Ff ∈ L2(Rn)}a normu

‖f‖s :=(∫Rn

(1 + |ξ|2) s2 |Ff(ξ)|2 dξ) 12
.Prostory Hs(Rn) jsou Hilbertovy.



*1. Banahovy a Hilbertovy prostory 189(e) Poznámka. Bylo by mo¾né de�novat prostory Hs(Rn) také pro záporné exponenty (jako zúplnìní prostoru
L2(Rn) uva¾ovaného s normou ‖.‖s) èi pokroèit je¹tì dále a de�novat i Hs(
) pro obené otevøené podmno¾inyRn (zavedením jiné normy, která v¹ak v pøípadì 
 = Rn je ekvivalentní normì ‖.‖s).

����J. Neèas
����V.G. Mazja
����W.P. Ziemer

Dále byhom mohli vy¹etøovat duály k Sobolevovým prostorùm, jaké podprostory jsou v nihhusté, vìty o vnoøení, úvahy o hezkýh reprezentanteh, prostì byhom mohli budovat elé teorie.To za nás udìlali jiní. Jmenujme tøeba monogra�e R.A. Adams [*1975℄ a V.G. Mazja [*1985℄anebo kapitoly knih A. Kufner, O. John and S. Fuèík [*1977℄, M. Renardy and R.C. Rogers[*1993℄, J. Malý and W.P. Ziemer [*1997℄, J. Neèas [*1983℄ èi skripta [Dok℄.*1.4. Slabá a distributivní derivae. Abyhom alespoò trohu objasnili pojemslabé derivae, uveïme pøíklad.Uva¾ujeme-li funki f : x 7→ |x| na R, není f samozøejmì diferenovatelnáv¹ude na R. Má v¹ak slabou derivai, jí¾ je tøeba funke g : x 7→ signx. Skuteènì,pro libovolnou hladkou "testovaí\ funki ϕ ∈ D(R) máme
∫R g ϕ = −

∫R f ϕ′ ,jak snadno zjistíme integraí per partes.Funke sign v¹ak ji¾ nemá na R slabou derivai. Kdyby toti¾ existovala funke
h ∈ L1

loc(R) tak, ¾e pro ka¾dou testovaí funki ϕ ∈ D(R) by platilo
∫R hϕ = −

∫R ϕ′ sign = 2ϕ(0) ,muselo by nutnì být h = 0 skoro v¹ude.Poznámka. Funke sign má samozøejmì derivai v distributivním smyslu, a to rovnu 2δ, kde
δ je Diraova míra v bodì 0.Jako vièení zjistìte, zda funke f : x 7→ e−|x| má slabou derivai na R a uka¾te,¾e f ∈ W1,2(R).*1.5. Dal¹í pøíklad Hilbertova prostoru. Uva¾ujme Bezikovièùv prostor
B2(R) z pøíkladu *1.2.b. Ten uva¾ovaný se skalárním souèinem de�novaným vý-razem (f, g) := lim

T→∞

∫ T
−T f g je Hilbertùv. Prostor B2(R) je neseparabilní, nebo»

∥∥eiλx − eiµx
∥∥
bp

= √2 pro rùzné hodnoty λ a µ.Dodejme jenom, ¾e jeho èasté znaèení je té¾ AP 2(R). Souvisí toti¾ úze se skoro periodikýmifunkemi.*1.6. Je¹tì k ekvivalentním normám. (a) Neh» ‖.‖1 a ‖.‖2 jsou ekvivalentní normy navektorovém prostoru E. Uka¾te, ¾e E je buïto v obou normáh úplný èi v obou neúplný.Návod . Podívejte se na vièení 2.55.v a 2.55.w. ♣(b) Jsou-li ‖.‖1 a ‖.‖2 ekvivalentní normy na vektorovém prostoru E, jsou prostory (E, ‖.‖1) a(E, ‖.‖2) izomorfní (vièení 2.55.w). Uka¾te, ¾e opaèné tvrzení neplatí.Návod . Neh» E je vektorový prostor v¹eh reálnýh posloupností, které mají pouze koneènýpoèet nenulovýh èlenù. Pro {xn} ∈ E polo¾te
‖ {xn} ‖1 := sup{|x1|, 2|x2|, |x3|, 4|x4|, |x5|, . . .} ,
‖ {xn} ‖2 := sup{|x1|, |x2|, 3|x3|, |x4|, 5|x5|, . . .} .

♣() Neh» X je Banahùv prostor a T ∈ L(X,Y ) izomorfní zobrazení X na Y . Pro y ∈ Y polo¾te
‖y‖T := ‖T−1(y)‖X . Uka¾te, ¾e ‖.‖T je ekvivalentní norma na Y .(d) Neh» X je Banahùv prostor nekoneèné dimenze. Uka¾te, ¾e na X existuje úplná norma,která není ekvivalentní pùvodní normì.



190 Poznámky, doplòky, vièeníNávod . Neh» L : X → X je nespojitá lineární bijeke (prosté zobrazení, které je na), její¾existene je zaruèena vièením 2.55.h. Polo¾te ‖x‖L := ‖Lx‖ pro x ∈ X , kde ‖.‖ je pùvodnínorma prostoru X . Norma ‖.‖L má v¹ehny po¾adované vlastnosti.(e) Poznámky. (e1) Jednoduhý návod pro pøípad nekoneènì dimenzionálního separabilního Banahova prostoru
X je uveden v [HHZ℄, str. 21. Neh» B je Hamelova báze prostoru X. Pokud x = λ1b1+· · ·+λkbk, kde b1, . . . , bk ∈ B,polo¾me ‖x‖ := |λ1| + · · ·+ |λk|. Uka¾te, ¾e ‖.‖ je norma na X. Poté pou¾ijte *1.12.a k dùkazu, ¾e X v normì ‖.‖nemù¾e být separabilní. Pak se staèí podívat na *2.8.a.Je¹tì sna¾¹í argument lze pou¾ít pro nekoneènì dimenzionální separabilní Hilbertùv prostor. Staèí v nìm vzítortonormální bázi {en} a polo¾it ‖x‖ := P

n
|λn|2n pro x = P

n λnen. V¹imnìte si, ¾e ‖en‖ = 12n . ♣(e2) Jako zajímavost uveïme, ¾e na ka¾dém nekoneènì dimenzionálním Banahovì prostoru (X, ‖.‖) existujetaková neúplná norma ‖.‖n, ¾e ‖x‖n ≤ ‖x‖ pro ka¾dé x ∈ X. Ne úplnì triviální dùkaz tohoto tvrzení lze naléztv J. Dugundji and A. Granas [*1982℄, str. 32.*1.7. Dal¹í normy na prostoru C([0, 1℄).. Kromì max-normy ‖.‖ a integrální normy ‖.‖izavedenýh v 1.10.b, lze na prostoru C([0, 1℄) uva¾ovat bezpoèet dal¹íh norem. V sérii vièenízkuste dokazovat následujíí tvrzení.(a) Pøedev¹ím, je-li ‖.‖u úplná norma na C([0, 1℄) s vlastností, ¾e konvergene v ní implikujebodovou konvergeni (pokud ‖fn − f‖u → 0, potom fn(t) → f(t) pro ka¾dé t ∈ [0, 1℄), potom
‖.‖u je ekvivalentní max-normì ‖.‖.Návod . Pou¾ijte vìtu o uzavøeném grafu 4.19 pro identiké zobrazení prostoru (C([0, 1℄), ‖.‖) na(C([0, 1℄), ‖.‖u) a vièení 4.22.n. ♣(b) De�nujeme-li ‖f‖s = ‖f‖+‖f‖i pro f ∈ C([0, 1℄), je ‖.‖s úplná norma na C([0, 1℄) ekvivalentnís max-normou.() Neh» {xn} je hustá podmno¾ina (0, 1). Normy

‖f‖ := ∞∑

n=1 2−n|f(xn)| èi ‖f‖ := max
x∈[0,1℄ |xf(x)| + |f(0)|jsou neúplné na C([0, 1℄).(d) Na prostoru C([0, 1℄) existují úplné normy neekvivalentní s max-normou.Návod . Pokonzultujte *1.6.d. Jiný návod lze nalézt v A. Mukherjea and K. Pothoven [*1986℄, str.48. ♣(e) Pro p ∈ [1,∞) a α ∈ (−1,∞) polo¾me

‖f‖p,α := (∫ 10 |f(t)|p tα dt) 1
p

, f ∈ C([0, 1℄) .Potom ‖.‖p,α jsou normy na C([0, 1℄). ®ádné dvì rùzné z tìhto norem nejsou ekvivalentní av ¾ádné z nih není prostor C([0, 1℄) Banahùv.(f) Pro α > 0 polo¾me
‖f‖α := max{e−αx|f(x)| : x ∈ [0, 1℄} , f ∈ C([0, 1℄) .Uka¾te, ¾e ‖.‖α a max-norma jsou ekvivalentní.*1.8. Kompakty v prostoreh koneèné dimenze. Normované lineární prostory koneèné di-menze mají øadu speiálníh a pro nì èasto typikýh vlastností. V 1.8 jsme kupøíkladu dokázali,¾e ka¾dý koneènì dimenzionální normovaný lineární prostor je ji¾ úplný, v 2.5 ¾e lineární funkio-nály na prostoreh koneèné dimenze jsou ji¾ automatiky spojité èi v 1.7 ¾e libovolné dvì normyna koneènì dimenzionálním vektorovém prostoru jsou ekvivalentní. Heine-Borelova vìta známáz kurzù analýzy øíká, ¾e omezené uzavøené mno¾iny v Rn jsou kompaktní (mù¾ete se podívat nadùkaz vìty 1.7). Jejím malým zobenìním je následujíí tvrzení.



*1. Banahovy a Hilbertovy prostory 191Tvrzení. Kompaktní podmno¾iny koneènì dimenzionálního normovaného lineárního prostorujsou právì ty, které jsou omezené a uzavøené.Návod . Staèí dát dohromady v¹ehna tvrzení právì uvedená. ♣*1.9. Koneènì dimenzionální podprostory. Neh» F je vlastní koneènì dimenzionální pod-prostor normovaného lineárního prostoru E. Potom F je uzavøený a øídký v E.Návod . Uzavøenost jsme ji¾ ukázali v dùsledku 1.9. Pokud jde o øídkost F , jediný lineární pod-prostor majíí vnitøní bod je elý prostor. ♣*1.10. Souèin normovanýh lineárníh prostorù. Neh» M,N jsou normované lineárníprostory. Na jejih kartézském souèinu M ×N lze de�novat rùzným zpùsobem normu. Polo¾íme-li
‖(x, y)‖p := (‖x‖p + ‖y‖p

) 1
p pro x ∈M, y ∈ N a p ∈ [1,∞)èi ‖(x, y)‖∞ := max{‖x‖, ‖y‖}, jsou ‖.‖p normy na M × N . Naví, v¹ehny tyto normy jsou na

M ×N ekvivalentní. To není vùbe tì¾ké ukázat.Na souèinu M ×N tedy v¾dy mlèky uva¾ujeme jednu z tìhto (ekvivalentníh) norem. Pokudnení jinak øeèeno.Lehko se také pøesvìdèíme, ¾e konvergene v prostoru M × N je konvergení "po slo¾káh\.Jsou-li M i N Banahovy prostory, je i M ×N Banahùv. A také naopak, je-li kartézský souèin
M ×N normovanýh lineárníh prostorù M a N úplný, jsou M i N ji¾ Banahovy prostory.Poznámky. (a) Zkuste se zamyslet nad následujíí otázkou. Jsou-li M a N dokone Hilbertovy prostory, kteráz vý¹e uvedenýh norem èiní souèin M ×N opìt Hilbertovým prostorem?(b) A je¹tì drobný postøeh týkajíí se duálu k (M × N)p, kde samozøejmì uva¾ujeme kartézský souèin M × Nopatøený normou ‖.‖p. Je-li 1 < p <∞ a q = p−1

p
, jsou prostory `(M×N)p´∗ a (M∗×N∗)q izometriky-izomorfní.Jen tak na okraj poznamenejme, ¾e toto tvrzení je vlastnì obsa¾eno ve vìtì z *1.1.f.*1.11. Faktorprostor. Neh» M je podprostor normovaného lineárního prostoru E. Pro x ∈ Eoznaème [x℄ = x + M a de�nujme kanoniké zobrazení q z E do vektorového prostoru E/Mpøedpisem q(x) = [x℄. Pokud [x℄ = [y℄ pro nìjaké x, y ∈ E, je dist(x,M) = dist(y,M) a mù¾emetedy de�novat

‖[x℄‖ := dist(x,M) = inf{‖x+m‖E : m ∈M}nezávisle na výbìru prvku x ve tøídì [x℄. Základní vlastnosti shrnuje následujíí vìta.Vìta. Funke ‖.‖ je pseudonorma na E/M , pøièem¾ je normou, právì kdy¾ M je uzavøenýpodprostor.Zobrazení q je spojité a otevøené. Je-li E Banahùv aM uzavøený, je i prostor E/M Banahùv.Návod . Nejdøíve musíme ukázat základní vlastnosti normy. ®ádný problém neèiní ovìøit, ¾e
‖λ[x℄‖ = |λ| ‖[x℄‖. Ani trojúhelníková nerovnost není obtí¾ná, máme toti¾

‖[x+ y℄‖ = inf{‖x+ y +m‖E : m ∈M} = inf{‖x+ y +m1 +m2‖E : m1,m2 ∈M}
≤ inf{‖x+m1‖ + ‖y +m2‖ : m1,m2 ∈M}= inf{‖x+m1‖E : m1 ∈M} + inf{‖y +m2‖E : m2 ∈M}= ‖[x℄‖ + ‖[y℄‖ .Proto¾e ‖[x℄‖ = 0, právì kdy¾ x ∈M , je ‖.‖ norma, právì kdy¾ M = M .Zøejmì ‖[x℄‖ ≤ ‖x‖E, odtud plyne spojitost zobrazení q. Z té¾e nerovnosti plyne, ¾e q zobrazujekouli U := {x ∈ E : ‖x‖E < 1} do koule [U ℄ := {[x℄ ∈ E/M : ‖[x℄‖ < 1}. Je-li v¹ak ‖[x℄‖ < 1,existuje m ∈M tak, ¾e ‖x+m‖ < 1 a [x℄ = [x+m℄. Vidíme, ¾e q(U) = [U ℄, o¾ ji¾ staèí k dùkazuotevøenosti q.Zbývá ovìøit, ¾e prostor E/M je úplný, pokud E je úplný a M uzavøený. Neh» tedy {Xn}je auhyovská posloupnost v E/M . Pøedev¹ím najdeme její vybranou podposloupnost {Xnk

}tak, aby ‖Xnk
− Xnk+1‖ < 12k . Dále indukí lehko sestrojíme posloupnost {xnk

} s vlastnostmi
xnk

∈ Xnk
a ‖xnk

− xnk+1‖ < 12k . Proto¾e poslední posloupnost je auhyovská v E, existujejejí limita, oznaème ji x. Z nerovnosti ‖Xnk
− [x℄‖ ≤ ‖xnk

− x‖ plyne, ¾e Xnk
→ [x℄ (v normìprostoru E/M). Proto¾e ka¾dá auhyovská posloupnost, její¾ jistá podposloupnost konverguje,konverguje, jsme s dùkazem hotovi. ♣



192 Poznámky, doplòky, vièeníPoznámka. Je-li M uzavøený podprostor Hilbertova prostoru H, je H/M Hilbertùv prostor. Proè tomu tak je?*1.12. Hamelova báze Banahovýh prostorù. (a) Uka¾te, ¾e ¾ádný Banahùv prostornekoneèné dimenze nemù¾e mít spoèetnou Hamelovu (algebraikou) bázi.Návod . Neh» {xn} je Hamelova báze Banahova prostoru X . Je-li Xn lineární obal mno¾iny
{x1, . . . , xn}, jsou koneènì dimenzionální podprostory Xn øídké v X (viz *1.9) a X = ⋃

Xn.Nyní staèí pou¾ít Baireovu vìtu B.3. ♣(b) Uka¾te, ¾e ¾ádná ortonormální báze Hilbertova prostoru nekoneèné dimenze nemù¾e být jehoHamelovou bází.Návod . Pou¾ijte (v) z vìty 1.34. ♣*1.13. Hilbertova dimenze. Analogiky de�nii algebraiké dimenze vektorového prostorude�nujeme pojem dimenze v Hilbertovì prostoru. Ten je zalo¾en na následujíí vìtì.(a) Vìta. Libovolné dvì ortonormální báze Hilbertova prostoru H mají stejnou mohutnost.Náznak dùkazu. V pøípadì koneènì dimenzionálního prostoru splývá ortonormální báze s alge-braikou bází a tvrzení plyne z analogikého tvrzení pro vektorové prostory.Neh» tedy S a T jsou nekoneèné ortonormální báze H . Volme s ∈ S. Proto¾e
{
t ∈ T : (s, t) 6= 0} = ∞⋃

n=1{t ∈ T : |(s, t)| ≥ 1
n

}a ka¾dá z mno¾in {t ∈ T : |(s, t)| ≥ 1
n} je koneèná podle Besselovy nerovnosti 1.32, je mno¾ina

Ts := {t ∈ T : (s, t) 6= 0} spoèetná. Podle vìty 1.34.ii je T ⊂ ⋃s∈S Ts. Odtud plyne, ¾e mohutnost
S nemù¾e být men¹í ne¾ mohutnost T . Symetriky dostaneme, ¾e mohutnost S musí být men¹ínebo rovna mohutnosti T . Podle známé Shröder-Bernsteinovy vìty z teorie mno¾in S a T majístejnou mohutnost.(b) Hilbertovou anebo také ortonormální dimenzí Hilbertova prostoru nazýváme mohutnost jeholibovolné ortonormální báze.() Z Riesz-Fisherovy vìty 1.38 plyne, ¾e prostor l2(A) (a» ji¾ reálný èi komplexní) je konkrétnímreprezentantem tøídy Hilbertovýh prostorù Hilbertovy dimenze rovné mohutnosti mno¾iny A.(d) Vìta. Dva Hilbertovy prostory (nad tým¾ tìlesem) jsou izometriky-izomorfní, právì kdy¾mají stejnou Hilbertovu dimenzi.Návod . Podle () jsou oba prostory izometriky-izomorfní prostoru l2(A), kde mno¾ina A mámohutnost rovnu jejih hilbertovské dimenzi. ♣(e) Dùsledek. Libovolný separabilní nekoneènì dimenzionální Hilbertùv prostor je izometriky-izomorfní l2.Poznámka. To je Riesz-Fisherova vìta z 1.38. Z hlediska historikého dodejme, ¾e pùvodní Riesz-Fisherova vìtabylo tvrzení, podle kterého prostory L2([0, 1℄) a l2 jsou izometriky-izomorfní.*1.14. Kompaktní podmno¾iny Banahovýh prostorù. Rieszova vìta 5.12 øíká, ¾e v pro-storeh nekoneèné dimenze ne ka¾dá uzavøená omezená mno¾ina je kompaktní. Proto¾e kom-paktní a relativnì kompaktní mno¾iny jsou omezené, je doela pøirozená otázka harakterizovatmezi omezenými mno¾inami ty, které jsou kompaktní èi relativnì kompaktní. Zformulujeme zdevìty o (relativní) kompaktnosti podmno¾in nìkterýh prostorù.(a) Arzel�a-Asoliho vìta pro C(K). Buï K kompaktní prostor a A podmno¾ina C(K).Mno¾ina A je relativnì kompaktní v C(K), právì kdy¾ A je omezená a stejnì spojitá.Mno¾ina funkí F na prostoru K se nazývá stejnì spojitá, jestli¾e ke ka¾dému x ∈ K a ka¾dému ε > 0 lze nalézttakové okolí U bodu x, ¾e |f(x) − f(t)| < ε, kdykoliv f ∈ F a t ∈ U .Náznak dùkazu. Pøedpokládejme, ¾e A je relativnì kompaktní mno¾ina funkí v C(K) a ε > 0je dáno. Proto¾e v úplnýh prostoreh, a tím Banahùv prostor C(K) je, relativnì kompaktní a



*1. Banahovy a Hilbertovy prostory 193prekompaktní mno¾iny splývají, existují f1, . . . , fn ∈ A tak, ¾e A ⊂
n⋃
j=1U(fj , ε). Je-li nyní x ∈ K,existuje vzhledem ke spojitosti funkí f1, . . . , fn okolí U bodu x tak, ¾e |fj(x) − fj(t)| < ε prov¹ehna t ∈ U a j = 1, . . . , n. Máme-li koneènì f ∈ A, existuje j = 1, . . . , n tak, ¾e ‖f − fj‖ < ε.Potom pro t ∈ U je

|f(x) − f(t)| ≤ |f(x) − fj(x)| + |fj(x) − fj(t)| + |fj(t) − f(t)| < 3ε .Je tedy A mno¾ina stejnì spojitýh funkí.Pøedpokládejme nyní, ¾e A je omezená stejnì spojitá mno¾ina funkí v C(K). Proto¾e C(K) jeúplný prostor, staèí ukázat, ¾e A je prekompaktní. Jinými slovy, ¾e z libovolné posloupnosti v Alze vybrat auhyovskou podposloupnost (pokud nìkomu unikají souvislosti, mìl by nahlédnoutdo 2.44). Volme ze zaèátku x ∈ K, n pøirozené a podívejme se na mno¾inu
Kn,x := {t ∈ K : |f(x) − f(t)| < 1

n pro v¹ehna f ∈ A
}
.Ze stejné spojitosti funkí v A je Kn,x okolím bodu x a K = ⋃

z∈K Kn,z (n je stále pevné).Existuje tedy koneèná mno¾ina Kn ⊂ K tak, ¾e K = ⋃
z∈Kn

Kn,z. Polo¾íme-li S := ∞⋃
n=1Kn, je Sspoèetná.Buï {fn} libovolná posloupnost v A. Podle pøedpokladù je posloupnost {fn(s)} omezená proka¾dé s ∈ S. Známým diagonálním postupem získáme z posloupnosti {fn} vybranou podposloup-nost, oznaème ji tøeba {gn}, s vlastností, ¾e posloupnost {gn(s)} konverguje pro ka¾dé s ∈ S.Volme opìt x ∈ K a n pøirozené. Proto¾e K = ⋃z∈Kn

Kn,z, existuje z ∈ Kn tak, ¾e x ∈ Kn,z.Potom pro libovolná i, j dostáváme
|gi(x) − gj(x)| ≤ |gi(x) − gi(z)| + |gi(z) − gj(z)| + |gj(z) − gj(x)| < 2

n
+ |gi(z) − gj(z)| .Vzhledem k libovolné volnì bodu x máme

‖gi − gj‖ ≤ 2
n

+ max{|gi(z) − gj(z)| : z ∈ Kn} .Odtud je ji¾ jen krùèek k tomu, abyhom si ujasnili, ¾e posloupnost {gn} je auhyovská.(b) Relativnì kompaktní podmno¾iny v Hilbertovýh prostoreh. Neh» {eγ : γ ∈ �} jeortonormální báze Hilbertova prostoru H a M omezená podmno¾ina H. Potom M je relativnìkompaktní, právì kdy¾ ke ka¾dému ε > 0 existuje koneèná mno¾ina K ⊂ � tak, ¾e pro ka¾dé
x ∈M je ∑γ∈�\K |(x, eγ)|2 < ε.Návod . Vyu¾ijeme toho, ¾e M je relativnì kompaktní, právì kdy¾ M je prekompaktní (viz 2.44).Neh» zprvu je M relativnì kompaktní. Volme ε > 0 a najdìme body x1, . . . , xn ∈ M ,které tvoøí ε-sí». Z Besselovy nerovnosti plyne existene koneèné mno¾iny K ⊂ � tak, ¾e platí∑

γ∈�\K |(xi, eγ)|2 < ε pro ka¾dé i = 1, . . . , n. Je-li nyní x ∈ M , existuje k ∈ {1, . . . , n} tak, ¾e
‖x− xk‖ < ε a lehko odhadneme, ¾e
∑

γ∈�\K∣∣(x, eγ)∣∣2 = ∥∥∥∥
∑

γ∈�\K(x, eγ)eγ∥∥∥∥2 ≤ (∥∥∥∥ ∑
γ∈�\K(x− xk, eγ

)
eγ

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ ∑
γ∈�\K(xk, eγ)eγ∥∥∥∥)2 == (( ∑

γ∈�\K∣∣(x− xk, eγ
∣∣2) 12 +( ∑

γ∈�\K∣∣(xk, eγ)∣∣2) 12)2
≤
(
‖x− xk‖ + √

ε
)2
<

<
(
ε+ √

ε
)2
.Naopak, neh» je daná podmínka splnìna. Volme ε > 0 a naleznìme koneènou mno¾inu K ⊂ �tak, aby ∑γ∈�\K |(x, eγ)|2 < 14ε pro ka¾dé x ∈ M . Je-li HK := lin {ek : k ∈ K} lineární obal



194 Poznámky, doplòky, vièenía P : H → HK ortogonální projeke, je mno¾ina P (M) omezená v koneènì dimenzionálnímprostoru, tedy prekompaktní. Existují tudí¾ x1, . . . , xm ∈ M tak, ¾e Px1, ..., Pxm tvoøí ε2 -sí»mno¾iny P (M). Potom ov¹em x1, . . . , xm je ε-sí» mno¾iny M . O tom se snadno pøesvìdèíme.Volíme-li x ∈M , existuje j tak, ¾e ‖Pxj − Px‖ < ε2 a
‖x− xj‖2 ≤ ‖Px− Pxj‖2 + ∥∥∥∥ ∑

γ∈�\K(x, eγ)eγ∥∥∥∥2 + ∥∥∥∥ ∑
γ∈�\K(xj , eγ)eγ∥∥∥∥2 < (ε2)2 + ε2 < ε .

♣() Relativnì kompaktní podmno¾iny lp. Neh» A je omezená podmno¾ina prostoru lp, kde
p ∈ [1,∞). Potom A je relativnì kompaktní, právì kdy¾ lim

n

∞∑
i=n |ai|p = 0 stejnomìrnì vzhledemk {ai} ∈ A.Návod . Mù¾ete se pokusit o vlastní dùkaz. Tvrzení samozøejmì vyplývá z obenìj¹í vìty v (e). ♣Kupøíkladu mno¾ina ˘

{xn} ∈ l2 : 0 ≤ xn ≤ 1
n

pro ka¾dé n¯ je kompaktní v l2.(d) Relativnì kompaktní podmno¾iny c0. Podmno¾ina A Banahova prostoru c0 je relativnìkompaktní, právì kdy¾ existuje {xn} ∈ c0 tak, ¾e |an| ≤ xn pro v¹ehna {an} ∈ A a n ∈ N.Náznak dùkazu. Neh» A ⊂ c0 je relativnì kompaktní. Oznaème xn := sup {|an| : {an} ∈ A}pro n ∈ N. Zøejmì xn < ∞. Staèí tedy ukázat, ¾e {xn} ∈ c0. Kdyby neplatilo, ¾e limxn = 0,existovalo by ε > 0 tak, ¾e mno¾inaM := {n : xn ≥ ε} by byla nekoneèná. Pak ke ka¾dému n ∈Mbyhom na¹li a(j) ∈ A tak, aby |a(j)n | > 12ε. Posloupnost {a(j) : j ∈M
} by poté neobsahovala¾ádnou auhyovskou podposloupnost.Naopak, pøedpokládejme, ¾e mno¾ina A := {{an} ∈ c0 : |an| ≤ xn pro v¹ehna n} je relativnìkompaktní pro jisté {xn} ∈ c0. Volíme-li posloupnost a(j) v A, lehko diagonální metodou z nívybereme konvergentní podposloupnost.(e) Relativnì kompaktní podmno¾iny prostorù se Shauderovou bází. Pøedpokládejme,¾e {xn} je Shauderova báze Banahova prostoru X a {x∗n} posloupnost pøíslu¹nýh souøadni-ovýh funkionálù (viz *2.17). Podmno¾ina A ⊂ X je relativnì kompaktní, právì kdy¾ A jeomezená a lim

n

∞∑
i=nx∗i (x)xi = 0 stejnomìrnì pro x ∈ A.Návod . Podívejte se tøeba do Ch. Swartz [*1992℄, str. 153 nebo L.A. Ljusternik, V.I. Sobolev[*1965℄, str.247. ♣*1.15. Charakteristiky Hilbertovýh prostorù. Víme, ¾e norma na Banahovì prostoruvznikne z nìjakého skalárního souèinu, právì kdy¾ splòuje rovnobì¾níkové pravidlo. Tento výsle-dek nále¾í P. Jordanovi a J. von Neumannovi [1935℄. Existuje v¹ak i elá øada dal¹íh harakte-ristik jak poznat Hilbertovy prostory mezi Banahovými.

����L. Tzafriri
(a) S. Kakutani [1939℄ ukázal, ¾e Banahùv prostor X dimenze alespoò 3 je izo-metriký Hilbertovu prostoru, právì kdy¾ pro ka¾dý jeho uzavøený podprostor Mexistuje projeke P : X → M tak, ¾e PX = M a ‖P‖ = 1. Jeho dùkaz fungovalpro hladké prostory, úplný dùkaz v¹ak podal a¾ R.S. Phillips [1940℄. Je jasné, ¾ev jedno èi dvoudimenzionálním pøípadì je situae jiná, nebo» jednorozmìrné pod-prostory jsou podle Hahn-Banahovy vìty v¾dy nìjakou projekí elého prostoruo normì 1.(b) Obdobná harakteristika pro izomorfní zobrazení byla dlouhou dobu slavnýmotevøeným problémem a byla øe¹ena pouze v nìkolika speiálníh pøípadeh. A¾teprve J. Lindenstrauss a L. Tzafriri v [1971℄ dokázali, ¾e Banahùv prostor Xje izomorfní Hilbertovu prostoru, jestli¾e libovolný jeho uzavøený podprostor máv X topologiký doplnìk.() V M.M. Day [*1973℄ je elá jedna kapitola urèena asi 20 harakteristikám Hilbertovýh pro-storù. Nedávná monogra�e D. Amira [*1986℄ je vìnována 349 izomorfním harakteristikám Hil-bertovýh prostorù.



*1. Banahovy a Hilbertovy prostory 195*1.16. Souèet uzavøenýh mno¾in. (a) Souèet dvou uzavøenýh podmno¾in normovanéholineárního prostoru nemusí být mno¾ina uzavøená. Staèí uva¾ovat v R2 mno¾iny A := {(x, y) :
x > 0, y ≥ 1

x} a B := {(x, y) : (−x, y) ∈ A}. To jsou uzavøené mno¾iny, jejih¾ souètem jeneuzavøená mno¾ina A+B = {(x, y) : y > 0}.(b) Uka¾te, ¾e algebraiký souèet kompaktní a uzavøené mno¾iny je ji¾ uzavøený (tvrzení platídokone v libovolném topologikém vektorovém prostoru).Návod . Neh» A je kompaktní, B uzavøená, an ∈ A, bn ∈ B a an + bn → x. Pøehodem k pod-posloupnosti lze pøedpokládat, ¾e an → a ∈ A. Potom ov¹em bn = (an + bn) − an → x − a.Z uzavøenosti B plyne, ¾e x− a ∈ B. Tedy x = a+ (x− a) ∈ A+B. Pro dùkaz v topologikýhvektorovýh prostoreh lze pou¾ít stejnou my¹lenku na zobenìné posloupnosti. ♣() V. Klee [1969℄ ukázal, ¾e souèet dvou konvexníh omezenýh uzavøenýh podmno¾in Bana-hova prostoru X je uzavøený, právì kdy¾ X je reexivní.*1.17. Cvièení. Na závìr uveïme sérii ponìkud tì¾¹íh vièení. K tomu budeme potøebovat jisté tvrzení z topo-logie. Øekneme, ¾e topologiký prostor T je topologiky úplný, je-li homeomorfním obrazem úplného metrikéhoprostoru.Neh» P je úplný metriký prostor a N ⊂ P . Pomìrnì hluboké tvrzení potom øíká, ¾e N je topologiky úplný,právì kdy¾ N je Gδ-podmno¾inou P . Dùkaz lze nalézt tøeba v G. Choquet [*1969℄, 1.díl, Theorem 8.7.(a) Tvrzení. BuïteM,N homeomorfní normované lineární prostory. Jestli¾eM je Banahùv, je i N Banahùv.(Porovnejte toto tvrzení s poznatkem, ¾e R a (0, 1) jsou homeomorfní.)Návod . Neh» bN znaèí zúplnìní prostoru N (viz 2.33.b). Proto¾e N je podle pøedpokladu topologiky úplný prostor,je N hustá Gδ-podmno¾ina bN . Pøedpokládejme, ¾e N 6= bN . Je-li x ∈ bN \N , je (x+N) ∩N = ∅. Ale N a x+Njsou homeomorfní (homeomor�zmus je dán jako zobrazení t 7→ t+x pro t ∈ N), tudí¾ i x+N je topologiky úplný(je homeomorfní s M). Potom ov¹em N i x + N jsou disjunktní husté Gδ-podmno¾iny bN . A to je spor, nebo»v tom pøípadì by prostor bN musel být 1. kategorie (podívejte se na Appendix B.2 a B.3). ♣(b) Tvrzení. Existují neúplné normované lineární prostory, které jsou 2. kategorie.Návod . Uva¾ujme posloupnost lineárnì nezávislýh prvkù {zn} v nekoneènì dimenzionálním separabilním Bana-hovì prostoru X, její¾ lineární obal je v X hustý. V X existuje Hamelova báze B obsahujíí {zn}. Proto¾e Bje nespoèetná (viz *1.12.a), existuje posloupnost {yn} v B \ {zn}. Neh» Xn je podprostor X generovaný prvkymno¾iny B \ {yn, yn+1, . . . }. Proto¾e X = S
nXn, existuje takové k, ¾e podprostor Xk je 2. kategorie. Prostor Xknemù¾e být úplný. Obsahuje toti¾ posloupnost {zn}, její¾ lineární obal je hustý v X.Za prostor X lze tøeba vzít L1([0, 1℄) a za {zn} posloupnost harakteristikýh funkí {c(0,rn℄}, kde {rn} jsouv¹ehna raionální èísla v intervalu (0, 1℄. ♣() Pøíklad. Vlastní podprostor Banahova prostoru nemusí být 1. kategorie.Návod . Podívejte se na (b) a poznámku 2.33.b. ♣(d) Tvrzení. Neh» N je vlastní podprostor Banahova prostoru X majíí Baireovu vlastnost (speiálnì, neh»

N je borelovská podmno¾ina X). Potom N je 1. kategorie.(Mno¾ina A ⊂ X má Baireovu vlastnost, jestli¾e nále¾í nejmen¹í σ-algebøe podmno¾in X, která obsahuje jakotevøené mno¾iny tak i mno¾iny 1. kategorie. (Neple»te si mno¾iny majíí Baireovu vlastnost s jazykovì pøíbuznýmpojmem Baireova prostoru.) Ekvivalentnì lze øíi, ¾e A má Baireovu vlastnost, jestli¾e A = Gδ ∪ P , kde Gδ jemno¾ina typu Gδ a P je 1. kategorie.)Návod . Kdyby N byl podprostorem 2. kategorie v X, byl by N Baireùv hustý podprostor X. Jeliko¾ pøedpoklá-dáme, ¾e N má Baireovu vlastnost, musí být N reziduální podmno¾ina X (staèí ukázat, ¾e je typu Gδ). Volíme-li
x ∈ X \N , jsou N a x+N dvì disjunktní reziduální podmno¾iny úplného prostoru X. A to není mo¾né. ♣(e) Tvrzení. Neh» N je podprostor Banahova prostoru X. Je-li N Gδ-mno¾ina, je N ji¾ uzavøený.Návod . Neh» N 6= N . Potom N je hustá Gδ-podmno¾ina Banahova prostoru N . Podle (d) je N prostor 1.kategorie. Na druhé stranì hustá Gδ-podmno¾ina úplného prostoru musí být 2. kategorie. ♣(f) Dùsledek. Neh» f je lineární forma na Banahovì prostoru X. Jestli¾e ker f je mno¾inou typu Gδ, je
f ∈ X∗.Návod . Z (f) plyne, ¾e ker f je uzavøená mno¾ina. A to znamená, ¾e f je spojitá forma (viz vìtièku v 2.23.a). ♣(g) Tvrzení. Neh» X je Banahùv prostor a f ∈ X#. Jestli¾e ker f je mno¾ina typu Fσ, je ji¾ f spojitá forma.Návod . Tvrzení je triviální v pøípadì nulové formy f . V opaèném pøípadì najdìme x ∈ X tak, aby f(x) = 1.Proto¾e kodimenze odim ker f = 1 (viz Appendix A.4), lze ka¾dý prvek z ∈ X psát jednoznaènì ve tvaru
z = m + λzx, kde m ∈ ker f . Potom ov¹em f(z) = λz , a tudí¾ f−1(A) = ker f + Az pro A ⊂ R. Je-li tedy [α, β℄uzavøený interval v R, plyne z pøedhozího s pou¾itím pøedpokladu o jádøe ker f a vyu¾itím výsledku z *1.16.b, ¾e
f−1([α, β℄) je mno¾inou typu Fσ . Odtud ka¾dý snadno nahlédne, ¾e f−1(G) je Fσ-mno¾inou pro ka¾dou otevøenou



196 Poznámky, doplòky, vièenímno¾inu G ⊂ R. O funki f to øíká, ¾e je 1. Baireovy tøídy (je bodovou limitou posloupnosti spojitýh funkí na
X). A dal¹í výsledek z teorie reálnýh funkí øíká, ¾e existuje bod v X, v nìm¾ je f spojitá. (Mù¾ete si proèístpøíslu¹né kapitoly v [Probl℄ èi J. Luke¹, J. Malý and L. Zajíèek [*1986℄.) Z linearity f pak vyplyne, ¾e f ∈ X∗(porovnejte s vìtou 2.2). ♣ *2. Lineární zobrazení a operátory
����L. Zajíèek

*2.1. Norma projekí. Víme, ¾e v Hilbertovì prostoru ortogonální projekemají normu 1, pouze projeke na nulový prvek má v¾dy normu 0. Je-li P nenulováprojeke v Banahovì prostoru, potom ‖P‖ ≥ 1. Samozøejmì norma projekemù¾e být libovolnì veliká. O tom v¹em ji¾ byla øeè v 2.36 a 2.41. Doka¾te dokonenásledujíí tvrzení.(a) Vìtièka. Neh» ϕ je nenulová spojitá lineární forma na normovaném li-neárním prostoru E, N = kerϕ. Potom existují projeke na N libovolnì velikénormy.Návod . Uka¾te, ¾e ke ka¾dému x ∈ E \ N a ka¾dému y ∈ N existuje projeke
P : E → N tak, ¾e Px = y. ♣(b) Tvrzení. Neh» N je n-dimenzionální podprostor normovaného lineárního prostoru E. Po-tom existuje projeke P prostoru E na N tak, ¾e ‖P‖ ≤ n.Návod . Pou¾ijte 2.28.b. ♣() Poznámka. M.I. Kade a M.G. Snobar [1971℄ dokázali, ¾e za situae jako v pøede¹lém odstavi (b) lze dokonenajít projeki P na N tak, aby ‖P‖ ≤ √

n.Dal¹í hlub¹í tvrzení o normì projekí lze najít v *2.6. Zájeme speialisty lze té¾ odkázat na monogra�iN. Tomzak-Jaegermann [*1989℄.*2.2. Duální báze. V 2.28 se vyskytovaly pojmy duální a Auerbahovy báze. Pøipomeòmestruènì základní de�nie.Jsou-li {e1, . . . , en} prvky vektorového prostoru W a {f1, . . . , fn} lineární funkionály na W ,øekneme, ¾e ({ei}, {fi}) tvoøí duální èi biortogonální systém, jestli¾e fi(ei) = 1 pro ka¾dé i =1, . . . , n a fi(ej) = 0 pro ka¾dou dvojii i 6= j.Auerbahovou bází Banahova prostoru X je ka¾dý biortogonální systém tvoøený {e1, . . . , en}a {f1, . . . , fn}, pro nìj¾ {e1, . . . , en} je bází X a ‖ei‖ = ‖fi‖ = 1 pro ka¾dé i = 1, . . . , n. Auerba-hovo lemma v 2.28 øíkalo, ¾e ka¾dý koneènì dimenzionální prostor má Auerbahovu bázi.Pøirozeným zpùsobem mù¾eme de�novat i biortogonální systémy pro nekoneèné mno¾inyprvkù. Existuje ¹iroe rozvìtvená teorie bází v Banahovýh prostoreh, lze tøeba nahlédnoutdo monogra�í J.T. Marti [*1969℄ èi I. Singer [*1970℄. My se struènì v *2.17 zmíníme o Shaude-rovýh bázíh, zde zade�nujme je¹tì pojem Marku¹evièovy báze.Dvojii ({eγ}γ∈�, {fγ}γ∈�) v X ×X∗, kde X je Banahùv prostor, nazveme Marku¹evièovoubází , jestli¾e tato dvojie tvoøí biortogonální systém, lineární obal mno¾iny {eγ} je hustý v X ake ka¾dému bodu x ∈ X existuje γ ∈ � tak, ¾e fγ(x) 6= 0. Podle Auerbahova lemmatu v 2.28víme, ¾e v koneèné dimenzi existují báze pro nì¾ ‖en‖ = ‖fn‖ = 1. Pokud jde o Marku¹evièovybáze, platí následujíí tvrzení.Vìta. V ka¾dém separabilním Banahovì prostoru existuje Marku¹evièova báze ({en}, {fn})s vlastností sup{‖en‖ ‖fn‖ : n ∈ N} <∞. Dokone, pøedepí¹eme-li si ε > 0, existuje taková báze,¾e ‖en‖ ‖fn‖ ≤ 1 + ε pro ka¾dé n.Poznámka. Dodatek pøedhozí vìty byl dokázán A. Pe lzy�nskim v [1976℄. Je otevøeným problémem, zda v separa-bilním prostoru existuje Marku¹evièova báze tak, aby ‖en‖ ‖fn‖ = 1 pro ka¾dé n.*2.3. Vlastnosti hilbertovké projeke. Uva¾ujme uzavøenou konvexní mno¾inu C v (reál-ném) Hilbertovì prostoru H . Podle vìty 1.26 ke ka¾dému x ∈ H existuje právì jedno PCx ∈ Ctak, ¾e ‖x − PCx‖ = dist(x,C). Zobrazení PC : x 7→ PCx nazývejme hilbertovskou projekíprostoru H na C. Uveïme nìkteré její základní vlastnosti.



*2. Lineární zobrazení a operátory 197(a) Lemma. Buïte x ∈ H a y ∈ C. Potom y = PCx, právì kdy¾ (c − y, y − x) ≥ 0 pro ka¾dé
c ∈ C.Návod . Polo¾me F (λ) = ‖x − (1 − λ)y − λc‖2 pro λ ∈ [0, 1℄. Funke F je zøejmì konvexnía F ′+(0) = 2(c − y, y − x). Nyní si staèí uvìdomit, o znamenají nerovnosti F (0) ≤ F (1) a
F ′+(0) ≥ 0. ♣Pro dal¹í pøipomeòme, ¾e zobrazení T se nazývá neexpanzivní na mno¾inì D ⊂ H, jestli¾e ‖Tx−Ty‖ ≤ ‖x−y‖pro ka¾dé x, y ∈ D. Ka¾dé neexpanzivní zobrazení je na D (stejnomìrnì) spojité. Dále, T se zove monotonní na
D, jestli¾e (Tx− Ty, x− y) ≥ 0 pro ka¾dé x, y ∈ D.(b) Vìta. Neh» PC znaèí hilbertovskou projeki Hilbertova prostoru H na jeho uzavøenou kon-vexní podmno¾inu C. Potom PC je neexpanzivní a monotonní zobrazení na H.Návod . Volte x, y ∈ H . Potom podle pøedhozího lemmatu máme (PCx − x, c − PCx) ≥ 0 proka¾dé c ∈ C, a tedy

‖PCx− PCy‖2 = (PCx− x, PCx− PCy) + (y − PCy, PCx− PCy) + (x − y, PCx− PCy)
≤ (x − y, PCx− PCy) ≤ ‖x− y‖ ‖PCx− PCy‖ .Obdobnì zjistíme, ¾e(PCx− PCy, x− y) = (PCx− PCy, x− PCx) + (PCx− PCy, PCx− PCy)++ (PCx− PCy, PCy − y) ≥ 0 .

♣ Dostáváme následujíí tvrzení, které pro jeho dùle¾itost zformulujeme radìji samostatnì.() Spojitost hilbertovské projeke. Hilbertovská projeke PC Hilbertova prostoru na je-ho uzavøenou konvexní podmno¾inu C je spojitá.(d) Problém . Neh» C je podmno¾ina Hilbertova prostoru H . Pøedpokládejme, ¾e ke ka¾dému
x ∈ H existuje právì jeden prvek c ∈ C tak, ¾e ‖x − c‖ = dist(x,C). Potom C je bezesporuuzavøená (uka¾te, ¾e C ⊂ C). Zdá se, ¾e v¹ak není známo, zda C musí být konvexní. Odpovìï jekladná v pøípadì H = Rn. To dokázal T.S. Motzkin v [1935℄.*2.4. Banahovské projeke na konvexní mno¾iny. Na pøíkladu v 1.26.b je vidìt, ¾e v Ba-nahovýh prostoreh obenì nelze promítat na uzavøené konvexní mno¾iny. Naví, nejjednodu¹¹ípøíklady v prostoru l∞n s neeukleidovskou normou z pøíkladu 1.10.a ukazují, ¾e k danému bodumù¾e existovat víe "nejbli¾¹íh\ bodù z uzavøené jednotkové koule. Niménì i v pøípadì nehil-bertovskýh prostorù (kupøíkladu uniformnì konvexníh, viz 21.10) èi v nìkterýh speiálníhsituaíh lze hovoøit o "promítání\ na uzavøené konvexní mno¾iny. Uveïme pøíklady.(a) Radiální projeke. Oznaème BX uzavøenou jednotkovou kouli Banahova prostoru X .Pro x ∈ X de�nujme radiální projeki R prostoru X na BX tak, aby R byla identita na BXa Rx = x

‖x‖ pro ostatní x ∈ X . Není tì¾ké ukázat, ¾e ‖x − Rx‖ = dist(x,BX) pro ka¾dé
x ∈ X . Zobrazení R je spojité, niménì není, jako tomu bylo v pøípadì hilbertovskýh projekí,neexpanzivní. Pro libovolná x, y ∈ X toti¾ platí pouze ‖Rx−Ry‖ ≤ 2‖x− y‖. Otázky, v jakýhBanahovýh prostoreh radiální projeke R na BX je lipshitzovská s konstantou β < 2 (‖Rx−
Ry‖ ≤ β‖x− y‖), eventuálnì pøesný odhad konstanty β, jsou pomìrnì obtí¾né. R.L. Thele [1974℄dokázal, ¾e lze volit β < 2 právì v pøípadeh, kdy prostor X je uniformnì neètverový.(b) Pøíklad. V Banahovýh prostoreh existují i jiné projeke na BX (ne¾ je právì uvedenáradiální projeke) udávajíí vzdálenost daného bodu od BX . Kupøíkladu uva¾ujeme-li Banahùvprostor X = C([0, 1℄) a polo¾íme-li

Tf(t) = max(−1,min(1, f(t))) , t ∈ [0, 1℄ ,realizuje T vzdálenost f od BX . Jest toti¾ ‖f − Tf‖ = dist(f,BX). V tomto pøípadì se Tneshoduje s radiální projekí a T je neexpanzivní.*2.5. Existene topologikýh doplòkù. Jakýmsi protìj¹kem k vìtì 2.27 je následujíí tvr-zení.



198 Poznámky, doplòky, vièení(a) Vìta. Je-li M uzavøený podprostor koneèné kodimenze v Banahovì prostoru X, existujek nìmu topologiký doplnìk.Návod . Neh» N je algebraiký doplnìk k M v X . Proto¾e dimN <∞, je N uzavøený podle 1.9a X = M ⊕N je algebraikým souètem dvou uzavøenýh podprostorù. Podle dùsledku 4.20 je Xi jejih topologikým souètem.Kdybyhom se htìli vyhnout 4.20, o¾ byl vlastnì dùsledek vìty o uzavøeném grafu, mohli byhom uva¾ovatprojeki P prostoru X na jeho koneènì dimenzionální podprostor N . Proto¾e jádrem P je uzavøený podprostor
M (a P je lineární zobrazení na prostor koneèné dimenze), musí být projeke P spojitá.Je¹tì jiný návod Neh» {e1, . . . , en} je báze faktorprostoru X/M a π kanoniké zobrazení X na
X/M . Existují xi ∈ X tak, ¾e πxi = ei (i = 1, . . . , n). Je-li N lineární obal mno¾iny {x1, . . . , xn},je X = M ⊕t N . ♣(b) Poznámky. (b1) Uzavøenost podprostoru M je podstatná. Víme toti¾, ¾e ka¾dý podprostor majíí topologikýdoplnìk musí být uzavøený a ¾e existují podprostory koneèné kodimenze, které nejsou uzavøené. Tøeba ker f pro
f ∈ X# \X∗ dobøe poslou¾í jako pøíklad. Nevíte-li proè, podívejte se na vìtièky v 2.23 a A.4.(b2) Lze tvrdit víe. Má-li uzavøený podprostor M Banahova prostoru X koneènou kodimenzi n, potom keka¾dému ε > 0 existuje projeke P : X → M tak, ¾e ‖P‖ < n+ 1 + ε. Náznak dùkazu je v [HHZ℄, vièení 10 veètvrté kapitole.Víme ji¾, ¾e prostor Lc(X) v¹eh kompaktníh operátorù na Banahovì prostoruX je uzavøenýv L(X). Pøirozená otázka, zda Lc(X) má v L(X) topologiký doplnìk, není stále uspokojivìvyøe¹ena. Zdá se, ¾e starý problém, zda pro ka¾dý Banahùv prostor je buïto Lc(X) = L(X)anebo Lc(X) nemá v L(X) topologiký doplnìk, stále èeká na vyøe¹ení.Je toho známo pomìrnì málo, èásteèný výsledek je obsa¾en v následujíím tvrzení.() Vìta. Neh» X znaèí jeden z Banahovýh prostorù lp pro 1 < p < ∞ èi X = c0. Potom
Lc(X) nemá topologiký doplnìk v L(X).(d) Poznámka. Jestli¾e prostor X obsahuje izomorfní kopii c0, potom stále Lc(X) nemá topologiký doplnìkv L(X).V *2.17 jsme de�novali pojem Shauderovy báze Banahova prostoru. Øíká se, ¾e Shauderova báze {xn}Banahova prostoru X je bezpodmíneèná, jestli¾e øada ∞P

n=1 x∗n(x)xn konverguje bezpodmíneènì pro ka¾dé x ∈ X.Zde pohopitelnì {x∗n} znaèí posloupnost pøíslu¹nýh souøadniovýh funkionálù. Prostory c0 a lp pro p ∈ [1,∞)mají bezpodmíneèné Shauderovy báze (tvoøí je posloupnosti standardníh jednotkovýh vektorù), zatímo prostor
C([0, 1℄) nemá ¾ádnou bezpodmíneènou Shauderovu bázi. C. Swartz [*1992℄ dokazuje, ¾e Lc(X) nemá v L(X)topologiký doplnìk, pokud Banahùv prostor X má bezpodmíneènou Shauderovu bázi. Odtud speiálnì dostane,¾e Lc(X) nemá v L(X) topologiký doplnìk, je-li X prostor c0, lp (p ∈ [1,∞)) èi (nekoneènì dimenzionální)Hilbertùv.Z dal¹íh pøíkladù, kdy Lc(X) nemá topologiký doplnìk v L(X), jsou známy jen dva pøíklady Banahovýhprostorù sestrojené v J. Bourgain and F. Delbaen [1980℄.Jeliko¾ podle vìty 2.38 víme, ¾e podprostor M nemá v Banahovì prostoru Z topologiký doplnìk, právì kdy¾neexistuje projeke Z na M , je zajímavé si polo¾it otázku, kdy dokone neexistuje projeke L(X) na Lc(X) o normì1. Odpovìï zní, ¾e kupøíkladu v pøípadì, kdy X má Radon-Nikodýmovu vlastnost. Dùkaz posledního tvrzení jako¾ idal¹í nové poznatky k této problematie jsou obsa¾eny v nedávno publikovaném èlánku G. Emmanuele and K. John[1997℄.
����B. Maurey

Na závìr uveïme jeden nový výsledek ukazujíí, ¾e Banahovy prostory obenìnemusejí mít netriviální podprostory majíí topologiké doplòky. Dùkaz lze najítv W.T. Gowers and B. Maurey [1993℄.(e) Gowers-Maureyùv pøíklad. Existuje Banahùv prostor X majíí následu-jíí vlastnost: Kdykoliv X = A ⊕ B je (topologikým) souètem dvou uzavøenýhpodprostorù A a B, potom buï A anebo B je koneènì dimenzionální.(f) Poznámka. W.T. Gowers a B. Maurey tedy sestrojili pøíklad Banahova prostoru, znaèmeho tøeba XGM, v nìm¾ ¾ádný nekoneènì dimenzionální uzavøený podprostor nemá nekoneènìdimenzionální topologiký doplnìk. Poznamenejme, ¾e jejih prostor XGM je naví separabilnía má je¹tì nìkteré dal¹í vlastnosti. Kupøíkladu XGM není izomorfní ¾ádnému svému vlastnímupodprostoru. Speiálnì není izomorfní ¾ádné nadrovinì v XGM. Tím byl také vyøe¹en velie starýBanahùv problém o nadrovinì . Dále libobolný omezený operátor z L(XGM) má tvar λI + S, kde S je striktnì



*2. Lineární zobrazení a operátory 199singulární operátor (to je takový operátor, ¾e jeho restrike na libovolný nekoneènì dimenzionální podprostornení izomor�zmem). Pøi této pøíle¾itosti poznamenejme, ¾e stále není vyøe¹en problém existene (èi neexistene)Banahova prostoru, na nìm¾ by ka¾dý operátor mìl tvar λI +K, kde K je kompaktní.*2.6. Topologiké doplòky k c0 a l∞. (a) Pro x = {xn} ∈ c polo¾te Px = {xn − limxn}.Uka¾te, ¾e P je projeke c na c0 a spoètìte ‖P‖.Pou¾itím vìty 2.38 dostáváme tvrzení, ¾e c0 má topologiký doplnìk v c.(b) Vìtièka. Libovolná projeke c na c0 musí mít normu ostøe vìt¹í ne¾ 1.Návod . Pøedpokládejme, ¾e P : c→ c0 je projeke a ‖P‖ = a < 2. Neh» en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . )jsou standardní jednotkové vektory v c0 a e = (1, 1, 1, . . . ). Volme n a oznaème u := 2en − e.Zøejmì ‖e‖ = 1 a ‖Pu‖ ≤ ‖P‖ ‖u‖ ≤ a. Tudí¾
a ≥ ‖u‖ ≥ max{|(2en − Pe)j | : j ∈ N} ≥

∣∣(2en − Pe)n∣∣ = ∣∣2 − (Pe)n∣∣ .Odtud plyne, ¾e pro n-tou slo¾ku projeke Pe musí být (Pe)n ≥ 1. Vidíme, ¾e Pe nemù¾e býtprvek c0. ♣Ukázali jsme, ¾e dokone ‖P‖ ≥ 2.() Tvrzení. Prostor l∞ má topologiký doplnìk v libovolném Banahovì prostoru X, který hoobsahuje jako podprostor.Návod . Neh» ϕk : {xn} ∈ l∞ 7→ xk. Evidentnì ϕk ∈ (l∞)∗. Neh» �k jsou hahn-banahovskároz¹íøení ϕk na elý prostor X podle vìty 2.18. Polo¾íme-li Px = {�k(x)} pro x ∈ X , je Pprojeke X na l∞. Staèí tedy pou¾ít vìtu 2.38. ♣(d) Poznámky. (d1) V¹imnìte si, ¾e pro projeki P z dùkazu tvrzení () dokone je ‖P‖ = 1.(d2) Proto¾e l∞ je úplný prostor, je tedy uzavøený podprostor X.(d3) Uvedené tvrzení byhom mohli trohu zobenit. Je-li M podprostor Banahova prostoru X, který je izomorfníprostoru l∞ (také øíkáme, ¾e X obsahuje kopii l∞, srovnej s 2.31), má M v X topologiký doplnìk. Následujíívìtu poházejíí od A. Sobzyka [1941℄ ji¾ vyslovíme v této podobì.(e) Sobzykova vìta. Neh» X je separabilní Banahùv prostor a M jeho podprostor izomorf-ní s c0. Potom M má topologiký doplnìk v X.Návod . My¹lenka dùkazu, která pohází od W.A. Veeha [1971℄, se zprvu podobá návodu v ().Pøedpokládejme rovnou, ¾e M = c0. Neh» �k ∈ X∗ jsou takové funkionály, ¾e ‖�k‖ = 1 a�k({xn}) = xk pro {xn} ∈ c0. Jestli¾e BX∗ znaèí uzavøenou jednotkovou kouli v X∗, je BX∗ me-trizovatelná kompaktní mno¾ina ve w∗-topologii podle *16.2.A (X je separabilní) a Alaogluovyvìty. Neh» B := c⊥0 ∩BX∗ . Oznaème λk := dist(�k, B), kde vzdálenost uva¾ujeme vzhledem k nì-jaké metrie generujíí w∗-topologii na BX∗ . Proto¾e ka¾dá podposloupnost z posloupnosti {�k}má w∗-konvergentní podposloupnost její¾ limita le¾í v B, má ka¾dá podposloupnost posloupnosti
{λk} podposloupnost konvergujíí k 0. Tím dostáváme, ¾e λk → 0. Existuje tedy posloupnost
{ϕk} ⊂ B tak, ¾e �k−ϕk → 0 ve w∗-topologii (tj. bodovì na X). Polo¾íme-li Px = �k(x)−ϕk(x)pro x ∈ X , ovìøí se ji¾ snadno, ¾e P je projeke X na c0. Naví ‖P‖ ≤ 2. ♣

����A. Pe lzy�nski
Poznámky. Ukázali jsme, ¾e existuje projeke P : X → c0 o normì ≤ 2. Vlastnost uvedenáv Sobzykovì vìtì dokone harakterizuje prostor c0 mezi v¹emi separabilními Banahovýmiprostory. M. Zippin [1977℄ ukázal, ¾e separabilní Banahùv prostor X je izomorfní c0, jestli¾emá topologiký doplnìk v ka¾dém separabilním Banahovì prostoru, který ho obsahuje.(f) Phillipsùv pøíklad. R.S. Phillips [1940℄ ukázal, ¾e c0 nemá topologikýdoplnìk v l∞ (zde hápeme c0 jako uzavøený podprostor l∞). Netriviální dùkaztohoto tvrzení lze nalézt v C. Swartz [1992℄, elementárnìj¹í pak v R. Whitley[1966℄. Pe lzy�nského dùkaz je podán v [HHZ℄, str. 72.*2.7. Poznámka. Uveïme pouze, ¾e Phillipsùv pøíklad uzavøeného podprostoru nemajííhotopologiký doplnìk nebyl prvním. Ten byl podán, zdá se, S. Banahem a S. Mazurem v [1933℄.Ti toti¾ ukázali, ¾e (separabilní) Banahùv prostor L1([0, 1℄) lze izometriky-izomorfnì vnoøitdo prostoru C([0, 1℄) a tento obraz nemá v C([0, 1℄) topologiký doplnìk. Podobnì G. Fihtìngol a L. Kantoroviè



200 Poznámky, doplòky, vièenív [1934℄ ukázali, ¾e C([0, 1℄) nemá topologiký doplnìk v L∞([0, 1℄). Nìkteøí autoøi zase pøipisují prvenství F.J.Murraymu [1937℄, který ukázal, ¾e v prostoreh lp pro p ∈ [1,∞), p 6= 2 v¾dy existují uzavøené podprostorynemajíí topologiký doplnìk.*2.8. Separabilita X a X∗. (a) Zaènìme s jednoduhým vièením. Je-li f spojité zobrazenímetrikého prostoru P na Q a P je separabilní, je i obraz Q separabilní. To plyne z toho, ¾e
f zobrazuje husté mno¾iny v P na husté mno¾iny v Q. Speiálnì, jestli¾e normované lineárníprostory M,N jsou izomorfní a M je separabilní, je i N separabilní.(b) Uveïme pøíklady separabilníh i neseparabilníh prostorù. Prostory posloupností c0 a c jsouseparabilní (uva¾ujte posloupnosti s raionálními souøadniemi, které jsou naví od urèitého in-dexu konstantní). Samozøejmì, Rn a Cn jsou separabilní. Prostor C([0, 1℄) je separabilní (poly-nomy s raionálními koe�ienty tvoøí podle Weierstrassovy vìty hustou podmno¾inu C([0, 1℄)).Prostory lp jsou také separabilní pro 1 ≤ p <∞ (obdobná úvaha jako v pøípadì c0), zatímo l∞separabilní není. Pokud jde o Lp-prostory, tak L∞([0, 1℄) není separabilní, prostory Lp([0, 1℄) pro1 ≤ p <∞ jsou separabilní.() Jestli¾e normovaný lineární prostor E je separabilní, nemusí je¹tì být jeho duál E∗ separabilní.Pøíkladem mù¾e slou¾it separabilní prostor l1, jeho¾ duál je izometriky-izomorfní s neseparabil-ním prostorem l∞. Platí v¹ak následujíí tvrzení.(d) Vìta. Jestli¾e duál E∗ normovaného lineárního prostoru E je separabilní, je i E separabilní.Návod . Neh» {ϕn} je hustá spoèetná podmno¾ina E∗. Podle de�nie normy (viz poznámku2.6.a) existují xn ∈ E s vlastnostmi ‖xn‖ = 1 a |ϕn(xn)| ≥ 12‖ϕn‖. Neh» Y je uzavøený lineárníobal mno¾iny {xn}n. Staèí ukázat, ¾e Y = E. Pokud by tomu tak nebylo, nalezli byhom podledùsledku Hahn-Banahovy vìty *2.9.b ϕ ∈ E∗ tak, aby ‖ϕ‖ = 1 a ϕ = 0 na Y . Dále byhomnalezli podposloupnost {ϕnk

} z {ϕn} tak, aby ϕnk
→ ϕ. Proto¾e v¹ak

‖ϕnk
− ϕ‖ ≥

∣∣(ϕnk
− ϕ)(xnk

)∣∣ = ∣∣ϕnk
(xnk

)∣∣ ≥ 12‖ϕnk
‖ ,musí být ‖ϕnk

‖ → 0. Ze spojitosti normy pak dostáváme ‖ϕ‖ = 0, o¾ je zjevný spor. ♣(e) Jako vièení uka¾te, ¾e duál separabilního reexivního Banahova prostoru je v¾dy separabilní.
����R. Haydon

Reexivita prostoru X je tedy podle (e) postaèujíí podmínkou k tomu, abyduál X∗ byl separabilní, pokud je separabilní pùvodní prostor X . Existují i dal¹ípodmínky. Kupøíkladu v *21.2.d se zmíníme o tom, ¾e pokud je Banahùv prostor
X separabilní a X∗ je lokálnì uniformnì konvexní, potom i X∗ je separabilní.Z novìj¹íh výsledkù uveïme následujíí vìtu z R. Haydon [1976℄ (viz té¾K. Musial [1978℄ èi V.I. Rybakov [1977℄), její¾ (netriviální) dùkaz lze naléztv J. Diestel [*1984℄.(f) Vìta. Neh» X je separabilní Banahùv prostor. Jestli¾e mno¾ina extre-málníh bodù extBX∗ uzavøené jednotkové koule v X∗ je separabilní, je i X∗separabilní.

����S. Simons
Návod . Ve skripteh [HHZ℄ lze nalézt nový dùkaz této vìty zalo¾ený na výsledíhG. Godefroye a t.zv. Simonsovì nerovnosti. ♣*2.9. Dùsledky Hahn-Banahovy vìty. Uvedeme je¹tì dal¹í varianty vìtHahn-Banahova typu.(a) Vìta. Neh» p je konvexní funkionál na vektorovém prostoru W a z ∈ W .Potom existuje F ∈ W# tak, ¾e F ≤ p na W a F (z) = p(z). Je-li p pseudonorma,je dokone |F | ≤ p.Návod . De�nujte lineární funkionál f na podprostoru generovaném bodem zpøedpisem f(λz) = λp(z) a pou¾ijte algebraikou verzi Hahn-Banahovy vìty2.16. ♣



*2. Lineární zobrazení a operátory 201(b) Vìta. Neh» S je podprostor normovaného lineárního prostoru E, x ∈ E a d := dist(x, S) >0. Potom existuje ϕ ∈ E∗ tak, ¾e ‖ϕ‖ = 1, ϕ = 0 na S a ϕ(x) = d.Dùkaz. Staèí kopírovat dùkaz 2.20. Polo¾íme M = {e+λx : e ∈ S, λ ∈ F}, f(e+λx) = λd. Potom
M je lineární podprostor E a f je korektnì de�novaný spojitý lineární funkionál na M . Nynístaèí aplikovat Hahn-Banahovu vìtu 2.18. Snad jedinì byhom mìli odùvodnit, proè ‖ϕ‖ = 1.Ale to není tì¾ké, nebo»

‖f‖M = sup{ |λd|
‖e+ λx‖ : e+ λx ∈M, ‖e+ λx‖ 6= 0} = sup{ d

‖x− y‖ : y ∈ S
} = d

d
= 1a norma roz¹íøeného funkionálu zùstává stejná.() Dùsledek. Je-li M uzavøený podprostor E a x ∈ E \M , existuje ϕ ∈ E∗ tak, ¾e ϕ = 0 na

M , ϕ(x) = 1 a ‖ϕ‖ = 1dist(x,M) .*2.10. Jednoznaènost hahn-banahovského roz¹íøení. Vìnujme se na hvíli následujíímuproblému. Je zadána spojitá lineární forma f na podprostoru M Banahova prostoru X . Zajímánás, kdy existuje právì jedna spojitá lineární forma F ∈ X∗ tak, aby F = f na M a ‖F‖X =
‖f‖M . Samozøejmì, Hahn-Banahova vìta 2.18 øíká, ¾e není problém s existení F . Otázka setýká jednoznaènosti roz¹íøení f na elý prostor se zahováním normy. Uveïme nìkteré pøíklady.(a) Polo¾me X = C([0, 1℄) a M = {λg : λ ∈ R}, kde g ∈ X je zadaná funke. De�nujme dále
f : λg 7→ λ pro λg ∈ M . Uka¾te, ¾e f je spojitá lineární forma na M a ‖f‖ = 1

‖g‖ . Uka¾te, ¾e
f lze roz¹íøit jednoznaènì na elý prostor X se zahováním normy pokud g(t) := t, nikoliv v¹akv pøípadì g(t) := 1 − 2t.Poznámka. Roz¹íøení je jednoznaèné, právì kdy¾ mno¾ina {x ∈ [0, 1℄ : |g(x)| = ‖g‖} je jednobodová.(b) Neh» M := {(x, y) ∈ R2 : 2x = y} a f : (x, y) 7→ x pro (x, y) ∈M . Potom f ∈M∗ a existujeprávì jedno roz¹íøení f na R2 se zahováním normy.Návod . Uka¾te, ¾e F : (x, y) 7→ x+2y5 je hledané roz¹íøení. ♣(d) Je-li M podprostor Hilbertova prostoru H a f ∈ M∗, existuje právì jedno roz¹íøení f na Hse zahováním normy.(d) Je-li f ∈ (c0)∗, existuje právì jedno roz¹íøení F ∈ (l∞)∗ formy f tak, ¾e ‖f‖ = ‖F‖.(e) Následujíí vìta poházejíí od R.R. Phelpse [1960℄ harakterizuje podprostory, z nih¾ mù-¾eme jednoznaènì hahn-banahovsky roz¹iøovat. K tomu úèelu øekneme, ¾e podprostor M nor-movaného lineárního prostoru E má Haarovu vlastnost , jestli¾e ke ka¾dému x ∈ E existuje právìjedno m ∈ M tak, ¾e ‖x − m‖ = dist(x,M). Víme, ¾e uzavøené podprostory Hilbertovýh,uniformnì konvexníh èi reexivníh striktnì konvexníh prostorù mají Haarovu vlastnost.Tvrzení. Neh»M je uzavøený podprostor normovaného lineárního prostoru E. Potom pro ka¾dýfunkionál f ∈ M∗ existuje právì jedno roz¹íøení Ff ∈ E∗ tak, ¾e ‖f‖M = ‖Ff‖E, právì kdy¾anihilátor M⊥ má Haarovu vlastnost v E∗.Pokud byhom se ptali, v jakýh prostoreh má ka¾dý uzavøený podprostor uvedenou vlastnostjednoznaènosti hahn-banahovského roz¹íøení se zahováním normy, jsou to právì ty prostory, pronì¾ je jejih duál striktnì konvexní. To je výsledek A.E. Taylora [1939℄ a S.R. Foguela [1958℄.(f) Mezi v¹emi hahn-banahovskými roz¹íøeními lze vybírat nìkterá majíí spei�ké vlastnosti.Zmiòme se o jedné mo¾nosti. Neh» M je podprostor (reálného) vektorového prostoru W , flineární forma na M , p konvexní funkionál na W , f ≤ p na M a S podmno¾ina W . Øekneme,¾e F ∈ W# je S-maximální roz¹íøení f , jestli¾e F = f na M , F ≤ p na W a je-li G jiné takovéroz¹íøení f , ¾e G ≤ F na S, potom G = F na S. Následujíí tvrzení dokázal P.R. Andenaes[1970℄.Vìta. Za uvedeného oznaèení a pøedpokladù existuje S-maximální roz¹íøení f .



202 Poznámky, doplòky, vièení*2.11. Reexivita X a X∗. Banahùv prostor X je reexivní, právì kdy¾ X∗ je reexivní.Návod . Pøedpokládejme, ¾e X je reexivní, ε kanoniké zobrazení X na X∗∗ a � ∈ X∗∗∗.Polo¾íme-li ϕ = � ◦ ε, je ϕ ∈ X∗. Staèí ukázat, ¾e η(ϕ) = �, kde η je kanoniké vnoøení
X∗ do X∗∗∗. Abyhom toto ukázali, volme F ∈ X∗∗. Existuje x ∈ X tak, ¾e εx := ε(x) = F .Potom

η(ϕ)(F ) = F (ϕ) = εx(ϕ) = ϕ(x) = �(εx) = �(F ) .Pøedpokládáme-li, ¾e X∗ je reexivní, zatímo X není, je εX uzavøený vlastní podprostor X∗∗(srovnej s 2.55.k). Podle dùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.22 èi *2.9.b existuje � ∈ X∗∗∗ tak,¾e ‖�‖ = 1 a � = 0 na εX . Podle pøedpokladu existuje ϕ ∈ X∗, pro nì¾ η(ϕ) = �. Potom proka¾dé x ∈ X máme 0 = �(εx) = η(ϕ)(εx) = εx(ϕ) = ϕ(x) .Tudí¾ ϕ = 0, tedy také � = 0, o¾ je opìt spor. ♣*2.12. Reexivita uzavøenýh podprostorù. Uzavøený podprostor reexivního Banahovaprostoru je reexivní.Návod . Neh» F je uzavøený podprostor reexivního Banahova prostoruX , ε kanoniké zobrazení
X na X∗∗, η kanoniké vnoøení F do F ∗∗ a H ∈ F ∗∗. Je-li ϕ ∈ X∗ a f = ϕ ↾ F , polo¾me
G : ϕ 7→ H(f). Potom G ∈ X∗∗. Podle pøedpokladu existuje takové x ∈ X , ¾e εx := ε(x) = G.K dokonèení dùkazu staèí ukázat, ¾e x ∈ F a η(x) = H . Pokud v¹ak x ∈ X \ F , existuje podledùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.22 èi *2.9. ϕ ∈ X∗, ϕ(x) = 1 a ϕ = 0 na F . Potom1 = ϕ(x) = εx(ϕ) = G(ϕ) = H(ϕ ↾ F ) = 0 .Koneènì, buï ψ ∈ F ∗. Podle Hahn-Banahovy vìty 2.18 existuje ϕ ∈ X∗, ϕ = ψ na F . Potom

η(x)(ψ) = ψ(x) = ϕ(x) = εx(ϕ) = G(ϕ) = H(ψ) .Jiná my¹lenka dùkazu. Proto¾e BF := {x ∈ F : ‖x‖ ≤ 1} je uzavøená konvexní podmno¾ina X ,je BF podle harakteristiky reexivity v 16.9 σ(X,X∗)-kompaktní. Podle 16.18.m je restrike
σ(X,X∗)-topologie na F právì slabá topologie σ(F, F ∗). Tudí¾ BF je σ(F, F ∗)-kompaktní pod-mno¾ina F . Opìt podle 16.9 je F reexivní. ♣*2.13. Reexivita izomorfníh prostorù. Jsou-li X,Y izomorfní Banahovy prostory a Xje reexivní, je i Y reexivní.Návod . Neh» A : X → Y je daný izomor�zmus. Potom adjungované zobrazení A′ : Y ∗ → X∗ jetaké izomor�zmus. Volme F ∈ Y ∗∗, oznaème B := (A′)−1 a polo¾me Gϕ := F (Bϕ) pro ϕ ∈ X∗.Zobrazení G je oèividnì lineární, je té¾ spojité na X∗ (|Gϕ| ≤ ‖F‖ ‖B‖ ‖ϕ‖). Existuje tedy z ∈ Xtak, ¾e εz = G, èili ϕ(z) = F (Bϕ) pro ϕ ∈ X∗. Potom pro libovolné ψ ∈ Y ∗ máme

Fψ = F (BA′ψ) = A′ψ(z) = ψ(Az) .My¹lenku dùkazu mù¾eme pøepsat také jinak. Je-li ε kanoniké zobrazení X na X∗∗ a η kanoniké vnoøení Y do
Y ∗∗, je η = A′′ ◦ ε ◦A−1. Vidíme, ¾e ηY = Y ∗∗.Pou¾ijeme-li hlub¹í harakteristiku reexivity z 16.9, lze dùkaz vést také následovnì. Pøedev¹ím obraz A(BX )jednotkové koule BX je mno¾ina w-kompaktní. To proto, ¾e BX je w-kompaktní díky reexivitì X a zobrazení Aje spojité vzhledem ke slabým topologiím na X a Y podle vìty (a) v *14.11. Tudí¾ i mno¾ina Z := A({x ∈ X :
‖x‖ ≤ ‖A−1‖}) je w-kompaktní. Proto¾e v¹ak BY ⊂ Z a BY je w-uzavøená mno¾ina (staèí se podívat na vìtu16.2), je BY w-kompaktní. Tudí¾ Y je reexivní. ♣*2.14. Reexivita faktorprostoru. Je-li F uzavøený podprostor reexivního Banahova pro-storu X, je i X/F reexivní prostor.Návod . Podle *2.11 je X∗ reexivní, a proto¾e F⊥ je uzavøený podprostor X∗, je podle *2.12 i
F⊥ reexivní. Dále víme podle 2.55.n, ¾e Banahovy prostory (X/F )∗ a F⊥ jsou izometriky-izomorfní, tudí¾ k dokonèení dùkazu staèí pou¾ít *2.13 a znovu *2.11. ♣



*2. Lineární zobrazení a operátory 203*2.15. Reexivita v algebraikém hávu. Buï W vektorový prostor a W## jeho druhýalgebraiký duál. Pro w ∈ W a f ∈ W# polo¾me εw(f) = f(w). Evidentnì εw ∈ W## azobrazení ε : w 7→ εw je kanoniké vnoøení W do W##. Mù¾eme øíi, ¾e vektorový prostor W jealgebraiky reexivní , jestli¾e εW = W##. Doka¾te následujíí tvrzení.Vìta. Vektorový prostor je algebraiky reexivní, právì kdy¾ je koneènì dimenzionální.Návod . Zøejmì ka¾dý prostor koneèné dimenze je algebraiky reexivní.Pøedpokládejme, ¾e εW = W## a dimW = ∞. Buï B Hamelova báze W a H duální systémk B ve W# (nezapomeòte, ¾e i dimW# = ∞; jestli¾e B = {bγ : γ ∈ �}, potom H = {fγ : γ ∈ �}má vlastnost, ¾e fγ(bι) = 1 èi 0, podle toho, zda γ = ι nebo γ 6= ι). Prvky H jsou lineárnìnezávislé, existuje tedy Hamelova báze ~H prostoru W# obsahujíí H. Neh» dále F je takovýprvek W##, pro nìj¾ F (f) = 1 pro f ∈ H a F (f) = 0 pro f ∈ ~H\H. Podle pøedpokladu existuje
w ∈W tak, ¾e εw = F . Prvek w je koneènou lineární kombinaí prvkù z B, w = λ1b1+ · · ·+λnbn,
b1, . . . , bn ∈ H, existuje tedy bγ ∈ B \ {b1, . . . , bn}. Potom1 = F (fγ) = εw(fγ) = fγ(w) = fγ(λ1b1 + · · · + λnbn) = 0 ,o¾ je ký¾ený spor. ♣*2.16. Mazur-Ulamova vìta. Neh» X, Y jsou reálné normované lineární prostory a T jeizometriké (ne nutnì lineární) zobrazení X na Y . Jestli¾e T (0) = 0, je T ∈ L(X,Y ).Dùkaz. Podejme pouze struènou my¹lenku dùkazu. Staèí ukázat, ¾e T je lineární. Volme proto
x, y ∈ X . Na¹ím ílem je ukázat, ¾e T (x+ y) = Tx+ Ty. Proto¾e T je spojité, vyjde odtud, ¾e
T je homogenní.Abyhom ukázali, ¾e T (x + y) = Tx + Ty, staèí dokázat, ¾e T

( 12 (a + b)) = 12 (Ta + Tb)pro libovolné dva prvky a, b ∈ X . Potom aplikaí poslední rovnosti pro b = 0 dostaneme,¾e
T
(12a) = 12Ta. Odtud vyplyne, ¾e T (x+ y) = 2T (12 (x+ y)) = 2(12 (Tx+ Ty)) = Tx+ Ty.Mìjme tedy a, b ∈ X . De�nujme indukí posloupnost mno¾in {Hn} následovnì:

H1 = H1(a, b) := {x ∈ X : ‖x− a‖ = ‖x− b‖ = 12‖a− b‖
}a

Hn = Hn(a, b) := {
x ∈ Hn−1 : ‖x− z‖ ≤ 12 diamHn−1 pro ka¾dé z ∈ Hn−1} .Proto¾e diamHn → 0, mù¾e být v prùniku H := ∞⋂

n=1Hn nejvý¹e jeden bod. Uká¾eme, ¾e ξ :=12 (a + b) ∈ H . Není ¾ádný problém ovìøit, ¾e ξ ∈ H1. Dále postupujme indukí. K tomu úèeluv¹ak je¹tì polo¾íme ẑ := a+ b− z pro z ∈ X a (té¾ indukí) doká¾eme, ¾e ẑ ∈ Hn pokud z ∈ Hn.Ani v tom není ¾ádný velký problém. Pøedpokládejme tedy, ¾e ξ ∈ Hn. Volíme-li z ∈ Hn, máme2‖ξ − z‖ = ‖a+ b− 2z‖ = ‖z − ẑ‖ ≤ diamHn. Odtud plyne, ¾e ξ ∈ Hn+1.V posledním kroku uká¾eme koneènì, ¾e T (12 (x + y)) = 12(Tx+ Ty
). Proto¾e T (Hn(x, y)) =

Hn(Tx, T y), o¾ snadno odvodíme z izometrie T opìt pomoí induke, je T( ∞⋂
n=1Hn(x, y)) =

∞⋂
n=1Hn(Tx, T y). A to jsme vlastnì potøebovali ukázat.Poznámky. (a) Bod 12 (x + y) se nìkdy nazývá algebraikým støedem dvojie x, y. Metrikým støedem dvojie
x, y v Banahovì prostoru X pak nazveme ka¾dý bod z ∈ X s vlastností ‖z − x‖ = ‖z − y‖ = 12 ‖x − y‖. Ka¾dýalgebraiký støed je i metrikým støedem. Opaènì zdaleka ne, zkuste vymyslet nìjaký jednoduhý pøíklad tøebav prostoru l12. Mno¾ina m(x, y) v¹eh metrikýh støedù dvojie x, y je uzavøená, konvexní a omezená. Ve striktnìkonvexníh prostoreh sestává m(x, y) právì jen z algebraikého støedu x, y.I v metrikýh prostoreh lze de�novat metriký støed tøeba jako bod v prùniku mno¾in Hn (de�nie posloup-nosti {Hn} v metrikýh prostoreh je analogiká jako vý¹e, pouze normu nahradíme metrikou). Obenì v¹akstøed dvojie nemusí v¾dy existovat.(b) Tvrzení Mazur-Ulamovy vìty neplatí pro komplexní prostory. Staèí uva¾ovat v komplexní rovinì zobrazení
α 7→ α.



204 Poznámky, doplòky, vièení() V pøípadì, ¾e prostor Y je striktnì konvexní, není nutné pøedpokládat, ¾e TX = Y . Mazur-Ulamova vìtav tom pøípadì tedy øíká, ¾e izometriké zobrazení T : X → Y splòujíí T (0) = 0, kde prostor Y je striktnìkonvexní, je ji¾ na a lineární. Dùkaz je jednoduhý, staèí si v podstatì uvìdomit, ¾e T (x+y2 ) = Tx+Ty2 . Pokud setím budete trápit, podívejte se na èlánek J.A. Baker [1971℄. Anebo na R. Bhatia and P. ©emrl [1997℄. Tam jsou idal¹í zajímavosti.(d) Ji¾ v prostoreh koneèné dimenze lze najít pøíklady, ¾e tvrzení Mazur-Ulamovy vìty neplatí, vyneháme-li v nípøedpoklad TX = Y . I o tom je zmínka v poslednì jmenovaném èlánku. Zajímavé tvrzení dokázal Z. Charzy�nskiv [1953℄: Jsou-li X,Y koneènì dimenzionální Banahovy prostory stejné dimenze, T : X → Y izometrie, T (0) = 0,potom je T lineární a TX = Y . Mù¾ete té¾ nahlédnout do M.M. Day [*1973℄, str. 143.*2.17. Shauderova báze. Posloupnost {xn} prvkù Banahova prostoru X se nazývá Shau-derovou bází X , jestli¾e ke ka¾dému x ∈ X existuje právì jedna posloupnost skalárù {λn(x)}tak, ¾e x = ∞∑
n=1λn(x)xn. Pro ka¾dé n polo¾me x∗n : x 7→ λn(x); x∗n nazývejme souøadniovýmifunkionály pøíslu¹nými Shauderovì bázi {xn}.Pokuste se sami dokazovat následujíí tvrzení.(a) Je-li {xn} Shauderova báze X , potom mno¾ina {xn} je lineárnì nezávislá.(b) Banahùv prostor majíí Shauderovu bázi je ji¾ separabilní.() Tvrzení. Buï K mno¾ina v¹eh posloupností {λn}, pro nì¾ øada ∞∑

n=1λnxn konverguje. Pro
{λn} ∈ K polo¾me

∥∥{λn}
∥∥ = sup{∥∥∥ n∑

j=1 λjxj∥∥∥ : n ∈ N} .Uka¾te, ¾e (K, ‖.‖) je Banahùv prostor.Návod . Snad pouze k úplnosti. Neh» {{λkn}n}k je auhyovská posloupnost v K. Potom posloup-nost { n∑
j=1λkj xj} je stejnomìrnì auhyovská vzhledem k n, tudí¾ i stejnomìrnì konvergentní.Odtud dostáváme, ¾e posloupnost {{λkn}n}k je konvergentní v K. ♣Poznámka. Je-li {xn} Shauderova báze Banahova prostoru X, a x = ∞P

j=1λj(x)xj , polo¾me Pn(x) := nP
j=1λj(x)xj .Potom Pn jsou projeke na X. Místo abyhom de�novali normu na prostoru K jako vý¹e, de�nuje se nová normapøímo na pùvodním prostoru X. Staèí polo¾it |||x||| := sup˘ ∞P

j=1λj(x)xj : n ∈ N¯. Potom |||.||| je norma na X,
‖x‖ ≤ |||x||| pro ka¾dé x ∈ X. Prostor (X, |||.|||) je úplný, a tudí¾ podle vìty o otevøeném zobrazení, pøesnìjipodle 4.22.n, jsou obì normy na X ekvivalentní. Naví sup{‖Pn‖ : n ∈ N} < ∞. Poslední supremum se nazývábázovou konstantou Shauderovy báze {xn}. Pokud je tato konstanta rovna 1, nazývá se Shauderova báze {xn}monotonní. Z pøedhozího vyplývá, ¾e ka¾dá Shauderova báze je monotonní vzhledem k normì |||.|||.(d) De�nujme zobrazení T : K → X pøedpisem

T : {λn} 7→
∞∑

n=1λnxn .Uka¾te, ¾e T je spojité a ‖T ‖ ≤ 1.(e) Pøihlédneme-li k dùsledku 4.16 (nezapomeòte na úplnost K a jednoznaènost v de�nii Shau-derovy báze), je T dokone izomorfní zobrazení K na X . Polo¾íme-li |||x||| := ‖T−1x‖, je |||.|||ekvivalentní norma na X .Návod . Vyu¾ijte vièení 4.22.n. ♣(f) Vìta. Souøadniové funkionály x∗n jsou spojité lineární funkionály na X, pøièem¾
x∗n(xk) = δn,k.Návod . Pou¾ijte (e). ♣



*2. Lineární zobrazení a operátory 205(g) Je-li {xn} Shauderova báze X a {x∗n} posloupnost pøíslu¹nýh souøadniovýh funkionálù,tvoøí ({xn}, {x∗n}) Marku¹evièovu bázi.(h) Ne ka¾dá Marku¹evièova báze vede k Shauderovì bázi.Návod . Viz skripta [HHZ℄, str. 219. ♣(i) Uka¾te, ¾e ¾ádný prvek Shauderovy báze {xn} nemù¾e le¾et v uzavøeném lineárním obaluzbývajííh prvkù báze.Návod . Je-li A podmno¾ina pøirozenýh èísel, zjistíme pomoí (f), ¾e lin{xn : n ∈ A} = {∑
j

λjxj :
λj = 0 pro j /∈ A

}. ♣(j) Pøíklady. Na závìr povídání o Shauderovýh bázíh uveïme nìkteré pøíklady.Libovolná (Hamelova) báze koneènì dimenzionálního vektorového prostoru je jeho Shaudero-vou bází. Rovnì¾ tak ortonormální báze v Hilbertovì prostoru poslou¾í jako pøíklad Shauderovybáze.Posloupnosti standardníh jednotkovýh vektorù {en} tvoøí Shauderovy báze v prostoreh c0a lp pro p ∈ [1,∞). Není to v¹ak Shauderova báze prostoru l∞ (ten toti¾ není separabilní).Pokud jde o prostor c, jeho Shauderovu bází je tøeba posloupnost {e, e1, e2, . . . }, kde naví
e = (1, 1, 1, . . . ). Libovolný prvek a = {an} ∈ c lze toti¾ jednoznaènì psát ve tvaru x = γe +
∞∑
n=1(an − γ)en, kde γ := lim an.Originální Shauderova báze v prostoru C([0, 1℄) sestávala z funkí {fn} de�novanýh násle-dujíím zpùsobem. Polo¾íme f0 = 1, f1 = 1, f2(t) = 2t pro t ∈ [0, 12 ) a f2(t) = 2 − 2t pokud
t ∈ [ 12 , 1℄. Dále f2n+j(t) = f2(2nt− j + 1) pro n ≥ 1 a j = 1, . . . , 2n (obrázek v¹e objasní).Dùle¾ité Haarovy systémy funkí tvoøí báze prostorù Lp([0, 1℄) pro p ∈ [1,∞). Ty zde ji¾nebudeme de�novat. Odka¾me tøeba na monogra�i J. Lindenstrauss and L. Tzafriri [*1977℄.(k) Poznámka. Pojem báze byl zaveden J. Shauderem v roe 1920. On sám vyslovil domnìnku, ¾e ka¾dý separa-bilní Banahùv prostor má bázi. Dlouhou dobu byl tento problém otevøený, nebylo známo, zda existují separabilníBanahovy prostory, které by nemìly Shauderovu bázi. A¾ P. Eno [1973℄ sestrojil pøíklad separabilního Bana-hova prostoru bez Shauderovy báze. Viz té¾ následujíí *2.18 èi èlánek R.C. James [1989℄.*2.18. O Banahovýh prostoreh s aproximaèní vlastností. Øekneme, ¾e Banahùvprostor X má aproximaèní vlastnost , kráte AP, jestli¾e ke ka¾dé kompaktní mno¾inì K ⊂ X aka¾dému ε > 0 existuje koneènì dimenzionální operátor T ∈ Lf (X) tak, ¾e ‖Tx − x‖ < ε proka¾dé x ∈ K. Následujíí harakteristika nále¾í A. Grothendiekovi [1955℄.(a) Vìta. Banahùv prostor X má aproximaèní vlastnost, právì kdy¾ pro ka¾dý Banahùv pro-stor Y , ka¾dé ε > 0 a ka¾dý kompaktní operátor K ∈ Lc(Y,X) existuje koneènì dimenzionálníoperátor T ∈ Lf (Y,X) tak, ¾e ‖K − T ‖ < ε.Je známa elá øada harakteristik prostorù majííh AP. Není tì¾ké si uvìdomit také, ¾e kupøí-kladu ka¾dý Banahùv prostor se Shauderovou bází má AP. Tak¾e prostory c0, c, C([0, 1℄) èi lppro p ∈ [1,∞) mají aproximaèmí vlastnost.(b) Protipøíklady. Jak jsme se ji¾ zmínili v 2.50, P. Eno [1973℄ první sestrojil pøíklad Ba-nahova prostoru nemajíího aproximaèní vlastnost. Zjednodu¹ené konstruke takovýh prostorùbyly podány A.M. Daviem [1973℄ a [1975℄. Pozdìji pøibyly dal¹í protipøíklady. Dnes je známo,¾e v¹ehny prostory lp pro p ∈ [1,∞℄, p 6= 2, a také prostor c0, obsahují uzavøené podprostorynemajíí AP (pro prostor c0 a lp v pøípadì p ∈ (2,∞℄ to ukázal P. Eno [1973℄, pøípad lp prostorùpro p ∈ [1, 2) vyøe¹il A. Szankowski [1978℄). A. Szankowski v [1976℄ sestrojil pøíklad separabilníhoBanahova svazu bez AP a v [1981℄ ukázal, ¾e Banahova algebra L(l2) nemá AP. Poznamenejmena okraj, ¾e vìt¹ina "známýh\ prostorù jako jsou C(K) èi Lp(µ) mají AP. Není v¹ak známo, zdaneseparabilní Hardyho prostor H∞(D) má aproximaèní vlastnost. Na druhé stranì, disková alge-bra A(�) má (dokone metrikou, viz dále) aproximaèní vlastnost. S.V. Boèkarev [1974℄ ukázal,¾e má toti¾ Shauderovu bázi.A. Grothendiek v [1955℄ také ukázal, ¾e Banahùv prostor X má AP, pokud jeho duál X∗má AP (tedy v pøípadì reexivního prostoru, X má AP, právì kdy¾ X∗ má AP). Zajímavá



206 Poznámky, doplòky, vièeníje i následujíí harakteristika, také nále¾ejíí A. Grothendiekovi [1955℄, zejména pro srovnánís pøedhozí Grothendiekovou vìtou.() Vìta. Je-li X Banahùv prostor, potom X∗ má aproximaèní vlastnost, právì kdy¾ pro ka¾dýBanahùv prostor Y , ka¾dé ε > 0 a ka¾dý kompaktní operátor K ∈ Lc(X,Y ) existuje koneènìdimenzionální operátor T ∈ Lf (X,Y ) tak, ¾e ‖K − T ‖ < ε.Zdá se, ¾e dodnes není øe¹en následujíí otevøený problém.(d) Problém. Jestli¾e ka¾dý kompaktní operátor na Banahovì prostoru X je limitou (v normì)posloupnosti koneènì dimenzionálníh operátorù (tj. jestli¾e Lf (X) = Lc(X)), má ji¾ X aproxi-maèní vlastnost?(e) Dal¹í aproximaèní vlastnosti. Jsou i dal¹í vlastnosti Banahovýh prostorù majíí blíz-ko k aproximaèní vlastnosti. Banahùv prostor X má omezenou aproximaèní vlastnost , ve zkrateBAP, jesli¾e existuje λ ∈ [1,∞) s následujíí vlastností: Kdykoliv zadáme ε > 0 a kompaktnímno¾inu K ⊂ X , existuje koneènì dimenzionální operátor T ∈ Lf (X) tak, ¾e ‖T ‖ ≤ λ a ‖Tx−
x‖ < ε pro ka¾dé x ∈ K. Pokud lze volit dokone λ = 1, øíká se, ¾e X má metrikou aproximaènívlastnost , kráte MAP.Existuje Banahùv prostor, dokone se separabilním duálem, majíí AP nikoliv v¹ak BAP(T. Figiel and W.B. Johnson [1973℄) èi Banahùv prostor, opìt se separabilním duálem, majííBAP nikoliv v¹ak MAP (lze vyvodit z výsledkù T. Figiela a W.B. Johnsona [1973℄).S.J. Szarek [1987℄ sestrojil pøíklad separabilního reexivního prostoru majíího MAP, av¹aknemajíího Shauderovu bázi. Má-li reexivní Banahùv prostor èi separabilní duál vlastnost AP,má ji¾ MAP.Banahùv prostor X má kompaktní aproximaèní vlastnost CAP, jestli¾e pro ka¾dou kompaktnímno¾inu K ⊂ X a ka¾dé ε > 0 existuje kompaktní operátor T na X tak, ¾e ‖Tx− x‖ < ε proka¾dé x ∈ K. Proto¾e ka¾dý koneènì dimenzionální operátor je kompaktní, z AP plyne CAP.Bylo otázkou, zda náhodou tyto dvì vlastnosti nejsou ekvivalentní. Obvyklé známé pøíkladyBanahovýh prostorù nemajííh AP nemìly toti¾ také CAP. G. Willis [1992℄ ukázal, jak pomoíBanahova prostoru nemajíího AP lze "vyrobit\ jiný Banahùv prostor s CAP, ale nemajíí stáleAP.Následujíí na první pohled jednodu¹e vypadajíí problém se zdá, ¾e do dne¹ka nebyl vyøe¹en.(f) Problém. Neh» Banahùv prostor X má BAP. Existuje na X ekvivalentní norma, pøi ní¾by X mìl MAP?*2.19. Hahn-Banahova vìta pro vektorové funke. Neh» M je lineární podprostor nor-movaného lineárního prostoru E, X Banahùv prostor a f ∈ L(M,X). Je otázka, zda existuje
F ∈ L(E,X) tak, aby F = f na M . Odpovìï je obenì záporná.(a) Jestli¾e M = c0 = X a E = l∞ (zde ztoto¾òujeme vlastnì c0 s jeho kanonikým vnoøením do
l∞) a f identiké zobrazení c0 ⊂ l∞ → c0, neexistuje podle Phillipsova výsledku v *2.6.e roz¹íøení
f na spojitý lineární operátor z L(l∞, c0).(b) Tvrzení. Jestli¾e M je lineární podprostor Hilbertova prostoru H, X Banahùv prostor a
f ∈ L(M,X), potom existuje F ∈ L(H,X) tak, ¾e F = f na M a ‖F‖ = ‖f‖.Návod . Polo¾te F = f ◦ P , kde P je ortogonální projeke H na M v pøípadì, kdy M je dokoneuzavøený podprostor. Jinak nejdøíve spojitì roz¹iøte f na M . ♣Z uvedenýh pøíkladù se dá tu¹it, ¾e platnost Hahn-Banahovy vìty pro zobrazení do Banaho-výh prostorù nìjak souvisí s existení topologikýh doplòkù èi projekí. Skuteènì, porovnejtesi následujíí tvrzení () (W.A. Veeh [1971℄) a (d) (R.S. Phillips [1940℄).() Tvrzení. Neh» M je uzavøený podprostor separabilního Banahova prostoru X a f ∈
L(M, c0). Potom existuje F ∈ L(X, c0) tak, ¾e F = f naM . Lze dosáhnout toho, aby ‖F‖ ≤ 2‖f‖.Návod . Pou¾ijte *2.6.e. ♣(d) Tvrzení. Neh» M je uzavøený podprostor Banahova prostoru X a f ∈ L(M, l∞). Potomexistuje F ∈ L(X, l∞) tak, ¾e F = f na M a ‖F‖ = ‖f‖.Návod . Pou¾ijte vièení *2.6.. ♣



*2. Lineární zobrazení a operátory 207(e) Dal¹í tvrzení "Hahn-Banahova\ typu pro vektorové funke lze nalézt v následujíím odstavi*2.20. Ètenáøe lze také odkázat na M.M. Day [*1958℄, kde v kapitole VI.3 jsou udány znaènìobené podmínky pro platnost Hahn-Banahovy vìty pro zobrazení.*2.20. Injektivní a Pλ-prostory. V souvislosti s pøedhozím odstavem se zdají následujííde�nie doela pøirozené.Banahùv prostor je injektivní , jestli¾e má topologiký doplnìk v ka¾dém Banahovì prostoru,který ho obsahuje (pøesnìji, do kterého je izomorfnì vnoøen).Banahùv prostor X se nazve Pλ-prostorem (λ ∈ [1,∞)), nìkdy té¾ λ-injektivním prostorem,jestli¾e pro ka¾dý Banahùv prostor Y ⊃ X existuje projeke P prostoru Y na X , pro ni¾
||P || ≤ λ.V dal¹ím shrneme pouze nìkteré výsledky o tìhto prostoreh. Pro dal¹í ètení, dùkazy i detailylze konsultovat tøeba M.M. Day [*1958℄ èi J. Diestel [*1984℄.(a) Vìta. Následujíí podmínky na Banahùv prostor X jsou ekvivalentní:(i) X je injektivní,(ii) kdykoliv Y a Z jsou Banahovy prostory, X ⊂ Y a f ∈ L(X,Z), potom existuje F ∈

L(Y, Z) tak, ¾e F = f na X,(iii) pro ka¾dou dvojii Banahovýh prostorù Y ⊂ Z a ka¾dé f ∈ L(Y,X) existuje F ∈
L(Z,X) tak, ¾e F = f na Y .(b) Vìta. Neh» X je Banahùv prostor. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) X je Pλ-prostor,(ii) kdykoliv Y a Z jsou Banahovy prostory, X ⊂ Y a f ∈ L(X,Z), potom existuje F ∈
L(Y, Z) tak, ¾e F = f na X a ||F || ≤ λ||f ||,(iii) pro ka¾dou dvojii Banahovýh prostorù Y ⊂ Z a ka¾dé f ∈ L(Y,X) existuje F ∈
L(Z,X) tak, ¾e F = f na Y a ||F || ≤ λ||f ||.() Tvrzení. Prostor l∞ je injektivní a P1.Ka¾dý Pλ-prostor je injektivní. Je-li X injektivní Banahùv prostor, potom existuje λ ≥ 1 tak,¾e X je Pλ-prostor (to není triviální !).Není známo, zda ka¾dý injektivní prostor je izomorfní P1-prostoru. I následujíí harakteristikyjsou zajímavé.(d) Vìta. Následujíí podmímky jsou ekvivalentní v pøípadì Banahova prostoru X:(i) X je P1-prostor,(ii) existuje (Hausdor�ùv) extremálnì nesouvislý (uzávìr ka¾dé otevøené mno¾iny je otevøenámno¾ina) kompaktní prostor K tak, ¾e X je izometriký s prostorem C(K),(iii) libovolná koleke C navzájem se protínajííh uzavøenýh koulí v X (A ∩ B 6= ∅, pokud
A,B ∈ C) má neprázdný prùnik.Pro λ > 1 není známa ¾ádná rozumná harakteristika Pλ-prostorù.(e) Je známo mnoho dal¹íh souvislostí. Uveïme nìkteré z nih.Separabilní injektivní Banahùv prostor ji¾ musí být koneèné dimenze (A. Pe lzy�nski [1960℄).Také ka¾dý reexivní injektivní Banahùv prostor je ji¾ koneènì dimenzionální. ®ádný hladkýBanahùv prostor nemù¾e být P1 (G.P. Akilov [1947℄).Ka¾dý injektivní Banahùv prostor nekoneèné dimenze obsahuje podprostor, který je izomorfní

c0 (A. Pe lzy�nski [1960℄) i podprostor, který je izomorfní l∞ (H.P. Rosenthal [1970℄).Ka¾dý injektivní Banahùv prostor je Grothendiekùv (A. Grothendiek [1953℄). Grothendie-kovými prostory se èasto nazývají ty Banahovy prostory X , pro nì¾ ka¾dá posloupnost, která v
X∗ w∗-konverguje k nule, konverguje k nule i ve w-topologii prostoru X∗.*2.21. Poznámka. Lze studovat i duální pojem k injektivitì. Øekneme, ¾e Banahùv prostor E je λ-projektivní,jestli¾e pro ka¾dý Banahùv prostor X a ka¾dý jeho uzavøený podprostor S ⊂⊂ X a ka¾dé v ∈ L(E,X/S) existuje
bv ∈ L(E,X) tak, ¾e v = q bv, ||bv|| ≤ λ ||v||. Zde, pohopitelnì, q : X → X/S je kanoniké zobrazení.



208 Poznámky, doplòky, vièení*2.22. Banahovy limity. V kurzu analýzy se ukazuje, jakým zpùsobem de�novat limityposloupností. Zobrazení, které ka¾dé konvergentní posloupnosti x = {xn} reálnýh èísel pøiøadílimxn, je spojitý lineární funkionál na Banahovì prostoru c. Snaha, aby i nìkterým nekon-vergentním posloupnostem bylo mo¾no rozumným zpùsobem pøiøadit jakousi "limitu", vedla kzavedení jistýh sèítaíh metod. O tom se lze doèíst tøeba ve skripteh [Probl℄.Jednou z dùle¾itýh vlastností limitovaíh metod je invariane na posunutí. Pøesnìji, ozna-èíme-li pro posloupnost x = {xn} symbolem sh(x) posloupnost {x2, x3, . . . }, po¾adujeme, abyposloupnosti x a sh(x) mìly stejnou "limitu".Proto¾e c je (dokone uzavøený) podprostor prostoru l∞ v¹eh omezenýh (reálnýh) posloup-ností, dá se oèekávat, ¾e Hahn-Banahova vìta by mohla pøinést dal¹í (nekonstruktivní) zobenìnípojmu limity. Vskutku, platí následujíí tvrzení.Vìta. Existuje spojitá lineární forma B na prostoru l∞ majíí vlastnosti:(a) lim inf xn ≤ B(x) ≤ lim supxn ,(b) B(x) = B(sh(x))pro ka¾dou posloupnost x = {xn} ∈ l∞.Návod . Polo¾íme-li p(x) = lim sup 1
n (x1 + · · ·+xn), je p konvexní funkionál na prostoru l∞. Jakbylo øeèeno, f : x 7→ limxn je spojitá lineární forma na c (o normì 1), která na prostoru c splývás p (existuje-li limita lim an, existuje i lim 1

n (a1 + · · · + an) a obì limity se rovnají). Za B pakstaèí vzít hahn-banahovské roz¹íøení f na l∞ majorizované p.Proto¾eB(x) ≥ −p(−x) = lim inf 1
n (x1+· · ·+xn), dostáváme, ¾e B(x) ≥ 0, pokud posloupnost

x má v¹ehny prvky nezáporné. Volíme-li x ∈ l∞, je p(x − sh(x)) = lim sup 1
n (x1 − xn+1) = 0.Obdobnì zjistíme, ¾e p(sh(x)−x) = 0. Tudí¾ B(x− sh(x)) = 0. Odtud je ji¾ jen krùèek k ovìøenívlastnosti uvedené v (b).Buï opìt x = {xn} ∈ l∞. Polo¾íme-li z = infn xn a volíme-li je¹tì ε > 0, existuje index k tak,¾e z ≤ xk < z+ε. Proto¾e xn+ε−xk > 0 pro ka¾dé n, máme 0 ≤ B(xn+ε−xk) = B(x)+ε−xk ,odkud ihned plyne B(x) ≥ z. Obdobnì dostaneme B(x) ≤ supn xn. Pou¾ijeme-li (b) a de�niilim sup a lim inf, jsme hotovi s dùkazem (a).Pro libovolnou posloupnost {xn} je v¾dy limsup 1

n
(x1 + · · · + xn) ≤ limsup xn. Zkuste si provést elementárnídùkaz této nerovnosti a vyu¾ít ji pøi ovìøení vlastnosti (a). ♣Ka¾dý spojitý lineární funkionál na prostoru l∞ splòujíí vlastnosti (a) i (b) se nazývá Ba-nahovou limitou.*2.23. Je¹tì o banahovskýh limitáh. (a) Jinou mo¾ností dùkazu je uva¾ovat funkionál p : x 7→ supn xnna l∞, ukázat, ¾e p(sh(x) − x) ≥ 0 pro x ∈ l∞ a pou¾ít opìt Hahn-Banahovu vìtu.Variant vyu¾ití Hahn-Banahovy vìty pro dùkaz existene banahovskýh limit je elá øada. Kupøíkladuoznaèíme-li S := {x − sh(x) : x ∈ l∞} a e := (1, 1, 1, . . . ), je dist(e, S) = 1. Podle *2.9.b existuje ϕ ∈ (l∞)∗tak, ¾e ||ϕ|| = 1, ϕ = 0 na S a ϕ(e) = 1. Uka¾te, ¾e ϕ je Banahova limita.(b) Lineární funkionál � na prostoru l∞ je Banahovou limitou, právì kdy¾ splòuje následujíí podmínky:(α) �{xn} ≥ 0 v pøípadì kdy xn ≥ 0 pro v¹ehna n,(β) �(x) = �(sh(x)) pro ka¾dé x ∈ l∞,(γ) �e = 1 pro e = (1, 1, 1, . . . ).Dùkaz, ¾e funkionál � splòuje vlastnost (a) z pøedhozí vìty lze vést jako vý¹e.Ka¾dý takový funkionál je ji¾ na prostoru l∞ omezený a má normu 1. Poznamenejme také, ¾e ¾ádný takovýfunkionál nemù¾e být multiplikativní, existují tedy v¾dy omezené posloupnosti x, y ∈ l∞, pro nì¾ B(xy) 6=

B(x)B(y) (zde násobení v l∞ je de�nováno souèinem po souøadniíh). To je zøejmé, staèí uva¾ovat posloupnosti
x = {(−1)n} a y = ˘(−1)n+1¯. Je-li B Banahova limita na l∞, musí být podle (b) B(x) = B(y). Podle (a)ov¹em B(xy) = −1 (xy je konvergentní posloupnost) a tì¾ko tedy mù¾e být B(xy) = B(x)B(y).Zajímavá je té¾ otázka, na jakýh omezenýh posloupnosteh z l∞, samozøejmì kromì konvergentníh posloup-ností, v¹ehny banahovské limity splývají. O tìhto otázkáh se lze doèíst víe tøeba v L. Suheston [1967℄.() Dále je mo¾no pro existene "zobenìnýh limit" vyu¾ít vlastností Stone-Èehova obalu βN mno¾iny pøiroze-nýh èísel opatøené diskrétní topologií. Libovolnou posloupnost z l∞ mù¾eme hápat jako spojitou funki na Na tu mù¾eme podle vìty *15.4 o Stone-Èehovì kompakti�kai spojitì roz¹íøit na βN. Volme tedy a ∈ βN \Nlibovolnì. Pro posloupnost x ∈ l∞ existuje právì jedno x∗ ∈ C(βN) tak, ¾e x∗ ↾N = x. Polo¾íme-li B(x) := x∗(a),pøedstavuje B jistý typ zobenìné limity. Splòuje v¾dy po¾adavek (a), je multiplikativní, ale nikdy zase nesplòuje(b) (víte proè ?). Vidíme zároveò, ¾e rùznou volbou bodu a ∈ βN mù¾eme dostat rùzné banahovské limity(omezené spojité funke na βN oddìlují body βN). Pøitom mohutnost mno¾iny βN \N je znaènì velká. O jejíkardinalitì se lze dovìdìt z èlánku B. Pospí¹il [1937℄.



*3. Konvergene a øady v Banahovýh prostoreh 209(d) J. Appell, E. De Pasale and P.P. Zabrejko [1994℄ konstruují jiné "zobenìné limity" na prostoru l∞ vyu¾ívajíepouze Alaoglu-Bourbakiho vìtu o w∗-kompaktnosti jednotkové koule v (l∞)∗. V tém¾e èlánku harakterizují takté¾multiplikativní "zobenìné limity" na l∞ a kladou otázku, zda existeni klasikýh Banahovýh limit lze získatpouze pomoí Alaoglu-Bourbakiho vìty. Odpovìï je kladná, o èem¾ svìdèí tøeba postup v R. Larsen [*1973℄.*2.24. Závìreèné poznámky. O historii Hahn-Banahovy vìty se lze doèíst tøeba v H. Hoh-stadt [1979℄, G. Buskes [1993℄ èi J.J. Saoman [1991℄.*3. Konvergene a øady v Banahovýh prostoreh*3.1. Slabé konvergene v rùznýh prostoreh. V dal¹ím se pokusíme na pøíkladeh harak-terizovat slabé konvergene posloupností v nìkterýh Banahovýh prostoreh. Staèí se omezitna posloupnosti slabì konvergujíí k 0. Pøedev¹ím si v¹ak uvìdomme, ¾e ka¾dá slabì konver-gentní posloupnost je podle 4.7 nutnì omezená. Snad byhom mohli je¹tì zformulovat následujííjednoduhé tvrzení, jeho¾ dùkaz neèiní ¾ádné potí¾e.(a) Vìtièka. Neh» X je normovaný lineární prostor, M podmno¾ina X∗ její¾ lineární obal jehustý v X∗ a {xn} omezená posloupnost v X. Potom xn
w→ 0, právì kdy¾ ϕ(xn) → 0 pro ka¾dé

ϕ ∈M .(b) Poznámka. Podmno¾iny X∗, jejih¾ lineární obal je hustý v X∗, se nìkdy nazývají totální. Zkuste si rozmyslet,¾e M je totální podmno¾ina X∗, právì kdy¾ ⊥M = {0}.() Prostor C([0, 1℄). Slabou konvergení v obeném prostoru C(K) jsme se ji¾ zabývali v 3.9.d.Radìji zopakujme, pøièem¾ se omezme pro jednoduhost na pøípadK = [0, 1℄. Jestli¾e posloupnost
{fn} v C([0, 1℄) konverguje slabì k funki f = 0, musí být posloupnost {fn(t)} stejnì omezená na[0, 1℄ (existuje tedy M > 0 tak, ¾e |fn(t)| ≤ M pro ka¾dé n a ka¾dé t ∈ [0, 1℄) a fn → 0 bodovìna [0, 1℄ (z dùvodu, ¾e Diraova míra εt je prvek (C([0, 1℄))∗ pro ka¾dé t ∈ [0, 1℄).Platí i opaèné tvrzení, je-li posloupnost {fn} ⊂ C([0, 1℄) stejnì omezená na [0, 1℄ a konverguje-lina [0, 1℄ bodovì k funki 0, potom fn

w→ 0 (pou¾ijte harakteristiku duálu z 2.14.d a Lebesgueovuvìtu o limitním pøehodu za integraèním znamením).Cheme-li tedy sestrojit posloupnost spojitýh funkí na [0, 1℄, která konverguje k 0 slabì, ni-koliv v¹ak silnì (a pøipomeòme, ¾e silná konvergene v prostoru C([0, 1℄) je toté¾ jako stejnomìrnákonvergene), staèí sestrojit posloupnost funkí nabývajííh hodnot v intervalu [0, 2℄ konvergu-jííh na [0, 1℄ k 0 bodovì, nikoliv v¹ak stejnomìrnì. To ale není tì¾ké, staèí pou¾ít konstrukeposloupnosti funkí s "klouzajíím hrbem\.(d) Prostory lp. Podívejme se na slabou konvergeni v prostoreh lp pro 1 < p < ∞. Neh»tedy xn = (xn1 , xn2 , xn3 , . . . ) ∈ lp. Potom xn
w→ 0, právì kdy¾ posloupnost {xn} je omezená alimn→∞ xnj = 0 pro ka¾dé j (jinými slovy, posloupnost {xn} musí konvergovat k 0 po jednotlivýhsouøadniíh).Návod . Polo¾íme-li fn := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), jsou fn prvky lq, kde q je sdru¾ený exponent k p.Naví jejih lineární kombinae jsou v lq husté. Nyní staèí pou¾ít vìtièku v (a) a vzpomenout si,jak lze reprezentovat duál k lp. ♣Poznámka. Situae v prostoru l1 je zela spei�ká. O tom vypovídá Shurovo lemma v *3.2.(e) Prostor Lp([0, 1℄). Posloupnost {fn} z Lp([0, 1℄), kde 1 < p < ∞, konverguje slabì k f ∈

Lp([0, 1℄), právì kdy¾ posloupnost {fn} je omezená a
∫ t0 fn →

∫ t0 f pro ka¾dé t ∈ [0, 1℄ .To nahlédnete snadno pomoí uvedené vìtièky (a), uvìdomíte-li si, ¾e mno¾ina funkí {c[0,t) : t ∈[0, 1℄} je totální v Lq([0, 1℄), kde q je sdru¾ený exponent k p.



210 Poznámky, doplòky, vièení(f) Prostory Lp. Posloupnost funkí {fn} konverguje slabì v prostoru Lp(
,S, µ), kde (
,S, µ)je prostor s mírou a 1 < p <∞, právì kdy¾ je omezená a
∫

E

fn dµ→
∫

E

f dµ pro ka¾dou mno¾inu E ∈ S , µE <∞ .Konverguje-li posloupnost {fn} v míøe, konverguje i slabì.(g) Poznámka. Posloupnost funkí {fn} na prostoru s mírou (
,S, µ) konverguje v míøe k funki f , jestli¾e
µ{ω ∈ 
 : |fn(ω) − f(ω)| ≥ ε} → 0 a» volíme ε > 0 jak heme.Návod . Charakteristiké funke mno¾in ze σ-algebry S tvoøí totální podmno¾inu v duálu k pro-storu Lp(
,S, µ). ♣(h) Prostor L1. Neh» µ je σ-koneèná míra, fn ∈ L1(X,S, µ). Potom fn

w→ 0, právì kdy¾posloupnost {‖fn‖1} je omezená a posloupnost {∫S fn dµ} konverguje pro ka¾dou mno¾inu S ∈ S.Návod . Opìt harakteristiké funke mno¾in z S jsou totální v duálu k L1(X,S, µ) (který¾to lzeizometriky-izomorfnì ztoto¾nit s prostorem L∞(X,S, µ). ♣Poznámka. Pro obený prostor s mírou staèilo pøedpokládat, ¾e posloupnost {
R
S fn dµ} konverguje pro ka¾doumno¾inu S ∈ S σ-koneèné míry.(k) Prostor M(K). Znaèí-li M(K) Banahùv prostor v¹eh Radonovýh mìr na kompaktu K,potom posloupnost mìr {µn} konverguje slabì k 0 na M(K), právì kdy¾ sup{‖µn‖ : n ∈ N} <∞a µnB → 0 pro ka¾dou borelovskou mno¾inu B ⊂ K.Návod . Dùkaz lze nalézt v monogra�i A. Wilansky [*1978℄, kap. 14.6.(l) Hilbertùv prostor. Posloupnost prvkù {xn} Hilbertova prostoru H konverguje slabì k x,jestli¾e (xn, h) → (x, h) pro ka¾dé h ∈ H .Návod . Staèí si vzpomenout na Fréhet-Rieszovu vìtu o reprezentai 2.9. ♣(m) Protipøíklady. Posloupnost {sinnx} konverguje slabì k 0 v libovolném prostoru Lp([0, 1℄).Proto¾e ¾ádná její vybraná podposloupnost nekonverguje na [0, 1℄ skoro v¹ude, nemù¾e posloup-nost {sinnx} konvergovat v míøe (viz vìtu 12.4 v [LM℄).Rovnì¾ tak posloupnost jednotkovýh vektorù en := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) konverguje slabì k 0v prostoreh lp pro 1 < p < ∞, nekonverguje v¹ak k 0 v míøe, uva¾ujeme-li na N aritmetikoumíru.Posloupnost funkí fn := nc[0, 1

n
) konverguje skoro v¹ude k 0 na [0, 1℄, konverguje tedy i k 0v (Lebesgueovì) míøe, nekonverguje v¹ak k 0 slabì v prostoru L1([0, 1℄. K ovìøení posledníhotvrzení se staèí podívat na harakteristiku v (e) a spoèítat pøíslu¹né integrály.*3.2. Shurovo lemma. Ka¾dá slabì konvergentní posloupnost v prostoru l1 je i (silnì) kon-vergentní.Dùkaz. Kdyby tvrzení neplatilo, na¹li byhom posloupnost {xn} ⊂ l1, xn = (xn1 , xn2 , xn3 , . . . ) a

ε > 0 tak, ¾e
‖xn‖ = ∞∑

j=1 |xnj | > 5ε a ϕ(xn) → 0pro ka¾dý funkionál ϕ ∈ (l1)∗. Pou¾ijeme-li harakteristiku duálu k l1 z 2.14. pro speiálnívolbu ϕ = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) (ifra 1 na k-tém místì), dostáváme, ¾e limn→∞ xnk = 0 pro ka¾dé
k. Dále konstruujme indukí dvì posloupnosti 1 < n1 < n2 < . . . a 1 < m1 < m2 < . . . takto: n1bude nejmen¹í ze v¹eh èísel n > 1 a m1 bude nejmen¹í ze v¹eh m > 1 pro nì¾

|xn11 | < ε a ∞∑

j=m1 |xn1j | < ε .



*3. Konvergene a øady v Banahovýh prostoreh 211Dále, n2 je nejmen¹í n > n1, pro nì¾
m1∑
j=1 |xn2j | < εa m2 je nejmen¹í m > m1 pro nì¾
∞∑

j=m2 |xn2j | < ε .Takto pokraèujeme dále. Nyní zvolíme speiální funkionál ϕ0 = (a1, a2, a3, . . . ) ∈ l∞, a to tak,aby
aj = signxnk

j pro mk−1 ≤ j < mk .Abyhom dostali spor, staèí ji¾ jen odhadovat. Pro ka¾dé k máme
∣∣∣∣
∞∑

j=1 ajxnk

j −
∞∑

j=1 |xnk

j |
∣∣∣∣ ≤ 2mk−1∑

j=1 |xnk

j | + 2 ∞∑

j=mk

|xnk

j | < 4ε .Vidíme, ¾e ∣∣∣∣
∞∑

j=1 ajxnk

j

∣∣∣∣ ≥ εpro ka¾dé k, o¾ je ve sporu s tím, ¾e ϕ0(xnk
) → 0.Jiná my¹lenka dùkazu. Naznaème struènì jiný dùkaz, detaily je tøeba provést samostatnì. Pøedpokládejme tedyopìt, ¾e xn = {xjn} w→ 0. Potøebujeme ukázat, ¾e ‖xn‖1 → 0. Volme ε > 0 a pro ka¾dé n polo¾me

Fn := ∞\

j≥n
{ϕ ∈ Bl∞ : |ϕ(xj)| ≤ ε} .Potom Fn je w∗-uzavøená podmno¾ina w∗-kompaktní mno¾iny Bl∞ (Alaoglu-Bourbakiho vìta 16.6), která¾toje naví ve w∗-topologii metrizovatelná (vyu¾ijte separabilitu l1, harakteristiku duálu k l1 a vìtu (a) v *16.2).Poznamenejme je¹tì, ¾e vhodnou metrikou na Bl∞ dávajíí tam w∗-topologii je tøeba ̺({sn}, {tn}) = P

n
12n |sn−

tn|.Proto¾e Bl∞ = ∞S
n=1Fn (nezapomeòte, ¾e xn w→ 0), existuje podle Baireovy vìty takové m, ¾e mno¾ina Fm máneprázdný w∗-vnitøek. Existují tedy ϕ = {ϕk} ∈ Fm, N ∈ N a δ > 0 tak, ¾e

{{sk} ∈ Bl∞ : |sj − ϕj | < δ pro v¹ehna j = 1, . . . , N} ⊂ Fm ⊂ Fnpro v¹ehna n ≥ m. Mù¾eme souèasnì pøedpokládat, ¾e NP
j=1 |xjn| < ε pro v¹ehna n ≥ m. Neh» n ≥ m je pevné.De�nujeme-li f = {fj} ∈ Bl∞ pøedpisem

fj = ϕj pro j = 1, . . . , N a fj = sign xjn pro j > N ,je f ∈ Fm, tudí¾ |f(xn)| < ε. Koneènì dostáváme
‖xn‖ = X

j

|xjn| = X

j≤N
|xjn| + ˛̨

˛̨
∞X

j=1 fjxjn −
X

j≤N
fjxjn

˛̨
˛̨ < 3ε .*3.3. Poznámky. (a) Z toho, ¾e slabì a silnì konvergentní posloupnosti v l1 splývají, zdaleka je¹tì neplyne, ¾e byslabá topologie na l1 splývala s jeho normovou topologií. Ostatnì tomu tak ani není, na Banahovýh prostorehnekoneèné dimenze nikdy slabá topologie nesplývá s normovou topologií. Slabá topologie toti¾ v tomto pøípadìnení ani metrizovatelná, viz tøeba *16.1.(b) Jaká je situae v reexivníh Banahovýh prostoreh? Jestli¾e slabì konvergentní posloupnosti jsou v ree-xivním prostoru X i silnì konvergentní, musí být uzavøená jednotková koule prostoru X kompaktní. A tedy Xmusí být koneènì dimenzionální. Odtud speiálnì plyne, ¾e prostor l1 nemù¾e být reexivní.



212 Poznámky, doplòky, vièení() Øíká se, ¾e Banahùv prostor má Shurovu vlastnost, pokud v nìm ka¾dá slabì konvergentní posloupnost jei silnì konvergentní. Pøihlédneme-li k Eberlein-©muljanovì vìtì 16.12, lze øíi, ¾e Banahùv prostor má Shurovuvlastnost, právì kdy¾ slabì kompaktní a kompaktní mno¾iny v nìm splývají. Prostor l1 má tedy Shurovu vlastnost.Platí i obenìj¹í tvrzení. Je-li (
,S, µ) prostor s mírou majíí tu vlastnost, ¾e {ω} ∈ S a µ{ω} > 0 pro ka¾dé
ω ∈ 
, má prostor L1(
,S, µ) Shurovu vlastnost. Dùkaz lze nalézt tøeba v M.M. Rao [*1987℄.Dal¹í pøíklad Banahova prostoru se Shurovou vlastností je sestrojen v èlánku J. Bourgain and F. Delbaen[1980℄.*3.4. O bezpodmíneènì konvergentníh øadáh. Uvedeme zde nìkteré zajímavé vlastnostibezpodmíneènì konvergentníh øad. Vìt¹inou bez dùkazù. Ètenáø mù¾e konzultovat monogra�euvedené v *3.8. Existuje elá øada ekvivalentníh de�ni bezpodmíneèné konvergene. Uveïmenásledujíí vìtu, dal¹í postøehy jsou v poznáme *3.6.(a) Vìta. Neh» {xn} je posloupnost prvkù Banahova prostoru X. Následujíí výroky jsouekvivalentní:(i) øada ∑n xn konverguje bezpodmíneènì,(ii) øada ∑n αnxn konverguje pro libovolnou posloupnost {αn} slo¾enou z +1 a −1,(iii) øada ∑n λnxn konverguje pro libovolnou omezenou posloupnost {λn},(iv) øada ∑xnk

konverguje pro ka¾dou posloupnost n1 < n2 < n3 < . . . .Poznámka. Pov¹imnìte si, ¾e posloupnost {αn} slo¾ená pouze z èísel +1 a −1 je vlastnì extremálním bodemuzavøené jednotkové koule prostoru l∞ v¹eh omezenýh posloupností. Ne¹lo by vyu¾ít Krejn-Milmanovy vìty18.5 pro dùkaz implikae (ii) ⇒ (iii)?(b) Gelfandova vìta. Neh» øada ∑n xn konverguje v Banahovì prostoru X bezpodmíneènì.Potom {∑n αnxn : αn = 1 èi αn = −1} je kompaktní podmno¾ina X.Ji¾ jsme se zmiòovali o slavné Dvoretzky-Rogersovì vìtì, podle ní¾ v ka¾dém Banahovì pro-storu nekoneèné dimenze existuje bezpodmíneènì konvergentní øada, která není absolutnì kon-vergentní. Tuto vìtu uvedeme nyní v mnohem konkrétnìj¹í podobì.() Dvoretzky-Rogersova vìta. Neh» X je nekoneènì dimenzionální Banahùv prostor aneh» {λn} ∈ l2. Potom v X existuje bezpodmíneènì konvergentní øada∑n xn tak, ¾e ‖xn‖ = |λn|pro ka¾dé n.Poznámka. Existují "geometriké\ ne zrovna snadné dùkazy této vìty (viz tøeba J. Diestel, H. Jarhow and A.Tonge [*1995℄ èi J.T. Marti [*1969℄). V *10.4.e uká¾eme zela odli¹ný dùkaz "klasiké\ Dvoretzky-Rogersovy vìty.Zvolíme-li tedy posloupnost {λn} ∈ l2 \ l1, zaruèuje Dvoretzky-Rogersova vìta existeni bez-podmíneènì konvergentní øady v X , která nemù¾e konvergovat absolutnì. Je otázkou, zda bynebylo mo¾no "vylep¹it\ Dvoretzky-Rogersovu vìtu a prostor l2 nahradit kupøíkladu prostorem
l3. Odpovìï dává následujíí klasiká Orlizova vìta, její¾ dùkaz lze opìt nalézt v obou poslednìjmenovanýh monogra�íh.(d) Orlizova vìta. Neh» ∑n fn je bezpodmíneènì konvergentní øada v Banahovì prostoru
L1([0, 1℄). Potom {‖fn‖} ∈ l2.*3.5. O slabì bezpodmíneènì konvergentníh øadáh. Øadu ∑n xn v Banahovì prostoru
X nazveme slabì bezpodmíneènì konvergentní , jestli¾e bezpodmíneènì konverguje èíselná øada∑

n ϕ(xn) a» si volíme ϕ ∈ X∗ jak heme. Jinými slovy, proto¾e se jedná o èíselnou øadu, po¾a-dujeme, aby∑n |ϕ(xn)| <∞ pro ka¾dé ϕ ∈ X∗. Samozøejmì ka¾dá bezpodmíneènì konvergentníøada je i slabì bezpodmíneènì konvergentní.Terminologie je trohu zavádìjíí, mìli byhom radìji mluvit o slabì bezpodmíneènì auhyov-skýh øadáh, nebo» slabì bezpodmíneènì konvergentní øada vùbe toti¾ nemusí (ani slabì) kon-vergovat. Staèí si vzít pøíklad øady ∑n en v prostoru c0, kde, jako obvykle, en znaèí standardníjednotkový vektor (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ). Ta je urèitì slabì bezpodmíneènì konvergentní, av¹ak v c0nekonverguje (ani slabì).Následujíí postøeh porovnejte s harakteristikou uvedenou v *3.4.Vìtièka. Øada ∑n xn je slabì bezpodmíneènì konvergentní, právì kdy¾ øada ∑n βnxn konver-guje pro ka¾dou posloupnost {βn} ∈ c0.



*3. Konvergene a øady v Banahovýh prostoreh 213Dùkaz. Neh» je splnìna podmínka. Volme ϕ ∈ X∗. Proto¾e potom øada ∑n βnϕ(xn) konvergujepro ka¾dou posloupnost {βn} ∈ c0, je podle 4.22.k ∑n |ϕ(xn)| <∞.Neh» naopak ∑n xn slabì bezpodmíneènì konverguje. Volme {βn} ∈ c0. De�nie slabé bez-podmíneèné konvergene vlastnì øíká, ¾e operátor T : ϕ ∈ X∗ 7→ {ϕ(xn)} ∈ l1 je dobøe de�nován.Pomoí vìty o uzavøeném grafu 4.19 není tì¾ké zjistit, ¾e T je omezený operátor. Potom s pøi-hlédnutím k 2.24 pro n > k máme
∥∥∥∥
n∑

j=k βjxj∥∥∥∥ = sup{∣∣∣∣ϕ( n∑

j=k βjxj)∣∣∣∣} ≤ max{|βk|, . . . , |βn|} sup{ n∑

j=k |ϕ(xj)| : ‖ϕ‖ ≤ 1}
≤ max{|βk|, . . . , |βn|} sup{ ∞∑

j=1 |ϕ(xj)| : ‖ϕ‖ ≤ 1}
≤ max{|βk|, . . . , |βn|} sup {‖Tϕ‖ : ‖ϕ‖ ≤ 1} ≤ max{|βk|, . . . , |βn|} ‖T ‖ .Odtud ji¾ tvrzení lehko plyne.*3.6. Poznámky. Porovnejte následujíí dvì tvrzení. Dùkaz nìkterýh jejih implikaí si mù¾ete do detailùudìlat jako u¾iteèné vièení.(a) Vìta u. Neh» P

n xn je øada v Banahovì prostoru X. Následujíí tvrzení jsou ekvivalentní:(i) øada P
n xn konverguje bezpodmíneènì,(ii) øada P
n λnxn konverguje pro ka¾dou omezenou posloupnost {λn} ∈ l∞,(iii) zobrazení {βn} 7→ P

n βnxn je kompaktní operátor z L(c0,X),(iv) zobrazení ϕ 7→ {ϕ(xn)} je kompaktní operátor z L(X∗, l1).Návod . Ekvivaleni (i) a (ii) jsme ji¾ uvedli v *3.4.a. Pro dùkaz ekvivalene (iii) a (iv) nezapomeòte na Shauderovuvìtu 2.53, podle které je operátor T kompaktní, právì kdy¾ jeho adjungovaný T ′ je kompaktní. Implikae (ii) ⇒(iii) vy¾aduje pomìrnì dost práe. ♣(b) Vìta wu. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní pro øadu P
n xn v Banahovì prostoru X:(i) P

n xn je slabì bezpodmíneènì konvergentí øada,(ii) øada P
n βnxn konverguje pro ka¾dou posloupnost {βn} ∈ c0,(iii) zobrazení {βn} 7→ P

n βnxn je omezený operátor z L(c0, X),(iv) zobrazení ϕ 7→ {ϕ(xn)} je omezený operátor z L(X∗, l1).Návod . Podmínky (i) a (ii) jsou ekvivalentní podle de�nie. Je-li P
n xn slabì bezpodmíneènì konvergentní a

ϕ ∈ X∗, je podle de�nie {ϕ(xn)} prvek prostoru l1. Zobrazení ϕ 7→ {ϕ(xn)} je evidentnì lineární a podle vìtyo uzavøeném grafu i spojité. ♣V analogii s vìtou *3.4.a by se mohlo zdát, ¾e øada P
n xn je slabì bezpodmíneènì konvergentní, právì kdy¾ øadaP

xnk
slabì konverguje pro ka¾dou posloupnost n1 < n2 < n3 < . . . . Tomu v¹ak zdaleka tak není. Posuïte samina základì následujíí vìty.() Orliz-Pettisova vìta. Neh» pro ka¾dou rostouí posloupnost {nk} øada P

k xnk
konverguje slabì k nì-jakému prvku daného Banahova prostoru X. Potom ji¾ øada P

n xn konverguje bezpodmíneènì.Ukázali jsme, ¾e v prostoru c0 existuje slabì bezpodmíneènì konvergentní øada, která není konvergentní bez-podmíneènì. Následujíí vìta øíká, ¾e pokud Banahùv prostor "neobsahuje\ prostor c0, nepodaøí se nám takovýprotipøíklad najít. Zde je pøesná formulae. Podívejte se v¹ak pøedem na 2.31, o znamená, ¾e Banahùv prostorobsahuje kopii jiného prostoru.(d) Bessaga-Pe lzy�nského vìta. Banahùv prostor X neobsahuje (izomorfní) kopii c0, právì kdy¾ ka¾dá slabìbezpodmíneènì konvergentní øada v X je i bezpodmíneènì konvergentní.*3.7. O podmíneènì konvergentníh øadáh. V prostoreh koneèné dimenze absolutnì abezpodmíneènì konvergentní øady splývají, v nekoneèné dimenzi nikoliv. Neabsolutnì konver-gentní øady jsou ty, které sie konvergují, ale nekonvergují absolutnì. Nám nyní pùjde o vy¹et-øování øad v nekoneènì dimenzionálníh prostoreh a o øady, které sie konvergují, nikoliv v¹akbezpodmíneènì. Tyto øady budeme nazývat podmíneènì konvergentní . Je-li ∑n xn øada v Ba-nahovì prostoru X , budeme znaèit symbolem D[∑n xn℄ mno¾inu v¹eh prvkù x ∈ X , k nim¾existuje permutae π : N → N tak, ¾e ∑n xπ(n) = x. Jestli¾e tedy øada ∑n xn konvergujebezpodmíneènì, redukuje se mno¾ina D[∑n xn℄ na jeden bod. V koneèné dimenzi lze vyslovitnásledujíí vìtu.



214 Poznámky, doplòky, vièení(a) Lévy-Steinitzova vìta. Neh» ∑n xn je podmíneènì konvergentní øada v Rn. Potommno¾ina D[∑n xn℄ je a�nní podmno¾ina Rn.Poznámka. Podmno¾ina A vektorového prostoru W se nazývá a�nní, existuje-li w ∈ W a lineární podprostor
L ⊂⊂ W tak, ¾e A = w + L. V Lévy-Steinitzovì vìtì lze mno¾inu D[Pn xn℄ blí¾eji popsat. Neh» P

n xn jepodmíneènì konvergentní øada v Rn a s = P
n xn. Oznaèíme-li� = {ϕ ∈ (Rn)∗ : X

n

|ϕ(xn)| < ∞} a ⊥� = {x ∈ Rn : ϕ(x) = 0 pro ϕ ∈ �} ,je D[Pn xn℄ = s+⊥ �.Struktura a popis mno¾iny D[∑n xn℄ pro podmíneènì konvergentní øady v prostoreh neko-neèné dimenze je dramatiky jiná. Uvedeme pouze pár výsledkù a pøíkladù, jinak odká¾eme opìtna monogra�i V.M. Kadets and M.I. Kadets [*1991℄.(b) Pøíklady a protipøíklady. Sám S. Banah ve známé "Skotské knize\ polo¾il otázku, zdav prostoreh nekoneèné dimenze musí být mno¾ina D[∑n xn℄ a�nní a za vyøe¹ení problému nabídlláhev vína. Dnes je známo, ¾e mno¾ina D[∑n xn℄ nemusí být ani konvexní ani uzavøená. Co jev¹ak pøekvapujíí, mù¾e být jednobodová. Existuje tedy pøíklad konvergentní øady, která neníbezpodmíneènì konvergentní, niménì souèty v¹eh jejíh konvergentníh pøerovnání jsou stejné.Takový pøíklad sestrojil H. Hadwiger [1941℄ v prostoru l2. Zde je.Neh» {en} je kanoniká ortonormální báze Hilbertova prostoru l2 (en := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . )).Podívejme se na øadu
e1 + 12e2 − 12e2 + 14e3 − 14e3 + 14e3 − 14e3 + 18e4 − 18e4 + 18e4 − . . . .To je zaruèenì konvergentní øada majíí souèet e1. Tato øada nekonverguje bezpodmíneènì. Staèísi toti¾ uvìdomit, ¾e øada
e1 + 12e2 + 12e2 + 14e3 + 14e3 + 14e3 + 14e3 + 18e4 + 18e4 + 18e4 + . . .nekonverguje a pou¾ít kriterium v *3.4.a. Trohu práe si dá rozmyslet, ¾e tato øada po libovolnémpøerovnání, které konverguje, má stále souèet e1. Pus»me se do návodu. Neh»∑n an = α je nìjakékonvergentní pøerovnání na¹í øady se souètem α. V posloupnosti {an} se jednou vyskytne prvek

e1; pro k > 1 pak 2k−2-krát prvek 12k−1 ek a 2k−2-krát prvek − 12k−1 ek. Tedy a» si volíme k > 1velké jak heme, v¾dy nejdeme n0 tak, ¾e (a1 + · · · + an, ek) = 0 pro ka¾dé n > n0. Odtuddostaneme, ¾e (α, ek) = 0 pokud k > 1 a analogiky (α, e1) = 1. Závìr je nasnadì, musí být
α = e1.Pozdìji C.W. MArthur [1956℄ ukázal, ¾e v ka¾dém Banahovì prostoru nekoneèné dimenzese najde konvergentní øada ∑n xn, která není bezpodmíneènì konvergentní a pro ni¾ mno¾ina
D[∑n xn℄ je jednobodová.V.M. Kadets [1986℄ dokázal, ¾e v ka¾dém nekoneènì dimenzionálním Banahovì prostoru exi-stuje konvergentní øada ∑n xn, pro ni¾ mno¾ina D[∑n xn℄ není konvexní.Dlouhou dobu byl otevøený problém, zda existují øady, pro nì¾ by mno¾ina D[∑n xn℄ byladvoubodová. Odpovìï pøi¹la nedávno. Problém vyøe¹ili P. Eno (øe¹ení v¹ak nepublikoval), M.I.Kadets and K. Wo�zniakowski [1989℄ a P.A. Kornilov [1988a℄ a [1988b℄. Dokázali dokone násle-dujíí vìtu.() Vìta. V ka¾dém nekoneènì dimenzionálním Banahovì prostoru existuje konvergentní øada∑

n xn, pro ni¾ mno¾ina D[∑n xn℄ je pøesnì dvoubodová.*3.8. Závìreèné poznámky. O problematie rùznýh konveregení øad v Banahovýh prostoreh se lze doèístv nedávno vy¹lýh monogra�íh V.M. Kadets and M.I. Kadets [*1991℄, J. Diestel, H. Jarhow and A. Tonge [*1995℄èi M.I. Kadets and V.M. Kadets [*1997℄.*4. Základní vìty funkionální analýzy*4.1. Dal¹í vlastnosti kompaktníh operátorù. Podívejme se blí¾eji na obrazy jednotkovékoule a elého prostoru pøi kompaktníh zobrazeníh. Nejdøíve v¹ak uveïme následujíí malièkost.



*4. Základní vìty funkionální analýzy 215(a) Postøeh. Neh» L ∈ L(X,Y ) je omezený lineární operátor mezi normovanými lineárnímiprostory X a Y . Potom L je slabì spojitý.Návod . Neh» zobenìná posloupnost {xγ} slabì konverguje k prvku x v X a ϕ ∈ Y ∗. Potomlim
γ
ϕ(Lxγ) = lim

γ
L′(ϕ)(xγ) = L′(ϕ)(x) = ϕ(Lx) .Tedy {Lxγ} konverguje slabì k Lx. Porovnejte ostatnì s 3.14.b a 4.22.d. ♣(b) Vìta. Je-li BX uzavøená jednotková koule v reexivním Banahovì prostoru X, Y Bana-hùv prostor a K ∈ L(X,Y ) kompaktní operátor, potom K(BX) je kompaktní mno¾ina.Návod . Podle de�nie je samozøejmì K(BX) relativnì kompaktní. Banah-Bourbakiho harak-teristiky reexivity v 16.9 øíká, ¾e koule BX je slabì kompaktní. Proto¾e podle (a) je K slabìspojitý, musí být K(BX) slabì kompaktní, tedy i slabì uzavøená mno¾ina. Proto¾e v¹ak K(BX)je konvexní mno¾ina, musí být uzavøená podle 15.18. ♣() V nereexivníh Banahovýh prostoreh existují kompaktní operátory, pro nì¾ obraz uza-vøené jednotkové koule není mno¾ina uzavøená. Je-li X takový prostor, staèí vzít podle Jamesovyvìty 16.15 funkionál ϕ ∈ X∗ nenabývajíí na BX svého maxima a uva¾ovat (koneènì rozmìrný)operátor K : x 7→ aϕ(x) pro vhodné a ∈ X .(d) Postøeh. Je-li K ∈ Lc(X,Y ) kompaktní operátor, kde X a Y jsou Banahovy prostory,dimY = ∞, potom RK 6= X .Návod . Podle vìty o otevøeném zobrazení 4.14 by v pøípadì RK = Y obraz otevøené jednotkovékoule KU(0, 1) byl otevøeným okolím 0 a souèasnì by byl mno¾inou relativnì kompaktní. Staèíse pak odvolat na Rieszovu vìtu 5.12. ♣(e) Tvrzení. Neh» X,Y jsou Banahovy prostory, a K ∈ Lc(X,Y ) kompaktní operátor s uza-vøeným oborem hodnot RK. Potom dimRK <∞.Návod . Pou¾ijte pøedhozí (d). ♣(f) Pøíklad. De�nujme operátor K na l2 pøedpisem K : {xn} 7→ { 1

n+1xn}. Uka¾te, ¾e K jekompaktní operátor a RK je nekoneènì dimenzionální hustý podprostor l2.*4.2. Kompaktní operátory na Hilbertovì prostoru. (a) Buï T omezený operátor naHilbertovì prostoru H . Podle vìty v 4.12 je T kompaktní, právì kdy¾ pøevádí slabì konvergentníposloupnosti v H na (silnì) konvergentní. Vyu¾ijte tuto harakteristiku k dùkazu následujíí"Shauderovy vìty\.Vìta. Operátor T na Hilbertovì prostoru je kompaktní, právì kdy¾ (hermiteovsky) adjungovanýoperátor T ∗ je kompaktní.Návod . Pøedpokládejme, ¾e T je kompaktní a ¾e posloupnost {xn} konverguje slabì k 0. Pøe-dev¹ím, posloupnost {xn} je silnì omezená podle 4.7. Dále, proto¾e T ∗ je spojitý operátor, jepodle *4.1.a T ∗xn
w→ 0. Podle vý¹e zmínìné harakteristiky kompaktnosti T je T (T ∗xn) → 0.Shwarzova nerovnost nám pomù¾e v odhadu

‖T ∗xn‖2 = (TT ∗xn, xn) ≤ ‖TT ∗xn‖ ‖xn‖ ≤ ‖TT ∗xn‖ sup
n
{‖xn‖} .Vidíme, ¾e ‖T ∗xn‖ → 0 a vyu¾itím zmínìné harakteristiky kompaktnosti dostáváme, ¾e T ∗ jekompaktní. Je-li T ∗ kompaktní, je podle právì dokázaného T = T ∗∗ kompaktní.Jiný návod. Pøedev¹ím si uvìdomme, ¾e adjungovaný operátor ke koneènì dimenzionálnímu jetaké koneènì dimenzionální. Vskutku, je-li A ∈ Lf (H), zobrazuje prostì (kerA)⊥ na RA (toostatnì ka¾dý operátor). Tudí¾ (kerA)⊥ má koneènou dimenzi. Proto¾e podle 5.32.q2 je RA∗ =(kerA)⊥, má RA∗, a tedy také RA∗ koneènou dimenzi.Podle *4.2.d je kompaktní operátor T limitou (v L(H)) posloupnosti koneènì dimenzionálníhoperátorù. Tudí¾ i T ∗ je limitou koneènì dimenzionálníh operátorù, jak se lehko pøesvìdèíme.Pak ji¾ staèí jen pou¾ít 2.47. ♣



216 Poznámky, doplòky, vièení(b) Tvrzení. Jsou-li {en} a {fn} ortonormální soustavy v Hilbertovì prostoru H, λn → 0posloupnost komplexníh èísel a
Tx := ∑

n

λn (x, en) fn pro x ∈ H ,je T kompaktní operátor.Návod . Nehme posloupnost {xj} slabì konvergovat k 0 v H . Proto¾e Ln : x 7→ (x, en) je spojitýlineární funkionál na H , je limj(xj , en) = 0 pro ka¾dé n. Nyní pou¾ijte Parsevalovu rovnost (alepozor, posloupnost {en} nemusí být bází H , je to v¹ak ortonormální báze podprostoru (kerT )⊥)
‖Txj‖2 = k∑

n=1 |λj |2∣∣(xj , en)∣∣2 + ∞∑

n=k+1 |λj |2∣∣(xj , en)∣∣2 ,pøedpokladu λn → 0 a omezenosti posloupnosti {xj} k tomu, abyste dokázali, ¾e Txj → 0. ♣() Shmidtovo vyjádøení kompaktního operátoru. Neh» T je kompaktní (ne nutnì her-miteovský) operátor na Hilbertovì prostoru H. Potom existují ortonormální soustavy {en} a {fn}v H a posloupnost nezápornýh èísel λn → 0 tak, ¾e
Tx = ∑

n

λn (x, en) fn pro ka¾dé x ∈ H .Návod . Operátor T ∗T je kompaktní (kompaktní operátory tvoøí ideál podle poznámky 2.48.b) apozitivní. Podle Hilbert-Shmidtovy vìty 8.20 existuje ortonormální soustava {en} a posloupnostnezápornýh (T ∗T je pozitivní!) èísel λn → 0 tak, ¾e
T ∗Tx = ∑

n

λn (x, en) enpro x ∈ H . Nyní pou¾ijeme polární rozklad operátoru T z *9.2. Mù¾eme jednoznaènì psát
T = V

√
T ∗T , kde V je èásteèná izometrie. Polo¾íme-li fn = V en, dostáváme

Tx = ∑√
λn (x, en) fn .

♣Poznámka. Posloupnost nezápornýh èísel {λn} je tvoøena vlastními hodnotami operátoru |T | = √
T ∗T , pøièem¾

{fn} je ortonormální posloupnost vlastníh vektorù operátoru TT ∗.(d) Vìta. Je-li T kompaktní operátor na Hilbertovì prostoru, existuje posloupnost {Tn} koneè-nì dimenzionálníh operátorù tak, ¾e Tn → T .Návod . Podle () vyjádøeme Tx = ∑
n λn (x, en) fn. Staèí polo¾it Tkx := k∑

n=1λn (x, en) fn avyu¾ít odhadu ∥∥(Tk − T )∥∥2 ≤ sup{|λn|2 : n > k} .Jiný návod. Volme ε > 0. Proto¾e obraz TBH uzavøené jednotkové koule BH je prekompaktní,existují x1, . . . , xn ∈ H tak, ¾e n⋃
j=1U(xj , ε) ⊃ TBH . Neh» Y je podprostor H generovaný body

x1, . . . , xn a P ortogonální projeke H na Y . Volíme-li x ∈ BH , je ‖Tx−PTx‖ = inf{‖Tx− y‖ :
y ∈ Y } ≤ ε. Tudí¾ ‖T − PT ‖ ≤ ε. ♣*4.3. Kompaktní a úplnì spojité operátory. V poznáme 4.12 jsme ukázali, ¾e na ree-xivníh Banahovýh prostoreh splývají tøídy kompaktníh a úplnì spojitýh operátorù. V tétosouvislosti je zajímavá i následujíí vìta a poznámka. Pøede¹leme je¹tì, ¾e posloupnost {xn} prvkùBanahova prostoru X je slabì auhyovská, jestli¾e pro ka¾dé ϕ ∈ X∗ je èíselná posloupnost
{ϕ(xn)} auhyovská (o¾ je právì tehdy, kdy¾ posloupnost {ϕ(xn)} je konvergentní).



*5. Riesz-Shauderova teorie kompaktníh operátorù 217(a) Vìta. Buï K úplnì spojitý operátor na Banahovì prostoru X se separabilním duálem X∗.Potom K je kompaktní operátor.Návod . Buï {xn} posloupnost z jednotkové koule v X a {ϕn} hustá podmno¾ina X∗. Diagonálnímetodou vyberme z posloupnosti {xn} podposloupnost {xnk
} tak, aby posloupnost {ϕj(xnk

)}konvergovala pro ka¾dé j ∈ N. Vyu¾ijeme-li hustoty {ϕn} a omezenosti posloupnosti {xnk
},dostaneme, ¾e posloupnost {xnk

} je slabì auhyovská. Nyní si musíme ujasnit, ¾e úplnì spojitéoperátory pøevádìjí slabì auhyovské posloupnosti na silnì auhyovské. K tomu by se mohlahodit tato harakteristika auhyovskýh posloupností: Posloupnost {xn} je auhyovská, právìkdy¾ pro ka¾dé dvì rostouí posloupnosti indexù n1 < n2 < n3 < . . . a k1 < k2 < k3 < . . . je
xnj

− xkj
→ 0. Majíe toto na pamìti, je ji¾ jen krùèek k závìru, ¾e K je kompaktní.Jiný argument. Neh» opìt {xn} je posloupnost z BX a ε kanoniké vnoøení X do X∗∗. Proto¾e X∗ je separabilní,je jednotková koule v X∗∗ metrizovatelná ve w∗-topologii podle *16.2.A. Odvoláme-li se na Alaoglu-Bourbakihovìtu 15.19, existuje podposloupnost {xnk

} a F ∈ X∗∗ tak, ¾e ε(xnk
) w∗

→ F . Odtud vyplyne, ¾e posloupnost {xnk
}je slabì auhyovská v X (nebo» pro ka¾dé ϕ ∈ X∗ potom máme ε(xnk

) (ϕ) = ϕ(xnk
) → F (ϕ)). Závìr dùkazu jestejný jako vý¹e. ♣(b) Poznámka. Podívejme se blí¾eji na dùkazy tvrzení vìt, v nih¾ jsme tvrdili, ¾e tøídy kompaktníh a úplnìspojitýh operátorù na Banahovì prostoru X splývají. V pøípadì reexivního prostoru X v 4.12 jsme potøebovalivybrat z omezené posloupnosti v X posloupnost slabì konvergentní. V pøípadì separabilního duálu X∗ jsmezase z ka¾dé omezené posloupnosti vybrali posloupnost slabì auhyovskou. Analýzou posledního dùkazu tedydostaneme, ¾e úplnì spojité a kompaktní operátory na Banahovì prostoru X splývají, podaøí-li se nám z ka¾déomezené posloupnosti prvkù X vybrat slabì auhyovskou posloupnost. Mù¾eme se ptát, jaké prostory majítuto vlastnost. Samozøejmì, jak jsme podotkli, reexivní prostory èi prostory se separabilním duálem mezi nìpatøí. Hluboká, pomìrnì nedávno dokázaná Rosenthalova l1-vìta øíká, ¾e jsou to právì prostory, které neobsahujíizomorfní kopii prostoru l1. Vyslovme tuto vìtu z H.P. Rosenthal [1974℄ ve formì dihotomie (podobnì jakoFredholmovu alternativu). Její (netriviální) dùkaz pou¾ívajíí kombinatorikýh úvah lze nalézt v J. Diestel [*1984℄.
����H. Rosenthal

() Rosenthalova dihotomie. Neh» X je Banahùv prostor. Potom buïto z ka¾dé jeho ome-zené posloupnosti lze vybrat slabì auhyovskou posloupnost anebo X obsahuje izomorfní kopii
l1. Není mi známo, zda platí následujíí domnìnka.(d) Domnìnka. Buï X Banahùv prostor. Potom následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) ka¾dý operátor na X, který pøevádí slabì konvergentní posloupnosti na silnì konver-gentní, je kompaktní,(ii) z ka¾dé omezené posloupnosti v X lze vybrat slabì auhyovskou,(iii) X neobsahuje izomorfní kopii l1.*5. Riesz-Shauderova teorie kompaktníh operátorù*5.1. Rieszovo èíslo. Uva¾ujme kompaktní operátor K na nekoneènì dimenzionálním Bana-hovì prostoru X a komplexní èíslo λ 6= 0. Pro n = 0, 1, 2, . . . oznaème

Mn := R(K − λI)n a Nn := ker(K − λI)n .Poznamenejme, ¾e X = M0 ⊃ M1 ⊃ M2 ⊃ . . . a {0} = N0 ⊂ N1 ⊂ N2 ⊂ . . . jsou uzavøenépodprostory X . Projdeme-li si pozornì první èást dùkazu Fredholmovy alternativy 5.24, dojdemek následujíímu tvrzení.(a) Vìta. Existuje takové q ∈ N, ¾e Mn = Mn+1 pro n ≥ q a Mn 6= Mn+1 pro n = 0, 1, . . . , q−1.Dùkaz. Jak jsme ji¾ poznamenali, sledujíe dùkaz Fredholmovy alternativy 5.24, dostáváme exis-teni n, pro nì¾ Mn = Mn+1. Buï q nejmen¹í pøirozené èíslo s touto vlastností. Potom
Mq+2 = (K − λI)Mq+1 = (K − λI)Mq = Mq+1 .Odtud plyne, ¾e Mq+j = Mq pro ka¾dé j.Obdobnì doká¾eme následujíí vìtu.



218 Poznámky, doplòky, vièení(b) Vìta. Existuje takové p ∈ N, ¾e Nn = Nn+1 pro n ≥ p a Nn 6= Nn+1 pro n = 0, 1, . . . , p−1.Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e Nn 6= Nn+1 pro ka¾dé n. Obdobnì jako v dùkazu Fredholmovyalternativy nalezneme posloupnost prvkù {xn} z jednotkové sféry s vlastností, ¾e ‖Kxm−Kxn‖ ≥
|λ|2 pro ka¾dou dvojii m > n. To je ov¹em v rozporu s kompaktností operátoru K. Buï opìt pnejmen¹í pøirozené èíslo n, pro nì¾ nastane rovnost Nn = Nn+1. Volme k > p a x ∈ Nk libovolnì.Proto¾e (K − λI)p+1((K − λI)k−p−1x) = (K − λI)kx = 0, je (K − λI)k−p−1x ∈ Np+1 = Np.Odtud plyne (K −λI)k−1x = (K −λI)p((K −λI)k−p−1x) = 0, o¾ nám ukazuje, ¾e x ∈ Nk−1.() Vìta. Èísla p a q z vìt (a) a (b) jsou stejná.Dùkaz. My¹lenka dùkazu je následujíí. Pøedev¹ím uká¾eme, ¾e Nq+1 = Nq. Odtud plyne q ≥ p.Dále doká¾eme, ¾eX = Nq⊕Mq. Potom ov¹em bude (nezapomeòte, ¾e q ≥ p a (K−λI)pNp = {0})

Mp = (K − λI)pX = (K − λI)pMq + (K − λI)pNq = (K − λI)pMq = Mq+p = Mq ,o¾ dá opaènou nerovnost p ≥ q.Dokazujme nejdøív, ¾e X = Nq ⊕Mq. Pøedev¹ím musíme ukázat, ¾e Mq ∩ Nq = {0}. Volmetedy x ∈Mq ∩Nq a n ≥ max(p, q) tak velké, aby Nq+n = Nn. Proto¾e Mn = Mq, existuje z ∈ Xtak, ¾e x = (K − λI)nz. Jeliko¾ x ∈ Nq, musí z le¾et v Nq+n. Ale Nq+n = Nn, z èeho¾ plyne,¾e z ∈ Nn a vidíme, ¾e x = (K − λI)nz = 0. Volme nyní x ∈ X libovolnì. Proto¾e Mq = M2q,existuje z ∈ X tak, ¾e (K − λI)qx = (K − λI)2qz. Jeliko¾
x = (

x− (K − λI)qz)+ (K − λI)qz ,staèí jenom ukázat, ¾e (x− (K − λI)qz) ∈ Nq. Ale to je témìø ihned vidìt.K dokonèení dùkazu zbývá ovìøit inkluzi Nq+1 ⊂ Nq. Volme tedy x ∈ Nq+1. Podle pøedhozíhonajdeme y ∈ Nq a z ∈ Mq tak, aby x = y + z a staèí ukázat, ¾e z = 0. Samozøejmì z = x −
y ∈ Nq+1. Pokud bude dokone z ∈ Nq, bude zajisté z = 0. Proto¾e v¹ak (K − λI)((K −
λI)qz) = 0, zbývá si jen uvìdomit, ¾e operátor K − λI je na prostoru Mq prostý a zobrazuje Mqdo Mq. Abyhom dokázali poslední tvrzení, staèí ukázat, ¾e K(Mq) ⊂Mq. To ale plyne z rovnosti
Mq+1 = Mq. Dále, proto¾e podle pøede¹lého je N1∩Mq ⊂ Nq∩Mq = {0}, je operátor K−λI ↾ Mqprostý.(d) Rieszovo èíslo. Spoleèná hodnota èísel p a q se nìkdy nazývá Rieszovým èíslem operátoru
K.(e) Poznámka. Do dùkazu poslední vìty () je vidìt mnohem lépe, uvìdomíme-li si, ¾e se jedná pouze o algebraikouproblematiku. Podejme nyní její alternativní dùkaz.(f) Vìta. Neh» W je vektorový prostor, A : W → W lineární zobrazení, Mn := RAn a Nn := kerAn. Pokudèísla p := min{n : Nn = Nn+1} a q := min{n : Mn = Mn+1} jsou koneèná, potom p = q a W = Mp ⊕Np.Dùkaz. Pøedev¹ím uká¾eme, ¾e W = Mq ⊕ Nq. Volme x ∈ Mq ∩ Nq a n ≥ max(p, q). Proto¾e x ∈ Mn, existuje
z ∈ W tak, ¾e x = Anz. Proto¾e v¹ak také x ∈ Nq , je Aqx = 0. Odtud máme, ¾e Aq+nz = 0, tudí¾ Anz = 0,a koneènì x = 0. Je-li nyní y ∈ W , je samozøejmì Aqy ∈ Mq = M2q. Existuje tedy t ∈ X tak, ¾e Aqy = A2qt.Proto¾e y −Aqt ∈ Nq a y = Aqt+ (y −Aqt), je W = Mq ⊕Nq.Volme nyní x ∈ Nq+1. Proto¾e x = y + z, kde y ∈ Mq a z ∈ Nq, a Aq+1x = 0, dostáváme 0 = Aq+1x =
Aq+1y + Aq+1z = Aq+1y = Aq(Ay). Vidíme, ¾e Ay ∈ Nq . Proto¾e v¹ak Ay ∈ Mq+1 = Mq, musí být podlepøedhozího Ay = 0. Tudí¾ y ∈ N1 ⊂ Nq . Je¾to tedy y ∈Mq ∩Nq, je opìt podle první èásti dùkazu y = 0, odkud
x = z ∈ Nq. Tím jsme ukázali, ¾e Nq+1 ⊂ Nq, tak¾e p ≤ q.K dokonèení dùkazu zbývá ji¾ jen krùèek. Proto¾e

Mp = ApW = Ap(Mq ⊕Nq) = Ap+qW +ApNq = Mq+p + ApNp = Mq ,dostáváme ký¾enou opaènou nerovnost p ≥ q.*5.2. Komentáø k Rieszovu lemmatu. (a) Rieszovo lemma 5.10 je dokázáno v F. Riesz [1918℄. Riesz sámupozornil na fakt, ¾e v nekoneènì dimenzionálníh prostoreh neplatí Heine-Borelova vìta.(b) Jiný dùkaz Rieszovy vìty 5.12 nále¾í G. Choquetovi (viz první díl [*1969℄): Neh» v Banahovì prostoru X jsouuzavøené omezené mno¾iny kompaktní. Potom existují x1, . . . , xn z jednotkové uzavøené koule BX tak, ¾e mno¾iny
{xi + 12BX} pokrývají BX . Neh» Y je lineární obal {x1, . . . , xn}. Jako¾to koneènì dimenzionální podprostor jeuzavøený v X. Je-li q : X → X/Y kanoniké zobrazení, je q(BX ) = {0} (nebo» q(BX ) ⊂ 12BX/Y a q zobrazujeotevøenou jednotkovou kouli v X na otevøenou jednotkovou kouli v X/Y ), a tudí¾ Y = X.



*5. Riesz-Shauderova teorie kompaktníh operátorù 219() Je¹tì jiný dùkaz Rieszovy vìty o skoro kolmii lze zalo¾it na pozorování, ¾e pøi kanonikém zobrazení X → X/Yotevøená jednotková koule v X pøejde v otevøenou jednotkovou kouli v X/Y . K danému ε > 0 pak staèí najít
bx ∈ X/Y tak, aby ‖bx‖ ∈ (1 − ε, 1). Potom urèitì existuje y ∈ bx, ‖y‖ ≤ 1. Polo¾íme-li xε := y

‖y‖ , je dist(xε, Y ) =1
‖y‖ dist(y, Y ) = 1

‖y‖‖bx‖ > 1 − ε.(d) C. Kottman [1975℄ dokázal pomoí kombinatorikýh úvah následujíí zesílení Rieszova lemmatu:Vìta. V ka¾dém normovaném lineárním prostoru X nekoneèné dimenze existuje posloupnost {xn} prvkù jednot-kové sféry SX taková, ¾e ‖xn − xk‖ > 1, kdykoliv n 6= k.Jednoduhý dùkaz Kottmanova tvrzení vyu¾ívajíí pouze Hahn-Banahovu vìtu lze nalézt v J. Diestel [*1984℄.*5.3. Uzavøenost oboru hodnot lineárního operátoru. Pøi dùkazu Fredholmovýh vìtjsme vidìli, ¾e podstatnou úlohu hrála uzavøenost oboru hodnot jistého operátoru. Podívejmese nyní ponìkud podrobnìji, o lze øíi zela obenì. Neh» tedy T je omezený lineární operátorna Banahovì prostoru X . Symbolem RT := T (X) oznaème jeho obor hodnot. Pøipomeòme, ¾ejádro kerT operátoru T je v¾dy uzavøená mno¾ina, ¾e podle vìty 5.21 RT =⊥ kerT ′, a dále ¾e
‖[x℄‖ = dist(x, kerT ) je norma ve faktorprostoru X/ kerT .(a) Vìta. Následujíí výroky pro operátor T ∈ L(X) jsou ekvivalentní:(i) RT je uzavøený,(ii) RT =⊥ kerT ′,(iii) existuje β > 0 tak, ¾e ∥∥Tx∥∥ ≥ β ‖[x℄‖ pro ka¾dé x ∈ X.Návod . Ekvivalene (i) a (ii) je s pøihlédnutím k pøedhozí poznáme zøejmá (snad si je¹tì uvì-domte, ¾e anihilátor je v¾dy uzavøená mno¾ina).De�nujme nyní operátor ~T : X/ kerT → X pøedpisem ~T [x℄ = Tx. De�nie ~T je korektní.Dále, operátor ~T je prostý, lineární, omezený a R ~T = RT . Pøedpokládejme, ¾e podmínka (iii) jesplnìna a Txn → y. Potom posloupnost {[xn℄} musí být auhyovská v X/ kerT . Existuje tedy
x ∈ X tak, ¾e [xn℄ → [x℄. Potom ov¹em ~T [xn℄ → ~T [x℄, z èeho¾ podle de�nie ~T plyne Txn → Tx.Vidíme, ¾e y = Tx, odkud y ∈ RT . Koneènì, jestli¾e RT je uzavøený, tvoøí RT Banahùv prostora operátor ~T−1 : RT → X/ kerT je uzavøený. Nyní staèí se odvolat na vìtu o uzavøeném grafu4.19 abyhom dostali odhad ‖Tx‖ = ∥∥ ~T [x℄∥∥ ≥ β

∥∥[x℄∥∥, kde 1
β = ‖ ~T−1‖. ♣(b) Cvièení. Jestli¾e RT má v Banahovì prostoru X uzavøený algebraiký doplnìk, je RT uzavøený. Speiálnì,je-li kodimenze RT v X koneèná, je RT uzavøený.Návod . Porovnejte s 10.3. Dùkaz probíhá následovnì: Neh» Z je uzavøený algebraiký doplnìk RT v X. Potom

Z je uzavøený podprostor X a kartézský souèin X × Z je Banahùv prostor. De�nujme operátor bT na X × Zpøedpisem bT (x, z) = Tx+z. Proto¾e bT je omezený lineární operátor a R bT = RT ⊕Z = X, existuje podle pøede¹lévìty β > 0 tak, ¾e
‖Tx‖ = ‚‚ bT (x, 0)‚‚ ≥ β dist`(x, 0), ker bT

´ = β dist(x, kerT ) = β
‚‚[x℄‚‚pro x ∈ X. Pou¾itím stejné vìty dostáváme, ¾e operátor T má uzavøený obor hodnot. ♣() Tvrzení. Neh» T ∈ L(X). Potom následujíí tvrzení jsou ekvivalentní:(i) RT je uzavøený,(ii) RT ′ je uzavøený v X∗,(iii) RT ′ je w∗-uzavøený v X∗,(iv) RT =⊥ kerT ′,(v) RT ′ = (ker T )⊥.Dùkaz. Ekvivaleni (i) a (iv) jsme ukázali v (a). Na dùkazu implikaí (v) ⇒ (iii) ⇒ (ii) ni není. Pokud jdeo implikai (i) ⇒ (v), její dùkaz lze vést obdobnì jako v 5.26. Musíme ov¹em vyu¾ít ji¾ dokázanou ekvivaleni (i)a (iii) z vìty (a). I dùkaz zbývajíí implikae (ii) ⇒ (iv) lze provést v analogikém duhu. Detaily lze nalézt tøebav knize W. Rudin [*1973℄.(d) Cvièení. Jestli¾e operátor T ∈ L(X) zobrazuje omezené uzavøené mno¾iny na uzavøené mno¾iny, potom ji¾

RT je uzavøený.Návod . Pokud RT není uzavøený, existuje podle vìty (a) posloupnost {xn} tak, ¾e Txn → 0 a ‚‚[xn℄‚‚ =dist(xn, kerT ) = 1 pro ka¾dé n. Naleznìme zn ∈ kerT tak, aby ‖xn − zn‖ < 2 a oznaème jako A uzávìrmno¾iny {xn−zn : n ∈ N}. Mno¾ina A je omezená a samozøejmì uzavøená. Pokud uká¾eme, ¾e mno¾ina A∩kerTje neprázdná, jsme hotovi. V tom pøípadì toti¾ existuje y ∈ kerT a k ∈ N tak, ¾e ‚‚y − (xk − zk)‚‚ < 12 . Tudí¾‚‚[xk℄‚‚ = dist(xk, kerT ) < 12 , o¾ je spor. Abyhom ukázali, ¾e A ∩ kerT je neprázdná mno¾ina, staèí najít a ∈ Atak, aby Ta = 0. Ale to je ji¾ snadné. Podle pøedpokladu je mno¾ina T (A) uzavøená a T (xn − zn) = Txn → 0.Tudí¾ 0 ∈ T (A). ♣



220 Poznámky, doplòky, vièení(e) Cvièení. Uka¾te, ¾e pokud operátor K ∈ L(X) je kompaktní, operátor I −K zobrazuje omezené uzavøenémno¾iny na uzavøené mno¾iny.(f) Poznámka. Porovnejte ekvivaleni (i) a (ii) ve vìtì (a) s druhou Fredholmovou vìtou 5.26 a následnou po-známkou 5.27. Vidíme, ¾e operátor T má uzavøený obor hodnot, právì kdy¾ nutnou a postaèujíí podmínkouk tomu, aby rovnie Tx = y mìla øe¹ení pro danou pravou stranu y ∈ X, je ϕ(y) = 0 pro ka¾dé øe¹ení ϕ ∈ X∗rovnie T ′ϕ = 0. *6. Banahovy algebry*6.1. Dal¹í pøíklady Banahovýh algeber. (a) Buï C1[0, 1℄ algebra v¹eh funkí na intervalu[0, 1℄ majííh tam spojitou derivai. De�nujeme-li
‖f‖ = max

t∈[0,1℄ |f(t)| + max
t∈[0,1℄ |f ′(t)| ,je C1[0, 1℄ Banahova algebra.(b) Do Banahovy algebry C0(
) v¹eh spojitýh funkí anulujííh se v nekoneènu na lokálnìkompaktním prostoru 
 patøí ty spojité funke f na 
, pro nì¾ mno¾ina {x ∈ 
 : |f(x)| ≥ ε}je kompaktní pro ka¾dé ε > 0. Normu i souèin zde de�nujeme stejnì jako na prostoru spojitýhfunkí. Tato algebra nemá jednotku, pokud 
 není kompaktní.() Banahùv prostor L1([0, 1℄) v¹eh (tøíd) integrabilníh funkí s násobením de�novaným kon-voluí

f ∗ g(x) = ∫ x0 f(x− t)g(t) dttvoøí komutativní Banahovu algebru.(d) Na prostoru M(R) v¹eh Radonovýh mìr na R de�nujme konvolui mìr pøedpisem
µ ∗ ν : B 7→

∫R ∫R cB(x+ y) dµ(x) dν(y) pro borelovskou mno¾inu B ⊂ R .Uka¾te, ¾e M(R) s takto de�novaným násobením tvoøí komutativní Banahovu algebru, její¾jednotkou je Diraova míra ε0 v bodì 0 (neboli Diraova δ-funke).Je-li f ∈ L1(R), polo¾me µf : B 7→
∫
B f (integrae je vzhledem k Lebesgueovì míøe). Uka¾te,¾e zobrazení 	 : f 7→ µf : L1(R) → M(R)je izometrikým homomor�zmem (v obou algebráh uva¾ujeme konvolui). Abyste se provièili,zkuste si dokázat, ¾e 	(L1(R)) je uzavøený ideál v M(R).Poznámka. Obdobnì jako v pøíkladu 6.5.f, lze místo R uva¾ovat lokálnì kompaktní topologikou grupu G a naprostoru M(G) v¹eh Radonovýh mìr na G de�novat konvolui (mù¾eme se odkázat na [LM℄, odstave 19.24).Potom M(G) opìt tvoøí Banahovu algebru, která je komutativní, právì kdy¾ grupa G je komutativní. Algebra

M(G) má v¾dy jednotku rovnu Diraovì míøe v jednote grupy G. Pomoí Haarovy míry m (resp. pravé Haarovymíry v nekomutativním pøípadì) mù¾eme ztoto¾nit L1(G,m) s uzavøenou podalgebrou M(G). Jen podotknìme,¾e L1(G,m) má jednotku, právì kdy¾ grupa G je diskrétní, a to je právì v pøípadì, kdy L1(G,m) = M(G).*6.2. Vnoøení Banahovy algebry A do L(A). Neh» A je Banahova algebra s jednotkou
e. Volme pevnì a ∈ A a uva¾ujme zobrazení

Ta : x 7→ ax pro x ∈ A .Dokazujte sami následujíí tvrzení:(a) Ta ∈ L(A) a ‖Ta‖ ≤ ‖a‖.(b) 	 : a 7→ Ta je spojité izomorfní (zahovává v¹ehny algebraiké operae) zobrazení A do
L(A).



*6. Banahovy algebry 221() Jestli¾e ‖e‖ = 1, je ‖Ta‖ = ‖a‖, a tudí¾ zobrazení 	 je izometrie.(d) Neh» B := R	 = {Ta : a ∈ A}. Uka¾te, ¾e
B = {T ∈ L(A) : T (xy) = (Tx)y pro v¹ehna x, y ∈ A

}
,a ¾e B je uzavøená podalgebra L(A).(e) Polo¾íme-li ‖a‖s = ‖Ta‖, je ‖.‖s norma na A, která je ekvivalentní pùvodní normì. Pøitom

‖e‖s = ‖Te‖ = ‖I‖ = 1.Návod . Podle (a) je ‖a‖s ≤ ‖a‖. Abyhom ukázali, ¾e obì normy jsou ekvivalentní, staèí siuvìdomit, ¾e 	 je spojité lineární zobrazení A na Banahùv prostor B a pou¾ít dùsledek 4.16(srovnejte se vièením 4.22.n). ♣(f) Uka¾te, ¾e prvek a ∈ A je invertibilní, právì kdy¾ Ta má inverzi v L(A).(g) Pomoí (f) odvoïte, ¾e σ(a) = σ(Ta) pro ka¾dé a ∈ A.*6.3. Cvièení. Neh» A je algebra s jednotkou e a souèasnì Banahùv prostor s normou ‖.‖, v nìm¾ operaenásobení (x, y) 7→ xy je separátnì spojitá (pokud z ∈ A a xn → x, potom xnz → xz a zxn → zx). Potom na Aexistuje ekvivalentní norma ‖.‖s tak, ¾e (A, ‖.‖s) je Banahova algebra a ‖e‖s = 1. (Odtud mimo jiné plyne, ¾enásobení je spojité, je-li spojité separátnì, tj. spojité pouze po slo¾káh.)Návod . De�nujte Ta jako v *6.2. Z prinipu stejnomìrné omezenosti 4.2 pou¾itého na koleki {Ta}a∈A plyneexistene β > 0 s vlastností ‖xy‖ ≤ β ‖x‖ ‖y‖ pro ka¾dé x, y ∈ A. Dále polo¾te ‖a‖s = ‖Ta‖L(A) a postupujtestejnì jako v pøedhozím *6.2. ♣*6.4. Pøidání jednotky. Buï A Banahova algebra, ne nutnì majíí jednotku. Polo¾me Ae =
A⊕C jako¾to souèet vektorovýh prostorù. De�nujme násobení a normu v Ae pøedpisem(a1, λ1) (a2, λ2) = (a1a2 + λ1a2 + λ2a1, λ1λ2) a ∥∥(a, λ)∥∥ = ‖a‖ + |λ| .(a) Uka¾te, ¾e Ae je opìt Banahova algebra, její jednotkou je prvek (0, 1) a vnoøení κ : A → Aedané pøedpisem a 7→ (a, 0) je izometriky-izomorfní zobrazení A do Ae.(b) Jak je to v pøípadì, kdy A ji¾ má jednotku?() Zkuste si rozmyslet, jaká je situae v pøípadì L1(R).(d) Banahovu algebru bez jednotky lze vnoøit do Banahovy algebry s jednotkou i jinými zpùsoby(ov¹em jediným zpùsobem a¾ na izomor�zmus). To jsme vidìli právì v pøedhozíh odstavíhv pøípadì L1(R).Uveïme je¹tì jiný pøíklad. Buï K lokálnì kompaktní prostor a C0(K) Banahova algebrav¹eh spojitýh funkí na K anulujííh se v nekoneènu z pøíkladu *6.1.b. V pøípadì, kdy K neníkompaktní, nemá C0(K) jednotku. Oznaèíme-li K∞ jednobodovou alexandrovskou kompakti�kai
K, lze pøirozeným zpùsobem C0(K) vnoøit do Banahovy algebry s jednotkou C(K∞).(e) Zobrazení χ : (a, λ) → λ je harakter na Ae. Jeho jádrem je obraz pùvodní Banahovy algebry κA.(f) Dále uka¾te, ¾e κA uzavøený ideál v Ae. Proto¾e kodimenze κA v Ae je 1, je κA dokone maximální ideálv Ae.*6.5. L1(R) nemá jednotku. Banahova algebra L1(R) z 6.5.e nemá jednotku.Dùkaz. Neh» e je jednotka v L1(R), to jest taková funke z L1(R), pro ni¾ e ∗ f = f pro ka¾doufunki f ∈ L1(R). Existuje δ > 0 tak, ¾e 2δ∫

−2δ |e| < 1 (zobrazení E 7→
∫
E
|e| je absolutnì spojité).Polo¾íme-li f = c[−δ,δ℄, máme pro skoro v¹ehna x ∈ R

f(x) = e ∗ f(x) = ∫R e(x− y)f(y) dy = ∫ δ

−δ
e(x− y) dy = ∫ x+δ

x−δ
e(z) dz .Existuje x0 ∈ [−δ, δ℄, pro nì¾ poslední rovnost platí. Proto¾e [x0−δ, x0+δ℄ ⊂ [−2δ, 2δ℄, dostáváme

f(x0) = c[−δ,δ℄(x0) = 1 = ∫ x0+δ
x0−δ e(z) dz = ∣∣∣∫ x0+δ

x0−δ e(z) dz∣∣∣ ≤ ∫ 2δ
−2δ |e| < 1 .A to je evidentní spor.



222 Poznámky, doplòky, vièeníExistují i dal¹í dùkazy, ¾e Banahova algebra L1(R) nemá jednotku. Zde je jeden z nih.Pøedpokládejme opìt, ¾e e je jednotkou v L1(R). Proto¾e f̂ ∗ g = f̂ ĝ pro jakoukoliv dvojii funkí
f, g ∈ L1(R) (zde ĥ znaèí Fourierovu transformai funke h), je ê = ê ∗ e = ê ê. Tudí¾ funke
ê musí ve skoro v¹eh bodeh R nabývat hodnot 0 èi 1. Proto¾e v¹ak Fourierova transformaelibovolné funke z L1(R) je spojitou funkí, která se blí¾í 0 v nekoneènu, musí být ê = 0 na R.Odtud ov¹em plyne, ¾e e = 0 skoro v¹ude (zobrazení h 7→ ĥ je prosté), o¾ vede k smì¹némuzávìru, ¾e by prostor L1(R) obsahoval pouze funke skoro v¹ude rovné 0.*6.6. Poznámka. I kdy¾ Banahova algebra L1(R) nemá jednotku, má alespoò tak zvané aproximativní jednotky.Tím rozumíme ka¾dou posloupnost funkí {en} ⊂ L1(R) s vlastností ‖en ∗ f − f‖ → 0 pro libovolnou f ∈ L1(R).Dùkaz tohoto tvrzení lze nalézt v [LM℄, vìta 31.3.*6.7. Komutant, bikomutant a støed algebry. Pro libovolnou algebru A de�nujme násle-dujíí èistì algebraiké pojmy. Pro E ⊂ A polo¾me Ec := {a ∈ A : xa = ax pro ka¾dé x ∈ A}.Mno¾inu Ec nazýváme komutantem E. Støed algebry A je de�nován jako komutant Ac a biko-mutant Ecc mno¾iny E jako (Ec)c.Dokazujte sami následujíí jednoduhá tvrzení, která vyslovíme pro pøípad Banahovy algebry
A. Mnohá z nih v¹ak platí i pro èistì algebraiký kontext pouhé algebry.(a) Komutant Ec je v¾dy uzavøenou podalgebrou A. Má-li A jednotku e, je e ∈ Ec. Dále E ⊂ Ecca Ec = (Ecc)c = (Ec)cc.(b) Prvky mno¾iny E navzájem komutují, právì kdy¾ E ⊂ Ec, a to je v pøípadì, právì kdy¾ Eccje komutativní.() Komutují-li prvky E, je Ecc komutativní podalgebrou A a E ⊂ Ecc ⊂ Ec. Støed algebry jev¾dy komutativní podalgebrou A.(d) Neh» e je jednotka A. Jestli¾e prvky E spolu komutují a x ∈ Ecc, potom σA(x) = σEcc(x)(zde σB(x) znaèí spektrum prvku x vzhledem k algebøe B).Návod . Pro rezolventní mno¾iny zøejmì platí ̺Ecc ⊂ ̺A. Neh» λ ∈ ̺A(x). Oznaème y = λe− x.Podle pøedpokladù je y ∈ Ecc a existuje inverze y−1 k y v A. Uká¾eme, ¾e y−1 ∈ Ecc. Volmetedy a ∈ Ec. Proto¾e ay = ya, dostáváme vynásobením této rovnosti prvkem y−1 zprava a zlevatou¾enou rovnost y−1a = ay−1. ♣*6.8. Spektrum vùèi podalgebøe. Neh» A je Banahova algebra, B její podalgebra. Zajímánás, jaký je vztah spekter prvkù, uva¾ujeme-li je vzhledem k algebøe A èi B. O tom, ¾e se tatospektra nemusí shodovat, svìdèí následujíí protipøíklad.(a) Pøíklad. Obvykle se uvádí tento klasiký pøíklad. Neh» T := {z ∈ C : |z| = 1}. Uva¾ujmeBanahovu algebru C(T) jako A a za B vezmìme restrike funkí z diskové algebry A(�) na T.Je-li f : z → z identita na T, je σA(f) = T, zatímo σB(f) = �.Zde je jiný pøíklad. Uva¾ujme Banahovu algebru A = l1(Z) a její podalgebru

B := {{xn} ∈ A : xn = 0 pro v¹ehna n < 0} .Je-li z := {zn}, kde z1 = 1 a zn = 0 pro v¹ehna ostatní n, je σB(z) 6= σA(z).(b) ©ilovova vìta. Neh» B je uzavøená podalgebra Banahovy algebry A. Pøedpokládejme, ¾e
A i B mají stejnou jednotku a x ∈ B. Potom

σA(x) ⊂ σB(x) a ∂σB(x) ⊂ ∂σA(x) .Netøeba øíkat, ¾e σA(x) znaèí spektrum prvku x vzhledem k algebøe A a ∂ znamená symbol pro hranii.Návod . První inkluze je zøejmá, invertibilní prvek B je i invertibilním prvkem A. Vzhledemk tomu staèí nyní ukázat, ¾e ∂σB(x) ⊂ σA(x). Neh» tedy λ ∈ ∂σB(x) ⊂ σB(x). Existují tedy
λn ∈ ̺B(x) tak, ¾e λn → λ. Pøedpokládejme, ¾e λ ∈ ̺A(x). To znamená, ¾e existuje jeho inverze(v A) (x − λe)−1. Uká¾eme-li, ¾e (x − λe)−1 le¾í v B, dostaneme spor, nebo» v tom pøípadì bybylo λ ∈ ̺B(x). Proto¾e v¹ak λn → λ, je x − λne → x − λe a ze spojitosti zobrazení a → a−1(vìta 6.10) ihned dostáváme (x− λne)−1 → (x− λe)−1. Proto¾e ale B je uzavøená podalgebra a(x− λne)−1 ∈ B, je i (x− λe)−1 ∈ B. ♣



*6. Banahovy algebry 223() Dùsledek. Neh» opìt B je uzavøená podalgebra Banahovy algebry A a x ∈ B. Jestli¾erezolventa ̺A(x) je souvislá anebo spektrum σB(x) je øídká mno¾ina, potom je σB(x) = σA(x).Speiálnì, jestli¾e σB(x) ⊂ R, je σB(x) = σA(x).Návod . Staèí ukázat, ¾e σB(x) ∩ ̺A(x) = ∅. Je-li ov¹em λ ∈ σB(x) ∩ ̺A(x), existuje obloukspojujíí λ s ∞ a le¾íí elý v ̺A(x). Odtud plyne, ¾e ∂σB(x) ∩ ̺A(x) 6= ∅, o¾ odporuje tvrzení©ilovovy vìty.Je-li σB(x) øídká (uzavøená) mno¾ina, je σB(x) = ∂σB(x) ⊂ ∂σA(x) ⊂ σA(x) ⊂ σB(x).Poslední dodatek snad ji¾ doká¾e ka¾dý. ♣Poznámka. Tvrzení dùsledku () se lekdy dokazují z t.zv. abstraktní Rungeho vìty. Její dùkaz lze vést podobnìjako dùkaz klasiké Rungeho vìty naznaèený v Appendixu. Proto¾e i klasiká Rungeho vìta je dùsledkem jejíabstraktní verze, vyslovme tuto na tomto místì.(d) Abstraktní Rungeho vìta. Neh» B je uzavøená podagebra Banahovy algebry A majíí stejnou jednotku a
x ∈ B. Neh» mno¾ina 
 ⊂ ̺A(x) má následujíí vlastnosti:(a) je-li S omezená komponenta ̺A(x), je 
 ∩ S 6= ∅,(b) je-li λ ∈ 
, je (x− λe)−1 ∈ B.Potom σB(x) = σA(x).Ne¾ vyslovíme dal¹í tvrzení, øeknìme si, ¾e C∗-podalgebrou C∗-algebry A rozumíme její uza-vøenou podalgebru, která je také uzavøena na tvoøení involue (z A) a která má stejnou jednotkujako A.(e) Vìta. Neh» B je C∗-podalgebra C∗-algebry A a x ∈ B. Potom σB(x) = σA(x).Dùkaz. Z pøede¹lého víme, ¾e σA(x) ⊂ σB(x). Neh» prvek z ∈ B je invertibilní v A. Staèí ukázat,¾e jeho inverze z−1 le¾í v B. Lehko zjistíme, ¾e i z∗ je invertibilní v A (jeho inverzí je (z−1)∗).Tudí¾ i z∗z je invertibilní. Proto¾e z∗z je evidentnì hermiteovský prvek, je σA(z∗z) ⊂ R podlevièení 7.23.d. Podle dùsledku () je σB(z∗z) = σA(z∗z). Tudí¾ 0 /∈ σB(z∗z), jinými slovy prvek
z∗z má inverzi (z ∗ z)−1 = z−1(z∗)−1 v B. Potom ov¹em z−1 = z−1((z∗)−1z∗) = (z∗z)−1z∗ ∈ B(nezapomeòte, ¾e podle vý¹e uvedené de�nie je z∗ ∈ B).(f) Speiální dùsledek. Neh» A je C∗-algebra s jednotkou e a x ∈ A její normální prvek.Jestli¾e B je C∗-podalgebra algebry A obsahujíí prvky e a x, potom σB(x) = σA(x).Dùkaz. Tvrzení je samozøejmým dùsledkem (e). Poznamenejme jenom, ¾e existují doela elemen-tární dùkazy tohoto dùsledku, které nemusejí vyu¾ívat elou ma¹inerii tohoto odstave.*6.9. Vlastnosti spektrální funke. Neh» A je Banahova algebra. Zobrazení r : x 7→ r(x),které ka¾dému prvku x ∈ A pøiøadí jeho spektrální polomìr r(x), budeme nazývat spektrálnífunkí . Víme ji¾, ¾e r(x) ≤ ‖x‖ pro ka¾dé x ∈ A, pøièem¾ rovnost nastat nemusí. Uká¾eme teïna nìkteré dal¹í vlastnosti spektrální funke. Pro potøeby snadnìj¹í formulae øekneme, ¾e p jepøípustná norma na A, jestli¾e (A, p) je Banahova algebra (a tedy té¾ p(e) = 1).(a) Vìta. Pro spektrální polomìr prvku x Banahovy algebry A platí

r(x) = inf{p(x) : p je ekvivalentní pøípustná norma na A
}
.Návod . Jak jsme poznamenali, r(x) ≤ p(x), pokud (A, p) tvoøí Banahovu algebru.Pro dùkaz opaèné nerovnosti uva¾ujme zpoèátku Banahovu algebru L(X) operátorù na Ba-nahovì prostoru X . Volme T ∈ L(X) a ε > 0. S odkazem na Beurlingùv vzoreèek najdìmetakové n, aby platilo α := r(T ) + ε ≥ ‖T n+1‖ 1

n+1 . Polo¾íme-li
|||x||| := αn‖x‖ + αn−1‖Tx‖ + · · · + ‖T nx‖ pro x ∈ X ,ovìøíme, ¾e |||.||| je ekvivalentní norma na X . Potom norma |||L||| := sup{|||Lx||| : |||x||| ≤ 1}de�novaná pro L ∈ L(X) je ekvivalentní pøípustná norma na L(X). Speiálnì, pro ná¹ operátor

T máme r(T ) ≤ |||T ||| ≤ α = r(T ) + ε.Je-li nyní A libovolná Banahova algebra, vnoøíme A do L(A) podle *6.2 a pou¾ijeme právìdokázané na X = A a T = La.



224 Poznámky, doplòky, vièeníJiný návod. Zaènìme s jednoduhým lemmatem: Neh» S je omezená semigrupa prvkù Banahovy algebry A(majíí jednotku e). Potom na A existuje ekvivalentní pøípustná norma p tak, ¾e p(e) = 1 a p ≤ 1 na S.(S tvoøí semigrupu, jestli¾e xy ∈ S pro kterékoliv dva prvky x, y ∈ S.)Lze pøedpokládat, ¾e e ∈ S (jinak k S jednotku e prostì pøidáme). Neh» ‖s‖ ≤ K pro v¹ehna s ∈ S. Polo¾me
q : a 7→ sup˘

‖sa‖ : s ∈ S
¯
, a ∈ A .Potom q(a) ≤ K ‖a‖ a jeliko¾ e ∈ S, je ‖a‖ ≤ q(a). Dále máme

q(ab) = sup˘
‖sab‖ : s ∈ S

¯
≤ q(a) ‖b‖ ≤ q(a) q(b) ,a proto¾e ostatní vlastnosti normy q oèividnì splòuje, je q ekvivalentní pøípustná norma na A. Polo¾íme-li nyní

p : a 7→ sup˘
q(ax) : x ∈ A , q(x) ≤ 1¯ pro a ∈ A ,má p v¹ehny po¾adované vlastnosti.A nyní k vlastnímu dùkazu. Beurlingùv vzoreèek nám øíká, ¾e r(x) ≤ p(x) pro ka¾dou pøípustnou normu na

A. Staèí tedy ukázat, ¾e pokud r(x) < 1, existuje pøípustná norma p tak, ¾e p(x) ≤ 1. Ale to je snadné. V tompøípadì je toti¾ mno¾ina {xn : n ∈ N} omezená semigrupa v A a staèí pou¾ít právì dokázané lemma. ♣(b) Poznámky. (b1) Uvedeného in�ma se nemusí nabývat. Staèí si vzpomenout na pøípad (nilpotentního) Vol-terrova integrálního operátoru z 2.49.b.(b2) Uvedené tvrzení dokázali H.F. Bohnenblust a S. Karlin [1955℄. S jinou my¹lenkou dùkazu se lze setkatv W. _Zelazko [*1973℄.() Vìtièka. Buïte x, y prvky Banahovy algebry A. Potom r(xy) = r(yx) a r(xk) = [r(x)℄k .Návod . Pou¾ijte Beurlingùv vzoreèek a tvrzení, ¾e λk ∈ σ(xk) pokud λ ∈ σ(x). ♣(d) Vìta. Jestli¾e prvky x a y Banahovy algebry A komutují, potom
r(xy) ≤ r(x)r(y) a r(x + y) ≤ r(x) + r(y) .Návod . Proto¾e (xy)n = xn yn pro ka¾dé n, dostáváme pou¾itím Beurlingova vzoreèku a odhadu

‖(xy)n‖ ≤ ‖xn‖ ‖yn‖ ihned první tvrzení. Rovnì¾ tak druhé tvrzení lze získat pomoí Beurlingovavzoreèku. Zdaleka to v¹ak ji¾ není snadné. Jak poznamenává P. Halmos v [*1982℄, vy¾aduje toponìkud peèlivou a èipernou prái s nerovnostmi. O tom se lze pøesvìdèit v B. Aupetit [*1991℄,Cor. 3.2.10.Podejme jiný návod. Volme ε > 0 a polo¾me
u := x

r(x) + ε
, v := y

r(y) + ε
.Potom r(u) < 1, r(v) < 1, a proto¾e uv = vu, je S := {
un, vk, unvk : n, k ∈ N} omezenásemigrupa. Podle (a) existuje ekvivalentní pøípustná norma p na A tak, ¾e p(u) ≤ 1 a p(v) ≤ 1.Potom

r(x + y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ≤ r(x) + ε+ r(y) + ε .Touto metodou byhom také mohli odùvodnit i první nerovnost.A je¹tì jiný návod do tøetie. Co kdybyhom zkusili pou¾ít Gelfandovu transformai, speiálnìtvrzení z 7.9.? (Kde ale vzít tam pøedpokládanou komutativní Banahovu algebru?) ♣(e) Spojitost spektrální funke. Neh» A je Banahova algebra. Potom spektrální funke
r : x 7→ r(x) : A → R je shora polospojitá, ale obenì nemusí být spojitá.Je-li A komutativní, je spektrální funke r spojitá.Návod . Pro dùkaz polospojitosti shora spektrální funke mù¾ete pou¾ít Beurlingùv vzoreèek vetvaru r(x) = inf{ n

√
‖xn‖ : n ∈ N}.Protipøíklad je pomìrnì obtí¾ný. Kakutaniho pøíklad, který nebyl nikdy publikován, je uvedenv C. Rikart [*1960℄. Sestává v sestrojení posloupnosti nilpotentníh operátorù konvergujííhk operátoru s kladným spektrálním polomìrem.Neh» A je komutativní. Spojitost spektrální funke r mù¾ete odùvodnit tøeba takto: Pokudprvky x, y Banahovy algebry komutují, je podle (d) r(x + y) ≤ r(x) + r(y), odkud plyne, ¾e∣∣r(x) − r(y)∣∣ ≤ r(x− y) ≤ ‖x− y‖. Anebo jinak. Je-li A komutativní, je r(x) = ‖x̂‖, kde x̂ znaèíGelfandovu transformai prvku x. ♣



*6. Banahovy algebry 225(f) Poznámka. Spektrální funke mù¾e být spojitá i v jinýh situaíh. Kupøíkladu v pøípadì Banahovy algebry
C(K) spojitýh (komplexníh) funkí na kompaktu K. Øada postaèujííh podmínek pro spojitost souvisí s topolo-gikými vlastnostmi spektra, zejména s jeho totální nesouvislostí. Zájeme mohu odkázat na práe J.D. Newburgh[1951℄, G.J. Murphy [1981℄, J.B. Conway and B.B. Morrel [1979℄ èi na sérii praí Laury Burlando kulminujíí jejímpøehledným èlánkem [1994℄.*6.10. Podílová algebra. Ideálem v algebøe A rozumíme takový vektorový podprostor I ⊂ A,pro nìj¾ AIA ⊂ I.Ka¾dá algebra v¾dy obsahuje triviální ideály {0} a A.Je-li I ideál v algebøe A, je faktorový prostor A/I (viz A.3 v Appendixu) algebra, de�nujeme-linásobení tøíd vztahem (x+ I)(y + I) := xy + I .*6.11. Podílová Banahova algebra. Je-li I vlastní uzavøený ideál v Banahovì algebøe A,je Banahùv prostor A/I sestrojený v *1.11 Banahovou algebrou, de�nujeme-li souèin jako vý¹ev *6.10. Pøipomeneme-li, ¾e norma v A/I se de�nuje pøedpisem

‖x+ I‖ = inf{‖x+ u‖ : u ∈ I
}
,a ¾e

∥∥(x+ I)(y + I)∥∥ ≤ ‖xy + xv + uy + uv‖ = ∥∥(x+ u)(y + v)∥∥ ≤ ‖x+ u‖ ‖y + v‖ pro u, v ∈ I(nezapomeòte, ¾e xv + uy + uv ∈ I), není tì¾ké toto tvrzení øádnì odùvodnit.Jednotkou Banahovy algebry A/I je samozøejmì prvek (e + I) (pøedpokládáme, ¾e e jejednotka A a ‖e‖ = 1). Proto¾e ‖e + I‖ = inf {‖e+ u‖ : u ∈ I}, musí být ‖e + I‖ = 1. Pokudtoti¾ ‖e + u‖ = ‖e − (−u)‖ < 1, je u invertibilní element A. A ¾ádný (vlastní) ideál nemù¾eobsahovat invertibilní prvky.Poznámka. Banahova algebra A/I mù¾e mít jednotku, i kdy¾ ji pùvodní Banahova algebra A nemá. Podíváme-lise na pøíklad Banahovy algebry C0(R) z pøíkladu *14.17 (násobení funkí je samozøejmì bodové), nemá tatoBanahova algebra jednotku. Mno¾ina funkí I := {f ∈ C0(R) : f = 0 na intervalu [−1, 1℄} je ideálem v C0(R).Prvek h+ I, kde h ∈ C0(R) je taková funke, ¾e h = 1 na [−1, 1℄, je jednotkou v C0(R)/I.Uvedeme dùle¾ité pøíklady.Pøíklady. (a) Prostor v¹eh kompaktníh operátorù Lc(X) na Banahovì prostoru X tvoøíuzavøený ideál v Banahovì algebøe L(X) (podívej se na 2.48.b). Podílová algebra L(X)/Lc(X)se nazývá Calkinovou algebrou.Poznámka. Upozornìme pøi této pøíle¾itosti, ¾e prostor Lc(H) v¹eh kompaktníh operátorù na separabilnímHilbertovì prostoru H je jediným (netriviálním) uzavøeným ideálem v L(H). Volíme-li toti¾ libovolný harakter
ξ na L(H), je ker ξ = Lc(H). Dùkaz tohoto tvrzení lze nalézt kupøíkladu v B. Beauzamy [*1988℄, kap. VI, Ex. 10èi v D. Werner [*1995℄, Satz VII.1.23. V prostoreh operátorù na neseparabilníh Hilbertovýh prostoreh existujíi dal¹í uzavøené netriviální ideály, tøeba ideál v¹eh operátorù majííh separabilní obor hodnot. Pokud byhomuva¾ovali prostor operátorù L(X) na separabilním Banahovì prostoru X, je toho známo pomìrnì málo. Av¹akprostor kompaktníh operátorù je opìt jediným netriviálním uzavøeným ideálem v L(X), je-li X = c0 èi X = lppro p ∈ [1,∞).(b) Neh» C(K) je Banahova algebra v¹eh spojitýh funkí na kompaktu K. Jestli¾e F ⊂ K jeuzavøená mno¾ina, je JF := {f ∈ C(K) : f = 0 na F} uzavøený ideál.Naopak, je-li J uzavøený ideál v C(K), existuje právì jedna uzavøená mno¾ina F v K tak, ¾e
J = JF . To he pøei jen odùvodnìní. Polo¾me tedy

F := {x ∈ K : f(x) = 0 pro ka¾dou funki f ∈ J
}
.Mno¾ina F je zjevnì uzavøená a J ⊂ JF . Zvolme nyní f ∈ JF . Rozli¹ením pøípadù x ∈ F a

x ∈ K\F si ujasníme, ¾e ke ka¾dému x ∈ K existuje funke fx ∈ J tak, ¾e fx(x) = f(x). V prvnímpøípadì staèí volit fx = 0, v druhém pøípadì existuje gx ∈ J tak, ¾e gx(x) 6= 0 (v komplexnímpøípadì Re gx(x) 6= 0). Staèí pak vzít za fx vhodný násobek funke gx. Volme je¹tì n ∈ N a



226 Poznámky, doplòky, vièenípolo¾me U(x) := {
y ∈ K : |f(y) − fx(y)| < 1

n

}. Kompaktnost K nám zaruèí existeni takovýh
x1, . . . , xk ∈ K, ¾e K ⊂ U(x1)∪· · ·∪U(xk). Neh» {ϕ1, . . . , ϕk} ⊂ C(K) jsou funke s vlastnostmi0 ≤ ϕj ≤ 1 , ϕj = 0 na K \ U(xj) pro ka¾dé j = 1, . . . , k a k∑

j=1 ϕj = 1(funke {ϕ1, . . . , ϕk} tvoøí tak zvaný rozklad jednotky pøíslu¹ný pokrytí U(x1), . . . , U(xk); jehoexisteni lze dokázat v na¹em pøípadì indukí, v obené situai se dùkaz opírá o Tietze-Urysoh-novu vìtu B.14). Je-li ϕ := ϕ1fx1 + · · ·+ϕkfxk
, je ϕ ∈ J , nebo» J tvoøí ideál. Odhadem platnýmpro ka¾dé x ∈ K

|ϕ(x) − f(x)| ≤ k∑

j=1 ϕj(x)|fxj
(x) − f(x)| ≤ 1

n

k∑

j=1 ϕj(x) = 1
nzjistíme, ¾e ‖ϕ − f‖ ≤ 1

n . Na¹li jsme tedy posloupnost funkí z J konvergujíí stejnomìrnì k fna K. Proto¾e ideál J je uzavøený, je f ∈ J .Pokud jde o jednoznaènost, pøedpokládejme, ¾e JF = JH aèkoliv F 6= H . Neh» tøeba x ∈
F \H . Najdìme funki g ∈ C(K) tak, aby g(x) = 1 a g = 0 na H . Taková funke urèitì existuje(kompakt K je úplnì regulární). Potom ov¹em g ∈ JH \ JF .() Neh» A je komutativní Banahova algebra. Mno¾ina v¹eh nilpotentníh prvkù A tvoøí ideála mno¾ina v¹eh kvazinilpotentníh prvkù pak uzavøený ideál v A.(d) Uva¾ujme nyní komutativní Banahovu algebru A. Mno¾ina RadA := {x ∈ A : r(x) = 0},o¾ je tedy mno¾ina v¹eh nilpotentníh prvkù A, se nazývá radikálem algebry A. Odká¾eme-lina vièení 6.25.e a (tøeba) *6.9.e, vidíme, ¾e RadA je uzavøený ideál.S tímto pojmem, dokone v obenìj¹í podobì, se mù¾eme setkat je¹tì v souvislosti s Gelfan-dovou reprezentaí v *7.7.*6.12. Exponeniála v algebøe. Neh» A je Banahova algebra (s jednotkou e). Pro a ∈ Apolo¾te exp a = ∞∑

n=0 ann! .(a) Cvièení. Následujíí jednoduhá tvrzení byste mohli sami dokazovat.(a1) Uka¾te, ¾e uvedená øada konverguje v A.(a2) Jestli¾e prvky a, b ∈ A komutují, potom exp(a+ b) = exp a exp b.(a3) Je-li a ∈ A, potom prvek exp a je v¾dy invertibilní a (exp a)−1 = exp(−a).(b) Problémky. I následujíí otázky byste mohli sami zodpovìdìt.(b1) Je zobrazení a 7→ exp a spojité?(b2) Domníváte se, ¾e ka¾dý invertibilní prvek A má tvar expa?() "Logaritmus\. Jistì nejste tak naivní, abyste dali pozitivní odpovìï na otázku v (b2). Tampolo¾enou otázku lze pøeformulovat také tak, jak vypadá mno¾ina R(exp) := {exp a : a ∈ A},jinými slovy, zda-li obor hodnot R(exp) splývá s mno¾inou U v¹eh invertibilníh prvkù A.Pokud by prvek y le¾el v R(exp), existovalo by a ∈ A tak, ¾e y = exp a a mohli byhom tentoprvek nazvat "logaritmem\ a (zøejmì byhom mìli i dal¹í problém s jednoznaèností).Podíváme-li se na nejjednodu¹¹í pøíklad, kdy za A vezmeme R, vidíme, ¾e R(exp) = (0,∞).A interval (0,∞) je nejvìt¹ím podintervalem v R obsa¾ený v mno¾inì R \ {0} a obsahujííjednotku 1. Tento pøíklad nás povede k následujíím tvrzením. První je opìt lehkým vièením,druhé pohází od E.R. Lorha [1943℄. Je¹tì v¹ak zade�nujmeexpA := {exp a1 . . . an : a1, . . . , an ∈ A} .I kdy¾ tedy v obenýh Banahovýh algebráh je obtí¾né popsat obor hodnot R(exp) exponen-iální funke, mno¾inu expA nám Lorhova vìta urèí pøesnì.



*7. Gelfandova reprezentae 227(d) Vìtièka. Je-li ‖y − e‖ < 1, potom y ∈ R(exp).Návod . Polo¾te a := ∞∑
n=1 1

n (e− y)n. Uka¾te, ¾e tato øada konverguje absolutnì a ¾e expa = y. ♣(e) Lorhova vìta. Neh» A je Banahova algebra a Ue ⊂ A je (souvislá) komponenta mno-¾iny U v¹eh invertibilníh prvkù A obsahujíí jednotku e. Potom expA = Ue.Návod . Je vesmìs jasné, ¾e expA ⊂ Ue. Pou¾itím tvrzení z (d) se dále uká¾e, ¾e expA je otevøenápodmno¾ina Ue. Proto¾e expA je souèasnì i uzavøená podmno¾ina Ue (opìt lze vyu¾ít vìtièku(d)) a Ue je souvislá mno¾ina, musí být expA = Ue. ♣(f) Trohu topologie a algebry. Proto¾e Banahova algebra A tvoøí lokálnì souvislý prostor (odùvodnìte, proèka¾dý bod má bázi tvoøenou souvislými mno¾inami) a U je otevøená podmno¾ina A, je i komponenta Ue otevøenáv A. Dále víme, ¾e Ue tvoøí grupu, tudí¾ Ue je její otevøená a uzavøená normální podgrupa.*6.13. Závìreèné poznámky. Vzore v 6.23 pro výpoèet spektrálního polomìru dokázal pro pøípad speiálníhBanahovýh algeber A. Beurling [1938℄. Dùkaz v obeném pøípadì podal I.M. Gelfand v [1941℄, proto vzoreèekbývá nìkdy nazýván Beurling-Gelfandovým. My¹lenka dùkazu v 6.23 nále¾í C.E. Rikartovi [1958℄.*7. Gelfandova reprezentaeV elé kapitole povìt¹inou pøedpokládáme, ¾e A je Banahova algebra s jednotkou e a ‖e‖ = 1.*7.1. Ideály v Banahovýh algebráh. Pøipomeòme, ¾e vektorový podprostor I Banahovyalgebry A je ideál , jestli¾e AIA ⊂ I. Ideál I nazveme vlastním, jestli¾e I 6= A.Podotknìme, ¾e pokud ideál I obsahuje jednotku, potom ji¾ I = A. Odtud mimo jiné plyne,¾e vlastní ideál nemù¾e obsahovat ¾ádný invertibilní prvek.Ideál I ⊂ A nazveme maximálním, jestli¾e I je vlastní a neexistuje ¾ádný vlastní ideál J 6= I,
I ⊂ J ⊂ A.*7.2. Vìta. Ka¾dý vlastní ideál je obsa¾en v nìjakém maximálním ideálu. Maximální ideályjsou uzavøené.Dùkaz. Pro dùkaz prvního tvrzení pou¾ijeme Zornovo lemma. Neh» I je vlastní ideál a E soustavav¹eh vlastníh ideálù obsahujííh I, kterou uspoøádáme pomoí inkluze. Je-li A ⊂ E øetìze,bude J := ⋃{I : I ∈ A} urèitì ideál (vyu¾ijeme toho, ¾e libovolné dva prvky z A lze porovnat),který bude majorantou A. Zbývá si uvìdomit, ¾e ideál J je vlastní. To ale plyne z toho, ¾ejednotka e není prvkem ¾ádného ideálu z A, tudí¾ e ∈ A \ J .K dùkazu druhého tvrzení pøedpokládejme, ¾e I je vlastní ideál. Staèí si rozmyslet, ¾e uzávìrideálu je ideál (to je vidìt témìø ihned) a ¾e I je vlastní ideál (proto¾e mno¾ina invertibilníhprvkù A je otevøená a disjunktní s I, musí být disjunktní i s I). Je-li tedy I maximální ideál,musí být I = I, nebo» podle pøedhozího je I vlastní ideál obsahujíí I.*7.3. Poznámka. Existene jednotky v A byla podstatná v dùkazu poslední vìty. Kupøíkladu prostor CK(R)v¹eh spojitýh funkí na R s kompaktním nosièem je hustým ideálem v Banahovì algebøe C0(R) (viz pøíklad*14.17).*7.4. Pøíklad. Jako ilustrai se vra»me k pøíkladu Banahovy algebry C(K) spojitýh funkína kompaktu K. V *6.11 jsme harakterizovali v¹ehny (uzavøené) ideály v C(K). Oznaèíme-li
Ia = {f ∈ C(K) : f(a) = 0} pro a ∈ K, je Ia maximální ideál v C(K). Víme-li ji¾ podleposlední vìty, ¾e maximální ideály jsou uzavøené, není tì¾ké si rozmyslet, ¾e ka¾dý maximálníideál v C(K) je tohoto tvaru. Tudí¾ maximální ideály v C(K) a prvky kompaktu K si navzájemvzájemnì jednoznaènì odpovídají.*7.5. Charaktery a maximální ideály. Buï A komutativní Banahova algebra, M ⊂ A.Potom M je maximální ideál, právì kdy¾ existuje harakter χ ∈ 
(A) tak, ¾e M = {x ∈ A :
χ(x) = 0}. Pøitom zobrazení χ 7→ kerχ je prosté.



228 Poznámky, doplòky, vièeníDùkaz. Neh» χ je harakter. Zøejmì kerχ je ideál. Proto¾e kodimenze kerχ je 1 (je-li χ nenulovýlineární funkionál, je odim kerχ = 1, podívejte se tøeba na A.4), musí být ideál kerχ maximální.Pro dùkaz opaèné implikae pøedpokládejme, ¾e I je maximální ideál v A. Proto¾e podlepøedhozí vìty je I uzavøený, je A/I Banahova algebra s jednotkou e + I. Uká¾eme-li, ¾e A/Itvoøí dokone tìleso, bude podle Gelfand-Mazurovy vìty 6.19 existovat izomorfní zobrazení �tìlesa A/I na tìleso komplexníh èísel C. Oznaèíme-li je¹tì π kanoniké zobrazení A na A/I,bude χ := � ◦ π evidentnì harakter a I = kerχ.Dokazujme tedy, ¾e A/I je tìleso. Oznaèíme-li opìt π : A → A/I kanoniké zobrazení, je
π−1(J) ideál v A obsahujíí I, kdykoliv J je ideál v A/I. Z maximality I plyne, ¾e pak nutnì
π−1(J) = I anebo π−1(J) = A. Tudí¾ J = A/I nebo J = {0}. Buï tedy koneènì π(x) nenulovýprvek A/I. Potom K := π(x)A/I je netriviální ideál v A/I, a podle pøede¹lého musí být K =
A/I. Existuje tedy a ∈ A tak, ¾e π(x)π(a) = π(e). Vidíme, ¾e prvek π(x) má inverzi.Zbývá ukázat, ¾e zobrazení χ 7→ kerχ je prosté. Ale to je ji¾ snadné. Buïte χ1, χ2 haraktery,pro nì¾ kerχ1 = kerχ2. Volíme-li x ∈ A, máme χ2(x − χ2(x)e) = 0, tudí¾ podle pøedpokladu i
χ1(x− χ2(x)e) = 0, odkud plyne χ1(x) = χ2(x).*7.6. Prostor maximálníh ideálù. Oznaème symbolem M(A) prostor v¹eh maximálníhideálù dané komutativní Banahovy algebry A. Podle pøedhozího tvrzení *7.5 existuje vzájemnìjednoznaèné zobrazení mezi M(A) a prostorem 
(A) v¹eh harakterù na A. Pomoí tohotozobrazení a ji¾ zavedené Gelfandovy topologie na 
(A) lze de�novat pøirozeným zpùsobem itopologii na M(A). Samozøejmì, prostory M(A) a 
(A) jsou homeomorfní. Podle vìty 7.6 je pakprostor v¹eh maximálníh ideálù kompaktní v této topologii.Kombinujeme-li výsledky o prostoru harakterù a prostoru maximálníh ideálù v pøípadì Ba-nahovy algebry C(K), dostáváme v tomto speiálním pøípadì, ¾e prostor maximálníh ideálù
M(A) a kompakt K jsou homeomorfní.*7.7. Radikál a polojednoduhé algebry. Pøipomeòme základní pojmy z 7.14 a 7.15. Je-li A komutativní Banahova algebra (s jednotkou), nazýváme radikálem algebry A jádro jejíGelfandovy transformae � : A → C(
(A)), tedyRadA := ker � := ⋂

{kerϕ : ϕ ∈ 
(A)} .V 7.14 jsme si ujasnili, ¾e RadA je tvoøen v¹emi kvazi-nilpotentními prvky A, tudí¾ RadA =
{a ∈ A : r(a) = 0}.Vezmeme-li v potaz *7.5, vidíme, ¾e radikál algebry A je roven té¾ prùniku v¹eh maximálníhideálù v A, tak¾e RadA = ⋂ {M : M ∈ M(A)}.(a) Nekomutativní pøípad. Radikál RadA lze de�novat i pro nekomutativní Banahovy al-gebry. Kupøíkladu jako prùnik v¹eh maximálníh levýh ideálù v A. Co¾ vyjde nastejno jakoprùnik v¹eh maximálníh pravýh ideálù v A. Poslední tvrzení není úplnì samozøejmé a dù-kaz vy¾aduje trohu práe. Jenom je¹tì pøipomeòme, ¾e pod pojmem levý ideál hápeme ka¾dývektorový podprostor I ⊂ A s vlastností ax ∈ I kdykoliv a ∈ A a x ∈ I.Existují rùzné harakteristiky radikálù. Bez dùkazu vyslovme tøeba následujíí tvrzení.(b) Charakteristiky radikálu. Neh» x je prvek Banahovy algebry A. Potom je ekviva-lentní:(i) x ∈ RadA,(ii) prvek e+ xa má inverzi pro ka¾dé a ∈ A,(iii) σ(x+ a) = σ(a) pro v¹ehna a ∈ A.() Polojednoduhé algebry. Banahova algebra A, by» nekomutativní, se nazývá polojedno-duhou, jestli¾e RadA = {0}. Komutativní polojednoduhé Banahovy algebry jsou tedy právìty, pro nì¾ Gelfandova transformae je prostým zobrazením.Kupøíkladu Banahova algebra C(K) z 6.5.b je polojednoduhá. Toté¾ platí i o Banahovìalgebøe l1(Z) z 6.5.d, Cb(T ) v¹eh omezenýh spojitýh funkí na Hausdor�ovì topologikémprostoru T , Wienerovì èi diskové algebøe.Také ka¾dá komutativní C∗-algebra je polojednoduhá.



*7. Gelfandova reprezentae 229Lze ukázat, i kdy¾ to není zrovna úplnì triviální, ¾e (nekomutativní) Banahovy algebry L(X),kde X je Banahùv prostor èi Calkinova algebra L(H)/Lc(H) pro Hilbertùv prostor H , jsoupolojednoduhé.(d) Charakteristiky polojednoduhýh algeber. Neh» A je komutativní Banahova alge-bra. Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) A je polojednoduhá,(ii) jestli¾e x ∈ A a σ(x) = {0}, potom x = 0,(iii) 
(A) oddìluje body A.Návod . Je-li x ∈ A, je r(x) = 0, právì kdy¾ σ(x) = {0}. Tudí¾ (i) a (ii) jsou triviálnì ekvivalentní.Pøedpokládejme, ¾e A je polojednoduhá a x ∈ A, x 6= 0. Potom r(x) = ‖x̂‖ 6= 0. Existuje tedy
χ ∈ 
(A) tak, ¾e χ(x) 6= 0. Na druhé stranì, je-li x ∈ A takové, ¾e x 6= 0 a existuje χ ∈ 
(A))tak, ¾e χ(x) = x̂(χ) 6= 0, je podle 5.15. r(x) 6= 0. Tedy x /∈ RadA, èili A je polojednoduhá.Mù¾ete té¾ porovnat se vièením 7.23.. Tam jsme dokone dokázali, ¾e kdy¾ prostor harakterùoddìluje body A, je A ji¾ komutativní a polojednoduhá. ♣(e) Spektrální norma. Je-li A komutativní Banahova algebra, víme, ¾e r(x) = ‖x̂‖C(
(A)).Tedy zobrazení r : x 7→ r(x) má skoro v¹ehny vlastnosti normy. Nevíme pouze, zda z podmínky
r(x) = 0 plyne x = 0. Aby tomu tak bylo, potøebovali byhom vìdìt, zda x = 0 v pøípadì, kdy
‖x̂‖ = 0. A to je právì v pøípadì, kdy Gelfandova transformae je prosté zobrazení, jinými slovy,pokud A je polojednoduhá.Shròme, je-li A polojednoduhá komutativní Banahova algebra, je zobrazení r : x 7→ r(x)norma na A. Øíkáme jí spektrální norma. Pi¹me také ‖x‖σ místo r(x). Pøipomeòme je¹tì, ¾e
‖x‖σ ≤ ‖x‖ pro ka¾dý prvek x ∈ A.Obenì spektrální norma ‖.‖σ nemusí být na A úplná. Bude tomu v¹ak v pøípadì, kdy pùvodnínorma ‖.‖ a spektrální norma ‖.‖σ budou ekvivalentní. O tom, kdy toto nastane, vypovídánásledujíí vìta.(f) Vìta. Buï A polojednoduhá komutativní Banahova algebra. Následujíí podmínky jsouekvivalentní:(i) ‖.‖ a ‖.‖σ jsou ekvivalentní na A,(ii) existuje K > 0 tak, ¾e ‖x‖2 ≤ K ‖x2‖,(iii) �(A) je uzavøená podalgebra C(
(A)).Návod . Neh» ‖.‖ a ‖.‖σ jsou ekvivalentní. Existuje tedy β > 0 tak, ¾e ‖x‖ ≤ β ‖x‖σ pro ka¾dé
x ∈ A. Podr¾me pevnì x. Potom

‖x‖2 ≤ β2 ‖x‖2σ = β2 ‖x̂‖2 = β2 ‖(x̂)2‖ ≤ β2 ‖x2‖ .Platí-li podmínka (ii), dostáváme opakovaným pou¾itím nerovnost
‖x‖ ≤ K

12+ 14+···+ 12n

∥∥∥x2n
∥∥∥

12n

,odkud pomoí Beurlingova vzoreèku máme ‖x‖ ≤ K ‖x‖σ. Odtud vidíme, ¾e Gelfandova trans-formae je zdola omezená ( 1
K ‖x‖ ≤ ‖x‖σ = r(x) = ‖x̂‖ = ‖�(x)‖) a obdobnì jako v lemmatu 5.2dostáváme, ¾e �(A) je uzavøená podmno¾ina C(
(A)).Koneènì, je-li �(A) uzavøená podmno¾ina C(
(A)), je �(A) Banahùv prostor a na Gelfandovutransformai � mù¾eme pou¾ít dùsledek 4.16 vìty o otevøeném zobrazení. Její inverze �−1 :

C(
(A)) → A je spojitá, existuje tedy C > 0 tak, ¾e ‖x‖ = ‖�−1(x̂)‖ ≤ C ‖x̂‖ = C ‖r(x)‖ =
C ‖x‖σ pro ka¾dé x ∈ A. ♣(g) Poznámka. Z dùkazu pøedhozí vìty vyplývá, ¾e komutativní Banahova algebra A je polojednoduhá a �(A)je uzavøená podalgebra v C(
(A)), právì kdy¾ existuje konstanta K > 0 tak, ¾e ‖x‖2 ≤ K ‖x2‖ pro ka¾dé x ∈ A.Mù¾ete té¾ porovnat se vièením 7.23.e.Polojednoduhé algebry mají øadu zajímavýh vlastností. Uveïme alespoò následujíí.



230 Poznámky, doplòky, vièení(h) Vìta. Neh» A je komutativní Banahova algebra, B polojednoduhá komutativní algebra a
T : A → B homomor�zmus. Potom je T spojitý.Dùkaz. Neh» xn → 0 v A a Txn → z v B a neh» χ ∈ 
(A) je harakter. Potom χ ◦ T jeharakter na B, a tudí¾ podle 7.5 je spojitý. Tak¾e χ(z) = limχ(Txn) = lim(χ◦T )(xn) = 0. Musítedy být z ∈ RadB, a proto¾e algebra B je polojednoduhá, je z = 0. Podle vìty o uzavøenémgrafu je T spojitý.(i) Dùsledek. Je-li (A, ‖.‖1) polojednoduhá komutativní Banahova algebra s jednotkou a ‖.‖2dal¹í norma na A, v ní¾ je A Banahova algebra, jsou ji¾ normy ‖.‖1 a ‖.‖2 ekvivalentní.Návod . Staèí ukázat, ¾e identiké zobrazení id : (A, ‖.‖1) → (A, ‖.‖2) je spojité. K tomu samo-zøejmì pou¾ijte vìtu (h). ♣(j) Dùsledek. Neh» A je polojednoduhá komutativní Banahova algebra s involuí. Potominvolue i : x 7→ x∗ je spojité zobrazení.Návod . Polo¾íme-li η(x) := ‖x∗‖, x ∈ A, je η norma na A. Proto¾e

η(xy) = ‖x∗y∗‖ ≤ ‖x∗‖ ‖y∗‖ = η(x) η(y) a η(e) = ‖e∗‖ = ‖e‖ = 1bude (A, η) Banahova algebra, uká¾eme-li je¹tì, ¾e η je úplná norma. Je-li v¹ak {xn} auhyovskáposloupnost v této normì, je {x∗n} auhyovská posloupnost v A. Existuje tedy z ∈ A tak, ¾e
x∗n → z. Potom samozøejmì η(x∗n − z) = ‖x∗n − z‖ → 0. Podle pøede¹lého dùsledku (i) je ηekvivalentní pùvodní normì. Existuje tedy C > 0 tak, ¾e η(x) = ‖x∗‖ ≤ C‖x‖. To ji¾ staèík dùkazu spojitosti i (involue je "sdru¾enì\-lineární zobrazení). ♣(k) Poznámky. (k1) V C∗-algebráh je samozøejmì involue spojitá. To plyne z rovnosti ‖x‖ = ‖x∗‖.(k2) Uvedená vìta (h) platí s mírnou modi�kaí i pro nekomutativní polojednoduhé Banahovy algebry. Dùkazv¹ak je ji¾ netriviální. Tím pádem platí i oba dùsledky. Vyslovme to jako samostatná tvrzení.(l) Johnsonova vìta. Buïte A,B Banahovy algebry, B polojednoduhá, T : A → B homomor�zmus a TA = B.Potom T je spojité zobrazení.Návod . Vìtu dokázal B.E. Johnson [1967℄, jednoduhý dùkaz podal T.J. Ransford [1989℄. ♣(m) Dùsledek. Je-li (A, ‖.‖1) polojednoduhá Banahova algebra s jednotkou a ‖.‖2 dal¹í norma na A, v ní¾ je
A Banahova algebra, jsou ji¾ normy ‖.‖1 a ‖.‖2 ekvivalentní.(n) Dùsledek. Neh» A je polojednoduhá Banahova algebra s involuí. Potom involue i : x 7→ x∗ je spojitézobrazení.(o) Otevøený problém. Zdá se, ¾e do dne¹ka odolává problém, zda v Johnsonovì vìtì staèí pøedpokládat, ¾e oborhodnot T (A) je hustá podmno¾ina B.*7.8. Jaobsonova topologie. (a) Jako zajímavost uveïme, ¾e do prostoru 
(A) èi M(A) se kromì Gelfandovytopologie zavádí je¹tì dal¹í topologie. Struènì se o ní zmiòme.Buï tedy A opìt komutativní Banahova algebra. Pro libovolné mno¾iny E ⊂ 
(A) a A ⊂ A polo¾mekerE = ˘

x ∈ A : χ(x) = 0 pro v¹ehna χ ∈ E
¯
, hulA = ˘

χ ∈ 
(A) : χ(x) = 0 pro v¹ehna x ∈ A
¯
.Dále pro libovolnou mno¾inu E ⊂ 
(A) neh» ~E := hul(kerE).Mno¾inu F ⊂ 
(A) prohlásíme za uzavøenou, jestli¾e F = ~F . Lze ukázat, ¾e systém v¹eh uzavøenýh mno¾inna 
(A) urèuje skuteènì topologii, které se øíká Jaobsonova topologie na 
(A). Její vztah ke Gelfandovì topologiije obsa¾en v následujíí vìtì, pøidejme v¹ak nejdøíve je¹tì jednu de�nii.(b) Úplnì regulární Banahova algebra. Banahova algebra A se nazve úplnì regulární, nìkteøí autoøi té¾pou¾ívají termínu regulární, jestli¾e ke ka¾dé uzavøené mno¾inì (v Gelfandovì topologii) F ⊂ 
(A) a ka¾démubodu a ∈ 
(A) \ F existuje x ∈ A tak, ¾e

bx(a) = 1 a bx = 0 na F .Jenom pøipomeòme, ¾e topologiký prostor T je úplnì regulární (v topologikém smyslu), jestli¾e ke ka¾dé uzavøenémno¾inì F ⊂ T a ka¾dému a ∈ T \ F existuje spojitá omezená funke f ∈ C(T ) tak, ¾e f(a) = 1 a f = 0 na F .Lze ukázat, ¾e Banahova algebra L1(G) z pøíkladu 6.5.f je úplnì regulární, zatímo disková algebra z 6.5.není.



*8. Spektrální teorie v Hilbertovýh prostoreh 231() Vìta. Buï 
(A) prostor harakterù komutativní Banahovy algebry A. Potom(a) Jaobsonova topologie na 
(A) je slab¹í ne¾ Gelfandova topologie, jednobodové mno¾iny jsou v ní uza-vøené a má-li A jednotku, je kompaktní.(b) Jaobsonova a Gelfandova topologie na 
(A) splývají, právì kdy¾ Banahova algebra A je úplnì regulární.(d) Poznámka. Má-li A jednotku, potom Gelfandova a Jaobsonova topologie splývají, právì kdy¾ Jaobsonovatopologie je Hausdor�ova. To plyne z toho, ¾e prostor harakterù 
(A) je v Gelfandovì topologii kompaktní aHausdor�ùv, Jaobsonova topologie je slab¹í a z vìty B.7. Ale poslední tvrzení, mo¾ná pøekvapivì, platí i proBanahovu algebru A bez jednotky.*7.9. Stone-Èehova kompakti�kae. Jako aplikai Gelfandovy teorie uká¾eme existeniStone-Èehovy kompakti�kae (porovnejte té¾ s velie podobnou my¹lenkou v *15.4).Vìta. Buï T (Hausdor�ùv) úplnì regulární prostor a Cb(T ) C∗-algebra v¹eh omezenýh (kom-plexníh) spojitýh funkí na T opatøená sup-normou, pøirozeným násobením a involuí f 7→ f .Potom prostor harakterù βT := 
(Cb(T )) má následujíí vlastnosti:(a) βT je kompakt v Gelfandovì topologii,(b) existuje homeomorfní vnoøení κ prostoru T na hustou podmno¾inu βT ,() ke ka¾dé funki f ∈ Cb(T ) existuje F ∈ C(βT ) tak, ¾e F |κT = f .Dùkaz. Neh» κ : t 7→ ϕt, kde ϕt(f) = f(t) pro f ∈ Cb(T ). Proto¾e ϕt je harakter na Cb(T ), jepodle *15.3 κ homeomorfním vnoøením T do prostoru harakterù βT .Je-li f ∈ Cb(T ), víme, ¾e Gelfandova transformae f̂ le¾í v C(βT ). Pro t ∈ T , je f̂(κ(t)) =
f̂(ϕt) = ϕt(f) = f(t).Zbývá ukázat, ¾e κT je hustá podmno¾ina βT . Kdyby tomu tak nebylo, existoval by harakter
χ ∈ βT , ε > 0 a f1, . . . , fn ∈ Cb(T ) tak, ¾e okolí χ

{
h ∈ βT : |h(fi) − χ(fi)| < ε : i = 1, . . . , n}je disjunktní s κT . Polo¾íme-li g(t) := n∑

i=1∣∣fi(t) − χ(fi)∣∣2 pro t ∈ T , máme g(t) ≥ ε2 pro ka¾dé
t ∈ T . Tudí¾ g je invertibilní prvek Cb(T ). To je v¹ak ve sporu s vièením 7.23.b1, nebo» χ(g) = 0.*7.10. Závìreèné poznámky. Slavný Gelfandùv a Naimarkùv výsledek je reprodukován v R.S. Doran [*1994℄.V tomto sborníku je i pøíspìvek R.V. Kadisona s detailním modernìj¹ím dùkazem a historikými poznámkami keGelfand-Naimarkovì vìtì.*8. Spektrální teorie v Hilbertovýh prostoreh*8.1. Invariantní podprostory. (a) Zaènìme nejprve s lineární algebrou a struènou zmínkou o dùle-¾itosti invariantníh podprostorù zde. Je-li T lineární operátor, øeknìme na prostoru Rn, M podprostor Rn aRn = M ⊕M⊥, mù¾eme shematiky popsat T jako matii

„
A B
C D

«
,kde A ∈ L(M), B ∈ L(M⊥,M), C ∈ L(M,M⊥) a D ∈ L(M⊥).Je-li M invariantní podprostor operátoru T (to znamená, ¾e TM ⊂ M), je C = 0 a matie T má jednodu¹¹ítvar „

A B0 D

«
.Je¹tì pøíjemnìj¹í je situae, kdy M je dokone redukujíí podprostor T (de�nie øíká, ¾e to je pøípad, kdy Mi M⊥ jsou oba invariantními podprostory, anebo ekvivalentnì, jestli¾e M je invariantní podprostor jak operátoru

T tak i jeho hermiteovsky adjungovaného operátoru T ∗). V tom pøípadì je B = C = 0 a daná matie má tvar
„
A 00 D

«
.Je jasné, ¾e lekteré otázky týkajíí se T se pak dají øe¹it mnohem snadnìji. Staèí se pak zamìøit na operátory Aa D, které¾to operují ji¾ jen na M èi M⊥.Vùbe by ne¹kodilo, kdybyste se podívali na nìjakou publikai z lineární algebry. Tøeba nahlédli do [MZ℄.



232 Poznámky, doplòky, vièení(b) Invariantní podprostory. Neh» T je omezený lineární operátor na Banahovì prostoru
X . Uzavøený lineární podprostor M ⊂⊂ X nazveme T -invariantním podprostorem, jestli¾e
TM ⊂ M . Koleki v¹eh T -invariantníh podprostorù znaème symbolem Inv T . Do prostoruInv T zaveïme uspoøádání pomoí mno¾inové inkluze. De�nujme M1 ≺M2, pokud M1 ⊂M2.V¾dyky {0} a X jsou T -invariantní podprostory, ka¾dý dal¹í T -invariantní podprostor naz-veme netriviálním. Øekneme, ¾e Inv T je netriviální , pokud obsahuje netriviální T -invariantnípodprostor.() Pøíklady. (1) Je-li λ vlastní èíslo operátoru T , potom ker(T − λI) je T -invariantní pod-prostor. Je tento podprostor netriviální?(2) Je-li A = ( 0 1

−1 0) operátor naR2 z pøíkladu 8.28.f, je InvA triviální. Av¹ak libovolný operátor
T ∈ L(Rn), kde n ≥ 3, má ji¾ netriviální T -invariantní podprostor. Rozmyslete si proè.(3) Neh» V : L2([0, 1℄) → L2([0, 1℄) je Volterrùv operátor daný pøedpisem Vf(x) := ∫ x0 f .Uka¾te, ¾e podprostory Vt := {

f ∈ L2([0, 1℄) : f = 0 na intervalu [0, t℄} jsou V-invariantní. Lzedokone dokázat, ¾e InvV = {Vt : t ∈ [0, 1℄} (viz tøeba H. Radjavi and P. Rosenthal [*1973℄, str.68).(4) Je-li R : (x1, x2, . . . ) 7→ (0, x1, x2, . . . ) operátor posunutí na prostoru l2, jsou prostory
Rn := {{xk} : xj = 0 pro j = 1, . . . , n} prvky InvR.(d) Struktura Inv T . Prostor Inv T tvoøí úplný svaz majíí nejvìt¹í a nejmen¹í prvek.Návod . Je-li {Mγ}γ∈� ⊂ Inv T , potom uzavøený lineární obal S := lin(⋃γ∈�Mγ

) a I := ⋂γ∈�Mγjsou prvky Inv T , S = sup{Mγ : γ ∈ �} a I = inf{Mγ : γ ∈ �}. ♣(e) Poznámka. Pøi oznaèení jako vý¹e máme speiálnìsup{M1,M2} = M1 +M2 a inf{M1,M2} = M1 ∩M2 .(f) Problém invariantníh podprostorù. Je-li dán operátor T ∈ L(X), naskýtá se otázka,zda prostor InvT je netriviální. Vidìli jsme v *8.1.2, ¾e v pøípadì reálného prostoru X mù¾e býtInv T = {{0}, X}. Per Eno byl prvním, kdo v roe 1981 poslal k publikai výsledek ukazujíí,¾e Inv T mù¾e obsahovat pouze triviální invariantní podprostory. Jeho práe [1987℄ ov¹em vy¹lamnohem pozdìji. Mezitím C.J. Read [1984℄ sestrojil také protipøíklad a v [1985℄ ukázal dokonepøíklad (omezeného) operátoru T na separabilním Banahovì prostoru l1, který nemá ¾ádné netri-viální T -invariantní podprostory. Zjednodu¹ená konstruke Enoova pøíkladu je v B. Beauzamy[1985℄.Do dne¹ka není známo, zda ka¾dý operátor na reexivním Banahovì prostoru má netriviálníinvariantní podprostor. Pokud vím, dokone to není známo ani pro Hilbertovy prostory.Dal¹ím problémem je úplná harakteristika v¹eh invariantníh podprostorù daného operátoru.Ty se dají popsat v nìkterýh konkrétníh pøípadeh (kupøíkladu v *8.1.3), ale nìkdy harakte-ristika InvT není vùbe známa. Jak uvádí J.B. Conway [*1985℄ na str. 184, v pøípadì operátoru
Tf(z) := zf(z) na prostoru L2(D, λ), kde D := {z ∈ C : |z| < 1} a λ je Lebesgueova míra, jestruktura InvT zatím nejasná.V dal¹ím uká¾eme pøíklady, o se mù¾e stát, upustíme-li od po¾adavku uzavøenosti podpro-storu, omezenosti operátoru èi úplnosti prostoru.(g) Protipøíklady. Existuje pøíklad omezeného operátoru T na (neúplném) separabilnímkomplexním prostoru se skalárním souèinem nemajíí ¾ádný netriviální invariantní podprostor.Staèí uva¾ovat vektorový prostor v¹eh komplexníh polynomù na [0, 1℄ se skalárním souèinem(p, q) := ∫ 10 pq a operátor T : p(t) 7→ tp(t). Pokud by se vám nepodaøilo ovìøit, ¾e toto je hledanýprotipøíklad, mù¾ete se podívat do A. Mukherjea and K. Pothoven [*1986℄.Tam je té¾ uveden pøíklad od H.H. Shaefera [1963℄: Je-li T nenulový lineární operátor navektorovém prostoru W , existuje podprostor A ⊂⊂ W tak, ¾e TA ⊂ A (o uzavøenosti nemásmysl mluvit).Koneènì výsledek A.L. Shieldse [1970℄ ukazuje, ¾e na ka¾dém separabilním nekoneènì dimen-zionálním Hilbertovì prostoru existuje neomezený operátor nemajíí ¾ádné netriviální (uzavøené)invariantní podprostory.



*9. Funkèní kalkulus 233(h) Existene invariantníh podprostorù. Nyní uveïme pozitivní výsledky.Pokud uva¾ovaný Banahùv prostor X je neseparabilní, má ka¾dý operátor T ∈ L(X) ne-triviální invariantní podprostor. Staèí vzít x 6= 0 a uva¾ovat uzavøený lineární podprostor Xgenerovaný mno¾inou {T nx : n = 0, 1, 2, . . .}. Ten je toti¾ separabilní, a tedy vlastní.Ji¾ v roe 1930 ukázal J. von Neumann, ¾e ka¾dý kompaktní operátor na Hilbertovì prostorumá netriviální invariantní podprostor. N. Aronszajn a K.T. Smith [1954℄ dokázali, ¾e pro ka¾dýkompaktní operátor K na Banahovì prostoru je prostor InvK netriviální.Pou¾ívajíe metod nestandardní analýzy A.R. Bernstein and A. Robinson odvodili v [1966℄následujíí výsledek: Je-li T operátor na nekoneènì dimenzionálním Banahovì prostoru, pro nìj¾existuje polynom p tak, ¾e p(T ) je kompaktní, potom T má netriviální invariantní podprostor.Naèe¾ ihned nato podal P.R. Halmos v [1966℄ dùkaz tohoto tvrzení pomoí standardní analýzy.Teprve nedávno se objevil silný výsledek s pomìrnì jednoduhým dùkazem. V.I. Lomonosovv [1973℄ pou¾il Shauderovu vìtu o pevném bodu a dokázal následujíí tvrzení.(i) Lomonosovova vìta. Neh» X je Banahùv prostor nekoneèné dimenze, K kompaktní ope-rátor na X a T ∈ L(X) takový, ¾e TK = KT . Potom existuje T -invariantní podprostor A ⊂ Xs vlastností, ¾e A je B-invariantní pro ka¾dý operátor B na X komutujíí s T .Podprostorùm majííh uvedenou vlastnost se øíká T -hyperinvariantní . Dùkaz této krásné vìtylze nalézt v J.B. Conway [*1985℄, elementárnìj¹í nále¾ejíí M. Hildenovi pak v C. Swartz [*1992℄.Zkuste si rozmyslet, ¾e Bernstein-Robinsonùv výsledek je snadným dùsledkem Lomonosovovyvìty.(j) Poznámka. Z multiplikativní verze spektrální vìty *9.10.g plyne, ¾e ka¾dý normální operátor na Hilbertovìprostoru má netriviální invariantní podprostor.*9. Funkèní kalkulus*9.1. Vlastnosti odmoniny. V následujíí sérii víeménì vièení se seznamte s dal¹ími vlast-nostmi odmonin.(a) Pøedpokládejme, ¾e A je pozitivní operátor na Hilbertovì prostoru. Star¹í konstruke odmo-niny √
A vyu¾ívaly analogie výpoètu druhé odmoniny pomoí binomikého rozvoje. Omezíme-lise na pøípad 0 ≤ A ≤ I (o¾ staèí) a de�nujeme-li rekurentnì

B0 = 0 a Bj+1 := Bj + 12(A−B2
j

)
,je pomìrnì hezké vièení ukázat, ¾e existuje limBj =: B, ¾e B je pozitivní a B2 = A. Mù¾ete sedo toho pustit.Rovnì¾ tak jednoznaènost odmoniny lze dokázat relativnì elementárnì. I o to se mù¾etepokusit sami.(b) Neh» Z je C∗-algebra, x její pozitivní prvek a n pøirozené. Uka¾te, ¾e existuje právì jedenpozitivní prvek h ∈ Z tak, ¾e hn = x. Tento jednoznaènì urèený prvek h znaèíme x 1

n .Návod . Podívejte se na 9.21.b. ♣() Rovnì¾ tak n-tou odmoninu lze získat limitním pøehodem z rekurentní posloupnosti. De�-nujeme-li pro pozitivní operátor A na Hilbertovì prostoru
D0 = 0 a Dj+1 := Dj + 1

n

(
A−Dn

j

)
,je opìt D := limDj pozitivní operátor a Dn = A. Ètenáøi mohu doporuèit èlánek N.M. Rie[1982℄.(d) Naleznìte pøíklad pozitivního operátoru T na Hilbertovì prostoru H a operátoru B ∈ L(H),který není hermiteovský a splòuje rovnost B2 = T .(e) Je-li operátor T ∈ L(H) invertibilní, je invertibilní i √T .Návod . Vyu¾ijte toho, ¾e T √

T = √
T T . Inverzí k √

T je operátor T−1√T . ♣



234 Poznámky, doplòky, vièení(f) Neh» x je prvek C∗-algebry Z, e její jednotka. Uka¾te, ¾e následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) x je pozitivní,(ii) existuje hermiteovský prvek s ∈ Z (ne nutnì jednoznaènì urèený) tak, ¾e s2 = x,(iii) existuje (jednoznaènì urèený) pozitivní prvek h ∈ Z tak, ¾e h2 = x,(iv) existuje a ∈ Z tak, ¾e x = a∗a,(v) x je hermiteovský a ‖λe− x‖ ≤ λ pro v¹ehna λ ≥ ‖x‖,(vi) x je hermiteovský a existuje λ0 ≥ ‖x‖ tak, ¾e ‖λ0e− x‖ ≤ λ0.Návod . Nìo jsme ji¾ dokázali v 9.21.b. Je-li f ∈ C(σ(x)) nezáporná funke, je |f(t)− λ| ≤ λ prov¹ehna t ∈ σ(x) a λ ≥ ‖f‖. Toto vièení není úplnì nejjednodu¹¹í, pokud byste si nebyli s nímshopni poradit, podívejte se do J.B. Conway [*1985℄, Th. 3.6. ♣*9.2. Polární rozklad. Neh» T ∈ L(H) je libovolný operátor na Hilbertovì prostoru H.Potom existuje právì jeden operátor U ∈ L(H) tak, ¾e T = U |T |, kerU = kerT a ‖Ux‖ = ‖x‖pro x ∈ (kerT )⊥.Dùkaz. Je¾to |T | je v¾dy hermiteovský operátor, máme pro libovolné x ∈ H

∥∥ |T |x
∥∥2 = (x, |T |2x) = (x, T ∗Tx) = ‖Tx‖2 .Odtud ihned plyne, ¾e ker |T | = kerT , a tedy i jednoznaènost polárního rozkladu.Je-li y ∈ R|T |, y = |T |x, mù¾eme polo¾it V y := Tx. Potom V : R|T | → RT je izometrie,kterou mù¾eme jednoznaènì roz¹íøit na izometrii U : R|T | → RT . Nyní staèí polo¾it U = 0 na(R|T |)⊥ = ker |T |.*9.3. Poznámky. (a) Operátoru U se nìkdy øíká èásteèná izometrie.(b) Rovnost T = U |T | pøipomíná polární rozklad komplexního èísla: α = eiϕ|α|.*9.4. Spojitost mìøitelného kalkulu. Neh» H je Hilbertùv prostor, A hermiteovský operátor na H a 	 zob-razení prostoru omezenýh borelovskýh funkí na spektru σ(A) do L(H) dané borelovským mìøitelným funkènímkalkulem.V prùbìhu dùkazu vìty 9.29 jsme ukázali, ¾e zobrazení 	 je spojité v následujíím smyslu: Kdykoliv {fn} jeomezená posloupnost v Bb(σ(A)) a fn → f bodovì na σ(A), potom (fn(A)x, y) → (f(A)x, y) pro ka¾dé x, y ∈ H.Podíváme-li se na 14.20., poslední konvergene není ni jiného ne¾ konvergene fn(A) → f(A) ve slabé operátorovétopologii τWOT na prostoru L(H).Pov¹imneme-li si zároveò bodové konvergene omezenýh posloupností na prostoru Bb(σ(A)). Zaènìme ponì-kud obenìji. Je-li K kompakt, je duál (C(K))∗ izometriky-izomorfní prostoru M(K) v¹eh Radonovýh mìr na

K (mù¾ete se vrátit k 2.14.d). Je-li nyní g ∈ Bb(K), je zobrazení �g : µ 7→
R
K
g dµ prvek (M(K))∗ a ‖�g‖ = ‖g‖.V tomto smyslu tedy mù¾eme hápat B(K) jako podprostor (M(K))∗ a lze mluvit o w∗-konvergeni na Bb(K).Je-li {fn} ⊂ Bb(K) omezená posloupnost a f ∈ Bb(K), je fn → f bodovì na K, právì kdy¾ fn w∗

→ f .Dostáváme tedy tvrzení, ¾e zobrazení 	 : Bb(σ(A)) → L(H) je (sekveniálnì) spojité, uva¾ujeme-li na prvnímprostoru w∗-topologii a na druhém slabou operátorovou topologii.Lze v¹ak tvrdit mnohem víe. Je-li {fn} omezená posloupnost v Bb(σ(A)) konvergujíí bodovì k funki f na
σ(A), potom fn(A)x → f(A)x pro ka¾dé x ∈ H. Poslední konvergene je konvergení v tak zvané silné operátorovétopologii τSOT prostoru L(H) zavedené takté¾ v 14.20.. Naznaème my¹lenku, proè tomu tak je. Mìjme tedy na¹iposloupnost {fn} a x ∈ H. Pøedev¹ím si vzpomeneme, jak vypadá slabá konvergene v Hilbertovýh prostoreh(pokud ne, naklédneme do *3.1.l). Tím dostaneme podle pøede¹lého, ¾e fn(A)x w→ f(A)x. Dále pou¾ijeme opìt ji¾dokázané o slabé operátorové topologii tentokráte na posloupnost {fnfn}. Máme tedy

‖fn(A)x‖2 = `
fn(A)x, fn(A)x´ = `(fn(A))∗ fn(A)x, x´ = `(fnfn)(A)x, x´

→
`(ff)(A)x, x´ = ‚‚f(A)x‚‚2 .Vidíme, ¾e ‖fn(A)x‖ → ‖f(A)x‖. A proto¾e praujeme v Hilbertovýh prostoreh, dostáváme odtud fn(A)x →

f(A)x podle 3.14.l.*9.5. Spektrální míry. Neh» K je lokálnì kompaktní (σ-kompaktní) topologiký prostor a HHilbertùv prostor. Zobrazení E σ-algebry B(K) v¹eh borelovskýh podmno¾in prostoru K domno¾iny v¹eh ortogonálníh projekí na H nazveme spektrální mírou, jestli¾e(a) E(∅) = 0, E(K) = I ,(b) E(B1 ∩B2) = E(B1)E(B2) pro libovolné borelovské mno¾iny v K,() E(B1 ∪B2) = E(B1) +E(B2) pro libovolné B1, B2 ∈ B(K), B1 ∩B2 = ∅,(d) zobrazení Ex : B 7→
(
E(B)x, x) je pro ka¾dé x ∈ H Radonova míra na K.



*9. Funkèní kalkulus 235Pøíklady spektrálníh mìr. (a) Neh» T je hermiteovský operátor na Hilbertovì prostoru H .Z vìty 9.16 vyplývá, ¾e zobrazení B 7→ EB := cB(T ), kde B ⊂ σ(T ) je borelovská mno¾ina,je spektrální míra na σ(T ). Je toti¾ c2B = cB (a tudí¾ E2
B = EB), cB = cB (tak¾e E∗

B = EB).Rovnì¾ tak podmínky (b), () i (d) vyplývají z vlastností funkèního kalkulu.(b) Je-li H = L2([0, 1℄) a Af : t 7→ tf(t) pro f ∈ H a t ∈ [0, 1℄, je A hermiteovský operátorna H . V 5.9. jsme ukázali, ¾e σ(A) = [0, 1℄. Je-li B ⊂ [0, 1℄ borelovská mno¾ina, polo¾me
EB : f 7→ cB f . Potom EB ∈ L(H) je ortogonální projeke a E : B 7→ EB , B ∈ B([0, 1℄),spektrální míra. Speiálnì dostáváme, ¾e

Ef (B) = (EBf, f) = ∫ 10 cB |f |2 = ∫
B

|f |2 ,pokud f ∈ H a B ∈ B([0, 1℄).*9.6. Integrál vzhledem ke spektrální míøe. Neh» H je Hilbertùv prostor, K lokálnìkompaktní σ-kompaktní prostor a E : B(K) → L(H) spektrální míra. Je-li f ∈ Bb(K) omezenáborelovská funke na K, htìli byhom de�novat ∫K f dE jako jakousi analogii Lebesgueovaintegrálu. Ani¾ se pøíli¹ zatí¾íme detaily, podejme hlavní my¹lenku konstruke tohoto integrálu.Oznaème J lineární obal mno¾iny {cB : B ∈ B(K)}. To není ni jiného ne¾ prostor jedno-duhýh funkí. Je známo, ¾e J je hustý podprostor Banahova prostoru Bb(K). Je-li ϕ =
n∑
j=1αjcBj

∈ J , máme pro ka¾dé x ∈ H

( n∑

j=1 αjE(Bj)x, x) = n∑

j=1 αj(E(Bj)x, x) = ∫

K

ϕdEx .Je-li ϕ = k∑
i=1βicMi

jiné vyjádøení funke ϕ, dostáváme tedy, ¾e
( n∑

j=1 αjE(Bj)x, x) = ( k∑

i=1 βiE(Mi)x, x)pro ka¾dé x ∈ H . Pou¾ijeme-li vièení 8.28. (ortogonální projeke jsou hermiteovské operátory)èi 8.28.e, vidíme, ¾e n∑
j=1αjE(Bj) = k∑

i=1 βiE(Mi). Máme tedy korektnì de�nováno zobrazení S :
J → L(H) pøedpisem S( n∑

j=1 αjcBj
) = n∑

j=1αjE(Bj).Lehko se zjistí, ¾e S je lineární zobrazení, S(ϕ) = S(ϕ)∗ a S(ϕψ) = S(ϕ)S(ψ). Proto¾e
Ex(K) = (E(K)x, x) = (x, x) = ‖x‖2, dostáváme pro ka¾dé x ∈ H a ϕ ∈ J odhad

‖S(ϕ)x‖2 = ∫

K

|ϕ|2 dEx ≤ ‖f‖2Bb(K)Ex(K) ≤ ‖ϕ‖2Bb(K)‖x‖2 .Je tedy zobrazení S také spojité a lze jej jednoznaènì roz¹íøit na spojité lineární zobrazení Ŝ na
Bb(K).Integrál ∫

K
f dE de�nujeme pro f ∈ Bb(K) jako operátor Ŝ(f) ∈ L(H). Potom ∫

K
f dE, o¾je prvek prostoru L(H), nazýváme integrálem z f podle spektrální míry E.Máme-li nyní zaveden integrál (Lebesgueova typu) pro omezené borelovské funke vzhledem kespektrální míøe, mù¾eme vyslovit jednu z hlavníh vìt o spektrálním rozkladu. Dùkaz nebudemeuvádìt.



236 Poznámky, doplòky, vièení*9.7. Spektrální vìta. Neh» T je normální operátor na Hilbertovì prostoru H a id identitana spektru σ(T ). Potom existuje právì jedna spektrální míra E na σ(T ) tak, ¾e
T = ∫

σ(T ) id dE .Je-li f ∈ Bb(σ(T )) omezená borelovská funke na σ(T ), je
f(T ) = ∫

σ(T ) f dE .Jestli¾e operátor U ∈ L(H) komutuje s T a T ∗, komutuje ji¾ se v¹emi operátory f(T ), kde
f ∈ Bb(σ(T )).
����B. Fuglede

*9.8. Poznámky. (a) Vìty o spektrálníh rozkladeh mají samozøejmì elou øadu aplikaív mnoha oboreh. Tím se tì¾ko mù¾eme zabývat.(b) Snad pøidejme jenom jednu aplikai. Je-li T normální operátor a E pøíslu¹ná spektrální míra,potom λ ∈ σp(T ) je jeho vlastní hodnotou, právì kdy¾ E({λ}) 6= 0. V tom pøípadì je E({λ})ortogonální projekí na ker(T − λI).() V dovìtku spektrální vìty jsou zbyteènì silné pøedpoklady. Platí toti¾ zajímavé tvrzení. Je-li
U ∈ L(H) operátor, který komutuje s normálním operátorem T ∈ L(H), potom U ji¾ komutujei s T ∗. To je Fugledeho vìta. Pùvodní dùkaz je v B. Fuglede [1950℄. O rok pozdìji C.R. Putnamtuto vìtu zobenil. Platí toti¾ následujíí tvrzení.*9.9. Fuglede-Putnamova vìta. Jsou-li T, S normální operátory na Hilbertovì prostoru Ha U ∈ L(H) má vlastnost, ¾e TU = US, potom T ∗U = US∗.*9.10. Je¹tì jedna spektrální vìta. Zaènìme opìt lineární algebrou z 8.16. Tam jsme nazvalikomplexní matii A unitárnì diagonalizovatelnou, mù¾eme-li nalézt unitární matii P tak, ¾ematie D := P−1AP má diagonální tvar.(Komplexní matie A je unitární, jestli¾e A−1 = A∗, kde A∗ znaèí hermiteovsky transponovanou matii k A.)Komplexní matie je unitárnì diagonalizovatelná, právì kdy¾ je normální : AA∗ = A∗A. Nadiagonále matie D jsou pak právì vlastní èísla matie A.Zabývejme se nyní struènì otázkou, jakou analogii mù¾eme oèekávat u nekoneènì dimenzio-nálníh Hilbertovýh prostorù. Zaènìme jednoduhým pøíkladem.(a) Multiplikativní operátor Mϕ. Neh» (
,S, µ) je prostor se σ-koneènou mírou µ a

ϕ ∈ L∞(
). De�nujeme-li operátor Mϕ : L2(
) → L2(
) pøedpisem Mϕ : f 7→ ϕf , je Mϕ ∈
L(L2(
)) a ‖Mϕ‖ = ‖ϕ‖∞.Návod . Zøejmì ‖Mϕ(f)‖2 = ‖ϕf‖2 ≤ ‖ϕ‖∞ ‖f‖2. Opaèná nerovnost platí v pøípadì ‖ϕ‖∞ = 0.Jinak, pøedepí¹eme-li ε > 0, musí existovat (díky σ-koneèností míry µ) mno¾ina A ∈ S tak, ¾e0 < µA < ∞ a |ϕ(t)| ≥ ‖ϕ‖∞ − ε pro t ∈ A. Potom cA ∈ L2(
) a ‖ϕ cA‖2 ≥ (‖ϕ‖∞ − ε) ‖cA‖2.
♣Poznámky. (a) Pokud by míra µ byla zela obená, mohlo by stát, ¾e ‖Mϕ‖ < ‖ϕ‖. Na druhé stranì existují obe-nìj¹í prostory s mírou, pro které tvrzení z (a) stále platí. Patøí mezi nì prostory, jim¾ se øíká striktnì lokalizovatelné(nìkdy té¾ v angliètinì "deomposable\).(b) Proto¾e (Mϕ)∗ = Mϕ, je Mϕ hermiteovský, právì kdy¾ ϕ = ϕ µ-skoro v¹ude, tedy právì kdy¾ ϕ je reálnáfunke.() Uva¾ujme nyní speiální operátor B na prostoru l2 daný pøedpisem B : {xn} 7→ {λnxn}, kde {λn} je danáomezená posloupnost v C. De�nujeme-li funki ϕ na l2 tak, ¾e ϕ(n) := λn (n ∈ N), je ϕ ∈ L∞(N), uva¾ujeme-lina N aritmetikou (sèítaí) míru. Operátor B pak není ni jiného ne¾ multiplikativní operátor M∞ pro tutospeiální funki ϕ. Není tì¾ké ukázat, ¾e operátor B je v¾dy normální. Naví je hermiteovský, právì kdy¾ v¹ehnaèísla λn jsou reálná, a je kompaktní, právì kdy¾ λn → 0. Mù¾ete porovnat s pøíkladem 8.17.(b) Unitární zobrazení. Zobrazení U : H1 → H2 mezi Hilbertovými prostory se nazýváunitární , jestli¾e U je izometriky-izomorfní zobrazení prostoru H1 na H2.



*9. Funkèní kalkulus 237() Unitární ekvivalene. Neh» H1 a H2 jsou Hilbertovy prostory. Operátory T1 ∈ L(H1)a T2 ∈ L(H2) jsou unitárnì ekvivalentní , jestli¾e existuje unitární zobrazení U : H1 → H2 tak,¾e UT1U−1 = T2.Je-li T kompaktní hermiteovský operátor na Hilbertovì prostoru H , øíká nám Hilbert-Shmid-tova spektrální vìta ve tvaru 8.20, ¾e T je unitárnì ekvivalentní multiplikativnímu operátoru Bz pøede¹lé poznámky (). Unitární zobrazení U : H → l2 je dáno vztahem Uh := {λn(h, un)},pokud Th = ∑
n λn(h, un)un má vyjádøení jako v 8.20. Spektrální vìta tedy v tomto pøípadìøíká, ¾e kompaktní hermiteovský operátor je unitárnì ekvivalentní s jistým multiplikativnímfunkionálem na prostoru l2.Obdobná vìta platí i pro hermiteovské operátory, ne nutnì kompaktní. Ne¾ k ní pøejdeme,zaveïme je¹tì pojem yklikého vektoru.(d) Cykliké vektory. Je-li T operátor na Banahovì prostoru X , nazveme x ∈ X jehoyklikým vektorem v pøípadì, kdy elý prostor X je uzavøeným lineárním obalem mno¾iny

{T nx : n = 0, 1, 2, . . .}. Ekvivalentnì lze øíi, ¾e x je yklikým vektorem T , jestli¾e nejmen¹íuzavøený T -invariantní podprostorX obsahujíí x je sám elý prostorX . Je¹tì jinak, x je yklikývektor T , jestli¾e mno¾ina {p(T )x : p je polynom} je hustá v X .Operátorùm majíím ykliký vektor se nìkdy øíká operátory s prostým spektrem.Pøíklady. (d1) Pokud si je¹tì vzpomenete na elementární lineární algebru, potom existene yklikého vektoru prooperátor T na eukleidovském prostoru H = Rn èi H = Cn je ekvivalentní tomu, ¾e operátory I, T, T 2, . . . , Tn−1jsou lineárnì nezávislé. Nebo také existeni takového vektoru ξ ∈ H, ¾e mno¾ina {ξ, T ξ, T 2ξ, . . . , Tn−1ξ} tvoøíbázi H.Je-li dimenze Banahova X prostoru n a operátor T ∈ L(X) má n navzájem rùznýh vlastníh èísel, a jsou-li
x1, . . . , xn pøíslu¹né vlastní vektory, je x := x1 + · · · + xn ykliký vektor T .(d2) Multiplikativní operátor Mx de�novaný na prostoru L2([−1, 1℄) vztahem Mx(f(t)) = tf(t) má funki k(t) = 1za ykliký vektor.(d3) Multiplikativní (hermiteovský) operátor Mx2 : f(t) 7→ t2f(t) nemá na prostoru L2([−1, 1℄) ykliký vektor. Tonahlédneme takto: Je-li f libovolný prvek prostoru L2([−1, 1℄) a g(t) := f(−t) sign t, je g ortogonální k podprostoru
{p(Mx2)f : p je polynom}.Pov¹imnìte si, ¾e multiplikativní operátor Mx2 na prostoru L2([0, 1℄) má ykliký vektor (a to funki identikyrovnu 1).A je¹tì jeden poznatek. Oznaèíme-li Hl a Hs podprostory v¹eh lihýh èi sudýh funkí v L2([−1, 1℄), jsou
Hl a Hs navzájem kolmé Mx2 -invariantní podprostory L2([−1, 1℄) a L2([−1, 1℄) je jejih souètem. Naví operátor
Mx2 restringovaný na Hl èi Hs má na tìhto prostoreh ykliké vektory.(e) Spektrální vìta. Neh» T ∈ L(H) je hermiteovský operátor majíí ykliký vektor h.Potom existuje Radonova míra µh na spektru σ(T ) tak, ¾e T je unitárnì ekvivalentní multipli-kativnímu operátoru na prostoru L2(σ(T ), µh). Pøesnìji, existuje unitární operátor U : H →
L2(σ(T ), µh) tak, ¾e pro ka¾dou funki g ∈ L2(σ(T ), µ) je(UTU−1g)(λ) = λg(λ) pro µh-skoro v¹ehna λ ∈ σ(T ) .Dùkaz. Vyu¾ijeme vlastností Rieszova spojitého funkèního kalkulu. Pøedev¹ím, µh je Radonovamíra na σ(T ) jednoznaènì urèená vztahem (f(T )h, h) = ∫

σ(T ) f dµh pro f ∈ C(σ(T )). Neh»
R := {f(T )h : f ∈ C(σ(T ))}. Podle pøedpokladù je R hustá podmno¾ina H . Je-li f(T )h ∈ R,polo¾me U(f(T )h) := f . De�nie je korektní. Je-li toti¾ f ∈ C(σ(T )) a f(T )h = 0, je vzhledemk rovnosti získané z vlastností Rieszova funkèního kalkulu

‖f(T )h‖2 = (
f(T )h, f(T )h) = ((f(T )∗f(T )h, h) = ∫

σ(T ) f f dµh = ‖f‖2
f = 0 µh-skoro v¹ude (a tudí¾ i f = 0 v L2(σ(T ), µh)). Poslední rovnost té¾ øíká, ¾e (lineární)zobrazení U : R → L2(σ(T ), µh) je izometrie. Lze tedy zobrazení U jednoznaènì roz¹íøit nalineární izometriké zobrazení elého prostoru H na L2(σ(T ), µh) (nezapomeòte, ¾e C(σ(T )) jehustá podmno¾ina L2(σ(T ), µh)). Oznaème toto roz¹íøení opìt symbolem U . Je tedy U unitárnízobrazení. Neh» j je identita na σ(T ). Volíme-li f ∈ C(σ(T )), máme

UTU−1f = UTf(T )h = Uj(T )f(T )h = U(jf)(T )h = jf .Vzhledem k hustotì a spojitosti platí tato rovnost i pro ka¾dou funki z L2(σ(T ), µh).Poznámka. Pov¹imnìte si, ¾e v tomto pøípadì multiplikativní operátor Mϕ spoèíval v násobení identitou.



238 Poznámky, doplòky, vièeníNe ka¾dý hermiteovský operátor musí mít ykliký vektor. Poslou¾í tøeba pøíklad identikéhozobrazení. Jiný pøíklad je obsa¾en v odstavi (d3). Niménì spektrální vìta ve tvaru unitárníekvivalene s multiplikativním operátorem stále platí. Její dùkaz v¹ak ji¾ vy¾aduje dal¹í slo¾itìj¹íaparát. Ná¹ prostor rozdìlíme na men¹í èásti, kde restrike daného operátoru ji¾ ykliké vektorymají (porovnejte s pøíkladem v (d3)). Uvedeme proto následujíí tvrzení bez dùkazu.(f) Multiplikativní verze spektrální vìty. Ke ka¾dému hermiteovskému operátoru T naHilbertovì prostoru H existuje prostor s mírou (
,S, µ), funke ϕ ∈ L2(µ) a unitární operátor
U : H → L2(µ) tak, ¾e (UTU−1)f = ϕf µ-skoro v¹ude na 
pro ka¾dou funki f ∈ L2(µ).Poznámka. Míra µ není urèena nikterak jednoznaènì. Je-li H separabilní, lze volit míru µ koneènou.Dá se oèekávat, ¾e analogiká vìta bude platit i pro normální operátory. Vskutku, lze vyslovitnásledujíí vìtu, její¾ dùkaz lze nalézt v monogra�i N. Dunford and J. Shwartz [*1963℄.(g) Spektrální vìta pro normální operátory. Neh» T ∈ L(H) je normální operátor. Po-tom existuje Radonova míra µ de�novaná na borelovské σ-algebøe B v lokálnì kompaktním me-trikém prostoru P , omezená spojitá (komplexní) funke ϕ na P a unitární transformae U :
H → L2(P,B, µ) tak, ¾e T = U−1MϕU .*10. Dal¹í tøídy operátorù*10.1. Víe o fredholmovskýh operátoreh. Pøedev¹ím není tì¾ké zobenit de�nii fredhol-movskýh operátorù na zobrazení mezi Banahovými prostory. Jsou-li X,Y Banahovy, øekneme,¾e operátor T ∈ L(X,Y ) je fredholmovský , jestli¾e dimenze jádra T a kodimenze oboru hodnotjsou koneèné. Symbolem F(X,Y ) znaème mno¾inu v¹eh fredholmovskýh operátorù z X do Y .Index Fredholmova operátoru T ∈ F(X,Y ) de�nujeme jako indT := dim kerT − dimY/RT .Je-li jeden z prostorù X èi Y koneèné dimenze a druhý nekoneèné, tvoøí F(X,Y ) prázdnoumno¾inu. Jsou-li prostory X a Y izomorfní a T je izomorfní zobrazení X na Y , je evidentnì Tfredholmovský operátor, a tudí¾ mno¾ina F(X,Y ) je neprázdná. Dlouhou dobu nebylo známo,zda X a Y jsou izomorfní v pøípadì, kdy F(X,Y ) 6= ∅. O tomto problému, jako¾ i o tom, kdy jemno¾ina v¹eh Fredholmovýh operátorù neprázdná, si øekneme nìo víe v následujíím odstavi*10.2.Pokud jeden z prostorù X èi Y má nekoneènou dimenzi, nemù¾e být nulové zobrazení Fred-holmùv operátor. V tomto pøípadì tedy netvoøí F(X,Y ) vektorový prostor.(a) Vìta. Neh» X,Y jsou Banahovy prostory a T ∈ L(X,Y ). Následujíí výroky jsou ekviva-lentní:(i) T je Fredholmùv,(ii) existuje S ∈ L(Y,X) tak, ¾e operátory ST − I ∈ L(Y ) a TS − I ∈ L(X) jsou koneènìdimenzionální,(iii) existují L,R ∈ L(Y,X) tak, ¾e operátory LT−I ∈ L(X) a TR−I ∈ L(Y ) jsou kompaktní.Návod . Neh» T ∈ F(X,Y ). Proto¾e podprostory koneèné dimenze a uzavøené podprostory ko-neèné kodimenze mají topologiké doplòky, existují uzavøené podprostory XT ⊂ X a YT ⊂ Ytak, ¾e dimYT < ∞ a X = kerT ⊕XT , Y = RT ⊕ YT . Restrike zobrazení T na XT je zøejmìizomor�zmem mezi XT a RT . Neh» S ∈ L(Y,X) je takový operátor, ¾e S = (T ↾ XT )−1 na RT a
S = 0 na YT . Staèí si uvìdomit, ¾e kerS ⊂ YT a ukázat, ¾e R(I−ST ) ⊂ kerT a R(I−TS) ⊂ YT .Tím jsme ukázali, ¾e z (i) plyne (ii).Ka¾dý koneènì dimenzionální operátor je kompaktní.K dùkazu implikae (iii) ⇒ (i) si osvì¾me tvrzení: Je-li K kompaktní operátor na Banahovìprostoru Z, je ker(I −K) (uzavøený) podprostor Z koneèné dimenze a R(I −K) je (uzavøený)podprostor koneèné kodimenze. Jinými slovy, operátor I −K je fredholmovský.Jsou-li nyní LT−I a TR−I kompaktní operátory, jsou tudí¾ operátoryLT a TR fredholmovské.Proto¾e kerT ⊂ kerLT a RT ⊃ R(TR), plyne odtud, ¾e T je fredholmovský. ♣



*10. Dal¹í tøídy operátorù 239(b) Poznámka. Podíváte-li se na pøedhozí dùkaz, musí být jasné, ¾e operátor S, který se nalezl v prùbìhu dùkazuimplikae (i) ⇒ (ii), je fredholmovský.() Skoro invertibilní operátory. Je-li T ∈ L(X,Y ), nazveme operátor S ∈ L(Y,X) skoroinverzí k T , jestli¾e operátory ST − I a TS− I jsou kompaktní. Má-li T skoro inverzi, nazýváme
T skoro invertibilním. Ekvivaleni (i) a (ii) z pøedhozí vìty lze vyslovit té¾ ve formì Noetherovakriteria.(d) Noetherovo kriterium. Operátor T ∈ L(X,Y ) je Fredholmùv, právì kdy¾ je skoro inver-tibilní.(e) Poznámka. Vzhledem k poznáme (b) je T fredholmovský, právì kdy¾ existuje dokone fredholmovský operátor
S tak, ¾e ST − I a TS − I jsou kompaktní.(f) Levé a pravé regularizátory. Neh» T ∈ L(X,Y ). Operátor L ∈ L(Y,X) nazvemelevým regularizátorem T , jestli¾e operátor LT − I je kompaktní na X a R ∈ L(Y,X) pak pravýmregularizátorem T , jestli¾e TR− I ∈ Lc(Y ). Ekvivalene (ii) a (iii) z vìty (a) nám dá následujíítvrzení. Pøipojme v¹ak i jeho jiný dùkaz.(g) Vìtièka. Operátor T ∈ L(X,Y ), který má souèasnì levý i pravý regularizátor, je ji¾ skoroinvertibilní.Dùkaz. Jsou-li L a R levým a pravým regularizátorem T , je operátor K := L − R ∈ Lc(Y,X).Zajisté, oznaèíme-li KX := LT − I a KY := TR− I, jsou KX a KY kompaktní, a tudí¾ L−R =
L(TR−KY )− (LT −KX)R = KXR−LKY je kompaktní. Proto¾e (L−K)T − I = (LT − I)−
KT ∈ Lc(X), je L−K levý regularizátor. Nyní si staèí v¹imnout, ¾e R = L−K.(h) Vìta. Jsou-li X,Y, Z Banahovy prostory, T ∈ F(X,Y ), S ∈ F(Y, Z), je ST ∈ F(X,Z) aindST = indS + indT .Návod . Tvrzení, ¾e ST je fredholmovský operátor plyne ihned z Noetherova kriteria. Slo¾ení dvouskoro inverzí je toti¾ skoro inverze ke slo¾ení (ve vhodném poøádku).Pokud jde o index slo¾ení, musíme se obrátit k algebøe. Uva¾ujeme-li toti¾ exaktní posloupnostkoneènì dimenzionálníh prostorù

{0} → kerT → kerST → kerS → Y/RT → Z/RST → Z/RS → {0}(tím je mínìno, ¾e pro ka¾dou trojii M → N → P existují jisté operátory A ∈ L(M,N) a
B ∈ L(N,P ) tak, ¾e kerB = RA), je podle t.zv. Eulerovy identitydim kerT − dim kerST + dim kerS − dimY/RT + dimZ/RST − dimZ/RS = 0 .Odtud okam¾itì plyne tvrzení.Pokud byhom htìli opsat pøedhozí úvahu a pøipojit pøímý, ale tehniky nároènìj¹í dùkaz, mù¾eme postupovatnásledovnì. Vyu¾itím fredholmovosti operátorù T a S rozlo¾íme Y = Y1⊕Y2⊕Y3⊕Y4 tak, aby prostory Y1, Y2 a Y4mìly koneènou dimenzi a kerS = Y1⊕Y2, RT = Y2⊕Y3. Dále neh» Z = RS⊕Z1. Potom Z = R(ST )⊕S(Y4)⊕Z1.Prostory Y4 a S(Y4) jsou izomorfní, tedy stejné dimenze. Pro A ∈ L(M,N) oznaème n(A) := dim kerA a d(A) :=odimRA. Potom d(ST ) = dimY4 + dimZ1 = dimY4 + d(S), n(ST ) = n(T ) + dimY2, d(T ) = dimY1 + dimY4,dimY2 + dimY1 = n(S), a tedy

n(ST ) + d(T ) + d(S) = n(T ) + dimY4 + n(S) + d(S) = n(T ) + n(S) + d(ST ) .Tak¾e ind(ST ) = n(ST ) − d(ST ) = n(S) + n(T ) − d(T ) − d(S) = indT + indS .
♣Poznámka. I kdy¾ se jedná o vìtu obenì v nekoneèné dimenzi, má èistì algebraiký harakter a lze ji vlastnìpøevést na koneènì dimenzionální pøípad. Pøitom vyu¾ijeme jen tvrzení, ¾e souèet dimenze jádra a oboru hodnotlineárního operátoru v koneènì dimenzionálním vektorovém prostoru je roven právì dimenzi tohoto prostoru.Ètenáøe mù¾eme odkázat na èlánek D. Sarason [1987℄.



240 Poznámky, doplòky, vièení(i) Dùsledek. Je-li T ∈ F(X,Y ) a K ∈ Lc(X,Y ) kompaktní, je souèet T +K fredholmovskýa ind(T +K) = indT .Návod . Pou¾ijte Noetherovo kriterium. Existuje takový operátor S ∈ L(Y,X), ¾e ST −I a TS−Ijsou kompaktní. Nyní si uvìdomte, ¾e S(T +K) − I = (ST − I) + SK a (T +K)S − I = (TS −
I) +KS. Jinak øeèeno, S je skoro inverzí i k T +K. Proto¾e tedy S(T +K) = I +KX , kde KXje kompaktní operátor na X , je s pou¾itím pøedhozíh výsledkù indS+ ind(T +K) = indS(T +
K) = ind(I +KX) = 0. Obdobnì dostaneme, ¾e indS + indT = 0. ♣(j) Poznámky. (j1) Dùsledek (i) øíká, ¾e souèet fredholmovského a kompaktního operátoru je fredholmovský. Toje zobenìním tvrzení, ¾e I +K je fredholmovský operátor, pokud K je kompaktní.(j2) Uvìdomme si, ¾e dùsledek (i) je vlastnì zobenìním známé Fredholmovy alternativy (mimohodem, tu jsmek jeho dùkazu pou¾ili). Toti¾, z (i) dostáváme, ¾e ind(I + K) = ind I = 0, pokud K je kompaktní operátor naBanahovì prostoru X. To neøíká ni jiného ne¾ ¾e dimker(I + K) = dimY/R(I + K). A z této rovnosti je jenkrùèek k Fredholmovì alternativì 5.24: Operátor I +K je prostý, právì kdy¾ je na.(j3) V prùbìhu dùkazu dùsledku (i) jsme vlastnì ukázali, ¾e indT = − indS v pøípadì, kdy S ∈ L(Y,X) jeskoro inverzí k fredholmovskému operátoru T ∈ F(X, Y ). Vlastnì staèilo pøedpokládat ménì. Stejné tvrzení platí,pøedpokládáme-li, ¾e S je pravý nebo levý regularizátor.(k) Vìta. Mno¾ina fredholmovskýh operátorù F(X,Y ) je otevøená v L(X,Y ) a funke T 7→indT : F(X,Y ) → Z je spojitá.Návod . Volme T ∈ F(X,Y ) a najdìme podle (a) S ∈ L(Y,X) tak, aby operátory ST − I a
TS − I byly koneènì dimenzionální. Neháme-li stranou triviální pøípad S = 0 (v tom pøípadìby prostory X a Y musely být koneènì dimenzionální), staèí ukázat, ¾e

{F ∈ L(X,Y ) : ‖F − T ‖ < ‖S‖−1} ⊂ F(X,Y ) .Volme tedy F tak, aby ‖F − T ‖ < ‖S‖−1. Proto¾e ‖S(T − F )‖ < 1, je operátor I − S(T − F )invertibilní. Polo¾íme-li
A := (

I − S(T − F ))−1
S a B := S

((T − F )S − I
)−1

,zjistíme po hvile poèítání, ¾e operátory AF − I a FB − I jsou kompaktní (dokone koneènìdimenzionální). Staèí pak znovu u¾ít vìtu (a).Nyní ke spojitosti indexu. Odvoláním na poznámku (j3) mámeindF = − indA = − ind(I−S(T −F ))−1
S = − ind(I−S(T −F ))−1− indS = − indS = indT ,o¾ nám staèí. Zde jsme vyu¾ili faktu (viz 10.1.b2), ¾e index invertibilního operátoru je 0. ♣*10.2. Stabilní Banahovy prostory. Vra»me se nejdøíve k problému, zda Banahovy prostory

X a Y jsou izomorfní, pokud existuje Fredholmùv operátor z X do Y . Tento dlouhou dobuotevøený problém byl øe¹en pomìrnì nedávno. Uveïme pøíklad.(a) Pøíklad. W.T. Gowers [1994℄ podal pøíklad Banahova (separabilního) prostoru X , kterýnení izomorfní ¾ádnému svému vlastnímu podprostoru. Neh» Y je jeho vlastní uzavøený podpro-stor kodimenze 1 (tedy Y je jádro nenulového funkionálu z X∗). Proto¾e Y má podle vìty *2.5topologiký doplnìk, existuje podle vìty 2.38 spojitá (lineární) projeke P : X → Y . Potom P jeFredholmùv operátor z F(X,Y ). Pøitom X a Y nemohou být izomorfní.(b) Poznámka. Pokud jde o index operátoru P z pøedhozího pøíkladu, je kladný: indP > 0. Oznaèíme-li S : Y →
X identiké vnoøení, je S ∈ F(Y,X) a indS = − indP < 0. To není náhoda, platí toti¾ následujíí tvrzení.() Tvrzení. Neh» X,Y jsou Banahovy prostory, pro nì¾ existuje F ∈ F(X,Y ), indF = 0.Potom X a Y jsou izomorfní.Návod . Existují uzavøené podprostoryXF ⊂ X a YF ⊂ Y tak, ¾e X = kerF⊕XF a Y = RF⊕YF .Zobrazení F (restringované na XF ) je izomor�zmem XF na RF . Proto¾e dimYF = dim kerF <
∞, existuje izomor�zmus T : kerF → YF . Polo¾íme-li L : x + y 7→ Fx + Ty pro x ∈ XF a
y ∈ kerF , je L : X → Y hledaný izomor�zmus. ♣



*10. Dal¹í tøídy operátorù 241(d) Stabilní prostory. Banahùv prostor X nad tìlesem F (uva¾ujeme pouze R èi C) senazývá stabilní , jestli¾e X × F a X jsou izomorfní. Samozøejmì ¾ádný koneènì dimenzionálníprostor nemù¾e být stabilní. Prostory lp (p ∈ [1,∞℄) a c0 jsou zøejmì stabilní. Také prostor
C([0, 1℄) je stabilní, dùkaz je ji¾ obtí¾nìj¹í.A¾ do nedávna byla nevyøe¹eným problémem otázka, zda ka¾dý Banahùv prostor nekoneènédimenze je stabilní. Ji¾ v (a) jsme uvedli, ¾e W.T. Gowers [1994℄ vyøe¹il slavný Banahùv "hyper-plane problem\ tím, ¾e sestrojil pøíklad separabilního Banahova prostoru, který není izomorfní¾ádnému svému vlastnímu podprostoru. Tento prostor nemù¾e být stabilní.Vztah k neprázdnosti mno¾iny fredholmovskýh operátorù udává následujíí vìta.(e) Vìta. Neh» X a Y jsou Banahovy prostory, X stabilní. Následujíí podmínky jsou ekvi-valentní:(i) X a Y jsou izomorfní,(ii) F(X,Y ) 6= ∅,(iii) F(Y,X) 6= ∅.Návod . Øíkali jsme ji¾ v úvodu v *10.1, ¾e F(X,Y ) 6= ∅ a F(Y,X) 6= ∅, pokud X a Y jsouizomorfní.Pro dùkaz jedné z opaènýh implikaí je tøeba nejdøíve uvá¾it, ¾e uzavøený podprostor sta-bilního Banahova prostoru X majíí koneènou kodimenzi je stabilní a izomorfní s X . To plynez toho, ¾e v¹ehny uzavøené nadroviny jsou izomorfní. Volíme-li pak F ∈ F(X,Y ), najdeme uza-vøené podprostory XF ⊂ X a YF ⊂ Y tak, aby X = kerF ⊕ XF a Y = RF ⊕ YF . Zobrazení
F , respektive jeho restrike na XF , je izomor�zmem XF na RF . Proto¾e X je stabilní, je XFpodle pøede¹lé úvahy izomorfní s X . Tedy X je izomorfní s RF , odkud plyne, ¾e i RF je stabilní.Proto¾e YF je koneènì dimenzionální (a RF je stabilní), je RF × YF izomorfní s RF . Dáme-liv¹e dohromady, vyjde nám, ¾e X a Y jsou izomorfní. ♣*10.3. Slabì kompaktní operátory. Neh» X , Y jsou Banahovy prostory a T ∈ L(X,Y ).Øekneme, ¾e T je slabì kompaktní , jestli¾e obraz uzavøené jednotkové koule T (BX) je relativnìslabì kompaktní podmno¾ina Y . Tedy T je slabì kompaktní, jestli¾e T (BX) je slabý kompaktv Y (proto¾e T (BX) je konvexní mno¾ina, vyjde nastejno, uva¾ujeme-li uzávìr v normové èi slabétopologii prostoru Y ).Operátor T je slabì kompaktní, právì kdy¾ T zobrazuje omezené mno¾iny na mno¾iny relativnìslabì kompaktní.Jeliko¾ máme k dispozii Eberlein-©muljanovu vìtu 16.12, lze øíi, ¾e T je slabì kompaktní,právì kdy¾ pro ka¾dou omezenou posloupnost {xn} v X posloupnost {T (xn)} má slabì konver-gentní podposloupnost.Symbolem W(X,Y ) oznaème prostor v¹eh slabì kompaktníh operátorù z X do Y . Dále
W(X) := W(X,X).(a) Pøíklady. (a1) Ka¾dý kompaktní operátor je slabì kompaktní.(a2) Identiké zobrazení na Banahovì prostoru X je slabì kompaktní, právì kdy¾ X je ree-xivní. Tudí¾ identita na reexivním Banahovì prostoru nekoneèné dimenze je pøíkladem slabìkompaktního operátoru, který není kompaktní.(a3) Je-li prostor X èi Y reexivní, je ka¾dý operátor z L(X,Y ) slabì kompaktní. Staèí si jenvzpomenout na Banah-Bourbakiho harakteristiku reexivity v 16.9 a pou¾ít vìtu (a) v *14.11.Speiálnì ka¾dý omezený lineární operátor na Hilbertovì prostoru je slabì kompaktní.(a4) Je-li X Banahùv prostor, je Lc(X, l1) = W(X, l1) a Lc(c0, X) = W(c0, X). To není tì¾kéukázat.(a5) Je-li (
,S, µ) prostor s koneènou mírou a k ∈ L∞ (
 × 
,S × S, µ× µ), potom integrálníoperátor T : L1(µ) → L1(µ) de�novaný pøedpisem

Tf(t) := ∫
×
 k(s, t) f(s) dµ(s)je slabì kompaktníNa zaèátek uveïme jednoduhé tvrzeníèko.



242 Poznámky, doplòky, vièení(b) Ideálové vlastnosti slabì kompaktníh operátorù. Neh» X,Y, Z jsou Banahovyprostory. Je-li A ∈ L(Z,X), W ∈ W(X,Y ) a B ∈ L(Y, Z), je WA ∈ W(Z, Y ) a BT ∈ W(X,Z).Návod . Tvrzení je lehounkým vièením, mù¾ete tøeba pou¾ít "sekveniální\ harakteristiku slabìkompaktníh operátorù. ♣Do následujííh vìt shròme základní vlastnosti slabì kompaktníh operátorù. Z hlediska teh-niky dùkazù je nejobtí¾nìj¹ím krokem implikae (i) ⇒ (v). Dùkaz pohází od W.J. Davis, T. Figiel,W.B. Johnson and A. Pe lzy�nski [1974℄ a lze jej nalézt v J.B. Conway [*1985℄ èi [HHZ℄. Ekvi-valene (i) ⇔ (iv), která je analogií Shauderovy vìty 2.53 o kompaktníh operátoreh, bývánazývána Gantmaherovou vìtou.() Charakteristiky slabì kompaktníh operátorù. Pro operátor T ∈ L(X,Y ) jsou ná-sledujíí výroky ekvivalentní:(i) T je slabì kompaktní,(ii) T ′ : (Y ∗, w∗) → (X∗, w) je spojitý,(iii) T ′′(X∗∗) ⊂ ε(Y ),(iv) T ′ : Y ∗ → X∗ je slabì kompaktní,(v) existuje reexivní prostor R a operátory A ∈ L(R, Y ), B ∈ L(X,R) tak, ¾e T = AB.Návod . Pro dùkaz implikae (v) ⇒ (i) staèí pou¾ít (b). O opaèné implikai ji¾ byla øeè.Rovnì¾ dùkaz implikae (i) ⇒ (iv) by nemìl èinit potí¾e, uvá¾íme-li, ¾e máme k dispoziiDavis-Figiel-Johnson-Pe lzy�nského harakteristku. Jestli¾e toti¾ T = AB, kde A,B jsou jakov (v), je T ′ = B′A′. Proto¾e B′ ∈ L(R∗, X∗) a prostor X∗ je reexivní podle Pettisovy harak-teristiky v 16.15, je B′ slabì kompaktní. Opìt se staèí podívat na (b). Je-li nyní T ′ ∈ L(Y ∗, X∗)slabì kompaktní, je T ′′ ∈ L(X∗∗, Y ∗∗) slabì kompaktní podle pøede¹lého. Oznaèíme-li εX a εYkanoniká vnoøení X do X∗∗ a Y do Y ∗∗, je T = ε−1
Y T ′′εX (porovnejte s rovností v dùkazuShauderovy vìty 2.53). A znovu pou¾ijeme (b).Pro dùkaz implikae (i) ⇒ (iii) lze zase vyu¾ít s úspìhem Davis-Figiel-Johnson-Pe lzy�nskéhoharakteristiku. Je-li toti¾ R reexivní prostor a A ∈ L(R, Y ), B ∈ L(X,R) takové operátory, ¾e

T = AB, potom T ′′ = A′′B′′. Proto¾e εR = R∗∗, je nutnì RT ′′ ⊂ εY .Pøedpokládejme (iii). Alaogluova vìta 16.6 a w∗-spojitost T ′′ øíkají, ¾e Z := T ′′(BX∗∗) je w∗-kompaktní podmno¾ina Y ∗∗. Tudí¾ podle pøedpokladu ε−1
Y (Z) je w-kompaktní podmno¾ina Y .Proto¾e TBX ⊂ Z, je T slabì kompaktní.Koneènì k ekvivaleni (i) ⇔ (ii). Neh» T je slabì kompaktní a ϕγ

w∗

→ 0. Volme � ∈ X∗∗ anajdìme y ∈ Y tak, aby εY (y) = �. Potom �(T ′(ϕγ)) = ϕγ(y) → 0. Neh» naopak T ∈ L(X,Y )a � ∈ X∗∗. Cheme ukázat, ¾e T ′′(�) ∈ εY a pou¾ít ji¾ dokázanou implikai (ii) ⇒ (i). Volmek tomu (zobenìnou) posloupnost {ϕγ} v Y ∗, ϕγ w∗

→ 0. Podle pøedpokladu T ′(ϕγ) w→ 0. Potom
T ′′(�)(ϕγ) = �(T ′(ϕγ)) → 0, odkud plyne, ¾e T ′′� je w∗ spojitý na Y ∗. Tak¾e musí být T ′′(�) ∈
εY , o¾ jsme potøebovali ukázat. ♣Poznámka. V¹ehny ekvivalene (i){(iv) lze dokázat pomìrnì "elementárnì\ bez vyu¾ití Davis-Figiel-Johnson-Pe lzy�nského harakteristiky. Tak je to tøeba udìláno v Ch. Swartz [*1992℄.(d) Vlastnosti W(X,Y ). Neh» X,Y, jsou Banahovy prostory. Slabì kompaktní operátory
W(X,Y ) tvoøí uzavøený podprostor L(X,Y ).Návod . Není pohyb o tom, ¾e W(X,Y ) je vektorový podprostor L(X,Y ). Neh» Tn ∈ W(X,Y ),
T ∈ L(X,Y ) a ‖Tn−T ‖ → 0. Je-li � ∈ X∗∗, je T ′′

n � ∈ εY a T ′′
n � → T ′′ �. Proto¾e εY je uzavøenýpodprostor Y ∗∗, je i T ′′ � ∈ εY . Podle implikae (iii) ⇒ (i) z () je tedy T slabì kompaktní. ♣(e) Dùsledek. Je-li X Banahùv prostor, tvoøí W(X) uzavøený ideál v L(X).*10.4. Absolutnì sèítajíí operátory. V souvislosti s absolutnì a bezpodmíneènì konver-gentními øadami je mo¾no zavést rùzné tøídy operátorù. Kupøíkladu, jsou-li X a Y Banahovyprostory, operátor z L(X,Y ) se nazve absolutnì sèítajíí , jestli¾e ka¾dou bezpodmíneènì kon-vergentní øadu v X pøevádí na absolutnì konvergentní øadu v Y . Podle Dvoretzky-Rogersovyvìty tedy identiký operátor není absolutnì sèítajíí v ¾ádném nekoneènì dimenzionálním Bana-hovì prostoru. Moderní teorie Banahovýh prostorù, která se zdá v posledním období pro¾ívat



*10. Dal¹í tøídy operátorù 243svoji renesani, rozvinula bohatou teorii okolo sèítajííh operátorù. Nová monogra�e J. Dies-tel, H. Jarhow and A. Tonge [*1995℄ je právì vìnována studiu tìhto operátorù. Ne¾ si povímeo základníh vlastnosteh absolutnì sèítajííh operátorù, zaènìme s nìkterými pøíklady. Ty jsoupøevzaty z právì itované monogra�e.
����H. Jarhow

(a) Pøíklady. (a1) Neh» µ je Radonova míra na prostoru C(K), kde K jekompakt a ϕ ∈ L1(µ). Operátor
Mϕ : f 7→ f ϕ : C(K) → L1(µ)je absolutnì sèítajíí.Speiálnì, kanoniké vnoøení id : C(K) → L1(µ) je absolutnì sèítajíí operátor.(a2) Neh» {λn} ∈ l1. Potom zobrazení z l∞ do l1 de�nované pøedpisem {xn} 7→

{λnxn} je absolutnì sèítajíí.(a3) Je-li 
 ∈ Rn omezená otevøená mno¾ina a C1(
) prostor v¹eh funkí na
, jejih¾ v¹ehny pariální derivae prvního øádu lze spojitì roz¹íøit na 
, je identiké vnoøení
C1(
) do Sobolevova prostoru W1,1(
) absolutnì sèítajíí.(a4) Identiký operátor na l2 není absolutnì sèítajíí. Staèí uva¾ovat posloupnost {xn}, kde
xn = (0, . . . , 0, 1n , 0, . . . ).(b) Grothendiekova vìta. Ka¾dý operátor v L(l1, l2) je absolutnì sèítajíí.Dùkaz. Staèí vhodnì pou¾ít Chinèinovy nerovnosti, viz *10.6 èi konsultovat J. Diestel, H. Jarhowand A. Tonge [*1995℄, str. 39.Poznámka. Platí obenìj¹í tvrzení, podle kterého libovolný operátor T : L1(µ) → H, kde H je Hilbertùv prostor,je absolutnì sèítajíí.Je elá øada harakteristik absolutnì sèítajííh operátorù. Nejdùle¾itìj¹í z nih shròme donásledujíí vìty.() Vìta. Neh» X a Y jsou Banahovy prostory a T ∈ L(X,Y ). Následujíí podmínky jsouekvivalentní:(i) T je absolutnì sèítajíí,(ii) T pøevádí slabì bezpodmíneènì konvergentní øady v X na absolutnì konvergentní øadyv Y ,(iii) existuje C > 0 tak, ¾e

n∑

j=1 ‖Txj‖ ≤ C sup{ n∑

j=1 |ϕ(xj)| : ϕ ∈ X∗, ‖ϕ‖ ≤ 1}kdykoliv volíme x1, . . . , xn ∈ X zela libovolnì,(iv) existuje pravdìpodobnostní Radonova míra µ na (w∗-kompaktní) jednotkové kouli BX∗ akonstanta D > 0 tak, ¾e
‖Tx‖ ≤ D

∫

BX∗

|ϕ(x)| dµ(ϕ)pro ka¾dé x ∈ X.Návod . Uveïme pouze struènì nìkteré my¹lenky. Proto¾e ka¾dá bezpodmíneènì konvergentníøada je i slabì bezpodmíneènì konvergentní (mù¾ete si zopakovat odstaveèek *3.5), je jasné, ¾e(ii) ⇒ (i). Pøedpokládejme (i) a volme slabì bezpodmíneènì konvergentní øadu {xn} v X . Volmeje¹tì posloupnost {βn} ∈ c0. Podle vìtièky v itovaném odstavi *3.5 øada ∑n βnxn konverguje(bezpodmíneènì). Podle pøedpokladu tedy konverguje øada ∑n |βn| ‖Txn‖. Proto¾e posloupnost
{βn} byla libovolná, vièení 4.22.k nám øekne, ¾e ∑n Txn konverguje absolutnì. Tedy (i) ⇒ (ii).



244 Poznámky, doplòky, vièeníPøedpokládejme nyní (iii) a volme slabì bezpodmíneènì konvergentní øadu∑n xn v X . Potompro ka¾dé k máme
k∑

j=1 ‖Txj‖ ≤ C sup{ k∑

j=1 |ϕ(xj)| : ‖ϕ‖ ≤ 1} ≤ C sup{ ∞∑

j=1 |ϕ(xj)| : ‖ϕ‖ ≤ 1} .Tudí¾ ∑n ‖Txn‖ <∞.A nyní k implikai (iii) ⇒ (iv). Její hezký dùkaz podal B. Maurey [1974℄ a lze jej v detailehnalézt tøeba v uvedené monogra�i èi v [HHZ℄. My¹lenka dùkazu je následujíí. Pøedpokládejme,¾e platí (iii) pro C = 1. Pro f ∈ C(BX∗) polo¾me
p(f) := inf{sup{f(ϕ) + n∑

j=1(|ϕ(xj)| − ‖Txj‖
) : ‖ϕ‖ ≤ 1} : x1, . . . , xn ∈ X

}
.Není obtí¾né zjistit, ¾e p je na prostoru C(BX∗) konvexní funkionál a ¾e inf f(BX∗) ≤ p(f) ≤sup f(BX∗). Nyní pou¾ijeme jednu z variant Hahn-Banahovy vìty *2.9.a. Podle ní existuje F ∈(

C(BX∗))# tak, ¾e F ≤ p na C(BX∗). Je-li f ∈ C(BX∗), f ≤ 0, potom F (f) ≤ p(f) ≤ 0(nezapomeòte na (iii) a volbu ϕ = 0 v de�nii p(f)). Podle Rieszovy vìty o reprezentai D.5existuje (nezáporná) Radonova míra µ na BX∗ tak, ¾e
F (f) = ∫

BX∗

f dµ pro ka¾dou funki f ∈ C(BX∗) .Buï nyní x ∈ X . Je-li f : ϕ 7→ −|ϕ(x)| pro ϕ ∈ BX∗ , je f ∈ C(BX∗) a platí
−
∫

BX∗

|ϕ(x)| dµ(ϕ) = ∫
BX∗

f dµ = F (f) ≤ p(f) ≤ −‖Tx‖ ,o¾ je odhad, který jsme právì potøebovali. Pøitom µ(BX∗) = µ(1) ≤ 1. Vhodným vynásobenímbyhom mohli dostat ký¾enou nerovnost s jistou konstantou D a pravdìpodobnostní mírou.Neh» je splnìna podmínka (iv) a x1, . . . , xn ∈ X . Potom aplikaí (iv) máme
n∑

j=1 ‖Txj‖ ≤ D

∫

BX∗

n∑

j=1 |ϕ(xj)| dµ(ϕ) ≤ D sup{ n∑

j=1 |ϕ(xj)| : ‖ϕ‖ ≤ 1} .K zavr¹ení dùkazu uká¾eme, ¾e (i) ⇒ (iii). Neh» tedy T ∈ L(X,Y ) je absolutnì sèítajíí operátor.Oznaème
l1w(X) := {{xn} ⊂ X : {ϕ(xn)} ∈ l1 pro ka¾dé ϕ ∈ X∗} .De�nujeme-li pro {xn} ∈ l1w(X)

‖ {xn} ‖w := sup{∑
n

|ϕ(xn)| : ϕ ∈ X∗, ‖ϕ‖ ≤ 1} ,je ‖.‖w normou na l1w(X) a v ní je tento prostor úplný. Dokázat poslední tvrzení není úplnìtriviální, umíme-li v¹ak dokázat úplnost prostoru l1, mìli byhom si umìt poradit i s úplností
l1w(X). Pøedev¹ím v¹ak je¹tì musíme odùvodnit, proè ‖ {xn} ‖w je koneèné èíslo. K tomu úèeluvolme {xn} ∈ l1w(X) pevnì a uva¾ujme zobrazení F : ϕ → {ϕ(xn)} : X∗ → l1. Zobrazení F jelineární. Má také uzavøený graf, a to proto, ¾e ϕk(xn) k→ ϕ(xn) pro ka¾dé n, pokud ϕk → ϕ.Tudí¾ F je omezený operátor, èili

‖F‖ = sup{∑
n

|ϕ(xn)| : ϕ ∈ X∗, ‖ϕ‖ ≤ 1} <∞ .



*10. Dal¹í tøídy operátorù 245Polo¾me Tw : {xn} 7→ {Txn} pro {xn} ∈ l1w(X). Je-li {αn} libovolná posloupnost slo¾ená z èísel+1 a −1 a k je pøirozené, najdìme podle Hahn-Banahovy vìty ϕ ∈ X∗ tak, aby ‖ϕ‖ ≤ 1 a
ϕ
( k∑
j=1αjxj) = ∥∥∥∥ k∑

j=1αjxj∥∥∥∥. Potom
∥∥∥∥

k∑

j=1 αjxj∥∥∥∥ = k∑

j=1 αjϕ(xj) ≤ k∑

j=1 |ϕ(xj)| ≤ ∞∑

j=1 |ϕ(xj)| <∞ .Tudí¾ øada ∑n xn konverguje bezpodmíneènì (srovnej s vìtou *3.4.a) a podle pøedpokladu je∑
n ‖Txn‖ <∞.Oznaèíme-li je¹tì pro tento dùkaz

l1(X) := {
{xn} ⊂ X : ∑

n

‖xn‖ <∞
} a ‖ {xn} ‖ := ∑

n

‖xn‖ ,je opìt l1(X) Banahùv prostor (viz té¾ *1.1.h). Operátor Tw : l1w(X) → l1(Y ) je zajisté li-neární. Ale je té¾ omezený. Pøedpokládáme-li toti¾ opak, nalezneme pro ka¾dé n prvek wn =
{
wnj
}
j
∈ l1w(X) a kn tak, aby ‖wn‖w ≤ 1 a kn∑

j=1 ‖Twnj ‖ > 2n. Potom ov¹em øada ∞∑
n=1( kn∑

j=1 wn
j2n

)slabì bezpodmíneènì konverguje a ∞∑
n=1( kn∑

j=1 ‖T (wn
j2n )‖) = ∞. A operátor T by nemohl být ab-solutnì sèítajíí. Nyní staèí polo¾it C := ‖Tw‖. Je-li x1, . . . , xn ∈ X , uva¾ujme posloupnost

x := {x1, . . . , xn, 0, 0, . . .} ∈ l1w(X)). Potom
n∑

j=1 ‖Twxj‖ = ‖Twx‖ ≤ C ‖x‖w = C sup{ n∑

j=1 |ϕ(xj)| : ϕ ∈ X∗, ‖ϕ‖ ≤ 1} .
♣Poznámky. (α) Charakteristie absolutnì sèítajííh operátorù uvedené v (iv) se obvykle øíká Pietshova dominaènívìta.(β) Jak jsme ji¾ øekli, existují i dal¹í harakteristiky absolutnì sèítajííh operátorù. Jedna z nih øíká, ¾e T ∈
L(X, Y ) je absolutnì sèítajíí, právì kdy¾ existuje K > 0 tak, ¾e pro ka¾dou koneènou posloupnost x1, . . . , xn ∈ Xmáme

nX

j=1 ‖Txj‖ ≤ K maxn‚‚‚‚
nX

j=1αjxj‚‚‚‚ : αj = +1 anebo αj = −1o
.To není tì¾ké ovìøit, máme-li ji¾ dokázánu pøedhozí vìtu. Platí toti¾ následujíí samo o sobì zajímavé lemma.(γ) Lemma. Neh» X je Banahùv prostor a x1, . . . , xn ∈ X. Potommaxn‚‚‚‚

nX

j=1αjxj‚‚‚‚ : αj = +1 anebo αj = −1o = sup˘ nX

j=1 |ϕ(xj)| : ϕ ∈ X∗, ‖ϕ‖ ≤ 1¯= sup˘ nX

j=1 |ϕ(xj)| : ϕ ∈ X∗, ‖ϕ‖ = 1¯
.Dùkaz. Volme ϕ ∈ BX∗ . Polo¾íme-li αj = +1 v pøípadì ϕ(xj) ≥ 0 a αj = −1 pokud ϕ(xj) < 0, jest

nX

j=1˛̨
ϕ(xj)˛̨ = nX

j=1αjϕ(xj) = ϕ
“ nX

j=1αjxj”
≤

‚‚‚‚
nX

j=1αjxj‚‚‚‚

≤ maxn‚‚‚‚
nX

j=1αjxj‚‚‚‚ : αj = +1 anebo αj = −1o
.Opaènou nerovnost jsme vlastnì dokázali ji¾ v prùbìhu dùkazu pøedhozí vìty. Niménì argument zopakujme.Je-li (α1, . . . , αn) n-tie slo¾ená z èísel +1 a −1, existuje podle dùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.20 ϕ ∈ X∗,

‖ϕ‖ = 1 tak, ¾e ϕ( nP
j=1αjxj) = ‖

nP
j=1αjxj‖. Potom

‚‚‚‚
nX

j=1αjxj‚‚‚‚ = ϕ
“ nX

j=1αjxj” = nX

j=1αjϕ(xj) ≤
nX

j=1˛̨
ϕ(xj)˛̨

≤ sup˘ nX

j=1 |ϕ(xj)| : ϕ ∈ X∗, ‖ϕ‖ = 1¯
.Ruku v rue s Pietshovou dominaèní vìtou jde i následujíí vìta o faktorizai.



246 Poznámky, doplòky, vièení(d) Pietshova faktorizaèní vìta. Neh» T je absolutnì sèítajíí operátor mezi Banaho-vými prostory X a Y a µ Radonova míra na BX∗ jako ve vìtì (). Neh» j : C(BX∗) → L2(BX∗ , µ)znaèí identiké vnoøení. Potom existují operátory
ε ∈ L

(
X, C(BX∗)) a F ∈ L

(
L2(BX∗ , µ), Y )tak, ¾e T = Fjε.Návod . Je-li ε kanoniké vnoøení X do X∗∗, zobrazuje ε prostor X izometriky-izomorfnì do

C(BX∗), kde na BX∗ uva¾ujeme w∗-topologii (pokud nevíte proè, podívejte se na 2.55.p). Volme
x ∈ X . Proto¾e podle Pietshovy dominaèní vìty (a Hölderovy nerovnosti)

‖Tx‖ ≤ D

∫

BX∗

|ϕ(x)| dµ(ϕ) ≤ D
(∫

BX∗

|ϕ(x)|2 dµ(ϕ)) 12
,je zobrazení f : εX ⊂ L2(BX∗ , µ) → Y de�nované pøedpisem f(εx) = Tx spojité a lineární.Podle Hahn-Banahovy vìty pro zobrazení z Hilbertova prostoru v *2.19.b existuje roz¹íøení

F ∈ L
(
L2(BX∗ , µ), Y ) tak, ¾e F = f na εX . Dáme-li v¹e dohromady, vidíme, ¾e T = Fjε. ♣Pou¾ijeme-li vý¹e uvedené harakteristiky, lze ji¾ pomìrnì snadno odvodit nìkteré dal¹í vlast-nosti absolutnì sèítajííh operátorù.(e) Vìta. Ka¾dý absolutnì sèítajíí operátor mezi Banahovými prostory je úplnì spojitý aslabì kompaktní.Dùkaz. Neh» T ∈ L(X,Y ) je absolutnì sèítajíí a xn → 0 slabì v X . Volme ϕ ∈ BX∗ . Proto¾eposloupnost {xn} je omezená v normì (viz 4.7) a |ϕ(xn)| ≤ ‖ϕ‖ ‖xn‖ ≤ ‖xn‖, je posloupnost

{ϕ(xn)} omezená konstantou na BX∗ . Pomoí Pietshovy dominaèní vìty najdeme pravdìpodob-nostní míru µ na BX∗ a D > 0 majíí vlastnost (iv) z pøede¹lé vìty (). Nyní staèí zavolat napomo Lebesgueovu dominaèní vìtu pro integrál, abyhom dostali
‖Txn‖ ≤ D

∫

BX∗

|ϕ(xn)| dµ(ϕ) → 0 .Dùkaz, ¾e T je slabì kompaktní je je¹tì jednodu¹¹í. Pou¾ijeme Pietshovu faktorizaèní vìtu,fakt, ¾e prostor L2(BX∗ , µ) je reexivní a vìtu (2) z *10.3.Pokud máme takhle daleko vybudovanou teorii absolutnì sèítajííh operátorù, není ji¾ pøíli¾obtí¾né dokázat Dvoretzky-Rogersovu vìtu. Zformulujme ji tedy potøetí v tomto textu.(f) Dvoretzky-Rogersova vìta. Neh» X je (reálný) Banahùv prostor, v nìm¾ ka¾dá bez-podmíneènì konvergentní øada konverguje absolutnì. Potom dimX <∞.Dùkaz. Staèí si uvìdomit, ¾e identiký operátor na X je podle pøedpokladù absolutnì sèítajíí.Vskutku, je-li dimX = ∞, uva¾ujme libovolnou posloupnost {xn} z jednotkové kouleBX prostoru
X s vlastností ‖xn − xk‖ ≥ 12 pro n 6= k. Proto¾e tedy víme, ¾e identiké zobrazení je podlevìty (e) slabì kompaktní, existuje vybraná posloupnost z {xn}, která slabì konverguje. Proto¾ev¹ak identita je podle té¾e vìty úplnì spojité zobrazení, je tato vybraná posloupnost (silnì)konvergentní. A to je samozøejmì spor.*10.5. Rademaherovy funke. Posloupnost Rademaherovýh funkí {rn} se de�nuje pøed-pisem

rn(t) := sign sin(2nπt) , t ∈ [0, 1℄ .Nìkdy se klade r0 := 1 na [0, 1℄. Je dobré si nakreslit graf prvníh tøí Rademaherovýh funkí,abyhom si udìlali o nih trohu pøedstavu.Kdybyhom Rademaherovu funki r1 (která¾to je rovna +1 na (0, 12 ) a −1 na ( 12 , 1)) roz¹íøili periodiky na eléR, jest potom rn+1(t) = r1(2nt).Posloupnost Rademaherovýh funkí {rn} tvoøí v L2([0, 1℄) ortonormální soustavu. Netvoøív¹ak ortonormální bázi, kupøíkladu funke 1 − 2t, os(2πt) èi r1 r2 jsou ortogonální ke v¹emRademaherovým funkím.Z hlub¹íh vlastností uveïme následujíí.



*10. Dal¹í tøídy operátorù 247Tvrzení. Pro p ∈ (1,∞) oznaème symbolem Rp uzavøený lineární obal mno¾iny Rademahe-rovýh funkí v Lp([0, 1℄). Potom Banahùv prostor Rp je izomorfní Hilbertovu prostoru l2 av prostoru Lp([0, 1℄) má topologiký doplnìk.*10.6. Chinèinovy nerovnosti. Buï p ∈ (0,∞). Existují konstanty γp,�p tak, ¾e
γp

(∑

n

|an|2) 12 ≤
(∫ 10 ∣∣∣∑n anrn

∣∣∣
p
) 1

p

≤ �p (∑
n

|an|2) 12pro ka¾dou posloupnost {an} ∈ l2.*10.7. Poznámky. (a) Uvedené Chinèinovy nerovnosti lze také zapsat ve tvaru
γp

‚‚{an}
‚‚
l2 ≤

‚‚‚
X

n

anrn

‚‚‚
Lp([0,1℄) ≤ �p ‚‚{an}

‚‚
l2 .Neøíkají vlastnì ni jiného, ne¾ ¾e prostor Rp je pro ka¾dé p ≥ 1 stejná mno¾ina a v¹ehny Lp-normy na nìm jsouekvivalentní.(b) Vìt¹inou se Chinèinovy nerovnosti vyu¾ívají pro koneèné posloupnosti èísel (a1 , a2, . . . , an).() Mo¾ná by ne¹kodilo Chinèinovy nerovnosti trohu elementárnì pøiblí¾it. Uva¾ujme tedy libovolnou n-tiireálnýh èísel x = (x1, . . . , xn) a oznaème jako D mno¾inu v¹eh n-ti slo¾enýh z èísel +1 èi −1. Nyní mù¾emevytvoøit elkem 2n rozliènýh kombinaí

α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn , kde (α1 , α2, . . . , αn) ∈ D .Pro dané p ≥ 1 vytvoøme nyní p-prùmìr
Mp(x) := „ 12n X(α1,...,αn)∈D˛̨

α1x1 + · · · + αnxn
˛̨p

« 1
p

.Není tì¾ké ovìøit, ¾e x 7→Mp(x) je norma na prostoru Rn v¹eh n-ti. Pro p = 2 dostáváme, ¾e
M2(x) = q

x21 + x22 + · · · + x2nje eukleidovská norma na Rn. Chinèinovy nerovnosti lze pak pøepsat ve tvaru (alespoò pro p ≥ 1)
γpM2(x) ≤ Mp(x) ≤ �pM2(x) ,které¾to neøíkají ni jiného ne¾ ¾e p-prùmìry (jako¾to normy) jsou ekvivalentní eukleidovské normì na Rn (s kon-stantou nezávislou na n).(d) Je elá øada praí o konstantáh γp,�p. Dnes ji¾ existují výrazy pro "nejpøesnìj¹í\ takové konstanty. Výsledkyjsou shrnuty v monogra�i J. Diestel, H. Jarhow and A. Tonge [*1995℄, str.23.Vra»me se ke sèítajíím operátorùm. Motivováni harakterizaí absolutnì sèítajííh operátorùv *10.4., de�nujeme jejih zobenìní následovnì.*10.8. p-sèítajíí operátory. Buïte X a Y Banahovy prostory a p ∈ (0,∞℄. Øekneme, ¾eoperátor T ∈ L(X,Y ) je p-sèítajíí , jestli¾e existuje C > 0 tak, ¾e pro libovolnou koneènouposloupnost x1, . . . , xn ∈ X máme

( n∑

j=1 ‖Txj‖p) 1
p

≤ C sup{( n∑

j=1 |ϕ(xj)|p) 1
p : ϕ ∈ X∗, ‖ϕ‖ ≤ 1} .(a) Poznámka. S velkou dávkou tolerane lze øíi, ¾e p-sèítajíí jsou ty operátory, které pøevádìjí "slabì p-bezpodmíneènì konvergentní posloupnosti\ v X na "p-absolutnì konvergentní posloupnosti\ v Y . V¹em uvozovkámv této vìtì lze dát dobrý smysl a elý výrok poøádnì preizovat.Prostor v¹eh p-sèítajííh operátorù, který evidentnì tvoøí vektorový podprostor L(X,Y ),oznaème symbolem �p(X,Y ). Pro T ∈ �p(X,Y ) neh» πp(T ) znaèí in�mum v¹eh konstant

C > 0, pro nì¾ uvedená nerovnost v de�nii p-sèítajííh operátorù platí.(b) Pøíklady. (b1) Pøípad p = ∞ je nezajímavý, nebo» �∞(X,Y ) = L(X,Y ) a π∞(T ) = ‖T ‖pro T ∈ �∞(X,Y ).



248 Poznámky, doplòky, vièení(b2) Identiký operátor id : l2 → l2 není p-sèítajíí pro ¾ádné p ∈ [1,∞). Abyhom si to uvìdomili,staèí se podívat na de�nii p-sèítatelnosti id a uva¾ovat koneèné ortonormální soustavy.Platí dokone vìta, podle které identiké zobrazení na libovolném nekoneènì dimenzionálnímBanahovì prostoru není p-sèítajíí.Dùkaz tohoto tvrzení není pøíli¹ obtí¾ný, vezmeme-li v potaz následujíí vìtu, podle které p-sèítajíí operátoryjsou slabì kompaktní a úplnì spojité. Staèí kopírovat dùkaz Dvoretzky-Rogersovy vìty z *10.4.e.(b3) Neh» µ je pravdìpodobnostní míra na kompaktu K a p ∈ [1,∞). Proto¾e ka¾dá spojitáfunke naK le¾í v prostoru Lp(K,µ), mù¾eme uva¾ovat identiké zobrazení T : C(K) → Lp(K,µ).Vzhledem k nerovnosti
( n∑

j=1 ‖Tfj‖p) 1
p = ( n∑

j=1 ∫K |fj|p dµ
) 1

p

≤
(sup{ n∑

j=1 |fj(x)|p : x ∈ K
}) 1

p

≤ sup{( n∑

j=1∣∣∣∫K fj dν∣∣∣p) 1
p : ν ∈ (C(K))∗, ‖ν‖ = 1}platné pro libovolné f1, . . . , fn ∈ C(K), je T p-sèítajíí operátor. Souèasnì vidíme, ¾e πp(T ) ≤ 1.Ov¹em¾e πp(T ) = 1, staèí toti¾ uva¾ovat konstantní funki f = 1 na K.Základní vlastnosti p-sèítajííh operátorù shrnuje následujíí vìta.() Vìta. Neh» X,Y jsou Banahovy prostory a p ∈ [1,∞). Potom πp je norma na prostoru�p(X,Y ) v¹eh p-sèítajííh operátorù a �p(X,Y ) s normou πp tvoøí Banahùv prostor. Proka¾dý p-sèítajíí operátor T máme ‖T ‖ ≤ πp(T ). Naví �p(X,Y ) tvoøí ideál v L(X,Y ) obsahujííprostor v¹eh koneènì rozmìrnýh operátorù.Libovolný p-sèítajíí operátor je slabì kompaktní a úplnì spojitý.*10.9. Typ a kotyp Banahova prostoru. Neh» X je Banahùv prostor, p > 0 a {rn}posloupnost Rademaherovýh funkí. Øekneme, ¾e X má typ p, jestli¾e existuje C ≥ 0 tak, ¾e

(∫ 10 ∥∥∥∥ n∑

j=1 rj(t)xj∥∥∥∥2 dt) 12
≤ C

( n∑

j=1 ‖xj‖p) 1
pkdykoliv x1, . . . , xn ∈ X .Øíkáme, ¾e X má kotyp p, existuje-li konstanta D > 0 tak, ¾e

( n∑

j=1 ‖xj‖p) 1
p

≤ D

(∫ 10 ∥∥∥∥ n∑

j=1 rj(t)xj∥∥∥∥2 dt) 12pro jakýkoliv výbìr x1, . . . , xn ∈ X .(a) Poznámky. (a1) Pro p = ∞ musíme uvedené výrazy nahradit max{‖x1‖, . . . , ‖xn‖}.(a2) Ka¾dý Banahùv prostor má typ p, pokud 0 < p ≤ 1. Pro tato p v¾dy toti¾ platí
„Z 10 ‚‚‚‚

nX

j=1 rj(t)xj‚‚‚‚
2
dt

« 12
≤

nX

j=1 ‖xj‖ ≤
„ nX

j=1 ‖xj‖p« 1
p

.Obdobnì, ka¾dý Banahùv prostor má kotyp ∞.(a3) ®ádný netriviální Banahùv prostor nemù¾e mít typ p > 2 a kotyp p < 2. To plyne z Chinèinovýh nerovností.Proto se omezujeme pøi studiu prostorù na typ p ∈ [1, 2℄ a kotyp p ∈ [2,∞℄.(b) Pøíklady. (b1) Hilbertùv prostor má souèasnì typ 2 i kotyp 2. To plyne ihned z ortonor-mality Rademaherovýh funkí.(b2) Prostor l1 má kotyp 2. Dùkaz tohoto ne zrovna triviálního tvrzení lze najít tøeba v J. Lin-denstrauss and L. Tzafriri [*1979℄.Uveïme nyní bez dùkazù v pøehledu základní vìty, které platí pro prostory urèitého typu èikotypu.



*11. Neomezené operátory 249() Vìta. Má-li Banahùv prostor kotyp p a ∑n xn je bezpodmíneènì konvergentní øada v X,potom ∑
n ‖xn‖p <∞.(d) Vìta. Jestli¾e Banahùv prostor X má typ p, potom jeho duál X∗ má kotyp q, kde 1

p+ 1
q = 1.(e) Kwapie�nova vìta. Má-li Banahùv prostor typ 2 i kotyp 2, je ji¾ izomorfní Hilbertovuprostoru.*10.10. Závìreèná poznámka. O vývoji pojmu indexu se lze doèíst v J. Dieudonné [1985℄.*11. Neomezené operátory*11.1. Cayleyova transformae. I pro neomezené samoadjungované operátory na Hilbertovìprostoru lze vyslovit rùzné varianty spektrální vìty. Von Neumannova my¹lenka spoèívala natransformai takového operátoru na omezený, na nìj se aplikovala ji¾ známá spektrální vìta apoté se opìt aplikovala inverzní transformae.Dnes existují spektrální vìty pro neomezené operátory v rùzném stupni obenosti. Nebudemese jimi zabývat, lze odkázat tøeba na W. Rudin [*1973℄, zmiòme se jen struènì o oné transformai.Poèátek byl u obyèejné transformae v komplexní rovinì.(a) Möbiova transformae. De�nujme Möbiovu transformai M v roz¹íøené komplexní rovinìjako zobrazení M : z 7→ z−i

z+i . Lehe zjistíme, ¾e M(0) = −1, M(1) = −i a M(∞) = 1. Möbiovatransformae M zobrazuje horní polorovinu na D := {z ∈ C : |z| < 1} a je prostým zobrazenímR na {z ∈ T : z 6= 1}.(b) Cayleyova transformae pro omezené operátory. Neh» T je hermiteovský operátor nakomplexním Hilbertovì prostoru H . Zkuste si sami dokázat následujíí vièení:(b1) operátory T − iI a T + iI jsou invertibilní,(b2) polo¾íme-li UT := (T − iI)(T + iI)−1, je UT unitární operátor (UTU∗
T = U∗

TUT = I);nazývá se Cayleyovou transformaí operátoru T ,(b3) operátor I − UT je invertibilní a T = i(I + UT )(I − UT )−1.Návod . Uka¾te zprvu, ¾e ∥∥(T + iI)x∥∥2 = ∥∥(T − iI)x∥∥2 = ‖Tx‖2 + ‖x‖2. ♣() Lemma. Neh» A je symetriký uzavøený operátor na Hilbertovì prostoru H. Potom operátory
T − iI a T + iI jsou prosté a mno¾iny R(T − iI) a R(T + iI) jsou uzavøené.Návod . Je-li z ∈ C \R, je ‖Tx− zx‖ ≥ Im z‖x‖. ♣(d) Cayleyova transformae. Neh» A je symetriký uzavøený operátor na Hilbertovì prostoru
H . Podle pøede¹lého je operátorA+iI prostý a mù¾eme polo¾it UA := (A−iI)(A+iI)−1. Operátor
UA, který je de�nován na DU := R(A + iI) se nazývá Cayleyovou transformaí operátoru A.(e) Vlastnosti Cayleyovy transformae. Neh» A samoadjungovaný operátor na Hilbertovìprostoru H. Potom:(e1) R(A + iI) = H, operátor UA ∈ L(H) je unitární a operátor I − UA je prostý (tj. 1 /∈

σp(UA)),(e2) DA = R(I − UA) a A = i(I + UA)(I − UA)−1.(f) Vìta. Neh» U je unitární operátor na Hilbertovì prostoru H nemajíí 1 jako vlastní èíslo(tj. neh» operátor I − U je prostý). De�nujeme-li operátor A na DA vztahy
DA := R(I − U) a A := i(I + U)(I − U)−1 ,je operátor A samoadjungovaný a jeho Cayleyova transformae UA = U .(g) Poznámky. (g1) Lze vyslovit vìty daleko obenìj¹í.(g2) Z uvedenýh tvrzení vyplývá, ¾e mno¾ina v¹eh samoadjungovanýh operátorù si navzájem jednoznaènìodpovídá s mno¾inou v¹eh (omezenýh) unitárníh operátorù nemajííh 1 ve svém bodovém spektru.



250 Poznámky, doplòky, vièení*11.2. Exponeniála. V *6.12 jsme naznaèili mo¾nost de�nie exponeniály exp a pro prvkyBanahovýh algeber. Speiálnì tedy máme de�nováno eA (znaèíme radìji ne¾ expA) pro omezenéoperátory na Hilbertovýh prostoreh. De�novat eA i pro neomezené operátory je ponìkud oøí¹ek,jsou rùzné mo¾nosti. Mù¾eme tøeba pou¾ít funkèní kalkulus pro neomezené operátory èi de�novatpøímo
etA := lim

n→∞

(
I − t

n
A
)−n

.Lze odkázat tøeba na pøíslu¹nou partii v T. Kato [*1976℄.*12. Teorie semigrup*12.1. Grupy operátorù na Banahovì prostoru. (a) Tøídu omezenýh operátorù {Tt}t∈Rna Banahovì prostoru X nazveme C0-grupou, jestli¾e(a) T0 = I,(b) Ts Tt = Ts+t pro ka¾dou dvojii s, t ∈ R,() lim
t→0Ttx = x pro ka¾dé x ∈ X .(b) Poznámky. (b1) Pov¹imnìte si, ¾e limita v podmíne () se uva¾uje oboustranná. Obdobnì jako u semigrupse pak odvodí, ¾e pro ka¾dé x ∈ H je funke t 7→ Ttx spojitá na R .(b2) Z de�nie C0-grupy ihned vidíme, ¾e operátor Tt má inverzi pro ka¾dé t ∈ R. Zøejmì `

Tt
´−1 = T−t. Tudí¾

{Tt}t∈R vzhledem ke skládání operátorù tvoøí skuteènì grupu.Následujíí tvrzení si zkuste dokázat sami.() Tvrzení. Neh» {Tt}t≥0 je C0-semigrupa operátorù na Banahovì prostoru X. Neh» dáleoperátor Tt má inverzi pro ka¾dé t > 0. Polo¾íme-li St := (T−t)−1 pro t < 0 a St = Tt pro t ≥ 0,tvoøí {St}t∈R C0-grupu operátorù.(d) Poznámka. Je-li {Tt} C0-semigrupa a existuje-li τ > 0 tak, ¾e operátor Tτ má inverzi, má inverzi ji¾ ka¾dýoperátor Tt z této semigrupy.Lze té¾ ukázat, ¾e Tτ je invertibilní, pokud operátor Tτ − I je kompaktní.(e) Generátor C0-grupy. Generátor C0-grupy {Tt} se zavádí obdobnì jako v pøípadì semigrup.Jeho de�nièní obor je de�nován jako DA := {
x ∈ X : lim

t→0 Ttx−x
t existuje}, pøièem¾ sám operátor

A je pak de�nován pro x ∈ DA pøedpisem A : x 7→ lim
t→0 Ttx−x

t .*12.2. Disipativní operátory. Hille-Yosidova vìta 12.22 øíkala jak poznat, kdy operátor Aje generátorem nìjaké semigrupy {Tt}. Jinou mo¾nost nabízí Lumer-Phillipsova harakteristika.Pro ni ov¹em potøebujeme pojem disipativního operátoru.Buï x prvek Banahova prostoru X . Oznaème
T(x) := {

ϕ ∈ X∗ : ‖ϕ‖ = 1 a ϕ(x) = ‖x‖
}mno¾inu v¹eh teènýh funkionálù v bodì x. Hahn-Banahova vìta, respektive její dùsledek2.20 o teèném funkionálu zaruèuje, ¾e mno¾ina T(x) je v¾dy neprázdná. Øekneme, ¾e lineárníoperátor A : DA ⊂ X → X je disipativní , jestli¾e ke ka¾dému x ∈ DA existuje ϕ ∈ T(x) tak, ¾eReϕ(Ax) ≤ 0. Následují nìkteré harakteristiky disipativníh operátorù.(a) Tvrzení. Operátor A je disipativní, právì kdy¾ ∥∥(λI −A)x∥∥ ≥ λ ‖x‖ pro v¹ehna x ∈ DAa λ > 0.Návod . Pøedpokládejme, ¾e A je disipativní, x ∈ DA a λ > 0. Volme ϕ ∈ T(x) tak, abyReϕ(Ax) ≤ 0. Potom

∥∥(λI −A)x∥∥ ≥
∣∣ϕ(λx −Ax)∣∣ ≥ Reϕ(λx −Ax) = λ‖x‖ − Reϕ(Ax) ≥ λ‖x‖ .Dùkaz opaèné implikae je ji¾ slo¾itìj¹í a vyu¾ívá Alaogluovu vìtu o w∗-kompaktnosti jednotkovékoule v X∗. V této obenosti nebudeme tento dùkaz provádìt, omezíme se pouze na Hilbertovyprostory. Volme tedy x ∈ DA, x 6= 0 a λ > 0. Proto¾e (λx − Ax, λx − Ax) ≥ λ2 (x, x), je(Ax,Ax) ≥ 2λRe(Ax, x). Odtud plyne, ¾e Re(Ax, x) ≤ 0 (λ > 0 bylo libovolné). Polo¾íme-li

ϕ : h→ 1
‖x‖ (h, x) pro h ∈ X , je ϕ ∈ T(x) a Reϕ(Ax) = Re 1

‖x‖(Ax, x) ≤ 0. ♣



*12. Teorie semigrup 251(b) Tvrzení. Neh» A : DA ⊂ H → H je lineární operátor na Hilbertovì prostoru H. Potom
A je disipativní, právì kdy¾ Re(Ax, x) ≤ 0 pro ka¾dé x ∈ DA.Návod . Staèí si uvìdomit, ¾e ϕ ∈ T(x) (x 6= 0), právì kdy¾ ϕ(h) = 1

‖x‖ (h, x) pro ka¾dé h ∈ H . ♣
����G. Lumer

() Lumer-Phillipsova vìta. Neh» A : DA ⊂ X → X je hustì de�novanýlineární operátor. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) A je generátor jisté kontrakèní C0-semigrupy,(ii) A je disipativní a ̺(A) ∩ (0,∞) 6= ∅ .Je-li splnìna jedna z tìhto podmínek, je (0,∞) ⊂ ̺(A) a Reϕ(Ax) ≤ 0 pro ka¾dé
x ∈ DA a ka¾dý teèný funkionál ϕ ∈ T(x).Návod . Neh» A je disipativní a λ0 ∈ ̺(A) ∩ (0,∞). Proto¾e podle (a) je ‖(λI −
A)x‖ ≥ λ ‖x‖ pro v¹ehna x ∈ DA a λ > 0, dostáváme, ¾e ‖(λI − A)−1‖ ≤ 1

λ ,pokud λ ∈ (0,∞) ∩ ̺(A). Proto¾e pro libovolné λ > 0
λI −A = (I + (λI − λ0I)(λ0I −A)−1)(λ0I −A

)
,vidíme, ¾e (0, 2λ0) = {λ > 0 : |λ− λ0| < λ0} ⊂ ̺(A). Volíme-li λ1 = 32λ0, obdobnou úvahoudostaneme, ¾e (0, 52λ0) ⊂ ̺(A). Postupujíe takto dál, doká¾eme, ¾e (0,∞) ⊂ ̺(A). A proto¾ejsme ukázali, ¾e ‖(λI −A)−1‖ ≤ 1

λ pro λ ∈ ̺(A) ∩ (0,∞), Hille-Yosidova vìta 12.22 øíká, ¾e A jegenerátor jisté kontrakèní C0-semigrupy.Neh» naopak,A je generátor kontrakèní C0-semigrupy {Tt}. Volme x ∈ DA. Existuje ϕ ∈ T(x).Volme je¹tì t > 0. Potom Reϕ(Ttx− x) = Reϕ(Ttx) − ‖x‖ ≤ ‖ϕ‖ ‖Tt‖ ‖x‖ − ‖x‖ ≤ 0. Limitnímpøehodem pro t→ 0+ Reϕ(Ax) = lim
t→0+ Reϕ(Ttx− x

t

)
≤ 0 .Z Hille-Yosidovy vìty pak je¹tì plyne, ¾e (0,∞) ⊂ ̺(A).Dùkaz dovìtku je pak zøejmý. ♣*12.3. Grupy unitárníh operátorù. (a) Neh» H je Hilbertùv prostor. C0-grupu {U(t)}t∈Rnazýváme unitární silnì spojitou grupou na H , kráte jen unitární grupou, jestli¾e U(t) je proka¾dé t ∈ R unitární operátor na H .Pøipomeòme, ¾e omezený operátor U na Hilbertovì prostoru H je unitární , jestli¾e U je izo-metrií a U(H) = H . Ekvivalentnì, jestli¾e U je invertibilní a U−1 = U∗.Je-li tedy {U(t)} unitární grupa, je U(−t) = (

U(t))−1 = (
U(t))∗.(b) Pøíklad. Neh» H je Hilbertùv prostor a A : DA ⊂ H → H samoadjungovaný (obenìneomezený) operátor. Polo¾me U(t) := eitA pro t ∈ R (viz *11.2). Potom U(t) je unitárníoperátor na H a {U(t)}

t∈R tvoøí unitární grupu.() Stoneova vìta. Neh» A je generátor C0-grupy {Tt} operátorù na Hilbertovì prostoru H.Potom {Tt} je unitární, právì kdy¾ operátor iA je samoadjungovaný. Jinak øeèeno, operátor Aje generátorem nìjaké unitární grupy, právì kdy¾ iA je samoadjungovaný operátor.Návod . Je-li A generátor unitární grupy, z de�nie øádkovou úvahou zjistíme, ¾e A = −A∗, tudí¾
iA = (iA)∗.Je-li operátor iA samoadjungovaný, je DA = H , A = −A∗ a DA∗ = DA. Volíme-li x ∈ DA, je(Ax, x) = (x,A∗x) = (x,−Ax) = −(Ax, x), a tudí¾ Re(Ax, x) = 0. Operátor A je tedy disipativní(viz *12.2.b). Také operátor A∗ je disipativní. Vìtièka 11.9 nám øíká, ¾e A∗, a tím pádem také
A = −A∗, jsou uzavøené operátory. Nyní je skoro v¹e pøipraveno k u¾ití Lumer-Phillipsovy vìty*12.2.. Potøebujeme pouze ukázat, ¾e ̺(A)∩(0,∞) 6= ∅. Staèí si tedy rozmyslet, ¾e R(A−I) = H(víme toti¾, ¾e operátor A− I je uzavøený a podle *12.2a prostý). Kdyby tomu tak nebylo, na¹libyhom a ∈

(
R(A − I))⊥, a 6= 0. Potom ov¹em A∗a − a = 0. Proto¾e A∗ je také disipativní,je nutnì a = 0 opìt podle *12.2.a. Tak¾e vzhùru k Lumer-Phillipsovì vìtì. Podle ní existujíkontrakèní C0-semigrupy {Tt} a {St} majíí A a A∗ za své generátory. Staèí polo¾it U(t) := Tt



252 Poznámky, doplòky, vièenípro t ≥ 0 a U(t) := S−t pro t ≤ 0. Potom {
U(t)}

t∈R tvoøí grupu operátorù. Zbývá ukázat, ¾e
U(t) jsou unitární operátory pro ka¾dé t ∈ R. Proto¾e v¹ak (U(t))−1 = U(−t), ∥∥U(t)∥∥ ≤ 1 a∥∥U(−t)∥∥ ≤ 1, je U(t) izometrie a R

(
U(t)) = H . ♣(d) Poznámky. (d1) V kontextu Stoneovy vìty je pak Tt = eiAt pro ka¾dé t ∈ R. Naví operátor A je omezený,právì kdy¾ lim

t→0 ‖Tt − I‖ = 0.(d2) Je zajímavé, ¾e z vlastností C0-grupy plyne tvrzení, podle kterého zobrazení U : t 7→ U(t) je spojité zob-razení R do L(H), uva¾ujeme-li na prostoru L(H) silnou operátorovou topologii τSOT z 14.20.. K tomu, abyzobrazení U bylo spojité v topologii τSOT staèí jenom pøedpokládat, ¾e je spojité je¹tì ve slab¹í topologii τWOT .Podmínku () z de�nie C0-grupy lze dokone nahradit jakousi podmínkou mìøitelnosti, o èem¾ vypovídá jednaz von Neumannovýh vìt v J. von Neumann [1932℄.*12.4. Dal¹í tøídy semigrup. Pøi hlub¹ím studiu teorie semigrup byhom se mohli zamìøit nasemigrupy, jejih¾ jednotlivé operátory Tt mají dal¹í spei�ké vlastnosti. To je obsahem mnohamonogra�í vìnovanýh teorii semigrup. My pøipojíme pouze pár poznámek.(a) Kompaktní semigrupy. C0-semigrupa {Tt} na Banahovì prostoru X se nazývá kompaktní ,jestli¾e Tt je kompaktní operátor pro ka¾dé t > 0. Netriviální harakteristika øíká, ¾e C0-semigrupa
{Tt} s generátorem A je kompaktní, právì kdy¾ zobrazení t 7→ Tt : (0,∞) → L(X) je spojité aexistuje λ ∈ ̺(A) tak, ¾e operátor (λI −A)−1 je kompaktní.(b) Diferenovatelné semigrupy. Diferenovatelnou semigrupou rozumíme ka¾dou C0-semi-grupu {Tt} s vlastností, ¾e zobrazení t 7→ Ttx je diferenovatelné na (0,∞) pro ka¾dé x ∈ X . Je-li
A generátor semigrupy {Tt}, je zobrazení t 7→ Ttx je diferenovatelné v ka¾dém bodì t ∈ (0,∞)za pøedpokladu, ¾e x ∈ DA. To jsme dokázali v lemmatu 12.10.() Analytiké semigrupy. Abyhom mohli studovat analytiké semigrupy, museli byhompøedev¹ím roz¹íøit de�nii semigrupy na jisté podmno¾iny komplexní roviny obsahujíí interval(0,∞). To v¹ak ji¾ pøekraèuje ráme tìhto Zápiskù.Takto byhom mohli pokraèovat dále. Studují se kupøíkladu semigrupy, jejih¾ prvky jsoupozitivní operátory, ale také semigrupy distribuí èi nelineárníh operátorù anebo té¾ semigrupyna lokálnì konvexníh prostoreh. Zájeme o tuto problematiku lze odkázat na ¹irokou ¹kálumonogra�í. Klasikým textem je E. Hille and R. Phillips [*1957℄. Dále mohu doporuèit tøebaJ.A. Goldstein [*1985℄ èi A. Pazy [*1983℄. Hlub¹í pohled na teorii semigrup je mo¾no nalézt v Ph.Clément et al. [*1987℄. *13. Topologiké vektorové prostory*13.1. Koneènì dimenzionální prostory. V následujíím shrneme základní vlastnosti ko-neènì dimenzionálníh topologikýh vektorovýh prostorù a podprostorù. Je vhodné porovnatnásledujíí vìty s obdobnými tvrzeními v normovanýh lineárníh prostoreh. Detailní dùkazy simusí ètenáø obstarat sám.(a) Vìta. Neh» (X, τ) je Hausdor�ùv topologiký vektorový prostor koneèné dimenze (nadtìlesem F). Potom platí:(a1) Je-li σ dal¹í lineární Hausdor�ova topologie na X, potom τ = σ. Dokone, jestli¾edimX = n, potom (X, τ) je izomorfní Fn (se standardní eukleidovskou topologií).(a2) Uzavøené omezené podmno¾iny X jsou kompaktní.(a3) Ka¾dý lineární funkionál na X je spojitý.(b) Rieszova vìta. Ka¾dý lokálnì kompaktní Hausdor�ùv topologiký vektorový prostor je ji¾koneèné dimenze.Návod . Mù¾ete pou¾ít následujíí Choquetovu ideu (a porovnat s *5.2). Pøedpokládejte, ¾e K jekompaktní vyvá¾ené okolí 0. Potom existují x1, . . . , xn ∈ K tak, ¾e K ⊂

n⋃
j=1(xj + 12K). Neh»

M je lineární obal mno¾iny {x1, . . . , xn}. Podle vìty v () je M uzavøený podprostor X , a tudí¾



*13. Topologiké vektorové prostory 253faktorprostor X/M je podle *13.2 Hausdor�ùv. Je-li q : X → X/M kanoniké zobrazení, je
q(M) = {0}, tak¾e q(K) ⊂ q(M) + q( 12K) ⊂ 12q(K). Indukí pak dostáváme q(K) ⊃ 2nq(K).Proto¾e q(K) je vyvá¾ená mno¾ina, musí být q(K) = X/M . Zobrazení q je v¹ak spojité, z èeho¾plyne, ¾e q(K) je kompakt. Ale X/M je kompaktní Hausdor�ùv topologiký vektorový prostor,právì kdy¾ X/M = {0}. Koneènì dostáváme, ¾e X = M ♣() Vìta. Neh» X je topologiký vektorový prostor a M jeho podprostor koneèné dimenze.Potom M je uzavøený.*13.2. Faktorprostor. Buï M lineární podprostor topologikého vektorového prostoru (X, τ)a q kanoniké vnoøení X do X/M dané jako q : x 7→ [x℄ := x +M . Motivováni *1.11, de�nujmetopologii τ/M na X/M jako nejvìt¹í topologii, pro ni¾ je zobrazení q spojité a otevøené. Musí seov¹em ovìøit, ¾e τ/M je lineární topologie. Naví, topologie τ/M je Hausdor�ova, právì kdy¾ Mje uzavøený podprostor. To je jasné z toho, ¾e X/M \ {[0℄} = q(X \M) a q je spojité a otevøené.*13.3. Úplnost v topologikýh vektorovýh prostoreh. Neh» (X, τ) je topologiký vek-torový prostor. Zobenìná posloupnost {xγ}γ∈� v X se nazývá auhyovská, jestli¾e ke ka¾démuokolí nuly U ∈ τ(0) existuje γ0 ∈ � tak, ¾e xα − xβ ∈ U pro ka¾dou dvojii α, β ≻ γ0.Podmno¾inu A topologikého vektorového prostoru X nazveme úplnou, jestli¾e ka¾dá auhy-ovská zobenìná posloupnost v A konverguje k nìjakému bodu v A. Tedy speiálnì, prostor Xje úplný , jestli¾e ka¾dá auhyovská zobenìná posloupnost v X konverguje.Mno¾inu A nazveme sekveniálnì úplnou, jestli¾e ka¾dá auhyovská posloupnost v A konver-guje k nìjakému prvku A.Koneènì, prostor X nazveme kvaziúplným, jestli¾e ka¾dá jeho uzavøená omezená podmno-¾ina je úplná. Ekvivalentnì, jestli¾e ka¾dá omezená auhyovská zobenìná posloupnost v X jekonvergentní.(a) Vìta. Ka¾dý reexivní Banahùv prostor je slabì sekveniálnì úplný.Návod . Neh» {xn} je slabì auhyovská posloupnost v reexivím Banahovì prostoruX . Proto¾epro ka¾dé ϕ ∈ X∗ je posloupnost èísel {ϕ(xn)} auhyovská (to je ov¹em tøeba zdùvodnit),existuje limϕ(xn). Podle prinipu stejnomìrné omezenosti 4.3 s vyu¾itím reexivity X existuje
M > 0 tak, ¾e sup ‖xn‖ ≤M <∞. Polo¾me Fϕ := limϕ(xn). Funkionál F je lineární a spojitý(lim |ϕ(xn)| ≤ M ‖ϕ‖). Existuje tedy z ∈ X tak, ¾e εz = F . Tudí¾ ϕ(z) = Fϕ = limϕ(xn) proka¾dé ϕ ∈ X∗, o¾ neznamená ni jiného, ne¾ ¾e xn w→ z. ♣(b) Úplnost slabýh topologií. Neh» E je normovaný lineární prostor. Je-li E w-úplný,je ji¾ koneènì dimenzionální. Jestli¾e E∗ je w∗-úplný, je také ji¾ koneènì dimenzionální.Návod . Dùkaz prvního tvrzení je pomìrnì obtí¾ný a vyneháme ho.Abyhom dokázali druhé, pøedpokládejme, ¾e dimE = ∞. Na¹ím úkolem je vyrobit w∗-auhyovskou zobenìnou posloupnost, která není w∗-konvergentní. Podle poznámky 2.6. exis-tuje ϕ ∈ E# \E∗. Uspoøádejme mno¾inu K v¹eh koneènì dimenzionálníh podprostorù inkluzí:
M1 ≺ M2 v pøípadì, kdy M1 ⊂ M2. Podle vìt 2.27 a 2.38 existuje pro ka¾dé M ∈ K projeke
PM : E →M . Polo¾me ϕM := ϕ ◦PM . Proto¾e ϕM je koneènì dimenzionální operátor a jeho já-dro kerϕM je w∗-uzavøené, je s pøihlédnutím k vìtì 14.24 ϕM w∗-spojitý. Nyní si staèí uvìdomit,¾e {ϕM : M ∈ K} je w∗-auhyovská zobenìná posloupnost, která není w∗-konvergentní. ♣() Tvrzení. Kompaktní podmno¾ina topologikého vektorového prostoru je úplná, úplná pod-mno¾ina je uzavøená. Uzavøená podmno¾ina úplného topologikého vektorového prostoru je úplná.Návod . Toto by mìlo být jednoduhé vièení. Proto¾e v¹ak práe se zobenìnými posloupnostmije pøei jen obtí¾nìj¹í ne¾ s obvyklými posloupnostmi, pøedveïme dùkaz prvního tvrzení. Zadejmesi tedy auhyovskou zobenìnou posloupnost {xγ}γ∈� v kompaktní podmno¾inì K topologi-kého vektorového prostoru E. Pro γ ∈ � oznaème Kγ := {xα : α ≻ γ}. Proto¾e mno¾ina � jeusmìrnìná, je soustava {Kγ}γ∈� entrovaná a podle vìty B.5 existuje k ∈ ⋂

{
Kγ : γ ∈ �}. Staèíukázat, ¾e xγ → k. Volme tedy okolí nuly U v E a naleznìme podle von Neumannovy vìty 13.7okolí nuly V tak, aby V + V ⊂ U . Jeliko¾ na¹e zobenìná posloupnost je auhyovská, existuje

γ ∈ � tak, ¾e xi − xj ∈ V pro ka¾dé i, j ≻ γ. A proto¾e k ∈ Kγ , existuje α ≻ γ tak, ¾e
xα ∈ (k + V ) ∩Kγ . Potom ov¹em pro β ≻ γ máme xβ − k = (xβ − xα) + (xα − k) ∈ V + V ⊂ U .Tak¾e xγ → k. ♣



254 Poznámky, doplòky, vièení(d) Kvaziúplnost slabýh topologií. Neh» X je Banahùv prostor. Potom X je w-kvazi-úplný, právì kdy¾ X je reexivní. Duál X∗ je v¾dy w∗-kvaziúplný.Návod . Je-li X w-kvaziúplný, je uzavøená jednotková koule BX w-úplná. Pomoí Goldstineovalemmatu 16.8 uka¾te, ¾e ε(BX) = BX∗∗ . Neh» naopak A je slabì uzavøená a slabì omezenámno¾ina v X . Potom A je omezená, a tudí¾ A je podmno¾ina nìjaké uzavøené koule, kteráv dùsledku reexivity X je slabì kompaktní. Odtud plyne, ¾e A musí být slabì úplná mno¾ina.Je-li B w∗-uzavøená a w∗-omezená podmno¾ina X , je X omezená. Podle dùsledku Alaoglu-Bourbakiho vìty 15.15 je B w∗-kompaktní, a tudí¾ i w∗-úplná. ♣(e) Zúplnìní. Pøedpokládejme, ¾e E je topologiký vektorový prostor. Potom existuje úplnýtopologiký vektorový prostor Ẽ (t.zv. zúplnìní E) obsahujíí E jako¾to hustý podprostor. Je-li
E naví Hausdor�ùv, lze volit Ẽ jako Hausdor�ùv. V tomto pøípadì je Ẽ urèen jednoznaènì a¾na (topologiký) izomor�zmus.V pøípadì, ¾e E je lokálnì konvexní, existuje jeho zúplnìní Ẽ, které je lokálnì konvexní.*13.4. Prekompaktní mno¾iny v topologikýh vektorovýh prostoreh. Pøipomeòme,¾e podmno¾ina B metrikého prostoru P je prekompaktní, jestli¾e ke ka¾dému ε > 0 existujekoneèná mno¾ina F ⊂ P tak, ¾e B ⊂ ⋃{U(x, ε) : x ∈ F}. V pøípadì, ¾e P je dokone normovanýlineární prostor, mno¾ina B je prekompaktní, jestli¾e ke ka¾dému ε > 0 existuje koneèná mno¾ina
F ⊂ P tak, ¾e

B ⊂
⋃{

U(x, ε) : x ∈ F
} = ⋃{

x+ U(0, ε) : x ∈ F
} = F + U(0, ε) .Pøenesení této de�nie do topologikýh vektorovýh prostorù tedy neèiní potí¾e. Øekneme, ¾epodmno¾ina B topologikého vektorového prostoru (X, τ) je prekompaktní , jestli¾e ke ka¾démuokolí nuly U ∈ τ(0) existuje koneèná mno¾ina F ⊂ X tak, ¾e B ⊂ F + U .(a) Poznámka. V¾dy lze dokone volit F ⊂ B. Vskutku, najdìme nejdøíve V ∈ τ(0) tak, aby V +V ⊂ U . Existujetedy koneèná mno¾ina K = {v1, . . . , vn} ⊂ X tak, ¾e B ⊂ K + V . Lze pøedpokládat, ¾e (vj + V ) ∩ B 6= ∅ proka¾dé j = 1, . . . , n. Volíme-li xj ∈ (vj + V ) ∩ B velku libovolnì a oznaèíme M := {x1, . . . , xn}, je B ⊂ M + U .Základní vlastnosti prekompaktníh mno¾in shròme do následujííh tvrzení.(b) Tvrzení. Kompaktní i relativnì kompaktní mno¾iny jsou prekompaktní, ka¾dá prekom-paktní mno¾ina je omezená. Uzávìr prekompaktní mno¾iny je prekompaktní.Návod . Neh» K je kompaktní mno¾ina a U okolí 0. Proto¾e {k + U : k ∈ K} je otevøené pokrytí

K, existují k1, . . . , kn ∈ K tak, ¾e ⋃ {kj + U : j = 1, . . . , n} ⊃ K.Neh» B je prekompaktní v E a U vyvá¾ené okolí 0. Existuje vyvá¾ené okolí 0 tak, ¾e V +V ⊂ Ua koneèná mno¾ina F tak, ¾e B ⊂ F + V . Proto¾e F je omezená mno¾ina v E, existuje n tak, ¾e
F ⊂ nV . Tudí¾ B ⊂ nV + V ⊂ nV + nV = n(V + V ) ⊂ nU .Je samozøejmé, ¾e podmno¾ina prekompaktní mno¾iny je prekompaktní. Tak¾e relativnì kom-paktní mno¾iny jsou i prekompaktní.Neh» koneènì B je prekompaktní a U okolí 0. Existuje uzavøené okolí V nuly, V ⊂ U akoneèná mno¾ina F tak, ¾e B ⊂ F + V . Potom B ⊂ F + V = F + V ⊂ F + U . ♣Analogiky, jako v teorii metrikýh prostorù, platí i zde následujíí harakteristika. Její dùkazje ale ji¾ komplikovanìj¹í.() Vìta. Podmno¾ina topologikého vektorového prostoru E je kompaktní, právì kdy¾ je úplnáa prekompaktní.Návod . Ka¾dá kompaktní mno¾ina je úplná podle *13.3. a pøede¹lého tvrzení (b). Neh» obráenì
K je úplná a prekompaktní mno¾ina v E. Cheme ukázat, ¾e je kompaktní. Abyhom se vyhnuli(alespoò expliitnì) pou¾ití ultra�ltrù (obvyklý dùkaz jih vyu¾ívá), pou¾ijeme harakteristikukompaktnosti z B.5. Dùkaz jen naznaèíme. Neh» tedy T je entrovaná soustava uzavøenýhpodmno¾in K. Ta je obsa¾ena v nìjaké maximální entrované soustavì uzavøenýh podmno¾in
K (Zornovo lemma !), ponehme ji oznaèení T . Uká¾eme-li, ¾e ke ka¾dému okolí U nuly existuje
B ∈ T a x ∈ E tak, ¾e B ⊂ x + U , vyplyne z úplnosti K, ¾e ⋂ {T : T ∈ T } 6= ∅ (toto tvrzenínení úplnì zøejmé a vy¾aduje men¹í zdùvodnìní). K tomu vyu¾ijeme právì prekompaktnost a



*13. Topologiké vektorové prostory 255maximalitu T . Staèí toti¾ ukázat, ¾e pokud uzavøené mno¾iny B1, . . . , Bn pokrývají K, potomjedna z nih nále¾í T . Kdyby v¹ak mno¾ina Bj nenále¾ela T , potom T ∪ Bj by ji¾ nemohlbýt entrovaný systém. Tím byhom pro ka¾dou z mno¾in B1, . . . , Bn na¹li koneèný podsystémv T majíí s ní prázdný prùnik. Jejih sjednoením byhom pak získali koneèný podsystém Ts prázdným prùnikem. ♣*13.5. Konvexní obaly rùznýh mno¾in. Neh» B je podmno¾ina topologikého vektorovéhoprostoru X a oB její konvexní obal.(a) Tvrzení. Je-li B prekompaktní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru, je i oB prekom-paktní.Návod . Neh» U je okolí nuly v X . Existuje barel V , který je také okolím 0 tak, ¾e V + V ⊂ U .Podle de�nie prekompaktnosti v *13.4 existuje koneèná mno¾ina F ⊂ B s vlastností B ⊂ F +V .Proto¾e oF + V je konvexní mno¾ina obsahujíí F + V , musí být oB ⊂ oF + V . Ve tvrzení(d) uká¾eme, ¾e mno¾ina oF je kompaktní, o¾ nám dovolí vybrat koneènou mno¾inu F ∗ ⊂ oFtak, aby oF ⊂ F ∗ + V . Potom ov¹em oB ⊂ oF + V ⊂ (F ∗ + V ) + V ⊂ F ∗ + U . ♣(b) Tvrzení. Je-li B omezená mno¾ina v lokálnì konvexním prostoru (X, τ), je i oB omezenámno¾ina.Návod . Neh» V je okolí 0. Najdìme konvexní U ∈ τ(0), U ⊂ V . Existuje λ > 0 tak, ¾e B ⊂ λU .Potom oB ⊂ o(λU) = λU ⊂ λV ♣

����W. Rudin
() Pøíklad. Pøedpoklad lokální konvexity prostoru X v (b) je podstatný. Uva-¾ujeme-li metriký lineární prostor Lp(R) pro 0 < p < 1 z 13.13., je mno¾ina
B := {f ∈ Lp(R) : ̺(f, 0) < 1} omezená. Ale oB = Lp(R), o¾ je mno¾inaneomezená.Rovnì¾ tak pøedpoklad lokální konvexivity nelze vynehat v tvrzení (a). Staèíse tøeba podívat na Rudinùv protipøíklad z následujíího odstave *13.6.b. Zkrátkamno¾ina {xn}, kde x0 := (0, 0, . . . ) a xn := 1√

n
en je (dokone) kompaktní v pro-storu l 12 , ale posloupnost konvexníh kombinaí 1
n (x1 + · · · + xn) není (ani) ome-zená.(d) Tvrzení. Je-li X topologiký vektorový prostor a B koneèné sjednoení jehokompaktníh konvexníh podmno¾in, je oB kompaktní.Návod . Neh» {x1, . . . , xn} jsou body X a B jejih konvexní obal. Potom B je obraz kompakt-ní mno¾iny {(λ1, . . . , λn) : λj ≥ 0 ,

∑
j λj = 1} ⊂ Rn pøi spojitém zobrazení (λ1, . . . , λn) 7→∑

j λjxj . Tak¾e B musí být kompakt. Tím je dokázáno tvrzení pro pøípad, ¾e uva¾ované kompakt-ní mno¾iny jsou jednobodové. Dùkaz obeného tvrzení lze vést podobnì. Je dobré si uvìdomit,¾e konvexní obal mno¾in K1, . . . ,Kn je roven mno¾inì
{ n∑

j=1 λjxj : n∑

j=1 λj = 1 , λj ≥ 0 a xj ∈ Kj pro v¹ehna j = 1, . . . , n}a uva¾ovat tentokráte zobrazení (λ1, . . . , λn) × (x1, . . . , xn) →∑
j λjxj . ♣(e) Tvrzení. Je-li B kompaktní podmno¾ina úplného lokálnì konvexního prostoru X, je oBrelativnì kompaktní mno¾ina.Návod . V pøípadì, kdy X je úplný, je oB prekompaktní podle èásti (a). Podle *13.4.b je potomoB prekompaktní mno¾ina. Proto¾e oB je uzavøená podmno¾ina v úplném prostoru, je oBkompakt podle vìty *13.4.. ♣*13.6. Uzavøený konvexní obal kompaktní mno¾iny. Otázka, kterou se budeme zabývat,se týká problému, zda-li uzavøený konvexní obal kompaktní mno¾iny je kompakt. Uká¾eme, ¾ev obenýh lokálnì konvexníh prostoreh tomu tak být nemusí a uvedeme pomìrnì hluboké vìty,¾e v Banahovýh prostoreh, a» u¾ je uva¾ujeme s normovou topologií èi se slabými topologiemi

w a w∗, tomu tak je.



256 Poznámky, doplòky, vièení(a) Uka¾te, ¾e v Rn ji¾ konvexní obal kompaktní mno¾iny je kompakt.(b) Je-li K kompaktní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru X , nemusí být oK kompakt.Návod . Uva¾ujme normovaný lineární podprostor E v¹eh posloupností Hilbertova prostoru l2,které jsou v¾dy od urèitého indexu rovny 0. Polo¾me xn := 1
nen, kde en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . )(1 je na n-tém místì) a K := {0} ∪ {xn}. Proto¾e xn → 0 v E, je mno¾ina K kompaktní v E.Uva¾ujme nyní vektory

an := ( n∑

j=1 12j)−1 n∑

j=1 12j xj ,které le¾í v konvexním obalu oK mno¾iny K. Staèí nyní ukázat, ¾e posloupnost {an} nemáv prostoru E limitu.W. Rudin [*1973℄ udává ve vièení 22 tøetí kapitoly následujíí návod: V prostoru lp pro0 < p < 1 uva¾ujte (kompaktní) mno¾inu tvoøenou prvky posloupnosti {xn}, kde x0 := (0, 0, . . . ),
xn := np−1en (en jsou standardní vektory). Staèí ukázat, ¾e posloupnost 1

n (x1 + · · · + xn) nenív prostoru lp omezená. Jiný pøíklad uvádí H.H. Shaefer [*1966℄ ve vièení 27 druhé kapitoly. ♣() Mazurova vìta. Je-li K kompaktní podmno¾ina Banahova prostoru X, je oK kompakt.Návod . Staèí ukázat, ¾e oK je prekompaktní mno¾ina. Volme tedy ε > 0. Proto¾e K je kompakt,existuje v K ε-sí» F1 := {x1, . . . , xn}. Oznaème
C := {λx1 : λ ∈ [0, 1℄} + · · · + {λxn : λ ∈ [0, 1℄} .Jeliko¾ C je kompakt, existuje opìt koneèná ε-sí» F2 tak, ¾e C ⊂ F2 + εBX . Máme tedy

K ⊂ F1 + εBX ⊂ C + εBX ⊂ F2 + εBX + εBX = F2 + 2εBX .Proto¾e C + εBX je konvexní mno¾ina obsahujíí K, musí obsahovat i oK. Tudí¾ oK ⊂ F2 +2εBX a vidíme, ¾e F2 je koneèná 2ε-sí» pro oK. ♣(d) Krejnova vìta. Neh» K je w-kompaktní podmno¾ina Banahova prostoru X. PotomowK (o¾ je toté¾ jako oK) je opìt w-kompaktní mno¾ina.Návod . Je-li X reexivní, je podle vìty v *13.3.d w-kvaziúplný a staèilo by pou¾ít tvrzení *13.6.f.
����G. Godefroy

Dùkaz v obeném pøípadì dá hvilku práe. Lze tøeba vyu¾ít Jamesovu ha-rakteristiku w-kompaktnosti uzavøenýh omezenýh konvexníh mno¾in Podle níka¾dá taková mno¾ina C je w-kompaktní, právì kdy¾ ka¾dý funkionál f ∈ X∗nabývá na C svého maxima (dùkaz Jamesovy harakteristiky pro pøípad separa-bilního prostoruX zalo¾ený na pomìrnì nové Godefroyovì vìtì lze nalézt v [HHZ℄,str. 52). Pøijmeme-li tedy Jamesovu harakteristiku za dokázanou a K ⊂ X je
w-kompaktní mno¾ina, a oznaèíme-li pro C ⊂ X

PC := {ϕ ∈ X∗ : existuje x ∈ C tak, ¾e ϕ(x) = sup {ϕ(c) : c ∈ C}} ,staèí ukázat, ¾e PoK = X∗. Proto¾e ale sup {ϕ(t) : t ∈ K} = sup {ϕ(t) : t ∈ oK}pro ka¾dé ϕ ∈ X∗ a PK = X∗ (proto¾e K je w-kompaktní), musí být X∗ = PK ⊂ PoK . ♣(e) Poznámky. (e1) Lokálnì konvexní prostory, v nih¾ uzavøený konvexní obal kompaktní mno¾iny je v¾dykompakt, bývají èasto nazývány Krejnovými prostory.(e2) Neh» X je Banahùv prostor a K ⊂ X∗ je w∗-kompaktní mno¾ina. Potom ow∗

K je w∗-kompaktní mno¾ina.To plyne z Alaogluovy vìty a omezenosti.(e3) Je-li X Banahùv prostor a K w∗-kompaktní podmno¾ina X∗, nemusí být mno¾ina oK w∗-kompaktní.(f) Uzavøený konvexní obal prekompaktní mno¾iny. Je-li B prekompaktní mno¾ina kvazi-úplného lokálnì konvexního prostoru X, je oB kompakt.Návod . Dùkaz tohoto tvrzení je ponìkud obtí¾nìj¹í a lze jej nalézt v R.B. Holmes [*1975℄. ♣



*14. Lokálnì konvexní prostory 257*14. Lokálnì konvexní prostory*14.1. Pøíklady nebarelovanýh prostorù. (a) Buï
X := {

f ∈ C([0, 1℄) : f = 0 na jistém okolí nuly [0, εf ℄}podprostor Banahova prostoru C([0, 1℄). Jestli¾e
B := {f ∈ X : ∣∣f( 1n )∣∣ ≤ 1

n pro v¹ehna n ∈ N} ,potom B je barel, který není okolím nuly v X .(b)Uva¾ujme prostor C([0, 1℄) opatøený integrální normou (‖f‖i := ∫ 10 |f |). Potom mno¾ina {f ∈
C([0, 1℄) : max{|f(t)| : t ∈ [0, 1℄} ≤ 1} je barel, který není okolím nuly.() Buï P vektorový prostor v¹eh polynomù na R, kde de�nujeme normu vztahem

‖a0 + a1 x+ a2 x2 + · · · + an x
n‖ = sup{|ai| : i = 1, . . . , n} .Pokud B =: {p ∈ P : p(x) = a0 + a1 x + a2 x2 + · · · + an x

n , |ai| ≤ 1
i pro ka¾dé i = 1, . . . , n}, je

B barel v P a opìt není okolím nulového polynomu. (Uvìdomte si, ¾e vlastnì prostor P není nijiného ne¾ c00 z pøíkladu *1.1.b.)(d) Dal¹ím pøíkladem nebarelovaného prostoru mù¾e slou¾it Hilbertùv prostor opatøený slaboutopologií (viz poznámku 17.24).*14.2. Návrat k normovaným prostorùm. Ne¾ pøejdeme k rùzným harakteristikám barelovanýh prostorù,vra»me se k pøípadu normovanýh lineárníh prostorù.(a) Stejná spojitost. Jsou-li M,N normované lineární prostory a H ⊂ L(M,N) mno¾ina spojitýh lineárníhzobrazení, øekneme, ¾e H je stejnì spojitá mno¾ina, jestli¾e ke ka¾dému ε > 0 existuje δ > 0 tak, ¾e ‖Lx‖ < ε proka¾dé x ∈ M , ‖x‖ < δ a ka¾dé L ∈ H.V *1.14.a jsme de�novali stejnou spojitost v pøípadì mno¾iny funkí. Obdobnì i v na¹em pøípadì byhom mohlide�novat stejnou spojitost. Vzhledem k tomu, ¾e nyní uva¾ujeme lineární zobrazení, mohli byhom si rozmyslet,¾e "stejná spojitost v 0\ ji¾ zaruèí "stejnou spojitost\ v libovolném bodì prostoru M . Není tedy nová de�niestejné spojitosti v rozporu s de�nií z *1.14.a.(b) Vìtièka. Neh» M,N jsou normované lineární prostory a H ⊂ L(M,N). Potom mno¾ina H je stejnìspojitá, právì kdy¾ sup {‖L‖ : L ∈ H} < ∞.Dùkaz. Je-li H stejnì spojitá mno¾ina, existuje δ > 0 tak, ¾e ‖Lx‖ < 1, kdykoliv ‖x‖ < δ a L ∈ H. Je-li potom
‖z‖ ≤ 1 a L ∈ H, je ‖Lz‖ ≤ 1

δ
, a tudí¾ sup {‖L‖ : L ∈ H} ≤ 1

δ
.Je-li sup {‖L‖ : L ∈ H} = K < ∞, je ‖Lx‖ ≤ ‖L‖ ‖x‖ ≤ K ‖x‖ pro ka¾dé L ∈ H a x ∈ M . A ka¾dý vidí, ¾e Hje stejnì spojitá mno¾ina.Prinip stejnomìrné spojitosti z 4.2 mù¾eme tedy zformulovat následujíím zpùsobem.() Prinip stejnomìrné omezenosti. Neh» X je Banahùv prostor, E normovaný lineární prostor a G ⊂

L(X,E). Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) G je stejnì spojitá mno¾ina ,(ii) sup{‖Lx‖ : L ∈ G} < +∞ pro ka¾dé x ∈ X .*14.3. Víe o barelovanýh prostoreh. Ne¾ uvedeme nìkteré vìty o barelovanýh prosto-reh, vyslovme nové de�nie. Nesmíme pøitom zapomenout na pøedhozí odstaveèek.(a) Stejná spojitost v topologikýh vektorovýh prostoreh. Neh» X,Y jsou topo-logiké vektorové prostory a H ⊂ L(X,Y ). Øekneme, ¾e H je stejnì spojitá mno¾ina, jestli¾e keka¾dému okolí U nuly v Y existuje okolí nuly V v X tak, ¾e L(V ) ⊂ U pro ka¾dé L ∈ H.Následujíí postøeh dává jednoduhé kriterium pro stejnou spojitost podmno¾in duálu.(b) Vìtièka. Neh» (X, τ) je topologiký vektorový prostor a B ⊂ X∗. Následujíí výroky jsouekvivalentní:(i) B je stejnì spojitá mno¾ina,(ii) existuje V ∈ τ(0) tak, ¾e B ⊂ V ◦,(iii) ◦B ∈ τ(0).



258 Poznámky, doplòky, vièeníDùkaz. Pøedpokládáme-li (i), existuje okolí V ∈ τ(0) tak, ¾e |f(x)| < 2 pro ka¾dé x ∈ V a f ∈ B.Tudí¾ B ⊂ V ◦.Neh» B ⊂ V ◦ pro jisté okolí V ∈ τ(0). Volme ε > 0. Proto¾e |f(εx)| ≤ ε pro ka¾dé f ∈ B a
x ∈ V , je f(εV ) ⊂ [−ε, ε℄ pro ka¾dé f ∈ B. Je tedy mno¾ina B stejnì spojitá.Neh» V ∈ τ(0) a B ⊂ V ◦. Proto¾e ◦B ⊃ ◦(V ◦) ⊃ V , je ◦B ∈ τ(0). Pokud ◦B ∈ τ(0) a V := ◦B,je B ⊂ (◦B)◦ = V ◦.() Prinip stejnomìrné omezenosti. Neh» X,E jsou lokálnì konvexní prostory, prostor
X naví barelovaný a G ⊂ L(X,E). Následujíí dvì podmínky jsou ekvivalentní.(i) G je stejnì spojitá mno¾ina,(ii) pro ka¾dé x ∈ X je {Lx : L ∈ G} omezená mno¾ina v E.Dùkaz. Neh» G je bodovì omezená mno¾ina, tedy neh» G splòuje podmínku (ii). Volme okolí Unuly v E a rovnou pøedpokládejme, ¾e U je barel. Polo¾me V := ⋂{

L−1U : L ∈ G
}. Staèí ukázat,¾e V je okolí nuly v prostoru X . A k tomu vzhledem k barelovanosti X zase staèí, ¾e V je barel.Bez nejmen¹íh problémù je vidìt, ¾e V je uzavøená absolutnì konvexní mno¾ina. Zbývá tedyovìøit, ¾e V je pohlujíí. Vyberme tedy nìjaké x ∈ X . Proto¾e mno¾ina Dx := {Lx : L ∈ G} jeomezená v E, existuje λ > 0 tak, ¾e Dx ⊂ λU . Tudí¾ x ∈ λV a vidíme, ¾e V je pohlujíí.Pøedpokládejme naopak, ¾e G je stejnì spojitá mno¾ina a x ∈ X . Cheme ukázat, ¾e pøivý¹e uvedeném oznaèení je mno¾ina Dx omezená v E. Pøedepi¹me si tedy okolí U nulovéhoprvku v E. Existuje okolí V nuly v X tak, ¾e L(V ) ⊂ U pro ka¾dé L ∈ G. Proto¾e tedy

V ⊂ Z := ⋂{
L−1U : L ∈ G

}, je Z okolím nuly v X . Musí tedy existovat λ > 0 tak, ¾e x ∈ λZ.Tudí¾ Lx ∈ λU pro ka¾dé L ∈ G.(d) Banah-Steinhausova vìta. Neh» X je barelovaný lokálnì konvexní prostor a E lokálnìkonvexní prostor. Jestli¾e {Tn} ⊂ L(X,E) je taková posloupnost, ¾e existuje limTnx =: Tx proka¾dé x ∈ X, potom T ∈ L(X,E).Dùkaz. Pøedev¹ím podle prinipu stejnomìrné omezenosti v () je mno¾ina {Tn} stejnì spojitá.Je-li U uzavøené okolí nuly v E, existuje okolí V nuly v X tak, ¾e TnV ⊂ U pro ka¾dé n. Podlepøedpokladu je pak TV ⊂ U , o¾ nám øíká, ¾e T je spojité v 0. A tedy spojité na X .Následujíí lemma mù¾ete porovnat se vièením 15.21.a.(e) Lemma. Neh» X je lokálnì konvexní prostor a B ⊂ X∗. Potom B je σ(X∗, X)-omezenámno¾ina, právì kdy¾ polára ◦B je pohlujíí mno¾ina v X.Dùkaz. Dokázat lemma znamená vlastnì jenom hrátky s de�niemi. Zkusme to. Je-li B
σ(X∗, X)-omezená mno¾ina a x ∈ X , je λ := sup {|f(x)| : f ∈ B} <∞. Pokud λ = 0, je x ∈ ◦B.Pokud λ > 0, je x ∈ λ ◦B. Tudí¾ ◦B je pohlujíí mno¾ina.Je-li naopak ◦B pohlujíí mno¾ina a x ∈ X , existuje λ > 0 tak, ¾e x ∈ λ◦B. Potom ov¹em
|f(x)| ≤ λ pro ka¾dé f ∈ B. Makeyho vìta 17.11, respektive následujíí poznámka 17.12, námpak øíká, ¾e B je σ(X∗, X)-omezená mno¾ina.(f) Tvrzení. Neh» (X, τ) je Hausdor�ùv lokálnì konvexní prostor a A ⊂ X. Potom A je barel,právì kdy¾ existuje σ(X∗, X)-omezená mno¾ina F ⊂ X∗ tak, ¾e A = ◦F .Dùkaz. Polára ◦F libovolné mno¾iny je v¾dy absolutnì konvexní a σ(X,X∗)-uzavøená, Je tedyi τ -uzavøená. Je-li F σ(X∗, X)-omezená mno¾ina, je její polára ◦F pohlujíí mno¾ina podlepøede¹lého lemmatu.Je-li A barel, je podle vìty o bipoláøe A = ◦(A◦). Polo¾íme-li F := A◦, je F σ(X∗, X)-omezenámno¾ina (opìt podle pøedhozího lemmatu) a samozøejmì A = ◦F .Pøiházíme k rùzným harakteristikám barelovanýh prostorù. Doká¾eme v¹ak jen ekvivaleniprvníh tøí výrokù, podmínku (iv) uvádíme bez dùkazu.(g) Vìta. Neh» (X, τ) je lokálnì konvexní prostor. Potom následujíí podmínky jsou ekviva-lentní:(i) X je barelovaný,(ii) libovolná σ(X∗, X)-omezená podmno¾ina X∗ je stejnì spojitá,



*14. Lokálnì konvexní prostory 259(iii) libovolná zdola polospojitá pseudonorma na X je spojitá,(iv) τ = β(X,X∗).Návod . Pøedpokládejme, ¾e X je barelovaný a B ⊂ X∗ je σ(X∗, X)-omezená mno¾ina. Podle (f)je ◦B barel, a tudí¾ ◦B ∈ τ(0). Podle vìtièky (b) je B stejnì spojitá mno¾ina. Platí-li (ii) a A ⊂ Xje barel, existuje podle tvrzení (f) σ(X∗, X)-omezená mno¾ina F ⊂ X∗ tak, ¾e A = ◦F . Proto¾ev¹ak podle pøedpokladu je mno¾ina F stejnì spojitá, je opìt podle vìtièky (b) A = ◦F ∈ τ(0).Je-li p zdola polospojitá pseudonorma na barelovaném prostoru X , je mno¾ina B := {x ∈ X :
p(x) ≤ 1} barel. Tudí¾ B ∈ τ(0). Podle lemmatu 14.10.a je pseudonorma p spojitá.Pøedpokládejme nyní (iii). Je-li B barel v X , je Minkowského funkionál pB zdola polospojitápseudonorma (nebo» {x ∈ X : pB(x) ≤ α} = αB je uzavøená mno¾ina pro ka¾dé α > 0). Podlepøedpokladu je tedy pB spojitá pseudonorma a staèí se odkázat na vìtu 14.10.b. Podle ní je Bokolím nuly. ♣

����V. Pták
*14.4. Ptákovy prostory. V pøedhozím odstavi jsme diskutovali platnost prinipu stej-nomìrné omezenosti a jeho dùsledku ve formì Banah-Steinhausovy vìty v lokálnì konvexníhprostoreh. Vidìli jsme, ¾e podstatnou roli tam hrála barelovanost. Mù¾eme se tedy velkupøirozenì ptát, v jakýh lokálnì konvexníh prostoreh máme také ¹ani odvodit analogie vìto otevøeném zobrazení èi o uzavøeném grafu. Ukazuje se, ¾e dùle¾itou roli kromì barelovanýhprostorù zde hrají Ptákovy prostory. Není snadné v nìkolika øádíh poøádnì osvìtlit tento po-jem, ètenáøe mohu odkázat tøeba na pøíslu¹né partie v novìj¹í uèebnii Ch. Swartze [*1992℄. Vìtao otevøeném zobrazení pak zní takto: Jsou-li X, Y Hausdor�ovy lokálnì konvexní prostory, XPtákùv a Y barelovaný, T ∈ L(X, Y ), TX = Y , potom T je otevøené zobrazení.*14.5. Verze Hahn-Banahovy vìty. Zkuste dokázat následujíí verze Hahn-Banahovy vìty v lokálnì konvexníh prostoreh.(a) Vìta. Neh»M je uzavøený lineární podprostor lokálnì konvexního prostoru X a z ∈ X\M .Potom existuje F ∈ X∗ tak, ¾e F (z) = 1 a F = 0 na M .Návod . Inspirujte se dùkazy malé Mazurovy vìty 14.27 a *2.9.b. Neh» V je otevøené absolutnìkonvexní okolí 0, (z + V ) ∩ M = ∅ a pV Minkowského funkionál V . Uvìdomte si, ¾e pV jespojitá pseudonorma a V = {x ∈ X : pV (x) < 1}. Nyní de�nujte funkionál f na mno¾inì
A := {m + λz : m ∈ M,λ ∈ F} pøedpisem f(m + λz) = λ. Uka¾te, ¾e |f | ≤ pV na A. Podlealgebraiké Hahn-Banahovy vìty 2.16 existuje F ∈ X# tak, ¾e F = f na A a |F | ≤ pV na X .Odtud ji¾ tvrzení lehko plyne. ♣(b) Vìta. Neh» M je lineární podprostor lokálnì konvexního prostoru X a f spojitý lineárnífunkionál na M . Potom existuje F ∈ X∗ tak, ¾e F = f na M .Návod . Podle 14.24 existuje okolí U bodu 0 v prostoru M tak, ¾e |f | ≤ 1 na U . Neh» V je okolípoèátku v X takové, ¾e U = V ∩M a B barel, který je okolím 0 v X , B ⊂ V . Není tì¾ké ovìøit,¾e |f(t)| ≤ pB(t) pro v¹ehna t ∈M (pB je samozøejmì Minkowského funkionál barelu B). Nynístaèí u¾ít algebraikou verzi Hahn-Banahovy vìty 2.16 a uvìdomit si, ¾e pB je spojitý. ♣*14.6. Oddìlování konvexníh mno¾in ve vektorovýh prostoreh. Zaènìme s tvrzením,které bývá pøipisováno S. Kakutanimu a/èi M.H. Stoneovi. Dùkaz si proveïte sami jako hezkévièení na pou¾ití Zornova lemmatu.(a) Vìta. Neh» A,B jsou disjunktní konvexní podmno¾iny vektorového prostoru W . Potomexistují disjunktní konvexní mno¾iny CA a CB tak, ¾e A ⊂ CA, B ⊂ CB a CA ∪ CB = W .Návod . Na mno¾inì Z v¹eh konvexníh mno¾in veW obsahujííh A a disjunktníh s B de�nujmeuspoøádání pomoí inkluze. Zornovo lemma nám zaruèí existeni maximálního prvku CA ∈ Z.Polo¾íme-li CB := W \ C, jde jen o to ukázat, ¾e CB je konvexní mno¾ina. ♣Je øada vìt algebraikého harakteru o oddìlování konvexníh mno¾in. Abyhom mohli uvéstbez dùkazu alespoò tu nejdùle¾itìj¹í, de�nujme následujíí pojem. Je-li A podmno¾ina vekto-rového prostoru W , øekneme, ¾e bod x je vnitøním bodem (v algebraikém smyslu) A, jestli¾eexistuje pohlujíí mno¾ina V tak, ¾e x+ V ⊂ A.



260 Poznámky, doplòky, vièení(b) Vìta. Neh» A,B jsou disjunktní konvexní podmno¾iny reálného vektorového prostoru W ,z nih¾ alespoò jedna má vnitøní bod. Potom lze A a B oddìlit nadrovinou. Existuje tedy f ∈W#a α tak, ¾e A ⊂ {x ∈ W : f(x) ≤ α} a B ⊂ {x ∈W : f(x) ≥ α}.() Mazur-Orlizova vìta. Neh»W je reálný vektorový prostor, C jeho konvexní podmno¾inaa p konvexní funkionál na W . Potom existuje taková lineární forma F ∈ W#, ¾e F ≤ p na Wa inf{F (x) : x ∈ C} = inf{p(x) : x ∈ C}.Návod . Oznaème α := inf {p(x) : x ∈ C}. Proto¾e máme k dispozii 2.17, není o dokazovatv pøípadì α = −∞. V opaèném pøípadì polo¾me
q(x) := inf{p(x+ λy) − λα : y ∈ C, λ ≥ 0} pro x ∈ W .Funkionál q je konvexní. K odùvodnìní "trojúhelníkové nerovnosti\ se vyu¾ije konvexita C ahvilka pøemý¹lení. Podle algebraiké verze Hahn-Banahovy vìty (respektive podle poznámkyv 2.17) existuje F ∈ W# tak, ¾e F ≤ q na W . Potom ov¹em té¾ F ≤ p na W , a proto¾e

F (−x) ≤ q(−x) ≤ p(−x+ x) − α pro x ∈ C, je F ≥ α na C a jsme s dùkazem hotovi. ♣(d) Dùsledek. Buïte A,B dvì konvexní podmno¾iny reálného Banahova prostoru X majííkladnou vzdálenost. Potom existuje ϕ ∈ X∗ tak, ¾e ϕ(A) ∩ ϕ(B) = ∅.Návod . Mno¾ina A − B je konvexní. Podle Mazur-Orlizovy vìty v () existuje lineární forma
ϕ ∈ X# tak, ¾e ϕ(x) ≤ ‖x‖ pro x ∈ X a0 < dist(A,B) = inf{‖a− b‖ : a ∈ A, b ∈ B} = inf{ϕ(x) : x ∈ A−B} == inf{ϕ(x) : x ∈ A} − sup{ϕ(x) : x ∈ B} .

♣(e) Poznámka. Ukázali jsme víe. Dokone dist`
ϕ(A), ϕ(B)´

> 0.*14.7. Oddìlování konvexníh mno¾in | geometriké Hahn-Banahovy vìty. Øek-neme, ¾e neprázdné konvexní podmno¾iny A,B reálného topologikého vektorového prostoru Xjsou separovány , existují-li f ∈ X∗ a λ ∈ R tak, ¾e
A ⊂

{
x ∈ X : f(x) ≤ λ

} a B ⊂
{
x ∈ X : f(x) ≥ λ

}
.Je-li dokone mo¾no nalézt f ∈ X∗ a λ tak, aby

A ⊂
{
x ∈ X : f(x) < λ

} a B ⊂
{
x ∈ X : f(x) > λ

}
,nazveme A,B silnì separovanými .Poznámky. (a) V pøípadì, ¾e byhom uva¾ovali komplexní prostory, musíme v de�niíh nahradit funkionál f jehoreálnou èástí Re f .(b) Mù¾eme té¾ øíi, ¾e A a B jsou supersilnì separovány, existují-li f ∈ X∗, λ ∈ R a ε > 0 tak, ¾e

f(a) ≤ λ− ε < λ+ ε ≤ f(b) pro ka¾dé a ∈ A , b ∈ B .Jinými slovy, jestli¾e sup f(A) < inf f(B). Mnozí autoøi silné separovanosti (v na¹em smyslu) øíkají striktní,zatímo supersilné separovanosti øíkají silná.(a) Uka¾te na pøíkladì v rovinì, ¾e ne ka¾dé dvì separované mno¾iny musejí být silnì separovány.(b) Podle malé Mazurovy vìty 14.27 jsou body a uzavøené konvexní mno¾iny silnì separovány(dokone supersilnì).() Vìta. Neh» A,B jsou disjunktní konvexní mno¾iny v lokálnì konvexním prostoru X. Je-li
A otevøená, jsou A a B separovány.Návod . Proto¾e mno¾ina A − B je otevøená, konvexní a neobsahuje 0, staèí oddìlit otevøenoukonvexní mno¾inu C obsahujíí 0 a bod x0 /∈ C. Postupujte obdobnì jako u dùkazu malé Ma-zurovy vìty - uvìdomte si, ¾e C = {x ∈ X : pC(x) < 1} a pou¾ijte Hahn-Banahovu vìtu naMinkowského funkionál pC . ♣



*14. Lokálnì konvexní prostory 261(d) Vìta. Jsou-li A,B disjunktní konvexní a otevøené podmno¾iny lokálnì konvexního prostoru
X, jsou A,B silnì separovány.Návod . Podle vìty () najdìte f ∈ X∗ a λ tak, aby A ⊂ {x ∈ X : f(x) ≤ λ} a B ⊂ {x ∈
X : f(x) ≥ λ}. Proto¾e podle vìtièky (b) v 2.23 jsou mno¾iny f(A) a f(B) otevøené, lehko ji¾odvodíte, ¾e A,B musejí být separovány silnì. ♣(e) Vìta. Jsou-li A,B disjunktní konvexní a uzavøené podmno¾iny Hausdor�ova lokálnì kon-vexního prostoru X a B je naví kompaktní, lze A a B silnì oddìlit (dokone supersilnì).Návod . Proto¾e mno¾ina A − B je uzavøená a neobsahuje 0, existuje otevøené konvexní okolí
V ∈ τ(0) tak, ¾e (A+ V ) ∩ (B + V ) = ∅. Nyní pou¾ijte vìtu (d). ♣Poznámka. Kde se pøi dùkazu vìty (e) vyu¾ije kompaktnosti B?(f) Vìta. Libovolné dvì disjunktní konvexní podmno¾iny Rn lze oddìlit.Návod . Dùkaz lze nalézt tøeba v R.T. Rokafellar [*1970℄ èi v R.B. Holmes [*1975℄, str.15 (dokonepro libovolný vektorový prostor koneèné dimenze).Mù¾ete se pokusit o samostatný dùkaz vyu¾itím *14.6.a: Jsou-liA,B ⊂ Rn disjunktní konvexnímno¾iny, naleznìte disjunktní konvexní mno¾iny CA, CB tak, aby A ⊂ CA, B ⊂ CB a CA∪CB =Rn. Nejdøíve uka¾te, ¾e mno¾ina CA ∩ ∂CA je konvexní. Poté ovìøte, ¾e i mno¾ina D := (CA ∩
∂CA)∪(CB∩∂CB) je konvexní. Z rovnostiCA = Rn\CB, dostaneme, ¾e ∂CA = ∂CB = D. Proto¾emno¾ina CA ∩ ∂CA je konvexní a má prázdný vnitøek, je obsa¾ena v jisté nadrovinì. Obdobnì
CB ∩∂CB. Tudí¾ konvexní mno¾ina ∂CA = ∂CB je obsa¾ena ve sjednoení dvou nadrovin. A tímzískáme separujíí nadrovinu. ♣(g) Obenì dvì disjunktní konvexní mno¾iny ani v normovaném lineárním prostoru nemusí býtseparované.Návod . V prostoru c00 uva¾ujte konvexní mno¾inu C sestávajíí z tìh posloupností, jejih¾poslední nenulová souøadnie je kladná. Mno¾iny C a {0} nelze oddìlit nadrovinou. ♣(h) V l2 existují disjunktní uzavøené konvexní mno¾iny, které nelze oddìlit. Takový pøíklad podalv J.W. Tukey [1942℄. Tam lze nalézt detaily. Hledané mno¾iny vypadají takto:

{
{xn} ⊂ l2 : x1 ≥ n

∣∣xn − n− 23 ∣∣, n ≥ 2} a {
{xn} ∈ l2 : x2 = x3 = · · · = 0} .*14.8. Tvrzení. Je-li f nespojitý lineární funkionál na topologikém vektorovém prostoru X,je ker f hustý podprostor X.Návod . Pøedev¹ím f je nenulový funkionál. Tudí¾ H := ker f je maximální vlastní podprostor

X podle A.4. Proto¾e podle harakteristiky 14.24 podprostor H není uzavøený, a proto¾e H jepodprostor X , musí být H = X . ♣*14.9. Omezená a spojitá lineární zobrazení. Ve vìtì 2.2 jsme ukázali, ¾e lineární zobrazenímezi normovanými lineárními prostory je spojité, právì kdy¾ je spojité v 0, a to nastává právìkdy¾ je omezené. Podívejme se, jaká je situae v obenýh topologikýh vektorovýh prostoreh.(a) Vìta. Neh» X,Y jsou topologiké vektorové prostory a L : X → Y lineární zobrazení.Potom L je spojité, právì kdy¾ je spojité v 0.Návod . Pøedpokládejme, ¾e L je spojité v 0, x ∈ X a U je okolí bodu Lx. Proto¾e −Lx+ U jeokolí 0, existuje okolí V nuly v X tak, ¾e LV ⊂ −Lx+ U . Tudí¾ L(x+ V ) ⊂ U , a jeliko¾ x+ Vje okolí bodu x, je L spojité v x. ♣Pøipomeòme, ¾e zobrazení L : X → Y se zove omezené , jestli¾e zobrazuje omezené mno¾iny v X na mno¾inyomezené v Y .(b) Tvrzení. Ka¾dé spojité zobrazení mezi topologikými vektorovými prostory je omezené.Návod . Neh» L : X → Y je spojité zobrazení a D ⊂ X omezená mno¾ina. Cheme ukázat, ¾emno¾ina L(D) je omezená. Volme tedy zn ∈ L(D). Existují xn ∈ D tak, ¾e Lxn = zn. Proto¾e
D je omezená, máme 1

n xn → 0 podle *14.15.a. Tudí¾ 1
n zn = L( 1n xn) → 0 a znovu vyu¾ijeme*14.15.a. ♣



262 Poznámky, doplòky, vièeníPoznámka. Pøi dùkazu pøedhozího tvrzení jsme vyu¾ili pouze sekveniální spojitost zobrazení L.() Vìta. Neh» (X, ̺) je metriký lineární prostor, Y topologiký vektorový prostor a L : X →
Y lineární omezené zobrazení. Potom L je spojité.Návod . Neh» L není spojité v 0. Existuje tedy takové okolí nuly V v Y , ¾e U := L−1V není okolínuly v X . Mù¾eme tedy nalézt posloupnost {xn} v X tak, ¾e ̺(xn, 0) < 1

n a xn /∈ nU . Potom
xn → 0, a tedy podle *14.15.f je posloupnost {xn} omezená v X . Proto¾e v¹ak 1

nLxn /∈ V pro¾ádné n, není {Lxn} omezená. ♣(d) Pøíklad. Buï X nekoneènì dimenzionální Banahùv prostor. Proto¾e slabá topologie wna X je striktnì men¹í ne¾li normová topologie X , není identiké zobrazení (X,w) → (X, ‖.‖)spojité. Je¾to v¹ak podle Makeyho vìty 17.13 omezené mno¾iny v (X,w) a (X, ‖.‖) jsou stejné,je toto zobrazení omezené.*14.10. Bornologiké prostory. Lokálnì konvexní prostor X , který má tu vlastnost, ¾e ome-zená lineární zobrazení z X do libovolného lokálnì konvexního prostoru jsou spojitá, se nazývábornologiký .Tyto prostory se dají harakterizovat mnoha zpùsoby, uveïme nìkteré. Nejdøíve v¹ak de�nie.(a) Silnì pohlujíí mno¾iny. Podmno¾ina M lokálnì konvexního prostoru X se nazve silnìpohlujíí (angliky "bornivorous\), jestli¾e pro ka¾dou omezenou mno¾inu D ⊂ X existuje λ > 0tak, ¾e D ⊂ λM .Kupøíkladu ka¾dé okolí nuly je silnì pohlujíí. Silnì pohlujíí mno¾ina je samozøejmì pohl-ujíí.(b) Vìta. Pro lokálnì konvexní prostor (X, τ) jsou následujíí podmínky ekvivalentní:(i) X je bornologiký,(ii) ka¾dá silnì pohlujíí absolutnì konvexní podmno¾ina X je okolím nuly,(iii) libovolná omezená pseudonorma na X je spojitá,(iv) topologie τ je Makeyho topologie τ(X,X∗) a ka¾dá omezená lineární forma na X jespojitá.Cheme-li najít pøíklad prostoru, který není bornologiký, staèí se podívat na *14.9.d. Existujíbarelované prostory, které nejsou bornologiké. To vyplyne z následujíího tvrzení () a pøíkladuv 14.5.() Tvrzení. Ka¾dý metrizovatelný lokálnì konvexní prostor je bornologiký.Návod . Neh» {Un} je klesajíí posloupnost prvkù báze okolí 0. Je-li M silnì pohlujíí absolutnìkonvexní mno¾ina, která není okolím 0, existují pro ka¾dé n prvky xn ∈ Un tak, ¾e xn /∈ nM .Potom {xn} je omezená mno¾ina a muselo by existovat λ > 0 tak, ¾e {xn} ⊂ λM . To je alezjevnì nemo¾né. (Podívejte se té¾ na vìtu *14.9..) ♣(d) Tvrzení. Neh» X,Y jsou lokálnì konvexní prostory, X bornologiký a f : X → Y lineárnízobrazení. Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) f je spojité,(ii) f je omezené,(iii) f je sekveniálnì spojité.Zobrazení f je sekveniálnì spojité , jestli¾e f(xn) → 0, kdykoliv xn → 0.Dùkaz. Staèí se podívat na tvrzení *14.9.b, následnou poznámku a de�nii bornologikého pro-storu.(e) Dal¹í vlastnosti bornologikýh prostorù. (e1) Je-li X Hausdor�ùv bornologiký prostor, je duál X∗(opatøený silnou topologií β(X∗,X)) úplný.(e2) Neh» (X, τ) je lokálnì konvexní prostor. Koleke v¹eh absolutnì konvexníh silnì pohlujííh podmno¾in
X tvoøí bázi jisté lokálnì konvexní topologie na X. Oznaème ji τb a nazývejme bornologikou modi�kaí pùvodnítopologie τ . I následujíí tvrzení je zajímavé: Prostor (X, τb) je bornologiký a topologie τb je nejsilnìj¹í lokálnìkonvexní topologií na X dávajíí stejné omezené mno¾iny jako (X, τ). Prostor (X, τ) je bornologiký, právì kdy¾
τ = τb.



*14. Lokálnì konvexní prostory 263*14.11. Spojitost lineárníh operátorù ve slabýh topologiíh. Ve vièení 3.14 jsmekonstatovali, ¾e spojitá lineární zobrazení v Banahovýh prostoreh pøevádìjí slabì konvergentníposloupnosti na slabì konvergentní. Podívejme se nyní na vìty, které platí obenì.(a) Vìta. Neh» X,Y jsou (Hausdor�ovy) lokálnì konvexní prostory a T ∈ L(X,Y ). Potom Tje spojité zobrazení, uva¾ujeme-li na X a Y slabé topologie.Dùkaz. Neh» xγ w→ 0 v X a ψ ∈ Y ∗. Potom ψ ◦ T ∈ X∗, a tudí¾ ψ(Txγ) → 0. Co¾ není nijiného ne¾ Txγ w→ 0 v Y .(b) Pøíklad. Opaèná implikae neplatí. Uva¾ujme nìjaký nekoneènì dimenzionální Banahùvprostor X . Podle 15.6 èi *16.1.b víme, ¾e jeho normová topologie nesplývá se slabou w-topologií.Identiké zobrazení z (X,w) na (X,w) je spojité, zatímo není spojité jako zobrazení z (X,w) na(X, ‖.‖).Niménì platí alespoò následujíí tvrzení.() Vìta. Neh» X,Y jsou (Hausdor�ovy) lokálnì konvexní prostory a T : X → Y lineárnízobrazení spojité ve slabýh topologiíh na X a Y . Potom T je omezené.Dùkaz. Proto¾e T ∈ L
((X,w), (Y,w)), zobrazuje podle *14.9.b w-omezené mno¾iny v X na w-omezené mno¾iny v Y . Ale podle Makeyho vìty 17.13 jsou omezené mno¾iny v pùvodní topologii

X a jeho slabé topologii w stejné (a toté¾ platí i pro prostor Y ).(d) Vìta. Neh» X je metriký lineární prostor, Y (Hausdor�ùv) lokálnì konvexní prostor a
T : X → Y lineární zobrazení spojité vzhledem ke slabým topologiím na X a Y . Potom T ∈
L(X,Y ).Dùkaz. Staèí pou¾ít pøedhozí vìtu () a *14.9..*14.12. S-topologie. Existuje i dal¹í zpùsob jak zadávat lokálnì konvexní topologie. My¹lenkaje následujíí | G neh» je vektorový prostor reálnýh funkí na dané mno¾inì Z a S soustavapodmno¾in mno¾iny Z. Cílem je zadat na G takovou topologii, aby posloupnost funkí {fn}v ní konvergovala, právì kdy¾ bude konvergovat stejnomìrnì na ka¾dé mno¾inì z S. Budemepøedpokládat, ¾e jsou splnìny dvì podmínky:(a) soustava S je nahoru usmìrnìná: ke ka¾dé dvojii A,B ∈ S existuje C ∈ S tak, ¾e

A ∪B ⊂ C,(b) mno¾iny z S jsou G-omezené : je-li S ∈ S a f ∈ G, je mno¾ina f(S) omezená.Zaveïme nyní oznaèení. Pro S ⊂ Z a ε > 0, oznaème
WS,ε := {f ∈ G : f(S) ⊂ (−ε, ε)} a W := {

WS,ε : S ∈ S , ε > 0} .Základem je následujíí jednoduhé lemma.(a) Lemma. W tvoøí bázi nìjakého �ltru v G a splòuje von Neumannovy axiomy. Pøesnìji,mno¾iny z W jsou vyvá¾ené, pohlujíí a konvexní a WS,ε +WS,ε ⊂WS,2ε.Dùkaz. V¹e je velie snadné. Proto¾e f = 0 patøí do G, je W neprázdný systém a ∅ /∈ W . Je¾to
WC,min(ε1,ε2) ⊂WA,ε1 ∩WB,ε2 pro A ∪B ⊂ C , ε1, ε2 > 0 ,tvoøí W bázi �ltru. Pro dùkaz ostatníh tvrzení si snad jen uvìdomme, ¾e λWS,ε = WS,λε.(b) Vìta. Neh» Z,S, G a W jsou jako vý¹e. Potom na G existuje právì jedna lineární topologie

τS pro ni¾ W je bází �ltru τS(0). Jestli¾e ⋃S∈S
S = Z, je topologie τS Hausdor�ova.Pøitom fn

τS→ f , právì kdy¾ fn ⇉ f na ka¾dé mno¾inì S ∈ S.Dùkaz. Tvrzení ihned vyplývá z pøede¹lého lemmatu a 13.8. Je-li f ∈ ⋂ε>0WS,ε, je f(S) = 0, atudí¾ za pøedpokladu⋃S∈S
S = Z, je f = 0. Podívejme se nyní, kdy posloupnost {fn} konvergujev topologii τS k f (fn, f ∈ G). To bude právì tehdy, kdy¾ ke ka¾dému ε > 0 a ka¾dé mno¾inì

S ∈ S existuje index n0 tak, ¾e f − fn ∈ WS,ε pro ka¾dé n ≥ n0. Rozepí¹eme-li de�nii WS,ε,vidíme, ¾e fn τS→ f , právì kdy¾ fn ⇉ f na ka¾dé mno¾inì S ∈ S.() Topologie stejnomìrné konvergene. Lokálnì konvexní topologii τS se také øíká topolo-gie stejnomìrné konvergene na mno¾ináh ze S.



264 Poznámky, doplòky, vièení(d) Poznámky. (d1) Uvìdomme si, ¾e rùzné systémy S mohou urèovat stejnou topologii.(d2) Dùle¾itý pøíklad dostaneme, jestli¾e za Z zvolíme lokálnì konvexní prostor X, G bude jeho duál X∗ a za
S vezmeme nìjaký nahoru usmìrnìný systém omezenýh podmno¾in v X (podle Makeyho vìty 17.13 víme, ¾eomezené a σ(X,X∗)-omezené mno¾iny splývají). Bude-li systém S mít naví tu vlastnost, ¾e s ka¾dou mno¾inou
S obsahuje i mno¾inu λS pro λ 6= 0, bude �ltr okolí nuly v topologii τS tvoøen mno¾inami

{f ∈ X∗ : |f(x)| ≤ 1 pro x ∈ S} , S ∈ S,které¾to mno¾iny nejsou ni jiného ne¾ poláry k mno¾inám ze S.Jako speiální volbu polo¾me:(α) S = {S ⊂ X : S je koneèná},(β) S = {S ⊂ X : S je absolutnì konvexní a σ(X,X∗)-kompaktní},(γ) S = {S ⊂ X : S je σ(X,X∗)-omezená} _V prvním pøípadì dostaneme na X∗ slabou topologii σ(X∗ ,X), v pøípadì (β) Makeyho topologii
τ(X∗, X) a v posledním pøípadì pak silnou topologii β(X∗, X).Roli X a X∗ mù¾eme také zamìnit (neboli uva¾ovat X∗ a za G volit εX), respektive lze uva¾ovat obený pøípad,kdy za Z volíme vektorový prostor X a za G pøípustný vektorový podprostor X#.Naskýtá se otázka, zda ka¾dou lokálnì konvexní topologii lze vytvoøit jako nìjakou τS-topologiistejnomìrné konvergene na mno¾ináh ze S. Odpovìï dává následujíí vìta.(e) Vìta. Neh» (X, τ) je (Hausdor�ùv) lokálnì konvexní prostor. Potom na X∗ existuje takovýsystém S, ¾e τ = τS.Návod . Volme S = {S◦ : S ∈ τ(0) je barel}. Je-li S ∈ τ(0) barel, je jeho polára S◦ mno¾ina

σ(X∗, X)-omezená (viz 15.21.a), a proto¾e ka¾dá konvexní uzavøená mno¾ina je i σ(X,X∗)-uzav-øená podle 15.20.b, je podle vìty o bipoláøe 15.17 S = S◦◦. Vidíme, ¾e ná¹ systém S splòujev¹ehny nutné pøedpoklady a báze τS(0) je tvoøena kolekí {S◦◦ : S ∈ τ(0) je barel} = {S : S ∈
τ(0) je barel}, o¾ je samozøejmì také báze �ltru τ(0). ♣*14.13. Kvazinormované lineární prostory. Neh» W je vektorový prostor a q reálná nezá-porná funke na W splòujíí následujíí po¾adavky:(a) q(0) = 0,(b) q(−x) = q(x) pro ka¾dé x ∈ W ,() q(x+ y) ≤ q(x) + q(y) pro ka¾dou dvojii x, y ∈ W .Potom funke ̺(x, y) := q(x− y) je translaènì invariantní pseudometrika na W . Jestli¾e naví(d) zobrazení (λ, x) 7→ λx je spojité,v pseudometrie ̺, øekneme, ¾e q je kvazinorma na W .Kvazinormovaným lineárním prostorem rozumíme ka¾dý vektorový prostor opatøený kvazinor-mou. Ta na nìm urèuje vý¹e popsaným zpùsobem pseudometriku.Pokuste se dokazovat následujíí tvrzení, nejsou nikterak obtí¾ná.(a) Tvrzení. Ka¾dá pseudonorma je kvazinorma. Ne ka¾dá kvazinorma má v¹ehny vlastnostipseudonormy.Návod . Staèí se podívat na pøíklad prostoru s z 13.13.a. ♣(b) Tvrzení. Je-li {pn} posloupnost kvazinorem (a speiálnì pseudonorem), je funke

q(x) := ∞∑

n=1 12n pn(x)1 + pn(x)kvazinorma. Pøitom q(xk) → 0, právì kdy¾ pn(xk) → 0 pro ka¾dé n.Návod . K dùkazu poslednímu tvrzení pou¾ijte odhad q(x) ≥ 12n

pn(x)1+pn(x) platíího pro ka¾dé n.Jestli¾e pn(xk) → 0 pro ka¾dé n a ε > 0 je zadáno, najdìte m, pro nì¾ ∞∑
n=m+1 12n < ε. Poté n1tak, aby pn(xk) < ε

m pro ka¾dé k ≥ n1 a n = 1, . . . ,m. Potom q(xk) ≤ 2ε pro k ≥ n1. ♣



*14. Lokálnì konvexní prostory 265() Tvrzení. Kvazinorma na kvazinormovaném lineárním prostoru je v¾dy spojitá funke.(d) Pøipomeòme, ¾e topologie ka¾dého lokálnì konvexního prostoru je generována systémemnìjakýh pseudonorem. J. Burzyk a P. Mikusi�nski [1980℄ ukázali, ¾e topologie libovolného topo-logikého vektorového prostoru je generována systémem kvazinorem.(e) Kvazinormovaný lineární prostor je topologiký vektorový prostor, který v¹ak nemusí býtlokálnì konvexní. Jak vyplývá z následujíí vìty, pojmy pseudometrikého lineárního prostoru akvazinormovaného lineárního prostoru splývají.*14.14. Kakutaniho vìta. Neh» (X, τ) je topologiký vektorový prostor. Následujíí podmínkyjsou ekvivaletní:(i) X je pseudometrizovatený,(ii) topologie τ vyhovuje 1. axiomu spoèetnosti,(iii) topologie τ je vytvoøena nìjakou kvazinormou,(iv) topologie τ je generována translaènì invariantní pseudometrikou.Návod . Zøejmì (iii) ⇒ (iv) ⇒ (i) ⇒ (ii), tak¾e zbývá dokázat implikai (ii) ⇒ (iii). Dùkaz jeproveden v C. Swartz [*1992℄. Vezmeme-li za základ Burzyk-Mikusi�nského tvrzení z *14.13.d, lzepostupovat takto: Podle nih je topologie τ generována systémem nìjakýh kvazinorem. Proto¾epøedpokládáme, ¾e τ splòuje 1. axiom spoèetnosti, staèí tedy vzít jen spoèetný systém kvazinoremtak, aby generoval τ . A vyu¾itím *14.13.b vystaèíme jen s jednou kvazinormou. (Porovnejte té¾s 14.22.) ♣*14.15. Omezené mno¾iny. Uveïme nìkteré vlastnosti a harakteristiky omezenýh mno-¾in v topologikýh vektorovýh prostoreh. V rámi dobrého pohopení proveïte dùkazy jakou¾iteèné vièení.(a) Vìta. Neh» D je podmno¾ina topologikého vektorového prostoru X. Následujíí výroky,z nih¾ ka¾dý harakterizuje pojem omezené mno¾iny, jsou ekvivalentní:(i) ke ka¾dému okolí nuly V existuje takové λ > 0, ¾e D ⊂ λV ,(ii) jestli¾e {xn} ⊂ D a λn → 0, potom λnxn → 0,(iii) pro ka¾dou posloupnost {xn} ⊂ D je 1
n xn → 0,(iv) ke ka¾dému okolí nuly U existuje takové ε > 0, ¾e tD ⊂ U pro ka¾dé t ∈ [−ε, ε℄.Návod . Mù¾ete dokazovat v poøadí (i) ⇒ (iv) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (i). ♣(b) Vìtièka. Mno¾ina D je omezená, právì kdy¾ ka¾dá její spoèetná podmno¾ina je omezená.Návod . Vyu¾ijte (ii) èi (iii) pøedhozí harakteristiky. ♣() Vìtièka. Podmno¾ina omezené mno¾iny je omezená a sjednoení koneèného poètu omeze-nýh mno¾in je mno¾ina omezená. Také koneèný souèet omezenýh mno¾in je mno¾ina omezená.(d) Tvrzení. Kompaktní i prekompaktní podmno¾iny topologikého vektorového prostoru jsouomezené.Návod . Neh» K je kompaktní mno¾ina a V otevøené (pohlujíí) vyvá¾ené okolí 0. Potom⋃

n nV ⊃ K, existuje tedy n tak, ¾e K ⊂ nV . Je-li B prekompaktní a U okolí nuly, najdìmenejdøíve vyvá¾ené okolí V nuly tak, aby V + V ⊂ U a potom podle de�nie v *13.4 koneènoumno¾inu F tak, aby B ⊂ F +V . Existuje λ > 1 tak, ¾e F ⊂ λV (koneèné mno¾iny jsou omezené).Potom B ⊂ F + V ⊂ λV +V = λ(V + 1
λV ) ⊂ λ(V +V ) ⊂ λU . (Mù¾ete porovnat s tvrzením (b)v *13.4.) ♣Poznámka. Ukázali jsme, ¾e dokone spoèetnì kompaktní mno¾iny jsou omezené.(e) Tvrzení. Uzavøený vyvá¾ený obal omezené mno¾iny v topologikém vektorovém prostoru jeopìt omezená mno¾ina.Uzavøený absolutnì konvexní obal omezené mno¾iny v lokálnì konvexním prostoru je omezenámno¾ina.



266 Poznámky, doplòky, vièeníNávod . Neh» D je omezená mno¾ina v lokálnì konvexním prostoru, A její uzavøený absolutnìkonvexní obal a U okolí 0. Najdìme barel B, který je té¾ okolím 0 a podmno¾inou U . Existuje
λ > 0 tak, ¾e D ⊂ λB. Potom A ⊂ λB ⊂ λU .Pokud jde o tvrzení o omezenosti uzavøeného vyvá¾eného obalu omezené mno¾iny v obenýhtopologikýh vektorovýh prostoreh, potrapte se sami (samozøejmì vyu¾ijete toho, ¾e v tìhtoprostoreh existuje báze z uzavøenýh vyvá¾enýh mno¾in). ♣Poznámky. (a) Vyvá¾ený obal podmno¾iny B vektorového prostoru je podle de�nie prùnik v¹eh vyvá¾enýhmno¾in obsahujíh B. A uzavøený vyvá¾ený obal podmno¾iny B topologikého vektorového prostoru je prùnikv¹eh uzavøenýh vyvá¾enýh mno¾in obsahujííh B. Vyjde to na stejno jako uzávìr vyvá¾eného obalu B?(b) Z tvrzení okam¾itì plyne, ¾e i uzávìr, konvexní obal, uzavøený konvexní obal èi absolutnì konvexní obalomezené mno¾iny v lokálnì konvexním prostoru je mno¾ina omezená. Obdobnì uzávìr èi vyvá¾ený obal omezenémno¾iny v topologikém vektorovém prostoru je omezený.() Konvexní obal omezené mno¾iny nemusí být obenì omezená mno¾ina. Zkuste se zamyslet nad pøíklademv prostoru Lp([0, 1℄), pokud p ∈ (0, 1). Podívejte se té¾ na *13.5.b.(f) Tvrzení. Ka¾dá konvergentní posloupnost tvoøí omezenou mno¾inu.Návod . Pou¾ijte tøeba opìt (iii) pøedhozí vìty v (a). ♣*14.16. Prostor H(G). Prostor H(G) z 14.20.b je vektorovým prostorem v¹eh holomorf-níh funkí na otevøené mno¾inì G komplexní roviny C s lokálnì konvexní topologií stejno-mìrné konvergene na kompaktníh podmno¾ináhG. Je podprostorem Fréhetova prostoru C(G),uva¾ujeme-li tento opatøený kompaktnì-otevøenou topologií z 14.20.a. Jeho základní vlastnostishrnuje následujíí vìta. Její dùkaz a je¹tì mnoho dal¹íh zajímavostí o prostoru H(G) lze naléztv monogra�i D.H. Lueking and L.A. Rubel [*1984℄.Vìta. Prostor H(G) má následujíí vlastnosti:(a) Prostor H(G) je lokálnì konvexní,úplný a metrizovatelný.(b) Zobrazení f → f ′ z H(G) do H(G) je spojité.() Mno¾ina A ⊂ H(G) je kompaktní, právì kdy¾ A je omezená a uzavøená.(d) Identita na H(G) je kompaktní operátor. Obenìji, ka¾dý spojitý operátor s hodnotamiv H(G) je kompaktní.Návod . Pokud jde o (a), staèí ukázat, ¾e H(G) je uzavøený podprostor C(G). Zadejme tedyposloupnost {fn} konvergujíí v H(G) k funki f . Volme dále z ∈ G a jeho kompaktní okolí
z ∈ IntV ⊂ V ⊂ G. Pro x ∈ IntV vyjádøeme fn(x) pomoí Cauhyova integrálu a proveïmelimitní pøehod. Dostaneme, ¾e f je holomorfní v IntV .Pokud jde o tvrzení v (), jedná se vlastnì o parafrázovanou Montelovu vìtu o normální tøídìholomorfníh funkí.Tedy vlastnosti vlastnosti (a), (b) i () vlastnì plynou z vìt o holomorfníh funkíh a z toho,¾e konvergene v prostoru H(G) je lokálnì stejnomìrnou konvergení. Pokud jde o (d), tvrzeníje bezprostøední dùsledek (). ♣Poznámka. Snad ¾e byhom pøei jen øekli pár slov o klasiké Montelovì vìtì. Mno¾ina H ⊂ H(G) se nazvenormální tøídou, jestli¾e z ka¾dé její spoèetné podmno¾iny lze vybrat posloupnost konvergujíí v prostoru H(G)(ne nutnì k prvku z H). Montelova vìta pak øíká, ¾e H je normální tøída, právì kdy¾ pro ka¾dou kompaktnímno¾inu K ⊂ G je sup {|h(x)| : h ∈ H, x ∈ K} < ∞. Vidíme vlastnì, ¾e normální tøídy jsou identiké s relativnìkompaktními podmno¾inami H(G) a Montelova vìta v modernìj¹í terminologii tvrdí, ¾e mno¾ina H ⊂ H(G) jerelativnì kompaktní, právì kdy¾ je omezená.*14.17. Striktní topologie na prostoru Cb(P ). Uva¾ujme Banahùv prostor C0(P ) v¹ehspojitýh funkí f na lokálnì kompaktním prostoru P majííh tu vlastnost, ¾e mno¾ina
{x ∈ P : |f(x)| ≥ ε} je kompaktní pro ka¾dé ε > 0. Není tì¾ké ovìøit, ¾e C0(P ) tvoøí vektorovýprostor a ¾e ka¾dá funke z C0(P ) je omezená. Proto¾e prostor Cb(P ) v¹eh spojitýh omezenýhfunkí na P uva¾ovaný se sup-normou je úplný a C0(P ) je jeho uzavøená podmno¾ina, tvoøí C0(P )Banahùv prostor.Je-li P∞ alexandrovská jednobodová kompakti�kae prostoru P (Appendix B.16), lze øíi, ¾e prostor C0(P ) jetvoøen v¹emi restrikemi na P spojitýh funkí z C(P∞) majííh hodnotu 0 v ideálním bodì ∞.



*14. Lokálnì konvexní prostory 267Volíme-li pevnì ϕ ∈ C0(P ) a polo¾íme-li pϕ(f) := ‖ϕf‖Cb(P ) = sup {|ϕ(t) f(t)| : t ∈ P}, je pϕspojitá pseudonorma na Banahovì prostoru Cb(P ). Neh» β je lokálnì konvexní topologie na
Cb(P ) generovaná kolekí {pϕ : ϕ ∈ C0(P )}. Tato bývá èasto nazývána striktní topologií .Na prostoru Cb(P ) máme tedy (zatím) tøi topologie: topologii τn danou sup-normou, striktní
β a kompaktnì-otevøenou τc. V¾dy je τc ⊂ β ⊂ τn. Základní poznatky o striktní topolgii shròmedo následujíí vìty.Vlastnosti striktní topologie. Neh» P je lokálnì kompaktní prostor a β striktní topologiena prostoru Cb(P ). Potom(a) lokálnì konvexní prostor (Cb(P ), β) je úplný,(b) mno¾ina M ⊂ Cb(P ) je β-omezená, právì kdy¾ je omezená v sup-normì prostoru Cb(P ),() prostor (Cb(P ), β) je metrizovatelný, právì kdy¾ P je kompaktní, a to je v právì v pøípadìkdy β splývá s normovou topologií na Cb(P ),(d) duálem k prostoru (Cb(P ), β) je Banahùv prostor M(P ) v¹eh Radonovýh mìr na P ,pøesnìji, je-li L ∈ (Cb(P ), β)∗, existuje právì jedna Radonova míra µ ∈ M(P ) tak, ¾e

Lf = ∫
P f dµ pro ka¾dou funki f ∈ Cb(P ).Návod . Dùkazy tìhto tvrzení, jako¾to i zavedení a vlastnosti elé plejády dal¹íh "striktníh\topologií, lze nalézt v pøehledném èlánku R.F. Wheeler [1983℄. ♣Poznámka. Je-li P kompakt, je τc = β = τn. Pro nekompaktní prostory P topologie β a τn jsou rùzné. Ani¾vysvìtlíme, o je lokálnì kompaktní (nekompaktní) prostor [0, ω1) ordinálníh èísel, poznamenejme, ¾e na nìm je

β = τc.*14.18. Vlastnosti prostoru D(
). Uva¾ujme prostory D(
) a DK(
) z pøíkladu 14.20.eopatøené pøíslu¹nými lokálnì konvexními topologiemi. Shròme nìkteré vlastnosti tìhto prostorùdo následujííh tvrzení. Druhé tvrzení nebudeme dokazovat, vìt¹inou se leos dokazuje v obe-nìj¹ím kontextu. Prostor D(
) je (striktní) induktivní limitou prostorù DK(
) (uva¾ujeme-liidentiká zobrazení idK : DK(
) → D(
), je topologie D(
) nejsilnìj¹í lokálnì konvexní topolo-gií na D(
), pro ni¾ jsou v¹ehna vnoøení idK spojitá).(a) Tvrzení. Prostor D(
) je nemetrizovatelný prostor 1. kategorie.Návod . Proto¾e DK(
) = ⋂
x∈
\K

ker εx, kde forma εx ∈ (D(
))∗ je de�nována pøirozeným zpù-sobem εx : f 7→ f(x), je DK(
) uzavøený podprostor D(
). Tyto podprostory jsou také øídkév D(
) a D(
) = ⋃ {DKn
(
) : {Kn} je vyèerpání 
}.V prostoru D(
) ka¾dá auhyovská posloupnost konverguje (je tedy prostor D(
) sekveniálnìúplný ve smyslu de�nie v *13.3). Nemù¾e tedy být metrizovatelný, to by bylo ve sporu s Baireovouvìtou B.3. ♣(b) Tvrzení. Lokálnì konvexní prostor D(
) je barelovaný, kvazi-úplný, bornologiký a ree-xivní. Ka¾dá jeho omezená uzavøená podmno¾ina je kompaktní.() Poznámka. Barelované Hausdor�ovy lokálnì konvexní prostory, v nih¾ ka¾dá omezená uzavøená mno¾ina jekompaktní, se nazývají Montelovy. To samozøejmì souvisí s klasikou Montelovou vìtou pro holomorfní funke.Podívejte se na odstaveèek *14.16.*14.19. Prostor distribuí D∗(
). Neh» D∗(
) je prostor v¹eh distribuí na otevøené mno-¾inì 
 ⊂ Rn, tedy duál k prostoru D(
). Na D∗(
) uva¾ujme v¾dy silnou topologii β :=

β(D∗(
),D(
)).Pro f ∈ D(
) polo¾me Tf : ϕ 7→
∫
 f ϕ , ϕ ∈ D(
). Potom Tf ∈ D∗(
). Oznaème je¹tì	 : f 7→ Tf zobrazení D(
) do D∗(
). Potom 	 je lineární (¾ádný problém s ovìøením), prosté(to je ji¾ tì¾¹í) a spojité zobrazení. Tímto zpùsobem mù¾eme tedy vnoøit D(
) do D∗(
) (ostatnì,do D∗(
) mù¾eme takto vnoøit i L1

loc(
)) a budeme tedy hápat D(
) jako podprostor D∗(
).(a) Tvrzení. Mno¾ina D(
) je hustá v prostoru (D∗(
), β).Návod . Neh» L ∈ (D∗(
), β)∗ je takový funkionál, ¾e L = 0 na D(
). Proto¾e D(
) je podlepøedhozího reexivní prostor, existuje f ∈ D(
) tak, ¾e L(ϕ) = ϕ(f) = ∫
 f ϕ pro ka¾dé
ϕ ∈ D∗(
). Speiálnì tedy (nezapomeòte, ¾e f hápeme jako prvek D∗(
)) dostáváme, ¾e 0 =
L(f) = ∫
 f f = ∫
 f2. Odtud plyne, ¾e f = 0 (skoro v¹ude) a Hahn-Banahova vìta ve tvarudùsledku 14.28 dá tvrzení. ♣



268 Poznámky, doplòky, vièení(b) Vìta. Neh» {Tn} je posloupnost distribuí na 
 a neh» existuje limn Tnf pro ka¾doutestovaí funki f ∈ D(
). Oznaèíme-li T : f 7→ limn Tnf , je T opìt distribue na 
.Návod . To je vlastnì Banah-Steinhausova vìta z *14.3.d. Musíme ov¹em vìdìt, ¾e prostor D(
)je barelovaný. Co¾ jest, jak jsme uvedli v *14.18.b. ♣*15. Slabé topologie a poláry*15.1. Alaoglu-Bourbakiho vìta. Neh» X je vektorový prostor, M ⊂⊂ X#, τ pøípustnátopologie na X a S ⊂ M = (X, τ)∗ stejnì spojitá mno¾ina (τ-spojitýh funkí na X). Potom Sje relativnì kompaktní v topologii σ(M,X).Návod . Podle vìtièky v *14.3.b existuje V ∈ τ(0) tak, ¾e S ⊂ V ◦. Dále staèí postupovat jakov dùkazu Alaoglu-Bourbakiho vìty v 15.19. ♣*15.2. Kanoniké vnoøení topologikého prostoru. Neh» T je topologiký prostor (Haus-dor�ùv, samozøejmì) a X := Cb(T ) Banahùv prostor v¹eh omezenýh spojitýh funkí na Topatøený sup-normou. Je-li t ∈ T , polo¾me ϕt : f 7→ f(t) pro f ∈ X . Potom zøejmì ϕt jespojitý lineární funkionál na X a ‖ϕt‖ = 1. Zobrazení κ : t 7→ ϕt je spojité zobrazení T do X∗uva¾ovaného se slabou w∗-topologií. Zajisté, jestli¾e toti¾ tα → t v T a f je libovolná spojitáfunke na T , potom f(tα) → f(t), o¾ není ni jiného ne¾ ϕtα(f) → ϕt(f), èili κ(tα) w∗

→ κ(t).Proto¾e κ(T ) ⊂ BX∗ := {ϕ ∈ X∗ : ‖ϕ‖ ≤ 1}, a jednotková koule BX∗ je podle dùsledkuAlaoglu-Bourbakiho vìty 16.6 w∗-kompaktní, je κ(T ) podmno¾inou w∗-kompaktní mno¾iny, tedyzajisté κ(T ) je úplnì regulární prostor ve w∗-topologii. Lze øíi nìo víe o vlastnosteh vnoøení
κ a mno¾inì κ(T )?Je-li T dokone kompakt, lze ztoto¾nit X∗ s prostorem v¹eh Radonovýh mìr na T . Zobrazení κ je prosté(spojité funke na T oddìlují body T ), κ(T ) je kompakt ve w∗-topologii (jako¾to spojitý obraz kompaktu) a κ jehomeomor�zmus.Otázka, kdy κ je homeomorfní zobrazení v obeném pøípadì, je zodpovìzena v následujíí vìtì.*15.3. Vìta. Zobrazení κ je homeomorfním zobrazením prostoru T na (κ(T ), w∗), právì kdy¾
T je úplnì regulární prostor.Dùkaz. Neh» T je úplnì regulární topologiký prostor. Proto¾e omezené spojité funke na Toddìlují body, je zobrazení κ prosté. Potøebujeme je¹tì dokázat, ¾e κ je otevøené zobrazení. Buïtedy U ⊂ T otevøená mno¾ina a z ∈ κ(U). Neh» t ∈ U je takový bod, ¾e z = κ(t). Naleznìmefunki f ∈ Cb(T ) tak aby f(t) = 1 a f = 0 na T \ U . Uva¾ujeme-li mno¾inu V := {ϕ ∈ X∗ :
ϕ(f) > 0}, je V zajisté w∗-otevøená podmno¾ina X∗ a z ∈ V ∩ κ(T ) ⊂ κ(U). Tím jsme ukázali,¾e mno¾ina κ(U) je otevøená v κ(T ).Pøedpokládáme-li nyní, ¾e κ je homeomor�zmem mezi T a κ(T ), musí být podle vý¹e zmínì-nýh úvah T úplnì regulární prostor.*15.4. Stone-Èehova kompakti�kae. Neh» T je úplnì regulární topologiký prostor. Po-tom existuje kompaktní topologiký prostor βT a spojité vnoøení κ : T → βT s vlastnostmi:(a) κT je hustá podmno¾ina βT ,(b) κ je homeomor�zmus mezi T a κT ,() je-li f omezená spojitá funke na T , existuje ~f ∈ C(βT ) tak, ¾e f = ~f ◦ κ na T .Dùkaz. Neh» κ je kanoniké vnoøení T do Cb(T )∗ zkonstruované v *15.2. Tam a v následujíí vìtìjsme ukázali, ¾e κ je homeomorfní zobrazení T na κT , pøièem¾ κT je podmno¾ina w∗-kompaktnímno¾iny BCb(T )∗ . Polo¾íme-li βT = κT

w∗ , je βT kompakt obsahujíí κT jako¾to svoji hustoupodmno¾inu. Buï nyní f ∈ Cb(T ) a x ∈ βT . Proto¾e βT ⊂ BCb(T )∗ , lze de�novat ~f(x) = x(f).Potom ~f je spojitá funke na βT (nezapomeòte, ¾e na βT uva¾ujeme w∗-topologii) a pro t ∈ Tplatí ~f(κ(t)) = ~f(ϕt) = ϕt(f) = f(t) .



*16. Slabé topologie v Banahovýh prostoreh 269*15.5. Poznámky. (a) Vzhledem k homeomorfnímu vnoøení T do βT se vìt¹inou rovnou pøedpokládá, ¾e T ⊂ βT .(b) Existují rùzné konstruke Stone-Èehovy kompakti�kae. Ta je vpodstatì jednoznaènì urèená a nìkdy se té¾nazývá Stone-Èehovým beta obalem. Platí toti¾ následujíí vìta.Vìta. Neh» T je úplnì regulární topologiký prostor a Z kompakt. Neh» existuje homeomorfní zobrazení κprostoru T na hustou podmno¾inu Z s vlastností, ¾e pro libovolnou f ∈ Cb(T ) existuje funke ~f ∈ Cb(Z) tak, ¾e
f = ~f ◦ κ na T . Potom Z a prostor βT z pøedhozí vìty jsou homeomorfní.() Je-li T úplnì regulární topologiký prostor, potom jeho kompakti�kaí nazveme ka¾dý kompaktní prostor,který obsahuje T jako hustou podmno¾inu. Do tøídy K(T ) v¹eh kompakti�kaí lze zavést uspoøádání. Øekneme,¾e K1 ≺ K2, kde K1,K2 ∈ K(T ), jestli¾e existuje spojité zobrazení K1 do K2, které je na T identita. Potom meziv¹emi kompakti�kaemi existuje nejmen¹í, tou je alexandrovská jednobodová kompakti�kae z B.16, a nejvìt¹í.Tu tvoøí právì Stone-Èehùv beta obal.*16. Slabé topologie v Banahovýh prostoreh*16.1. Metrizovatelnost slabýh topologií. Slabé topologie v nekoneènì rozmìrnýh pro-storeh nejsou skoro nikdy metrizovatelné. Svìdèí o tom následujíí tvrzení.(a) Vìta. Je-li X vektorový prostor a M podprostor X#, potom slabá topologie σ(X,M) jepseudometrizovatelná, právì kdy¾ algebraiká dimenze M je spoèetná.Dùkaz. Je-li σ(X,M) pseudometrizovatelná, má �ltr okolí nuly spoèetnou bázi. Mù¾eme pøed-pokládat, ¾e tato báze je tvoøena mno¾inami

Bn := {
x ∈ X : |ϕni | < 1 pro i = 1, . . . , kn} , ϕni ∈M .Volme nyní ϕ ∈ M . Proto¾e D := {x ∈ X : |ϕ(x)| < 1} je σ(X,M)-okolím 0, existuje n tak, ¾e

Bn ⊂ D. Lehko se nyní uká¾e, ¾e kerϕn1 ∩ · · · ∩ kerϕnkn
⊂ kerϕ, odkud plyne, ¾e ϕ je lineárníkombinaí ϕn1 , . . . , ϕnkn

(srovnejte s dùkazem vìty 15.13). Tudí¾ algebraiká dimenze M musí býtspoèetná.Jestli¾e naopak {ϕn} tvoøí bázi prostoru M , je
̺(x, y) := ∑

n

12n min(1, |ϕn(x) − ϕn(y)|) , x, y ∈ X ,pseudometrikou na X . Proto¾e zobenìná posloupnost {xγ} konverguje v topologii σ(X,M)k prvku x, právì kdy¾ ϕn(xγ) → ϕn(x) pro ka¾dé n, musí pseudometrika ̺ generovat slaboutopologii σ(X,M).(b) Dùsledek. Je-li X nekoneènì dimenzionální Banahùv prostor, potom (X,w) ani (X∗, w∗)nejsou metrizovatelné. Pokud X je normovaný lineární prostor spoèetné algebraiké dimenze, je(X∗, w∗) metrizovatelný.Návod . Pou¾ijte pøedhozí vìtu a *1.12.a. ♣() Pøíklad . Neh» l100 je podprostor l1 tvoøený v¹emi posloupnostmi, které jsou od urèitéhoindexu (závislého na dané posloupnosti) nulové. Proto¾e l100 je hustý podprostor l1, jsou du-ály (l100)∗ a (l1)∗ stejné (a izometriky-izomorfní l∞). Zatímo w∗-topologie σ(l∞, l1) je na l∞nemetrizovatelná, je prostor l∞ s topologií σ(l∞, l100) metrizovatelný.*16.2. Metrizovatelnost jednotkovýh koulí. Jak jsme právì odvodili v *16.1, slabé topolo-gie v nekoneènì dimenzionálníh Banahovýh prostoreh nejsou nikdy metrizovatelné. Naprotitomu jednotkové koule èi nìkteré dal¹í podmno¾iny mohou v nìkterýh pøípadeh být metrizo-vatelné ve slabýh topologiíh. Odvodíme následujíí tvrzení.(a) Vìta. Neh» X je normovaný lineární prostor a BX∗ uzavøená jednotková koule v X∗.Potom BX∗ je metrizovatelná ve w∗-topologii, právì kdy¾ prostor X je separabilní.



270 Poznámky, doplòky, vièeníDùkaz. Neh» {xn} je hustá spoèetná podmno¾ina SX := {x ∈ X : ‖x‖ = 1}. Pro ϕ, ψ ∈ BX∗polo¾me
̺(ϕ, ψ) = ∑

n

12n ∣∣ϕ(xn) − ψ(xn)∣∣ .Standardním zpùsobem se ovìøí, ¾e ̺ je metrika na BX∗ . Oznaème τ̺ topologii na X indukovanoumetrikou ̺. Proto¾e τ̺ je Hausdor�ova a BX∗ je kompaktní ve w∗-topologii (Alaogluova vìta),staèí s pøihlédnutím k vìtì B.7 ukázat, ¾e τ̺ ⊂ w∗. Neh» tedy U := {ϕ ∈ BX∗ : ̺(ϕ, 0) < ε}je τ̺-okolí 0. Najdìme n tak velké, ¾e ∞∑
j=n+1 12j < ε4 . Je-li potom f ∈ BX∗ ve w∗-okolí nuly

{ϕ : |ϕ(xi)| < ε2n pro i = 1, . . . , n}, zjistíme snadno, ¾e ̺(f, 0) < ε, tedy ¾e f ∈ U .Pøedpokládejme naopak, ¾e w∗-topologie na BX∗ je metrizovatelná. Musí tedy (jako u ka¾démetrizovatelné topologie) existovat spoèetná báze {Un} okolí 0 v BX∗ . Uva¾ujeme-li restriki
w∗-topologie na BX∗ , zjistíme, ¾e ke ka¾dému n existuje koneèná mno¾ina Fn v X tak, ¾e

{
ϕ ∈ BX∗ : |ϕ(x)| ≤ 1 pro ka¾dé x ∈ Fn

}
⊂ Un .Polo¾me F = ⋃

n Fn. Staèí ukázat, ¾e uzavøený lineární obal Z := linF mno¾iny F je X (potom
X bude separabilní, je¾to koneèné lineární kombinae prvkù F s raionálními koe�ienty jsouhusté v Z). Ale to není problém. Je-li toti¾ ϕ ∈ X∗ a ϕ = 0 na Z, je ϕ ∈ ⋂n Un = {0}. Podle2.26 je Z = X .Pro separabilní prostory lze pomoí pøedhozí vìty získat zesílení Alaogluovy vìty. Platí násle-dujíí tvrzení, jeho¾ dùkaz spoèívá na tom, ¾e v metrikýh prostoreh kompaktní a sekveniálnìkompaktní mno¾iny splývají. Zároveò uvedeme protipøíklad, ¾e v neseparabilníh prostoreh s po-sloupnostmi nevystaèíme.(b) Tvrzení. Neh» X je separabilní normovaný lineární prostor. Potom z ka¾dé omezené po-sloupnosti {ϕn} duálu X∗ lze vybrat w∗-konvergentní posloupnost.() Pøíklad. Na (neseparabilním) prostoru l∞ uva¾ujme posloupnost funkionálù {Fn} de�no-vanýh pøedpisem Fn : (x1, x2, . . . ) 7→ xn. Zøejmì ‖Fn‖ = 1. Uká¾eme, ¾e z posloupnosti {Fn}nelze vybrat w∗-konvergentní podposloupnost. Pøedpokládejme naopak, ¾e se nám to podaøí.Neh» je to tøeba posloupnost {Fnj

}. De�nujme posloupnost x := {xn} ∈ l∞ následovnì. Po-lo¾me xnj
= 1 pokud j je sudé, xnj

= −1 pro lihá j a xk = 0 pro ostatní indexy k. Potomposloupnost Fnj
(x) nemù¾e konvergovat, tudí¾ {Fnj

} nekonverguje ve w∗-topologii.Poznámka . Proto¾e uzavøená jednotková koule v prostoru (l∞)∗ je w∗-kompaktní, lze z posloupnosti {Fn} vybrat
w∗-konvergentní zobenìnou podposloupnost. Jak vypadá?Pokud jde o obenìj¹í prostory, mù¾eme vyslovit následujíí vìtu. Její dùkaz mù¾ete porovnats dùkazem pøedhozí vìty (a).(d) Vìta. Neh» X je separabilní Hausdor�ùv lokálnì konvexní prostor a K w∗-kompaktnípodmno¾ina X∗. Potom K je metrizovatelná ve w∗-topologii.Dùkaz. Neh» {xn} je hustá spoèetná mno¾ina v X . Na prostoru X∗ de�nujme funkionály Fn :
ϕ 7→ ϕ(xn). Jestli¾e ϕγ w∗

→ ϕ, potom zajisté ϕγ(xn) → ϕ(xn), tudí¾ Fn(ϕγ) → Fn(ϕ). Vidíme, ¾e
Fn jsou spojité ve w∗-topologii. Mno¾ina v¹eh funkionálù {Fn} také oddìluje prvky prostoru
X∗. Vskutku, jestli¾e Fn(ϕ) = Fn(ψ) pro v¹ehna n, musí být ϕ = ψ, nebo» spojité funkionály
ϕ a ψ se rovnají na husté podmno¾inì X . Proto¾e podle Alaogluovy vìty je jednotková koule
BX∗ w∗-kompaktní, staèí nyní u¾ít vìtu B.10 z Appendixu.Pokud jde o metrizovatelnost jednotkové koule ve slabé topologii prostoru X platí analogikétvrzení jako vý¹e pro w∗-topologii. Je ov¹em otázkou, na kolik je taková vìta u¾iteèná. Pøíkladùtìh prostorù, které mají separabilní duál, není pøíli¹ mnoho (k nim patøí tøeba Banahùv prostor
c0). Jsou mezi nimi ov¹em separabilní reexivní prostory. Pro nì ov¹em uzavøená jednotkovákoule je w-kompaktní a metrizovatelná. Staèí si uvìdomit, ¾e v pøípadì separabilního reexivníhoprostoruX je X∗∗ také separabilní, a ¾e podle *2.8 je iX∗ separabilní. Pak staèí pou¾ít vìtu (a) na
BX∗∗ . A samozøejmì Banah-Bourbakiho harakteristiku reexivity. Proto uvedeme následujíívìtu bez dùkazu. Jednu implikai ov¹em mù¾ete odvodit snadno z vìty (a) uva¾ováním druhéhoduálu X∗∗.



*16. Slabé topologie v Banahovýh prostoreh 271(e) Vìta. Neh» X je normovaný lineární prostor. Potom uzavøená jednotková koule BX jemetrizovatelná ve slabé w-topologii, právì kdy¾ X∗ je separabilní.*16.3. Nabývání normy funkionálu. Jako rozvièku k tomuto odstavi doka¾te následujíívìtièku.(a) Vìtièka. Libovolný nenulový spojitý lineární funkionál na Hilbertovì prostoru nabývá svénormy na uzavøené jednotkové kouli, a to právì v jednom bodì.Jamesova vìta z 16.15 harakterizovala reexivní Banahovy prostory jako ty, kde ka¾dý spojitýlineární funkionál nabývá na uzavøené jednotkové kouli své normy. Snad pouze pro úplnostpøipomeòme, ¾e funkionál f ∈ X∗, kde X je Banahùv prostor, nabývá své normy , existuje-li x ∈ BX tak, ¾e f(x) = ‖f‖. Je tedy zela pøirozenou otázkou se ptát, kolik je v obenýhBanahovýh prostoreh funkionálù nabývajííh své normy. Odpovìï je obsa¾ena v následujíívìtì.
����R.R. Phelps

(b) Bishop-Phelpsova vìta. Neh» X je (reálný) Banahùv prostor. Potommno¾ina
{f ∈ X∗ : f nabývá své normy }je hustá v X∗.Návod . Nejlépe je nahlédnout do R.R. Phelps [*1993℄. Dùkaz pro pøípad separa-bilního Banahova prostoru X je té¾ v [HHZ℄. ♣() Poznámky. (1) Ty normované lineární prostory, v nih¾ mno¾ina funkionálù nabývajííhsvé normy je hustá v jejih duálu, se nazývaly subreexivní. Teprve E. Bishop a R.R. Phelpsv [1961℄ dokázali, ¾e ka¾dý Banahùv prostor je subreexivní. Tedy pojem subreexivity taktrohu ztratil smysl. I kdy¾ je pravda, ¾e neúplné normované lineární prostory mohou a nemusejíbýt subreexivní.(2) Otevøeným problémem zùstává otázka, zda komplexní Banahovy prostory jsou subreexivní.(3) B. Bollobás [1970℄ ponìkud "zpøesnil\ tvrzení Bishop-Phelpsovy vìty. Zde je jeho verze: Neh» X je Banahùvprostor, f ∈ SX∗ , x ∈ SX a |f(x) − ‖f‖ | = |f(x) − 1| < ε24 , kde ε ∈ (0, 1). Potom existuje ϕ ∈ SX∗ a z ∈ SXtak, ¾e ϕ(z) = 1 = ‖ϕ‖, ‖f − ϕ‖ ≤ ε a ‖x− z‖ ≤ ε.(d) Opìrné body a funkionály. Bishop-Phelpsovu vìtu je mo¾no trohu zobenit. Nejdøívese v¹ak dohodnìme na následujíí terminologii: Neh» C je podmno¾ina Banahova prostoru X .Øekneme, ¾e x ∈ C je opìrným bodem mno¾iny C, existuje-li nenulový funkionál ϕ ∈ X∗ tak, ¾e

ϕ(x) = supϕ(C). Ka¾dý takový funkionál nazvìme opìrným funkionálem mno¾iny C (v bodì
x).Oznaème tedy

PC(X∗) := {
ϕ ∈ X∗ : existuje z ∈ C tak, ¾e sup{ϕ(t) : t ∈ C} = ϕ(z)}mno¾inu v¹eh opìrnýh funkionálù mno¾iny C.Z Hahn-Banahovy vìty lehe vyplyne tvrzení, podle kterého ka¾dý hranièní bod uzavøenékonvexní mno¾iny C s neprázdným vnitøkem (!) je opìrným bodem C. Netriviální jsou ov¹emnásledujíí "Bishop-Phelpsovy vìty\, které se té¾ nìkdy rozli¹ují poøadím.(e) První Bishop-Phelpsova vìta. Neh» C je uzavøená konvexní podmno¾ina Banahovaprostoru X. Potom mno¾ina v¹eh opìrnýh bodù C je hustá v hranii ∂C mno¾iny C.(f) Druhá Bishop-Phelpsova vìta. Neh» C je uzavøená konvexní podmno¾ina Banahovaprostoru X, f ∈ X∗ shora omezený funkionál na C a ε ∈ (0, 1). Potom existuje opìrný funkionál

ϕ ∈ PC(X∗) tak, ¾e ‖f − ϕ‖ < ε.Nyní je jasné, ¾e Bishop-Phelpsova vìta z (b) je snadným dùsledkem druhé Bishop-Phelpsovyvìty. Z ní také plyne i následujíí tvrzení. Znovu si pov¹imnìte, ¾e v nìm jde øeè o funkionálehnabývajííh svého maxima na C (a nikoliv o funkionáleh nabývajííh své normy).(g) Bishop-Phelpsova vìta. Neh» C je uzavøená, konvexní, omezená podmno¾ina Banahovaprostoru X. Potom mno¾ina PC(X∗) je hustá v X∗.



272 Poznámky, doplòky, vièeníNaskýtá se otázka, zda Bishop-Phelpsovy vìty, èi alespoò nìkteré z jejih variant, platí taképro zobrazení do Banahovýh prostorù. Z výsledkù uveïme alespoò následujíí vìtu, je v¹akmo¾no vyslovit i vìty mnohem obenìj¹í. K tomu úèelu øekneme, ¾e T ∈ L(X,Y ) nabývá svénormy , jestli¾e existuje x ∈ BX tak, ¾e ‖T ‖ = ‖Tx‖.(h) Lindenstraussova vìta. Neh» X a Y jsou Banahovy prostory, X reexivní. Potommno¾ina v¹eh T ∈ L(X,Y ) nabývajííh své normy je hustá v prostoru L(X,Y ).*17. Topologie souhlasejíí s dualitou a reflexivita*17.1. Svazy lineárníh a lokálnì konvexníh topologií. V B.13 se budeme zabývat kolekí
(T ) v¹eh topologií na dané mno¾inì T . Mno¾ina 
(T ) uspoøádána inkluzí tvoøí úplný svaz. Je-li
T dokone vektorový prostor, lze uva¾ovat na T té¾ koleke v¹eh lineárníh èi lokálnì konvexníhtopologií. Z jejih základníh vlastností uveïme alespoò následujíí dvì vìty.(a) Vìta. Mno¾ina T V(W ) v¹eh lineárníh topologií na vektorovém prostoruW s uspoøádánímdaným inkluzí tvoøí úplný svaz. Pøitom pro ka¾dou mno¾inu A ⊂ T V(W ) jesupT V(W )A = sup
(W ) A ,kde 
(W ) znaèí koleki v¹eh topologií na W a suprema se vztahují v¾dy k pøíslu¹ným svazùm.Návod . Lze argumentovat takto. Zobenìná posloupnost {xγ} ve W konverguje k prvku x ∈ Wv topologii sup
(W ) A, právì kdy¾ konverguje k x v ka¾dé topologii z A. Odtud pak vyplyne, ¾esup
(W ) A je lineární topologie. ♣(b) Vìta. Mno¾ina LC(W ) v¹eh lokálnì konvexníh topologií na vektorovém prostoru W s us-poøádáním daným inkluzí tvoøí úplný svaz. Pøitom pro ka¾dou mno¾inu A ⊂ LC(W ) jesupLC(W )A = supT V(W )A = sup
(W )A .Návod . Je-li U okolí nuly v topologii sup
(W )A, kde A je mno¾ina lokálnì konvexníh topologií,existují konvexní okolí G1, . . . , Gn nuly v rùznýh topologiíh z A tak, ¾e G1 ∩ · · · ∩ Gn ⊂ U .Proto¾e prùnik konvexníh mno¾in je konvexní, je G1 ∩ · · · ∩ Gn konvexní okolí 0 v topologiisup
(W ) A obsa¾ené v U . A tedy sup
(W )A je lokálnì konvexní topologie. ♣*17.2. Nejjemnìj¹í lineární topologie. Uva¾ujeme-li na daném vektorovém prostoru W ko-leki L v¹eh lineárníh topologií, existuje podle pøedhozí vìty *17.1.a nejjemnìj¹í (nejsilnìj¹í,nejvìt¹í) lineární topologie η := supL. Topologie η má tedy tu vlastnost, ¾e (W, η) tvoøí topolo-giký lineární prostor a je-li τ lineární topologie na W , je ji¾ τ ⊂ η.Mohlo by se zdát, ¾e báze �ltru η(0) je tvoøena v¹emi pohlujíími vyvá¾enými mno¾inami.Av¹ak tomu tak není, alespoò ne v nekoneèné dimenzi.*17.3. Nejjemnìj¹í lokálnì konvexní topologie. Neh» W je vektorový prostor. Sami do-kazujte sérii následujííh tvrzení:(a) Tvrzení. Systém v¹eh pohlujííh absolutnì konvexníh podmno¾in W tvoøí bázi jistélokálnì konvexní topologie na W , oznaème ji θ. Topologie θ je nejjemnìj¹í ze v¹eh lokálnì kon-vexníh topologií na W .(b) Tvrzení. Topologie θ je generována systémem v¹eh pseudonorem na W a je Hausdor�ova.Návod . Volme x ∈ W , x 6= 0. Neh» B je Hamelova (algebraiká) báze W obsahujíí x a f jelineární funkionál na W takový, ¾e f(x) = 1 a f = 0 jinde na B. Potom p := |f | je pseudonormana W . Staèí pou¾ít () a vìtu 14.15. ♣() Tvrzení. Ka¾dý lineární funkionál je spojitý v topologii θ a ka¾dý podprostor W je uza-vøený.Návod . Je-li f lineární funkionál na W a U okolí nuly v tìlese skalárù, je f−1(U) pohlujííabsolutnì konvexní mno¾ina, a tedy okolí 0 v topologii θ. ♣



*17. Topologie souhlasejíí s dualitou a reexivita 273(d) Tvrzení. Je-li A omezená mno¾ina v prostoru (W, θ), je dim linA <∞.(e) Tvrzení. Neh» η je nejjemnìj¹í lineární topologie na W z pøedhozího pøíkladu *17.2.Potom η = θ, právì kdy¾ dimenze prostoru W je spoèetná.(f) Tvrzení. Prostor (W, θ) je barelovaný. Pøièem¾ tento prostor je Baireùv, právì kdy¾ jemetrizovatelný, a to je právì kdy¾ dimW <∞Návod . Libovolný barel je okolím 0 v topologii θ, to je ví ne¾ jasné.Pokud jde o metrizovatelnost, spojte () s postøehem, ¾e v ka¾dém nekoneènì dimenzionálnímtopologikém vektorovém prostoru (X, τ) existuje nespojitá lineární forma. Dùkaz posledníhotvrzení mù¾e probíhat obdobnì jako v poznáme 2.6.. Neh» {en} je lineárnì nezávislá posloup-nost v prostoru X nekoneèné dimenze a {Un} klesajíí posloupnost okolí 0 tvoøíí bázi �ltru τ(0)(viz 14.22 a následujíí poznámku 14.23). Neh» {αn} je taková posloupnost kladnýh èísel, ¾e
αnen ∈ Un. Evidentnì αnen → 0. Neh» H je Hamelova báze X obsahujíí posloupnost {en}.Lineární formu na X urèeme tak, aby f(en) = 1

αn
a f = 0 na zbývajííh prvíh báze H.Je-li dimW = ∞, buï opìt A := {en} spoèetná podmno¾ina nìjaké Hamelovy báze H prostoru

W . Oznaèíme-li An lineární obal mno¾iny {e1, . . . , en}∪ (H\A), je W = ⋃nAn, pøièem¾ v¹ehnypodprostory An jsou øídké. Jsou to toti¾ vlastní uzavøené podprostory W . ♣(g) Poznámka. Topologie η i θ mají øadu dal¹íh pìknýh vlastností. Jsou urèitì Hausdor�ovy, a to proto, ¾epro ka¾dé nenulové x ∈ W existuje f ∈ W# tak, ¾e f(x) 6= 0. Obì dvì topologie jsou také úplné (zobenìnéauhyovské posloupnosti konvergují). Dùkazy pro topologii θ jsou tøeba v H. Jarhow [*1981℄, Prop.6.6.7 èi nastr. 56 v S. Rolewiz [*1972℄. Jednoduhý dùkaz úplnosti topologie η se nahází ve W. _Zelazko [1997℄. Tam èi veskripteh [Sta ℄lze nalézt i dùkaz tvrzení (e) a øadu dal¹íh zajímavostí. Tøeba tvrzení, ¾e separabilní podprostoryprostoru (W,η) jsou lokálnì konvexní.*17.4. Topologie kartézského souèinu. V Appendixu jsme de�novali souèinovou topologiina kartézském souèinu ∏
γ∈�Xγ topologikýh prostorù Xγ . Pokud na prostoreh Xγ máme zadánylineární èi lokálnì konvexní topologie, mù¾eme se ptát, zda kartézský souèin tìhto prostorùs pøíslu¹nou topologií kartézského souèinu je té¾ topologiký vektorový èi lokálnì konvexní prostor.Odpovìï dává následujíí vìta.(a) Vìta. Neh» {Xγ}γ∈� jsou topologiké vektorové prostory, X := ∏

γ∈�Xγ. Potom X uva¾ovanýs topologií kartézského souèinu je topologiký vektorový prostor.Jsou-li v¹ehny prostory Xγ lokálnì konvexní, je i jejih kartézský souèin X lokálnì konvexní.Návod . Pøedpokládejme, ¾e zobenìné posloupnosti fα = {fγα} a gα = {gγα} konvergují k f = {fγ}a g = {gγ} v souèinové topologii na X (rozpomeòte se, jak vypadají prvky kartézského souèinu X).To znamená, ¾e fγα α→ fγ a gγα α→ gγ v ka¾dém z prostorù Xγ . Ze spojitosti souètu v jednotlivýhprostoreh Xγ a z faktu, ¾e konvergene v kartézském souèinu je konvergení bodovou, vyplyne,¾e fα + gα
α→ f + g v X. Úvaha pro násobek skalárem je obdobná.Báze �ltru okolí 0 v X je tvoøena v¹emi souèiny ∏

γ∈�Vγ , kde ka¾dé Vγ je vyvá¾ené okolí 0 v Xγa Vγ = Xγ a¾ na koneènì mnoho indexù γ. Odtud pak lehko vyplyne, ¾e kartézský souèin lokálnìkonvexníh prostorù je lokálnì konvexní. ♣(b) Poznámky. (b1) Souèinová topologie na kartézském souèinu lokálnì konvexníh prostorù musí být generovánasystémem nìjakýh pseudonorem. Umìli byste je popsat?.(b2) Souèin topologikýh vektorovýh prostorù Q
γ∈�Xγ je lokálnì konvexní, právì kdy¾ ka¾dý faktor Xγ je lokálnìkonvexní.(b3) Kartézský souèin X topologikýh vektorovýh prostorù Xγ je Hausdor�ùv, právì kdy¾ v¹ehny faktory Xγjsou Hausdor�ovy. To toti¾ platí obenì pro kartézský souèin jakýhkoliv topologikýh prostorù.



274 Poznámky, doplòky, vièení*18. Kompaktní konvexní mno¾iny*18.1. Charakteristiky Diraovýh mìr. Neh» µ ∈ M1(K) je pravdìpodobnostní Radono-va míra na kompaktu K. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) µ je Diraova míra,(ii) nosiè míry µ je jednobodová mno¾ina,(iii) µ nabývá na borelovskýh mno¾ináh pouze hodnot 0 èi 1,(iv) je-li B ⊂ K borelovská mno¾ina, potom µB = 0 anebo µ(K \B) = 0,(v) ∫K fg dµ = ∫
K f dµ

∫
K g dµ pro ka¾dé f, g ∈ C(K).Návod . Ovìøení lekterýh implikaí by nemìlo dìlat potí¾e. Pokud ano, nezbývá ne¾ nahlédnoutdo nìkteré uèebnie teorie míry. Mohu tøeba doporuèit E. Hewitt and K. Stromberg [*1965℄. ♣Jako jednu z aplikaí Krejn-Milmanovy vìty uká¾eme dùkaz Stone-Weierstrassovy vìty (proalgebru funkí) poházejíí od L. De Brangese [1959℄. "Svazovou verzi\ Stone-Weierstrassovy vìtydoká¾eme v *19.8.*18.2. Stone-Weierstrassova vìta. Neh» T je kompaktní prostor a A lineární podprostor

C(T ). Jestli¾e A je uzavøená podalgebra C(T ) oddìlujíí body T a obsahujíí konstantní funke,potom A = C(T ).Dùkaz. Neh» A⊥ je anihilátor A. Pøipomeòme, ¾e
A⊥ = {

µ ∈ C(T )∗ : µ(f) = 0 pro f ∈ A
}a ¾e A tvoøí algebru funkí , jestli¾e fg ∈ A pro ka¾dou dvojii f, g ∈ A.Abyhom dokázali na¹e tvrzení, staèí podle poznámky 2.26 ukázat, ¾e A⊥ sestává pouze z nu-lového prvku. Dokazujme sporem, neh» A⊥ 6= {0}. Podle Alaogluovy vìty 16.6 je mno¾ina

B := {µ ∈ C(T )∗ : ‖µ‖ ≤ 1} w∗-kompaktní, a proto¾e A⊥ je, jak je lehko vidìt, w∗-uzavøenámno¾ina, je i K := B ∩ A⊥ w∗-kompaktní. Mno¾ina K je ov¹em také konvexní a rùzná od {0}(proto¾e A⊥ 6= {0}). Podle Krejn-Milmanovy vìty 18.5 existuje extremální bod ν ∈ K. Samo-zøejmì ‖ν‖ = 1 (rovnì¾ B obsahuje nenulové prvky!). Uká¾eme-li, ¾e ν je λ-násobkem Diraovymíry εt v nìjakém bodì t ∈ T , dostaneme ji¾ lehko spor, nebo» potom bude 0 = ν(1) = λεt(1) = λ(nezapomeòte, ¾e ν ∈ A⊥ a 1 ∈ A). Tudí¾ ν = 0 a to je ve sporu s tím, ¾e ‖ν‖ = 1.Abyhom dokázali, ¾e ν je násobkem Diraovy míry, staèí ukázat podle harakteristiky v *18.1,¾e ν má nejvý¹e jednobodový nosiè. Pøedpokládejme tedy, ¾e s, t ∈ supt ν, s 6= t. Z vlastností Anajdeme funki f ∈ A tak, aby 0 < f < 1 na T a f(t) 6= f(s). Neh» νf a ν1−f jsou Radonovymíry na T majíí hustoty f a 1− f (tedy νfB = ∫
B
f dν a ν1−fB = ∫

B
(1− f) dν pro borelovskémno¾iny B ⊂ T ). Není tì¾ké si uvìdomit, ¾e νf , ν1−f ∈ K (f i 1− f le¾í v A), a ¾e jak ‖νf‖ > 0,tak i ‖ν1−f‖ > 0 (0 < f < 1 je spojitá funke). Máme

‖νf‖ + ‖ν1−f‖ = ∫
T

f d|ν| + ∫
T

(1 − f) d|ν| = |ν|(T ) = ‖ν‖ = 1a
ν = νf + ν1−f = ‖νf‖

νf
‖νf‖

+ ‖ν1−f‖ ν1−f
‖ν1−f‖ .Proto¾e ν je extremální bod K a νf , ν1−f ∈ K, musí být ν = νf

‖νf‖ . Jinými slovy, ∫
B
f dν =

‖νf‖νB = ∫
B
‖νf‖ dν pro v¹ehny borelovské mno¾iny B ⊂ T . Jeliko¾ f je spojitá funke na T ,musí být f = ‖νf‖ na K, o¾ je ký¾ený spor.*18.3. Poznámky. (a) Kde jsme vyu¾ili toho, ¾e A tvoøí algebru?(b) V uvedené formulai Stone-Weierstrassovy vìty jsme (mlèky) pøedpokládali, ¾e C(T ) je prostor reálnýh funkí.Pokud byhom pøipustili i komplexní funke, uvedená vìta by ji¾ nemusela platit. Staèí se podívat na pøípaddiskové algebry A(�) z 6.5.. Ta je uzavøeným podprostorem C(�), nikoliv v¹ak hustým. Anebo také prostorv¹eh polynomù v promìnné z není hustý v C(�), existují toti¾ spojité funke na �, které nejsou na jeho vnitøkuanalytiké (niménì se podívejte na D.3).V komplexním pøípadì musíme je¹tì dodat pøedpoklad, ¾e algebra A je samoadjungovaná, tedy ¾e s ka¾doufunkí f obsahuje i f . Proto¾e f = 12 (f +f)+ i 12i (f −f), tato podmínka zaruèí, ¾e reálné èásti funkí z A oddìlujíbody prostoru T a dùkaz mù¾e probíhat jako vý¹e.



*19. Integrální reprezentae 275() V uvedeném dùkazu jsme praovali s mírami majíí jisté hustoty. Vyu¾ívali jsme pøitom nìkterýh vlastnostíintegrování vùèi takovým mírám. Kupøíkladu, ¾e ‖νf‖ = R
T

f d|ν| èi jsme potøebovali vìdìt, ¾e νf (ϕ) = R
T

fϕ dν(alespoò) pro spojitou funki ϕ. Trohu se nad tím zamyslete.(d) Je-li A podprostor C(T ) obsahujíí konstanty a oddìlujíí body T a máme-li dokázanou Stone-Weierstrassovuvìtu pro pøípad, kdy A tvoøí algebru, je ji¾ elkem snadné odvodit tvrzení pro podprostor A, který tvoøí svaz(obsahuje max(f, g) i min(f, g), kdykoliv f, g ∈ A). A naopak. To plyne z vìty, podle které za na¹ih pøedpokladù
A tvoøí algebru, právì kdy¾ A tvoøí svaz. Jednoduhý dùkaz posledního tvrzení lze nalézt v C. Dellaherie [1969℄.*18.4. Exponované a silnì exponované body. Uva¾ujme konvexní mno¾inu C v Banahovìprostoru X . Bod z ∈ C se nazve exponovaným bodem C, existuje-li ϕ ∈ X∗ tak, ¾e ϕ(z) > ϕ(x)pro ka¾dé x ∈ C \ {z}.Jestli¾e existuje dokone ψ ∈ X∗ tak, ¾e ψ(z) > ψ(x) pro ka¾dé x ∈ C \ {z}, pøièem¾ zn → z,kdykoliv zn ∈ C a ψ(zn) → ψ(z), potom z nazveme silnì exponovaným bodem mno¾iny C.(a) Triviality. Ka¾dý silnì exponovaný bod je i exponovaným bodem. To je samozøejmé. Dále,ka¾dý exponovaný bod C je extremálním bodem. I to se lehko odùvodní. Kdyby toti¾ exponovanýbod z nebyl extremálním bodem konvexní mno¾iny C, existovaly by rùzné body x, y ∈ C tak, ¾e
z = 12 (x + y). Potom ov¹em ϕ(z) = 12 (ϕ(x) + ϕ(y)) pro ka¾dé ϕ ∈ X∗, tudí¾ ¾ádný funkionál
ϕ ∈ X∗ nemù¾e nabývat v bodì z svého striktního maxima.(b) Protipøíklady. Ne ka¾dý extremální bod je exponovaný. Staèí v rovinì uva¾ovat konvexníobal dvou posunutýh kruhù.Existují exponované body, které nejsou silnì exponované. Jako protipøíklad poslou¾í Hilbertùvprostor l2 a v nìm konvexní (slabì) uzavøená mno¾ina

C := {
x = {xn} ∈ l2 : ‖x‖ ≤ 1 a xn ≥ 0 pro v¹ehna n} .Zøejmì 0 ∈ C. Je-li ϕ prvek (l2)∗ urèený posloupností {−1,− 12 ,− 13 , . . . }, je ϕ(0) = 0 a ϕ(x) < 0pro ka¾dé x ∈ C, x 6= 0. Je tedy 0 exponovaným bodem C. Na druhé stranì, je-li ψ ∈ (l2)∗libovolný funkionál, je ψ(en) → 0, aèkoliv posloupnost standardníh jednotkovýh vektorù {en}nemù¾e v ¾ádném pøípadì konvergovat k 0. Tudí¾ 0 není silnì exponovaným bodem C.() Cvièení. Neh» x ∈ SX je bod jednotkové sféry striktnì konvexního prostoru X. Potom xje exponovaným bodem BX .Návod . Hahn-Banahova vìta zaruèuje existeni f ∈ X∗ s vlastnostmi ‖f‖ = 1 a f(x) = ‖x‖ = 1.Neh» y ∈ BX , y 6= x, f(y) = 1 (proto¾e |f(y)| ≤ ‖f‖ ‖y‖ ≤ 1, nemù¾e být f(y) > 1). Volme

λ ∈ (0, 1). Jeliko¾ ∥∥λx+ (1− λ)y∥∥ ≤ 1 a f(λx+ (1− λ)y) = 1, musí být 1 = f
(
λx+ (1− λ)y) ≤

‖f‖
∥∥λx + (1 − λ)y∥∥ ≤ 1. Odtud plyne, ¾e ‖λx + (1 − λ)y‖ = 1, o¾ je samozøejmì ve sporu sestriktní konvexitou X . ♣(d) Cvièení. Neh» x ∈ SX je bod jednotkové sféry Hilbertova prostoru X. Potom x je silnìexponovaným bodem BX .Návod . Pou¾ijte de�nii silnì exponovaného bodu a rovnobì¾níkové pravidlo. ♣Poznámka. Staèilo pøedpokládat, ¾e prostor X je lokálnì uniformnì konvexní.(e) Lindenstraussova vìta. Neh» C je konvexní slabì kompaktní podmno¾ina Banahovaprostoru. Potom C je rovna uzavøenému konvexnímu obalu svýh silnì exponovanýh bodù.Návod . Uvedená vìta je pro separabilní prostory dokázána v [HHZ℄, Th. 119. ♣*19. Integrální reprezentaeV elé kapitole bude X (reálný) lokálnì konvexní Hausdor�ùv prostor. Je-li K ⊂ X kompaktníkonvexní mno¾ina, x ∈ K a µ ∈ M1(K) pravdìpodobnostní Radonova míra na K, pøipomeòme,¾e míra µ reprezentuje bod x, èi ¾e x je tì¾i¹tìm µ, jestli¾e

f(x) = ∫
K

f dµ pro ka¾dé f ∈ X∗ .V tomto pøípadì zkráenì pí¹eme r(µ) = x. Pro x ∈ K oznaème Mx := {µ ∈ M1(K) : r(µ) = x}mno¾inu v¹eh mìr reprezentujííh bod x.



276 Poznámky, doplòky, vièení*19.1. Vìta. Neh» Y je kompaktní podmno¾ina X a x ∈ Y . Následujíí podmínky jsou ekvi-valentní:(i) x ∈ oY ,(ii) existuje µ ∈ M1(Y ) tak, ¾e r(µ) = x.Návod . Pøedpokládáme-li, ¾e x /∈ oY , najdìme z malé Mazurovy vìty 14.27 f ∈ X∗ a reálné λtak, aby f(x) ≤ λ ≤ f(t) pro ka¾dé t ∈ oY . Potom ov¹em pro ¾ádnou míru µ ∈ M1(Y ) nemù¾ebýt f(x) = ∫
Y
f dµ.Pokud x ∈ oY , lze najít pøíslu¹nou reprezentujíí míru µ pøesnì jako v dùkazu vìty 19.4. ♣*19.2. Bauerova harakteristika extX. Neh» K je kompaktní konvexní podmno¾ina X a

x ∈ K. Potom x ∈ extK, právì kdy¾ Mx = {εx}.Dùkaz. Jestli¾e x není extremálním bodem mno¾iny K, existují a, b ∈ K, a 6= b tak, ¾e x = a+b2 .Potom ov¹em 12 (εa + εb) ∈ Mx podle de�nie Mx. Obsahuje tedy Mx i jiné pravdìpodobnostnímíry ne¾ εx.Neh» x ∈ extK a µ ∈ Mx. Uká¾eme-li, ¾e suptµ = {x}, bude µ = εx (srovnej s *18.1).K tomu ov¹em staèí ukázat, ¾e µD = 0 pro ka¾dou kompaktní mno¾inu D ⊂ K \{x} (z regularityRadonovy míry µ pak bude µ(K \ {x}) = 0). Pøedpokládáme-li, ¾e existuje kompaktní mno¾ina
D ⊂ K \{x}, pro ni¾ µD > 0, najdeme (z kompaktnosti D) z ∈ D tak, ¾e µ(U ∩K) > 0 pro ka¾déokolí U bodu z. Neh» U je uzavøené konvexní okolí z takové, ¾e x /∈ U ∩K. Mno¾ina U ∩K jekompaktní a konvexní. Pokud by bylo d := µ(U ∩K) = 1, dostali byhom s pøihlédnutím k vìtì*19.1, ¾e x ∈ U ∩K. Také je d > 0. Polo¾íme-li nyní

µ1(B) := 1
d
µ
(
B ∩ U ∩K

) a µ2(B) := 11 − d
µ
(
B \ (U ∩K))pro ka¾dou borelovskou mno¾inu B ⊂ K, jsou µ1 a µ2 pravdìpodobnostní Radonovy míryz M1(K). Proto¾e µ1(U∩K) = 1, je r(µ1) ∈ U∩K, a tudí¾ r(µ1) 6= x. Proto¾e µ = dµ1+(1−d)µ2,je x = dr(µ1) + (1 − d)r(µ2), o¾ je ve sporu s tím, ¾e x je extremálním bodem K.*19.3. Milmanova vìta. Jestli¾e B je taková podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru X, proni¾ K := oB je kompakt, potom extK ⊂ B.Dùkaz. Neh» x ∈ extK. Pøedev¹ím poznamenejme, ¾e oB = oB. To zjistíme snadno jedno-duhou úvahou. Podle vìty *19.1 aplikované na Y = B existuje µ ∈ M1(B) reprezentujíí bod

x. Míru µ mù¾eme lehe roz¹íøit na míru ν de�novanou na elém kompaktu K prostì tak, ¾epolo¾íme ν(M) := µ(M ∩ B) pro borelovské mno¾iny M ⊂ K. Míra ν stále reprezentuje bod x.Proto¾e v¹ak x ∈ K, je podle Bauerovy harakteristiky *19.2 ν = εx. Míra ν je ov¹em nesena(uzavøenou) mno¾inou B, musí tedy být x ∈ B.Jiný dùkaz. Neh» x ∈ extK a U je okolím nuly. Musíme ukázat, ¾e (x + U) ∩ B 6= ∅. Pøedpo-kládejme rovnou, ¾e U je barel. Mno¾ina B je prekompaktní, existují tedy x1, . . . , xn ∈ B tak,¾e B ⊂
n⋃
j=1(xj + U). Polo¾me Kj := o((xj + U) ∩ B). Máme Kj ⊂ oB = K, tudí¾ mno¾iny

K1, . . . ,Kn jsou kompaktní. A jsou také konvexní. Proto¾e B ⊂ o(K1∪· · ·∪Kn) ⊂ K, konvexníobal o(K1∪· · ·∪Kn) je kompaktní (podle *13.5.d) a oB = K, musí být K = o(K1∪· · ·∪Kn).Tudí¾ existují λj ≥ 0 a xj ∈ Kj tak, ¾e λ1 + · · · + λn = 1 a x = λ1x1 + · · · + λnxn. Pro-to¾e x je extremálním bodem K, rozmyslíme si, ¾e musí existovat takové j, ¾e x = xj . Ale
xj ∈ Kj = o((xj +U)∩B) ⊂ xj +U ⊂ B+V (vyu¾ili jsme faktu, ¾e U je uzavøená a konvexní).Jsme tedy hotovi, nebo» jsme ukázali, ¾e (x + U) ∩B 6= ∅.*19.4. Cvièení. Milmanova vìta je jakýmsi "èásteèným obráením\ Krejn-Milmanovy vìty. Jako u¾iteèné vièenídoka¾te následujíí trvrzení. Mù¾ete pøitom vyu¾ít právì pou¾itýh metod.Vìta. Neh» K je kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru X a B ⊂ K. Následujíí pod-mínky jsou ekvivalentní:(i) oB = K,(ii) inf f(B) = minf(K) pro ka¾dý funkionál f ∈ X∗,(iii) extK ⊂ B.
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����G. Choquet

*19.5. Choquetova teorie funkèníh prostorù. V 18. kapitole jsme se za-bývali Choquetovou teorií pro pøípad konvexní kompaktní podmno¾iny lokálnìkonvexního prostoru. Zde se budeme vìnovat teorii zdánlivì obenìj¹í, a to vy-¹etøováním jistýh funkèníh prostorù. Je to skuteènì jen zdánlivé, nebo», jakse struènì zmíníme v *19.7, výsledky této nové teorie lze získat také pomoí ji¾vypraované teorie v lokálnì konvexníh prostoreh.(a) Základní ráme. Zaènìme se základními pojmy. Neh» tedy K je kom-paktní prostor, samozøejmì Hausdor�ùv. Funkèním prostorem budeme rozumìtvektorový podprostor H prostoru C(K) spojitýh (reálnýh) funkí na K. Bu-deme pøedpokládat, ¾e H obsahuje konstantní funke a oddìluje body K. Jakoobvykle symbolem M1(K) znaèíme mno¾inu v¹eh pravdìpodobnostníh nezá-pornýh Radonovýh mìr na K, εx je Diraova míra soustøedìná v bodì x. Èasto místo ∫K f dµpí¹eme kráte jen µf .Pro x ∈ K de�nujme mno¾inu Mx(H) v¹eh H-reprezentujííh mìr na K jako
Mx(H) := {

µ ∈ M1(K) : h(x) = ∫
K

h dµ pro v¹ehna h ∈ H
}
.Majíí na pamìti Bauerovu harakteristiku extremálníh bodù z *19.2 de�nujeme nyní analo-giky ChHK := {

x ∈ K : Mx(H) = {εx}
}
.Mno¾inu ChHK nazýváme Choquetovou hranií H.Bodu x ∈ K budeme øíkat H-exponovaný , existuje-li takové h ∈ H, ¾e 0 = h(x) < h(y) proka¾dé y ∈ K \ {x}.Dále symbolem A(H) oznaèíme mno¾inu v¹eh H-a�nníh funkí na K, tedy

A(H) := {
f ∈ C(K) : f(x) = ∫

K

f dµ pro v¹ehna x ∈ K a µ ∈ Mx(H)} .Koneènì je¹tì oznaèení pro f ∈ C(K):
f∗ := inf{h ∈ H : h ≥ f} , f∗ := sup{h ∈ H : h ≤ f} .Základní jednoduhé vlastnosti shròme do následujíího tvrzení.(b) Tvrzení. Prostor H-a�nníh funkí A(H) je uzavøený podprostor C(K) obsahujíí H. Jsou-li f, g ∈ C(K) a λ ≥ 0, je(f + g)∗ ≤ f∗ + g∗ , (λf)∗ = λf∗ a f∗ = −(−f)∗ .Ka¾dý H-exponovaný bod le¾í v Choquetovì hranii ChHK.Dùkaz. Evidentnì H ⊂ A(H) a A(H) tvoøí vektorový prostor. Lebesgueova vìta o limitnímpøehodu za integraèním znamením ihned dá uzavøenost A(H) v C(K).Dal¹í tvrzení o funkíh f∗ a f∗ vyplývá bezprostøednì z de�ni.Pøedpokládejme teï, ¾e x ∈ K, h ∈ H a 0 = h(x) < h(y) pro ka¾dé y ∈ K, y 6= x. Chemeukázat, ¾e x le¾í v Choquetovì hranii. Volme tedy µ ∈ Mx(H). Potom ov¹em 0 = h(x) = ∫

K h dµ.Nosièem míry µ tudí¾ musí být mno¾ina {x} (viz [LM℄, 15.10.a), a proto¾e µ(K) = 1, musí být
µ = εx.Odvození hlub¹íh vlastností nám umo¾ní následujíí lemma.



278 Poznámky, doplòky, vièení() Lemma. Neh» x ∈ K a f ∈ C(K). Potom
[
f∗(x), f∗(x)] = {

µf : µ ∈ Mx(H)} .Dùkaz. Je-li µ ∈ Mx(H), g, h ∈ H a g ≤ f ≤ h na K, je g(x) = µg ≤ µf ≤ µh = h(x). Odtud
f∗(x) ≤ µf ≤ f∗(x).Pøedpokládejme nyní, ¾e α ∈ [f∗(x), f∗(x)℄. Tvrzení (b) nám øíká, ¾e zobrazení p : g 7→ g∗(x)je konvexní funkionál na C(K). Polo¾íme-li M := {λf : λ ∈ R} a de�nujeme-li na podprostoru
M lineární formu ϕ pøedpisem ϕ : λf 7→ λα, je ϕ ≤ p na M . Pokud je toti¾ λ ≥ 0, je

ϕ(λf) = λα ≤ λf∗(x) = (λf)∗(x) = p(λf) .A pro λ < 0 máme zase
ϕ(λf) = λα ≤ λf∗(x) = −λ(−f)∗(x) = (λf)∗(x) = p(λf) .Algebraiká verze Hahn-Banahovy vìty 2.16 garantuje existeni lineární formy � ∈ (C(K))∗s vlastnostmi � = ϕ na M a � ≤ p na C(K). Funkionál � je nezáporný. Je-li toti¾ g ∈ C(K),

g ≤ 0 na K, je �(g) ≤ p(g) = g∗(x) ≤ 0 (pøipomeòme, ¾e 0 ∈ H). Podle Rieszovy vìty existuje(nezáporná) Radonova míra µ na K tak, ¾e µg = �(g) pro ka¾dou funki g ∈ C(K). Je-li h ∈ H,je samozøejmì h∗ = h∗ = h, a tudí¾
µh = �(h) ≤ p(h) = h∗(x) = h(x)a souèasnì

−µh = −�(h) = �(−h) ≤ p(−h) = (−h)∗(x) = −h∗(x) = −h(x) .Vidíme, ¾e µh = h(x). Pokud by ‖µ‖ = 1, dostali byhom, ¾e µ ∈ Mx(H). Ale proto¾e 1 ∈ H, je
‖µ‖ = µ1 = 1. A jsme s dùkazem hotovi. Na¹li jsme toti¾ µ ∈ Mx(H) tak, ¾e µf = �(f) = α.(d) Dùsledek. Neh» x ∈ K a f ∈ C(K). Potom f∗(x) = max{µf : f ∈ Mx(H)}.(e) Dùsledek. Bod x ∈ K le¾í v Choquetovì hranii ChH(K), právì kdy¾ f∗(x) = f∗(x) proka¾dou funki f ∈ C(K).(f) Dùsledek. Funke h ∈ C(K) je H-a�nní, právì kdy¾ h∗ = h∗ na K.(g) Choquetova vìta. Neh» H je funkèní prostor na metrizovatelném kompaktu K a x ∈ K.Potom existuje Radonova míra µ soustøedìná na Choquetovì hranii ChHK taková, ¾e µh =∫
K h dµ pro ka¾dou funki h ∈ H.Dùkaz. Jednou mo¾ností je upravit dùkaz Choquetovy vìty z 19.6.e na souèasnou situai funkè-níh prostorù. Jinou pak skýtá pøenesení elé teorie do stavového prostoru podle *19.7 a pakopìt pøejít zpìt. Poslední idea je podrobnì provedena tøeba v R.R. Phelps [*1966℄. Abyhom ninezakrývali, existují i dal¹í dùkazy Choquetovy vìty.(h) Pøíklady. (h1) V klasikém pøípadì bude K konvexní kompaktní podmno¾ina lokálnìkonvexního prostoru X a H mno¾ina v¹eh spojitýh a�nníh funkí na K.Pro pohodlí poznamenejme, ¾e f je a�nní funke na K, je-li souèasnì konvexní i konkávní na K, tedy jestli¾e
f(λx+ (1 − λ)y) = λf(x) + (1 − λ)f(y), kdykoliv x, y ∈ K a λ ∈ (0, 1).V tomto pøípadì splývá Choquetova hranie ChHK s mno¾inou extK v¹eh extremálníhbodù.(h2) Jako triviální, av¹ak ilustrativní, pøíklady uva¾ujme funkèní prostory(α) H1 := {

f ∈ C([0, 2℄) : f(1) = 12 (f(0) + f(2))},(β) H2 := {
f ∈ C([0, 2℄) : f(1) = 12 (f(0) + f(2)) a ∫ 10 f = ∫ 21 f},(γ) H3 := {
f ∈ C([0, 1℄) : f(0) = 12f(1) a f( 1n ) = 12f(1) + 12nf( 23 ) pro n = 2, 3, . . .},(δ) H4 := {
f ∈ C([0, 1℄) : f( 1n ) = 1

nf(1) pro n = 2, 3, . . .}.



*19. Integrální reprezentae 279(h3) Triviální pøíklad také dostaneme, volíme-li za funkèní prostor H elý prostor C(K). Je-li K metrizovatelný kompakt, je zajisté ka¾dý bod K jeho C(K)-exponovaným bodem. Tudí¾Choquetova hranie ChC(K)K = K.(h4) Neh» U je omezená otevøená podmno¾ina Rn. Pøede¹leme, ¾e funke h je harmoniká na
U , jestli¾e h má spojité pariální derivae druhého øádu na U a �h := ∂2h

∂x21 + . . . ∂
2h
∂x2n = 0 na U .V H budou spojité funke na U , které jsou harmoniké na U . Tedy h ∈ H, jestli¾e h ∈ C(U),

h ∈ C2(U) a �h = 0. Není obtí¾né ovìøit, ¾e H je uzavøený podprostor C(U) (stejnomìrná limitaharmonikýh funkí je funke harmoniká).
����J. Král

Tomuto dùle¾itému pøíkladu vìnujme následujíí samostatný odstave, pokudby se ètenáø zajímal hloubìji o uvedenou problematiku, lze odkázat tøeba naskripta [KNV℄, J. Luke¹, J. Malý and L. Zajíèek [*1986℄ èi L.L. Helms [*1969℄.(k) Simpliiální prostory. Funkèní prostor H na metrizovatelném kompaktu
K je simpliiální , jestli¾e ke ka¾dému x ∈ K existuje právì jedna H-reprezentujíímíra z Mx(H) nesená Choquetovou hranií ChHK.Uveïme pøíklady. V pøípadì, kdy funkèní prostor H tvoøí a�nní funke nanìjaké kompaktní konvexní podmno¾inì K lokálnì konvexního prostoru, si leherozmyslíme, ¾e H je simpliiální, právì kdy¾ K je simplex ve smyslu de�nie19.6.f. Pokud spei�kujeme a H je funkèní prostor a�nníh funkí na kompaktníkonvexní podmno¾inì K v Rn, je K simplex, právì kdy¾ K je konvexní obal n+1bodù. Tedy simplexy v rovinì jsou právì trojúhelníky èi v prostoru ètyøstìny.Funkèní prostor H1 z pøíkladu v (h2) je té¾ simpliiální. Choquetova hranie ChH1 [0, 2℄ =[0, 1)∪(1, 2℄ (ka¾dý bod této mno¾iny je H-exponovaný, zatímo v bodì 1 máme dvì reprezentujíímíry: ε1 a 12 (ε0+ε2)). Proto¾e v¹ak míra ε1 reprezentujíí bod 1 není nesena Choquetovou hranií,je H1 simpliiální (body Choquetovy hranie mají jedinou reprezentujíí míru, a to Diraovu,samozøejmì s nosièem v této hranii).Pokud jde o dal¹í funkèní prostory z odstave (h2), zamyslete se sami, zda-li jsou simpliiální.Funkèní prostor C(K) z pøíkladu (h3) je simpliiální. V tomto pøípadì toti¾ Mx(C(K)) = {εx}.A koneènì funkèní prostor spojitýh roz¹íøení øe¹ení Laplaeovy rovnie �h = 0 z (h4) je té¾simpliiální. Ale to u¾ by byla historie na jiný text.

����D.A. Edwards
Simpliiální prostory se dají harakterizovat mnoha zpùsoby. To je obsahem ná-sledujíí vìty, kterou uvedeme bez dùkazu. V ní ka¾dá uvedená podmínka mù¾ebýt vzata za de�nii simpliiality funkèního prostoru. Pøidejme v¹ak nìkteré de�-nie. Shora polospojitá funke s na K se nazve H-konvexní , jestli¾e s(x) ≤ ∫

K
s dµpro ka¾dé x ∈ K a µ ∈ Mx(H). Øekneme pak, ¾e H splòuje Edwardsovu podmínku,jestli¾e pro ka¾dou dvojii funkí f, g na K, kde f a −g jsou H-konvexní a f ≤ gna K, existuje H-a�nní funke h tak, ¾e f ≤ h ≤ g na K.(l) Charakteristika simpliiálníh prostorù. Neh» H je funkèní prostorna metrizovatelném kompaktu K. Potom následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) H je simpliiální,(ii) je-li F ⊂ ChHK uzavøená mno¾ina a h spojitá funke na F , existuje H ∈ A(H) tak, ¾e

h = H na F a ‖h‖F = ‖H‖K,(iii) H splòuje Edwardsovu podmínku.(m) Abstraktní Dirihletova úloha. Podmínka (ii) øíká, ¾e ke ka¾dé spojité funki h ("okra-jové podmíne\) de�nované na uzavøené podmno¾inì Choquetovy hranie existuje její spojitéroz¹íøení na funki ze systému A(H). Tedy vlastnì øe¹ení "Dirihletovy úlohy\. Ono roz¹íøenív¹ak zdaleka není jednoznaèné (za F mù¾eme brát i jednobodové mno¾iny!). Èasto se mluvíproto o abstraktní Dirihletovì úloze, funki H se pak øíká zeslabené øe¹ení této úlohy (pozor,neple»te si se slabým øe¹ením z teorie pariálníh difereniálníh rovni).(n) Poznámka. Co nám vlastnì poslední vìta vypovídá o speiálním pøípadì funkèního prostoru C(K) z pøíkladu(h3)? V nìm je toti¾ ChC(K)K = K a C(K) je simpliiální. Podmínka (ii) pak není ni jiného ne¾ Tietze-Urysohnova vìta (pro metrizovatelný kompakt), Edwardsova podmínka (iii) pak øíká, ¾e mezi polospojité funkelze vlo¾it spojitou funki (o¾ odpovídá Tong-Katìtovovì harakteristie normálníh topologikýh prostorù).
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����N. Bobo
����A. Cornea

V tvrzení (b) jsme ukázali, ¾e H-exponované body le¾í v Choquetovì hranii.U simpliiálníh prostorù povìt¹inou tyto dvì mno¾iny splývají. Platí toti¾ násle-dujíí dvì tvrzení. Dùkaz prvního lze nalézt v H. Bauer [1985℄, druhé je v N. Boboand A. Cornea [1967℄. Pøipomeòme, ¾e A(H) znaèí systém v¹eh H-a�nníh funkíde�novaný v (a).(o) Bauerovo tvrzení. Neh» H je funkèní prostor na K. Potom A(H) = H,právì kdy¾ existuje uzavøená mno¾ina W ⊂ C(K) stabilní na tvoøení koneènýhin�m taková, ¾e H = W ∩ (−W).(p) Vìta. Je-li H simpliiální funkèní prostor na K, potom ka¾dý bod z Choque-tovy hranie je A(H)-exponovaný.Choquetova hranie hraje také význaènou roli v následujíím abstraktním prin-ipu minima.(q) Prinip minima. Neh» H je funkèní prostor na K. Je-li f ∈ A(H) a�nnífunke na K a f ≥ 0 na ChHK, potom f ≥ 0 na K.(o) Bauerovy simplexy. Bauerovým simplexem rozumíme ka¾dý simpliiálnífunkèní prostor, pro nìj¾ je jeho Choquetova hranie uzavøenou mno¾inou. Exis-tuje opìt øada harakteristik Bauerovýh simplexù. Je dùle¾ité si uvìdomit, ¾e tojsou právì ty funkèní prostory, v nih¾ umíme (ji¾ jednoznaènì) øe¹it abstraktníDirihletovu úlohu s "okrajovými podmínkami\ zadanými na elé Choquetovìhranii.*19.6. O Dirihletovì úloze. Uva¾ujme otevøenou omezenou mno¾inu U ⊂ Rn a spojitoufunki f na hranii ∂U . Klasikou Dirihletovou úlohou rozumíme nalezení spojitého roz¹íøení fna U , které by bylo harmoniké na U . Hledáme tedy takovou funki Ff ∈ C(U), aby �Ff = 0na U a Ff = f na ∂U . Harmonikou funki Ff na U nazýváme klasikým øe¹ením Dirihletovyúlohy pøíslu¹ným "okrajové podmíne\ f . Vektorový prostor v¹eh spojitýh funkí na U , kteréjsou harmoniké na U budeme znaèit H(U). Pokud jde o jednoznaènost klasikého øe¹ení, nejsou¾ádné problémy. Je-li toti¾ h ∈ H(U) a h = 0 na ∂U , je h = 0 na U .Zajímáme-li se o existeni øe¹ení Dirihletovy úlohy, zále¾itost je mnohem delikátnìj¹í. Napoèátku století toti¾ H. Lebesgue podal pøíklad otevøené mno¾iny U v R3 a spojité funke f na
∂U , pro ni¾ neexistuje klasiké øe¹ení Dirihletovy úlohy. Mno¾inám, které mají tu vlastnost, ¾e keka¾dé spojité funki na její hranii existuje klasiké øe¹ení Dirihletovy úlohy, øíkejme regulární .Pokud máme tedy neregulární mno¾inu U , htìli byhom i nyní nìjakým "rozumným\ zpù-sobem pøiøadit ka¾dé funki f ∈ C(∂U) funki Hf harmonikou na U , a to takovým zpùsobem,aby v pøípadì, kdy existuje klasiké øe¹ení Dirihletovy úlohy pro f , toto splývalo s Hf . K tomuslou¾í rùzné metody, z nih¾ nejznámìj¹í je Perronova èi Wienerova. A» ji¾ uva¾ujeme jakoukolivmetodu, výsledek je tentý¾, nebo» klasiká Keldy¹ova vìta dává následujíí tvrzení. V ní je¹tìpou¾ijeme symbolu H(U) pro systém v¹eh funkí harmonikýh na U .(a) Keldy¹ova vìta. Existuje právì jeden lineární operátor L : C(∂U) → H(U) s vlastností
L(F ↾ ∂U) = F ↾ U , pokud F ∈ H(U).
����I. Netuka

Jinak øeèeno, Lf dává klasiké øe¹ení, pokud existuje. Elementární dùkaz tétoponìkud kuriozní vìty (kuriozní proto, ¾e mno¾ina v¹eh funkí, pro nì¾ existujeklasiké øe¹ení Dirihletovy úlohy, je v pøípadì neregulární mno¾iny pouze øídkáv prostoru C(∂U)) lze nalézt v I. Netuka [1980℄.(b) Zobenìné øe¹ení. Harmoniké funki Hf øíkáme zobenìné øe¹ení Di-rihletovy úlohy pøíslu¹né "okrajové podmíne\ f ∈ C(∂U). Volme nyní z ∈ ∂U a
f ∈ C(∂U). Mù¾e se stát, ale také nemusí, ¾e lim

x→z
Hf (x) = f(z). V pøípadì, ¾e uve-dená rovnost platí pro ka¾dou funki f ∈ C(∂U), nazýváme z regulárním bodemmno¾iny U . Mno¾inu v¹eh regulárníh bodù znaème symbolem Ureg. Mno¾ina

U je pak regulární, právì kdy¾ ka¾dý její hranièní bod je regulární, tedy pokud
∂U = Ureg.



*19. Integrální reprezentae 281Volme nyní x ∈ U . Není tì¾ké se pøesvìdèit, ¾e zobrazení x 7→ Hf (x) je nezáporný lineárnífunkionál na prostoru C(∂U). Podle Rieszovy vìty o reprezentai existuje Radonova míra µx na
∂U tak, ¾e Hf (x) = ∫

∂U
f dµx pro ka¾dé f ∈ C(∂U). Míøe µx se øíká harmoniká míra v bodì x.Proto¾e z je regulární bod mno¾iny U , právì kdy¾ limnHf (xn) = f(z) pro ka¾dou posloupnost

{xn} ⊂ U , xn → z a ka¾dou funki f ∈ C(∂U), dostáváme, ¾e z ∈ Ureg tehdy a jen tehdy, pokud
µxn

w∗

→ εz, kdykoliv xn ∈ U a xn → z. Jinými slovy, pokud harmoniké míry konvergují slabìk εz.V dal¹ím popí¹eme Choquetovu hranii prostoru H(U). Dùkaz je zalo¾en na následujíímlemmatu nále¾ejíímu M.V. Keldy¹ovi [1941℄.() Keldy¹ovo lemma. Neh» z je regulárním bodem U . Potom existuje h ∈ H(U) tak, ¾e
h(z) = 0 a h > 0 v¹ude jinde na U . Jinak øeèeno, ka¾dý regulární bod mno¾iny U je H(U)-exponovaný bod U .Následujíí vìta je pøipisována H. Bauerovi [1961℄.(d) Vìta. Choquetova hranie ChH(U) U splývá s mno¾inou Ureg v¹eh regulárníh bodù U .Dùkaz. Z Keldy¹ova lemmatu a vìty 19.3 ihned plyne, ¾e Ureg ⊂ ChH(U)U .Buï tedy z ∈ ChH(U) U . Nemù¾e být z ∈ U . Jinak by toti¾ rùzné míry εz a µz (tuto harmo-nikou míru mù¾eme také hápat jako míru na U s nosièem obsa¾eným v ∂U) byly obì H(U)-reprezentujíí. Volme h ∈ H(U) a xn ∈ U , xn → z. Pøedpokládejme, ¾e µ ∈ M1(U) je hro-madný bod posloupnosti mìr {µxn

} ve w∗-topologii. Proto¾e ∫U h dµxn
= h(xn) → h(z), musíbýt ∫

U
h dµ = h(z). Je¾to jsme pøedpoládali, ¾e z le¾í v Choquetovì hranii, je µ = εz. Tudí¾

µxn

w∗

→ εz a z je regulárním bodem U .*19.7. Stavový prostor. Uèiòme na tomto místì krátkou a jen velie informativní poznámku. Neh» K je kom-pakt a H uzavøený podprostor C(K) obsahujíí konstanty a oddìlujíí body K. Stavovým prostorem H rozumímemno¾inu
S(H) := ˘� ∈ H∗ : ‖�‖ = 1 = �(1K )¯opatøený w∗-topologií (zde 1K znaèí funki rovnou identiky 1 na K). Stavový prostor je konvexní w∗-kompaktnípodmno¾inou (H∗, w∗).Kanoniké vnoøení κ : x 7→ Lx, kde Lx(f) = f(x) pro f ∈ H, je homeomorfním zobrazením K na κ(K) ⊂ S(H)(porovnejte s vìtou *15.3). Proto¾e S(H) = o κ(K), dostáváme, ¾e ext S(H) ⊂ κ(K). Choquetova hranie ChHKje pak právì κ−1(ext S(H)).De�nujeme-li dále zobrazení θ z H do prostoru A(S(H)) v¹eh spojitýh a�nníh funkí na S(H) pøedpisem

θ : f 7→ bf (kde bf(s) := s(f) pro s ∈ S(H)), je θ izometriko-izomorfním zobrazením H na A(S(H)).Tímto zpùsobem mù¾eme pøenést øadu problémù z teorie funkèníh prostorù na teorii pro kompaktní konvexnípodmno¾iny lokálnì konvexníh prostorù.
����J. Bliedtner

Existují rùzné dùkazy Stone-Weierstrassovy vìty. Podejme zde jeden z nih,vá¾e se toti¾ na Choquetovu teorii a byl inspirován èlánkem J. Bliedtner [1996℄.*19.8. Stone-Weierstrassova vìta. Neh» K je kompaktní (Hausdor�ùv) to-pologiký prostor a H lineární podprostor C(K) obsahujíí konstanty, oddìlujííbody a tvoøíí svaz. Potom H je hustý v C(K).Jak jsme ji¾ víekrát øekli, H tvoøí svaz , jestli¾e max(f, g), min(f, g) ∈ H, pokud f, g ∈ H.Dùkaz. Stejnì jako v *19.5.a oznaème symbolem Mx(H) mno¾inu v¹eh prav-dìpodobnostníh mìr na K reprezentujííh bod x ∈ K a A(H) mno¾inu v¹eh
H-a�nníh funkí na K.Uká¾eme-li, ¾e Mx(H) = {εx} pro ka¾dé x ∈ K, bude podle dùsledkù (d)a (f) z *19.5 A(H) = C(K). Volme tedy x ∈ K, ν ∈ Mx(H) a h ∈ H. Proto¾e funke
ϕ : t 7→ |h(t) − h(x)| le¾í v H, dostáváme 0 = ϕ(x) = ∫

K ϕdν = ∫
K

∣∣h(t) − h(x)∣∣dν(t). Tudí¾supt ν ⊂
{
t ∈ K : h(t) = h(x)}. Proto¾e H oddìluje body, je ⋂

h∈H

{
t ∈ K : h(t) = h(x)} = {x}.Tedy supt ν ⊂ {x} a nutnì musí být ν = εx.Volme koneènì f ∈ C(K), x ∈ K a ε > 0. Podle pøedhozího existuje funke hx ∈ H, pro ni¾

f ≤ hx a f(x) + ε ≥ hx(x). Ze spojitosti funkí f a hx plyne existene okolí Ux bodu x, na nìm¾
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f + 2ε ≥ hx. Proto¾e K je kompakt, existují x1, . . . , xn ∈ K tak, ¾e K = Ux1 ∪ · · · ∪Uxn

. Potomov¹em pro funki h := min(hx1 , . . . , hxn
) ∈ H máme f ≤ h ≤ f + 2ε na K.*19.9. Rieszova vìta o reprezentai. Rieszovu vìtu zdaleka nebudeme dokazovat, její dùkazpro lokálnì kompaktní prostory lze nalézt tøeba v [LM℄. Cheme pouze ukázat, ¾e ji lze hápatjako speiální pøípad obené vìty 19.4 o integrální reprezentai.Rieszova vìta. Neh» K je kompaktní topologiký prostor a L nezáporný lineární funkionálna prostoru C(K) o normì 1. Potom existuje pravdìpodobnostní Radonova míra µ na K tak, ¾e

Lf = ∫

K

f dµ pro ka¾dou funki f ∈ C(K).Objasnìní. Oznaème tedy X = C(K) uva¾ovaný Banahùv prostor v¹eh spojitýh funkí na K.Pøedev¹ím si uvìdomme, ¾e ka¾dý nezáporný lineární funkionál na X je ji¾ omezený, a je tedyprvkem duálu X∗. Mno¾ina 
 := {
ϕ ∈ X∗ : ‖ϕ‖ = 1 = ϕ(cK)}je konvexní w∗-kompaktní podmno¾inou X∗. Dále, obdobnì jako v 18.8 zjistíme, ¾e mno¾inav¹eh extremálníh bodù 
 se shoduje s mno¾inou {ϕt : t ∈ K}, kde kanoniké vnoøení κ : t 7→

ϕt : K → 
 je homeomorfním vnoøením K do X∗ z *15.2. Proto¾e κ je homeomor�zmus mezi Ka 
, je mno¾ina ext 
 w∗-uzavøená.Neh» tedy L ∈ 
 ⊂ X∗ je ná¹ lineární funkionál. Podle vìty 19.4 o integrální reprezentaiexistuje pravdìpodobnostní Radonova míra ν na Z := ext 
w∗ tak, ¾e
F (L) = ∫

Z

F dv pro F ∈ (X∗, w∗)∗ .Nyní si staèí uvìdomit, ¾e Z = ext 
 je homeomorfní s K, ¾e duál k (X∗, w∗) je shodný s kano-nikým vnoøením εX ⊂ X∗∗ (tj. ke ka¾dému funkionálu F ∈ (X∗, w∗)∗ existuje f ∈ X = C(K)tak, ¾e F (L) = L(f) ), abyhom odvodili, ¾e
L(f) = ∫

K

f dκ−1(ν) pro f ∈ C(K) .Samozøejmì, κ−1(ν) (obraz míry ν pøi zobrazení κ−1) je pravdìpodobnostní Radonova míra na
K (srovnej [LM℄, vièení 16.8).Poznámka. Radonova reprezentujíí míra z Rieszovy vìty je vpodstatì jednoznaènì urèena | v¹ehny takové míryse toti¾ shodují na borelovskýh podmno¾ináh K.*20. Derivování v Banahovýh prostoreh*20.1. Gâteauxova a Fréhetova derivae. Pøipomeòme základní pojmy z 20. kapitoly. Neh» X, Y jsouBanahovy prostory a f zobrazení X do Y de�nované na jistém okolí bodu x0 ∈ X. Existuje-li omezený lineárníoperátor L ∈ L(X,Y ) tak, ¾e lim

λ→0 f(x0 + λx)− f(x0)
λ

= Lxpro ka¾dé x ∈ X, øekneme, ¾e f je gâteauxovsky diferenovatelná v bodì x0.Jestli¾e dokone platí lim
h→0 f(x0 + h)− f(x0)− Lh

‖h‖ = 0 ,nazveme f fréhetovsky diferenovatelnou v bodì x0. Fréhetovsky diferenovatelné zobrazení je i gâteauxovskydiferenovatelné, ne v¹ak naopak.Lineární operátor L v kterékoliv z tìhto de�ni je jednoznaènì urèen. Pokud existuje, nazývá se Gâteauxovouèi Fréhetovou derivaí zobrazení f v bodì x0.



*20. Derivování v Banahovýh prostoreh 283*20.2. Diferenovatelnost normy. Shròme nìkteré výsledky o diferenovatelnosti normy naBanahovýh prostoreh.©muljanova vìta dokázaná v 21.21 øíká, ¾e norma ‖.‖ : x 7→ ‖x‖ na Banahovì prostoru X jegâteauxovsky diferenovatelná v ka¾dém nenulovém bodì X , právì kdy¾ prostor X je hladký.Pokud je X∗ lokálnì uniformnì konvexní, pak je norma na X fréhetovsky diferenovatelnáv ka¾dém nenulovém bodì X . Porovnejte toto tvrzení s *21.5..Je elá sada vìt o tom, kdy na daném prostoru existuje ekvivalentní norma, která je gâteau-xovsky èi fréhetovsky diferenovatelná. Mohu doporuèit monogra�i R. Deville, G. Godefroy andV. Zizler [*1993℄ èi [HHZ℄. Spojíme-li pøede¹lé vìty s Clarksonovou vìtou 21.26 èi Kade-Klee-Asplundovou vìtou *21.2.d, dostaneme prototypy takovýh vìt: Na ka¾dém separabilním Bana-hovì prostoru existuje ekvivalentní norma gâteauxovsky diferenovatelná v ka¾dém nenulovémbodì. Je-li duál X∗ separabilní, existuje na X ekvivalentní norma, která je dokone fréhetovskydiferenovatelná v ka¾dém bodì x 6= 0.
����J. Kurzweil
����M. Fabián

Jen si uvìdomme, ¾e X je separabilní, pokud X∗ je separabilní. Pokud nevìøíte, podívejte se navìtu*2.8.d.Jako zajímavost uveïme, ¾e na prostoru C([0, 1℄) neexistuje ¾ádná ekvivalentnífréhetovsky diferenovatelná norma. To ukázal J. Kurzweil v [1954℄.*20.3. Diferenovatelnost konvexníh funkí. V poznáme ke vièení 20.10.ejsme uvedli, ¾e spojité konvexní funke na separabilníh Banahovýh prostorehjsou gâteauxovsky diferenovatelné na hustýh Gδ-mno¾ináh. Na neseparabilníhprostoreh mno¾ina bodù, v nih¾ je spojitá konvexní funke gâteauxovsky dife-renovatelná, mù¾e být prázdná (podívejte se na vièení 20.10.e) èi nemusí býttypu Gδ (pøíklady jsou ji¾ obtí¾nìj¹í). Mno¾ina bodù fréhetovské diferenovatel-nosti spojité konvexní funke mù¾e být také prázdná, ale je v¾dy typu Gδ (to jedokázáno v *21.11).Tyto postøehy vedou k zavedení Asplundovýh a slabýh Asplundovýh pro-storù. Banahùv prostor X je Asplundùv , jestli¾e ka¾dá spojitá konvexní funkede�novaná na (neprázdné) otevøené konvexní podmno¾inì X je fréhetovsky dife-renovatelná na její husté Gδ-podmno¾inì. Zamìníme-li slùvko "fréhetovsky\ za"gâteauxovsky\, pøijdeme k de�nii slabì Asplundovýh prostorù. Mù¾ete se podí-vat na *21.11 a k ji¾ zmínìným materiálùm pøidejme je¹tì monogra�e M. Fabiána[*1997℄ èi R.R. Phelpse [*1993℄.Zakonèeme tento odstaveèek vìtou, její¾ odvození lze nalézt v [HHZ℄. Mù¾etese té¾ podívat na *21.3.Vìta. Buï X separabilní Banahùv prostor. Potom následujíí podmínky jsou ekvivalentní:(i) X∗ je separabilní,(ii) na X existuje ekvivalentní fréhetovsky diferenovatelná norma,(iii) na X existuje ekvivalentní norma, která je fréhetovsky diferenovatelná a v ní¾ je Xlokálnì uniformnì konvexní,(iv) na X existuje ekvivalentní lokálnì uniformnì konvexní norma, v její¾ duální normì je X∗také lokálnì uniformnì konvexní,(v) X je Asplundùv.*20.4. Diferenovatelnost lipshitzovskýh funkí. V prostoreh koneèné dimenze vypovídáo diferenovatelnosti lipshitzovskýh funkí Rademaherova vìta, její¾ dùkaz lze nalézt tøebav [LM℄.(a) Rademaherova vìta. Neh» G je otevøená podmno¾ina Rn a f : G→ Rk lokálnì lipshi-tzovské zobrazení. Potom f je fréhetovsky diferenovatelné skoro v¹ude (vzhledem k Lebesgueovìmíøe na G).O zobenìní Rademaherovy vìty na Banahovy prostory majíí Radon-Nikodýmovu vlastnostse lze doèíst ve vìtì 22.8.Hlubokou a zásadní vìtou je zde následujíí tvrzení z D. Preiss [1990℄.



284 Poznámky, doplòky, vièení(b) Preissova vìta. Neh» X je Asplundùv prostor a f reálná lipshitzovské funke na ote-vøené podmno¾inì G ⊂ X. Potom f je fréhetovsky diferenovatelná na husté podmno¾inì G.*20.5. Diferenovatelnost vektorovýh funkí. Je-li f : X → Y lipshitzovské zobrazení(dokone) mezi Hilbertovými prostory, potom f nemusí být nikde fréhetovsky diferenovatelné.Pøíklad je uveden na str. 115 v [HHZ℄. Niménì máme alespoò následujíí výsledek.() Vìta. Je-li X separabilní, Y má Radon-Nikodýmovu vlastnost a f : X → Y je lipshitzovskézobrazení, potom f je gâteauxovsky diferenovatelné na husté mno¾inì.Tato vìta byla dokázána P. Mankiewizem [1973℄ jako jakási nekoneènì dimenzionální analogieRademaherovy vìty (vlastnì obsahuje i silnìj¹í tvrzení spoèívajíí v zavedení jistýh nulovýhmno¾in). Nezávisle pak i N. Aronszajnem [1976℄ a J.P.R. Christensenem [1973℄ (oba u¾ívaliponìkud jiný pojem nulovýh mno¾in).*21. Konvexita, hladkost a renormae*21.1. Modul konvexity. Buï X Banahùv prostor (dimenze alespoò 2). Modul konvexity δXbude reálná funke de�novaná pøedpisem
δX : ε 7→ inf{1 − 12‖x+ y‖ : x, y ∈ SX , ‖x− y‖ = ε

} pro ε ∈ [0, 2℄ .(a) Vlastnosti modulu konvexity. Modul konvexity δX zobrazuje interval [0, 2℄ do [0, 1℄.Funke δX je kladná pro ε > 0 a neklesajíí na [0, 2℄. Neklesajíí na intervalu (0, 2℄ je takéfunke ε 7→ 1
εδX(ε).Návod . Detailní dùkaz lze nalézt tøeba v J. Diestel [*1984℄. ♣(b) Cvièení. Jako vièení uka¾te, ¾e modul konvexity Hilbertova prostoru H je dán vzoreèkem

δH (ε) = 1− r1− 14 ε2 , ε ∈ [0, 2℄ ,a ¾e
δX (ε) = inf{1− 12 ‖x+ y‖ : x, y ∈ BX , ‖x− y‖ ≥ ε} .První tvrzení se samozøejmì opírá o rovnobì¾níkové pravidlo, dùkaz druhého je ponìkud tehniky nároènìj¹í. Lzenahlédnout tøeba do [HHZ℄ èi J. Lindenstrauss and L. Tzafriri [*1979℄.() Poznámka. Modul konvexity nemusí být konvexní funkí. Pøíklad takového Banahova prostoru je podánv V.I. Liokoumovih [1973℄.(d) Vìtièka. Banahùv prostor X je striktnì konvexní, právì kdy¾ δX(2) = 1.Dùkaz. Neh» δX(2) = 1. Volme x, y ∈ SX tak, aby ∥∥x+y2 ∥∥= 1. Proto¾e

∥∥∥∥
x− y2 ∥∥∥∥ = ∥∥∥∥

x+ (−y)2 ∥∥∥∥ ≤ 1 − δX
(
‖x− (−y)‖) = 1 − δX(2) = 0 ,je nutnì x = y. Naopak, neh» X je striktnì konvexní a x, y ∈ SX , ‖x − y‖ = 2. Potom nutnìmusí být x + y = 0 (nebo» v opaèném pøípadì byhom dostali 1 = ∥∥x−y2 ∥∥ = ∥∥x+(−y)2 ∥∥ < 1),odkud plyne, ¾e δX(2) = 1.Následujíí tvrzení je skoro samozøejmé.(e) Postøeh. Banahùv prostor X je uniformnì konvexní, právì kdy¾ δX(ε) > 0 pro ka¾dé

ε > 0.Jsou-liX a Y Banahovy prostory, jejih¾ moduly konvexity splòují na intervalu [0, 2℄ nerovnost
δX ≥ δY , mù¾eme øíi, ¾e prostor X je "víe konvexní\ ne¾ Y . Z tohoto hlediska jsou Hilbertovyprostory nejvíe konvexní. Platí toti¾ následujíí tvrzení poházejíí od G. Nördlandera [1960℄.V potaz je ov¹em tøeba vzít i výsledek vièení v (b).



*21. Konvexita, hladkost a renormae 285(f) Vìta. Neh» X je Banahùv prostor a 0 < ε < 2. Potom δX(ε) ≤ 1 −
√1 − 14ε2.O dal¹íh vlastnosteh a významu modulu konvexity se lze doèíst tøeba v J. Diestel [*1984℄,J. Lindenstrauss and L. Tzafriri [*1979℄ èi v B. Beauzamy [*1982℄.*21.2. Lokálnì uniformní konvexita. Banahùv prostor X nazveme lokálnì uniformnì kon-vexním, jestli¾e má následujíí vlastnost: Kdykoliv volíme posloupnost {xn} z jednotkové sféry

SX a y ∈ SX takové, ¾e pro støedy úseèek platí ‖xn+y2 ‖ → 1, potom ji¾ xn → y. Ekviva-lentnì lze øíi, ¾e X je lokálnì uniformnì konvexní, jestli¾e xn − x → 0, kdykoliv xn, x ∈ X a(2‖x‖2 + 2‖xn‖2 − ‖x+ xn‖2)→ 0.Pro lokálnì uniformnì konvexní prostory platí øada tvrzení, uveïme nìkterá z nih.(a) Vìtièka. Ka¾dý uniformnì konvexní prostor je lokálnì uniformnì konvexní a ka¾dý lokálnìuniformnì konvexní je striktnì konvexní.Návod . Dùkaz by nemìl èinit obtí¾e. Mù¾ete tøeba pou¾ít harakteristiku (iii) v 21.6 a pøímode�nii striktní konvexity. ♣(b) Pøíklady. (b1) Na prostoru C([0, 1℄) de�nujme normu ‖.‖∗ pøedpisem ‖f‖2∗ := ‖f‖2+‖f‖22,kde ‖.‖ je standardní sup-norma na C([0, 1℄) a ‖.‖2 je L2-norma. Potom ‖.‖∗ je striktnì konvexnínorma na C([0, 1℄), není v¹ak lokálnì uniformnì konvexní. Pokud jde o striktní konvexitu, podí-vejte se na Kleeovu vìtu 21.27. Jestli¾e fn → 0 v normì ‖.‖∗, musí posloupnost {fn} konvergovatk nule stejnomìrnì. Není tedy tì¾ké sestrojit posloupnost funkí {hn} z jednotkové sféry tak, aby∥∥12 (hn + 1)∥∥∗ → 1 a aby posloupnost {hn − 1} nekonvergovala k nule stejnomìrnì.Prostor c0 uva¾ovaný s Dayovou normou z *1.2. je pøíkladem lokálnì uniformního prostoru,který není uniformnì konvexní. Dayovu normu v tomto pøípadì mù¾eme de�novat jednodu¹etakto: Je-li x = {xn} ∈ c0, pøerovnejme posloupnost {|xn|} tak, aby tato pøerovnaná posloupnost
{
|xnj

|
} byla nerostouí a de�nujme ‖x‖d := ∞∑

j=1 x2nj2j . O dùkazu, ¾e c0 s Dayovou normou jelokálnì uniformnì konvexní jsme se zmínili v *1.2.. Zbývá ukázat, ¾e není uniformnì konvexní.K tomu mù¾ete vyu¾ít harakteristiky uniformní konvexity uvedené v 21.6 èi 21.7, uva¾ujete-liposloupnosti dané prvky
xn := (1, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . ) a yn := (0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . ) ,kde ifry 1 jsou od n-tého do 2n-tého místa.() Tvrzení. Lokálnì uniformnì konvexní prostory mají Kade-Kleeovu vlastnost.Návod . Mù¾ete nahlédnout do návodu vièení 21.28.h. Pøitom Kade-Kleeova vlastnost z *21.14znamená, ¾e konvergene a slabá konvergene posloupností splývají na jednotkové sféøe. ♣Poznámka. Lokálnì uniformnì konvexní prostory mají dokone vlastnost K z *21.14.Pokud jde o získání norem lep¹íh vlastností, lze vyslovit následujíí netriviální vìty. Prvníz nih dokázal M.I. Kade [1959℄. Pokud jde o druhou, její poèátky jdou k nezávislým praemM.I. Kade [1965℄ a V.L. Klee [1960{61℄. A pomoí "Asplundovy prùmìrovaí metody\, o kterése zmiòujeme v *21.3, pak získáme tvrzení druhé vìty.(d) Kadeova vìta. Na ka¾dém separabilním Banahovì prostoru X existuje ekvivalentní lo-kálnì uniformnì konvexní norma.(e) Kade-Klee-Asplundova vìta. Jestli¾e X∗ je separabilní, potom na X existuje lokálnìuniformní norma taková, ¾e i duál X∗ s jeho duální normou je lokálnì uniformnì konvexní.(f) Poznámky. (f1) Je-li Banahùv prostor X separabilní a X∗ je lokálnì uniformnì konvexní, je i X∗ separabilní(kombinaí Kadeovy vìty z *21.2.d, Asplundovy vìty z *21.3. a ekvivalene ve vìtì *20.3 se pokuste toto tvrzeníosvìtlit). Pøedpoklad separability X∗ nelze tedy v tvrzení Kade-Klee-Asplundovy vìty vynehat.(f2) Je-li X Banahùv prostor a duální norma na X∗ je lokálnì uniformnì konvexní, pak (pùvodní) norma na Xje fréhetovsky diferenovatelná. Dùkaz lze nalézt v R. Deville, G. Godefroy and V. Zizler [*1993℄, str.43.Dùle¾itou je i následujíí vìta o spojitosti metriké projeke v lokálnì uniformnì konvexníhprostoreh.



286 Poznámky, doplòky, vièení(g) Vìta. Neh» X je reexivní lokálnì uniformní Banahùv prostor a C jeho konvexní uzavøenápodmno¾ina. Potom metriká projeke PC : X → C, která je dobøe de�nována podle 21.15, jespojitá.Návod . Staèí se podívat na dùkaz vìty 21.11 a uvìdomit si, ¾e v nìm jsme vlastnì vyu¾ili pouzelokální uniformní konvexitu. ♣*21.3. Je¹tì k renormaèním vìtám. Je-li X separabilní Banahùv prostor, potom na nìmpodle Clarksonovy vìty 21.26 existuje ekvivalentní striktnì konvexní norma. V. Klee [1959℄ do-kázal následujíí zesílení.(a) Kleeova vìta. Neh» X je separabilní Banahùv prostor. Potom na X lze nalézt takovoustriktnì konvexní ekvivalentní normu, pøi ní¾ i duál X∗ je striktnì konvexní.(b) Poznámka. Odvoláme-li se na dal¹í Kleeovu vìtu 21.22, je dokone v této nové normì X nejen striktnìkonvexní, ale i hladký.Jsou-li prostoryX aX∗ separabilní, existují na nih ekvivalentní striktnì konvexní normy. Neníov¹em nikterak jasné, je-li duál prostoru X uva¾ovaného s novou ekvivalentní striktnì konvexnínormou také striktnì konvexní. E. Asplund [1967℄ ukázal metodu, dnes nazývanou Asplundovouprùmìrovaí metodou, jak ze dvou "hezkýh\ norem na X a X∗ dostat jednu "hezkou\ normu.Nové pøístupy k Asplundovì metodì vyu¾ívajíí metodu kategorií jsou rozpraovány v ji¾ zmínìnémonogra�i G. Godefroy, R. Deville and V. Zizler [*1993℄. Následujíí vìta je jejih prototypem.() Asplundova vìta. Neh» na Banahovì prostoru X i jeho duálu X∗ existují striktnì kon-vexní ekvivalentní normy, pøièem¾ norma na X∗ je duální normou (k nìjaké normì na X).Potom na X existuje taková striktnì konvexní ekvivalentní norma, ¾e i její duální norma na X∗je striktnì konvexní.(d) Poznámka. Obdobné tvrzení platí, uva¾ujeme-li na X a X∗ uniformnì konvexní èi lokálnì uniformnì konvexnínormy.Vìt¹ina doposud uvedenýh renormaèníh vìt se týkala separabilníh prostorù. Jaká je situ-ae v neseparabilníh Banahovýh prostoreh napovídá dal¹í vìta dokázaná J. Lindenstraussem[1966℄.(e) Vìta. Neh» X je reexivní Banahùv prostor. Potom na X existuje taková striktnì kon-vexní ekvivalentní norma, ¾e i X∗ s jeho duální normou je striktnì konvexní.(f) Poznámka. Poznamenejme pouze, ¾e pøedhozí vìta platí i pro WCG-prostory z odstave *21.13.Nakone z mnoha dal¹íh renormaèníh vìt uveïme následujíí.
����S.L. Trojanski

(g) Trojanského vìta. Neh» X je reexivní. Potom na X existuje ekviva-lentní norma pøi ní¾ jsou X a jeho duál X∗ lokálnì uniformnì konvexní.*21.4. Uniformnì hladké prostory. Striktnì konvexní a hladké prostory jsoupodle Kleeovy vìty 21.22 v jakémsi "duálním\ vztahu. Je otázkou, jakého partneramáme hledat pro uniformnì konvexní prostory. Ukazuje se, ¾e vhodným kandidá-tem jsou prostory, kterým se dnes øíká uniformnì hladké. Jako jejih de�nii lzeuvést následujíí. Banahùv prostor X je uniformnì hladký , jestli¾e existujelim
τ→0 1

h

(
‖x+ τy‖ − ‖x‖

)
,a to stejnomìrnì pro x, y z jednotkové sféry SX .Uvìdomme si, ¾e Banahùv prostor X je uniformnì hladký, právì kdy¾ norma x 7→ ‖x‖ je stejnomìrnì fréhetovskydiferenovatelná na SX .Existují i jiné ekvivalentní de�nie uniformnì hladkýh prostorù. Pro jednu z harakteristikuveïme následujíí de�nii.Aby v¹ak alespoò trohu bylo vidìt, odkud se vynoøila, proveïme následujíí úvahu.Pøedpokládejme tedy, ¾e X je uniformnì hladký a oznaème

ϕx(y) := lim
τ→0 1τ `

‖x+ τy‖ − ‖x‖
´
.



*21. Konvexita, hladkost a renormae 287Zadejme je¹tì ε > 0. Podle pøedpokladu existuje δ > 0 tak, ¾e pro v¹ehna x, y ∈ SX a |τ | < ε máme
˛̨
˛̨‖x+ τy‖ − ‖x‖

τ
− ϕx(y)˛̨˛̨ < ε .Je-li τ > 0, dostáváme odtud

‖x+ τy‖ − ‖x‖ − τϕx(y) ≤ ˛̨
‖x+ τy‖ − ‖x‖ − τϕx(y)˛̨ < τεa

‖x+ τy‖ − ‖x‖+ τϕx(y) ≤ ˛̨
‖x+ τy‖ − ‖x‖+ τϕx(y)˛̨ < τε .Èili

‖x+ τy‖+ ‖x− τy‖ − 2‖x‖ = ‖x+ τy‖+ ‖x− τy‖ − 2 < 2τε .Jinými slovy lim
τ→0+ ‖x+ τy‖+ ‖x− τy‖ − 22τ = 0 ,a to stejnomìrnì vzhledek k x, y ∈ SX .Modul hladkosti ̺X Banahova prostoru X je pro τ ≥ 0 de�nován pøedpisem

̺X(τ) = sup{‖x+ y‖ + ‖x− y‖2 − 1 : ‖x‖ = 1, ‖y‖ = τ
}= sup{‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 − 1 : ‖x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ τ
}= sup{‖x+ τy‖ + ‖x− τy‖2 − 1 : ‖x‖ = ‖y‖ = 1} .Je-li jasné, o jaký Banahùv prostor se jedná, budeme èasto indexX vynehávat a modul hladkostiznaèit kráte jen ̺.Proto¾e 2‖x‖ ≤ ‖x+ τy‖+ ‖x− τy‖, je v¾dy ̺X (τ) ≥ 0. Dále ̺X (0) = 0.Mù¾eme vyslovit následujíí vìtu. Nebudeme ji dokazovat (implikai (i) ⇒ (ii) jsme ov¹em ji¾zdùvodnili), pouze v dal¹ím na jejím základì odvodíme nìkteré vlastnosti uniformnì hladkýhprostorù. Konekonù kupøíkladu uvedenou harakterizai v (ii) byhom mohli vzít pøímo zade�nii uniformní hladkosti.(a) Vìta. Následujíí podmínky jsou pro daný Banahùv prostor X ekvivalentní:(i) X je uniformnì hladký,(ii) ̺′+(0) := lim

τ→0 ̺(τ)
τ = 0,(iii) ke ka¾dému ε > 0 existuje δ > 0 tak, ¾e pro ka¾dou dvojii x, y ∈ X, ‖x − y‖ ≤ ε jest

‖x+ y‖(1 + ε) ≥ ‖x‖ + ‖y‖.(b) Tvrzení. Ka¾dý uniformnì hladký prostor je hladký.Dùkaz. Neh» X je uniformnì hladký Banahùv prostor. Pøedpokládejme existeni x ∈ SX ateènýh funkionálù ϕ, ψ ∈ SX∗ s vlastnostmi ϕ 6= ψ, ϕ(x) = ψ(x) = 1. Tudí¾ nutnì musímenajít h ∈ SX tak, ¾e ϕ(h) > 0 a ψ(h) < 0. Potom ov¹em pro ka¾dé τ > 0 máme
‖x+ τh‖ + ‖x− τh‖ − 2 ≥ ϕ(x + τh) + ψ(x− τh) − 2

≥ 2 + τϕ(h) − τψ(h) − 2 = τ(ϕ(h) − ψ(h)) .Tedy ̺(τ)
τ ≥ 12 (ϕ(h) − ψ(h)) > 0, a prostor X nemù¾e být uniformnì hladký.() Tvrzení. Modul hladkosti a modul konvexity z *21.1 jsou spolu svázány vztahy
̺X(τ) = sup{τε2 − δX∗(ε) : ε ∈ (0, 2℄} a ̺X∗(τ) = sup{τε2 − δX(ε) : ε ∈ (0, 2℄}platnýh pro ka¾dé τ > 0.



288 Poznámky, doplòky, vièeníDùkaz. Doka¾me tøeba druhý vzoreèek, dùkaz prvního je analogiký. Pøi sledování následujíísérie rovností vezmìte v potaz duální vyjádøení normy z 2.24. Máme2̺X∗(τ) = sup{‖ϕ+ τψ‖ + ‖ϕ− τψ‖ − 2 : ‖ϕ‖ = ‖ψ‖ = 1}= sup{ϕ(x) + τψ(x) + ϕ(y) − τψ(y) − 2 : ‖ϕ‖ = ‖ψ‖ = ‖x‖ = ‖y‖ = 1}= sup{‖x+ y‖ + τ‖x− y‖ − 2 : ‖x‖ = ‖y‖ = 1}= sup{‖x+ y‖ + τε− 2 : ‖x‖ = ‖y‖ = 1 , ‖x− y‖ = ε , ε ∈ [0, 2℄}= sup{τε− 2δX(ε) : ε ∈ [0, 2℄} .Následujíí vìta poházejíí od V.L. ©muljana [1941℄ udává základní vlastnosti uniformnì hlad-kýh prostorù.(d) Vìta. Banahùv prostor X je uniformnì hladký, právì kdy¾ X∗ je uniformnì konvexní, a
X je uniformnì hladký, právì kdy¾ X∗ je uniformnì konvexní.Uniformnì hladké prostory jsou reexivní.Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e X∗ je uniformnì hladký. Cheme ukázat, ¾e X je uniformnì konvexní.K tomu uká¾eme, ¾e δX(ε) > 0 pro ka¾dé ε ∈ (0, 2℄. Volme tedy takové ε > 0. Proto¾e X∗ jeuniformnì hladký, z vý¹e uvedené harakteristiky dostaneme existeni τ > 0 s vlastností ̺X∗(τ) ≤
τε4 . Pou¾ijeme-li vztah v () mezi ̺X∗ a δX , máme τε2 − δX(ε) ≤ τε4 . Tudí¾ δX(ε) ≥ τε4 > 0. Zbyléimplikae se doká¾í podobnì.Neh» nyní X je uniformnì hladký. Tak¾e podle první èásti dùkazu je X∗ uniformnì konvexní.K závìru, ¾e X je reexivní, staèí pou¾ít 21.13 a Pettisovu harakteristiku reexivity z 16.15.(e) Cvièení. Abyste se trohu provièili v této partii, zkuste si dokázat, ¾e ̺X (τ) = ̺X∗∗ (τ). Tato rovnostplyne z de�nie modulu hladkosti pou¾itím Golstineova lemmatu 16.8, podle kterého je εBX (pozor, zde ε znaèíkanoniké vnoøení X do X∗∗) σ(X∗∗, X∗)-hustá podmno¾ina BX∗∗ .*21.5. Lokálnì uniformnì hladké prostory. Neh» X je Banahùv prostor. ©muljanova vìta21.21 øíkala, ¾e X je hladký, právì kdy¾ norma je gâteauxovsky diferenovatelná v ka¾dém bodìjednotkové sféry SX , zatímo podle vìty *21.4 je X uniformnì hladký, právì kdy¾ norma je stejno-mìrnì fréhetovsky diferenovatelná na SX . Mù¾eme si tedy logiky polo¾it otázku, jak vypadajíprostory, v nih¾ je norma fréhetovsky diferenovatelná. Pokusíme se struènì odpovìdìt.(a) Lokální modul hladkosti. Pro x ∈ X a τ > 0 polo¾me

̺(τ, x) := 12 sup{‖x+ τy‖ + ‖x− τy‖ − 2‖x‖ : ‖y‖ = 1} .Funki τ 7→ ̺(τ, x) samozøejmì nazýváme lokálním modulem hladkosti prostoru X v bodì x.(b) Lokálnì uniformní hladkost. Banahùv prostor X je lokálnì uniformnì hladký , jestli¾elim
τ→0 1τ ̺(τ, x) = 0 pro ka¾dé x ∈ X \ {0}.Zøejmì ka¾dý uniformnì hladký prostor je lokálnì uniformnì hladký a lokálnì uniformnì hladképrostory jsou hladké.() Vìta. Norma na Banahovì prostoru X je fréhetovsky diferenovatelná na X \ {0}, právìkdy¾ X je lokálnì uniformnì hladký.*21.6. Charakteristika konvexity. Charakteristikou konvexity , nìkdy té¾ koe�ientem kon-vexity , Banahova prostoru X rozumíme èíslo ε0(X) := sup{ε ≥ 0 : δX(ε) = 0}. Rozmyslíme-li sitrohu geometriký význam harakteristiky konvexity, vidíme, ¾e vyjadøuje, zhruba øeèeno, délkunejdel¹í úseèky le¾íí "skoro\ na jednotkové sféøe SX .Prostor X je uniformnì konvexní, právì kdy¾ ε0(X) = 0. Prostor z 1.39.i má harakteristikukonvexity rovnu 1. Uka¾te, ¾e prostory l12 a l∞2 mají harakteristiku konvexity rovnu 2. V¹imnìtesi, ¾e jejih jednotkové sféry jsou vlastnì ètvere v rovinì. Èím je koe�ient konvexity "bli¾¹í\2, tím je jednotková sféra podobnìj¹í ètveri. Tento postøeh nás vede k zavedení dal¹í tøídyBanahovýh prostorù.



*21. Konvexita, hladkost a renormae 289*21.7. Uniformnì neètverové prostory. Banahùv prostor X je uniformnì neètverový ,jestli¾e ε0(X) < 2. Jinými slovy, existuje-li ε ∈ (0, 2) tak, ¾e δX(ε) > 0. Rozmyslíme-li si trohututo de�nii, lze øíi, ¾e Banahùv prostor X je uniformnì neètverový, existuje-li takové β > 0,¾e ¾ádné dva body x, y z jednotkové koule BX nemohou splòovat souèasnì ‖x+y2 ‖ > 1 − β a
‖x−y2 ‖ > 1 − β.Pokusme se podat je¹tì názorné vysvìtlení, jak si pøedstavit uniformnì neètverové prostory.Pøedpokládejme tedy, ¾e pro (malé) β > 0 existují body x, y ∈ BX tak, ¾e ‖x+y2 ‖ > 1 − β asouèasnì ‖x−y2 ‖ > 1 − β. Potom ov¹em také x i y le¾í blízko jednotkové sféry SX , nebo» tøeba
‖x‖ ≥ ‖x+ y‖ − ‖y‖ > 2 − 2β − 1 = 1 − 2β (obdobnì ‖y‖ > 1 − 2β). Co¾ mù¾eme interpretovattak, ¾e jednotková sféra v rovinì urèené body x, y se velie podobá ètveri. Nìkdy se té¾ øíká, ¾ev tomto pøípadì body x a y urèují β-ètvere.Poznámka. R.C. James [1964b℄ ukázal, ¾e uniformnì neètverové prostory jsou reexivní. Pozdìji P. Eno [1972℄dokázal, ¾e ka¾dý takový prostor se dá pøenormovat na uniformnì konvexní prostor. Co¾ je vlastnost daleko silnìj¹íne¾ reexivita. Vznikla tak nová kategorie superreexivníh prostorù zavedená R.C. Jamesem [1972℄.Superreexivní prostor se obvykle dnes de�nuje jako Banahùv prostor X majíí tuto vlastnost: KdykolivBanahùv prostor Y je "skoro izometriký\ nìjakému podprostoru v X, musí ji¾ být reexivní. Je ov¹em tøebapreizovat výrok v uvozovkáh. Pøedev¹ím øekneme, ¾e Banahùv prostor Y je koneènì reprezentovatelný v Bana-hovì prostoru X, jestli¾e pro ka¾dý koneènì dimenzionální podprostor F ⊂ Y a ka¾dé λ > 1 existuje izomor�zmus
Tλ : F → X tak, ¾e 1

λ
‖v‖ ≤ ‖Tλv‖ ≤ λ‖v‖ pro ka¾dé v ∈ F .Banahùv prostor X je pak superreexivní, jestli¾e ka¾dý prostor Y , který je koneènì reprezentovatelný v X,je reexivní.My podáme nyní jinou, ov¹em ekvivalentní, de�nii.*21.8. Superreexivní prostory. Otázka, které Banahovy prostory lze pøenormovat na uni-formnì konvexní, vede k de�nii superreexivního prostoru. Banahùv prostor je superreexivní ,jestli¾e na nìm existuje ekvivalentní uniformnì konvexní norma.Je-li prostor X superreexivní, je superreexivní i jeho duál X∗. To znamená, ¾e i duál lzepøenormovat tak, aby byl uniformnì konvexní. Je otázka, zda lze na X nalézt ekvivaletní normutakovým zpùsobem, aby v ní byl souèasnì X i jeho duál X∗ uniformnì konvexní prostor. Odpovìïje kladná. V *21.3.b jsme uvedli, ¾e pomoí tzv. "Asplundovy prùmìrovaí metody\ lze dokázat,¾e na ka¾dém uniformnì konvexním prostoru X existuje ekvivalentní uniformnì konvexní norma,pøi ní¾ i duál X∗ je uniformnì konvexní.Je elá øada harakteristik superreexivníh prostorù, uveïme nìkteré z nih.(a) Vìta. Následujíí podmínky jsou ekvivalentní pro Banahùv prostor X:(i) X je superreexivní,(ii) X∗ je superreexivní,(iii) na X existuje ekvivalentní norma, pøi ní¾ X i X∗ jsou uniformnì konvexní,(iv) na X existuje ekvivalentní norma, v ní¾ X je souèasnì uniformnì konvexní i uniformnìhladký,(v) na X existuje ekvivalentní norma, v ní¾ je X uniformnì neètverový.Superreexivní prostory mají elou øadu zajímavýh vlastností, hezkým pramenem k dal¹ímustudiu mù¾e být D. van Dulst [*1978℄ èi B. Beauzamy [*1982℄. Nejdùle¾itìj¹í z nih shròme donásledujíí vìty.(b) Vìta. Ka¾dý superreexivní prostor je reexivní. Je-li X superreexivní a Y izomorfnís X, je i Y superreexivní. Uzavøený podprostor a faktorprostor superreexivního prostoru jsousuperreexivní.Dùkaz. Staèí se podívat na *2.13 a 21.13. A samozøejmì na de�nii superreexivity.Je-li T : X → Y izomorfní zobrazení, je norma ‖.‖T na Y uniformnì konvexní (kde ‖.‖T jeekvivalentní norma na Y de�novaná v *1.6.), pokud X je uniformnì konvexní. Tohoto postøehulze vyu¾ít pro dùkaz druhého tvrzení.Pokud jde o faktorprostor, vyu¾ijte ekvivaleni (i) a (ii) ve vìtì (a).() Pøíklad. U ka¾dého novì zavedeného pojmu je vhodné zkoumat jeho vztah k ji¾ známýhobjektùm. Je tomu i tak v pøípadì superreexivníh prostorù. Není náhodou ka¾dý reexivní pro-



290 Poznámky, doplòky, vièenístor ji¾ superreexivní? Odpovìï v tomto pøípadì je záporná. Polo¾íme-li Xn = c0 a uva¾ujeme-liprostor X := ( ∞⊕
n=1Xn

)2 z *1.1.h, je X reexivní, nikoliv v¹ak superreexivní.Poznamenejme je¹tì, ¾e X je té¾ striktnì konvexní a má Banah-Saksovu vlastnost z *21.10.(d) Super-vlastnosti. Obdobnì jako superreexivitu lze de�novat i dal¹í super-vlastnostiBanahovýh prostorù. Kupøíkladu lze studovat Banahovy prostory majíí super-Radon Niko-dýmovu vlastnost èi super-KMP. Kupodivu, v tìhto dvou pøíkladeh nedostaneme ni nového,nebo» jsou to pøesnì superreexivní prostory.*21.9. Kolmost v Banahovýh prostoreh. V obenýh Banahovýh prostoreh lze de�-novat kolmost rùzným zpùsobem. Uveïme pouze de�nii poházejíí od G. Birkho�a. Jsou-li x, yprvky Banahova prostoru X , øekneme, ¾e x je kolmý na y, o¾ zapisujeme jako x ⊥ y, jestli¾e
‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖ pro ka¾dé λ ∈ R.Jako vièení uka¾te, ¾e(a) je-li X Hilbertùv prostor, je x ⊥ y, právì kdy¾ (x, y) = 0, tedy pro Hilbertovy prostoryse nová de�nie kolmosti shoduje s pùvodní de�nií,(b) z x ⊥ y neplyne je¹tì y ⊥ x.Dùkaz následujíí vìty harakterizujíí striktní konvexitu a hladkost lze nalézt v J. Diestel[*1975℄.Vìta. Neh» X je Banahùv prostor. Potom X je striktnì konvexní, právì kdy¾ ke ka¾dé dvojii
x, y ∈ X, x 6= 0 existuje právì jedno α ∈ R tak, ¾e (αx+ y) ⊥ x.A prostor X je hladký, právì kdy¾ ke ka¾dé takové dvojii existuje právì jedno α ∈ R tak, ¾e
x ⊥ (αx + y).*21.10. Banah-Saksova vlastnost. Jako preludium uveïme následujíí vìty, nad jejih¾subtilními rozdíly byhom se mìli zprvu zamyslet.(a) Vìta. Neh» {fn} je omezená posloupnost spojitýh funkí na kompaktu K, f ∈ C(K) a fn → f bodovì na
K. Potom existuje posloupnost konvexníh kombinaí funkí fn, která konverguje k f na K stejnomìrnì.Návod . Neh» f /∈ o{f1, f2, . . . }. Podle malé Mazurovy vìty 14.27 oddìlte f a uvedenou mno¾inu spojitýmlineárním funkionálem. Ten pomoí Rieszovy vìty reprezentujte jako integrál vzhledem k (znaménkové) Radonovìmíøe a ke sporu pou¾ijte Lebesgueovu vìtu o dominantní konvergeni. ♣(b) Vìta. Neh» xn w→ x v Banahovì prostoru X. Potom existuje posloupnost tvoøená konvexními kombinaemiprvkù posloupnosti {xn} konvergujíí k x v normì.Návod . Zøejmì x ∈ o {xn} = ow {xn}. ♣() Vìta. Neh» {xn} je omezená posloupnost Hilbertova prostoru H. Potom existuje její vybraná slabì kon-vergentní podposloupnost, její¾ aritmetiké prùmìry konvergují v normì.Dùkaz. Vzhledem k vìtì 4.9 lze pøedpokládat, ¾e posloupnost {xn} konverguje slabì. Také lze pøedpokládat, ¾eslabá limita posloupnosti {xn} je 0. Polo¾me a1 = x1 a naleznìme n2 > 1 tak, aby |(xn2 , a1)| ≤ 1 (nezapomeòte,¾e x 7→ (x, a1) je spojitá lineární forma na H). Polo¾íme-li a2 = xn2 , existuje n3 > n2 tak, ¾e |(xn3 , a1)| ≤ 12a |(xn3 , a2)| ≤ 12 . Indukí tedy najdeme posloupnost {an} vybranou z pùvodní posloupnosti {xn} s vlastností
|(ak+1, aj)| ≤ 1

k
pro ka¾dé k ∈ N a j = 1, . . . , k. Pro libovolné n máme

‚‚‚‚
a1 + a2 + · · ·+ an

n

‚‚‚‚
2
≤ 1
n2 nX

k=1 nX

j=1 |(ak , aj)| = 1
n2 nX

k=1 ‖ak‖2 + 2 nX

k=2 k−1X

j=1 |(ak, aj)| .Staèí nyní odhadovat a ukázat, ¾e pravá strana konverguje k nule. To není ¾ádný neøe¹itelný problém. Posloupnost
{an} je omezená (podle pøedpokladu) a

nX

k=2 k−1X

j=1 |(ak , aj)| ≤ n− 1pro ka¾dé n, nebo» kP
j=1 |(ak+1, aj)| ≤ 1 pro ka¾dé k.(d) Szlenkova vìta. Ka¾dá w-konvergentní posloupnost v L1([0, 1℄) má vybranou podposloupnost, její¾ aritme-tiké prùmìry konvergují v normì.Návod . Viz W. Szlenk [1965℄. ♣



*21. Konvexita, hladkost a renormae 291Ne¾ postoupíme dále, pøipomeòme, ¾e ka¾dá slabì konvergentní posloupnost je omezená (viz4.7), a ¾e aritmetiké prùmìry jsou speiální konvexní kombinae. Dále, ka¾dá omezená posloup-nost v reexivním prostoru má slabì konvergentní vybranou podposloupnost.(e) Banah-Saksova vlastnost. Banahùv prostor má Banah-Saksovu vlastnost , jestli¾e zka¾dé jeho omezené posloupnosti lze vybrat podposloupnost, její¾ aritmetiké prùmìry konver-gují. Mù¾eme dále øíi, ¾e Banahùv prostor má slabou Banah-Saksovu vlastnost , jestli¾e z ka¾déposloupnosti konvergujíí slabì k 0 lze vybrat podposloupnost, její¾ aritmetiké prùmìry konver-gují k nule.Následujíí vìty ukazují vztah Banah-Saksovy vlastnosti k reexivitì a uniformní konvexitì.(f) Kakutaniho vìta. Ka¾dý uniformnì konvexní Banahùv prostor má Banah-Saksovu vla-stnost.
����T. Nishiura

(g) Nishiura-Watermanova vìta. Banahùv prostor s Banah-Saksovou vlast-ností je reexivní.Návod . Jednoduhý dùkaz vyu¾ívajíí Jamesovu harakteristiku reexivity z 16.15lze vést podobnì jako v 21.13. Neh» tedy X je prostor majíí Banah-Saksovuvlastnost. Volme ϕ ∈ X∗ a posloupnost {xn} tak, aby ‖xn‖ = 1 a ϕ(xn) → ‖ϕ‖.Banah-Saksova vlastnost X nám zaruèí existeni x ∈ X a vybrané posloupnosti,které ponehme pùvodní oznaèení, s vlastností zn := 1
n (x1+ · · ·+xn) → x. Potomov¹em 1

n

(
ϕ(x1) + · · · + ϕ(xn)) = ϕ

( 1
n (x1 + · · · + xn)) = ϕ(zn) → ϕ(x) .Proto¾e {ϕ(xn)} je èíselná posloupnost konvergujíí k ‖ϕ‖, musí posloupnost jejíh aritmetikýhprùmìrù konvergovat k tému¾ èíslu, tedy k ‖ϕ‖. Ta ov¹em konverguje k ϕ(x), jak jsme právìvidìli. Musí tedy být ϕ(x) = ‖ϕ‖. A proto¾e ‖zn‖ ≤ 1, je i ‖x‖ ≤ 1. ♣(h) Poznámka. Historie okolo Banah-Saksovy vlastnosti je zajímavá. S. Banah se S. Saksem ukázali v [1930℄, ¾eprostory Lp([0, 1℄) mají pro p ∈ (1,∞) "Banah-Saksovu vlastnost\ a zkonstruovali posloupnost funkí, která slabìkonvergovala k nule v L1([0, 1℄), pøièem¾ pro ¾ádnou její podposloupnost aritmetiké prùmìry nekonvergovaly.To byl samozøejmì omyl, jak ukázal v [1965℄ W. Szlenk. J. Shreier [1930℄ ukázal, ¾e prostor C([0, 1℄) nemáslabou Banah-Saksovu vlastnost. S. Kakutani [1939℄ ukázal, ¾e ka¾dý uniformnì konvexní prostor má Banah-Saksovu vlastnost a T. Nishiura s D. Watermanem dokázali v [1963℄, ¾e prostory s Banah-Saksovou vlastností jsoureexivní. Protipøíklad, ¾e reexivní prostory a prostory s Banah-Saksovou vlastností nesplývají, ukázal pomìrnìnedávno A. Baernstein II [1972℄. 0 Shreierovì a Baernsteinovì prostoru se lze doèíst v H. Fetter and B. Gamboade Buen [*1997℄.*21.11. Asplundovy prostory. Zajímavou a význaènou tøídu Banahovýh prostorù tvoøíAsplundovy prostory. Ty se dají de�novat mnoha ekvivalentními zpùsoby. My øekneme, ¾e Bana-hùv prostor je Asplundùv , jestli¾e ka¾dá spojitá konvexní reálná funke na nìm je fréhetovskydiferenovatelná na husté mno¾inì.Vzhledem k tomu, ¾e mno¾ina bodù, kde spojitá konvexní funke je fréhetovsky diferenovatelná, je v¾dy typu

Gδ, jsou na Asplundovýh prostoreh spojité konvexní funke diferenovatelné na "velkýh\ mno¾ináh (ka¾dáhustá Gδ podmno¾ina úplného prostoru je toti¾ residuální | její doplnìk je pouze 1. kategorie). Oznaèíme-li prospojitou konvexní funki f a n ∈ N
Gn := ˘

x ∈ X : existuje δ > 0 tak, ¾e f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x) < ‖h‖
n

pro 0 < ‖h‖ < δ
¯
,jsou Gn otevøené mno¾iny a f je fréhetovsky diferenovatelná v bodì x, právì kdy¾ x ∈

∞T
n=1Gn.Dal¹í mo¾nosti de�nie pøiná¹í následujíí harakteristika, v¹ehny pojmy v ní se vyskytujííjsou de�novány nìkde v tìhto skripteh.Vìta. Neh» X je Banahùv prostor. Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) X je Asplundùv,(ii) separabilní podprostory X mají separabilní duály,



292 Poznámky, doplòky, vièení(iii) X∗ má Radon-Nikodýmovu vlastnost RNP,(iv) X∗ má Krejn-Milmanovu vlastnost KMP,(v) libovolná ekvivalentní norma na X je fréhetovsky diferenovatelná alespoò v jednom bodì,(vi) libovolná omezená separabilní podmno¾ina X je slabì metrizovatelná.Mezi Asplundovy prostory patøí reexivní prostory èi prostory se separabilním duálem. Podpro-story Asplundova prostoru jsou Asplundovy, kartézský souèin dvou Asplundovýh prostorù jeAsplundùv a faktorový prostor Asplundova prostoru je opìt Asplundùv.*21.12. Vlastnost tøí prostorù. Asplundovy prostory mají zajímavou vlastnost tøí prostorù.Je-li P nìjaká vlastnost Banahovýh prostorù, øekneme, ¾e P je vlastnost tøí prostorù, platí-linásledujíí: KdykolivM je uzavøený podprostor Banahova prostoruX aM iX/M mají vlastnost
P , má vlastnost P i elý prostor X .Tedy kupøíkladu reexivita je vlastnost tøí prostorù. Této problematie je vìnována pøipravo-vaná ob¹írná monogra�e J.M.F. Castillo and M. González [*199?℄.Poznámka. Nìkdy bývá k vidìní i de�nie jakési "zesílené\ vlastnosti tøí prostorù: Je-li M uzavøený podprostorBanahova prostoru X a kterékoliv dva ze tøí prostorù X, M a X/M mají vlastnost P, má vlastnost P i tøetíz nih. Tuto vlastnost mají tedy kupøíkladu Asplundovy èi reexivní prostory.*21.13. WCG-prostory. Banahùv prostor X je slabì kompaktnì generovaný , v hantýrekráte nazývaný WCG-prostorem, jestli¾e v nìm existuje taková slabì kompaktní mno¾ina, její¾lineární obal je hustý v X . Pokud taková mno¾ina K existuje, je i její uzavøený absolutnì kon-vexní obal slabì kompaktní mno¾ina (podobné tvrzení øíkala Krejnova vìta *13.6.d pro uzavøenýkonvexní obal) a mù¾eme tedy v de�nii WCG-prostorù pøedpokládat, ¾e jsou generovány slabìkompaktní absolutnì konvexní mno¾inou.Ka¾dý reexivní prostor je vzhledem k Alaouglovì vìtì 16.6 slabì kompaktnì generovaný. MeziWCG-prostory patøí také v¹ehny separabilní Banahovy prostory (uva¾ujte absolutnì konvexníuzávìr mno¾iny {xn

n

}, kde {xn} je hustá podmno¾ina jednotkové koule).Prostory c0 a c0(�) jsou té¾ typikými pøíklady slabì kompaktnì generovanýh prostorù. Pro-stor L1(µ) je WCG, právì kdy¾ míra µ je σ-koneèná.Prostor l∞ není slabì kompaktnì generovaný. Platí toti¾ obenìj¹í tvrzení:Je-li X separabilníprostor s neseparabilním duálem, potom X∗ není WCG-prostor.*21.14. Kade-Kleeova vlastnost. Banahùv prostor X má Kade-Kleeovu vlastnost , jestli¾esilná a slabá konvergene posloupností splývají na jednotkové sféøe SX . Rozmyslete si, ¾e to vyjdena stejno jako následujíí podmínka:jestli¾e xn ∈ X , xn
w→ x a ‖xn‖ → ‖x‖ , potom ‖xn − x‖ → 0 .Podíváte-li se na vièení 21.28.h a následnou poznámku, zjistíte ¾e kupøíkladu lokálnì uniformnìkonvexní prostory mají Kade-Kleeovu vlastnost.Tato vlastnost, samozøejmì ne pod uvedenými jmény, byla studována ji¾ J. Radonem. F. Riesz ukázal, ¾e klasiké

Lp([0, 1℄)-prostory mají Kade-Kleeovu vlastnost pro 1 < p <∞. To platí i o obenýh Lp-prostoreh a pøíslu¹nétvrzení bývá oznaèováno jako Radon-Rieszova vìta. Proto se nìkdy Kade-Kleeova vlastnost nazývá Radon-Rieszovou vlastností. Nìkteøí autoøi té¾ pou¾ívají termínu vlastnost (KK) èi vlastnost (H).Spøíznìným pojmem je Kadeova vlastnost. Banahùv prostor X má Kadeovu vlastnost, nìkdy jen vlastnost(K), jestli¾e slabá a normová topologie X splývají na jednotkové sféøe SX . Terminologie je dost nejednotná,v literatuøe se nìkdy rozumí pod touto vlastností Kade-Kleeova vlastnost. Kupøíkladu autoøi [HHZ℄ tak èiní.Je jasné, ¾e Banahùv prostor s vlastností (K) má i vlastnost (KK). Opaèná implikae v¹ak neplatí. S.L. Troyan-ski [1985℄ poznamenává, ¾e pøíklad prostoru s vlastností (K) nemajíího v¹ak vlastnost (KK) uvádí M. Smithv [1978℄. Tamté¾ Troyanski ukázal, ¾e vlastnosti (K) a (KK) jsou ekvivalentní v pøípadì, kdy X je separabilní aneobsahuje kopii l1. Pøedpoklad separability lze zøejmì vynehat, to uvádí J.R. Torregrosa v [1993℄. S.L. Troyanskitaké v [1985℄ podává pøíklad zajímavého prostoru. Do prostoru c v¹eh konvergentníh posloupností zavádí normu
‖x‖ := „ ∞X

n=1 x2n + α2n2n+1 « 12 pro x = {xn} ∈ c , kde αn := sup˘
|xj | : j ≥ n

¯
.Tvrzení J.R. Torregrossy, ¾e i to je pøíklad prostoru majíí vlastnost (K), nikoliv v¹ak (KK), je silnì podezøelé.Tento prostor toti¾ neobsahuje l1.Protor L1([0, 1℄) nemá Kade-Kleeovu vlastnost.



*22. Vektorová integrae a Radon-Nikodýmova vlastnost 293*21.15. Otevøené problémy. Neh» (P, ̺) je metriký prostor. Zopakujme z 21.16, ¾e M ⊂
P je Èeby¹evova mno¾ina, jestli¾e ke ka¾dému x ∈ P existuje právì jedno mx ∈ M tak, ¾e
̺(x,mx) = dist(x,M). Ve vìtì 21.15 jsme dokázali, ¾e uzavøené konvexní mno¾iny v reexivníhstriktnì konvexníh prostoreh jsou Èeby¹evovy. V Hilbertovýh prostoreh koneèné dimenze jsouÈeby¹evovy mno¾iny právì uzavøené konvexní mno¾iny.(a) Problém. Dají se nìjak harakterizovat Banahovy prostory, v nih¾ ka¾dá uzavøená kon-vexní podmno¾ina je Èeby¹evova?(b) Problém. Existuje v nekoneènì dimenzionálním Hilbertovì prostoru nekonvexní Èeby¹evovamno¾ina?Mno¾inu Z ve vektorovém prostoru W , který je zároveò metrikým prostorem, nazvìme jes-kyní , jestli¾e mno¾ina W \ Z je omezená a konvexní. Typikým pøíkladem jeskynì je {x ∈ Rn :
‖x‖ ≥ 1}. Jeskynì, která je souèasnì Èeby¹evovou mno¾inou se nazývá Kleeova jeskynì .() Problém. Existují nekonvexní Kleeovy jeskynì v nekoneènì dimenzionálníh Hilbertovýhprostoreh?Jak ukázal V. Klee, pokud v Hilbertovì prostoru existuje nekonvexní Èeby¹evova mno¾ina, existuje v nìm iKleeova jeskynì. Je-li N normovaný lineární prostor nekoneèné dimenze, existuje na N metrika ̺ dávajíí stejnoutopologii jako pùvodní norma tak, ¾e mno¾ina ˘

x ∈ N : ‖x‖ ≥ 1¯ je Kleeova jeskynì v prostoru (N, ̺) (vizC. Franhetti [1985℄).*21.16. Závìreèné poznámky. Reexivita uniformnì konvexníh prostorù byla dokázána D. Milmanem [1938℄a B.J. Pettisem [1939℄. Pettisùv pùvodní dùkaz vyu¾ívajíí integrai vzhledem ke koneènì aditivním mírám jepopsán v J. Diestel [*1984℄. Existují i dal¹í dùkazy. Upozornìme tøeba na S. Kakutani [1939℄, J. Dieudonné [1942℄,A.F. Ruston [1949℄. První dùkaz vìty 21.13 pohází od J. Lindenstrausse a L. Tzafririho [*1979℄. Druhý dùkazje uveden v J. Diestel [*1975℄. Tamté¾ se nalézá i jednoduhý dùkaz reexivity uniformnì konvexníh prostorùnále¾ejííí J. Ringrosemu.*22. Vektorová integrae a Radon-Nikodýmova vlastnostV 18. kapitole jsme se ptali, zda-li platí analogie Krejn-Milmanovy vìty také pro omezené,uzavøené, konvexní mno¾iny. Nyní uká¾eme odpovìï pro Banahovy prostory.
����J. Lindenstrauss

*22.1. Lindenstraussova vìta. Pro Banahùv prostor X jsou následujíí pod-mínky ekvivalentní:(i) ka¾dá neprázdná, omezená, uzavøená, konvexní mno¾ina v X má extre-mální bod,(ii) je-li C ⊂ X omezená, uzavøená, konvexní mno¾ina, potom C = o(extC).Dùkaz. Pøedpokládejme (i). Existuje-li neprázdná, omezená, uzavøená, konvexnímno¾ina B tak, ¾e E := o(extB) je vlastní podmno¾ina B, volme z ∈ B \ E anajdìme pomoí malé Mazurovy vìty 14.27 takový funkionál f ∈ X∗, pro nìj¾sup{f(t) : t ∈ E
}
< f(z). Potom mno¾ina

G := {
ϕ ∈ X∗ : ϕ(z) > sup{ϕ(t) : t ∈ E

}
}je neprázdná (f ∈ G) a otevøená (E je omezená!). Podle Bishop-Phelpsovy vìty z *16.3 existuje

ψ ∈ G ∩ PB(X∗) a b ∈ B tak, ¾esup{ψ(t) : t ∈ E} < ψ(z) ≤ sup{ψ(t) : t ∈ B} = ψ(b) .Polo¾íme-li C := {y ∈ B : ψ(y) = ψ(b)}, je C neprázdná, omezená, uzavøená, konvexní mno¾ina.Podle pøedpokladu má extremální bod s ∈ extC. Rozmyslíme-li si, ¾e extC ⊂ extB ⊂ E,dostáváme ψ(s) = ψ(b), o¾ vede ke sporu.Opaèná implikae je samozøejmá.*22.2. Prostory s Krejn-Milmanovou vlastností. Banahùv prostor má Krejn-Milmanovuvlastnost , kráte KMP , jestli¾e ka¾dá jeho neprázdná, omezená, uzavøená, konvexní podmno¾inamá alespoò jeden extremální bod anebo ekvivalentnì, jestli¾e ka¾dá taková jeho podmno¾ina jeuzavøeným konvexním obalem svýh extremálníh bodù.



294 Poznámky, doplòky, vièení*22.3. Lindenstraussova vìta. Ka¾dý Banahùv prostor s Radon-Nikodýmovou vlastností mái Krejn-Milmanovu vlastnost.Dùkaz. Staèí pou¾ít Phelpsovu harakteristiku (xiii) prostorù s RNP z vìty 22.8.*22.4. Otevøený problém. Jeden z velkýh otevøenýh problémù geometrie Banahovýhprostorù není stále vyøe¹en. Neví se toti¾, zda RNP a KMP jsou ekvivalentní vlastnosti.Jsou známy tøídy Banahovýh prostorù, pro nì¾ RNP a KMP splývají. Kupøíkladu, Hu�-Morrisova vìta øíká, ¾e pokud X je Banahùv prostor, potom X∗ má RNP, právì kdy¾ X∗ máKMP.*22.5. Pøíklady na KMP. Ka¾dý reexivní prostor má KMP, nebo» jeho omezené, uzavøené,konvexní podmno¾iny jsou w-kompaktní a staèí se odkázat na Krejn-Milmanovu vìtu.Uzavøené jednotkové koule prostorù c0 a L1([0, 1℄) nemají ¾ádné extremální body (viz 18.6.a d), prostory c0 a L1([0, 1℄) tedy nemají KMP, a tím pádem podle Lindenstraussovy vìty *22.3ani RNP.Uzavøená jenotková koule v C([0, 1℄) má sie (dva) extremální body (porovnej s 18.6.e), alerozhodnì není jejih uzavøeným konvexním obalem. Prostor C([0, 1℄) tedy nemá RNP. Linden-straussova vìta *22.1 øíká, ¾e v C([0, 1℄) musí existovat omezená, uzavøená, konvexní podmno¾ina,která nemá ¾ádný extremální bod. Najdete alespoò jednu takovou? Nepodaøí-li se to, nehte sepodat a podívejte se na vièení 18.11.a.*22.6. Poznámka. Vidìli jsme, ¾e v Banahovýh prostoreh s Radon-Nikodýmovou derivaí mají omezené uza-vøené konvexní mno¾iny dostateènì mnoho extremálníh bodù. Naskýtá se proto otázka, zda by v nih nemohlyplatit vìty o integrálníh reprezentaíh analogiké vìtám Choquetova typu. V té souvislosti samozøejmì ihnedvyvstane dal¹í otázka, zda pro takové mno¾iny je vùbe mno¾ina jejih extremálníh bodù v nìjakém smyslumìøitelná a jak vlastnì de�novat pro nì pojem pøipomínajíí Radonovu míru (ta je de�novaná na lokálnì kom-paktníh prostoreh a Banahùv prostor nekoneèné dimenze není nikdy lokálnì kompaktní | neexistuje v nìmpodle Rieszovy vìty kompaktní okolí nuly!). Odpovìï je v èlánku G.A. Edgar [1975℄, uveïme ji ji¾ bez dal¹íhokomentáøe.Edgarova vìta. Neh» K je separabilní uzavøená omezená konvexní podmno¾ina Banahova prostoru X majííhoRadon-Nikodýmovu vlastnost a x ∈ K. Potom existuje borelovská pravdìpodobnostní míra µ na K tak, ¾e f(x) =R
K
f dµ pro ka¾dou formu f ∈ X∗ a µ(extK) = 1.*22.7. Závìreèná poznámka. Jako literaturu k tomuto tématu mohu doporuèit R. Bourgin[*1983℄, J. Diestel [*1975℄ èi J. Diestel and J.J. Uhl [*1977℄.*23. Vìty o pevnýh bodeh*23.1. Pevné body neexpanzivníh zobrazení. Neh» C je podmno¾ina Banahova prostoru

X (pro nejzajímavìj¹í pøípady bude C omezená, uzavøená a konvexní). Zobrazení T : C → Cnazveme neexpanzivním, jestli¾e ‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ pro x, y ∈ C.Ka¾dá izometrie je urèitì pøíkladem neexpanzivního zobrazení. Neexpanzivní zobrazení ne-musejí mít pevný bod (uva¾ujte x 7→ x + 1 na R), mohou jih mít víe a Piardovy iterae
xn+1 := Txn nemusejí vùbe konvergovat. Uveïme pøíklady.(a) Pøíklad. Je-li X = C([0, 1℄), C = {

f ∈ X : 0 = f(0) ≤ f(x) ≤ f(1) = 1 pro x ∈ [0, 1℄},
Tf(x) = xf(x), je T neexpanzivní zobrazení na C nemajíí pevný bod (dokone T je slabìkontraktivní , to znamená, ¾e ‖Tx− Ty‖ < ‖x− y‖ pokud x 6= y).(b) Pøíklad. Pro X = c0, C = {

{xn} ∈ X : 0 ≤ xn ≤ 1 pro v¹ehna n
} a T : {xn} 7→(1, x1, x2, . . . ), je T izometrie na C bez pevnýh bodù.() Pøíklad. Neh» C je uzavøená jednotková koule v prostoru l2 a T : {xn} 7→ (0, x1, x2, . . . ).Potom T je opìt na C izometrie majíí jediný pevný bod 0 ∈ C. Volíme-li x1 = (1, 0, 0, 0, . . . )a xn+1 = Txn, posloupnost {xn} Piardovýh iteraí nekonverguje. (Pov¹imnìte si v¹ak, ¾e

xn
w→ 0.)(d) Identiké zobrazení na Banahovì prostoru, které¾to je samozøejmì neexpanzivní, má víeropevnýh bodù. Jednoznaènost pevného bodu pro neexpanzivní zobrazení nemá ¹ani projít.



*23. Vìty o pevnýh bodeh 295*23.2. Aproximativní pevné body. Neh» ̺ je metrika na metrikém prostoru P a f zobrazení
P do P . Øekneme, ¾e f má na P aproximativní pevný bod , jestli¾e inf{̺(x, f(x)) : x ∈ P} =0. Následujíí vìta ukazuje, ¾e neexpanzivní zobrazení na omezenýh uzavøenýh konvexníhmno¾ináh mají alespoò aproximativní pevné body.(a) Vìta. Neh» C je omezená uzavøená konvexní podmno¾ina Banahova prostoru X a T :
C → C neexpanzivní zobrazení. Potom T má na C aproximativní pevný bod.Dùkaz. Pøedev¹ím, C je úplný metriký prostor. Volme 0 < ε < 1 (výjimeènì si ho pøedstavujmeblízko 1) a c ∈ C. Pro x ∈ C polo¾me Sx = (1−ε)c+εTx. Z konvexity C je patrné, ¾e S zobrazuje
C do C. Minutovou úvahou zjistíme, ¾e S je na C dokone kontrake. Podle Banahovy vìty 23.3tedy existuje z ∈ C tak, ¾e Sz = z. Nyní staèí sledovat odhad

‖z − Tz‖ = ‖Sz − Tz‖ = ∥∥(1 − ε)c+ εT z − Tz
∥∥ = (1 − ε)‖c− Tz‖ ≤ (1 − ε) diamC ,abyhom si uvìdomili, ¾e vìta je dokázána.(b) Dùsledek. Je-li K kompaktní konvexní podmno¾ina Banahova prostoru X a T : K → Kje neexpanzivní zobrazení, potom T má na K pevný bod.Návod . Naleznìte posloupnost xn ∈ K tak, aby ∥∥xn − f(xn)∥∥ → 0 a vyberte z ní konvergentnípodposloupnost. ♣() Poznámka. Staèilo pøedpokládat, ¾e X je normovaný lineární prostor. Uvedený dùsledek samozøejmì plynetaké z Shauderovy vìty 23.13: Ka¾dé spojité zobrazení K → K má pevný bod.*23.3. Vlastnosti R a R∗. Øekneme, ¾e Banahùv prostor X má vlastnost R, jestli¾e ka¾déneexpanzivní zobrazení T : C → C, kde C ⊂ X je omezená, uzavøená a konvexní, má pevný bod.Pozor, mnozí souèasní autoøi ponìkud zmìnili terminologii a místo vlastnosti R øíkají, ¾e prostor

X má vlastnost FPP. Tento termín jsme my v¹ak v 23.5 vyhradili prostorùm s jinou vlastností.Jestli¾e neexpanzivní zobrazení slabì kompaktníh konvexníh mno¾in do sebe mají pevnýbod, budeme øíkat, ¾e X má vlastnost R∗.Ka¾dý Banahùv prostor s vlastností R má i vlastnost R∗. V reexivníh prostoreh tytovlastnosti splývají.(a) Vìta. Ka¾dý Hilbertùv prostor má vlastnost R.Poznámka. Tato vìta byla dokázána F.E. Browderem v [1965a℄. Relativnì elementární dùkaz tohoto tvrzení podleK. Goebela [1969℄ je podán v J. Dugundji and A. Granas [*1982℄. Je-li T : C → C neexpanzivní zobrazení omezenéuzavøené konvexní mno¾iny C v Hilbertovì prostoru a x ∈ C, nemusejí v tomto pøípadì Piardovy iterae Tnxvùbe konvergovat. Niménì J.-B. Baillon [1975℄ ukázal, ¾e posloupnost aritmetikýh prùmìrù 1
n
(x+Tx+T 2x+

· · · + Tnx) konverguje slabì k pevnému bodu T . Dùkaz tohoto tvrzení lze nalézt tøeba v B. Beauzamy [*1982℄,str. 78.Následujíí vìta byla dokázána nezávisle F.E. Browderem [1965b℄, D. Göhdem [1965℄ a W.A.Kirkem [1965℄. Dùkaz lze nalézt v [HHZ℄, Theorem 182.(b) Vìta. Ka¾dý uniformnì konvexní prostor má vlastnost R.() Pøíklad. Prostor c0 nemá vlastnost R. Zobrazení T : (x1, x2, . . . ) 7→ (1, x1, x2, . . . ) jeneexpanzivním zobrazením (dokone izometrií) jednotkové koule Bc0 do Bc0 nemajíí pevný bod.Na druhé stranì prostor c0 má vlastnost R∗, jak za hvíli uvidíme.(d) Alspahùv pøíklad. Existuje slabì kompaktní konvexní mno¾ina C ⊂ L1([0, 1℄) a izomet-riké zobrazení T : C → C, které nemá pevný bod.Návod . Pøíklad je uveden v D. Alspah [1981℄. Abyhom ètenáøe pøíli¹ nehýèkali, naznaème jenvelie struèný návod. Polo¾íme C := {f ∈ L1([0, 1℄) : 0 ≤ f ≤ 1, 1∫0 f = 12}. Pro f ∈ C de�nujme
Tf pøedpisem

Tf(x) := { min (2f(2x), 1) pro x ∈ [0, 12 ℄ ,max (2f(2x− 1) − 1, 0℄ pro x ∈ ( 12 , 1℄ .Nakreslit si obrázek je nejvý¹e vhodné. Nyní je zapotøebí ukázat, ¾e C je slabì kompaktní kon-vexní podmno¾ina L1([0, 1℄), T : C → C je izometrie, která nemá ¾ádný pevný bod. Pro dùkazposledního tvrzení si staèí odvodit, ¾e f = 0 èi f = 1 skoro v¹ude pokud Tf = f . ♣



296 Poznámky, doplòky, vièení(e) Otevøené problémy. Alspahùv pøíklad tedy øíká, ¾e prostor L1([0, 1℄) nemá vlastnost R∗.Kromì L1([0, 1℄) (a v¹eh jeho nadprostorù) není znám ¾ádný jiný pøíklad Banahova prostorunemajíí vlastnost R∗.Navzdory Alspahovu pøíkladu z (d) B. Maurey [1980℄ ukázal, ¾e libovolný reexivní podpro-stor L1([0, 1℄) má vlastnost R. Pro zajímavost uveïme, ¾e vyu¾itím Maureyovy tehniky doka-zujíí toto tvrzení lze ukázat, ¾e prostor c0 má vlastnost R∗. Dùkaz lze nalézt v èlánku J. Elton,Pei-Kee Lin, E. Odell and S. Szarek [1983℄. Tamté¾ je dokázáno, ¾e Tsirelsonùv prostor z *1.2.e mávlastnost R∗. P.K. Lin [1985℄ ukázal, ¾e Banahùv prostor s bezpodmíneènou bází má vlastnost
R∗, pokud ov¹em jeho bázová konstanta z *2.17 je men¹í ne¾ 12 (√33 − 3).Také Hardyho prostor H1 na jednotkovém kruhu nemá vlastnost R, ale, jak ukázal B. Maurey,má vlastnost R∗.Otevøenou otázkou je, zda ka¾dý reexivní prostor má vlastnost R. Dokone se ani neví, jestlisuperreexivní prostory z *21.8 mají vlastnost R.P.N. Dowling a C.J. Lennard [1997℄ dokázali, ¾e pokud podprostor v L1([0, 1℄) má vlastnost
R, je ji¾ reexivní. Byla tedy vyslovena domnìnka, ¾e podprostor M libovolného Banahovaprostoru X má vlastnost R, právì kdy¾ M je reexivní. ®ádná z tìhto implikaí nebyla dosudani potvrzena ani vyvráena. Zdá se dokone, ¾e Banahovy prostory s vlastností R by mohlybýt ji¾ reexivní. To v¹e èeká, zdá se, teprve na vyøe¹ení.
����V. Zizler

Ka¾dý separabilní Banahùv prostor se dá pøenormovat tak, aby mìl vlastnost
R∗. To je výsledek V. Zizlera z [1971℄. Není ale známo, zda se reexivní prostordá pøenormovat tak, aby mìl vlastnost R.(f) Je¹tì o vlastnosti R pro l1. Prostor l1 nemá vlastnost R. T.C. Lim[1980℄ v¹ak ukázal, ¾e ka¾dé neexpanzivní zobrazení B → B, kde B ⊂ l1 je libo-volná uzavøená koule, má pevný bod. Neví se, zda prostory, které jsou izomorfnís l1 mají vlastnost R.*23.4. Pevné body slabýh kontrakí. Buï (P, ̺) metriký prostor. Zobrazení
T : P → P se nazývá slabou kontrakí , ov¹em podle nìkterýh autorù silnoukontrakí , jestli¾e ̺(Tx, T y) < ̺(x, y) pro ka¾dou dvojii x, y ∈ M ,x 6= y. Slabákontrake nemù¾e mít dva rùzné pevné body, to je jasné. Nemusí mít v¹ak ¾ádný, staèí uva¾ovatzobrazení T : x 7→ log(1 + ex) na R. Niménì platí následujíí vìta poházejíí od M. Edelsteina[1962℄.Vìta. Neh» T je slabá kontrake na kompaktním metrikém prostoru P . Potom T má právìjeden pevný bod. Volíme-li x ∈ P libovolnì, potom Piardovy iterae {T nx} konvergují k tomutopevnému bodu.Dùkaz. O jednoznaènosti ji¾ byla øeè. Vzhledem k nerovnostem
|̺(x, Tx) − ̺(a, Ta)| ≤ |̺(x, Tx) − ̺(x, Ta)| + |̺(x, Ta) − ̺(a, Ta)|

≤ ̺(Tx, Ta) + ̺(x, a) ≤ 2̺(x, a)vidíme, ¾e funke f : x 7→ ̺(x, Tx) je na prostoru P (stejnomìrnì) spojitá. Musí tedy na kom-paktu P nabývat svého minima v nìjakém bodì z. Kdyby z 6= Tz, byla by hodnota f v bodì Tzje¹tì men¹í, nebo» f(Tz) = ̺(Tz, T 2z) < ̺(z, T z) = f(z). Je tedy z (jediným) pevným bodemzobrazení f .Buï nyní x ∈ P , xn := T nx a dn := ̺(xn, z). Cheme ukázat, ¾e dn → 0. Proto¾e
dn+1 = ̺(xn+1, z) = ̺(T n+1x, T z) ≤ ̺(T nx, z) = dn ,je posloupnost nezápornýh èísel {dn} nerostouí. Pøedpokládejme, ¾e d := lim dn > 0. Vzhledemke kompaktnosti P lze z posloupnosti {xn} vybrat konvergentní, neh» xnk

→ y. Potom ̺(y, z) =
d > 0, o¾ vede ke sporu, nebo»

d = lim ̺(xnk+1, z) = ̺(Ty, z) = ̺(Ty, T z) < ̺(y, z) = d .



*23. Vìty o pevnýh bodeh 297*23.5. Základní vìta algebry. Neh» p je polynom alespoò prvního stupnì. Potom existuje
z ∈ C tak, ¾e p(z) = 0.Návod . Neh» p(z) = a0 + a1z + · · · + an−1zn−1 + zn. Polo¾te R = 2 + |a0| + · · · + |an−1| a

g(z) = {
z − p(z)

Rei(n−1)�r pro |z| ≤ 1,
z − p(z)

Rzn−1 pro |z| ≥ 1,kde z = rei�, 0 ≤ � < 2π. Uka¾te, ¾e g je spojitá v C. Dále neh» C := {z ∈ C : |z| ≤ R}.Velku jednoduhými odhady
|g(z)| ≤ |z| +R−1∣∣p(z)∣∣ ≤ 1 +R−1(|a0| + · · · + |an−1| + 1) ≤ 1 + 1 < Rpro |z| ≤ 1 a

∣∣g(z)∣∣ ≤ ∣∣∣∣z− z

R
− a0 + · · · + an−1zn−1

Rzn−1 ∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣z
(1− 1

R

)∣∣∣∣+ |a0| + · · · + |an−1|
R

≤ R−1 + R− 2
R

≤ Rpro |z| ≥ 1 se ovìøí, ¾e g(C) ⊂ C. Brouwerova vìta pak dá existeni z0 ∈ C, pro nì¾ g(z0) = z0,tudí¾ p(z0) = 0. ♣Poznámka. Pov¹imnìte si odhadu |z0| ≤ 2 + |a0|+ · · ·+ |an−1|.*23.6. Ekvivalene s Brouwerovou vìtou. Existují ekvivalentní formulae Brouwerovy vìty,které lekdy slou¾í k jejím rùzným dùkazùm. Abyhom dobøe porozumìli následujíí vìtì, zaveïmeje¹tì nìkteré pojmy.Topologiký prostor T je sta¾itelný do bodu z, existuje-li spojitá funke H : T × [0, 1℄ → T(nazývaná homotopií) tak, ¾e H(t, 0) = t a H(t, 1) = z pro ka¾dé t ∈ T . Je-li topologiký prostorsta¾itelný do nìjakého bodu, je pak sta¾itelný do ka¾dého svého bodu. Øíkáme pak tedy kráte,¾e T je sta¾itelný .Je-li B1 uzavøená jednotková koule v Rn a f : B1 → Rn, øekneme, ¾e f je tøídy C1 na B1,symboliky f ∈ C1(B1), existuje-li otevøená mno¾ina G ⊃ B1 a zobrazení ϕ : G → Rn tak, ¾e ϕje tøídy C1 na G (tj. ϕ má spojité v¹ehny pariální derivae prvního øádu na G) a f = ϕ na B1.Oznaème je¹tì S1 := {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1}.(a) Vìta. Následujíí výroky jsou ekvivalentní:(i) B1 má vlastnost FPP,(ii) S1 není retraktem B1,(iii) S1 není sta¾itelná,(iv) je-li f ∈ C1(B1) a f(B1) ⊂ B1, existuje x ∈ B1 tak, ¾e f(x) = x.Návod . Je jasné, ¾e (i) ⇒ (iv). Ukázat, ¾e platí (iv), jinými slovy, ¾e "hladká\ zobrazení majípevný bod, je mnohem snaz¹í ne¾ pøímý dùkaz (i). Elementární dùkaz posledního tvrzení spolus dokázanou implikaí (iv) ⇒ (i) je uveden v nedávném èlánku T. Traynor [1996℄.Podívejme se na ostatní implikae.Neh» tedy B1 má vlastnost FPP a neh» existuje spojité zobrazení r : B1 → S1 tak, ¾e
r(x) = x pro x ∈ S1. Polo¾íme-li g(x) = −r(x), je g spojité zobrazení B1 na S1, má tedy pevnýbod z ∈ B1. Proto¾e z = −r(z), je z ∈ S1, tudí¾ musí být z = −z, o¾ vede ke sporu.Obráenì, neh» existuje spojité zobrazení f : B1 → B1 nemajíí ¾ádný pevný bod. De�nujmezobrazení r tak, ¾e pro x ∈ B1 je r(x) rovno tomu bodu na S1, který le¾í na polopøíme urèené
f(x) a x. Uká¾eme, ¾e r je retrake B1 na S1. To samozøejmì vy¾aduje trohu úsilí. Po hvíliv¹ak zjistíme, ¾e pro x ∈ B1 je

r(x) = x+ s(x)u(x) ,kde
u(x) = x− f(x)

‖x− f(x)‖ a s(x) = −(x, u(x)) + (1 − ‖x‖2 + (x, u(x))) 12 .



298 Poznámky, doplòky, vièeníA tudí¾ z tohoto vzoreèku je jasné, ¾e r je skuteènì po¾adovaná retrake.Je-li r : B1 → S1 retrake, potom homotopie H(x, t) := r((1 − t)x) stáhne S1 do bodu r(0).Naopak, jestli¾e homotopie H stáhne S1 do bodu z ∈ S1, potom zobrazení
r(x) = { z pro x = 0 ,

H( x
‖x‖ , 1 − ‖x‖) pro x 6= 0je retrakí B1 na S1. ♣(b) Poznámka. Pøedpokládejme, ¾e f : B1 → B1 je spojité zobrazení nemajíí na B1 pevný bod. Polo¾me

r(x) = 8
<
:

x
‖x‖ + (2‖x‖ − 2)f( x

‖x‖ ) , pokud ‖x‖ ≥ 12 ,2x− f(2x) pro ‖x‖ ≤ 12 .Jako u¾iteèné vièení uka¾te, ¾e r je opìt retrake B1 na S1.*23.7. Retrake koule na sféru. Neh» BX a SX jsou, jako obvykle, uzavøená jednotkovákoule a jednotková sféra v normovaném lineárním prostoru X . Platí následujíí tvrzení prvnìdokázané B. Nowakem [1979℄.(a) Vìta. Existuje spojitá retrake BX na SX , právì kdy¾ dimX = ∞.Jednodu¹¹í dùkaz tohoto tvrzení podali Y. Benyamini a Y. Sternfeld [1983℄. Dokázali v¹akdaleko víe, o èem¾ svìdèí následujíí vìta.
����Y. Benyamini

(b) Vìta. Buï X normovaný lineární prostor. Následujíí výroky jsou ekviva-lentní:(i) dimX = ∞,(ii) existuje lipshitzovská retrake BX na SX ,(iii) existuje lipshitzovské zobrazení f : BX → BX tak, ¾e inf{‖f(x) − x‖ :
x ∈ BX

}
> 0.Snad pouze pro pohodlí: f je lipshitzovské zobrazení, existuje-li k > 0 tak, ¾e ‖f(x) − f(y)‖ ≤

k ‖x − y‖ pro v¹ehna x, y. Lipshitzovská retrake je samozøejmì retrake, která je souèasnìlipshitzovským zobrazením. Koneènì retrake M na N je zobrazení r :M → N s vlastností, ¾e
r(x) = x pro x ∈ N .*23.8. Je¹tì k Brouwerovì vìtì v nekoneèné dimenzi. S. Ulam ve známé Skotské knizepolo¾il okolo roku 1935 problém, zda, v dne¹ní terminologii, jednotková sféra Hilbertova prostoruje retraktem uzavøené jednotkové koule. Odpovìï byla dána A. Tihonovem v [1935℄, kde jeukázáno, ¾e jednotková sféra v prostoru l2 je retraktem elé uzavøené jednotkové koule. J. Leray[1935℄ si pak v¹iml, ¾e jednotková sféra prostoru C([0, 1℄) je sta¾itelná. Z obou výsledkù pak plyne,¾e existují spojitá zobrazení uzavøenýh jednotkovýh koulí a» ji¾ prostoru l2 èi C([0, 1℄) do sebenemajíí pevné body.Jiné øe¹ení Ulamova problému vyu¾ívá jeden z výsledkù V.Kleeho z [1953℄. Ten øíká, ¾e proka¾dý nekoneènì dimenzionální Banahùv prostor X existuje homeomorfní zobrazení h prostoru

X na X \ {0} s vlastností h(x) = x pokud ‖x‖ ≥ 1. (Jen tak na okraj, C. Bessaga [1966℄ aC. Bessaga and A. Pe lzy�nski [*1975℄ ukázali, ¾e existuje takové zobrazení h dokone tøídy C∞.)Potom samozøejmì zobrazení r : x 7→ h(x)
‖h(x)‖ je retrakí BX na SX . A pokud r je retrakí BX na

SX , potom zobrazení −r : BX → BX je spojité zobrazení bez pevného bodu.První konkrétní pøíklad spojitého zobrazení jednotkové koule do sebe v Hilbertovì prostorunemajíí pevný bod se obvykle pøipisuje S. Kakutanimu. Uvedli jsme ho v odstavi 23.11.J. Dugundji [1951℄ ukázal, ¾e uzavøená jednotková koule nekoneènì dimenzionálního normo-vaného lineárního prostoru nemá nikdy vlastnost pevného bodu FPP. V. Klee [1955℄ Dugundjihovýsledek je¹tì zobenil: Konvexní podmno¾ina C metrizovatelného lokálnì konvexního prostorumá vlastnost FPP, právì kdy¾ C je kompaktní.Lze dokone dokázat je¹tì silnìj¹í tvrzení. Je-li toti¾ C nekompaktní uzavøená konvexní pod-mno¾ina nekoneènì rozmìrného Banahova prostoru, nejen¾e C nemá vlastnost pevného bodu,ale P.K. Lin a Y. Sternfeld [1985℄ ukázali, ¾e na C existují lipshitzovská zobrazení nemajíí aniaproximativní pevné body. Zde je jejih pøesný výsledek.



*23. Vìty o pevnýh bodeh 299Vìta. Je-li C nekompaktní uzavøená konvexní podmno¾ina Banahova prostoru nekoneèné di-menze, existuje lipshitzovské zobrazení f : C → C takové, ¾e inf{‖f(x) − x‖ : x ∈ C
}
> 0.*23.9. Tihonovova vìta v lokálnì konvexníh prostoreh. Vyjdeme-li z ráme Banaho-výh prostorù, lze dokázat následujíí zobenìní Shauderovy vìty pro lokálnì konvexní prostory.Dùkaz lze najít tøeba v K. Deimling [*1985℄, originál v A.N. Tyhonov [1935℄.Vìta. Je-li C uzavøená konvexní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru a f : C → C spojitézobrazení, pro nì¾ mno¾ina f(C) je relativnì kompaktní, potom existuje x ∈ C tak, ¾e f(x) = x.*23.10. Kakutani-Markovova vìta. Dal¹í dùle¾itou vìtou o pevnýh bodeh je Kakutani-Markovova vìta pro tøídu a�nníh zobrazení. Ne¾ ji vyslovíme, øeknìme si, ¾e zobrazení T kon-vexní mno¾iny C do vektorového prostoru je a�nní , jestli¾e T( n∑

j=1 λjxj

) = n∑
j=1 λjTxj, kdykoliv

xj ∈ C, λj ≥ 0 a n∑
j=1 λj = 1.(a) Vìta. Neh» F je tøída navzájem komutujííh spojitýh a�nníh zobrazení na kompaktníkonvexní mno¾inì C lokálnì konvexního prostoru X. Potom existuje x ∈ C tak, ¾e Tx = x prov¹ehna T ∈ F .Návod . Nejdøíve se doká¾e vìta v pøípadì, kdy F sestává pouze z jednoho zobrazení. Neh» tedy

T : C → C je spojité a�nní zobrazení nemajíí pevný bod. Potom mno¾iny {(x, x) : x ∈ C
}a {(x, Tx) : x ∈ C

} jsou disjunktní kompaktní konvexní mno¾iny. Podle geometriké Hahn-Banahovy vìty *14.7.e existují ϕ, ψ ∈ X∗ a α, β ∈ R tak, ¾e
ϕ(x) + ψ(Tx) ≤ α < β ≤ ϕ(y) + ψ(Ty)pro ka¾dou dvojii x, y ∈ C. Tudí¾ ψ(Tx− x) ≥ β − α pro ka¾dé x ∈ C, a iteraí také ψ(T nx−

x) ≥ n(β − α) → ∞. Dostáváme, ¾e posloupnost {ψ(T nx)} je neomezená, o¾ je zøejmý spors kompaktností mno¾iny ψ(C).Dokazujme nyní vlastní vìtu. Oznaèíme-li KT = {x ∈ C : Tx = x} mno¾inu pevnýh bodùzobrazení T ∈ F , je KT neprázdná kompaktní konvexní mno¾ina. K dokonèení dùkazu potøebu-jeme ukázat, ¾e ⋂{KT : T ∈ F} 6= ∅. K tomu staèí ovìøit, ¾e libovolné dvì (a podobnì i koneènìmnoho) mno¾iny z tohoto systému se protnou. Jsou-li v¹ak T, S ∈ F , máme S(KT ) ⊂ KT , nebo»
T a S komutují. Odtud plyne podle zaèátku dùkazu, ¾e zobrazení S ↾ KT má pevný bod, tak¾e
KS ∩KT 6= ∅. ♣(b) Poznámky. (b1) Pøi dùkazu Kakutani-Markovovy vìty jsme pou¾ili jednu z forem Hahn-Banahovy vìty.S. Kakutani v [1938b℄ naopak vyu¾il právì uvedenou vìtu k dùkazu Hahn-Banahovy vìty.(b2) Jednu z hezkýh aplikaí Kakutani-Markovovy vìty tvoøí dùkazy tvrzení o existeni invariantníh mìr nagrupáh, speiálnì o existene Haarovy míry na kompaktní grupì.*23.11. Závìreèné poznámky. Z novìj¹íh publikaí o pevnýh bodeh neexpanzivníh zobrazení jmenujme K.Goebel and S Reih [*1984℄, K. Goebel and W.A. Kirk [*1990℄, J. Dugundji and A. Granas [*1982℄ èi A.G. Aksoyand M.A. Khamsi [*1990℄.



300 AppendixA. Nìo málo z lineární algebryA.1. Vektorové prostory. Neh» F znaèí buïto tìleso reálnýh èi komplexníh èísel. Vektoro-vým prostorem W nad F rozumíme (neprázdnou) mno¾inuW , kde mezi jejími prvky je de�novánosèítání + : W ×W →W a skalární násobení F×W →W splòujíí jisté axiomy. Podstatné je, ¾e
W vzhledem ke sèítání tvoøí komutativní grupu s nulovým prvkem 0 a ¾e ve W platí distributivnízákony. Vektorový prostor skládajíí se z jediného prvku {0} nazveme triviálním a nebudeme sejím vùbe zabývat.Nìkdy té¾ mluvíme o reálném èi komplexním vektorovém prostoru, podle toho, nad jakýmtìlesem ho hápeme.Podprostorem Z vektorového prostoru W rozumíme takovou jeho podmno¾inu splòujíí λx+
µy ∈ Z, pokud λ, µ ∈ F a x, y ∈ Z. Symboliky to budeme zapisovat jako Z ⊂⊂W .Báze vektorového prostoru je taková jeho podmno¾ina B, pro ni¾(a) ka¾dá koneèná podmno¾ina prvkù B je lineárnì nezávislá,(b) ka¾dý prvek z W lze napsat (jednoznaènì) jako koneènou lineární kombinai nìjakýhprvkù z B.Proto¾e bází, s nimi¾ se v moderní analýze setkáváme, je víe (kupø. báze topologie, Shauderovaèi ortonormální báze), budeme bázi vektorového prostoru nazývat pøesnìji Hamelovou nebo té¾algebraikou bází.Dùle¾itá je následujíí vìta, její¾ dùkaz je jednoduhou aplikaí Zornova lemmatu.Vìta. Buï B0 lineárnì nezávislá podmno¾ina (netriviálního) vektorového prostoru W . Potomexistuje báze prostoru W obsahujíí B. Speiálnì ka¾dý vektorový prostor má bázi.Existuje-li báze prostoru W majíí pouze koneènì mnoho prvkù, má libovolná báze W stejnýpoèet prvkù. Tento poèet pak nazveme dimenzí vektorového prostoru W . Nekoneènì dimenzi-onální prostory jsou pak ty, které mají báze o nekoneènì mnoha prvíh. Tedy v prostoru, kdedimW = ∞, existuje nekoneèná lineárnì nezávislá mno¾ina (zopakujme, ¾e nekoneèná podmno-¾ina vektorového prostoru je lineárnì nezávislá, jestli¾e ka¾dá její koneèná podmno¾ina sestáváz lineárnì nezávislýh prvkù). Snad pouze pro pøesnost, triviální vektorové prostory budou mítdimenzi 0.Poznámky. (a) BuïW vektorový prostor nad tìlesem komplexníh èíselC. Potom lzeW hápat také jako vektorovýprostor nad R. Pøesnìji, oznaème WR mno¾inu W , kde násobení skalárem omezíme pouze na násobení reálnýmièísly. Potom je zøejmìWR reálný vektorový prostor. Není v¹ak pravda, ¾e násobení v reálném vektorovém prostorulze v¾dy roz¹íøit na násobení nad C tak, abyhom dostali komplexní vektorový prostor. Staèí vzít pøíklad R èiR3. V tomto vektorovém prostoru nelze de�novat násobení komplexními èísly tak, aby R nebo R3 byl stálevektorový prostor a násobení se shodovalo s pùvodním násobením reálnými èísly. To není tì¾ké si rozmyslet. Jakbyhom toti¾ de�novali kupø. souèin ix? Obenì lze ukázat, ¾e takové roz¹íøení existuje, právì kdy¾ na W existujeautomor�zmus (izomor�zmus W na W ) u tak, ¾e u2(x) = −x pro ka¾dé x ∈ W . Potom de�nujeme ix := u(x).(b) Podobnou otázku si mù¾eme polo¾it i v pøípadì Banahovýh èi topologikýh vektorovýh prostorù. Vlastnìji¾ S. Banah se ptal, zda ka¾dý nekoneènì dimenzionální reálný Banahùv prostor X je "reálnou\ èástí nìjakéhokomplexního prostoru, tedy zda násobení (reálným) skalárem lze spojitì roz¹íøit na násobení komplexními èísly.I zde je nutnou a postaèujíí podmínkou existene spojitého izomor�zmu u : X → X splòujíího u2(x) = −x pro
x ∈ X. Jako protipøíklad, ¾e to není v¾dy mo¾né, poslou¾í Jamesùv prostor z *1.2.d. Ètenáøe mù¾eme odkázat naèlánek J. Dieudonné [1952℄ a na monogra�i H.H. Shaefer [*1966℄.A.2. Lineární zobrazení. Jsou-li V a W vektorové prostory (nad tým¾ tìlesem), je L : W → Vlineárním zobrazením, pokud zahovává vektorové operae, tj. pokud

L(λx+ µy) = λLx+ µLypro v¹ehna x, y ∈ W a λ, µ ∈ F. V pøípadì, kdy V = W mluvíme té¾ o operátoreh, pokud
V = F také o lineárníh formáh èi o funkionáleh na W .



A. Nìo málo z lineární algebry 301Prostor v¹eh lineárníh forem na W nazveme algebraikým duálem prostoruW . Ten tvoøí opìtvektorový prostor s pøirozenì de�novaným sèítáním a násobením skalárem. Budeme jej znaèitsymbolem W#.Je-li L : W → V lineární zobrazení, nazveme mno¾inykerL := {x ∈W : Lx = 0} a RL := L(W ) = {Lx : x ∈ W}jádrem a oborem hodnot zobrazení L.Vektorové prostory W a V nazveme (algebraiky) izomorfními , existuje-li prosté lineární zob-razení W na V . Izomorfní zobrazení mezi vektorovými prostory W a V , kráte jen (algebraiký)izomor�mus , je tedy prosté lineární zobrazení W na V . Izomorfnímu zobrazení W na W se nìkdyøíká automor�zmus .Poznámka. Je-liW vektorový prostor nad C a ϕ ∈ W# (komplexní) lineární forma na nìm, je u := Reϕ prvkem
W#R . Naví platí, ¾e ϕ(x) = u(x) − iu(ix) pro ka¾dé x ∈ W . Naopak, je-li u ∈ W#R a ψ : x 7→ u(x) − iu(ix) pro
x ∈ W , je ψ ∈ W#.A.3. Faktorový prostor. Je-li Z podprostor vektorového prostoru W , de�nujeme ekvivalenina W tak, ¾e prvky x, y ∈ W jsou ekvivalentní , jestli¾e x−y ∈ Z. To je skuteènì vztah ekvivalenea prostor W se rozpadne na tøídy navzájem ekvivalentníh prvkù. Tøídou obsahujíí prvek x jepak mno¾ina x+Z. Faktorovým prostorem W/Z rozumíme prostor právì v¹eh tøíd ekvivalentníhprvkù, kde sèítání a násobení skalárem je de�nováno pøedpisem(x+ Z) + (y + Z) := (x+ y) + Z a λ(x + Z) := λx + Z .Tato de�nie je korektní, je toti¾ nezávislá na výbìru prvkù v dané tøídì. Není tì¾ké ovìøit, ¾e
W/Z s takto de�novanými operaemi tvoøí vektorový prostor.Zobrazení q : W → W/Z, které pøiøadí prvku x ∈ W tøídu x + Z, nazveme kanonikýmzobrazením. Kanoniké zobrazení je samozøejmì lineární.Kodimenzí podprostoru Z ve vektorovém prostoru W rozumíme dimenzi dimW/Z.A.4. Nadroviny. Zaènìme s následujíí harakteristikou.Vìtièka. Neh» H je podprostor vektorového prostoru W . Potom následujíí podmínky jsouekvivalentní:(i) H je maximální vlastní podprostor W ,(ii) odimH := dimW/H = 1,(iii) existuje nenulový lineární funkionál f na W tak, ¾e H = ker f .Návod . Ekvivalene (i) a (ii) je zøejmá. Je-li H = ker f , kde f je nenulový lineární funkionál, je
H vlastní podprostor W . Volíme-li x ∈ W \H , je lineární obal ({x}, H) elý prostor W (nebo»
w = (w− f(w)

f(x) x)+ f(w)
f(x) x, pøièem¾ (w− f(w)

f(x) x) ∈ H ). Tudí¾ odimH = 1. Je-li naopak H vlastnímaximální podprostor W a z /∈ H , staèí polo¾it f(x+ λz) := λ pro x ∈ H . Potom f je korektnìde�novaný nenulový lineární funkionál a H = ker f . ♣Nadrovinou ve vektorovém prostoru W rozumíme ka¾dou mno¾inu tvaru x+H , kde x ∈W a
H je maximální vlastní podprostorW . S ohledem k vý¹e uvedené harakteristie je H nadrovinou,právì kdy¾ existuje skalár α a nenulový lineární funkionál f ∈W# tak, ¾e H = {x ∈ W : f(x) =
α}.Je-li W reálný vektorový prostor, H = {x ∈ W : f(x) = α} a A podmno¾ina W , nazveme Hopìrnou nadrovinou k A, jestli¾e A ⊂ {x ∈ W : f(x) ≤ α} anebo A ⊂ {x ∈ W : f(x) ≥ α} aexistuje x0 ∈ A tak, ¾e f(x0) = α.A.5. Základní lemma. Neh» W je vektorový prostor (nad F) a g, f1, . . . , fn lineární formyna nìm. Potom g je lineární kombinaí f1, . . . , fn, právì kdy¾ n⋂

i=1 ker fi ⊂ ker g.



302 AppendixDùkaz. Pøedpokládejme, ¾e n⋂
i=1 ker fi ⊂ ker g. Pro w ∈ W polo¾me L(w) = (f1(w), . . . , fn(w)).Dále je¹tì de�nujme funki T na L(W ) pøedpisem T (f1(w), . . . , fn(w)) = g(w). Potom

T : L(W ) → F je lineární zobrazení de�nované korektnì (podle pøedpokladu) na podprostoru
L(W ) ⊂ Fn. Proto¾e T lze roz¹íøit na lineární zobrazení de�nované na elém prostoru Fn, existují
λ1, . . . , λn tak, ¾e g(w) = n∑

i=1λifi(w) pro ka¾dé w ∈W .Dùkaz opaèné implikae je triviální.Jiný dùkaz. Lze postupovat také indukí podle n, pøièem¾ ve znìní lemmatu se lze omezit napøípad, kdy formy f1, . . . , fn jsou lineárnì nezávislé. Jeliko¾ tvrzení je triviální pro n = 1,pøedpokládejme rovnou ¾e platí pro ka¾dou k-tii forem, kde k ≤ n − 1. Proto¾e pro ¾ádné
j ∈ {1, . . . , n} forma fj není lineární kombinaí zbylýh forem, existují podle indukèního pøedpo-kladu a1, . . . , an ∈ W tak, ¾e fj(aj) = 1 a fj(ak) = 0 pro ka¾dé j = 1, . . . , n a ka¾dé k = 1, . . . , n,
k 6= j. Volme j, 1 ≤ j ≤ n a x ∈ W . Proto¾e fj

(
x −

n∑
k=1 fk(x)ak

) = 0, je podle pøedpokladu i
g
(
x−

n∑
k=1 fk(x)ak

) = 0. Potom ov¹em g = n∑
k=1 g(ak)fk.A.6. Biortogonální systém. Neh» f1, . . . , fn jsou lineárnì nezávislé formy na vektorovémprostoru W . Potom existují lineárnì nezávislé prvky w1, . . . , wn ∈ W tak, ¾e fi(wj) = δj

i proka¾dou dvojii i, j.Dùkaz. Volme i ∈ {1, . . . , n}. Existuje vi ∈ ⋂
k 6=i

ker fk \ ker fi. V opaèném pøípadì by toti¾podle pøedhozího základního lemmatu A.5 byla forma fi lineární kombinaí zbývajííh forem.Polo¾íme-li wi := vi

fi(vi) , máme fj(wi) = 0 pro i 6= j a fi(wi) = 1. Zbývá ukázat, ¾e prvky
w1, . . . , wn jsou lineárnì nezávislé. Ale k tomu si staèí pouze vzpomenout na de�nii lineárnínezávislosti. B. Topologie v kosteB.1. Základní pojmy. Uva¾ujme mno¾inu T a nìjaký systém τ jejíh podmno¾in. Øekneme,¾e τ je topologie, jestli¾e ∅ a T le¾í v τ a jestli¾e τ je uzavøena na tvoøení koneènýh prùnikùa libovolnýh sjednoení. Mno¾inám z τ øíkejme otevøené . Chápeme tedy topologii jako kolekimno¾in s jistými vlastnostmi.Základním pøíkladem topologie slou¾í systém v¹eh otevøenýh podmno¾in metrikého pro-storu. Ov¹em ne ka¾dá topologie vznikne tímto zpùsobem. Existuje-li metrika na T tak, ¾e to-pologie τ je právì systémem otevøenýh podmno¾in T v této metrie, øíkáme, ¾e topologie τ jemetrizovatelná.Je-li τ topologie na T a S je podmno¾ina T , je koleke τS := {G ∩ S : G ∈ τ} topologiena S. Prostor S opatøený topologií τS se pak nazývá podprostorem, èi pøesnìji topologikýmpodprostorem, prostoru (T, τ).Zobrazení f mezi topologikými prostory (T1, τ1) a (T2, τ2) nazveme spojitým, jestli¾e f−1(G) ∈
τ1 pro ka¾dou mno¾inu G ∈ τ2. Jinými slovy, jestli¾e vzory otevøenýh mno¾in z T2 jsou otevøenév T1.Máme-li v T otevøené mno¾iny, není tì¾ké de�novat mno¾iny uzavøené . To jsou právì doplòkyotevøenýh mno¾in. Z de Morganovýh pravidel vyplývá, ¾e prùnik libovolného poètu a sjednoeníkoneènì mnoha uzavøenýh mno¾in je mno¾ina uzavøená. Samozøejmì ∅ a T jsou i mno¾inyuzavøené.Uzávìr A mno¾iny A ⊂ T de�nujeme jako prùnik systému v¹eh uzavøenýh mno¾in obsahují-íh A. Proto¾e T je uzavøená mno¾ina obsahujíí A, je tento systém neprázdný. A proto¾e prùnikuzavøenýh mno¾in je mno¾ina uzavøená, je A mno¾ina uzavøená. Je tedy uzávìr A nejmen¹í uza-vøená mno¾ina obsahujíí A. Duálnì de�nujeme vnitøek IntB mno¾iny B jako sjednoení v¹ehotevøenýh mno¾in obsa¾enýh v B.Okolím bodu t ∈ T rozumíme ka¾dou mno¾inu obsahujíí t ve svém vnitøku.



B. Topologie v koste 303Poznámka. Topologiké prostory lze zadávat i jinými zpùsoby. Tøeba zobrazením A 7→ A splòujíím jisté"Kuratowského axiomy\. V nih se po¾aduje, aby ∅ = ∅, A ⊂ A, A ∪ B = A∪B a A = A. Uzavøené mno¾iny jsoupak ty, které splývají se svým "uzávìrem\. Koleke jejih doplòkù pak vytváøí na¹i topologii otevøenýh mno¾in.Topologie lze vytváøet i pomoí �ltrù okolí jednotlivýh bodù. Toho jsme vyu¾ili pøi de�nii topologikýhvektorovýh prostorù, podívejte se na 13.4.Je-li {zn} posloupnost prvkù v topologikém prostoru (T, τ), øekneme, ¾e {zn} konvergujek z ∈ T , jestli¾e ke ka¾dému okolí U bodu z existuje n0 tak, ¾e zn ∈ U pro v¹ehna n ≥ n0.Pokud jde o kompaktnost, mù¾eme de�novat kompaktní mno¾iny jako ty, u nih¾ z ka¾déhojejih pokrytí otevøenými mno¾inami lze vybrat koneèné podpokrytí, èi sekveniálnì kompaktnímno¾iny , kde z libovolné posloupnosti jejih prvkù lze vybrat konvergentní podposloupnost s li-mitou v této mno¾inì. Zatímo v metrikýh prostoreh pojmy kompaktníh a sekveniálnì kom-paktníh mno¾in splývají (to není úplnì triviální dokázat), v obenýh topologikýh prostorehtomu tak být nemusí.Topologiký prostor je lokálnì kompaktní , jestli¾e ka¾dý jeho bod má kompaktní okolí a σ-kompaktní , jestli¾e je spoèetným sjednoením svýh kompaktníh podmno¾in.De�nie topologikýh prostorù je pøíli¹ obená a nemù¾e zaruèit splnìní jistýh vlastností, nakteré jsme zvyklí z teorie metrikýh prostorù. Proto se èasto tøída v¹eh topologikýh prostorùzú¾í a uva¾ují se pouze ty, kde libovolné dva rùzné body lze oddìlit disjunktními otevøenýmimno¾inami. Ty pak nazýváme Hausdor�ovými topologikými prostory. V nih kupøíkladu bodyjsou ji¾ uzavøené mno¾iny.Existují i dal¹í kategorie topologikýh prostorù. Prostor (T, τ) je regulární , jestli¾e ke ka¾déuzavøené mno¾inì F ⊂ T a x ∈ T \ F existují otevøené mno¾iny G1, G2 ∈ τ tak, ¾e x ∈ G1,
F ⊂ G2 a G1 ∩ G2 = ∅. To lze øíi i jinak. Prostor T je regulární, jestli¾e ke ka¾dému bodu
t ∈ T a ka¾dému okolí U bodu t existuje uzavøené okolí F bodu t tak, ¾e t ∈ F ⊂ U . Jeliko¾regulární prostor nemusí být je¹tì Hausdor�ùv (jeho jednobodové podmno¾iny nemusejí být toti¾uzavøené), dávají mnozí autoøi do de�nie regularity i po¾adavek hausdor�ovosti.Proto¾e v regulárníh prostoreh spojité funke mohou být pouze konstanty (pøíklad regulár-ního prostoru, na nìm¾ je ka¾dá spojitá funke konstantní, sestrojil tøeba J. Novák v [1948℄-vizté¾ E. Èeh [Èeh℄), je¹tì dále se vydìlí jisté jejih podtøídy. Topologiký prostor T je úplnìregulární , jestli¾e ke ka¾dé uzavøené mno¾inì F ⊂ T a ka¾dému bodu x ∈ T \ F existuje spojitáomezená funke na T tak, ¾e f(x) = 0 a f = 1 na F .Normální jsou ty prostory, u nih¾ ka¾dé dvì disjunktní uzavøené mno¾iny lze oddìlit otevøený-mi mno¾inami. Tedy T je normální, pokud ke ka¾dým dvìma disjunktním uzavøeným mno¾inám
F1, F2 v T existují disjunktní otevøené mno¾iny G1, G2 ⊂ T tak, ¾e F1 ⊂ G1 a F2 ⊂ G2. Ka¾dýHausdor�ùv normální topologiký prostor je ji¾ úplnì regulární (to není úplnì triviální), a ka¾dýúplnì regulární prostor je regulární (to je snadné dokázat). Platí také, ¾e ka¾dý Hausdor�ùvkompaktní prostor èi ka¾dý metriký prostor je normální.Bází topologikého prostoru (T, τ) rozumíme ka¾dou soustavu mno¾in B ⊂ τ s vlastností,¾e ka¾dá mno¾ina z τ je sjednoením nìjakýh mno¾in z B. Existuje-li v T spoèetná báze jehotopologie, øíkáme, ¾e T vyhovuje 2. axiomu spoèetnosti .Bází okolí bodu x, nìkdy té¾ lokální bází , rozumíme libovolnou bázi �ltru v¹eh okolí bodu x(srovnej s C.2). Jestli¾e ka¾dý bod T má spoèetnou bázi svýh okolí, splòuje T 1. axiom spoèet-nosti . Separabilní jsou ty prostory, v nih¾ existuje spoèetná hustá podmno¾ina. Pøitom mno¾inaje hustá v T , jestli¾e jejím uzávìrem je elý prostor T . V metrikýh prostoreh je separabilitaekvivalentní existeni spoèetné báze topologie. Metriké prostory také splòují 1. axiom spoèet-nosti.Mno¾ina G se nazve mno¾inou typu Gδ, nìkdy té¾ Gδ-mno¾inou, je-li prùnikem spoèetnìmnoha otevøenýh mno¾in. V metrikýh prostoreh jsou uzavøené mno¾iny (speiálnì jednobo-dové mno¾iny) v¾dy typu Gδ. V topologikýh prostoreh tomu tak zdaleka není. Mno¾iny typu
Fσ jsou ty, které jsou spoèetným sjednoením uzavøenýh mno¾in.Posloupnost {xn} prvkù metrikého prostoru (P, ̺) nazveme auhyovskou, jestli¾e ke ka¾dému
ε > 0 existuje n0 tak, ¾e ̺(xi, xj) < ε, kdykoliv i, j ≥ n0. Zøejmì ka¾dá konvergentní posloupnostje auhyovská. Úplné jsou ty prostory, v nih¾ ka¾dá auhyovská posloupnost je konvergentní.Uveïme nyní nìkterá tvrzení z topologie, která jsme v na¹em výkladu potøebovali.



304 AppendixB.2. Baireovy prostory. Zopakujme, ¾e A je hustou podmno¾inou topologikého prostoru T ,jestli¾e A = T . Jinak øeèeno, je-li G ⊂ T otevøená neprázdná mno¾ina, musí být G ∩ A 6= ∅.Populárnì øeèeno, mno¾ina A nesmí v prostoru T nehat "díry\; pøièem¾ "dírou\ rozumíme ka¾dou neprázdnouotevøenou podmno¾inu T .Mno¾ina B je øídká, jestli¾e T \B je hustá, anebo ekvivalentnì, jestli¾e B nemá ¾ádné vnitøníbody.Mno¾ina M ⊂ T je 1. kategorie (v T ), jestli¾e ji lze vyjádøit jako sjednoení spoèetnì mnohaøídkýh mno¾in.Mno¾ina M ⊂ T je 2. kategorie (v T ), jestli¾e není 1. kategorie. To lze formulovat také takto:Kdykoliv {Gn} je posloupnost hustýh otevøenýh podmno¾in T , potom ⋂
nGn ∩M 6= ∅.Tedy mno¾ina M ⊂ T je 2. kategorie v sobì (rozumí se v M), jestli¾e T

nGn 6= ∅, kdykoliv {Gn} je posloupnosthustýh otevøenýh mno¾in v M .Koneènì, mno¾ina M ⊂ T je reziduální , jestli¾e její doplnìk T \M je mno¾ina 1. kategorie.Prostor T se zove Baireùv , jestli¾e ka¾dá jeho neprázdná otevøená podmno¾ina je 2. katego-rie. Ekvivalentnì, T je Baireùv, právì kdy¾ pro ka¾dou posloupnost {Gn} hustýh otevøenýhpodmno¾in T je prùnik ⋂nGn mno¾ina hustá.B.3. Baireova vìta. Ka¾dý úplný metriký prostor anebo ka¾dý lokálnì kompaktní topologikýprostor je Baireùv.Náznak dùkazu. Neh» {Gn} je posloupnost hustýh otevøenýh mno¾in v úplném metrikémprostoru T . Cheme ukázat, ¾e ⋂nGn je hustá mno¾ina. Volme tedy otevøenou neprázdnoumno¾inu G ⊂ T . Proto¾e G1 je hustá v T , je prùnik G1 ∩ G neprázdný. Existuje tedy otevøenákoule U(x1, ε1) tak, ¾e U(x1, ε1) ⊂ G1∩G. Proto¾eG2 je hustá, musí protnout U(x1, ε1). Existujetedy otevøená koule U(x2, ε2) tak, ¾e U(x2, ε2) ⊂ G2 ∩ U(x1, ε1) ⊂ G2 ∩G1 ∩G. Takto mù¾emepokraèovat (indukí) dále. Pokud by existoval bod v prùniku v¹eh (do sebe zaøazenýh koulí
U(xn, εn)), je vyhráno. Jestli¾e tedy je¹tì bìhem dùkazu zaruèíme, aby εn → 0, bude podle jednéCantorovy vìty z B.4 prùnik ⋂n U(xn, εn) neprázdný. A bod v tomto prùniku bude zøejmì le¾etv G ∩⋂nGn.V pøípadì lokálnì kompaktního prostoru mù¾eme postupovat úplnì stejnì. Místo U(xn, εn)budeme volit kompaktní okolí a následujíí Cantorova vìta (tentokráte o neprázdnosti prùnikudo sebe zaøazenýh neprázdnýh kompaktù) dá opìt tvrzení. Detaily udìlejte sami!B.4. Cantorovy vìty. Neh» T je topologiký prostor a C1 ⊃ C2 ⊃ C3 . . . klesajíí posloup-nost jeho neprázdnýh podmno¾in. Jestli¾e buïto T je úplný metriký prostor, Cn jsou uzavøenémno¾iny a diamCn → 0 anebo Cn jsou kompaktní mno¾iny, potom ∞⋂

n=1Cn 6= ∅.Soustava K podmno¾in mno¾iny T se nazve entrovanou, jestli¾e prùnik libovolného koneè-ného podsystému z K je neprázdný. Následujíí vìta udává dùle¾itou harakterizai kompaktníhmno¾in. Její dùkaz je opìt lehounkým vièením na de�nii kompaktnosti.B.5. Vìta. Neh» T je topologiký prostor. Potom T je kompaktní, právì kdy¾ prùnik ka¾déentrované soustavy uzavøenýh podmno¾in T je neprázdný.B.6. Cvièení. Jako vièení na dané pojmy zkuste dokázat následujíí tvrzení.Vìtièka. Uzavøená podmno¾ina kompaktního prostoru je kompakt. Kompaktní podmno¾ina Hausdor�ova pro-storu je uzavøená.Je-li topologie τ na T Hausdor�ova a σ ⊃ τ je také topologie na T , je i σ Hausdor�ova.Je-li f : K → T spojité zobrazení kompaktního prostoru K na T , je T = f(K) kompaktní.V dùkazu následujíí vìty vyu¾ijeme právì zformulovanou vìtièku.B.7. Vìta. Neh» τ a σ jsou topologie na mno¾inì K. Jestli¾e τ je Hausdor�ova, prostor K jekompaktní v σ a τ ⊂ σ, potom τ a σ ji¾ na K splývají.Dùkaz. Uva¾ujme identiké zobrazení id : (K,σ) → (K, τ). Podle pøedpokladù je id spojité.Vezmeme-li σ-uzavøenou mno¾inu F ⊂ K, je F kompaktní v topologii σ. Ze spojitosti identitynyní plyne, ¾e musí být uzavøená i v τ . Tím jsme ukázali, ¾e σ = τ .



B. Topologie v koste 305Neh» � je indexová mno¾ina a Tγ topologiký prostor pro ka¾dé γ ∈ �. Kartézský souèin
T := ∏

γ∈�Tγ je mno¾ina v¹eh zobrazení f : � → ⋃
γ∈�Tγ , pro nì¾ f(γ) ∈ Tγ pro ka¾dé γ ∈ �.(Jen tak stranou, uvìdomte si, ¾e axiom výbìru zaruèuje neprázdnost tohoto kartézského sou-èinu.) Na T de�nujme nyní topologii tím, ¾e popí¹eme, jak vypadají okolí jednotlivýh bodù.Mno¾inu G ⊂ T nazveme otevøenou v souèinové topologii , jestli¾e ke ka¾dému x ∈ G existujekoneènì mnoho indexù γ1, . . . , γn ∈ � tak, ¾e Gγj
jsou otevøené v Tγj

(j = 1, . . . , n) a
x ∈

{
f ∈

∏

γ∈�Tγ : f(γj) ∈ Gγj
pro j = 1, . . . , n} ⊂ G .Posloupnost (respektive zobenìná posloupnost) fn konverguje v této topologii k f , právì kdy¾

fn(γ) → f(γ) v prostoru Tγ pro ka¾dé γ ∈ �. Je tedy souèinová topologie na T topologií bodovékonvergene.Následujíí vìta patøí k pilíøùm topologie. Existují její rùzné dùkazy, ty by ov¹em vy¾adovalydal¹í prostøedky. Lze je v¹ak nalézt v ka¾dé knize o topologii. Ètenáøe mù¾eme odkázat té¾ naèlánek P.R. Cherno� [1992℄, kde je struènì pojednáno o rùznýh mo¾nosteh a proveden dùkazpomoí zobenìnýh posloupností.B.8. Tihonovova vìta. Kartézský souèin kompaktníh topologikýh prostorù je kompakt.B.9. Vìta. Je-li K kompaktní metriký prostor, je prostor C(K) separabilní.Návod . Proto¾e K je separabilní, existuje v nìm spoèetná báze {Vn} jeho topologie (to znamená,¾e libovolná otevøená mno¾ina v K se dá vyjádøit jako sjednoení nìkterýh mno¾in z této báze).Polo¾me fn : x 7→ dist(x,K \ Vn). Je-li A algebra funkí generovaná {fn}, zjistíme pomoíStone-Weierstrassovy vìty D.2, ¾e A je hustá v C(K). ♣I dal¹í, pomìrnì ménì známou vìtu, jsme v na¹em textu potøebovali.B.10. Vìta. Neh» K je kompaktní topologiký prostor. Existuje-li spoèetná mno¾ina S ⊂ C(K)oddìlujíí body K, potom K je metrizovatelný prostor.Dùkaz. Lze pøedpokládat, ¾e |f | ≤ 1 na K pro ka¾dou funki f ∈ S. Srovnejme prvky S doposloupnosti. Øeknìme, ¾e S = {sn}. Polo¾me ̺(x, y) = ∑
n

12n |sn(x) − sn(y)|. Lehko se ovìøí,¾e ̺ je metrika na K (zde potøebujeme, aby S oddìlovala body K). Neh» τ̺ je topologie na Kindukovaná metrikou ̺ a τ pùvodní topologie K. Uká¾eme-li, ¾e τ̺ je Hausdor�ova a je hrub¹íne¾ τ (τ̺ ⊂ τ), bude vzhledem k vìtì B.7 τ̺ = τ . K tomu ale staèí ukázat, ¾e libovolná koule
{x ∈ K : ̺(x, z) < ε} je mno¾ina τ -otevøená. Ale to je pravda, nebo» v¹ehny funke sn jsou
τ -spojité a øada de�nujíí vzdálenost ̺(x, y) konverguje stejnomìrnì.Normální topologiké prostory se dají harakterizovat i mnoha dal¹ími zpùsoby. Zde je jedenz nih.B.11. Tietze-Urysohnova vìta. Topologiký prostor T je normální, právì kdy¾ pro ka¾douuzavøenou mno¾inu F ⊂ T a ka¾dou spojitou funki f : F → (a, b) existuje spojitá funke ϕf na
T tak, ¾e f = ϕf na F a ϕf (T ) ⊂ (a, b).Analogiká vìta neplatí pro zobrazení do libovolnýh Banahovýh anebo lokálnì konvexníhprostorù. Niménì následujíí vìta, dokázaná v J. Dugundji [1951℄ za pøedpokladu metrizovatel-nosti dnes patøí k velie dùle¾itým.B.12. Dugundjiho vìta. Neh» A je uzavøená podmno¾ina metrizovatelného prostoru P a Ckonvexní podmno¾ina lokálnì konvexního prostoru. Jestli¾e f : A→ C je spojité zobrazení, potomexistuje spojité zobrazení ϕf : P → C tak, ¾e ϕf = f na A.B.13. Svaz topologií. Jsou-li τ a σ topologie na T a σ ⊂ τ , øíkáme, ¾e σ je slab¹í ne¾ τ .Samozøejmì se pak øíká, ¾e τ je silnìj¹í anebo jemnìj¹í ne¾ σ. S takto de�novaným uspoøádánímpomoí mno¾inové inkluze tvoøí systém 
(T ) v¹eh topologií na T uspoøádanou mno¾inu.Nejvìt¹ím prvkem 
(T ) je diskrétní topologie sestávajíí ze v¹eh podmno¾in mno¾iny T anejmen¹ím prvkem 
(T ) pak topologie {∅, T }. Té se nìkdy øíká triviální èi indiskrétní .



306 Appendix(a) Úplný svaz. Neh» (M,≺) je uspoøádaná mno¾ina (de�nie, pokud si ji hete osvì¾it, je uvedena v C.4; tamjsou uvedeny i de�nie horní závory a maximálního prvku). Je-li S její neprázdná podmno¾ina, øekneme, ¾e prvek
s ∈ M je supremem mno¾iny S, znaèíme s = supS, jestli¾e s je minimálním prvkem mno¾iny v¹eh horníh závormno¾iny S. Jinými slovy, s = supS, jestli¾e x ≺ s pro ka¾dé x ∈ S a pokud x ≺ s∗ pro ka¾dé x ∈ S, potom nutnì
s ≺ s∗. Obdobnì se de�nuje inf S.Uspoøádaná mno¾ina (M,≺) tvoøí svaz , pokud inf{x, y} a sup{x, y} existují pro ka¾dou dvojii x, y ∈ M .Øekneme, ¾e uspoøádaná mno¾ina (M,≺) tvoøí úplný svaz , jestli¾e ka¾dá její neprázdná podmno¾ina má in-�mum a supremum. Obsahuje-li mno¾ina M nejvìt¹í a nejmen¹í prvek, tvoøí M úplný svaz, jestli¾e její ka¾dáneprázdná podmno¾ina má in�mum. Je-li toti¾ pak S ⊂ M a oznaèíme-li S∗ := {x ∈M : s ≺ x pro ka¾dé s ∈ S},je S∗ neprázdná mno¾ina a její in�mum je vlastnì supremem S.(b) Vìtièka. Uspoøádaná mno¾ina (
(T ),⊂) v¹eh topologií na dané mno¾inì T tvoøí úplnýsvaz.Návod . Proto¾e 
(T ) obsahuje nejvìt¹í a nejmen¹í prvek, staèí ukázat, ¾e libovolná neprázdnápodmno¾ina T ⊂ 
(T ) má in�mum. Tím je v¹ak prùnik v¹eh topologií z T (ovìøte, ¾e neprázdnýprùnik topologií je opìt topologie!). Z pøedhozího pak vyplývá, ¾e mno¾ina T má té¾ supremum.Poznamenejme jenom, ¾e jím zdaleka není sjednoení v¹eh topologií z T . ♣() Poznámka. Pokud byhom uva¾ovali v koleki 
(T ) v¹eh topologií na T jeho podmno¾inu 
h(T ) sestávajííjenom z Hausdor�ovýh topologií na T , netvoøí 
h(T ) podsvaz 
(T ). Niménì sup
(T )M = sup
h(T )M proka¾dou koleki M ⊂ 
h(T ) (zde symbolem supZ oznaèujeme supremum ve svazu Z). Pokud jde o in�ma, tase nemusejí zahovávat. Jako pøíklad staèí uva¾ovat koleki M = 
h(T ) v¹eh Hausdor�ovýh topologií na T .Dokone in�ma v 
h(T ) nemusí existovat. Zde je pøíklad. Buï T nekoneèná mno¾ina a t ∈ T . Neh» topologie τtje generována systémem mno¾in

{{y} : y ∈ T, y 6= t} ∪ {T \ F : F ⊂ T koneèná} .Potom τt je pro ka¾dé t ∈ T Hausdor�ova, ale inf(τx, τy) pro x 6= y v 
h(T ) neexistuje.B.14. Vìta. Neh» F je systém reálnýh funkí na topologikém prostoru T . Potom na Texistuje nejmen¹í topologie τF , v ní¾ jsou v¹ehny funke z F spojité. Pøitom τF je Hausdor�ova,právì kdy¾ ke ka¾dé dvojii x, y ∈ T , x 6= y existuje f ∈ F tak, ¾e f(x) 6= f(y).Návod . Uva¾ujme koleki T v¹eh topologií na T , které mají tu vlastnost, ¾e v¹ehny funke z Fjsou v ka¾dé z nih spojité. Systém T je neprázdný, nebo» obsahuje diskrétní topologii. Staèípolo¾it τF = inf {τ : τ ∈ T}. Je-li nyní G otevøená podmno¾ina R, f ∈ F a τ ∈ T, je f−1(G) ∈ τ .Tudí¾ f−1(G) ∈ τF a f je tedy τF -spojitá. To, ¾e τF je nejmen¹í ze v¹eh topologií èinííhv¹ehny funke z F spojitými, je jasné. Men¹í ji¾ existovat nemù¾e.Rovnì¾ dùkaz dodatku o hausdor�ovosti by nemìl èinit potí¾e. ♣B.15. Poznámky. (a) Topologii τF bývá zvykem nazývat topologií generovanou systémem F . Nìkdy té¾ slaboutopologií urèenou F .(b) Vnímavìj¹ímu ètenáøovi by nemìlo èinit potí¾e malièké zobenìní. Tvrzení platí i pro systém ne nutnì reálnýhfunkí, ty by mohly nabývat hodnot v nìjakém topologikém prostoru. Dokone ka¾dá z nih v jiném. Pro dodateko hausdor�ovosti generované topologie byhom ov¹em potøebovali hausdor�ovost v¹eh tìhto prostorù.B.16. Alexandrovská jednobodová kompakti�kae. Neh» (T, τ) je nekompaktní Haus-dor�ùv lokálnì kompaktní prostor, ∞ oznaèení pro mno¾inu, která není prvkem T a T∞ := T ∪
{∞}. De�nujme systém τ∞ podmno¾in mno¾iny T∞ tak, ¾e k mno¾inám z τ pøidáme v¹ehnydoplòky v T∞ kompaktníh podmno¾in T . Potom τ∞ je topologie na T∞, v ní¾ je T∞ Hausdor�ùvkompaktní topologiký prostor obsahujíí T jako svou hustou podmno¾inu. Prostor T∞ s topologií
τ∞ pak nazýváme alexandrovskou èi jednobodovou kompakti�kaí (T, τ).Podmínku lokální kompaktnosti T jsme uvedli z dùvodu, aby T∞ byl Hausdor�ùv prostor.Pokud byhom uva¾ovali obenìj¹í topologiké prostory, pøijdeme o hausdor�ovost topologie na
T∞.Na okraj poznamenejme, ¾e alexandrovská kompakti�kae je "nejmen¹í\ kompakti�kaí T . Existuje i "nejvìt¹í\Stone-Èehova kompakti�kae, s kterou jsme se seznámili (dokone pro úplnì regulární prostory) v *7.9 èi *15.4.



C. Filtry a zobenìné posloupnosti 307C. Filtry a zobenìné posloupnostiC.1. Filtr. Filtrem F na mno¾inì A rozumíme soustavu neprázdnýh podmno¾in mno¾iny Asplòujíí podmínky:(a) jestli¾e F ∈ F a G ⊃ F , potom i G ∈ F ,(b) jestli¾e F1, F2 ∈ F , potom F1 ∩ F2 ∈ F .C.2. Báze �ltru. Neh» F je �ltr na mno¾inì A. Øekneme, ¾e koleke B ⊂ F je bází �ltru F ,jestli¾e
F = {

F ⊂ A : existuje B ∈ B tak, ¾e B ⊂ F
}
.Neprázdná koleke B neprázdnýh podmno¾in mno¾iny A je bází nìjakého �ltru, právì kdy¾splòuje následujíí podmínku: Jestli¾e B,C ∈ B, potom existuje D ∈ B tak, ¾e D ⊂ B ∩C.C.3. Pøíklady. (a) V topologikém prostoru T tvoøí soustava Vx := {U ⊂ T : x ∈ IntU}v¹eh okolí bodu x �ltr. Jeho bázi tvoøí kupøíkladu systém v¹eh otevøenýh okolí bodu x anebov metrikýh prostoreh tøeba v¹ehna ε-okolí bodu x.(b) Soustava B = {(a,∞) : a > 0} tvoøí bázi tzv. Fréhetova �ltru na R.Nyní byhom mohli de�novat pojem konvergene �ltru (�ltr F v topologikém prostoru T konverguje k bodu

x, jestli¾e Vx ⊂ F), hromadného bodu �ltru, ultra�ltru a dal¹í pojmy s �ltry souvisejíími a odvodit øadu vìtz topologie vyu¾ívajííh tìhto pojmù. Místo toho zavedeme pojem "zobenìné\ posloupnosti, kterému¾to jsmev textu dávali pøednost. Mnoho autorù prauje radìji s �ltry, to je samozøejmì vì osobního vkusu a huti.V ¾ádném pøípadì nelze øíi, ¾e to èi ono pojetí je lep¹í. Na závìr si pak v¹imneme vztahu pojmù �ltru a zobenìnéposloupnosti.C.4. Uspoøádané mno¾iny. Pod pojmem èásteènì uspoøádané mno¾iny budeme v¾dy rozumìtmno¾inu M opatøenou relaí "≺\ majíí následujíí vlastnosti:(a) a ≺ a (reexivita),(b) jestli¾e a ≺ b a b ≺ c, potom a ≺ c (transitivita)(a, b, c jsou libovolné prvky M).Èásteènì uspoøádanou mno¾inu splòujíí naví po¾adavek antisymetrie() jestli¾e a ≺ b a b ≺ a, potom a = bbudeme nazývat uspoøádanou mno¾inou.Budeme té¾ psát a ≻ b v pøípadì, kdy b ≺ a.Øetìzem v uspoøádané mno¾inì (M,≺) je ka¾dá lineárnì uspoøádaná podmno¾ina M , tedymno¾ina, u ní¾ umíme její libovolné dva prvky porovnat. Jinými slovy, R bude øetìze, kdykoliv
a, b ∈ R, potom nutnì buïto a ≺ b anebo b ≺ a.Je-li M uspoøádaná mno¾ina, prvek x nazveme horní závorou nebo také majorantou mno¾iny
P ⊂ M , jestli¾e p ≺ x pro ka¾dé p ∈ P . Dále, z ∈ M nazveme maximálním prvkem M , jestli¾eneexistuje ¾ádný prvek m ∈M , m 6= z s vlastností z ≺ m.C.5. Zornovo lemma. Neh» M je neprázdná uspoøádaná mno¾ina s vlastností, ¾e ka¾dý jejíøetìze má horní závoru. Potom M má maximální prvek.C.6. Usmìrnìné mno¾iny a zobenìné posloupnosti. Usmìrnìnou mno¾inou je ka¾dáèásteènì uspoøádaná mno¾ina (S,≺) s vlastností, ¾e ke ka¾dé dvojii s1, s2 ∈ S existuje s3 ∈ S,pro nì¾ s1 ≺ s3 a s2 ≺ s3.Zobenìná posloupnost v mno¾inì A je libovolné zobrazení, jeho¾ de�nièním oborem je nìjakáusmìrnìná mno¾ina a jeho¾ hodnoty le¾í v A. Je-li (�,≺) usmìrnìná mno¾ina a x : � → Azobenìná posloupnost, pí¹eme kráte xγ místo x(γ) a {xγ}γ∈� èi {xγ} místo x : � → A.C.7. Konvergene zobenìné posloupnosti. Je-li {xγ} zobenìná posloupnost v topologi-kém prostoru (T, τ), øekneme, ¾e {xγ} konverguje k x v T , o¾ symboliky znaèíme xγ

τ→ x anebokráte limxγ = x èi xγ → x, jestli¾e ke ka¾dému okolí U bodu x existuje takový index γ0, ¾e
xγ ∈ U pro ka¾dé γ ≻ γ0.V Hausdor�ovì topologikém prostoru, jak lehko ihned zjistíme, nemù¾e zobenìná posloup-nost konvergovat k dvìma rùzným prvkùm.



308 AppendixNásledujíí vìta je analogií tvrzení známého z teorie metrikýh prostorù, tam si ov¹em vy-staèíme s posloupnostmi.C.8. Vìta. Neh» A je podmno¾ina topologikého prostoru T . Potom x ∈ A, právì kdy¾ v Aexistuje zobenìná posloupnost {xγ} tak, ¾e xγ → x.Dùkaz. Neh» x ∈ A. Je-li U libovolné okolí bodu x, je A∩U 6= ∅. Volíme-li xU ∈ A∩U libovolnì,je {xU} zobenìná posloupnost v A, který konverguje k x. (Zde tedy usmìrnìní je dáno inkluzí:
U1 ≺ U2, jestli¾e U1 ⊃ U2. Viz té¾ hned následujíí pøíklad C.9.b.)Naopak, je-li {xγ} zobenìná posloupnost v A konvergujíí k x, potom ka¾dé okolí bodu x máneprázdný prùnik s {xγ}, a tudí¾ i s A. Jinými slovy, x musí le¾et v A.C.9. Pøíklady. (a) Mno¾ina pøirozenýh èísel N s obvyklým uspoøádáním tvoøí usmìrnìnoumno¾inu. Ka¾dou posloupnost lze hápat jako zobenìnou posloupnost. Pojmy konvergene po-sloupnosti a zobenìné posloupnosti v tomto pøípadì samozøejmì splývají.(b) Neh» Bx je báze �ltru okolí bodu x v topologikém prostoru T (viz C3.a). Usmìrnìní na Bxde�nujme inkluzí - øekneme, ¾e U1 ≺ U2, jestli¾e U2 ⊂ U1. Není tì¾ké si rozmyslet, proè (Bx,≺)je usmìrnìná mno¾ina. Zvolíme-li libovolnì xU ∈ U pro ka¾dé U ∈ Bx, je {xU} zobenìnáposloupnost. Naví xU → x.() Buï nyní X Banahùv prostor a f zobrazení z [0, 1℄ do X . Je-li D := {0 = x0 < x1 < ... <
xn = 1} dìlení intervalu [0, 1℄ a I(D) = {

ξ = {ξi} : ξi ∈ [xi−1, xi℄}, de�nujme normu dìlení
νD := max{xi − xi−1 : i = 1, ..., n} a polo¾me�(f,D, ξ) := n∑

i=1 f(ξi)(xi − xi−1).Èíslo �(f,D, ξ) nazýváme riemannovským souètem pøíslu¹ným funki f , dìlení D a vektoru ξ ∈
I(D).Nyní zavedeme usmìrnìní do mno¾iny v¹eh dvoji (D, ξ) pomoí normy dìlení. Øekneme, ¾e(D1, ξ1) ≺ (D2, ξ2), jestli¾e νD2 ≤ νD1 (pov¹imnìte si, ¾e de�nie je nezávislá na volbì vektorù
ξ). Opìt není tì¾ké ovìøit, ¾e ≺ skuteènì de�nuje usmìrnìní.Øekneme, ¾e zobrazení f je riemannovsky integrovatelné , existuje-li lim �(f,D, ξ). Jinými slovy,existuje-li takové z ∈ X , ¾e ke ka¾dému ε > 0 lze nalézt δ > 0 s vlastností

∥∥�(f,D, ξ) − z
∥∥ < ε,kdykoliv νD < δ a ξ ∈ I(D).V pøípadì riemannovské integrovatelnosti f je limita lim �(f,D, ξ) jednoznaènì urèená a nazvese Gravesovým (nìkdy té¾ Riemann-Gravesovým) integrálem zobrazení f .Obdobnì byhom mohli de�novat usmìrnìní na mno¾inì v¹eh dvoji (D, ξ) pomoí "inkluze\:(D1, ξ1) ≺ (D2, ξ2), jestli¾e dìlení D2 je zjemnìním dìlení D1 (tedy jestli¾e ka¾dý dìlíí bod dìlení

D1 je i dìliím bodem dìlení D2) a de�novat opìt integrál jako (zobenìnou) limitu riemannov-skýh souètù. Bli¾¹í se lze doèíst v [LM℄, 43.7.(d) Neh» A je libovolná mno¾ina a f reálná funke na A. Jestli¾e mno¾inu S v¹eh koneènýhpodmno¾in A uspoøádáme pomoí inkluze (S1 ≺ S2, pokud S1 ⊂ S2) a polo¾íme
σ(f, S) =∑{

f(s) : s ∈ S
} pro S ∈ S ,je {σ(f, S)}S∈S zobenìná posloupnost. Jestli¾e tato zobenìná posloupnost konverguje k nìja-kému reálnému èíslu z, øekneme, ¾e øada ∑a∈A f(a) bezpodmíneènì konverguje a èíslo z nazvemejejím souètem. V pøípadì, kdy za mno¾inu A volíme mno¾inu v¹eh pøirozenýh èísel a za funki

f nìjakou posloupnost {xn}, potom øada ∑n xn bezpodmíneènì konverguje podle na¹í de�nie,právì kdy¾ ∑n xn konverguje absolutnì.



C. Filtry a zobenìné posloupnosti 309(e) Uva¾ujme topologiký prostor T = RR v¹eh reálnýh funkí na R s topologií bodové konver-gene dané topologií kartézského souèinu. Do mno¾iny S v¹eh koneènýh podmno¾in R zavedemeopìt uspoøádání dané inkluzí stejnì jako v pøede¹lém pøípadì (d). Pro F ∈ S polo¾me
fF (x) = { 0 pro x ∈ F,1 pro x ∈ R \ F .Potom {fF }F∈S je zobenìná posloupnost v T , konvergujíí k funki identiky rovné 0 na R.Abyhom poslední tvrzení dokázali, musíme si uvìdomit, jak vypadají okolí nulové funke. Bázeokolí 0 je zadána systémem mno¾in

U = {h ∈ T : |h(x)| < ε pro x ∈ F
}
, kde ε > 0 a F je koneèná mno¾ina .Víme-li ji¾ toto, není tì¾ké ukázat, ¾e fF → 0.Konvergene posloupností èi zobenìnýh posloupností v prostoru RR je vlastnì bodovou konvergení. I odtud jevidìt, ¾e fF → 0.(f) Uspoøádejme mno¾inu N ×N v¹eh dvoji pøirozenýh èísel pøedpisem (k1, n1) ≺ (k2, n2),pokud souèasnì k1 ≤ k2 a n1 ≤ n2. Pro dvojii (k, n) polo¾me fk,n = sin(k + n). Potom

{fk,n}(k,n)∈N×N je zobenìná posloupnost, která urèitì není posloupností.C.10. Podposloupnosti a zobenìné podposloupnosti. Jeden z nejtì¾¹íh pojmù této te-orie je ukryt v de�nii zobenìné podposloupnosti. Mìjme tedy dánu zobenìnou posloupnost
{xγ}γ∈�. Zobenìná posloupnost {zλ}λ∈� se nazve zobenìnou podposloupností zobenìné po-sloupnosti {xγ}, jestli¾e existuje funke ϕ : � → � s následujíími vlastnostmi:(a) ϕ je rostouí (ϕ(λ1) ≺ ϕ(λ2), pokud λ1 ≺ λ2),(b) ke ka¾dému γ ∈ � lze nalézt takové λ ∈ �, ¾e γ ≺ ϕ(λ),() zλ = xϕ(λ) pro ka¾dé λ ∈ �.Místo xϕ(λ) pí¹eme obvykle xγλ

.Dùle¾itá poznámka | pùvodní zobenìná posloupnost a její zobenìná podposloupnost ne-musejí mít stejnou indexovou mno¾inu. Dále, konverguje-li zobenìná posloupnost k nìjakémuprvku, konverguje k tému¾ i ka¾dá její zobenìná podposloupnost. Ka¾dá podposloupnost je takézobenìnou podposloupností, ale posloupnost mù¾e mít i zobenìnou podposloupnost, která ji¾není její podposloupností. Tento, pro pohopení dùle¾itý fenomén, budeme ilustrovat na násle-dujííh pøíkladeh.C.11. Pøíklady. (a) Uva¾ujme posloupnost {xn}n∈N danou tøeba pøedpisem xn = 1
n . Uspo-øádejme opìt mno¾inu S v¹eh koneènýh podmno¾in N inkluzí, F1 ≺ F2, pokud F1 ⊂ F2. Pro

F ∈ S polo¾me n(F ) = max{n ∈ N : n ∈ F} a zF = 1
n(F ) . Potom {zF}F∈S je zobenìná podpo-sloupnost posloupnosti {xn}n∈N, která není urèitì její podposloupností. Zobrazení ϕ z de�niezobenìné podposloupnosti je dáno jako F 7→ n(F ).(b) Arensùv pøíklad. Neh» T := {(n, k) : n, k jsou elá nezáporná èísla} a ~T := T \ {(0, 0)}.Dále, neh» Tn := {(n, k) : k ≥ 0, k elé} znaèí "sloupe nad n\. Na mno¾inì T de�nujmetopologii tím zpùsobem, ¾e ve¹keré body T s výjimkou (0, 0) budou otevøené; U bude okolímbodu (0, 0), jestli¾e mno¾ina {n : Tn \ U je nekoneèná} je koneèná. Èili, a¾ na koneènì mnohosloupù mù¾e ka¾dý sloupe Tn obsahovat pouze koneènì mnoho bodù, které nejsou v U . Nenítì¾ké ukázat, ¾e T s takto de�novanou topologií tvoøí Hausdor�ùv topologiký prostor. Tentopøíklad nále¾í R. Arensovi [1946℄ a je pøevzat z J.L. Kelley [*1955℄.Sami ovìøte, ¾e bod (0, 0) le¾í v uzávìru mno¾iny ~T .Na druhé stranì uká¾eme, ¾e ¾ádná posloupnost v ~T nemù¾e konvergovat k (0, 0). Kdyby toti¾taková posloupnost {xj} existovala, mohla by mít v ka¾dém sloupi Tn pouze koneènì mnohosvýh èlenù (mno¾ina T \Tn je okolím (0, 0)). V tom pøípadì je v¹ak mno¾ina T \⋃j{xj} okolím(0, 0) a vidíme, ¾e posloupnost {xj} nemù¾e k bodu (0, 0) konvergovat.Pokuste se jako vièení nalézt takovou posloupnost {zn} v ~T , která by mìla zobenìnou pod-posloupnost konvergujíí k (0, 0).



310 Appendix() Hustotní topologie. Otevøenými mno¾inami hustotní topologie na reálné ose R jsou lebe-sgueovsky mìøitelné mno¾iny jejih¾ ka¾dý bod je bodem hustoty. Tedy, lebesgueovsky mìøitelnámno¾ina U ⊂ R je otevøená v hustotní topologii, jestli¾elim
h→0+ 12hλ(U ∩ (x − h, x+ h)) = 1 pro ka¾dé x ∈ U(λ znaèí Lebesgueovu míru). Dokázat, ¾e takto de�novaná koleke mno¾in tvoøí topologii, dátrohu práe; lze odkázat tøeba na [LM℄.Konverguje-li posloupnost {xn} v hustotní topologii, musí být ji¾ od urèitého indexu konstantní(doplnìk libovolné spoèetné mno¾iny je mno¾ina otevøená v hustotní topologii). Tudí¾ libovolnýbod z ∈ A \ A nemù¾e být dosa¾itelný z mno¾iny A pomoí posloupnosti. Existuje v¹ak v¾dyzobenìná posloupnost v A, která k z konverguje.(d) Zobenìná posloupnost {sin(k+n)}(k,n)∈N×N z pøíkladu C.9.f je zobenìnou podposloupnostíposloupnosti {sin j}j∈N. Pro ovìøení staèí uva¾ovat funki ϕ : N×N → N dané jako ϕ(k, n) =

k+n. To je opìt pøíklad (dokone spoèetné) zobenìné podposloupnosti dané posloupnosti, kteránení její podposloupností.Následujíí vìty harakterizují nìkteré topologiké pojmy. Pov¹imnìme si jejih pøíbuznostis obdobnými tvrzeními, platnými pro metriké prostory. Rozdíl není velký, pouze posloupnostimusíme nahradit zobenìnými posloupnostmi. Pokud jde o jejih dùkazy, ty jsou obdobou dùkazùznámýh ze základního kurzu analýzy a pøipojujeme je jedinì z dùvodu, abyhom ukázali práise zobenìnými posloupnostmi.C.12. Vìta. Neh» f je zobrazení topologikého prostoru X do Y . Potom f je spojité v bodì
x, právì kdy¾ f(xγ) → f(x), kdykoliv {xγ} je zobenìná posloupnost v X a xγ → x.Dùkaz. Neh» f je spojité v bodì x a xγ → x. Volme je¹tì okolí V bodu f(x). Proto¾e f−1(V )je okolím bodu x, existuje γ0 tak, ¾e xγ ∈ f−1(V ) pro ka¾dé γ ≻ γ0. Potom ov¹em pro tato γmáme f(xγ) ∈ V , èím¾ jsme dokázali, ¾e f(xγ) → f(x).Není-li nyní zobrazení f spojité v bodì x, existuje okolí V bodu f(x) s vlastností, ¾e f(U) neníobsa¾eno ve V , a» si vezmeme jakékoliv okolí U bodu x. Je-li tedy U libovolné okolí x, existuje
xU ∈ U tak, ¾e f(xU ) /∈ V . Potom ov¹em {xU} je zobenìná posloupnost v X , xU → x, pøièem¾zobenìná posloupnost {f(xU )} nekonverguje k f(x).C.13. Vìta. Podmno¾ina K topologikého prostoru T je kompaktní, právì kdy¾ z ka¾dé jejízobenìné posloupnosti lze vybrat její konvergentní zobenìnou podposloupnost s limitou v K.Náznak dùkazu. Neh» K je kompakt a {xγ}γ∈� zobenìná posloupnost prvkù K. Pro γ ∈ �polo¾me Fγ := {xα : γ ≺ α} (uzávìr v K). Potom {Fγ : γ ∈ �} je entrovaný systém uzavøe-nýh mno¾in. Podle B.5 existuje x ∈ ⋂γ∈� Fγ . Pro ka¾dé γ ∈ G a ka¾dé okolí U bodu x exis-tuje α(U, γ) ≻ γ tak, ¾e xα(U,γ) ∈ U . Na mno¾inì v¹eh dvoji (U, γ) de�nujme uspoøádání(U, γ) ≺ (U∗, γ∗), jestli¾e α(U, γ) ≺ α(U∗, γ∗). Potom {

xα(U,γ)} je zobenìná podposloupnostposloupnosti {xγ} konvergujíí k x.Obráenì, neh» F je entrovaný systém uzavøenýh podmno¾in K. Oznaèíme-li � mno¾inuv¹eh koneènýh podsystémù F s uspoøádáním pomoí inkluze a volíme-li xγ ∈ ⋂
γ velkulibovolnì pro ka¾dý systém γ ∈ �, je {xγ}γ∈� zobenìná posloupnost. Ta má podle pøedpokladukonvergentní vybranou zobenìnou podposloupnost a její limita (le¾íí v K) le¾í v prùniku ⋂F .C.14. Varování. Pøi prái se zobenìnými posloupnostmi musíme být velie opatrní a nepøená-¹et automatiky pøedstavy, které jsme si pøinesli z teorie posloupností. Uveïme alespoò následujíípøíklad.Neh» {xn} je konvergentní posloupnost prvkù metrikého prostoru P , xn → x. Potom mno¾ina

{x, x1, x2, x3, . . . } je kompaktní. To nahlédneme snadno. Situae se zobenìnými posloupnostmije zela jiná. Neh» � je mno¾ina v¹eh raionálníh èísel v intervalu [0, 1) uspoøádaná obyèejnýmuspoøádáním reálnýh èísel. Na metrikém prostoru P := [0, 1℄ uva¾ujme zobenìnou posloupnost
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{xγ}γ∈� de�novanou pøedpisem xγ = γ. Evidentnì xγ → 1. Pøesto mno¾ina {1} ∪ {xγ : γ ∈ �}není kompaktní.Pov¹imnìme si také, ¾e libovolné reálné èíslo z intervalu x ∈ [0, 1) je hromadným bodemmno¾iny {xγ : γ ∈ �}, aèkoliv ¾ádná zobenìná podposloupnost zobenìné posloupnosti {xγ}nekonverguje k x.Bod x je hromadným bodem mno¾iny A, jestli¾e pro ka¾dé okolí V bodu x máme (V \ {x}) ∩ A 6= ∅.C.15. Vztah zobenìnýh posloupností a �ltrù. Neh» {xγ}γ∈� je zobenìná posloupnostv mno¾inì A. Potom soustava B := {

{xγ : γ ≻ γ0} : γ0 ∈ �} je bází jistého �ltru. Ten se nìkdynazývá �ltrem generovaným zobenìnou posloupností {xγ}γ∈�.Neh» naopak F je �ltr na mno¾inì A. Polo¾me � = {(a, F ) : a ∈ F ∈ F
}. Na mno¾inì �de�nujme usmìrnìní pøedpisem (a1, F1) ≺ (a2, F2), jestli¾e F2 ⊂ F1. De�nujeme-li nyní zobrazení

x z indexové mno¾iny � do A pøedpisem x(a, F ) = a, je {xa,F }(a,F )∈� zobenìná posloupnostvytvoøená �ltrem F .Platí nyní øada vìt, kupøíkladu �ltr F konverguje k bodu x, právì kdy¾ pøíslu¹ná zobenìná posloupnostvytvoøená F konverguje k x. A také naopak, xγ → x, právì kdy¾ �ltr generovaný zobenìnou posloupností {xγ}konverguje k x. Podobnì jako u zobenìnýh posloupností, lze pomoí �ltrù harakterizovat spojitost zobrazení,uzávìr èi kompaktní mno¾iny. D. Co se potøebovalo z analýzyD.1. Rungeho vìta. Neh» K je kompaktní podmno¾ina komplexní roviny C a 
 ⊂ C \ Kmno¾ina majíí tu vlastnost, ¾e protne ka¾dou komponentu mno¾iny C \ K. Je-li f holomorfnív okolí K a ε > 0, existuje raionální funke g, její¾ póly le¾í v 
 tak, ¾e |f − g| < ε na K.Dùkaz. Existují rùzné dùkazy této vìty èi nìkterýh jejíh variant. Hezký (nekonstruktivní) dù-kaz poházejíí pravdìpodobnì od L.A. Rubela je proveden v W. Rudin [*1977℄. My¹lenka jenásledujíí: Neh» M je podprostor Banahova prostoru C(K) tvoøený v¹emi restrikemi raio-nálníh funkí s póly mimo K (ty si mù¾eme dokone pøedepsat v ka¾dé komponentì doplòku
K). Staèí, uká¾eme-li, ¾e pro ka¾dý funkionál F ∈ (C(K))∗, který se anuluje na M , je F (f) = 0.Pak toti¾ bude f ↾ K le¾et v uzávìru M podle dùsledku Hahn-Banahovy vìty 2.25.D.2. Stone-Weierstrassova vìta. Neh» A je podprostor prostoru spojitýh funkí C(K) nakompaktu K majíí následujíí vlastnosti:(a) A tvoøí buïto algebru nebo svaz,(b) A oddìluje body K, tj. ke ka¾dé dvojii x, y ∈ K, x 6= y existuje f ∈ A tak, ¾e f(x) 6= f(y),() A obsahuje konstanty,(d) je-li f ∈ A, potom i f ∈ A.Potom A je hustý v C(K).Poznámky. (a) Dùkaz pro pøípad algebry je v *18.2 a následné poznáme, dùkaz svazové verze je pak v *19.8.(b) Jestli¾e uva¾ujeme C(K) jako prostor spojitýh reálnýh funkí, je podmímnka (d) samozøejmì zbyteèná.D.3. Dùsledek. Neh» K je kompaktní podmno¾ina komplexní roviny C, f ∈ C(K) a ε > 0.Potom existuje polynom p dvou promìnnýh tak, ¾e ∣∣f(z) − p(z, z)∣∣ < ε pro ka¾dé z ∈ K.Návod . Klasiká Weierstrassova vìta v Rn, která je samozøejmì dùsledkem pøedhozí obené"algebrové\ verze Stone-Weierstrassovy vìty, øíká, ¾e prostor v¹eh polynomù Pn(K) na K jehustý v prostoru C(K) spojitýh funkí na libovolné kompaktní mno¾inì K ⊂ Rn. Pokud jdeo kompaktní podmno¾inu K komplexní roviny C, kterou mù¾eme ztoto¾nit s R2, tam prostorpolynomù v promìnnýh z a z splývá s prostorem P2(K). ♣D.4. Hustota trigonometrikýh polynomù. Je-li f ∈ C2π := {

f ∈ C([−π, π℄) : f(−π) =
f(π)} a ε > 0, existuje trigonometriký polynom g(t) := n∑

j=0(aj os jt+ bj sin jt) tak, ¾e ∣∣f(t) −
g(t)∣∣ < ε pro ka¾dé t ∈ [−π, π℄.



312 AppendixDùkaz. Obvykle se dùkaz provádí na základì Fejérovy vìty o es�arovské sèítatelnosti Fourierovyøady funke f a následném vyu¾ití klasiké Weierstrassovy vìty. Mù¾eme argumentovat takétakto: Pøedev¹ím mno¾ina
A(T) := {

f ∈ C(S) : f(z) = n∑

j=−n

αjz
j , n pøirozené αn, . . . , αn ∈ C}je hustá v prostoru C(T) (pøipomeòme, ¾e T := {z ∈ C : |z| = 1}). To plyne ihned z pøedhozíhodùsledku D.3, nebo» z = z−1 pro z ∈ T. Dále pak staèí uva¾ovat zobrazení C(T) → C2π, kteréfunki f pøiøadí funki t 7→ f(eit) a pou¾ít právì øeèeného o hustotì A(T).D.5. Rieszova vìta o reprezentai. Neh» K je kompaktní (Hausdor�ùv) topologiký prostora F nezáporný lineární funkionál na prostoru C(K). Potom existuje (nezáporná) Radonova míra

µ na K tak, ¾e
F(g) = ∫

K

g dµ pro v¹ehny funke g ∈ C(K) .Libovolné dvì Radonovy míry splòujíí tuto rovnost se shodují na borelovskýh podmno¾ináh KDùkaz. V [LM℄ je proveden dùkaz dokone pro obenìj¹í pøípad lokálnì kompaktního prostoru
K.D.6. Poznámka. Radonovou mírou na kompaktu K rozumíme ka¾dou nezápornou mno¾inovou funki µ de�no-vanou na σ-algebøe S obsahujíí v¹ehny borelovské mno¾iny v K takovou, ¾e(a) µK <∞,(b) µB = inf˘µU : U ⊃ B , U otevøená¯ pro ka¾dou borelovskou mno¾inu B ⊂ K,() µU = sup˘

µT : T ⊂ U , T kompakt¯ pro ka¾dou otevøenou mno¾inu U ⊂ K.Pokud uva¾ujeme i znamémkové míry, jsou Radonovy míry rozdíly nezápornýh Radonovýh mìr. KomplexníRadonova míra je taková, ¾e její reálná a imaginární èást je (znaménková) Radonova míraD.7. Vìta. Neh» 
 je otevøená podmno¾ina Rn. Jestli¾e funke h z prostoru L1loc(
) splòujerovnost ∫
 hϕ = 0 pro v¹ehny testovaí funke ϕ ∈ D(
), je h = 0 skoro v¹ude.Náznak dùkazu. Staèí ukázat, ¾e ∫K f = 0 pro ka¾dý kompakt K ⊂ 
. K tomu úèelu najdìme po-sloupnost funkí ϕn ∈ D(
) tak, aby ϕn → cK . To lze doílit jistým "uhlazením\ harakteristikéfunke cK mno¾iny K. Potom podle Lebesgueovy vìty bude ∫k f = lim ∫ f ϕn = 0.
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339Struèný prùvode oznaèením
N pøirozená èísla U(x, r) otevøená koule o støedu x a polomìru rZ elá èísla B(x, r) uzavøená koule o støedu x a polomìru rR reálná èísla BX uzavøená jednotková koule v prostoru XC komplexní èísla SX jednotková sféra v prostoru XF R nebo C DT de�nièní obor T� uzavøený jednotkový kruh v C kerT jádro zobrazení TT jednotková kru¾nie v rovinì R(T ) obor hodnot zobrazení T
λ, λn Lebesgueova míra X# algebraiký duál
εx Diraova míra v bodì x X∗ (topologiký) duál
εx obraz prvku x v X∗∗ εX kanoniký obraz X v X∗∗Rn n-rozmìrný eukleidovský prostor L′ banahovsky adjungované zobrazeníCn n-rozmìrný komplexní prostor L∗ hermiteovsky adjungované zobrazení
C(K) spojité funke na K lin lineární obal
CK(P ) spojité funke s nosièem v K lin uzavøený lineární obal
Cc(P ) spojité funke s kompaktním nosièem o konvexní obal
Cb(P ) omezené spojité funke o uzavøený konvexní obal
C0(P ) spojité funke s nulou v nekoneènu extA extremální body
M(P ) znaménkové Radonovy míry A⊕B algebraiký souèet
M1(P ) pravdìpodobnostní míry A⊕t B topologiký souèet
A(K) spojité funke na K analytiké uvnitø K A ⊂⊂W A je podprostor ve W
c0 posloupností konvergujíí k nule E/M faktorprostor
c prostor konvergentníh posloupností en jednotkový vektor (0, . . . , 0, 1, 0, . . . )
Lp, Lp elpéèka ‖f‖p Lp-norma funke f
lp malá elpéèka supt f nosiè funke
D(
) hladké funke s kompaktním nosièem f ∗ g konvolue
L(X,Y ) spojitá lineární zobrazení z X do Y L ◦ T , LT slo¾ení zobrazení
L(X) operátory na X I identiké zobrazení
Lc(X) kompaktní operátory na X δj

i Kronekerovo delta
A (vìt¹inou) Banahova algebra e jednotka Banahovy algebry
(A) prostor harakterù
pA Minkowského funkionál PA projeke na A
r(x) spektrální polomìr A uzávìr mno¾iny A
σ(x) spektrum IntA vnitøek mno¾iny A
σp(x) bodové spektrum ∂A hranie mno¾iny A
Rλ(x) rezolventní funke A⊥ kolmie, anihilátor

A◦ polára
A◦◦ bipolára

w slabá topologie fn
w→ f slabá konvergene

w∗ slabá* topologie fn
w∗

→ f slabá* konvergene
σ(X,M) slabá topologie fn ⇉ f stejnomìrná konvergene
τ(X,M) Makeyho topologie
β(X,M) silná topologie
df(x) slabá (Gâteauxova) derivae
f ′(x) silná (Fréhetova) derivae
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aproximae Yosidovy, 12.22aproximaèní vlastnost, 2.50, *2.18| | kompaktní, *2.18| | metriká, *2.18| | omezená, *2.18aproximativní jednotka, *6.6| pevný bod, *23.2| spektrum, 8.3aproximujíí posloupnost, 10.2Arensùv pøíklad, C.11aritmetiká míra, 1.10Arzel�a-Asoliho vìta, *1.14Asoliho formulka, 5.32Asplundova prùmìrovaí metoda, *21.3| vìta, *21.3Asplundùv prostor, *20.3, *21.11| | slabý, 20.10, *20.3Atkinsonova vìta, 10.1Auerbahova báze, 2.28, *2.2Auerbahovo lemma, 2.28automor�zmus, A.2axiomy von Neumannovy, 14.4
β-ètvere, *21.7Baireova vìta, 4.1, B.3Baireùv prostor, B.2Banah-Bourbakiho vìta, 16.9, 16.15Banahova algebra, 6.2| alternativa, 4.15| limita, *2.22| vìta o kontraki, 23.3| | o otevøeném zobrazení, 4.14banahovsky adjungované zobrazení, 2.51| adjungovaný operátor, 2.51Banah-Saksova vìta, 4.10| vlastnost, *21.10Banah-Steinhausova vìta, 4.4, 14.8, *14.3Banahùv problém o nadrovinì, *2.5| prostor, 1.1| | injektivní, *2.20| | λ-projektivní, *2.21| | stabilní, *10.2barel, 14.2barelovaný prostor, 14.6Bauerova harakteristika extX , *19.2Bauerovo tvrzení, *19.5Bauerùv prinip minima, 18.3| simplex, *19.5báze algebraiká, A.1| Auerbahova, 2.28



D. Co se potøebovalo z analýzy 341báze duální, 2.28| �ltru, C.2| Hamelova, A.1| Marku¹evièova, *2.2| okolí bodu, B.1| ortonormální, 1.28| Shauderova, *2.17| topologikého prostoru, B.1| vektorového prostoru, A.1bázová konstanta Shauderovy báze, *2.17Bernstein-Robinsonova vìta, *8.1Bessaga-Pe lzy�nského vìta, *3.6Besselova nerovnost, 1.32beta obal Stone-Èehùv, *15.5Beurlingùv vzore, 6.23Bezikovièùv prostor, *1.2bezpodmíneèná konvergene, 3.10, C.9| Shauderova báze, *2.5bezpodmíneènì konvergentní øada, 16.16bikomutant algebry, *6.7biortogonální systém, *2.2, A.6bipolára mno¾iny, 15.14Bishop-Phelpsova vìta, *16.3| | druhá, *16.3| | první, *16.3bohnerovsky integrovatelná funke, 22.2Bohnerùv integrál, 22.2bod algebraiky vnitøní, *14.6| exponovaný, *18.4| extremální, 18.1, 21.1| H-exponovaný, *19.5| hromadný, C.14| mno¾iny opìrný, *16.3| pevný, 23.1| regulární, *19.6| silnì exponovaný, *18.4bodové spektrum, 5.3, 6.14, 11.15bodovì omezená mno¾ina, 4.22body extremální Radonovýh mìr, 18.8Bohnenblust-Sobzykova vìta, 2.19Borelùv mìøitelný funkèní kalkulus, 9.25bornologiká modi�kae topologie, *14.10bornologiký prostor, *14.10Brouwerova vìta, 23.9buòka Jordanova, 8.16
C0-grupa, *12.1
C0-semigrupa, 12.1| kompaktní, *12.4
C∗-algebra, 7.16, 9.11
C∗-podalgebra, *6.8Calkinova algebra, 10.1, *6.11Cantorova vìta, B.4Carlesonùv výsledek, 4.6auhyovská posloupnost, B.1

auhyovská zobenìná posloupnost, *13.3Cayleyova transformae, *11.1entrovaná soustava, B.4harakter, 7.5harakteristiká rovnie, 8.16harakteristika Bauerova, *19.2| Gleason-Kahane- _Zelazkova, 7.5| Jamesova, *13.6| konvexity, *21.6| prostorù koneèné dimenze, 16.16| reexivity Eberlein-©muljanova, 16.14| | Jamesova, 16.15| reexivníh Banahovýh prostorù, 16.15| RNP Phelpsova, 22.9Chinèinovy nerovnosti, *10.6Choquetova hranie, *19.5| teorie, 19.6, *19.5| vìta, *19.5| | o integrální reprezentai, 19.6Choquetùv simplex, 19.6Clarksonova nerovnost, 21.8| vìta, 21.26ykliký vektor, *9.10yklus positivnì orientovaný, 9.5èásteèná izometrie, *9.3èásteènì uspoøádaná mno¾ina, C.4Èeby¹evova mno¾ina, 21.16, *21.15èísla aproximujíí, 10.2| singulární, 10.3èíslo Rieszovo, *5.1| vlastní, 6.14, 8.16Dayova norma, *1.2deformae spojitá, 23.8derivae Fréhetova, 20.3, 20.4, 22.3, *20.1| Gâteauxova, 20.2, *20.1| silná, 20.3| slabá, 1.10, 20.2, *1.4| ve smìru, 20.1| zobrazení z R, 12.9diagonalizovatelná matie, 8.16diagonalizovatelný operátor, 8.16, 8.24dihotomie Rosenthalova, *4.3difereniál totální, 20.3diferenovatelná semigrupa, *12.4dimenze Hilbertova, *1.13| ortonormální, *1.13| vektorového prostoru, A.1Dirihletova úloha abstraktní, *19.5| | klasiká, *19.6| vìta, 3.10Dirihletovo jádro, 4.6disipativní operátor, *12.2disková algebra, 6.5



342 Rejstøíkdiskrétní míra, 19.1| topologie, B.13distribue, 14.20dominaèní vìta Pietshova, *10.4doplnìk algebraiký, 1.23| ortogonální, 1.16| topologiký, 1.24druhá Bishop-Phelpsova vìta, *16.3| Fredholmova vìta, 5.26| odmonina, 9.23druhý duál, 2.29duál algebraiký, A.2| Hilbertova prostoru, 2.11| topologikého vektorového prostoru, 13.12| topologiký, 2.3, 14.25duální báze, 2.28| norma, 2.6| systém, *2.2| vyjádøení normy, 2.24Dugundjiho vìta, B.12Dunfordùv analytiký funkèní kalkulus, 9.7dùsledky Hahn-Banahovy vìty,2.20, 2.22, *2.9, *14.5Dvoretzky-Rogersova vìta, 16.16, *3.4, *10.4
ε-sí», 2.44Eberlein-©muljanova| harakteristika reexivity, 16.14| vìta, 16.12, 16.15Edgarova vìta, *22.6Edwardsova podmínka, *19.5| vìta, 6.20ekvivalentní matie, 8.16| normy, 1.4, *1.6eseniálnì omezená funke, *1.1eukleidovská norma, 1.10Eulerova identita, *10.1exaktní posloupnost, *10.1expandujíí zobrazení, 23.16exponeniála, 12.24, *11.2| v algebøe, *6.12exponeniální formulka, 12.24| funke, 12.24, *11.2exponovaný bod, *18.4extremální bod, 18.1, 21.1| body Radonovýh mìr, 18.8
Fσ-mno¾ina, B.1faktorizaèní vìta Pietshova, *10.4| vìty, 4.22faktorový prostor, *1.11, A.3faktorprostor, *1.11, *13.2Feller-Miyadera-Phillipsova vìta, 12.23�ltr, C.1| Fréhetùv, C.3

�ltr generovaný zobenìnou posloupností, C.15forma lineární, A.2| seskvilineární, 9.24formulka Asoliho, 5.32| exponeniální, 12.24Fourierova øada, 1.34| transformae, *1.3Fréhet-Gelfandova vlastnost, 22.4Fréhetova derivae, 20.3, 20.4, 22.3, *20.1fréhetovsky diferenovatelná funke, *20.1| diferenovatelné zobrazení, 22.3Fréhet-Rieszova vìta, 2.9Fréhetùv �ltr, C.3| prostor, 14.8Fredholmova alternativa, 5.24Fredholmùv operátor, 2.49, 10.1, *10.1| | pravý, 10.11Fugledeho vìta, *9.8Fuglede-Putnamova vìta, *9.9fundamentální systém okolí, 13.4funke a�nní, 19.6, *19.5| bohnerovsky integrovatelná, 22.2| eseniálnì omezená, *1.1| exponeniální, 12.24, *11.2| fréhetovsky diferenovatelná, *20.1| gâteauxovsky diferenovatelná, *20.1| H-a�nní, *19.5| H-konvexní, *19.5| harmoniká, *19.5| jednoduhá, *1.1| konvexní, 1.39, 18.2, 20.6| polospojitá shora, 18.2| | zdola, 18.2| Rademaherovy, *10.5| rezolventní, 6.16, 12.17| shora polospojitá, 18.2| slabì diferenovatelná, 1.10| spektrální, *6.9| tøídy C1, *23.6| zdola polospojitá, 18.2funkionál, A.2| konvexní, 2.15, 14.9| Minkowského, 14.9| multiplikativní, 7.5funkionály souøadniové, *2.17funkèní kalkulus, 9.3| | Borelùv mìøitelný, 9.25| | Dunfordùv analytiký, 9.7| | pro normální kompaktní operátory, 8.27| | Rieszùv spojitý, 9.15| prostor, *19.5
Gδ-mno¾ina, B.1
G-omezená mno¾ina, *14.12Gantmaherova vìta, *10.3



D. Co se potøebovalo z analýzy 343Gâteauxova derivae, 20.2, *20.1gâteauxovsky diferenovatelná funke, *20.1Gelfand-Fréhetùv prostor, 22.9Gelfand-Mazurova vìta, 6.19Gelfand-Naimarkova vìta, 7.17Gelfandova topologie, 7.5| transformae, 7.8| vìta, 6.18, *3.4generátor grupy, *12.1| semigrupy, 12.7geometriká Hahn-Banahova vìta, 2.23, *14.7Gleason-Kahane- _Zelazkova harakteristika, 7.5Goldstineovo lemma, 16.8Gowers-Maureyùv pøíklad, *2.5Gram-Shmidtùv ortogonalizaèní proes, 1.30Gravesùv integrál, C.9Grothendiekova vìta, *10.4Grothendiekùv prostor, *2.20grupa operátorù, 12.3, *12.1| topologiká, 6.11| unitární, *12.3
H-a�nní funke, *19.5
H-exponovaný bod, *19.5
H-konvexní funke, *19.5
H-reprezentujíí míra, *19.5Haarova vlastnost, *2.10Haarùv systém funkí, *2.17Hadwigerùv pøíklad, *3.7Hahn-Banahova vìta algebraiká, 2.16Hahn-Banahova vìta, 2.18| | geometriká, 2.23, *14.7| | pro zobrazení, *2.19Hamelova báze, A.1Hardyho prostor, 13.13, *1.1harmoniká funke, *19.5| míra, *19.6Hausdor�ùv topologiký prostor, B.1Hellinger-Toeplitzova vìta, 11.10Henlùv pøíklad, 14.30hermiteovská matie, 8.16hermiteovsky adjungované zobrazení, 8.5| adjungovaný operátor, 5.32, 8.5hermiteovský operátor, 2.40, 8.8| prvek C∗-algebry, 7.16, 9.11Hilbertova dimenze, *1.13hilbertovská projeke, *2.3Hilbert-Shmidtova spektrální vìta, 8.19Hilbert-Shmidtùv operátor, 2.49, 10.4Hilbertùv prostor, 1.13Hille-Yosidova vìta, 12.22hladká norma, 21.24hladký prostor, 21.20hodnota vlastní, 6.14homeomorfní izomor�zmus, 15.11

homomor�zmus, 9.2| Banahovýh algeber, 6.4homotopiká tøída, 23.8homotopiké zobrazení, 23.8homotopie, 23.8, *23.6horní závora, C.4hranie Choquetova, *19.5hromadný bod mno¾iny, C.14Hu�-Morrisova vìta, *22.4hustá mno¾ina, B.2hustì de�novaný operátor, 11.5hustotní topologie, C.11hyperinvariantní podprostor, *8.1ideál, *6.10, *7.1| levý, *7.7| maximální, *7.1| oboustranný, 2.48| triviální, *6.10| vlastní, *7.1identita Eulerova, *10.1| rezolventní, 12.18index bodu, 9.5| Fredholmova operátoru, 10.1, *10.1indiskrétní topologie, B.13induktivní limita prostorù, *14.18in�nitesimální generátor semigrupy, 12.7injektivní Banahùv prostor, *2.20integrál Bohnerùv, 22.2| podle spektrální míry, *9.6| Riemann-Gravesùv køivkový, 9.6| zobrazení, 12.11invariantní podprostor, *8.1invertibilní operátor, 5.5, 12.17| prvek, 6.6inverze k prvku, 6.6| operátoru, 11.12, 12.17involue, 9.1iterae Piardovy, 23.4izometriká kopie Banahova prostoru, 2.31izometriké prostory, 2.10| vnoøení Banahova prostoru, 2.31izometriky-izomorfní prostory, 1.37, 2.10izometrie, 1.37| èásteèná, *9.3izomor�zmus algebraiký, A.2| Banahovýh algeber, 6.4| homeomorfní, 15.11| topologikýh vektorovýh prostorù, 15.11izomorfní, 1.37| prostory, 2.10| vektorové prostory, A.2| zobrazení, 2.10Jaobsonova topologie, *7.8



344 Rejstøíkjádro Dirihletovo, 4.6| operátoru, 5.14| zobrazení, A.2Jamesova harakteristika, *13.6| | reexivity, 16.15Jamesùv prostor, *1.2| stromový prostor, *1.2jednobodová kompakti�kae, B.16jednoduhá funke, 22.2, *1.1jednotka algebry, 6.1| aproximativní, *6.6Jelínkovo pozorování, 17.5jemnìj¹í topologie, B.13jeskynì, *21.15| Kleeova, *21.15John-Nirenbergùv prostor, *1.1Johnsonova vìta, *7.7Jordanova buòka, 8.16| vìta, 8.16Josefson-Nissenzweigova vìta, 16.17Kade-Klee-Asplundova vìta, *21.2Kade-Kleeova vlastnost, *21.14Kadeova vìta, *21.2| vlastnost, *21.14Kakutaniho vìta, *14.14Kakutani-Markovova vìta, *23.10Kalendùv pøíklad, 14.30kalkulus funkèní, 9.3kanoniké vnoøení, 2.29, 15.1, 17.18, *2.15| | topologikého prostoru, *15.2| zobrazení, *1.11, A.3kanoniký obraz prvku, 17.18kartézský souèin, B.7Keldy¹ova vìta, *19.6Keldy¹ovo lemma, *19.6kladná èást hermiteovského prvku, 9.21klasiká Dirihletova úloha, *19.6klasiké øe¹ení Dirihletovy úlohy, *19.6Kleeova jeskynì, *21.15| vìta, 16.15, 21.22, 21.27, *21.3klíèové lemma, 9.13kodimenze, 1.23, A.3koe�ient konvexity, *21.6kolmé prvky, 1.16, *21.9Kolmogorovovo kriterium, 14.14Kolmogorovùv pøíklad, 4.6kompakti�kae alexandrovská, B.16| jednobodová, B.16| prostoru, *15.5| Stone-Èehova, *7.9, *15.4kompaktnì-otevøená topologie, 14.20kompaktní aproximaèní vlastnost, *2.18| C0-semigrupa, *12.4| lineární zobrazení, 2.45

kompaktní mno¾ina, 2.44, 16.11, B.1| semigrupa, *12.4| zobrazení, 23.14komplexní míra, 1.10| Radonova míra, 1.10| vektorový prostor, A.1komutant algebry, *6.7koneèná variae míry, 22.1koneènì dimenzionální operátor, 2.46| reprezentovatelný prostor, *21.7konstanta bázová, *2.17kontrake, 23.2| silná, *23.4| slabá, *23.4kontrakèní semigrupa, 12.1konvergene absolutní, 3.10| bezpodmíneèná, 3.10, C.9| posloupnosti prvkù, 1.3, 3.1| | v míøe, 13.13| silná, 1.3, 3.8| slabá, 3.2| v míøe, *3.1| v normì, 1.3| zobenìné posloupnosti, C.7| | øady, 1.31konvexní funke, 1.39, 18.2, 20.6| funkionál, 2.15, 14.9| mno¾ina, 1.26, 2.23| obal, 14.2, *13.5| | uzavøený, 14.2, *13.6konvolue mìr, *6.1| posloupností, 6.5kopie Banahova prostoru, 2.31| | prostoru izometriká, 2.31korona, 7.12Kottmanova vìta, *5.2kotyp Banahova prostoru, *10.9Krejn-Milmanova vìta, 18.5| vlastnost, 18.10, *22.2Krejnova vìta, *13.6Krejnùv prostor, *13.6kriterium Noetherovo, 10.1, *10.1| normovatelnosti Kolmogorovovo, 14.14| Weylovo, 8.10køivka positivnì orientovaná, 9.5| uzavøená rekti�kovatelná, 9.5køivkový integrál Riemann-Gravesùv, 9.6ku¾el, 2.23kvazi-nilpotentní prvek, 6.25, 7.14kvazinorma, *14.13kvazinormovaný lineární prostor, *14.13kvaziúplný prostor, *13.3Kwapie�nova vìta, *10.9
λ-injektivní prostor, *2.20
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λ-projektivní Banahùv prostor, *2.21
lp-direktní souèet prostorù, *1.1
l1-vìta Rosenthalova, *4.3
Lp-norma, 1.10
L∞-norma, 1.10Laplaeova transformae semigrupy, 12.21Lebesgueova vìta o diferenovatelnosti, 22.4| | o neurèitém integrálu, 22.4lemma Auerbahovo, 2.28| Goldstineovo, 16.8| Keldy¹ovo, *19.6| klíèové, 9.13| Osgoodovo, 4.22| Rieszovo o skoro-kolmii, 5.10| Shurovo, *3.2| Zornovo, C.5Leray-Shauderùv stupeò, 23.8levý ideál, *7.7| regularizátor, *10.1Lévy-Steinitzova vìta, *3.7limita Banahova, *2.22| prostorù induktivní, *14.18Lindenstraussova vìta, *16.3, *18.4, *22.1, *22.3lineárnì homeomorfní zobrazení, 2.10| nezávislá mno¾ina, A.1lineární forma, A.2| obal, 1.33| | uzavøený, 1.33| operátor disipativní, *12.2| | samoadjungovaný, 11.7| | symetriký, 11.7| | uzavøený, 11.2| prostor pseudometriký, 13.3| topologie, 13.1| | nejjemnìj¹í, *17.2| zobrazení, 1.37, A.2| | kompaktní, 2.45| | uzavøené, 4.17lipshitzovská retrake, *23.7lipshitzovské zobrazení, *23.7lokálnì kompaktní topologiký prostor, B.1| konvexní prostor, 14.1| | topologie nejjemnìj¹í, *17.3| uniformnì hladký prostor, *21.5| | konvexní prostor, *21.2lokální báze, B.1| modul hladkosti, *21.5Lomonosovova vìta, *8.1Lorhova vìta, *6.12Lumer-Phillipsova vìta, *12.2Makey-Arensova vìta, 17.9Makeyho prostor, 17.15| topologie, 17.8| vìta, 17.11, 17.13

majoranta mno¾iny, C.4malá Mazurova vìta, 14.27Marku¹evièova báze, *2.2matie diagonalizovatelná, 8.16| ekvivalentní, 8.16| hermiteovská, 8.16| normální, 8.16, *9.10| ortogonální, 8.16| podobné, 8.16| reálná, 8.16| reálnì diagonalizovatelná, 8.16| symetriká, 8.16| unitární, 8.16, *9.10maximální ideál, *7.1| prvek, C.4Mazur-Orlizova vìta, *14.6Mazurova vìta, 2.23, 6.20, 20.10, *13.6Mazur-Ulamova vìta, *2.16Mergeljanova vìta, 7.12mìøitelná vektorová funke, 22.2metoda Asplundova, *21.3metriká aproximaèní vlastnost, *2.18| projeke, 21.16| seleke, 21.18metriky omezená mno¾ina, 14.13metriký lineární prostor, 13.3| støed, *2.16metrika translaènì invariantní, 13.2metrizovatelná topologie, B.1Milmanova vìta, *19.3Minkowského funkionál, 14.9míra aritmetiká, 1.10| diskrétní, 19.1| H-reprezentujíí, *19.5| harmoniká, *19.6| komplexní, 1.10| nesená mno¾inou, 19.6| pravdìpodobnostní, 19.1| Radonova, 1.10, D.6| reprezentujíí, 19.2| sèítaí, 1.10| soustøedìná na mno¾inì, 19.6| spektrální, *9.5| vektorová, 22.1| znaménková, 1.10mno¾ina 1. kategorie, B.2| 2. kategorie, B.2| | v sobì, B.2| absolutnì konvexní, 14.2| a�nní, *3.7| bodovì omezená, 4.22| èásteènì uspoøádaná, C.4| Èeby¹evova, 21.16, *21.15| funkí stejnì spojitá, *1.14| G-omezená, *14.12



346 Rejstøíkmno¾ina hustá, B.2| kompaktní, 2.44, 16.11, B.1| konvexní, 1.26, 2.23| lineárnì nezávislá, A.1| metriky omezená, 14.13| omezená, 2.1, 14.11, *14.15| otevøená, 1.5, B.1| pohlujíí, 13.6| prekompaktní, 2.44, *13.4| proximinální, 21.16| regulární, *19.6| relativnì kompaktní, 2.44| reziduální, B.2| rezolventní, 12.17| s Baireovou vlastností, *1.17| sekveniálnì kompaktní, 16.11, B.1| | úplná, *13.3| semi-Èeby¹evova, 21.16| silnì pohlujíí, *14.10| spoèetnì kompaktní, 16.11| stejnì spojitá, *14.2, *14.3| totálnì omezená, 2.44| totální, *3.1| typu Fσ, B.1| | Gδ, 19.6, B.1| úplná, *13.3| usmìrnìná, C.6| uspoøádaná, C.4| uzavøená, B.1| vyvá¾ená, 13.6| w-otevøená, 3.8| w∗-otevøená, 7.1| záøezová, 22.7mno¾iny separované, *14.7| silnì separované, *14.7| striktnì separované, *14.7| supersilnì separované, *14.7Möbiova transformae, *11.1modi�kae topologie bornologiká, *14.10modul hladkosti, *21.4| | lokální, *21.5| konvexity, *21.1monotonní Shauderova báze, *2.17| zobrazení, *2.3Montelova vìta, *14.16Montelùv prostor, *14.18multiplikativní funkionál, 7.5| operátor Mϕ, *9.10| spektrální vìta, *9.10
n-tá odmonina, 9.23nadrovina, 2.23, A.4| opìrná, 21.20, A.4| uzavøená, 2.23nahoru usmìrnìná soustava, *14.12

neexpanzivní semigrupa, 12.1| zobrazení, 1.22, *2.3, *23.1nejjemnìj¹í lineární topologie, *17.2| lokálnì konvexní topologie, *17.3nerovnost Besselova, 1.32| Clarksonova, 21.8| rovnobì¾níková, 21.8| Shwarzova, 1.12| trojúhelníková, 1.1| Weylova, 10.3nerovnosti Chinèinovy, *10.6Neumannova øada, 6.8Nikolského vìta, 10.1Nishiura-Watermanova vìta, *21.10Noetherovo kriterium, 10.1, *10.1noetherovské operátory, 10.1Nördlanderova vìta, *21.1norma, 1.1| Dayova, *1.2| dìlení, C.9| duální, 2.6| eukleidovská, 1.10| hladká, 21.24| lineárního zobrazení, 2.3| nukleární, 10.10| pøípustná, *6.9| spektrální, *7.7| úplná, 1.1normální matie, 8.16, *9.10| operátor, 8.8| prostor, B.1| prvek, 7.16, 9.11| tøída, *14.16normovaný lineární prostor, 1.1normy ekvivalentní, 1.4, *1.6nukleární norma, 10.10| operátor, 2.49, 10.5, 10.10| vyjádøení operátoru, 10.5numeriký obor hodnot, 8.28| polomìr, 8.28obal absolutnì konvexní, 15.16| konvexní, 14.2, *13.5| lineární, 1.33| vyvá¾ený, *14.15obor hodnot numeriký, 8.28| | operátoru, 5.1, 5.14| | zobrazení, A.2oboustranný ideál, 2.48obraz prvku kanoniký, 17.18odmonina druhá, 9.23| n-tá, 9.23okolí bodu, B.1omezená aproximaèní vlastnost, *2.18omezená mno¾ina, 2.1, 14.11, *14.15



D. Co se potøebovalo z analýzy 347omezené zobrazení, 2.1, *14.9omezenì invertibilní operátor, 11.13operátor, 2.3, A.2| 2-sèítajíí, 10.10| absolutnì sèítajíí, *10.4| adjungovaný, 11.4| banahovsky adjungovaný, 2.51| diagonalizovatelný, 8.16, 8.24| Fredholmùv, 2.49, 10.1, *10.1| hermiteovsky adjungovaný, 5.32, 8.5| hermiteovský, 2.40, 8.8| Hilbert-Shmidtùv, 2.49, 10.4| hustì de�novaný, 11.5| invertibilní, 5.5, 12.17| koneènì dimenzionální, 2.46| normální, 8.8| nukleární, 2.49, 10.5, 10.10| omezenì invertibilní, 11.13| p-sèítajíí, *10.8| pozitivní, 8.28, 9.17| samoadjungovaný, 8.8| skoro invertibilní, *10.1| slabì kompaktní, *10.3| s prostým spektrem, *9.10| striktnì singulární, *2.5| totálnì spojitý, 4.12| unitárnì diagonalizovatelný, 8.16| unitární, 2.10, 8.23, *12.3| úplnì spojitý, 4.12| Volterrùv, 2.49| Weylùv, 10.1| zdola omezený, 5.2, 8.1operátorová topologie silná, 14.20| | slabá, 14.20operátory noetherovské, 10.1| unitárnì ekvivalentní, *9.10opìrná nadrovina, 21.20, A.4opìrný bod mno¾iny, *16.3| funkionál mno¾iny, *16.3Orlizova vìta, *3.4Orliz-Pettisova vìta, *3.6Orlizùv prostor, *1.2ortogonalizaèní proes Gram-Shmidtùv, 1.30ortogonálnì diagonalizovatelná matie, 8.16ortogonální doplnìk, 1.16| matie, 8.16| projeke, 2.41| prvky, 1.16ortonormální báze, 1.28| dimenze, *1.13| soustava, 1.28Osgoodovo lemma, 4.22otevøená mno¾ina, 1.5, B.1otevøené zobrazení, 4.13

Pλ-prostor, *2.20
p-sèítajíí operátor, *10.8Parsevalova rovnost, 1.34Pettisova vìta, 16.15pevný bod aproximativní, *23.2| | zobrazení, 23.1Phelpsova harakteristika RNP, 22.9Phillipsùv pøíklad, *2.6Piardovy iterae, 23.4Pietshova dominaèní vìta, *10.4| faktorizaèní vìta, *10.4Pittova vìta, 21.12Planherelova transformae, *1.3plátek, 22.7podílová algebra, *6.11podmíneènì konvergentní øada, *3.7podmínka Edwardsova, *19.5podobné matie, 8.16podposloupnost zobenìná, C.10podprostor hyperinvariantní, *8.1| invariantní, *8.1| redukujíí, *8.1| topologiký, B.1| vektorového prostoru, A.1pohlujíí mno¾ina, 13.6polára mno¾iny, 15.14| | absolutní, 15.14polární rozklad, *9.2polojednoduhá algebra, 7.15, *7.7polomìr numeriký, 8.28| spektrální, 6.12positivnì orientovaná køivka, 9.5| orientovaný yklus, 9.5posloupnost aproximujíí, 10.2| auhyovská, B.1| exaktní, *10.1| funkí stejnì omezená, *3.1| slabì auhyovská, *4.3| zobenìná, C.6pozitivní operátor, 8.28, 9.17| prvek C∗-algebry, 9.18pozorování Jelínkovo, 17.5pravdìpodobnostní míra, 19.1pravidlo rovnobì¾níkové, 1.14pravý Fredholmùv operátor, 10.11| regularizátor, *10.1Preissova vìta, *20.4prekompaktní mno¾ina, 2.44, *13.4prinip minima, *19.5| | Bauerùv, 18.3| stejnomìrné omezenosti, 4.2, *14.2, *14.3problém Banahùv o nadrovinì, *2.5| korony, 7.12projeke, 1.19| hilbertovská, *2.3



348 Rejstøíkprojeke kolmé na sebe, 2.43| metriká, 21.16| ortogonální, 2.41| radiální, *2.4| v Banahovýh prostoreh, 2.36prostor algebraiky reexivní, *2.15| Asplundùv, *20.3, *21.11| | slabý, 20.10, *20.3| Baireùv, B.2| Banahùv, 1.1| barelovaný, 14.6| Bezikovièùv, *1.2| bornologiký, *14.10| harakterù, 7.5| faktorový, *1.11, A.3| Fréhetùv, 14.8| funkèní, *19.5| Gelfand-Fréhetùv, 22.9| Grothendiekùv, *2.20| Hardyho, 13.13, *1.1| Hilbertùv, 1.13| hladký, 21.20| | v bodì, 21.20| Jamesùv, *1.2| | stromový, *1.2| John-Nirenbergùv, *1.1| koneènì reprezentovatelný, *21.7| Krejnùv, *13.6| kvazinormovaný lineární, *14.13| kvaziúplný, *13.3| λ-injektivní, *2.20| lineární kvazinormovaný, *14.13| | metriký, 13.3| | pseudometriký, 13.3| lokálnì konvexní, 14.1| | uniformnì konvexní, *21.2| Makeyho, 17.15| metriký lineární, 13.3| Montelùv, *14.18| normální, B.1| normovaný lineární, 1.1| operátorù, 2.3| Orlizùv, *1.2| Ptákùv, *14.4| reexivní, 2.32| rotundní, 21.2| Shlumprehtùv, *1.2| separabilní, B.1| se skalárním souèinem, 1.11| simpliiální, *19.5| slabì kompaktnì generovaný, *21.13| slabý Asplundùv, *20.3| Sobolevùv, 1.10, *1.3| stabilní, *10.2| stavový, *19.7

prostor sta¾itelný, *23.6| | do bodu, *23.6| striktnì konvexní, 21.2| | lokalizovatelný, *9.10| subreexivní, *16.3| superreexivní, *21.7, *21.8| topologiký vektorový, 13.1| Tsirelsonùv, *1.2| uniformnì hladký, *21.4| | konvexní, 21.5| | neètverový, *21.7| úplný, *13.3, B.1| vektorový, A.1| | topologiký, 13.1prostory izometriké, 2.10| izometriky-izomorfní, 1.37, 2.10| izomorfní, 2.10protipøíklad Rudinùv, *13.5proximinální mno¾ina, 21.16prùmìr mno¾iny, 2.1prvek hermiteovský, 7.16, 9.11| invertibilní, 6.6| kvazi-nilpotentní, 6.25, 7.14| normální, 7.16, 9.11| regulární, 6.6prvky kolmé, 1.16, *21.9| ortogonální, 1.16první Bishop-Phelpsova vìta, *16.3pøíklad Alspahùv, *23.3| Arensùv, C.11| Gowers-Maureyùv, *2.5| Hadwigerùv, *3.7| Henlùv, 14.30| Kalendùv, 14.30| Kolmogorovùv, 4.6| Phillipsùv, *2.6| Tukeyùv, *14.7pøípustná norma, *6.9| topologie, 17.1pseudometriký lineární prostor, 13.3pseudometrizovatelnost prostorù, 14.22, *14.14pseudonorma, 1.3, 2.15, 14.9Ptákùv prostor, *14.4Rademaherova vìta, *20.4Rademaherovy funke, *10.5radiální projeke, *2.4radikál algebry, 7.14, *6.11, *7.7Radon-Nikodýmova vìta, 22.4| vlastnost, 22.5Radonova míra, 1.10, D.6| | komplexní, 1.10| znaménková míra, 1.10Radon-Rieszova vìta, *21.14Radon-Rieszova vlastnost, *21.14



D. Co se potøebovalo z analýzy 349Rainwaterova vìta, 18.11Rayleighova vìta, 8.9reálná matie, 8.16reálnì diagonalizovatelná matie, 8.16reálný vektorový prostor, A.1redukujíí podprostor, *8.1reexivní prostor, 2.32, 17.19regularizátor levý, *10.1| pravý, *10.1regulární algebra, *7.8| bod mno¾iny, *19.6| mno¾ina, *19.6| prvek, 6.6| topologiký prostor, B.1relativnì kompaktní mno¾iny, 2.44renormae prostoru, 21.25reprezentujíí míra, 19.2retrahujíí zobrazení, 23.6retrake, *23.7| lipshitzovská, *23.7retrakt topologikého prostoru, 23.6reziduální mno¾ina, B.2rezolventa, 6.12, 11.15, 12.17| operátoru, 11.15rezolventní funke, 6.16, 12.17| identita, 12.18| mno¾ina, 12.17Riemann-Gravesùv integrál, C.9| køivkový integrál, 9.6Riemannova vìta, 3.10riemannovsky integrovatelné zobrazení, C.9riemannovský souèet, C.9Riesz-Fisherova vìta, 1.38Rieszova vìta, 5.12, *13.1, *19.9| | o reprezentai, D.5Rieszovo èíslo, *5.1| lemma o skoro-kolmii, 5.10Rieszùv spojitý funkèní kalkulus, 9.15Rosenthalova dihotomie, *4.3| l1-vìta, *4.3rotundní prostor, 21.2rovnie harakteristiká, 8.16rovnobì¾níková nerovnost, 21.8rovnobì¾níkové pravidlo, 1.14rovnost Parsevalova, 1.34rozklad jednotky, 8.23, 9.32, *6.11| polární, *9.2| spektrální, 8.23| | operátoru, 9.33roz¹íøení formy S-maximální, *2.10Rudinùv protipøíklad, *13.5Rungeho vìta, D.1| | abstraktní, *6.8rùstová konstanta semigrupy, 12.5

øada absolutnì konvergentní, 16.16| bezpodmíneènì konvergentní, 16.16| Fourierova, 1.34| konvergentní absolutnì, 16.16| | bezpodmíneènì, 16.16| Neumannova, 6.8| podmíneènì konvergentní, *3.7| slabì bezpodmíneènì auhyovská, *3.5| | bezpodmíneènì konvergentní, *3.5øe¹ení abstraktní Cauhyovy úlohy, 12.25| Cauhyovy úlohy zobenìné, 12.17øetìze, C.4
σ-kompaktní topologiký prostor, B.1
S-maximální roz¹íøení formy, *2.10samoadjungovaná algebra, 7.21samoadjungovaný operátor, 8.8, 11.7Shattenovy tøídy, 10.8Shauderova báze, *2.17| | bezpodmíneèná, *2.5| | monotonní, *2.17| vìta, 2.53, 23.13Shlumprehtùv prostor, *1.2Shmidtovo vyjádøení| | kompaktního operátoru, 10.3, *4.2Shurova vlastnost, *3.3Shurovo lemma, *3.2Shwartzova vìta o jádøe, 10.4Shwarzova nerovnost, 1.12sèítaí míra, 1.10sdru¾enì-lineární zobrazení, 2.10sekveniálnì kompaktní mno¾ina, 16.11, B.1| spojité zobrazení, *14.10| úplná mno¾ina, *13.3seleke metriká, 21.18semi-Èeby¹evova mno¾ina, 21.16semigrupa, *6.9| analytiká, *12.4| diferenovatelná, *12.4| kompaktní, *12.4| kontrakèní, 12.1| neexpanzivní, 12.1| operátorù, 12.1| silnì spojitá, 12.1| stejnomìrnì spojitá, 12.1semireexivní prostor, 17.19separabilní prostor, B.1separované mno¾iny, *14.7seskvilineární forma, 9.24shora polospojitá funke, 18.2silná derivae, 20.3| kontrake, *23.4| konvergene, 1.3, 3.8| operátorová topologie, 14.20| topologie, 17.16



350 Rejstøíksilnì exponovaný bod, *18.4| mìøitelné zobrazení, *1.1| pohlujíí mno¾ina, *14.10| separované mno¾iny, *14.7| spojitá semigrupa, 12.1silnìj¹í topologie, B.13simplex Bauerùv, *19.5| Choquetùv, 19.6simpliiální prostor, *19.5singulární èísla, 10.3skalár, 1.1skalární souèin, 1.11skoro invertibilní operátor, *10.1skoro-inverze, *10.1slabá Banah-Saksova vlastnost, *21.10| derivae, 1.10, 20.2, *1.4| kontrake, *23.4| konvergene, 3.2| operátorová topologie, 14.20| topologie, 3.8, 15.2, 15.4| | Banahova prostoru, 16.1| | duálu Banahova prostoru, 16.1| | urèená systémem funkí, B.15slabì bezpodmíneènì auhyovská øada, *3.5| | konvergentní øada, *3.5| auhyovská posloupnost, *4.3| diferenovatelná funke, 1.10| kompaktnì generovaný prostor, *21.13| kompaktní operátor, *10.3| kontraktivní zobrazení, *23.1slab¹í topologie, B.13slabý Asplundùv prostor, 20.10, *20.3| uzávìr jednotkové sféry, 16.17Sobzykova vìta, *2.6Sobolevùv prostor, 1.10, *1.3Sorgenfreyova topologie, 13.15souèet algebraiký, 1.23| prostorù lp-direktní, *1.1| øady, 3.1| topologiký, 1.24souèin Banahovýh prostorù, 11.1| Hilbertovýh prostorù, 11.1| kartézský, B.7| lokálnì konvexníh prostorù, *17.4| prostorù lokálnì konvexníh, *17.4| | topologikýh vektorovýh, *17.4| skalární, 1.11| topologikýh vektorovýh prostorù, *17.4souèinová topologie, B.7souøadniové funkionály, *2.17soustava entrovaná, B.4| nahoru usmìrnìná, *14.12| ortonormální, 1.28spektrální funke, *6.9| míra, *9.5

spektrální norma, *7.7| polomìr, 6.12| rozklad, 8.23| | operátoru, 9.33| tøída, 9.32| vìta, *9.7, *9.10| | Hilbert-Shmidtova, 8.19| | multiplikativní, *9.10| | pro hermiteovské operátory, 9.34| | pro normální operátory, *9.10| | v koneèné dimenzi, 9.31spektrum, 6.12| aproximativní, 8.3| Banahovy algebry, 7.5| bodové, 5.3, 6.14, 11.15| hermiteovského operátoru, 8.12| operátoru, 5.4, 11.15spoèetnì kompaktní mno¾ina, 16.11spojitá deformae, 23.8spojité zobrazení, B.1stabilní Banahùv prostor, *10.2| prostor, *10.2stavový prostor, *19.7sta¾itelný prostor, *23.6stejnì omezená posloupnost funkí, *3.1| spojitá mno¾ina, *14.2, *14.3| | mno¾ina funkí, *1.14stejnomìrnì spojitá semigrupa, 12.1Stone-Èehova kompakti�kae, *7.9, *15.4Stone-Èehùv beta obal, *15.5Stoneova vìta, *12.3Stone-Weierstrassova vìta, *18.2, *19.8, D.2stopa nukleárního operátoru, 10.6striktnì konvexní prostor, 21.2| lokalizovatelný prostor, *9.10| separované mno¾iny, *14.7| singulární operátor, *2.5striktní topologie, *14.17stromový prostor Jamesùv, *1.2støed algebraiký, *2.16| algebry, *6.7| metriký, *2.16stupeò Leray-Shauderùv, 23.8| topologiký, 23.8subreexivní prostor, *16.3superreexivní prostor, *21.7, *21.8supersilnì separované mno¾iny, *14.7super-vlastnost prostoru, *21.8supremum mno¾iny, B.13svaz, *19.8, B.13| funkí, *18.3| lineárníh topologií, *17.1| lokálnì konvexníh topologií, 17.2, *17.1| podprostorù, 17.3| topologií, B.13



D. Co se potøebovalo z analýzy 351svaz úplný, B.13symetriká matie, 8.16symetriký lineární operátor, 11.7systém biortogonální, *2.2, A.6| duální, *2.2| funkí Haarùv, *2.17| okolí fundamentální, 13.4Szlenkova vìta, *21.10©ilovova vìta, *6.8©muljanova vìta, 21.21teorie Choquetova, 19.6, *19.5tì¾i¹tì míry, 19.2Tihonovova topologie, 14.20| vìta, *23.9, B.8Tietze-Urysohnova vìta, B.11Toeplitz-Hausdor�ova vìta, 8.28topologiká grupa, 6.11topologiky úplný prostor, *1.17topologiký doplnìk, 1.24| duál, 2.3, 14.25| podprostor, B.1| prostor Hausdor�ùv, B.1| | lokálnì kompaktní, B.1| | regulární, B.1| | σ-kompaktní, B.1| | topologiky úplný, *1.17| | úplnì regulární, B.1| souèet, 1.24| stupeò, 23.8| vektorový prostor, 13.1| | prostor úplný, *13.3topologie, 1.3, B.1| diskrétní, B.13| Gelfandova, 7.5| generovaná kolekí pseudonorem, 14.17| | systémem funkí, B.15| hustotní, C.11| indiskrétní, B.13| Jaobsonova, *7.8| jemnìj¹í, B.13| kompaktnì-otevøená, 14.20| lineární, 13.1| | nejjemnìj¹í, *17.2| lokálnì konvexní nejjemnìj¹í, *17.3| Makeyho, 17.8| metrizovatelná, B.1| operátorová silná, 14.20| | slabá, 14.20| pøípustná, 17.1| silná, 17.16| silnìj¹í, B.13| slabá, 3.8, 15.2, 15.4| slab¹í, B.13

topologie Sorgenfreyova, 13.15| souèinová, B.7| souhlasejíí s dualitou, 17.1| stejnomìrné konvergene, *14.12| striktní, *14.17| Tihonovova, 14.20| triviální, B.13totálnì omezená mno¾ina, 2.44| spojitý operátor, 4.12totální difereniál, 20.3| mno¾ina, *3.1| variae, 1.10| | míry, 22.1transformae Cayleyova, *11.1| Fourierova, *1.3| Gelfandova, 7.8| Möbiova, *11.1| Planherelova, *1.3| semigrupy Laplaeova, 12.21translaènì invariantní metrika, 13.2triviální ideál, *6.10| topologie, B.13| vektorový prostor, A.1Trojanského vìta, *21.3trojúhelníková nerovnost, 1.1tøetí Fredholmova vìta, 5.28tøída homotopiká, 23.8| normální, *14.16| spektrální, 9.32tøídy Shattenovy, 10.8Tsirelsonùv prostor, *1.2Tukeyùv pøíklad, *14.7tvrzení Bauerovo, *19.5TVS-izomor�zmus, 15.11typ Banahova prostoru, *10.9úloha abstraktní Cauhyova, 12.25| | Dirihletova úloha, *19.5uniformnì hladký prostor, *21.4| konvexní prostor, 21.5| neètverový prostor, *21.7unitárnì diagonalizovatelná matie, 8.16| diagonalizovatelný operátor, 8.16| ekvivalentní operátory, *9.10unitární grupa, *12.3| matie, 8.16, *9.10| operátor, 2.10, 8.23, *12.3| silnì spojitá grupa, *12.3| zobrazení, *9.10úplná mno¾ina, *13.3| norma, 1.1úplnì regulární algebra, *7.8| | topologiký prostor, B.1| spojitý operátor, 4.12úplný prostor, *13.3, B.1



352 Rejstøíkúplný svaz, B.13| topologiký vektorový prostor, *13.3usmìrnìná mno¾ina, C.6uspoøádaná mno¾ina, C.4uspoøádání C∗-algebry, 9.19uzávìr jednotkové sféry slabý, 16.17uzavøená mno¾ina, B.1| nadrovina, 2.23| rekti�kovatelná køivka, 9.5uzavøené lineární zobrazení, 4.17uzavøený konvexní obal, 14.2, *13.6| lineární obal, 1.33| | operátor, 11.2| vyvá¾ený obal mno¾iny, *14.15variae koneèná, 22.1| totální, 1.10, 22.1vektor ykliký, *9.10| vlastní, 6.14, 8.16vektorová funke mìøitelná, 22.2| jednoduhá funke, 22.2| mìøitelná funke, 22.2| míra, 22.1| | absolutnì spojitá, 22.1vektorový prostor, A.1| | komplexní, A.1| | reálný, A.1| | triviální, A.1vìta Alaoglu-Bourbakiho, 15.19, *15.1| Alaogluova, 7.4, 16.6| Arzel�a-Asoliho, *1.14| Asplundova, *21.3| Atkinsonova, 10.1| Baireova, 4.1, B.3| Banah-Bourbakiho, 16.9, 16.15| Banahova o kontraki, 23.3| | o otevøeném zobrazení, 4.14| Banah-Saksova, 4.10| Banah-Steinhausova, 4.4, 14.8, *14.3| Bernstein-Robinsonova, *8.1| Bessaga-Pe lzy�nského, *3.6| Bishop-Phelpsova, *16.3| | druhá, *16.3| | první, *16.3| Bohnenblust-Sobzykova, 2.19| Brouwerova, 23.9| Cantorova, B.4| Choquetova, *19.5| | o integrální reprezentai, 19.6| Clarksonova, 21.26| Dirihletova, 3.10| dominaèní Pietshova, *10.4| druhá Fredholmova, 5.26| Dugundjiho, B.12| Dvoretzky-Rogersova, 16.16, *3.4, *10.4

vìta Eberlein-©muljanova, 16.12, 16.15| Edgarova, *22.6| Edwardsova, 6.20| faktorizaèní Pietshova, *10.4| Feller-Miyadera-Phillipsova, 12.23| Fréhet-Rieszova, 2.9| Fugledeho, *9.8| Fuglede-Putnamova, *9.9| Gantmaherova, *10.3| Gelfand-Mazurova, 6.19| Gelfand-Naimarkova, 7.17| Gelfandova, 6.18, *3.4| Grothendiekova, *10.4| Hahn-Banahova algebraiká, 2.16| Hahn-Banahova, 2.18| | geometriká, 2.23, *14.7| | pro zobrazení, *2.19| Hellinger-Toeplitzova, 11.10| Hille-Yosidova, 12.22| Hu�-Morrisova, *22.4| Johnsonova, *7.7| Jordanova, 8.16| Josefson-Nissenzweigova, 16.17| Kade-Klee-Asplundova, *21.2| Kadeova, *21.2| Kakutaniho, *14.14| Kakutani-Markovova, *23.10| Keldy¹ova, *19.6| Kleeova, 16.15, 21.22, 21.27, *21.3| Kottmanova, *5.2| Krejn-Milmanova, 18.5| Krejnova, *13.6| Kwapie�nova, *10.9| Lebesgueova o diferenovatelnosti, 22.4| | o neurèitém integrálu, 22.4| Lévy-Steinitzova, *3.7| Lindenstraussova, *16.3, *18.4, *22.1, *22.3| Lomonosovova, *8.1| Lorhova, *6.12| Lumer-Phillipsova, *12.2| Makey-Arensova, 17.9| Makeyho, 17.11, 17.13| Mazur-Orlizova, *14.6| Mazurova, 2.23, 6.20, 20.10, *13.6| | malá, 14.27| Mazur-Ulamova, *2.16| Mergeljanova, 7.12| Milmanova, *19.3| Montelova, *14.16| Nikolského, 10.1| Nishiura-Watermanova, *21.10| Nördlanderova, *21.1| o bipoláøe, 15.16| o hlavníh osáh, 8.16| o integrální reprezentai, 19.4



D. Co se potøebovalo z analýzy 353vìta o jádøe Shwartzova, 10.4| o kontraki Banahova, 23.3| o obrazu spektra, 9.3| o reprezentai Rieszova, D.5| o teènì, 2.21| o teèném funkionálu, 2.21| Orlizova, *3.4| Orliz-Pettisova, *3.6| Pettisova, 16.15| Pittova, 21.12| Preissova, *20.4| Rademaherova, *20.4| Radon-Nikodýmova, 22.4| Radon-Rieszova, *21.14| Rainwaterova, 18.11| Rayleighova, 8.9| Riemannova, 3.10| Riesz-Fisherova, 1.38| Rieszova, 5.12, *13.1, *19.9| | o reprezentai, D.5| Rungeho, D.1| | abstraktní, *6.8| Shauderova, 2.53, 23.13| Shwartzova o jádøe, 10.4| Sobzykova, *2.6| spektrální, *9.7, *9.10| | multiplikativní, *9.10| | pro hermiteovské operátory, 9.34| | pro normální operátory, *9.10| | v koneèné dimenzi, 9.31| Stoneova, *12.3| Stone-Weierstrassova, *18.2, *19.8, D.2| Szlenkova, *21.10| ©ilovova, *6.8| ©muljanova, 21.21| Tihonovova, *23.9, B.8| Tietze-Urysohnova, B.11| Toeplitz-Hausdor�ova, 8.28| Trojanského, *21.3| tøetí Fredholmova, 5.28| von Neumannova, 13.7| Wienerova, 7.23| základní algebry, *23.5vìty faktorizaèní, 4.22vlastní èíslo, 6.14, 8.16| hodnota, 6.14| | operátoru, 5.3| ideál, *7.1| vektor, 6.14, 8.16| | operátoru, 8.16vlastnost AP, *2.18| aproximaèní, 2.50, *2.18| | kompaktní, *2.18| | metriká, *2.18| | omezená, *2.18

vlastnost Banah-Saksova, *21.10| | slabá, *21.10| FPP, 23.5| Fréhet-Gelfandova, 22.4| H, *21.14| Haarova, *2.10| K, *21.14| KK, *21.14| KMP, 18.10, *22.2| Kade-Kleeova, *21.14| Kadeova, *21.14| Krejn-Milmanova, 18.10, *22.2| pevného bodu, 23.5| R, *23.3| R*, *23.3| RNP, 22.5| Radon-Nikodýmova, 22.5| Radon-Rieszova, *21.14| Shurova, *3.3| tøí prostorù, *21.12vnìj¹ek yklu, 9.5| køivky, 9.5vnitøek yklu, 9.5| køivky, 9.5| mno¾iny, B.1vnitøní (algebraiky) bod mno¾iny, *14.6vnoøení Banahova prostoru, 2.31| | prostoru izometriké, 2.31| kanoniké, 2.29, 15.1, 17.18, *2.15| topologikého prostoru kanoniké, *15.2Volterrùv operátor, 2.49von Neumannova vìta, 13.7von Neumannovy axiomy, 14.4vyèerpání mno¾iny, 14.20vyjádøení normy duální, 2.24| operátoru nukleární, 10.5| Shmidtovo, *4.2výsledek Carlesonùv, 4.6vyvá¾ená mno¾ina, 13.6vyvá¾ený obal mno¾iny, *14.15| | mno¾iny uzavøený, *14.15vzore Beurlingùv, 6.23
w-konvergene, 3.2
w∗-konvergene, 3.3
w-otevøená mno¾ina, 3.8
w∗-otevøená mno¾ina, 7.1
w-topologie, 15.2| Banahova prostoru, 16.1
w∗-topologie, 7.1, 16.1WCG-prostor, *21.13Weylova nerovnost, 10.3Weylovo kriterium, 8.10Weylùv operátor, 10.1Wienerova algebra, 6.5



354 RejstøíkWienerova vìta, 7.23Yosidovy aproximae, 12.22základní vìta algebry, *23.5záporná èást hermiteovského prvku, 9.21záøezová mno¾ina, 22.7závora horní, C.4zdola omezený operátor, 5.2, 8.1| polospojitá funke, 18.2zeslabené øe¹ení Dirihletovy úlohy, *19.5zjemnìní dìlení, C.9znaménková míra, 1.10| | Radonova, 1.10zobenìná podposloupnost, C.10| posloupnost, C.6| | auhyovská, *13.3| | vytvoøená �ltrem, C.15zobenìné øe¹ení Cauhyovy úlohy, 12.17| | Dirihletovy úlohy, *19.6zobrazení adjungované, 8.5| a�nní, *23.10| banahovsky adjungované, 2.51| expandujíí, 23.16

zobrazení fréhetovsky diferenovatelné, 22.3| hermiteovsky adjungované, 8.5| homotopiké, 23.8| izomorfní, 2.10| kanoniké, *1.11, A.3| kompaktní, 23.14| lineárnì homeomorfní, 2.10| lineární, 1.37, A.2| lipshitzovské, *23.7| monotonní, *2.3| neexpanzivní, 1.22, *2.3, *23.1| omezené, 2.1, *14.9| otevøené, 4.13| retrahujíí, 23.6| riemannovsky integrovatelné, C.9| sdru¾enì-lineární, 2.10| slabì kontraktivní, *23.1| spojité, B.1| | sekveniálnì, *14.10| unitární, *9.10Zornovo lemma, C.5zúplnìní normovaného lineárního prostoru, 2.33| topologikého vektorového prostoru, *13.3
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