
















Kone~ne plati n~aledujici:

(il cjJc :Jl , f je e- -okruh ,

( ii) (J- =('L na fJ •
( iii) (J- je UplM mira as jJ.

Dl'lkaz. BUlhe El' E2 e. rjJ , Nl,N2 .. ..f E1U Nl = E2 U N2

Existuji mnoziny E\.F2 e. rjJ Nl C. Fl' N2 C. F o • li-F l = t"- F2 = O••
Ze vztahu El-E2cN2Clf2 plyne J ze t-t (E l - E2) = O. Potom

f- El = ;t (E l () E2) U (E l - E2)) = ~ (E l () E2 ) + f£- (E l - E2) =
= f- (Elf) E2)· Obdobne se dok~:le I ze (J- E2 = I' (E l n E2)·

E U IIn n

(A=AUIIl).

Bu<ae

- - ...
~l En U ~lNn E f nebot ~l En E.g; ,

E £!fJ • N\; ..¥' (N C F C rjJ • I'- Jl = 0 ). potom

- N» E §J (nebot E - Fe. f .

je z f-e jmo

je (J -okruh.

o
n=l-U NnEf. Jsou-li nynf

n=l

Dokaz ujme nyn! daH! body.

( i) Inkluse

Potom

Dokazeme 1 ze

E - N = (E - F) U {E n (F

E n (F - N) c F i.

Jsou-li kone cne El• E2 e f . Nl.N2' £ ..¥' • je

podle ptedchoziho.

(ii) Je-l1 »<«. je (kupI'ikladu)

t:« E = Ii (E U III ) = tJ. E.

(iiil Bud A £ if . Ii- A = 0 • B C A Nechi A = E UN.

NCFe.:!./-LF
B=IIlU(AnB)

Tedy BE. f
= 0 ; zrejme /-L E = 0 • Potom ml'lzeme

pti~emz A nBC A = E V NeE u F •

EErjJ ,
ps~t

113.461 Problem. Necht t'- je 0' -jcone cna mire na okruhu ~ • Z ni ml'lzeme

zkonstruovat dye roz~itene up Lne miry:

( I)

( II)

!-L lze jednozna~ne rozeitit na

zUpInit (podle 13.45),

z i sc , (L) lze vytvotit vne jei

vybudovat eyatem m (~.. ) .

cr ("6{) (podle 13.43) a tuto miru lze

..
miru t' a podl a Caratheodoryho lze
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II)

5chem"tic ky :

't" na '&e I rozsii"eni _I ;;.. na C? (M ) I ztlplnhi ~ (A- n" 6"' (-U ) I

Pritom vime, ze

(1) ~ c 0' ('6t ) , @' (-U) je G"-algebra, ('L = r<-L ne U •

(2 -algebra,( II)

I" je up Lna mira na 0' ('$t ),

Me m (;--*). m (1"") je

;--" je up Lna mira na m Y"''')
Vztah aYBtem~ 0' (U) a m (fL")
du jici veta.

, jOiko

I'- =~ na U •

"a (-l po da va nesle-

113.471 Veta (poro.vnanf obo u metod)

Blld I'- 0' -koneene mira ne okr uh u ~ • Potom

(i) 0' (~ ) = m (1"'*)

(ii) ? = ('-* na m (cu*)

j)~kaz. Zfejme ff ('U ) c. m (1'-*) a I'- =1'-<1- na (2 ( U ).

Z konatrllkce liplne miry vyplyva dele, 1.e r:r (U) c. m (;--") a

Ii = r:"* n,,: 0" (*- ). ;,t"Ci pouze co kaaat , ie m (1"''') c. 0' ("dt ).
UkIl1.eme, 1.,'e

At m (;--") , 1'-" A < + c>O ~ A E 2f( U. )

(vime, 1.e(:Ul' je 6"'-ltoneena - viz zacetek d~kazll vety 13.43 t ) ,

Nalezneme FnoZinll G € e- (U ) t ak , "by G:> A , tfG = I'-*A (uve domt;e-
s L, 1.e ~A = inr{ ~f'''n; Ql "n::> A • F n € « } ) .
Zrejme t!'(G A) = 0 • l'lldiZ G A E. m (1"") "opet nalezneme mnoa t-
nu H € 0' ('&l ) t ak , aby H::> G - A • tfH = ~(G - A) = 0 •

Potom

kde

ce

A = (G - H) U (A n H) ,

G-H"e-("M), Af'\Hc.H

t"" naanaae ne ole jineho, ne!

co1. podle konstruk-
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~ Mnozinove systemy.

Zjistujte, jake mnozinove systemy tvoti ~ • jestliZe:

(s) .6- -

(b) ~ •
( c ) ~ "

konecne podmnoziny mnoziny X (X konecne, spocetne ci

ne epcce tna) ,

{ 0} (X Li.bc vo Lna ) ,

{ Xli ... ,Xn } t kde tyto mno1in,y jBOU neprazdne, po dvou

n

d1sjUilktni aUX.• X •
1.1 1

( d) $- - Hdke mnoZiny v metrickem prostoru (X , f ) •
(e) Jfr - mnoz1ny 1.kategor1e v met.r-Lc kee prostoru,

(f) .:&- - ote vt-e ne mnoZiny v metr1ckem prostoru (kdy bude Jf okruh?) ,

(g) :IT - mno!!iny, ktere jSou scueasne otevtene 1 uzavtene v metr1ckem

prostoru.

Zkoumejte.

a 0,;(olf
jak v techto ptikladech vypadaji generovane systemy

a okruh , ge ne r-ovany )f
~(.:(f)

~ Sorelovske mnoZiny.

Necht. (F, f) je metr1ckj prostor. Definujme bor-e Lcv eke mno!1ny jako

01 -okruh, generovany systemem veech otevtenych mnoz1n a oznacme jej

.A (F) • UkaZte. ze obe cne system ~ (F) mOze byt rOznj od 0""-okruhu

ge ne r-ovanebo ayat.eaem veech kompaktnich mno!1n (porovnej e 13.8.a).

!i!!!!?2.. Uv"zujte ne spocet.ny d1akretnl metr1cky prostor.

Udejte vztah techto systemO a pokuste se nalezt nejake nutne 01 postaOUjl­

cl podmlnky pro jej1ch rovnost.

113. CI Cv10enl.

(a) Sua T ttida podmno!1n mnoZiny X, #If okruh gen er-cv eny systemem :;:-.

Fotom platl:
n

AC U F 1 •
1·1

dokaz te I

!i!!!22.. Uvszujte system f· { A C X; eX1stujl F1"'. ,F n " .1"

e vlsatnostl A C UF 1 } • Ul<aZte, Ze :;:-C. faze 9'. je okruh.
1·1

(b) Sua opet J:" tHda p~dmno!1n mnoZiny X. DokaZts, ze

A Eo 6"" (:T) =>ex1stujl
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(e) Bull. rjJ er <ckr-uh v X, E ex. Potom system

~={ E()A; Abo?}
je <0 -ckrun , lJokazte! Lze neeo tiei 0 vztahu aystemo. f, 1£ '(

(d) Bull. eJ 13" -okruh v X, E C. X • Potom syatem

1= { A C. x, E " A E if}
je 13" -okruh. lJokazte! Opet ae pokuate nalezt vz t an
nejte teo a (e) !

(e) Bull. jf okruh v X. Polozme

'"1 a!fJ t porov-

~ = { B C x, A" BE.:&- . pro kaodou A E .;&-} .
Dokazte, ze
(1) .I je algebra, .If C ,z.
(2 ) je-li .'tf algebra, potom ':&-=$

,$ er- -okruh, -(3) je-li je i&- 13" -alge bra- «<;:»
(4) 13" ($ ) c e (.;&- ) ,
(5 ) rovnost ve (4) nemuai na atat ; kd3 neatane?

(f) Bull. .:d- okruh apliiujiei podminku:

-
An e ;&- ==='> nAn" :&-

n=l
Je jf jiZ (fj' -okruh?

(g) Bull. jf okr-un J&.cJl , .)(. system mnozin a vlastnosti:

-
Potom er (:&- ) c Jl ukaztel:Plati toto tvrzeni i v pfipade, kdy

systemJtja uzsvfen zs tvofeni ~~~~~~~;~~ spocetnyeh sjednoeeni s pro.niko.?

113.D! Cviceni. Zkoumejte nezavia10at jednotlivyeh exiomo. miry a vnejei miryl

[lJ.E I PHklsdy mer.

(s) Projdete ai jeste jednou priklady z 13.12.

(b) Bull. rj ro ·okruh. Pro 1E:I po1oHe

pocet prvko. mnoZiny A, je-li kone cns,

(1-1=/
-........ + - • je-li 1 ne.konecns

s rozhodnete. zda f- je mira na !fJ •
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je mira na 1 .

)IE = 1 t d~
£

=Allf

je mira na m .
e e .;tftyu) , f:!!O

(c)

( d)

ft
Je-l1 f € .;A

!"iIl
pro II € m
Je-l1 opet
nl1 vztahem

f ~ 0 I potom I'unkce ~ deflnovana

(viz 18.13), potom funkce

f
def1nova-

1
vnejai

vgech
miry. Urcete te! v!dy (jako

("-.-metitelnich mnoZin.

~ Ptiklady vnejil! miry.

~koumejte, zda nesledujici funkce jsou

v U.Z7), jak vYPade system m. (t!-""
(a) Ptiklady z 13.18.

( b) X libovo1M mnoZi na ,

=../ po~et prvkO mnoUny A, je-i1

............... + _ , je-l1 A nekone~ne,

ACoX kone~ne,

(c)

( d)

1"."'0 =0, ;l'X = 2 , (J-*A = 1

X je uplnj metr1cky pro star ,

/

U , je-l1 A C X

t-*A ="<,
I, je-li A Co X

pro 0;i A ;i X ,

l.kategor1e,

2.kategorie,

(e) X je mno!1na ptirozenych ~isel,

-A.. obsahuje-l1 mnozina A preve n prvkO,

=/
n+l ,

f'A
............. 1 , je-li A nekonecne,

(i) X = E1 , xn =1 (nE N) ,n

po~et prvkO mno!1ny A" {Xn } , je-l1 tato kone~ne,

=/
............... + - , je-l1 mno!1na A f"I { Xn } nekone~ne.

113.0 I Cv1~en!.

(a) Zkoumejte, ktere z vnejAich mer v 13.F jeou regularni.

(b) Zkoumejte, ktere z vnejAich mer v 13.F jsou metr1cke (v1z 14.11);

v ptipade, !e X neni metr1ckY proetor,
(1) volte na X d1skretni metr1ku,

(2) volte X = El •

113.81 CV1cen~. Je-l1 vnejAi mira konecne ad1t1vni, je jU
13.11.c). Doka!te I
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113.11 Cvi~eni. BuCl (P, f)
A" ~~~£!£~ vn~j§i

i: fr-aditi vni, ~ili

metricky

mira na
~" je

praetor

(P , f
pak ja

s diskretni metrikou f
) (viz H.ll). UkaZte, ze ja

mira ..

it"~~Y2~~ Ukazte, ie je konecn~ aditivni a pouzijte 13.H.

!13.J I Cviceni. Pi'edpokledejme, ze ft"
(tj. splnuje exiomy VMl a VM2
atejn~ jeko v 13.22.

DokaZte, Ze

je ne zapor-ne mnoZinova funkce na exp X

z 13.16). Definujte syatem m (;.<")

mOze byt prazdny, tj. zadna mnozine nemusi byt( a)

(b)

system m (ft")

!L" -meHt.e Lna ,

je-li 1If. (t"*) Fro,
pro kezdou M) enebo

potom

f"k" (/)
(a tedy take t".... M ~ +00

(c)
....

je stlae navf c predpoklad8me t"- (/) ~ 0 (axiom VM
3

), potom ja

syatem ~ (tL") tvofi algebru (coz je na prvni pohled pfekvapujici

vysledek, ale uv~domte s t , Ze m (!"*) mOze take obaahovat pouze

I1l a X) a funkce r: je na In (/A''') adi ti vni.

113.KI Cvi~eni. Necht tl" je vn~j§i mira na X. Pro HeX, A c H polozme

t'*H(A) ~ l' A (tj. t"-"H ~ 1'-*/exp H).

(a) Je-li H € m 't"") ,potom t"7t je vn~ j§i mira na H a

" { A ; A E. 'Of «(1-") H }lit ( ILH) ~ , A C

(b) Neni-11 H f& m (t"") • potom tunkce !""H je stale vnej!i mira ne H,
pIaU implikace

(c)

(d)

a c H , AE.1lt<;.<*) ~ A€M'tot"H)'

" ..als sxistuji (I. H-meri tslne mnoziny, ktere nejsou I'- -m~fitelne.

" "Je-li tl regularni, je i f£ H regularni.,. ..
NaleznHe ptlklad, kdy t" je neregularni a I'- H regu18rni.

113.L I Cviceni. BuCl I'- konecn~ adi ti vni mira na (0 -okruhu I . splnujici

podminku: -Al C A2 C ••• , A ~ ~l An ===l> I'- A ~ lim An •

Potom f'- je ji! ( 0'" -aditivni) mira. Dokahe I

!13.MI Cviceni.

(a) BuCl tL'" !!ll!!~~£!'~ vn~jlli mira. Potom je spln~na podminka:
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(,t) Al C AZ C

DokaHe !

..., A = -U
n=l

A ==9
n

!!~~9S!~ iCe ka"de mnoZin~ An ns Le zne t e MnE. m (tf"), loin:> An

a vLa a tno at! f-* loin = t"An •

(b) UkaHe, ze pr-e dpok Iad regularity je podat at ny .

~~~~9~ Volte X = N v 13.F.e.

(c) Ukaz t.e , ze ex i e t.u jf ne r-egu Larn f vnej Si miry aplnujiei podminku (,t) •

!!~~29~ PouZijte 13.... e.

(d) Ukazte, ze pro kleaajiei posloupno8ti mnozin analogieka podminka k (~)

n emus f platit .

!!~Y99, Volte X = N, ;;'*0 = 0, ;£E = 1 pro E # 0 .

ID.N I Cvieeni.

(a) Neeht

Potom

*(4 je regularni vnejai mira na X , neeht ;!X c + 00 •

Dokazte!

*;'- A + I'-*(X-A).

tt-"A + I'(X - A).
S j 'r I

" *!'S'~!!~'!'t~~ ~i8lo I'- X - f- (X - A) Be obvykle nazyva !!!gt!!L'!'frQ!! mnoZiny
A • Interpretujte v t.ech to termineeh (a) 1

!!gYS'9~ Jedna implikaee je zrejma. Neeht nyni ;;.*1. =

Zvolme T eX, cr T <: + oC • NaLez ne t.e 8 E. m (;t")r» = I"r. Potom

(1-* A = fL*(A () 8) +
..
~ (1\ ..- B) ,

(1-*(1. - A) = (1-*(8 - A) + ;t-"(X-(AU B» ,

tedy po men§ich uprav8ch

* ff -II .. .."(I- (Tn A) +t£-(T - A)"; I'-(Bn A) +I'l(l:l- A) !'r"B = ("'T.

(b) Na pfiklade IJ.F.e ukazte, ze predpoklad regularity nelze vyneehat.

(e) Bud (4* r-eg u rar-m vnejai mira, A C X. Neeht ~"i~~!!j~ mnoZina

H ... m (fL*) B vlaatno atmi:

H ::J A, ;L' H <+ <Xl t-l"H = ;t A + ;.f(H - A).

Potom A £ m (c/) , ukaHe 1

"fS'~!!g,!,!~, Uvedomte ai, ze pro zjiateni ~ -meritelnosti mnoziny A staei..
Qvetit z namou rovnost pro J~g.Qg_ t"- -metltelnou mno~lnu H a nemusime

j i ovetovat pro !~~92!! testovaci mnozlnu 1
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1 •('-* regularni vnej~i mira, necht ~X =

= 1 - f'*(X - A) (viz po znamku v 13.N.a),
~

.. 1 ..
'II =~ (fl"*+!'-)
Uka!te, !e

113.0~ CVi~eni.

Polo!me

(a) lI* je vnej~i mira,

1'-* vnejei Lebesgueova mira v Ell ' neni mnoHna M z dukazu
)/* -mer ite lna , a tady vnej~i mira )/* neni regularni,

* *(l. nevic metricka, je i II metricka.

(b)

(c)

( d)

( e)

vynechame-li predpoklad regularity

je-li navic ))* regularni, je fl[

je-l1

14.17

je-l1

t'-*, nemusi byt

( .,*) Xv = exp ,

..v vnej1ii mira,

113.pl Cvi~eni. Bud X nespo~etna mno!ina, za )p vezmeme system veech spo~et­
nych podmno!in mno!iny X a system veech mno!in, majicich v X spo~etn.Y

doplnek. Pro A E If polo!me

po~et prvku mno!iny A, je-li

+ - , je-l1 A nekone cne ,

A kone~na,

Uka!te, !e

(a) ll,YsUm f tvoti fO -algebru,

(b) f' js uplna mira na 51
(c) mira (l. nen i fir -kone~na,

(d) pro miru (l. na !I nsplati tvrzeni vety 13.47,

(e) neexistuje vnej~i mira (L* na X tak, aby

f = or «(k*l , I'- =/'"* na f
tj. mira (L se neda vytvorit z Mdne vnejSi miry'Caratheodoryho met odcu•

..
!!~Y!!!Li!l. Predpokll1dejte, !e t'- ...latuje. Potom oveem nut ne mil tvar
vnejei miry z 13.F.b, tak!e 1lt «(".. ) = exp X

E!!!!!~!!!! .. Viae jU, !e mira t"" je na eysUmu m «("*) uplna mira. V teto
souvislosti se naak,ttala otazka. zda ka!dlI uplnll mira na fO -algebre se
dlI timto zpusobem vytvorit. Ftiklad ukazuje, !e odpoved je negativni.

~
( a)

(b)

Pokryvacl &ysteay.

Zopakujte si prlklady 13.30, 13.31.

Ur~ete vnejill mlru /I" z pokI1vaclho systemu (W,::l) , zkoumejte

Nt ( ::1*) a vyilettete, zda it* je regu14rnl ~i metrickll, jestl1!e:

'fI ;; { (6, X , jednobodove mno!1ny } ,

10=0 , ::I { a} = 1 pro III .. X :l X = + 00 ,

Yf ~ { 0, XF.,
(c) ilr6 = 0 ilx = 1 ,
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(d) W: { f6, x , jednobodove mnoHny } X neepoeetM,

~ (IJ : I\{e}:o, IlX: 1 ,

(e) v:- { A; A je spoeetM anebo X-A je spoeetnll } , X nespoeetne,

/ poeet prvko. A , je-li A koneene,
;\ A =

~+oo , je-li A nekoneene,

(f) W ;; system v§ech vlsstnich podmnoUn mnoUny X ,

1t0:=O, lA=l, pro 0~A#XJ

(g) * X = E2 , 'tf;; prezdne mnoUna a system dech "otevl'enych intervalo.",
ldicich vzdy na pl'imkach rovnoMznych e osou x, 1I G je pak rdlvno
delce tohoto intervalu,

(h)· X = E2 ' 'If " prazdna mnoZina, v§echny jednobodove mnoZiny, kddy
"otevl'eny interval" leUci na pHmce rovnobezne buCl. s osou x ~i osou y,
~ G polozme rovno "jednorozmerne Lebeegueove mil'e" mnoziny G.

Zkoumejte dale v techto pl'ikladech, .zda

(i) it = ~.. na W'
, 11) 'tf c lilt ( it")

113.R I Cvlceni. BuCl.te ('tf, Il,)
ptislu§ne vnej§i miry. Je-li

Dokaitel

dva pokryvaci syatemy,

na 'If' je 71:: it;

" ..:I, , 71,
r vsude.

" ..~~~!!!!~ BuCl. A c. X; cnceme dokazat, ze il! A ~ il, A

~A <+ 00 ,zvolte E >0 a naleznete En € W'
• Ftedpokladejte,tedy
tak, aby

-U En:> A ,
n=l

Potom -
'"Ln=l

-'" L a" E
n=l 1 n

113.s I CvicenL BuCl. (tjf,:l.) pokryvaci system,
Je-li 'fjc fit: ( 1I") , je vnej§i mira 7/*
Dokaite I

~~XQg~ Pouzljte 13.38.C.

,,*
It pHslu§na vnejH mira.
regularni.

113.T I Cviceni. BuCl. (rt, i1) pokryvaci system na mnoZine X. Potom 71" G : il G
pro kazd~u mnozinu G E ~ (viz problem (i) v 13.31), prave kdyz funkce

:I splnuje podminku

"0, On E 'tf'
Doka!tel

GC: o
n=l ° ~n

- 2:;/1 -
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!i~Y25h Plati-li it G = j\"G, vyplyva uvedena podminka z faktu, ;;e /I....

je vnejsi mira (viz lj.<~) a ze vnejsi mira tuto podminku aplnuje (axiom

VM4 ) . Je-li naopak splnena podminka, kopirujte (i) v d~kazu vety 13.32.

113.UI Cvl~eni. Zopakujte al vetu

ne zupln0ni miry (i- je v

uplna mira na Iir -okruhu

potom if C jJ a Ii = 1"1
!!~Y2!Ls!~!!!~~~

13.45 a zuplneni miry. Ukazeme, ze tam sestroje­

jlst:jm smyslu mlnlmalni. Pfesnejl, je-ll 1'1
11 ~kova, ;;e '! c 1, a I" = c"1 na fl
na if .

BuCt F" cjJ , Ii- F = 0 ,

f up Lno a t miry f-f! ) .
N c ],'
Takze

Po t.om

!c~
tJ" = u
a pro E E.

"

odkud

(L1(EU N) = ~1E = f" E = jL(EU N).

~J.VI Cvl~eni. Uka z t e , Ze neexlstuje uplna mira f- na 6'-Okruhu <jJ v El
takova , ze

iii;;: Leb. mira • ..8 1 = bor-e Lov ske mnoz Lny , 1f{" = l e o . mer a t e Lne mnoliny).

Jinjm1 slovy, Lebesgueova mira na m1 je ~=~1!!!!1J:!!! z upl ne n f Lebeagueovy
• miry na ~l' Dokaz te 1

~~Y2!h PouZijte pi'edehozi evl~eni a H.ll.(VI) (61 lu.24.vil.

( a) Bud: ~ @' -kone cns mira na 6" -okruhu!l , 1"" vnejsi mira vy t vof-e na

z pckr-yvec f ho systemu (If, Ii.) . BuCt }I mira na m (Il-") ua kova , ze
.o .. m ,»:ne y • Potom Ii =t' na (I"- ). DoksHe

(b) Z~stane v platnostl tvrzeni (a), pozadujeme-l1 pouze, aby f'- by Le

6" - kane ~na mira na 2JE:~!!~ ?

(c) Neeht I' je mira na

ji 6" -koae~nost miry

~ -okruhu (resp. okruhu) sf
II'- podminkou:

Mnozi au't of a definu-

"ke kazde mnoz inti A E 9J lze naJi t poe Loupnoe t An E. f tak, ze-A C U
n=l

A "n

Porovnejte s nasi deflnlci CO -jcone cncs t t v 13.41 a r osvaz te , ktere z vet

(hlavne 13.43, 13.47) z~staaou v plstnostl i pri teto definiel.

t«" z pokryva­
«(".. ) ,

na okruhu ~ • Vytvoi'me
po toe tvrzeni, Ze r.-t c Nt

(d) BuCt I' !29!!~9~=!~!~!Y9! mira
ciho sy stemu ( 'tf 'I" ). Plst!

!L = 1"" na r.-t ?

(e) Pe~llve promyslete pi'iklady v 13.44.A !
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(f) Buo rj (;-okruh, I'- ,V miry na f Necht ("- = JI na '(/(cjJ

Je pote pravda, ie I'- = V na:l?

Ptedpokladejte navie, ie t"- ,}I jaou kone cn e a porovnejte s vetou 13.43,

kde jsme ptedpokladal1, ie system t( je 2!!r.~h~

~ T'voi'eni novjch mer,

(a) BuO;;. mira na okruhu:l podmnoZin mnoZiny X, buo Be X • Neehl (""

je vnej§i mira vytvotena z pokryvaeiho systemu (1 -r" ) . Pro E £. fJ
dale poloZme

(b)

)I E = (-1-* (B n E ) •

DokaZta, ie V je mira na rj .
Buote ~ a f okruhy podmnoZin mnoZiny x. Ptedp<>kladejme na.. ie, ie

:it je 1de91 v f (tj • .Ie cf a plati:

Ec 11 ,A E. .Ie >E f"l Ae:{ ) a neehl t- je mira na 5e
Pro E E f poloZte

liE = sup { f A ACE, A "'.Ie}
a uka~te J ze
(l) )I je mira na .p
(2) JJ= r" na ~

(roz§iteni miry ;_1~~~1~_~~ eely 2!rHhl.

(c) Je mira

" .(d) Necht!"'
i'ena jako

)J z (b) jiZ podminkam1 (1), (2) jednozna~ne

je mira na 6' -okruhu 1 . Nechl J je
v D.C.e Pro Ee f ,A Elf poloime

ur~en.. ?

er-algebra vytvo-

I'-E(A) =

Ukaitlt, ie (-1-£

tJ. (E n A).

je mira na 1
Dale pro kaida AE. '1 poloite

fA = aup { I'- B(A) ; EE)O}

a ukaite, ie

(1)

(2 )

t'- je mira na '1
na !I

na

okruhem?

Ze mira IJ-
~ -}

aakneme,ja mira na

t.t =("c

- 22) -

tvrzeni (d)

;Z na 1
Zdstane
Je mira

v platnoati, nahradime-l1 eJ -okruh pouze

podlllinkam1 (1) ,(2) jedno,.na~ne ur~an. ?

0" -okruhu f Pro A £. t/ polotte

t"~ (A) = sup {t" F ; F C. A • Ii- F <

a zkouae jte. zda funkee I'-c t/
':I je sem1-kone~n'. jestlUe

(e)



Ukaitte, ite

"-L-
n=l

(ve smyslu:

je mira na !I

k ~ n t

k > n

pro

pro

Qr-konetna mira je semi-kone¢n4 (viz 13.W.c),

posloupnost realnych ¢isel, 0 ~ Dn ~ 1 ,

kaMa

ne kaitda semi-kone¢na mira je er -konecna , -je-li mira rt v (d) semi-kone¢na, je semi-kone¢na i mira tL

V tomto odstavc i (a dale) budeme fe sit probl em:

" f-" .jsou miry na C1' -okruhu If ' tL" --; f'L
pro ka!de A Ii. f je I""A - t"- A) ==l>!"

(1)

(2 )

(3)

(g)

Necht X je mnoZina ptirozenych ¢iselj pro A ex, n e N polozme

L uk'k E A n ,

Ukazte, ze 11-" je mira as exp X a lim 1"" neni dokonce ani vnlljsi mira.
PovsiJnnete at , ze pcakoupnce t {t'n} konverguje monotonne •

(h) Necht {lJon} je posloupnoat mllr na 0" -okruhu If ,necht~" / t«
Potom Ii- je mira na!l • DOkazte I

!!~!!!!h IIditete pouZit l3.H •
..

X , necht { an}( i) Buche ~" vnlljsi miry na je posloupnost nezapornYch

¢isel. PoloZite-li f-" = L ant': ' je
..

vnsjsi mira. DokaZte I
t'n.. ..

(j) Builote f-i , f2 kone¢ne vnsjsi miry na X • Potom

(k)

DOkazte I Co lze
.. II-

Builote tt" 1"2
Urni ?

.. ..
tici, nejsou-li ~" ('la

regularni vnejsi miry. Je 1

kone¢ne ? .. ..
vnsj8! mirs 1"1 + t"2 rsgu-

!'!~!!!!h VezmS te za
jici vice nez dvou

11-," libovolnou kons¢nou

*hodnot a tJ;." = 0 ,

regularni..
f-aA = 1

vnsj8!

pro
miru, nabyva­

AI-".

~ Horni 1ntegral.

Stejns jako jame vybudovali teorii miry, vnlljiH miry, jako jsms teliill otaz­
ky rozliitovan1 a vytvateni air, atejnll tak mdzeme budovat teorii 1ntegralu.
Pod8me zde pouse naznak teorle a uvedeme tadu problemd a namstd.

(a) Necht X je libovolna mnozlns a necht N je zobrazeni mnoziny vliech neza­
pornYch f'unkci na X do <0. + - >. Ilekneme, ze N je horni integrl!l na
X , jeatlize splnuje:
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(HI) N(f
o) = 0 kde l' = 0 na X

0

(H2) t '!!! 0 c '!!! 0 ~ N(cf) = cNf

- -
(H3) gn '!!! 0, O~f~~g =+ Nf <!L Ngn 'n= n n=l

(H4) I f n 1> 0, f n /. t ==+ Nf
n

/ Nf •

(b) Rekneme, Ie mnoUna A C X Je N-nulovlI, Je etlHe NcA = 0 •

StuduJ~e vlaatnoati N-nulovych mnolin.

(c) Rekneme, Ie funkce f,g JSou N-ekvivelentni, Jestlile

{ x ~ Xi f(x) ;10 g(X)} Je N-nulovll. Ul<alte, Ie Nf = Ng, Jestlih

funkce r.s Jsou nezllporne a N-ekvivalentni.

(d) Dille bychom chteli def'inovat aystemy "mll!'italnYch funkci" a "integrova­

telnYch funkci". DefinuJte nlIeleduJici eystemy:

'!!! 0 Nrj = N min (f,f) + N( tj -min(f, rJ »

'!!! 0 Nf + Ntj = N max (1',f ) + N min (1', rJ )

~ 0 I N(f + rJ ) = Nf + N1~ ={ t

A;={f
A; ={ l'

.l!t={ f€A;

J!i={f na

Pro t IE ~i

pro l<aldou funkc1

Nf < + _ ,}

X ; 1'+, 1'-£ £i }
dille pololte At = Nf+ - Nf-

!l lI O }

't/lf1!oO}

Vrj'!!!o}

~

StuduJte vlaatnosti eystllmd A j • £j a "integrlllu" A (linearita, mono-

tonni pt'echody, N-ekvivalsntni funkce a J.), Jakol i JeJich vzllJemnY

vztah. ZJietllte, ktery ze aystemd ,i/. mil neJvice "pHJemnYch" vlaetnoeti.

(e) Bu~ (Z,A) zlIkladni proetor z teorie Daniellova integrlllu. Pro libovolnou

nezllpornou funkci l' pololte

f~fgn}.
n=l

-
Nf=int{ L. A8n;gn E Z,

n=l

(Jaky Je vztah N a A?). Ul<alte, le N Je horni integdl. Odpovidll'

nAktery ze eyetllmd Jt,' syetemu .t z teorie Daniellova rozAi!'ani?

Nep!'ipominll vllm echema

NI (Z,A) \-.....~_---·I (,il~ ,A ) I
Hopfovu vetu 0 roz6i!'eni miry?

(f) Flekneme, Ie horni integrlll N Je regulllrni, Je atli!e plati I

(R) If'!!! O~ Nf = int { Ng; g '!!! l' , g Eo ~ }

(ZlIvisi na volbll systemu K. I). EXietuJi vdbec neregulllrnihorni inte­

grllly? Odvo!te nAktere JeJich dalei vlaatnosti !

'27571 Pl5
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114. L e b e s g Ll e 0 V a m :! r 8

Obsah: A. thod.

B. lIetriek~ vnejsi mira.

C. Metoda ,a, )

D. lIetoda (,& )
E. Nemetitelne mno~iny.

It
F. Ottizk,y dalsiho roziHteoi Lebe eg'ue ovy miry.

G. CViceni a proble~.

A. &lOD

V dalsim popiseme dye mstody, jimiZ mO~ems - se znalostmi abstraktni tsorie

miry - sestrojit LsbeagLlsovLl mirLl v En • Lze take peen opi telne, postLlpovat pHmo

a nevYLlHvat vysledkO ptsdelll~ kapitolYi lze jen cten~t1 doporLlcit. aby ae POkLl­

a11 0 ptenessni obe cnych prineipO na konkretni ptipad Eo a ce Lou teor11 ai a~m

vybudoval.

A nyni jU aHbene metody.

lIetoda (a',) • Vyjdeme z pokr,yvaciho SyStemLl (W,A) ,kde system 1f je tvoten

viiemi otevten,ymi intervaly v En a iI I polo~ime rovno objemu intervalLl I.

Znamjlm zpOsobem (viz 13.26) mMeme pomoei 'y. if) vytvotit vnejsi miru

l* a meme-l1 jU vnejsi miru, mO~ems apl1kovat Cara theodoryOv POStLlP a

seatrojit system Nt ,if") vSeeh it" - metitelnych mooUn a miru na nem,

Pochop f te Lne n~s zajiaaji dye ot~zk,y (jako v 13.31). a to:

(I) Zda 'if C Nt (A.*)
(II) zda ;t I = if I pro ka!dy otevteny interval 1£ V . V ptedehozi ka-

pitole jame tuto otazku tseili zeela abstraktne a Hopfova veta 13.32 Lldava­

la postacujiei podminky pro splneni po~adavkO (I) a (II). Ovsem Hopfovu ve­

tu nemO~eme, bohuze L, v tomto konkretnim ptipade pOLlHt, nebot. aystem .".

netvoti okruh. Nezbyv~ asi nie jineho, ne! plstnost (I) a (II) dokazat pti­
mo. Ostatni vlastnosti Lebeagueovy miry v En zisk~me pak ji~ anadoo.

_ (kde

El ' ptene aenf na En 01­
zvolime ayat~m veeeh konec-

"G = U < al'b i ) £tIJ
i=l T

a pronieh ajednocenf intervalO typu (a,b)

lIetoda (ft) • Tuto metodu ukazame pouse na ptfkladu

nf trochu technicke obtUe. Tentokrate za V

intervaly (ai,bi) mO~eme volit po dvou disjunktnf) polo~me
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a ~

no st.L,

,l G
n

=L.. (b 1 - a 1) ·
1=1

Je mira za TJ'

Vcelku snadno ukUeme, h system p tvai'i okruh

• K dal61mu rodireni miry .:l mame op~t dv~ m01-

1401nost (jI,) . Z pokryvaciho systemu ('tf',.iI) vytvoHme vn~jsi miru.:t*

a apl1kuJeme Caratheodoryho po at uc pro ziskani III (;t*") a miry na nem,

Vzhledem k tomu, 1e v tomto pripad~ jSou splneny predpoklady Hopfovy v~ty,

vime, 1e reseni otazek (I) a (II) je pos1t1vni.

140~nost

rozsii'1t
il z okruhu rf ml1~eme podle vAty 13.43

a podle v~ty 13.45 ml1~eme dale tuto miru

Jednoznacn~

zuplnit.

Vime j 1~ (podle obe cne vHy 13.47), ~e ob~ metody ( ,11) a (,42) daji ten­

ty~ vyeledek a neni tUke dokazat, Ze 1 metoda (a:) vede ke stejnym zlI­

v~rl1m.

NeZ nyni myslenky obou postupO (It. ), (I) detalln~ zprac uJeme, zavedeme

je ete pojem t sv , metricke vneJAi miry.

B. I4ETRICKJ{ VNtJS! Mill

*Deflnice. Bua (P, f) metr1cky prostor, necht t:" je vne, Ii m~ra na P

(presn~j1 na syetemu veech podmnoHn mnoUny P). Aekneme, ~ei ("-* Je

metricka vn~jsi mira, splnuje-l1 ax10m

(M) : A,B C P,

(kde, pochop1telne,

nost mno~1n A,B).

r (A,B) ) 0 =) t:"* (A U B) = c"* A + (-L*B

f (A,B) = 1nf { r (x.y); x E A, Y E B} Je vzMle-

114.21 PHklad. Ne kaZda vn~jM mira na metr t ckem prostoru Je metr1cka. Ku pHkla­

du vn~jM mira ('-* na E1 (s eukle1dovekou metr1kou) def1novana predp1sem

/ 0 jestliZe A = i!l

f-*A =~ 1
jestli~e A F 0 ,

neni metr1ckll (uka~te!). Zkoumejte te~, ktere vn~jsi miry z 13.18 a

z 13.F jSou metricke (ne aapomejrte ovsem , ~e zakladni mnoUna P musi byt

metricky prostor I).

114.31 VAta. Bua 1"* metrickll vn~jsi mira na (P. f i. Potom kaMa ote:rena mno­
~1na (a tudil i ka~da uzavrena, dokonce ka~da borelovska) Je tt -~ritelna.

*Dl1kaz. Doka~eme-li, Ie ka~da uzavrena mno!ina Je t"' ,,"m~f'1 telna. Je potom

"i ka~da borelovska mno~ina (L -m~r1telna (proc? , v1z tel 10.8 c1, 13.8).
Necht tedy G C P Je otevi'ena mnoHna. DOkaz rozdUime do dvou caet:!.
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0) Je-li Ao C G, ~* Ao <+ 00 An ={ x E Ao ~
(x; P-G) ~ .1 } , po,om• } n.. I ..t- An /'"Ao'

K dllkszu tohoto tvrzen! polo~me

Bn = A2 n+ l - A2n• Cn = A2n - A2n- l pro nEe N •

Je-11 1 ~ j ,potom r (B 1.Bj) > 0
(pou~1jte nerovnost

0/ (x,,Y) " I 0/ (x, P-Gl - ~ (,Y, P-G) I
pro x E B1' ,Y E: B}.

Z vlsstnost! metr1cke vn~j~! m!r,Y dostavame pro kaZde k € N

TudH

11m
p--

(pro,,?)

Proto~e pro kdde PEN je

..
tud.!e 11m t'- (Ao-An) = 0

.. _P~ 00 .

Tvrzen! pl,Yne z nerovnost1

a

limp--
-

{; (II-"C j + ('L"B j ) = 0

Q(CjU B j
= Ao - A2p_ l ,pl,Yne od-

(2) Bua n,yni T c P libovolna testovac! mnoZine e

bovolne uzevfoem\ mnoUne. Polo~me G = P - F.

Ze vztahu

T = (T I'l F) V (T - F) = (T () F) U Ao ::> (T () F) U An

e z vlss tnost! tA-* plyne.!e

odkud pod).eMst1 (1) dostl!velll8 11altD!. ptechodem
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Tim jsme dokllzal1, le F £ m \1'*) .

114.41 Cvi~eni:

(A~ Foulijte vetu 14.3 k ddkezu, le nektere vnejei miry v 13.18 ~i 13.F nejsou

metrick,L

(B) Vatu 14.3 je molno tel obrlltit. Je-li keldll mnoHns otevtenll v (F, f
tL* -metitelnll, je vnejei mire f-" metrickll. DoksHe I

!!~Y2!h Buche A,B C. P, f (A,B) > 0 • Existuje otevtenll mnoHna G ,
G ;) A, G fl B F i1 (pro~?). MnoHne G je podle ptedpokledu t1' -metitelnll;

pouHjte definici m (~), kde za teetoveci mnoZinu T zvolite AU B.

C• METODA (c<)

Ozne~me symbolem Yf systllm veech otevtenych

po Logme II I = vol I . Necht nev ic i1 £ '1 a

Fro A C En bua dille

inter veld v

it0=0.
pro

A I .
n' o In;J A} .

n=l

Utvotme system veach j\* -~titelnych mnolin m (.l") a zna~me jej v tomto

ptipede aymbolem m . Mnolinllm ze syatemu m n tlkejme lebeagueovak,y _ti-
n .

~ a funkci il" uvaz ovane ne ?It n tikejme Lebeagueova mira a zne~me ji

symbolem .iI n (tj. an = il"/ tn n) •

Ukllleme, 18

(I)

( II)

v « «,
t'I = vol I pro kelde

Jeete jednou ptipomenme, le ne lze u1 it Hopfovu ve tu ,

it"I" vol I je ztejml! (pro~?). Bua oyni

114.51 Lemme. Bua I E 1f
DOkaz. Nerovnost

potom ;t' I = vol 1.

- ...
I C U In ' In E ." Potom vol I '" [1 vol In (rozmysletel) , tedy

n=l ... ...
vol I " inf{ ~l vol In; 10 E "! , U In ;J A } = tt I •

n=l

114.61 Lemma.
veld v

Fro d> 0 ozna~me symbo lem

En ' jejichl prdmer neptevyei
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(kde et n = Sup {f (x,y); x,y E I} ,
~

Pro A C En po Lozme

-
A;A = inr{ k vol In; In ~ :1s:

;; eukle ido vSks metrika v En).

Potom

je vnejs:( mira vy tv of-ena z pokryvaciho ey at emu

iI; = il*
(~.. ,.1 )).

p Lyne ne r-ov n oatD6kaz. Z inkluse

Bud. A c En J chceme ukeaet , ze A$ A ~ A" A Pi'edpoklsdejme hned, ze

.::lit A < + 00 a zvolme-L vol I < il." A +
n=l n

E> 0 • Existuji
e-r- . Ke kazdemu

-
In e rf t ak , ze ~l

In nalezneme interval,)'

A ,

(j = 1, ••. ,N(n» tak, aby

N(n) N( n)

Ij E ~ U Ij ;) I L vol Ij <vol In
E-, +

2n+1n d I j=l n n j=l n

( existuji vO-bee ta kova intervaly?) • Potom

U
n,j

a

L
n,j

Tedy il~ A -1:

-
~ ~ (vol I

[;
) < .:I" A + E+

2n+ ln

*il. A + E Ale e> 0 bylo l1bovolne.

il.* je metr Icka ,

vol In <: il." (A U B) + e
-L
n=ln=l

DO-kaz. Buche A,B C En ' f (A,B) = ,J> 0 • Cheeme do keae t , ze

~~~£9~ vnejai mi-
* * .,,,it A + it B ~ ,,(A U B) ; pbrecena ne r-ovnos t pLa t f pro

. "r-u, Zvolme E> 0 a predpokladejme il (A U B) < + _ •

EXistuji In E: "! t ak , ze

o In:;) AU B ,

YO-zeme predpok1sdat, ze In () (A U B) # 0 pro kazde n (pro~? )
Je-l1 In () A # 0 , je nutn6 I()B=0" oanac ime-l1 tedyn '

I B
= { Ini In f1 B # 0 }, I A = {In; In f1 A # 0 }, je

U I A
J A • U I B;) B a
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-
~oO'(A U S) + £. > L val I ~L val I + L vol I "n~l

n L.r'" It L il

,. li'A+ jI."S

Odtud ji:! vyplyv8 tvrzeni. (Poznamenejme J ze do.kaz byl velice pfirozeny a
nazarnj. )

114.81 Veta. Ka~da o te vf-e na , uz av re na 01 bcr-eLo vska mnaZina v En je lebesgue­

ovsky miHitelna, tj. En C m n •

DOkaz. Plyne 1hned z 14.3. a 14.7.

114.91 Veta. Pr-o ACEn je

iloO' A ~ inf { it nU ; U ::> A, U atevrena} •

In ,je U atevrena, U:J A a

DOkaz. Je-li

de~leha je-U In::> A
n~l

ote vr-ena) , je

su,he naopak-
Oznaoime-li U ~ U

n-l

if U
n (padle pl'e-

-( -
In) L/I U ~ il. n U ,;; vol In In n-l n-l

tudH -Lrif { it nU; U :lA, U otevren4 } ,;; 71." A

(A)

( S)

(C)

Z 14.9 a 14.7 a 13.37 pl.yn e , ~e vnejH mira A." je ~g!!1~!:!l!~

Z 14.9 te~ p Lyne , ze vnejSi mira It" vybudavana v teta kap1tale se Sha-.,

duje s Lebesgueovou vn~j~i mirou ~budovanou v tearii Daniellova 1ntegra-
Lu . 'fake sy a t emy merite1nych mnoz t n splyvsji, jak vyp1yva z dal~i vety
(a vet 10.24, 11.2.F). _ _

Z 14.9 p Lyne , ze ~A - inf { L (b -a); U ("n,bn):J A }
n~l n n n~l

pro ka zd cu mno z i.nu A C E1 Paravnejte te~ s 10.21 a preotete a1 10.22

114.1~ Veta. Naaledujici vy~aky jaau ekviva1entni:

(I) A e mn '

, II) V E> 0 J G G ot.e vre na , G J A it",G - A) <£.

( Ill) Vo 0 3 F F uzavrena I F C A a"'A - F) < £.

, IV) V00 3 G J F t G c te vze na , F uzav fens, F ,CAC.G, an(G - F)< e
(V) ] U, N, U typu Gf N nulovs, A - U - N ,

(VI) ] V, N, V typu Ftr N nulovB J A ~ V U N .
DOkaz. Praveate sam1 padle dOkazO vet 10.23 a 10.24.
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D. IIETODA (f)

V tomto odstsvci pop!§eme dal§! konstrukci Lebesgueovy miry podle my§le­

nek nazns~enych v uvodu , Omez!me se pouze ns pHpsd El • pro prostory vyMi

dimense je post up pouze technicky trochu komplikovan~j§!.

114.121 V~ta. 8ua 1j system dech kone~nych sjednoceni intervalll typu <a. b)
n

(- .... < a" b " + - ). Pro G = U <: ai'b i) E. 'fit • kde intervaly
i=l if

{(ai.b i>} jSou po dvou disjunktni. polo~me

a. G = f- (b
i

-a
i

) .fu
Potom

(a) system Yf je okruh,

( b) funkce il je korektn~ definovana J

( c) .II je. ff -aditivn!) mira na ~

(poznamenejme. ~ III e. Yf - sta~i totU polo Zit a=b - pi'1~em~

.l!1Il=O).

Dllkaz. Proved~jte sami podle nesleduj!eich bodll.

(al): Je-l1 G ~ 'If . potom existuj! intervaly <: ai'b i) •

U"i=l ••••• n • po dvou disjunktn! tak. ~e G = <: ai.bi)
i=l

(je toto vy jedten! v n~ jakem smyslu jednozna~ne? nezapomente. 18

kuprikladu <: 0.2) = <: 0.1) U (1.2».

(a2) Syatem W je okr-u h ,

(b l) 8ua G E:'" . necht

kde intervaly {

junktnf.

Potom

G =

n

U
i=l-

<Ai'8i) •

, r-e ep , { (A j.8 j ) } j 90 U po dvou dis-

(e l) 8uate {< ai.b i)} po dvou disjunktni intervaly

n

G = U (ai'bi) C <A,8)
i=l

Potom
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-(c2 ) Necht (A,B) C. U <ai' b
i) . Fotom

i=l

-
B - A ;f L (b i - a.) .

i=l 1

(c 3) BuClte { (al'b i)} po dvou diajunktni ip.tervaly,-U <al'b i) = <A.B)
i=l -

Pomod (c 1) a (c 2) ukatte J ie B - A = L (b i - ai) .
i=l

it. je ( 15" -aditi vni) mira na 9kruhu tt .
114.13~trukce Lebeagueovy miry,

Ke konstrukci meme, jak jame jiZ tekl1 v uvcdu , dye moinoati.

~~~~~~~_~f-±~: Z pokr-y vac fhc systemu (tf, ~ vytvotime vnejAi miru

a" a Caratheodoryho metodou ziakllme aystSm m (il") vAech il* -mei'i­

telnych mnotin a miru na nem. Z Hopfovy vety pak vyplyvll, ie

tt em ( it") a i!" G = it G pro katde G £ ."

Il ( < -n, n) <+ _ 1). tuto

jsdnoznaene rozAitime ns

r; -okruh

Miru z okruhu ­(nezapomeiite. ie El = U
n=l

miru"dlll~ zuplnime.

<-n,n) a

VHa 13.47 nem Hkll. ie metody (~l) a

cizujte I). Oznaeme tedy symbolem m 1

gueovsky mei'itelnych mnotin, necht dille

ra na 11l 1 •

«(12) daji tentyi vysledek (pre­

aystem TIl (il") vAech lebes­

ill =~.. je Lebsagueovs mi-

114.141 VUa.

(A) Kazdll jednobodovll mnoiina je nulovll.

(B) Je-l1 (a.b) c. El otevteny interval. je (a,b) E. m 1 a :ll«a.b» =

:= (b - a).

(C) Kaidll borelovskll mnolina.je mei'itelnll.

(D) Pro kaidou mnoiinu A C 8 1 je

;l" A = inf { ~ 1U; U;) A • U otevi'enll1.
Ddkaz. (A) BuCl a E El • potom •

-()
n=l

< + _1 )a,a •
n
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Ale ill ( (a, a + ~» = ~, tuda ill ({ a} ) = 0

(kteryeh v6t pou!iv~me?).

(B) ztejm6 (a,b) = (a,b) - {a1 tvrzeni dokaHe aami!

(C) Ka!dy otevreni interval je m6riteln~ mno!ina, tudi! i ka!d~ otevren~ mno­

tina je m6riteln~.

CD) Buo A eEl' U otevreM, U J A • Potom

~* '"",1.-

Na druh~ s tr-ane , zvolime-li E> 0 , mo.!eme na Lez t posloupnost intervalu

{(ai'b i ) } tak, h -L Cbi-ai) c .7['1. + T
i=l

-=L
i=l

Ted,y A c -U (ai -
i=l

poaledni mnoUna je otevren~ a

~4 .151 Poznamky.

(A) Z predehoziho ihned VYP1Yv~, h vn6j/li mira jl" je regul~rni (srovnej

a 14.10.A).

(B) Pomoei dty 14.14 lze nyni - atejn6 jako ve v6t6 14.11 - podat charakte­

riatiku ayatemu mI' Proveote aami.

(C) Z (B) a CD) prede/ll<! v6ty vyplyva, h vn/lj/li mira jl" aeatrojen~ meto­

dou (,f) ae ahoduje a vn6j/li mirou aeatrojenou pomoci metody (/I( ) (a te-r
d,y i a mirou, aeatrojanou v teorii Daniellova integralu), rovn6! tak ae
ahoduji ayatemy m6ritelnich mno!in. Rozmyaletel

Odvodime ai nyni je6t6 jednu do.le!itou vlastnoet lebeagueoveky allritelnich

IInoUn.

114.161 V/lta. Buote x E El ' A C El ; ozna~me

- A = { t " El - tEA }
x + A = { x + t· tEA},

Je-li A E 1111 ' je i - A £ 1lfl ' x+AEm l

~ IlL = ~ 1 (-IL) = ~l (x + Al •

a

(Vyalovte obdobnou vlltu pro proatory vyAli dimenael).

Ddkaz. Proveote aami, pou!ijta kuprikladu v/ity 14.11 a 14.10.C.
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E. NEMinITELNt MNO~INY

V tomto odstsvc1 budeme zkoumat otllzku, zda kald!l mno11ne v El je lebes­
gueovsky m~r1telnll ~1 zda ex1stuji nem~r1telnll mno11ny. Ozna~me, ve shode s pfed­
ehozim1 odstave1, symbolem ill Lebeagueovu miru v El a symbolem lit 1 system
veeeh (lebeagueovsky) m~r1telnyeh mno11n. Vime j11, 1e je cslkem Ihostejne, ja­
kym zp~sobem jsme k ~ 1 a ~ 1 dosp~11; al j11 teor1i Dan1ellova rozAireni
1:1 metodou (t{) nebo (~) •

114.171 V~ta. V El eX1stuje lebesgueovsky nsmAr1telnll mno11na, tj.

m 1 " exp El •

D~kaz (prove deme podle J II, VA ta 31 ).

Sua Q mno11na veech rac10nlllnieh ~isel v El • Pro x,y ~ El dei1nuj-
me relaci rv vztahem:

X 'V y, prav~ kdy1 x - Y .. Q •

Sam1 ukaHe, 1e

(a) relsee IV je vztahem ekv1vslenCe (tj. jest reilex1vni, symetr1ekll s
trans1tivni).
Proveate rozklad EI do trid ekv1valenee podle relaee IV (tedy x,y
le1i v te1e ttide, prave kdy1 x rv y ) a neeht M je mno11na, ktera ma
a ka1dou touto tridou epo LeSny prave jeden prvek (pouHvame axiomu vybA­
rut i.

Neeht dale pro ka1de s" Q je st

MoB = { x + s; x E. M}
s predpokladejme, 1e mno1ina M je lebeegueovsky mer1telna.

Ope t sam1 dokazujte, 1e potom

(b) kaMa mno1ina Ms (s" Q) je meHtelna a it 111 = i1. 1Ma ,

(c)

( d)

E = U M
1 seQ a

8 " t ~ 11
8

f\ Mt = iiJ ,

(e) 11114 = 1 1148 > 0 (plyne z (c) ) ,

(i) existuje n E N tak, ze ill (M f\ (-n,n)) > o .

Po101ime-11 kone~nA

N = U II ,"'1 (-n+B J n+s) , je
8~Qn(O,I)

8

(g) Ne (-n,n+1) , tedy AIN ~ 2n + 1 ,

(h) AIN = L..
scQn(O,l)
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(nebot

~im! jsme obdrzeli spar.

(A) V predchozl vete jsme dokeaek t existenci nemef-Lte Lne mno a l ny , Konstrukce

teto mnoziny z8visela podstatnym zpOsobem oa uziti 8xiomu vyberu. Nekoho
by enad mohlo nap adnou t , zda ne Lze takovou mnoz Lnu sestrojit "efektivne",

skut.e cne takovou mnoz i nu I'predepaat ll
(be z pou ai t r axiomu vyberu, k t.e r-y

mA "ne kcns t.r ukt Lvnf " charakter). Snad jiZ mnoz s t v f uv oz'ove k v mtnule vilte

napovida, ze podobne problemy tykajici se nemetitelnych mnozin bllde nlltne

ptesne formulovat. Je tteba presne pop~at t ceho smime llzivat, k cemu sme­
tujeme, kdyz chceme nerneri teln au mnozi nu v nejakem sm.,y slu opravdu sestro­

jit. Tyto otazky, v nichz se vLae t.ne dostavame do s amyc h zakladu matema­

tiky (co je "mnozina"?, "plati" axiom vyberu? J co je konstrukce? a pod , ) I

jaoll slozitejSi a spadaji ap f ae do oblasti mat ema t Lcke logiky a teorie

mnohn.

(B) Uvedena veta 0 existenci neme f-L'te Lne mno aLny tudiz nema velkou "prakt1c­

kou" c enu , L1bovolna mncz Lna , S kterou ae Il s e t ka t e " , kterou 81 "aadate " ,
bllde metitelna. Ale pozor! - poaledni veta neni zadna matematicka v~ta!

Vldy v konkretnim pH pade je treba to doka aat, (cas t o to byva jednodllcM).

Existenci nem~t1teln~ mnoziny budeme pi'ev8zne p ouz f va t pri i-eseni teore­

tickjeh problemu, pti aestrojovani ruznych protipfikladu.

(C) Nyni lze jiz lehko dokazat, ze e x I s t.u je le"ea~lleovaky nemeritelna f'u nkc e

v El ' ats~i totiZ uvaz ovet cher-ak t er-Lat Lcko u f'unkc d nemetitelne mnoZiny.

(D) Sami dokaZte - obdobnym i, uvaha mf - ze ext st.uj i nemert t e Lne mnoZiny i

v En (n ') 1) •

(a dokonce kazda mefitelna

nemetitelnoll podmnozinll.

(E) Lze dokazat daleko vice, kazdy interval v El
mnozina kladne miry) a obaahllje lebeagueovsky

K tomllto viz 14.20.

(In Jako zsjimavost llVeame tvrzen-i (Sierpinski), ze v E2 ext st uje te be sgua­

ovsky nemetitelna mnozina, ktera m8 a kazdoll ptimkoll, rovnobe~nOll a kte­

rOllkoliv OSOll, spole~ny prave jeden bod.

F. 10 OTAZKY DAL!;!HO ROZ!;t!\ENt LEBESGUEOVY M!RY

Upozorrlllji, ze uvahy tohoto odstavee nebudou nikterak triv1ll1ni a neb udu

je ani nijak pe~live provadllt. Chei pouze (informativne) upozornit na nektere

problemy, naskjtajici se ns tomto miste.

114.191 Formulaee prob18mu.

V ptedehozich odata veich jeme llkazali, jakjmi prosttedky a zpusoby lze

vyblldovat teorii Lebeagueovy miry v El Sestrojili jsme system m 1

lebesglleovaky mlltitelnjeh mno~in a mirll ~ 1 na nem. Ukazali jame, ze
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(i) existuji nem~titelne mnoZin,y (tj. lIC
l

f. exp El),

(ii) Lebesgueova mira ~ 1 je invariantni v~~i tranalaci, tj. plati A € ~ l'

x € El ==j> x + A Em 1 a ;:t 1A = i1 l ( x + A) (viz vetu 14.16).

Otazka, kterou budeme zkoumat, je nas1edujici:

"Existuje 0" -al~e bra f podmnoZin E
1

a mira ~ na f t ak , aby

(A) llllc/, Ollf.'! '

( C ) A E f ' x E El ~ x + A Eo rj a t- (x+A) = t' A ?"

lze Lebesgueovu miru rozsitit na sirsi syatem mnoiin (nez je

tak, aby nova mira byla stale jest~ invariantni v~~i trans-

Jinjmi slovy:

system m1)

lac i'/

Spe c i a Lne , zajima na s , zda lze volit rj = exp El • Opet jinak - zda" He

Lebesgueovu miru roz~itit na syatem v~ech podmnoiin E1 •

At jSou odp ove d i na nase otazky jakekoliv, jedno m~ie.., tiei s ur-c f.t.o s t t ,

Nova mira tJ- s e ne systemu f nemO:te shodovat s Lebesgueovou vn~jAi

mfr ou , existuje tedy A £ f - 1lt1 t ak , ze tJ- A f. alA. Toto tvrzeni

ihned p Lyne z vety 13.39. uveoonrte s t a pr-omy eLe te s1 dool-e tento fakt !

114.20\ Vete. BUd T Em l a necht lilT >0 (kupi'ikladu T = El).
f'tedpokladejme, ie

(1) if je 0" -algebra podmnoZin El ts kovs , ie

(1a) m 1 c f
(lb) A e tjJ x fO E l > x + A E If

( 2 ) (A.. je mira ns '! t.akov a , ze

(2a) A E 17'l1 > illA = t'- A ,

(ib) x e. E1 ' A E rf~ (" (x+A) =;'- A

Potom existu je E C T s vlastnosti E Ilf
Poznamky:

(A) Volime-li sp ec LaLne T = E1 , t = m 1 , 1£ = III ' pLyrie od t.ud , ze exis­

tuje Le be eg ue c vaky ne mef-Lte Lns mnaiina (veta 14.17). V uvedene vete je tez

ob eaee no tvrzeni. z 14.18.E.

(B) Uvedena veta tei dava negativni odpaved na jednu z nas1eh otBzek:

neexistuje mira na exp E1 ' k t.era by byla invariantni vOt:i. trahslaci a

ktera by se shodovala s Lebesgueovou mirou oe ~ 1 • Objssoete !

D~kaz. Vynechame; v1z kupf, [He - 5t] , veta 10.28.

114.21\ Paznamka. Lze dok onc e dokazat t ut o ve t u ,

Necht I" a f splnuji pf-e dpokLady z 14.20.Potom ex1stuje (?J -algebra

:r c exp E1 a mira )I na :r tak ,Ze
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(1) :! c :T
J :!~<T

( 11) A " f='1'f"A = 1I A

( 111) A e7" xE E1 ~ x+AE7" a )/(x+A) = J) A •

Rozlll,)lalete a komentujte !

Tim jame, zda ae ze upLne , vy~erpali odp ove d I na nase oUzky. V1dime, ze ne­

existuje 6" -ad1tivni rOzSUeni Lebeagueovy miry na e xp E1 ' ktera by by Lo
1nvar1antni vi\C1 trans1ac1. Po Loame a1 tedy ote sku , zda e x Let u je a1espor,

kone~ne sdit1vni rozeHen1. OdpoVed dave na aLe du j fc f veta.

~4.221 Veta (Banach). Ex1stuje konecne ad1tivni mira ~ na exp E1 takove, ze

(1) A em 1 ~> lilA = ('L A ,

(11) f- (t+A) = t' A pro vsecnaa t E E1, A C. E1 •

(Opet poznomenejme, ze nemOze byt t-' = ~ 1 I)

DOkaz teto vety neni n1kterak snadny a vyzaduje h1ubsi zna Loe t L napf-LkLad

funkc1ona1ni ana1yzy (kupi'. Hahn - Banschovu vetu).

~4.231 Poznamks. Zsjimsve je, ze pi'edchozi vets zOateva v p1stnost1 jeste pro E2,
zstimco v prostorech vysei d1mense j1z sni tsto vets nep1ati.

G. CVI~ENt A PROBLWY

~4.AI Cv1ceni. Necht F C. <. 0,1) je uzsvtena, 1l 1F = 1 • Potom F = <0,1) ,
ukdte I

114 •BI Cv1cen1.

(a) BUdte A,B C. E1 mei'ite1na. Potom Ax B E m 2 a

a 2 (AteB) = AlA

Ukazte I

( b) Je pravda, ze "11 2 ("B) =

Rsgu1erni miry.

Bua X lok91ne kompaktni (metricky) prostor. Necht t"- je mirs ne
0" -a1gebte f;) Jl(X) (~(X) znomene system vsech bore1ovek.;'ch mnoZin

v1z 13.B).

~ekneme, ze~ tL je.rs8u1erni (pozor! nep1ette s regu1sr1tou yg~J~f

miry, definovsnou v 13.36), jeet1ize

(i) I" F < + - pro kddou kompaktni mnozinu F ex,

(11 ) <" A = inf {fl- U ; U otsvtenli , A c U } pro kazdou A Eo f
( 111) fL U = eup { f-F; F kompakt, F c t£ } pro kazdou otevtenou

mnoZinu ·ttex·

(prolll,)lslete I).
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(b) Uka~te, ~e Lebeegueova mira v El je regularni.

(c) Sua X lokaln~ kompaktni. Necht ka1dA otevrena mno~ine v X je Gr -kom­

pektni (= sjednoceni spocetne mnohe kompektnich mnoHn). Necht tJ. je mira

ne ~(X) splnujici (i). Potom je ji~ mira tt regularni (uvedomte si

prekvapdvo at. tohoto vysledku !). Dok~ te I

~~Y9g~ Predpokladejte nejdrive, ~e X je kompakt a uve~ujte systemy mno~in

.lft = { E 1& .21 (X); ('! E = inf {I.dL ; lL otevrena, 1L;, E}} a

~ = { E Edl (X); It E = sup{ t"- F; F kompakt, FeE }}

(d) 8ua ('! mire na ~ (= bor-e Lov ake mno~iny vEl) takova, ~e

t"" <0,1> = 1, tt (E + x) = fl' E pro ka~dQ x € El, E E: ~

Potom jiZ je r«- (na "1) rovna Lebeegueove mira.

(Opet si uvedomte prekvapivost I).

~~Y9!h Nejdtive ukaHe, Ze t"- { x } = 0 pro k~ de x .. El a t"" (a, b) = b-a.
Pote aplikujte (c).

(e) Sestrojime ptiklad neregularni miry. Necht Xl = El a eukleidovakou metri­

kou a X~ = El a diakretni metrikou. Polo~e X = Xl x X2 a zaveo.e do

X ptirozenym zpdaobem "aoucinovou" metriku (prove ate I).

Pro A .. "(X) polo~me

t-A=~ ill{y;[X,Y]~A}
x ~ 1

(lt l je Leba egueova mira; jedna ae 0 zobecMnou radu! _ viz 9.J).

UkaHe, ~e t' je neregu18rni mira ne ;8(X).

(f) Uka~eme jeMe jeden netrivi81ni ptiklad. Necht I r } tJO

l n n=l

je poaloupnost veech racionalnich ciael Bl , necht

g(x) = -l- pro x .. (0,1), g = 0 jinde vEl'

.v;-
Dille po lo~me -

f(x) = ) _1_ g(x + r n)' x e El •'n=I 2n

Ukalte, ~e f&Jf,.
Pro A C 1/-1 polo~me dille

("A = / r2

(Lebelllluedv intogrlll). Ukalte, ~e

(l) aira t"- Je (J" -kane cnll ,

(2) t' (a, b > = + - pro kald' a ,b E El ' a < b ,
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() mira f- neni re!ulerni.

(g) !:9~!)!!!'!!H!~ Lze dokezat. ze (v pod stat e ) kazde r-egu Lar-n f mira na 21 1
je jiz Lebesgue-Stieltjesova mfr-a , ktera je vytvor'ena z neklesajici, zleva

ep o j Lt e f'unkc e tj na E1• Obr-ac erie Uz pLat f , ze kazde takova

Lebeegue-Stieltjesova mira je regu18rni. V tomto sm.Ys1u si regu18rni miry

a Lebeegue-Stieltjeaovy miry navzajem je dno anacne odpovidaji.

(h) !:2~Q!!!'!~!!~ Lze dokazat (von Neumannova veta). ze kaZda konecne aditivni a

regularni mira na ~ (X) je jiZ e- -adi tivni.

114.DI Cviceni. Promyslete cviceni 10.H.
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15. P t i k 1 a d y dal§ich m ~ r

Obsah: A. Lebeague-St1eltjesova mira vEl'

B. Hausdorffova mira.

*C. Souc Ln mer.

D. Cv1ceni a problemy,

A. LESESGUE - 5T IELT JESaVA MtilA V

V c e Lem odstavc1 ptedpokllldejme, ze f je nekleaajici funkee v El•
Budeme postupovat o bd obne jako pti vytvei"eni Lebeagueovy miry v kapito1e 14,

meli byste si j1 proto nejOtive prostudovat. Budeme atrucni.

~ Metoda (t{).

Necht ~ sestevll z prezdne mnoz1ny a ze v§ech otevtenych

Lnt.er-ve'Lu v El; pro (a,b) £ Yf polozme :),/ (a,b) =

necht ~f 0 = a. Vytvotme z pokryvaeiho systemu (~,

miru Jl, a dllle aystem Jl; -merite1njeh mnoHn 1lt/ .
v odstavcieh 14.5 - l4.11 dokaZte, ze

(A) ili(a,b) = f (b-) - I (a-s ) ,

(B) ilj, je metrleke vnej§i mira,

(C) It; je regulerni vn~j§i mira.

DlIle dokaz te, Ze

( omezenjeh)

<I (b-) - l' (a+).

~1) vn~jlli

abdobn~ jako

(D)

(E)

Jl1{ x} =

11.;« a,b»

f (x-e ) - I (x-) pro kazdll

= If (b+) - !I (a-) •

B lIetoda «(1).
V tomto odatavel ptedpokllldejme, !e funkee

. -­
bod~ El • aznacme tentokrllte symbolem ~

eeni lntervald typu <a, b) (- _ < a !! b

f je
eyatllm
~+ 00

apojlt!l zleva v

vilech konecnyeh

). Pro

kalcWm

ajedno-

n

o = U <al'b1) € U· ,kde poaledni lntervaly jsou po dvou dlsjunktni,
1=1 If

polozme

n
7If O =L. ( '! (b 1) - !I(a1 ) ) .

1=1

Op~t - jako v 14.12 - dokalte, !e •-(A) system Yf je okruh,

(B) funkce :t, je korektne def1nov~na I

27~71 P16
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(c) ~, .Ie 6"" -aditivni mira na 1f

podle Hopfovy

7[9' -mHitelna

odvozena z pokryvaciho systemu:I., .Ie vnejsi mira,

dokazte, ze

Necht

A opi\- "~~ \ .Ie metricka, regularni vnijsi mira (uvedomte ai, ze
vety kl:>zdy interval, a tedy i kazda bo r'e Lovska mno z i na .Ie

a uZij~e 14.4.B).

(D)

(E) l, ( <a,b )) = '! (b) - !(a) (= ~, «a,b» ) ,
(F) l,({x} ) = 'I (x+) - f(x) •

~ -Mllzete t,ez miru 711 z okruhu r rozsitit na <? -okr-uh ~(y a,
\

potom zU~lnit (viz 13.43 a 1).47).

Porovnani. metod ( t(.) a (! l.

Je-li funj<ce 1 epojita zleva v

Dllkaz. Pohe 15.1 jeat
,

El ' potom

..
JI,,(a,b) = 1 (a+) - f (a-) +

-= '/(b-) - rj(a-) = feb) - !I(a) = 7t, «a,b ».
"2* ~ U' .,.*Tedy ", 9 "1 na systemu, • Nyni z regularity vnejsich mer "!f ,',-~f a z obacne vety ve cvilleni l3.11 plyne pozadovana rovnost (provedte.. -podrobnel)., Dokdte tez toto tvrzeni primo z definic 71, a Jl~.

(B) Necht funkce r .Ie llYni libovolna. Definujme funkci Y
pi'edpisem

Y' (x) = 11m f (y) =
y .... x-

'!(x-) •

Zi'ejmi 'I' .Ie neklesajici, zleva spoJiU funkce DB El (dokdtel) a

pro kazde z E El •'I' (z+) = tf (z+) , Y' (z-) = l(z-)

OpAt

i" ( (a,b» = JI' (b) - Y' <a) = Y' (b-) - Y (s-) = l(b-) - f (a-) =

"=;J,«a,b»

a ze 8tajnaho ddvodu jako vyie Jest tedy :;- 2"
", = ,."

Neni-l1 tedy funkce f
.Iii mllieme poulit metodu

poulit v kaldam pi'ipad6.

spojitl! zlna, mlliame vytvotit funkci Y;
<~) • Tim .Is- ukSzali, Ie IIBtodu (I!)

a na ni
mlliame

~5.41 CViceni.

Do tohoto odst8vce zahrnellll VB formA cvilleni nektere dalii vla8tnosti

La be ague-SUe 1tJe 80VY miry. Dokalte Ja I

- 242 -



(A) Jako v 14.13 pop1!te podrobn~ metody

(B) Vyalovte vetu analog1ekou v~t~ 14.11 pro LS-miru

(C) Uka1te, 1e pro ka1dou mnoz1nu A ~ 2W, plati

A;(A)' = aup {a; (K) ; K c A, K kompakt}.

(D) Lze vyalovit vHu poco bnou v~te 14.16 ?

a. HAUSDORFFOVA MOO

\15.51 Defin1ee. Pfedpokl11deJme v dalSim, ze
Symbolem deAl oznaeme prOm~r mno11ny

ne n polo1me

(P , f) Je metr1eky praetor.
A (v1z 14.6) • Pro ka1dll pr1roze-

"! n = { U c P; U otevrenll, d (U) ~ i}
aua koneen~ p ~ O. Pro ka1dou mno11nu G C P polo1me

;{ G = [d(G) ] p (navac it., = 0) a vytvorme vn~J!i miru It; z pokry-

vaciho eyetemu (0 n • a ) . ZreJm~ 'lfl;' Y2 ;, 'if 3;) ••• , tudU
..~ ~ .... ~ .Il .. P (.. x I)
/l 110 - /t 210 - /l 3A - ••• pro ka1dou mnoHnu A C od",vodn"te .•

Polozme koneene pro A C P

lim
n .....-

a" An

V daBim ukazeme. 1a funkee ~'";, Je vneJ!i mira a budeme J1 nazyvat
p-d1mena1onalni Hauadorf1fovou vneJ/li mirou.

11 5. q V~ta:. Funkee - -C';

Ddkaz. (A) Funkee
..

t'p Je vneJ!i mira.

"Jel1ko1 v!eehny funkee An J60U vneJ!i miry,
" .pfeehodu. 1e funkee t"p eplnuJe ax10my (VK l )

ovH1t (VK 4 ) . Bua tedy

plyne lehko z I1m1tniho

- (VK 3) z 13.16. Zbyvll

-A C U A1 • Potom
1=1 -- A"n ( 0 101) L ..

!";A ~ C'.p ( hll 101 )
= 11. ~ li. it nA1 ~

n-- 1=1 n_ 1=1

- -
~ lim L .. Lilli-At' pA1 =n__

1=1 1=1 P 1

(B) VnliJ!i mira I'-~p Je matr1ekll (v1z 14.1).

Buate A,B C P, f (A ,a) >O. Cheeme dokllaat nerovnoet

" "~ ~rr"- + I'- pB (obr.4eena nerovnoet Je afe Jd, proe ?).

pokUdat tt; (A V B) < + - • Nalasne.. Do tal<, aby

1'-;(;' IJ B) ~

Staet tedy phd­

1-f (A,B) > Ii



o
k=l

II

II

I

II

pro kaz de

A~ '" "! n

n > no a zvolme
tak, ze

£ > 0 . Pro kazde

-L
k=l

n existuji mnoziny

Potom ovs em pro n> 00 jest

z mnoiin A ,nemuze mit spoLe cn c body jak s

(pro n > no) a limi tnim pte c hodem

it" (A U B) + c
nL.

k=l

-
'A" A + 11* B .f

n n

(Nezapomente, ze fadna
tak s B .)

Tedy Jl.* A + it" B '" /1* (A U B)
n n n

o os t.avame tvrzenf.

I
I

I

(Porovnejte tento d~kaz 5 d~kazem vety 14.7.)

Vima jiz z pr-e dcboz fh o , ze kazd8 c te vr-ena mno zi na je

K d~kazu regularity staei nyni dokazat toto:

(C) VnejH mira ~*p je regularni (viz 13.36).

~~-mer i te Lna •

ke kazde mnozine A C P existuje nerostoucf posloupnost

otevrenych mno~in tak, ~e

-
"A- "(n~ p - ~ p n=l

(od~vodnete! viz 13.37).
poloU t Gn = F (pr'oc?).

Bua tedy A C. P • +~ • sta ei

Necht (/""pA <;+ 00 Nalezneme (pro kaMe n ) mnoz i.ny Ak tak J abyn-- L- 11."U Ak ::> A it Ak -1!. +1
k=l n k=l n nA n

FoloUme-li o
k=l

lehko ovefime, ~e

· (n G )f' p n=l n

~5.7 I Poznamka. Dalsi vlastnosti Hausdorffovy vnejsi miry jBou uvedeny ve cviee­

ni ch l5.F - 15. L.
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c.~ SOU~IN MtR

~ Formulaee problemu.

A Eo '! '
A Eo <f

( 1)

(11 )

dany dve troj1ee - (X, f ' r" ) , ( Y, .At , V) - kde t'- (f-e s p ,

je mira na 6" -okruhu f (r-e sp • .At ) podrnnoZin mnohny X (r-e sp ,

H'le dame nyni v ka r t ez skem ao uc I nu X x Y takovy ro -okr-uh .f iD ..At
~ to '"a takovou mf r'u ('- 181 Ii na 7 @ vfl ,aby platilo:

~

B "'.At ~ A" B" 'IS Jt I..
B EO vfl ~!'- 8 V (A '" B) = (L A. Y B

M~jme

V )
Y) •

Je otazkou, zda takova mira a takovy ro-okruh v~bee ex1stuje a je te~

pr' ob Lem, jak daleee .j s ou nas1m1 podrninkarn1 (1). (11) jednoznacne ur ceny ,.. "Ex Ls t.u je ope t vice zpuecbu , jak konstruovat ('- 8 )I a.f l!P ..At ,jeden

z nieh vyu~iva definiee integralu a uvedeme jej v 19.7; nyni probereme dva

jine zp~soby, ktere jsou siee elementarni, ale trochu teehn1cky kompl1kova­

ne,
Pr-o to ae budeme pfeva~ne pouzivat rozsii'ovacich vet z teorie miry, vyplyva

odtud omezeni se (vetiiinou) na pfipad (5" -koneCnych mer. Proto pf-edpokLa-.

dejme, ze II- a )/ jsou ro -kone"n' uplne miry (lepsi ctenet s1 m~ze

prornyslet, k t.e r-e vety pIaU i bez nektereho z 'tech-to pf-edpck Ladu) ,

~ Metoda ( ex. ). Buo.te tedy (X,!, ('") a (Y,..At .)/) jako v pf-e de s Lem

odstavci. Ozna6me symbolem

~={AXBCXXY ··A6f

a pro A x B E tt po'Io sme

;t (A X B) = !'- A. V B

(poznamenejme,ze plati implikaee

AxB=C><D="9A=C,B D

pr-o c je dobre ai toto uve domf t 7).

• ~*Neeht " je vnej si mira vytvotena z pokryvac f ho systemu

Prob Lemy , ktere ntis zajimaji., jsou - jako obv,ykle - tyto:

( i)

( 11)

zda Yf C ZIt (/I") I

z da /I." (G) = Il (G) G EO 't#pro 71

Ukazerne, ze tomu tak je (prot nelze uzit Hopfovu vetu7).

GC o
n=l

G • Po tcmn

D~kez. Pro A C X x y polozme
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pokryvame konecnjm sje dnocenim mnozLn z
) .

(pozor! mnozin~ A
ne j t e ...! a it""

AC

n

U
i=l

? J porov-

Nen! tHke ukasat , ze

t
1=1

"U
1=1

=

obdrhme

n

~ lim L.
n_ 1=1

G1 ' polozme

G£~-U
1=1

;t G ,

..
+tA>F.

cAl" F J

"= lim ..r(U Gl)n-...... 1=1

( 1) r.J'f/J=O

(11 ) GOJ" (E U F) " w" E

( iiil E c F ;> JE "

( iV) d'G " ~ G pro

itG~limdK
n"~ n

Je-li nyn! G, Gn 0;: 'tf G c

DOkazeme-li) ze lim cJ Kn ~

n....-

a budame a d6kazem hoto vi.

Dokaz~jme nyn! nerovnoat lim <4' Kn ~ II. G • Necht

B € o.It. ,prlcemf se omezme na pf fpad t" A < + 00 ,

jednod~chost; ostatn! pripady sl rozmy slete aamil.

G=AxB,

}lB <+ ~
AE.tjJ ,

(pro

Zvolme € > 0 a oz naeae

v a -e }

(zrejme K
X '* 0;:J{. pro kaMe x € A). Podle pf-edp ckLadu pro kazde x E: An-plat! U KXt* J B , tj. 11m )I KX,lt = )I B • Odt~d plyne, ze

n=l n n-U lin = A , tedy (4 A = lim t' lin EXlst~je t~d!z no tak, ze pro
n=l
kdde n > no je t' lin > (i- A - e

Celkem doatavame, ze w· (Kn () (II n >< B» ~ r« lin ( v B - e
(p oe Lednf nerovnoat sl dobre promyslete a de t e t.Lne dokas te !, je to jakasl

"Fublnlova veta"), tedy

•'" Kn ~ (!'" A - £ ) ( )I B - e ) pro n > no •

~
(1 )

(11 )

Ftl oznacen! odstavce 15.9 plat!:r Nt (,1*) I

it G = it G pro kazde G E ., •

D6kaz. (il Bud GO;:" ,
mnozlna, vlz 1).24), a bud

TCX .... y

E> 0

;tlt T <+ _ (T je teatovac:(

Naleznete tak, aby
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o
n=l

G::>T,
n

Necht G =A ",Bn,G=A>'Bn n potom

Gn() G = (Anl"l A) >«Bnl"l B) = I~

Gn - G = [(An" A) x (Bn - B)] U [(An:} ~)'''' Bn] = I~ U I~

pH~em~ il 11 + II 12 + il 13 = il Gn (provedte podrobn~) an n n

11 C G 12 ()G = 1 3 "G = Jil •n ' n n

Odtud pIyne , ~e mo.~eme predpokl11dat 1hned, ~e GnC G anebo Gn 1"1 G = fl.

Kone c ne -tedy -
1l"(T - G) + il"(T I') G) '" L II Gn '"

n=l

il G •

nerovnost,

15.10 )

Zf-e jm~ ;;(' G ~ 1\ G

ted:! predpokl11dat,

pro G £ ~ • Chceme dokllzat,obrllcenou
* ~ .

h it: G <+:: BuIlte Gn £ Yf '

nQl Un::> G • Potom (pouZij L.. it: G ~ ilG ,tuda ;(G!>
_ n=l n

(11 )

sta~i

115 .121 Pozn~mka. Ozna~me t.edy symbo Lem f 8 ',,4£ syatem nt. ( il*) a S;lmbolem
,* ,0 ~ utJ- e)l funkc1 1'1. uvazovanou pouze na :r V' \M.

A

Budeme n;lni zkoumat jednozna~no9t miry ('.l e II vzhledem k podminkllm (1)

a (1i) z 15.8. Poznamenejme, ~e mira t';')J je 6'" -kone~nll (predpokl11-

dllme, ~e t", JI j90U 6" -kone~ne!). Sta~i totU nalbt An e rjJ
8 n e .M. 1.1 C A2 C A3 C , ••• , B1 C. B2 c B3 c •.. ,~ An <: + -,

a polohtB = Y--0 --o
n=1.

o
n=l

)J Bn < + ,00 tak, ab;l

-
~1 Cn = II >< Y •

115.13\ V~ta. Ozna~me symbolem :1 ttidu vliech kone~n'ych d1sjunktnich sjednoceni
mno~1n z 'tf . Potom g je okruh ($ je prllv~ okruh generovsn,Y sysU­

mem '1 i,

Dllksz. Obdobne jako v do.kaze vety 15.11 91 uvedomte, ~e

(kreslete I), tudi! plati

G1 J G. e Yf => Glf) G., Gl - G.€JiJ •

Nyni tvrzeni J1! lehko plyne ze vztaho.

- 247 -



11. k(u C.) - ( U n)
i=l 1 j=l J

A U B = A U (B - A i,

o
i=l

k

f\
j=l

(Poz namka , Stacilo v 15.13 pf-edp okLadet , ze 1, .)£ jSou okruhyT)

115.141 VHa. Funkee

aditivni) mira

••/L je

na ,g
mira ria okr uhu RJ •

, sp1nujiei podminku

Je-1i jine (sta~i konecne

"A ~ f ,B ~ .)£ ==I> .II. (A x B) = tL A • 11 B

( ;;- = ..*tj. /l /, na ~ ) , potom na :tJ

DUkaz. DokaHe sami, tvrzeni ihned vyp1yve ze vztahu "! c RJ c m (It") ,

vety 15.•13 a z toho, ze it· je mira na m (:t') .

115.151 Veta. Oanacme symbo1em 18,,4(. (;-okruh, gene r ovany ay s t emem Yf
existuje preve jedna mira, oanacee ji symbo1em ;-< 8 V, na .18 v4l
takov9, ze

A E f ,B E .,( -> ("8)J (A >< B) = !' A. )J B •

Potom

Tato mira je (9 -kone~ne a navfc mira

je jeji zup1neni.

,0;;; u
ne syst~mu J - .,/'l.

(B)

~
(A)

DIlkaz. Po1oHme-li c« IIP)/ (A x B) =;-<A. vs pro A £!! , B €-.,4(. ,

1ze tuto funkei jednoznacne rozHtit (pod1e 15.14) na okruh RJ a pr-o t oze

!p 8.Jt = fO (!lJ) ,lze tuto dale jednozna~ne pod1e vHy 13.43 rozeHit

na ! f9 oIIl (nezapomente na er -kcne cnce t v 15.12 !).

Zbytek -tvr-z enf p1yne z 13.47.

Pte~tete ai eviceni 15.0, v niehZ vynikne r-cz df L system1l.

II ,,4t a Ie J(.

Metoda (#) • Budeme nyni jiZ s tr-uc n f ,

Def1nujeme nejdHve syatem Yf a funkei Il jako v 15.9,

'If = { A >< B; A E tjJ ,B € .Jt} , il (A x B) = I'- A "B.

Definujeme system RJ jako ttidu veech konecnych disjunktnich sjednoceni

mnozin z 'tf a uksZeme, ze ,g je okruh (generovany systsmem ~ )

atejne jako v b.13.

n

(C) Pro D = U (Ai x B i ) E!lJ
1=1

n

;\D=L..
i=l

a ukalme J Ie
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.nno z Lny z ? (to(e l ) : definice .it neni v rozporu 5 di'ivejsi c.ef' i n i c f

je jasne),

(C2): def'inice funkce it ne z av Laf na Itvyjadfeni" mn0~"':J' D J tj. je-li

n k

D = U Ai" Bi = U
i=l j=l

, potom

k

L .u.C . • )I D.
j=l( J. J

Iii je "n~ jsi LS-mire e

(ani to ne nf t~tke),

(C3) : funkce A je na okruhu 53 mira (dlikaz (9 -aditivity .it je nejtHM,

musime vIes t.ne dokaz a't jakolisi "ze al.abe.nou" Fubin10vu ve t.u , obdobnou

lemmatu 15.10),

(C
4

) ; II. je G"' -jcone cne (to je triviBlni).

(D) Nyni p cd Le vety 13.43 Lze .il jednozns~n~ rozsitit na miru (kterou ozna-

~ime) fl~)I na !lSJl = CO (W ) = @""(f}) ) atutodala.zuplnitna

miru c'" 19)1 n a f~ Jt . Podle 13.47 dsji metody «(){), (~) tentyz vy­

a Le dek ,

~5.181 Zaver. Budte (" a)l @""-kone~ne (upj.ne ) miry.oa··.# a Jl
Oznaeme 'f{f = {A >< B ; A E; t/ ,BE; Jl} a. necht IJ _ .« je

CO _okruh generoveny systemem ~ Potom eXistuje prave jedne mire

fl- )J ria !II/!) Jl t.ak ova , fe

A E f B £ vi! >(J- ~ Y (A>< B) = <" A .)1 B •

Mira C'-.)I neni obecne up Lna , Oanacme proto t'dD)) miru ne '1e.J(,
ktera ji zuplnuje.

D. CVIOEN! A PROBLJll!y

(V deBim tjJ je neklesejici funkce v El '

IIf = Ai/ mS' .)

~5.AI Cv1~eni.

(A) Necht '/= 0 ne (- DO., 0), !I = 1 na t. 0, + - i.
Spo~tete JlsP(-l,O), ).S'( {O}) •

(B) Nelezn~te !I tek, eby

,.,
!I(e) c ltsP ( <a;b» . ..

115.B I Prob14rn.Necht W' eeaUva z otevrenych 1ntervald, dBle polozme . ttl (a",b) =

= 1 (b) - <p(a) e vytvorme. vn~j!,i miru 1'; z pokryveciho sysUmu

('If 't"!I)' Je pravda, ze 1"1 =1.,? Plati" Ze 1"-1 =t'; ne" ?
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Problem. Ks!dA neklesajici

Vime, !e v!dy .8, c m~
Lze vol1t funkci I tak,

11(, = exp El ? (Viz te!

funkce rJ ur~uje jisty system mnoUn 7lt:? .
(ka!dA borelovskA mnoHna je !I' -mHitelnAl.

aby ~, = nr" ? Lze vol1t 'I tak, aby
cvi~eni 12.E.)

115.DI Problem. Bull
ssjici funkce

..
~ vnejei mira v El •

f ' aby tA-*= .ti .
PtAme se, zda existuje tskovA nekle-

(A) Necn'!. , seatAvA z otevrenicn intervall1 v El, nech'!. ('L je nezapornA
funkce na ., (I!" 16 = 0) a nech'!. vnejei mira ("-.. vytvorenA z pokryva-

ciho ayatemu ('if ,tt ) je metrickA a nech'!. /'".. ( <a,b» <: + - pro
ka!de - - < a <: b «+ -. Potom existuje neklessjici (a spojiU zleva)
funkce l' tsk, !e ('-.. = II; . Doks!te I ..

(B) UkaHe,!e vnejei mira z 13.F.f neni tvsru .t,
(C) Viz ta! 14.C , poznAmka (g).

115.E I Cvi~eni • Bull G eEl .0tevrenA, G = 0 (an,bn) , kde posledn! inter­
n=l

valy jeou po dvou disjunktni a polo!me-
"IG = [ ( f (bn- ) - f (an+»

DAle ueporAdejme system vheh otevrenich mnoUn pOIlOC! relaee ..-2.. Je-ll
I.e El ' je sysU.. veeeh otevrenych nadmnoUn mnoUny A usllirneni (vlz
cvleeni 1.K) a

•~,A = 11m il, G

(jednA ae 0 zobeenenou 11mltu). Dokalte I

115.F\ Cvleeni. Ukalte, !e

pro ka!dou mnollnu A C P •

A = -UA
1=1 l'

pro kddll

115.GI Cvleeni. Co by se atalo, kdybyehom pH deflnicl lIsuadortfovy vnejU miry
vzall za ayatoi.. 'W ayatAm!!!E!. podmnoUn proatoru . P T

115.HI Cvleeni. Bull H(x) nezApornA apojltA, nekleaajie! fUnkce, deflnovanoi na

<:0, +-> (= <:O,+-)U {+-l), H(O) =0. Def1nujme ayaUm ~n
stejne jako v 15.5 , pro G E: if' polo!me A.G = H(d(G» a vytvorme vnejei

.Iliru A.~ a pokryv8eiho syaU..u (,n ' it ) • Koneene pololme

• It
~H(A) = 11m .t nA •n--

Studujte vlastnoatl funkee /'""H (je to vnejei mira ?,je metrickA,
regulArni r i,

(Poznamenejme, !e Hausdorffovu miru obdrlime specloilni volbou H(x) = xp.)

Lae vynechat predpoklady apojitostl ei monotonle funkee H?
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e p~edchoziho cviceni nae vedou

• Necht. '1* je

a 'I: buate

je jeho nejeky pokryveci

d(G) .£ i }
(P,;t)

~n=tGE'
iii mire vytvo~ena z pokryveciho eyetemu

ei miry vytvotene z (~n,:t).

Necht konecne I

[5.11 CvicenL 1. t1vahy odstavcd 14.1, 15.6
k naeledujicimu zobecneni.

lIua (P, f ) metrlcky praetor, necht
eyetem.

Pro n E N polo~me

pro A c. P •

(Proc eXietuje teto limitaf) Uka~te (obdobne jako v 15.6), ~e

(A) ~. je vnejei mira,

(8) ~* je metrickll.

2. Jeetli~e ka~dli mnoHna ze eyetemu 'If' je borelovekll (tj. p c. ~ (P»,
potem

(C) f* je regulllrni vnejlii mira.

3. Jaky je vzt..h vnejeich mer

(Naleznete priklad, aby 1"* ne by La regulllrni?)

il* ~?,a ( lIuei ple tit tL' = It" ?

4." ffedpokllldejme, ~e ka~dll Molina ze eyeUmu Yf' je otevtenll a !e-P = U An' kde An jeou otev~n' ..
n=l

sledujici podminky jeou ekvivalentni:

{A-*An <: .. - • Potom na-

vliude

a ke ka!demuA E 'tf
tak, ~e

doka~te I (Aplikujte kUp~, na Lebeegueovu miru,

A~ ::> A ,o
k=l

Potom 71." =
viz 14.6).

(i) A € m «("-") (mnoUna A je ;L' -mUitelnll).

(ii) 'r/ e > 0 :1 G , G _otevtena, G::> A , tL' (G - A) <£ ,

(iii) 'r/ s > 0 3 F , F uzavhnll, F C. A , (A'-"(A - F)<: £ •

doka~tel Uka~te, ~e toto tvrzeni zdetane v platnoeti. pilieme-li
..* *" mi eta (A- I

5. Necht ke k~demu E ~ 0 , ke ka~d' mno~ine

n EN eXietuje poeloupnoet {A~}, A~ E.", n-L. :t (Ak) ~ il A .. e .
k=l n

6. Jako netrivUlni iluetrujici p~iklad md~ete pou~it nasledujici:

P = E1 , 'tf = jednobodovEi mno~iny a otevhn6 interva1y v E1 , :t III = 0,

1 {x} = 1 ,t (a,b) =-

Jak vypadli 1\*, fL*, 1/f. (1'-") ?
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7. Ukaz te , ze podllilnk,y(i) - (iii) ve 4. nejsou ekvivalentni, vo Lfm- -Lf
" " .P = E2 • t" = tt 1 ( VlZ 15. 5 ) •

.lJ....l .patom c- je r-ovna vnej~i Lebesgueove mire.
<

G c E2 ot.ev rc na a rp'- .,azdna , p o i.om t",lG:;: r.>O

A c En ,potom tl'lf:n A :;: 0 I ~\ra va k dy. A ma

nul a (A. nA = 0 ).

4. Je-li p:;: E2 ' r c E2 o tevf-e ay ct ve r-e c , potul"

~ Ftfklady.

1- Je-li P = ~;\

··'.L

2. Je-li P

J. Je-li P = ,"
I.

Le be sgueovu miru

115.KI Cvi~eni. Je-li

Dokazte !

" A!'p <+OO,q>p, «-
po tom tL l = 0 .

~ Hausdorffova dimense.

Na zaklade predchozfho cv i cen.i p oLoz me pro A c. P

dim A = aup { p > 0; r: pA = + 00 }

(2 ) U C E1

( J) je-li

zina

(4) je-li

(vy jime~ne sup Ii = 0 ) a Cislo dim A na z ve me Ha uedo.rf'f'ovo u dimensi

mnoZiny ·A

UkaZte, ze

(1') q > dim A .~ ~*qA = 0 •

q < dim A ~ tu*qA = + .,.

ote vfe na a nepr-aadna ):> dim U = 1

A eEl jednobodova, potom dim A = 0.; kazda spacetna podmno­

El ma dimensi 0

A C E1 ' dim A = 0 , potom mnoz Ina rna Lebe sgueovu miru nuLe ,

(5) dim Ak = p pro kazde k ~dim (~l ~) = P

(6 ) je-l1 C e .< 0,1) C·antorovo 9-iskonti.nuum, .po'tcm

dim C = log 2

log .J

(7 ) existuji nespocetn~ podmnoZiny El dimense oula.

/15.11 [ Cviceni. Bu,lte !I ,resp. .AI. f!} -okruhy v X, r e ep- Y.

Ozna~me, jako.dHve, :! 8~. ro -okruh v X x Y • generovanY. systemem

0/ = { A >dl; A Eo l' ' B E Jl } .
Necht 0" -okruhy :! ,,.( jsou generoyany sysUmy Y, )( , tj.

I=(;-(Y ) , v( =(iJ(){").

Necht dale ~ = { AX B ; A E'y , BeY }
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Pc t om if 3 .)(. = (if (,if) • dokaz t e !

!I~~~~, Zi'ejme .:&-c :!@.)( • ted,y i (if V&-) c :l3Jl .

Pro dukez obrac ene inkluse uvazujte ay s t em

{TCY; ExTE.(2 (,:&->} pro E E y-

gEJ Cviceni. Bud ME. f@ Jl Pro x € X • Y E. Y oznacme

MXt* ={ yE. ;: [ x.y] E 14 }
M*'y ={ x E. X [ x,y] E II } ( viz tez 11.5).

Potom MX ' * E. .)t a M...·y € 'f (pro kazde xE. X • Y £ 1[ ),

Dokaz t.e !

1'J~~Q~, Uvaz u j t.e system I} = LE £ :f fD .Jl

a ukaz t e t loe

B .,

je (?J -okruh obsahujici

A£.f,BE.Jl}

system

pro vse chne

~ Soucin Lebesgueovych mer.

Necht i1. n znameria Lebesgueovu miru v En' 71tn system vs ech lebesgue-

ovsky meritelnych mnozin.

(A) Ukaz t e , ze m, fD iIt, c 71tz

1'J~~~~~ UkaZte, ze {A x B ; A,B £ m, }c 1ltz .

(B) UkaZte, ze m, e m1 f 7Jt2

1'J~~Q~, Bud x € El, A C E l nemeritelna mnozina.

Potom { x } x A E. m2 (nebot {x}x A C {x } x El a posledni mnoHna je

je Il~ -nurova) , zatimco {x} »c A f. 11f,. 7Jt
1

podle 15.N.

"-
(e) Ukaz t.e , ze m, I!JI 7Jt1 : 7ltZ •

1'J~~Q~~ Podle predchoz ~ho a podle 13. U je 7Jt, 8 m, c m2 •

Staci ukaz a t , ze m~ c lll, iI 7Jt1 • Zrejme kazdy otevreny interval v E2
leZi v m1 e m1 (dokonce v 7Jt, @ 7Jt,), tudiZ tez kaMa ote vf-ena

mnozina (jakozto sjednoceni spocetne mnoha otevrenych interval~) lezi
~ ~

v 1)'(1e 1)'(, • tedy E.c m,@ m
1

. Odtud,z 13.V a z 14.11(VI)

p Lyrie , ze m, c nt, 8 llt., .
"-

(D) Uka z te , ze .a
2

= ~, @ it1 •

1'J~~2g~ Pouzijte vetu 0 jednoznacnosti a vlastnosti ~2

(E) Problem. Plati r cvncat ~, • .21, : .all 7

(F) Problem. Plati rovnost nt,e m, = J.'l,t 7
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115.pl Cviceni. Pfedpok1adejte, ie existuJe mnozina
.0 # B c;;.,.I(. , )I B = 0 • Ukszte, ze mira fL e

ti~!~~ Postupujte obdobnA jsko v 15.0.B.

AC
)1

X,A"'! a
je na :Ie JG ne up Lna ,

kone cne

A~!I ),
115.Q! Cviceni. Necht 1"" t"t JSou kone cne miry na f ,

miry ne ,)l , necht {"-, ~ 1'-2 (tJ~ ~, A"; 1"-_ A
~ ~))2. • Potom ~, i V, ~ 1"1 e PI . DokaZte I

!!~!!1~~ Uvazujte system { A £ '! e ,)l ; fL, $)1, (A) ~ ~I ~ )12 (A)}

Lze ptedpok1ad konecnosti mer nshradit ptedpok1sdem 0""-konecnosti?
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VI. 14 l;: It I TEL H If Y U N K C E

16. Teo r i e m ~ tit e 1 n:J e h fun k e 1.1

Obeeh: A. !I -m~titelne funkee.

B. Jednoduehe funkee.

C. CVi~en! e problemy.

A. f - d!l ITELNIf ~'UNKCE

Preattte si upozornln1. na str.191 (ohlednl zna~en! f po strant textu).
Tuto kapitolu lze studovat bez znalosti kapitoly IV a pouze se znaloet! nlko1ika
zlikladn!eh definie z kepitoly V.

jeetlU./ .
rJ Hkejae

je mUitslni prostor,

~9H!!~~_ ze syst".u

116.11 Definiee. Aekneme, Ie dvojiee (X, ! )
je ~_~aJ~.!>!'! podmno~in mnoliny X.
tj -mUitelne, ai krlitee mUiteln".

. .
east:J. pHkladem miHtelneho proetoru je dvojiee (X, Nt (.IA-» ,
1/f. (1."") je sysUm vteeh ~ -.tHteln:Jeh podmnoUn mnoUny X
13.22).

u.
(viz

V dalA!m pi'edpokllidej.,e, ~e je pavnt zaden .,Uit.ln:J proator (X,.").

Definies. Aekneme, ~a tY!!~£! f:
x • Xi f(x) > e } ~ tj pro lalld..

funke! anaa•• ay.,bole., A (!I) •

je f -mUitel'" , je atli~e
Syate. vheh !-mUiteln:Jeh

~
( A)

Pr!klady.

Bu! A C X Poto.

(8)

Dok8Uel

Vybudujeme-li teorii Daniellova intagrlilu a je_l'i P £ m ,poto.

, prlivt kdy~ f je 1Il -atitsl'" (viz 9.57>.

(C) HeCht f je konstantn!
f I x _ K ). Poto., F

zobrazen! na X (tj. existuje
je f -utitelne, dokalte I

tak, Ie

(D) HeCht (X, f) je I18triek:J proator, neeht rp obaahuje ayet". vlleeh·
otevtenteh podanolin prostoru X. Poto., kaldli apojitli funkee na X je
f -mttitelne. Dokdte I
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(E) Necht (X, P) je metrickj proe tor , necht !j = Jl (X) je system vsecn

borelovskjch mnotin (viz 13.7, 13.B). Potom funkcim j' -meritelnjm

rikejme borelovsky meritelne ~i kratce borelovske (upozornuji, te termi­

nologie je zde zna~ne rozkoHsana, viz tet [Re-Pr) , praktikum 6).

(F) Je-li X =

podmnotin

E a vol::!me-li za
n

En ' tikame funkcim

:fl system v~ech lebeagueovsky meHtelnych

f -mei'i t.e Lnym lebesgueovsk,y mefi telne.

~6.41 Veta. Nasledujici v,YrokY jSou ekvivalentni:
( I ) f je !I-merite Lna ,

( ii) { x E X; f( x} < c } E P pro kaMe C EEl'

( iii) { x e: X; f(x) ~ c}es/l pro katde c E El '

(iv) {x ~ Xj f(x) '" c } E!j pro kat de c EEl

D1'Jkaz. (i) ~(ii1) : Bua c e El . Potom

-{ x EX; f(x) ~ c } = 01{XEX ; f(x) > c - i }
odtud jH lehko plyne tvrzeni (nezapomente t h !P je

a

e- -algebra) •

(il1)~(ii): Pro katdol c EEl plati

{ x s x j f( x) < c } = X - { x EX; f(x) lo c} •

Ostatnf implikace jsou obdobne.

ekvi valentn:!:~
(1)

(11 )

( iii)

Nasledujici vyroky jsou

f je <j1"meritelna,

f- l ( + _ ) , f- l ( _ ....

a

a pro katdou otevtenou

mnoUnu G C El '

f-l(B)E,<j pro katdou bore-

lovskou mnotinu Be El,

[Uvedomte 81, ze

{x eX; f(x) > -I = f-l(+OQ)U{xE X; +_>f(x),>c}t]

D1'Jkaz. (i)~(iil: Necht f je IjJ -metitelna. Potom

BuC!. ny n f G C El ot.evr-ena

po dvou disjunktnich ,interva-

-f- l(+ .... ) = n {x EX; f(x) > n },
n=l

tedy f-l(+_ le!p .Obdobne f- l( __ )E!!

mnozina. Existuje apo~etny system {( Bn,obn) }
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f-l(G) = f- l (u (an,bn) ) = U f- l «a ,b
T

, ' : ) :;::

n n n,t

= U [ { x E X f(x) < b n }n{ x EX f(x) > an } ]
n

• Podle pf-e dpok Ladu}
El • Uke'leme-li, 'le

(proe?), tj.

An E;&' ; ze v z t ahu

o A E.~
n=l n

A,B 1<.$

pLyne , 'le

, kdykoliv

-U f-l(A
n)n=l

'le A-B € .:&-Obdobne ae uke'le,

(ii) ~(iii): Oz nacme $ = {A C Eli f-l(A) Elf

obsahuje system :&- kaz d ou otevfenou podmnoz Lnu v

.:&- je C!r -algebra, vyplyne odtud, 'le .$, C £r
Cl(B) E fJ pro kaz dou B € .11 1 Buche tedy

AJ =f- l ( 0
n=l

(iii) ~(i): Bud c EEl' potom

{XE Xi f(x) > -l = f-l(+o<» U f-l«c,+~ »,
tedy fEll ( '!) (uve dcnte st , 'le libovalny interval je bo.re Lovska mno­

Una) •

Poznemka. Z predchoziho plyne, ze v definici 16.2

vyrok "pro kazde c €. E1
Ji nahradit v,Yrokem "pro

a ve vete 16.4
*kaMe c E. El

jame mohli

"

116.71 Veta. Bu,he f ,g E il ( cf ) bud * ', k E E1 * Potom mnoziny

{x E Xi f(x) >g(x)} , {x E X' f(x) " g( x) } , { x E Xi rex) = g(x)} ,,

{x € X' f( x) = k } , {x e Xj f(x) E Ed,

jaau tjJ -mefi te Ina.

f,g Ell ( tfJ ), potom

Xi rex) >g(x) } = U. [{ X.i f(x) > r} n{Xi g(x) <: r }]
r rdcloNI".

= X - {Xi rex) <: g(x) }

{x €

{x rex) ~ g(x) }

{x f(x) = g(X)} = {Xi f(x) " g(x) }" t Xi f(x) ,! g(x)}

odkud poe't upne plyne, 'le uvedene mnoZiny leU v rj

nl7lkaz. Budte

Podle 16. J.e jsou konstantni f'unkc e rjJ -aei'itelne, tedy

{Xi rex) ~ k } E f podle pi'edeAleho. Koneene podle 16.5 je llOo!1na

{Xi rex) € El} = r-l(El) tet :! -mili'i telne.

116.81 Veta (vlastnoati jJ -mefoiteln,Ych funkc!)

(A) rEA ( f ) , c £ El ==:> cf € J1 ( 'f) ,
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(6) f,g E A ( rjJ) ) f + g E A ( sP ), prHem~ cnapeme funkci f+g dodefino-

vanou v bodec h ; kde souc e t, f+g neiM amysl, pevnou (ale libovolnou) hod­

*notou z E1 t

(e) f€.11. (If) ~lfiEA (rjJ) ,

(D) f,g €.A (f) l> max(f,g), min(f,g) EA (f ),

(E) f,g e:A (rjJ )=9 f.g e.A (if) ,

(F) f € 11. ( ':P )~ ~ EA ( If) , pri~em~ funkci ~ dodefinujeme v bcdech ,

*kde f = 0 , jistou pevnou hodnotou z E1 •

D~az. (A) Provedte semi.

(B) Necht f+g = B

Zvolme c EEl'

v bodech, kde sou~et

Pot om

f+g nemti aiay aL,

{x; f(x) + g(x)

/ { x; f(x) > c - g(x)} pro c:!! B ,

> c} = - { X; f(x) > c - g(X)} U [ f-1(+oo)() g-l(_ao)]U

U [ f-l( - _ ) n g -l( + ~ ) ] pro c < B ,

odkud podle 16.5 a 16.7 plyne tvrzeni (uvedomte si, ~e funkce c - g(x) je

rjJ -meHtelna, nebot

{x ; c - g (x) > c " } = { x ; g (x) < c - c } ) •

(e) Bua c €. E1 ' potom

{X; If(x)1 >
f(x) > c } U { x; f(x) < -c }

pro co(O

pro c ~ 0 •

pro c ~ 0 I

(D) PLyne 1hned z pr-e dchoa fn o a ze vztahu

max (f,g) = ~ (f+g + I f-g I), min(f,g) = 1 (f+g - I f-g I).

Md~ete te~ pou~it rovnoat

{x; max(f,g) (x) > c } = {x; f(x) > c } U { x; g l x) > c } •

(E) Je-li f E A ( ':P) , t :!! 0 je

= / X pro c < 0 ,

'<, {x; f(x) > (C}
tedy f2 E A ( sP ) •

pLy ne ~ E A ( sP
• Jsou-11 kone~ne

Je-li

nost1

fE11.(rjJ),

f
2 = l f l 2

1 [ 2 2 ]f.g =4 (f+g) - (f-g) , tudi~

) podle predchoziho

f ,g E A (1J), je

f.g E .t1 (fJ) •

e pomoci rov-
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(F) OpH dokBil.te semi.

116.9\ Veta (posloupnosti

BuCl.te fnE A ( tjl)
if -meri te lnych funkci >.

(n=l,2, ••• ) • Potom funkce

(a) sup f n, inf f n ' lim sup f n ' lim inf f n '

(b) 11m f n (pokud e xf e t.u je )

jSou f -meti te Ine ,

Dllkaz. Bua c €. El ' potom

= o J x; fn(x) > c } •
n=l 1

Sami jiz lehko dokazete vaechna tvrzeni.

B. JEDNODUCH~ FUNKCE

Ii!. i:O] Definice. l\ekneme , ze funkce f: X -+ El (kone ena I) je jednoduch6,

jestlUe je f -meri telna a jestliZe mnoZina f(X) je kone~na (tj. na­

byva_li f pouze kone~ne mnoha hodnot).

~E1 Priklady.

(A) Charakteristicka funkce libovolne meritelne mnoziny je jednoducha.

(B) Jsou-11 El, ... ,En E. r:P ' dl"" ,dn E El'

ducna .

je f jedno-

kde

d i} jaou meritelne, po dvou diejunktni mnoziny.

f =:3
1

je Dirichletova funkce jednoducha.

dat, ze dl, ••. ,dn jSou navzajem rIl.zna),potom

E i = {x ~ X; f( x} =

(D) Zvolime-li X = El '

DokeZtel

(C) Naopa k , .je-11 f ,jednoducha, f(X) = { dl"" ,dn} (mllzeme hned predpokla-

116.12\ Veta (vlastnosti jednoduchych funkci).

Buate f ,g jednoducM funkce, c EEl • Potom f'unkce cf, f+g, I f I
+ -max(f,g) ,min(f,g), f, f ,fog jSou jednoducM.

Dllkaz. Prove ate semi.

116.131 VHa. Bua fElL (rjJ). Potom e xts t.u je poeloupnoat {en} jednoduchych

funkci tskova, ze

(1)

(2 ) na X.

na X
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Je-li nav I c ~. ~~ 0 , lze volit 0 ~ 8 1 ~ 8 2 ~ ...

Dukaz , Necht f; 0 . Po Lo zme pro n E NIl ~ i of r..2 n

E
'n
' = { x ~ X ;..l::.l- <f f( xl<

2n J

(Kreslete !

BuCi. n p e v. Pot.om mnoziny Ei F jSou po dvou dis, cr: me rt t.e Lne In n
n2 n

U Ei UF = X Definujme r .nk cc s
i=l n n n

pro

pro

x E F n •

Potom 8 ~ 0 jSou .je dnod uch e , Je-li f'(-d < n je 0 -: rex) - sn(x).(
n ,

< L je-li f(x) = + 0<> je sn(x) = n '1~ 0,) sn-""7""f Lebko doka-
2 n ,

~ete , ze BI
~ 8 2

<f SJ ~ ...
Je-li ny nf f Ltbov oIna {J -mef'iteln9, na Le z ....

{ qn} je dnoduchych f'u nkc f tak, aby

,ole '"Dn0s1

Po Lozf me-rL'l 8 n = Pn - go J

Zbyva dokazat monotonii. BuCi.

f-(x) = 0 ,tedy qn(x) = 0

j80U funkee
tedy x € X

pro v se c hna

8 n jednoduche,
• necht f{x) ~ 0

n a

a ---- fn
. Potom

c. cvrOENt A PROBL~MY

(X, ef ) mefitelny pr-oe tor- , E ~ 1 . Po l o za me-iLt

; -" C E} ,je (E, !IE) meritelnY pr-o e t or-, Ukazte I

116.BI Cvi~eni.

(a) BuCi. X eino at ne ,

fl-mHite lne.

!I ={ 0, X}. Zkoumejte J k t er-e f unkc e ne X .js ou

(b)

( e )

Necbt

Volte

podle

jJ = exp X • Jak v ype da sy stem /I. ( jJ ) ?

aa mer-itelny prostor dvojiei (X, m(!'""» , kde m (c«')
lJ.F. Podejte vZdy ch ar-ak t er Let Lku m (c""l- mef-Lt.e Lny ch
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~ Cvieeni.

(e) Neeht f je borelovsky meritelna realna funkee (tj. /-1 «s, + -» je

borelovska mnozina pro kazde a EEl)'

BUd f r-e a l na , jJ -mHitelna f'u nkce na X. Potom 1* f E.I\. (/ )

do kaz t e :

(b) Jak by bylo mozn e modifikovat (a) i pro f'unkc e nabyvajici nekone c nyc h

hodnot 7

/-mef-itelne, je-li f JP -mefitelna.

(e) Speeialni volbou funkee

1l' {k , C EO El, P > 0) jsou

Uk8zte, ze funkce f ~ k , cr , I f I p
2

, f ,

116.DI Cvieeni.

Volme X = El ' !I -lebeagueovsky mefitelne mnoz i ny v El •

(a) Jsou-li f, j! lebesgueovsky metitelne funkee, ne muaf byt funkee

JP.~f meritelna. Ukazte a porovnejte s l6.C.

~~!9~~ Viz 10.F.h.

(b) Je-li h pr'o s ta a metitelna, nemusi byt h- l metiteina.

Ukazte!

~~Y2~~ Uvazujte funkei f z 10.F.d a definujte

hex)

f'{x )

=/
""l+f(x)

pro x EM,

pro x E <0,1 > -M ,

1 € Mx -je-li- '1) +1,/(X
h( x) =-,

hex - 1)- 1, je-li x - 1 E <0,1> -M •

!16.EI Cvieeni.

(a) Neeht f je k cne c na l' -mer ite Lna f'u nkc e DB X. Pro t "'- E l p oIo z t e

B( t ) = { x EX; f( x) £ -l
a ukaz t e , ze

(1) s « t ~B(s) C B(t),

(2) U B(t)
t£ £1

~ . n B( t )
(f.. £,

.0

(3) () B( t) iC,,) pro '.,.' sEE
t>s

(vyuzili jste v ube c pf-e d pok Lad E 11 (1 ) '/ ) .
(b) Nec h], {B(t)} je system podmnoz Ln ianoz t ny X majici vlastnosti

t E E l

(1) ,(2) ,(J). Potom existuje prave jedna funkee f ne X t.akov a , ze
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B( t ) = { x E X ; f(x) ~ t } pro ka~de t E El .
Je f kone~na 1 Je f jP -metitelna1 Dokdtel

!'!!!Y29~ Polo He f(x) = inf { t; x E B( t ) } .
~ Cvi~eni. Bud f E 1\ ( !I ). Potom Ifl E /\ (!I) • DokaHe I

1 + I f I

116.G! Cvi~eni. Doka z te Luzinovu vetu (viz l1.B) , ktelra uda va .char-ak'ter-Ls t Lku

Le be ag ueo vaky metitelnych funkci v En

116.HI CVi~eni. Budte (X,:I) , ('t • .;ll.) dve meritelne prostory.

Necht f E.A ( 1) . g e: A ( .,4£) h(X,y) = f(x).g(y) pro x £ X. Y E. 't.

Potom he: A (jP e vIl ) (viz 15.15). DokeHe I

CVi~en1. V [Re-Pr]

telnosti. Pod1vejte

Je cele praktikum 20 venovano tzv. obecne

senan~!
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117. Proatory a m i r 0 u

ObaM: A. Proetor s mirou.

B. Cvloan! a problemy.

A. ffiOSfoa S IItROU

~ Dafinlca. Trojlcl (X, 1,t'-) nazveme proatorem a m!rou, jeatlUe

I!:. -nulovYch mnoZin, tj.

,("A=O}
(viz 13.21).

cX;Ae!l
je ~ -ldeal

ozna~me system ve8ch

je metltelny proator,

.!I.
(X, 1 )
f- je I1plrul. mira na

Symho lem lr. (t"

n (~ = { A

Ztejme ayatem It (t< )

(1)

(2 )

117.21 Pozmlmky.

(A) Najdo.leHteje!m pt!kladem proatoru s m!rou je trojice (X, 1J'(!"") , (1-"
(vlz deflnlce 13.22, 13.24, 13.25).

(B) Trojlce (P, m, t') v pfipade P .. m z t.e or-de Danlellova lntegr,Hu J
je proetor s mirou. ~

(C) Uvedomte al, 1e v tomto odstavcl ae jl1 spojuj! pojmy mira - metitelne

funkce ,

~ Definice (pojem skoro veude).

Necht Vex) je vyrok, tykaj!c! se prvkd mno11ny X.

~ekneme I

jestll1e

1e vyrok

mnozina
vex) plat! =sk~o~r~o~v~e~ud~e (01 pteenejl

A = { x ex; vex) nePlet!} leU v .f
t' -akoro

a I'- A

dude) ,

= 0 •

~
(A)

Ptiklady.
~ ...

Buute f ,g : X _ El • Potom "f = g skoro veude ", je stlUe mno11na

{x EX; f(x) # g(x)} je tL -nulove. V tomto pdpade' tet. t1k>\me, 1e

fUnkce f ,g jaou ekvi valentn! (viz dille 17.5) a p!l3eme f '" g

(B) Vyrokem "funkce f je skoro vl3ude koneona na X " rozumime, h mno11na

{x EX; If(x) I = + oo} je e- -nulova.

(C) llekneme-ll ",r ---+- f skora vAude" , rozumime tim, 1& eXlatuje t' -nulod.n
mnozina N tak. 1e f - f na X - N .n
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117.5l Yeta. Yztah "f = g skoro vsude" je ekvivslenee na mnozine vseeh funkei

v X.

llukaz. ObtiZnejsi je pouze dukaz transitivity. Neeht tedy f Aj g, g IV l:l

Potom ze v z tah u

{x; f(x) '" hex) } c { x; f(x) '" g(x) } u { x; g(x) '" hex) }

a z upLno s t f miry tL plyne t.vr-aen f ,

117.61 Yeta. Neeht f Eli ( f), g rv f • Potom g E A (.fJ ) •

Dukaz. Ozna~me A ={ x e X; f'( x) '" g(X)} a zvolme e eEl Potom

{XE X, g(x) >e } ={x e A; g(x) > e} U { x E X - A; g(x) > e } =•

= { x e A; g( x) > e }u{xex- A' f'( x) > c} =,

= { x e A; g (x) > e }u [{ x e X; f( x) > e} () (X-A)] E. f

Poznsmka (pte~tete Bi taz 9.))). Na z4klade predehozi vety u~inime naBle­

dujiei Umluvu. Neeht f' je funkee definovana pouze skoro vaude na X, tj.

neeht existuje ~ =nulova mnozina N ex, na ktere f' neni definovana.

Dodefinujeme-li f'unkei f na mnozine N, bude ~i nebude dodefinovans

f'unkee .fJ -meritelna, ne zavf a'le na tom, jakym zpusobem f dodefinujeme

FteBneji, neeht F I, F2 jBOU fUnkee na X, FI!X-N =F2!X-N =f •
Je-li FI EA ( .9' ) , je i F2 EA ( .9' ) (vYBvetletel).

llike jme tedy. Ze funkee f, definovana pouze ekor-o vsude na X je

JP-meritelna, jeBtlize libovolnym zpusobem dodefinovena f'unkee f na ee­

lSm X je .9' -mer iteIna •

B. CVI~ENt A PROB~Y

117.AI Cv1~eni. BuCl (X, iI -r
fiE = { AE :I

a ukeZte, Ze (E. IE' fE )

pr-oe t.or- s mIr-o u , E. E. j1

ACE}

je pr ost.cr- B mirou.

Polozte

( e) f'n-f' sk.vi§.,

( b) fn---f sk , vA. I

(c) f'n-f' sk.v§.,

( d) f -f' sk.vs.,n

(e) f'n- f ek. va. t

f + g _f' + g
n n

]17.B\ Cvi~eni.
Dokazujte nasledujiei tvrzeni:

f n- g Bk.vs. =)f ro.J g •

g '"" f ==!J>f'n _g sk. vA.,

go ,...., fn~gn~f sk.v! ..

e E EI ~Cf'n -cf' Bk.vA ••

8 n- g sk.vii., fn,gn' s , g
ek, va .•
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( f) f n-f sk.v~. , A C X~Afn~cAf sk.v§.,

(g) fnEA(:!), fn_f sk.v!. ===> f E A ( !:I ) ,
( h) f -f ek.vA. , f ~ 0 sk.v!. ==*f~O sk. v!.n n

117.cl Cvi~eni.

(a) Necht (X,!I, t!'-) je prostor s mirou, necht 0 <e- X < +..., a necht

mira tL nebyva pouze kone~ne mnoha nezapornYch hodnot. Potom existuji

po dvou disjunktni mno!iny E1' F £:1 a realna kladna ~isla a1' ••• ,an

tak, !e

x = El U •.• UEn U F. f- Ei = a i • f" F = 0

a je-li A £!I, A c E i • pak .;t A = 0 ane bo t" A = a i• Doka!te!

(b) Je rozklad prostoru X z (a) v nejakem s~slu jednozna~nY ?

~~Y2g~ Zkuste volit X nespocetnou I !I={ACX; A spo~etna ~i

X - A spo~etna } tL A = 0 pro A sp oe e't nou , ;t-A = 1 pro X - A spo-

~etnou.

Jegorovovs vets.

Sua (X,:I, 1'-) prostor s mirou,

~ -me~itelne funkce ns X , skoro

Potom

necht

v!ude
;t-X < + - •

kone~na, necht
Buate fn' f

fn_f sk.v!ude.

VE >0 3E£ !I tak,!e tL E < E;

Doka!te!

fn(x) nekonverguje k r(x)} u {
je nekone~na} • Zhjme ;t- xo = o •

x E X;

n, i EN.m ~ n }pro

f(x)

x E X;~~YQ!h Polo!te

nektera z hodnot fn(x)

Necht dale

E~ = { x E X-Xo; Ifm(x) - f(x) I <i

pro ka!deE
i = X - Xn 0

a po lotte

-i.l i i U
~ejme E E ~ ,En C En+l '

m n=l

Tudi! lim ;t E~ = ('- (X-Xo) = ('- X
n.. -

i L
tak, ahy t' En( i) >('- X - 2 i

Potom E.£ 1

• Zvolte £>0

E = X -

i •

a naleznete-()
i=l

n( i)

t: f(X-E~<il) " E
i=l

ns X - E

m> n(1) je I fm(x) - f(x) 1< i ).(pro x Ii X-E = -n i
i=l En( i)

(2) Uk!l!te na pHklade, Ie phdpoklsd fI- X <+ - je v Jegorovove vete pod-

etatni· .
(3) Plst11a by Jegorovova veta, kdybychom vynechal1 p~edpoklad ~elg2!~i

miry. t' 1
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(4) Necht jeou sp Lne ny pf edp ok Ledy -Jegor-ovovy ve ty , potom e x Le t u j f mno z i ny

EiE :I'

DokaZte

t.ak , ze
-U (X - LJ E. ) = 0 a f

n
==; f na kazde mnozine Ei ,

C i=l 1

tak J aby

naa<: 1
nI' (X -

~~Y~9~ Aplikujte Jegorovovu vet u a naLe zne te Ei .. :I'

n
U Ei )
i=l

(5) UkaZte, ze pf-edpokLad t X <: + 00 ze (4) lze nahradit pf-ed pok Ladem , ze

X ma 6'-koneenou miru.

(6) Necht. jsou sp lneny predpoklsdy Jegorovovy vHy. Sua

An(,r) = { x .. X; I f'n(x) - f(x)1 "'c} . Potom

lim f-An(tf) = 0 dokallte!
n....-

1">0 a ozna6me

Poanamka , Plati-li pro posloupnost funkci {f'n 1, ze lim II. An( If ) = 0

pro kazde S'-c. tikame ,ze posloupnost f n ~~!!Y!!:r.iI!J!!_!L_L_£~g!L!!'~!::i tl
a pieeme f n~ f'. Jake tvrzeni mOzeme nyni ziskat z (1) a (6) 7

(7) UkaZte, ze vyrok "/'- E < E " v Jegorovove vete nelze nahradit

"/,-E=O".

(8) Je-ll X c Er (a it rX <: + 00 ). lze voli t v (1) mnoZinu E otevrenou.

Dokdte !

B
( ( a)

Sje dnoceni prostorO s mirou,

Necht. X je mnoZina , Xl C X (i .. I kde I je libovolna mno~ina),

U X = X X () X = <l pro i;i j Pre dpojcLdde jme dale, ze
iEI 1 t j

(Xi' ':11 ' 1\ ) jSou prostory s mirou. Chc ame na j f t 13 «aLge br-u

!I c exp X a miru fl ria :I t.ak , aby (X,:I 'I') byl pr-o e't or-

s mirou a a by mira t'- byla v nejakem ptlrozenem vztahu k m::!.ram ~i

PoLoame tedy :I = { E C X E II Xi E.:li pro kaz de 1 E. I }

(jedna se 0 zobecneny 8ou~et,

( b)

a I" E = L iLi (E () Xi) pro E .. 'I
110 I c

vlz cvleeni ~.J).

Dokazte, ze .'I je (5' -algebra a I'- mira na
miry /'- kcne cnoat , (iJ -kenecnoat , up.Lnos t ) ,

vlsatnoatech m~r t'--£ a ne mohutnosti mno~1n'y

Porovnejte tat se cVieenim 13.X.a.

.'I . Zkoumejte vlastnosti
pripadne v zavls10sti na

I .

(c) Necht. I je mnoZina prlrozenych eisel, zkuste tez po Loz t t

L. l

110 I 21"
(d) Pokuste se 6dstranlt predpoklad Xl n Xj = <l
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VII. . L E B E S G U E UV INTEGRAL

118. Teo r i e i n t e g r a 1 u (ne zaklad~ miry) I

Obsah: A. Zekladni prostor (Zt' ' J r dt- ).

B. Apllkace Danlellovy metody. X

C. Teorle lntegralu na zaklad~ miry.

D. Cvleeni a problemy.

A. ZAKLADN! mOSTOR (ott"- , J f df- )
)(

V ce Le

Zopakujte sl
f' tkc f ,

kapltole 18 predpokledejme, ~e je
jeho zakladni vlastnostl, jako~to

dan prostor 8

1 vlas tnostl
mirou (X,.1, ('i. ).
J' -met1te lnych

~Definlce. Pro 11bovolnou numerlckou funkcl f na X oznaeme

N(f) ; {x EX; f(x) F O} +)

Dale oanacme symbolem itt'- mnoZinu v~ech jednoduchych funkci
16.10), pro n~~ t" N(f) <: + 00 (podle 16.7 je N(f)£ f
.I -mHltelnou funkcl f).

na X (vlz
pro ka~dou

Je-l1 tedy f ;

n

L
1;1

(kd e jsou po dvou

dlsjunktni), potom

f € 2'(,

118.21 Veta (vjaat.noe t t ev e'temu Z,..... ).
Jsou-li f Jg 6 ,t'(" J C € E1, potom i funkce

cr , f+g, max(f,g) , mln(f,g), If I, r", s", f.g

le!i v aystemu ,z"",
Dukez. Provedte saml (vlz tat. 16.12).

+) Neplette s nosleem funkce, ktery jsme zavedll v 8.2 a oznacl1l tam Nf•Podotykeme v~ak, ~e mnozi autorl rikaji prev~ mno~in~ N(f) nosie
funkce f.

- 267 -



118.31 Lemma. Neeht pro fnnkei

n

f =L
i=l

pIaU

v uvedenp1T' t.var-u neni jednoznacne I) •

kde tX i' f1 i G E1 ' Ai EO :I
(uvedomte s i ,'vy j>ldteni f

Potom

jaou po dvou diajunktni a B . E..'!'
J

take

jso u po dvou disjunktni.

jSQU poDl1kaz. Pfe dpok Lada jme , fe rt x: = { d1 , ••• 'd
p

}

dvou rl1zn>l). Ei = { x E X; f(x) = d i} •

Potom f = t dieE a 'mno!iny
i=l i

Uvedomte ai nyni, fe neml1fe byt

TaUe

(a ~isla

pro s ~ t (pro~?).

dje"- E j

Obdobne

t=
j=l

~ Definiee. Pro f E ott'
n

f = L. IXi e Ai=l i
po

dvou diajunktni) definujeme integr>ll

X ptedpiaem
~ f df- funkee f ptes mnofinu

X

Jr dl'
X

def. ~
= L.xi),l. Ai •

i=l (

Podle ptede61eho lemmatu nez>lviai definiee

funkee f (vyavHlete I).

n e "vyj>ldteni"

~ Pozrulmk,y.

I
A E:IproKuptikladu tedy JeAd!, = ('-A

X
Posledni vztab ruls os tatne v kspitole a Dsniellove roze1teni vedl

k definiei mir,y mnofiny. Nezspomente oveem. le tam jame meli nejdtive

definov>ln integrlH a teprve potom jame zavedli pojem miry; nyni jame

na tom ptesne obreeene. zneme miru a eheeme dsfinovat integrel.

(A)

(8)

(C) Rl1zni autoti pouUvaji pti definiei integrelu z jednoduehyeh funkei rl1zne

definiee (ktere jaou. aamoztejme, ekYivalentni). z niehl kaMe me po stren­

ee metodieke jiate vyhody i/IGvyhody. UpozornAme aa ali.
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1. Vy jadreni

mnoHny

i;i j ).

r ; E... IX i cA je jednoznacne, uva!ujeme-li "maximelni"
i;l i

Ai (tj. Ai E J' p o dvou disjunktni, «i;i eX j pro

Pak ovAem m~!eme definovst

! r dt" ;
n

~ IX 1 f- Ai a. nemusime ee s t ar a t ao korektnoat definice

(viz 18.3, pH jeho! d~azu jsme tuto definici pou!ili). Prijmeme-li

tuto definici, da nam potom trochu vice prace dokazat linearitu integra­

lu (viz 18.6).

n

2. Ph vyjadteni f; L.
.i.eL

byly po dvou disjunktnL

Vl:'i CA Be nemusf poza dovat , aby mnoHny Ai
i

M~!eme opet stejne definovat integral, musime

dat ovsem p oz or-, aby eouce t t:
Le L

v!dy v pJ'fpade, kdy I/- X <+ OC>

finici integralu omezit na t.akova

pro kazde i

Itif Ai mel sll\Ys1. Tak tomu bude

• Neni-li tomu tak, musime se pti de-

vy jadf"nf f , kde ("- Ai < + "'"

3. Poznamenejme kone~ne, ~e se m~~eme omezlt pouze na ptipad f ~ 0 •

Sy stem a in tegr81 I e d l"­
X

maji naaledujici vlaatnostil

(1) r e~ > f kone~nB,

(2 ) f,g e{« a ,;1 e El >(J( r + ;3 g E: ~(L •

(J) f E ~ ~ IflE:~('4'

(4 ) j f df- je xone cny pro f e :tIL
)(

(5 ) fe: .t('-'- r v o ==9 Jfd(i- ~ ° ,
)(

(6 ) f,g e .t('- ,d.; € E l >

(7)

1( VI:' t + ;'jg)
X

.fn'-...O :>

(nektere ze zde uvedenych vlaBtnoati jaou trivialnf, jaou vAak uvede­

ny kv~li aplikac i Danie llovy JII! tody).
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Dilkaz. Tvrzeni (1) - (5) jsou ztejmll.

( 6 ) Necht
n

f = L
i=l

a.c A '
1 i

g =
k

L
j=l

b. CsJ j

vzdy pO dvou d1ajunktni).

Po Losme Cl = Ai () Bj • Potom cl ... :1
d Le junktn f • l'i'itom na mnotine Ci jest

tedy

a tyto mnoziny jBOU po dvou

()( f + jJ g = (l( a i + j3 b j

(provedte podr-o bne t , uve doete at , ~e

n k

LL.
1=1 j=l

J(« s» ;S g) d('- =

)(

= tX J f df + jJj g df-
X X

Ci = 0 i.mllze bit

(7) Oznal:me Q = N(fl) = { x € X; flex)

K := max {flex); x E- X } a zvolme

F n = { x £ x, fn(x) ;:, E } , jest-n F = o • tudiZ ~Fn - 0 •
n=l n

Proto!e dille

;of 0 }

f. > O. PoloZime-l1

f n = c f =Q n

(nezapomente, ~e

f +cF f
n

'!!:
n n

ne X - Fn a

f. C
Q

_F + KCFn n

f
n

'!!: KC Q ) , obdrzime

Odtud jiz lehko plyne tvrzeni (jak7).

Ukstte dSle, !e plati118.71 Cviceni.

(8) f £ :ttL f ;:, 0 f- -akcr-o vaude (v iz 17.3)=7 Jf df- ~ 0 ,
X

j g d(l­
X

(9 )

je-li navie 1 f d f = 0, je f = 0 t- -skaro vsude ,

X
, f = g t- -skoro vaude~J f dt- =

X

jSou nenulove a na-, kde

,fn/f ~ jfn d!" -if df •
X X

n

Necht f =~ aicA
i=l i

si < 0 • je nutn~ f Ai = 0 • Tedyvz4jem r~zne. Je-li

pro kszde 1.

(10)
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(9) Po Loz t.e G = g - f a aplikujte pI'e d ch o zL,

(10) PoLoz t.e Fn = f - f n a vyuZijte (7) z 18.6.

B. APLlKACE DANIELLOVY METODY

z prade~18 vHy vidime. ze dvojiee %('.l f df-) ma vsecnny vlast- ~

nosti zakladniho prostoru (viz 9.1). IIMeme proto aplikovat Daniellovu metodu ~

z kapitoly 9; obdrZfme systemy funkci 1a . ot'~ a ilea . system meritel­

nyeh mnof Ln Pt('L a miru t-("- . Pt.s t f 0 nieh aamozfe jme v~echny prialu~ne

vety one kapitoly.

Pod a ta t na je pf-Lt.ou ng e Le du jfc f veta.

118 •81 Veta. Predpokladejme, ze mira f' (z trojica (X • .I.f» je@"'-kone~na.
Potom

At' = Jl (1) I 11ff--/
Dtlkaz. Rozdelme dtlkaz do nekolika kroktl.

1. .Ii ( .:I ) c 11 t' Bud. fell. ( :I i, Potom existuji f n Eo ~('L

fn-f (viz 16.13 a l.8.10). Tedy fnlOAt- (;ttL c At" a

2.

(viz 9.42.g).

(nebot potom cli IS itt'

Tvrzeni je zrejme pro

). Obe cns naleznete mnotiny-
Xn E .t • t' Xn

<t. + 00 tak, aby U Xn = X a Xl. c X2 C. •••
n=l

Potom cli 1'1 X / cli • tudH cM c ~R a
n «<

fell df = limJCM (\ X dt- = limt- (It (\ Xn) =f II •

X X
n

3 J~c d.u- = 0 --'- II IS .Y'• II ( ~ Nalezneme

t ak , aby t. .1
n a polotme

Potom 14 E.I
n ( nebol
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fM n = ~ cMn d f ;; Jf n dt-
f .1 Tim jsme ukazali, zen

)(
00 -Me n Mn a ~ (01 Mn) o • Stati nyn f vyuzit liplnosti
n=l

,niry t'

4. At' c A (:I) • Bua: f E. At" . Nalezneme posloupnost funkci

tak, aby

Pod Le predeUeho pak

f£A (:I)

t"t" -skoro vsude (viz c v i c eru 9.D).

f -skoro v$ude a podle 17.B.g je

5. m =.'1 Plyne ihned z .(1) a (4).

6. fit = f . Ply ne z (2) a (5).

~ Poznamka. V ptipadll, ze mira f neni fQ -jcone cna , tvneni predchozi vll-

ty ne pLa t L, Vime totiZ, ze za predpokladu P E. m mil. cely prostor

~ -konetnou miru (viz 9.60). Tato situace je zp~sobena mnoha pritinami ­

mozna trochu uz kou definici mllritelneho prostoru (predpoklad X E! ~ ),

a tudiZ i definici JP -meritelnych funkci, mozna ne prave ne jleplli (k to­

mu ucelu) definici meti telnych funkci poole Daniella - ovllem hlavni

"zasluhu" na tom maji definice, pri nichz se pouZiva "ep oce t neho" limitni­

ho ptechodu. Trochu lape a konkretneji teceno - kuptikladu pri definici

systemu :t" jsme pouZivali posloupnosti funkci ze systemu ~ ,takze

funkce ze systemu 2" nebyly "ptilill vzdalene" od funkci ze 2 . Tato

skutecnost neni oa zavadu, pracujeme-li tteba v metrlck$ch prostorech;
ovllem jiz v obecnlljllich prostorech (tzv. topologickych) neni naptiklad kaz­

da polospojita funkce limitou monotonni posloupnosti spojitych funkci. Tam

musime pracovat, zhruba receno, s tzv. zobecn~nYml posloupnostmi (viz cvi­
ceni 1.K-b).

jsme se neptilis

~ -konecnost

funkci A
pra vIl vysla

Rovnllz tak pti definic i sy stemu mllti te lnych

"daleko" vzdalili od funkci z Jt • Tim nam

miry •

o obecnlljllich teoriich (Rsdon~v intsgral, integral ve smyslu Bourbskiho 1
aj.), jakoz i 0 odstranllni vsech tllchto "nedostatkd" , pojedname vsak az

v II.dilu. POOotknllme jestll ne dvllr, ze uvdovani pouze ~ -konecnych

nllr neni ne druhe stranll tak pH lis ve lkym omezenim.

C. TEORIE INTEGR,{LU NA wwlil 1I1RY

Prozatim mame definovan integral 1 f d t pouze pro funkce ze eystemu
JC

2t< . Vcelku jednoduchym a ptirozenym zpdsobem (bez pouziti Daniellovy metody,

jejiz znalost v tomto odstavci neptedpokladl!.me) rozsitime definici integralu

i na mnohem sirei system funkci. Budeme postupovat zhruba takto:
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(1) je-li f 1!! 0 1-m6fitelna funkce, nalezneme p oe Loupno s't funkci f n ,,2'c"
t ak , shy f n / f Cmusime ovsem prodiskutovat o t.a z ku , Zd8 vube c takovB.

poeLcupnce t e x Lat u je a kolik jich mOte byt) a definujeme

= lim;ffnd(L (a opet prozkoumame otazku korektnosti definice).
n"«J X

fEA(.Y'). f"'O
f n ~ 0 s vlaBtnosti

(2) je-li f6 A (.I) LfbovoLna , definujeme f f d(L =1f+df -1 f-d!," ,

ma-li rozdil integralO na pr-ev e atran6 sll\ysl.

Nejdtive si v~ak je~t6· odvodme n6ktera potfebna tvrzeni.

~8.101 Lemma. Necht (L je €l"'-koneena. Je-li

eXiatuje posloupnost funkci f n E ;rtu

DOkaz. Podivejte ae na dOkaz vHy 16.13. Tam jame sestrojili posloupnost jednodu-

ch ych funkci { sn} tak, te sn / f. PiAeme-li je~t6-X = U Xn ,kde xn£:I, JJ.Xn < + 00 Xl c. X2 c ... ( @"-koneenost mi-
n=l (

ry f !) a poloZime-li f n = an C x • ma posloupnoat {fn} pobdovana
vlaetnost i. n

Poznamka. V pfede§lem lemmatu staeilo pfedpokladat. te mnotina N(f) =
X .. X; f(x) I- o} ma (!J -jccnecno u miru. Dokattel Lze. vyslovit taz

obr-ac enou ve t.u - jBou-li f n € ott' • fn~ f. potom mnoZina N(f) ma-(if -jcone enou miru. Staei s i, totiz uv6domit, ze N(f) C U N(fn).n=l

fn,gn E ott' • fn/f, gn/ f

l i nd f = lim j gnd tI-X n__ X

Potom

Dukaz (porovnejte s d~azem (b) v 9.7). Zvolme mEN a pro kazde n polozme

h n = min(fn,gm)' Potom hn E ot.:" • hn /min(f·gm) = I'm a

1hn -r-:fgmdfA- (viz 18.7). Ale h n ~ fn' eili limjhnd f ~ 11m Ifnd!,"
X X x )<

(limity exiatujil proe?). Tim jame ukazal1, ze pro kaMe m jest

eili i

Obdobn6 ae dokaze obrecena n~rovnost.

~8.1)1 Definice. Oznaeme

.t; = { fj

f­
a pro f Co ott"

2"11 Plll

f ~ 0 , existujf f n E: Zt" ' fnt'" t }

polozlle
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def.
lim Jf df"__ n

)(

kde {fn} je pce Loupno a t f unkc f ze ~

PoznBmenejme, ze
e vlastnost i

(i) lim J fnd f vzdy e x t s tu je (pr-o c'l },
X

(ii) definiee ;; r d fl nezavisi na volbe posl oupno s t t { f n}

18.12) •

( podle

(iii) pro f E Z(l , f ~ 0 ne nf "nova" definice !f dt
x

ve ap or-u

ma sll\YaL,

-j
X

nen! tato definice ve sporu).

f E' £( f--) po Lo zme

J def.!
f d tt = f+d fl

X X
or

f€)!("'-

Pro

( uks He. ze pro

s "puvodn f " definiei I f dt (vysvetlete a do ke z t.e ! - ope t pOLlHj­

X
te 18.12 a vYLlZijte poznatkLl.ze f.f.f •.•.!f; InMete tez POLlZit

18.7 - (10) ).

Dale definLljme system ~* (~ )

.;< def. of-
r€ol:(r")( )f+.r-e.ett

Dale oanacme

"£(f
K

£(t-

= { f € r, f ) ; t
= { f ue"(t- ); .l

£ (t- ) = ~ H (f- ) n Jt K (('-) •

Eunkc fm ze sy s't emu J! (~) f-Lke jme Ll.e be sg ueov aky ) integTo'Vatelne, c f s Lu

Jr d f pak abstraktni (Lebe sgue uv ) integral f'unkc e f.

X

118.141 Poznamky.

(A) Zl'ejme :t; c A (!I) • Jt'" (f- ) c A ( !I). Vysvetlete !

(B) Je-li mira tt 10 -kone~na. plat! p odke 18.10 implikace 1''' 0 ,

r Ii A (J' ) ~ f € /( tt) Ldokonce r € £Jt ! i.
!lokaz te !

(C) Ella l' ~ 0 • Uve domt,e st , ze potom l' €.It! ya) za teehto dVOLl ptedpokla­

du:

- 274 -



Uk az t e !

(ii) pc eLoupnoa t

(i) e x i s t u je paslaupnast f n EO ~ , f
n

/ f ,

c f eeL { ~ f nd t- } je shora omeze n a ,

(D) Uvedomte ai,.ze

c oz nen f nie jineho, ne z prep aana definiee ey at emu Jt (t') •

(E) Je-li mira {'-

ukaa te

e- -konecnll a B €. :I , potam

-
!!~Y2s!~ Necht X = U Xn ,kde Xl C X2 C •.• , Xn EO :I , .J,L Xn < + 00

n=l (

a J cBI'\X d(" = (" (Xnfl B).
)( n

+
Odtud plyne, 'Ie cB £. £et a

J C B df = lim / C B n X dt = limf (B 1'\ Xn) = t- B •
X X n

(F) Nyni, obdobne jako v kapitole a Daniellove raz§ifeni, lze advadit fadu vet

demepravlIdet vetHnou podr cbne , pouze naznaeime

advolllme na obdabne dllkazy z kapitoly 9.

o syatemech Jl (I" ), ,;,e"(f£ a 0 integrlllu • Dllkazy nebu-

Nhdy ee tez

(G) Pro jednoduchaat v daHim piedpokllldejme, 'Ie m.ira I" ·je (O-koneenll. LepH

"tenet ai mllze rozmyalet, ktere ve t.y plati 1 bez tohota piedpokladu.

hS.151 Veta. BUd f £. J1 ( ,/ ), g ,,:t (f ) , a '" f ~ g • Potam f E- £ «(" )

a

Dllkaz. BUdte gn E ole" ,gn / g , f n jednoduche, f nJ' f.
Polozme h n = min (fn,gn) • Ziejme hn jaou jednoduche a ze vztahu

N(hn) C. N(gn) plyne, 'Ie hnE.2t< • Piitom hn/f, hn '" gn' Tedy

lim J hnd f '" 11m / gnd f ,odkud jit plyne tvrzenL

X X

~S.161 veta. Bua r E Jt"'( f ) , g rv f. Potom g € K( t<) a

Jf df- =1 g d f- (apecUlne: je_11 f E.J! ({'") , je 1 g EO tit (t' )).
X x
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jed-

splikUjeme praveaJsou-li f ,g

dokazane.

Necht zprvu r ~ 0 .' g ~ 0 • Seatrojme poaloupnost1 {anl' {0"n}
noducnycn funkci jako v 16.13 tak, aby sn /r, 0"n/ • Zf'ejme

sn '" 0"n (nebot. rex) = g fx} ==l> sn(x) = et""n(x». IIdZeme hned pf'edpo­

kladat, Ze sn' 0'n Eo %tt (viz ddkaz lS.lO). Potom ovsem g E~;'

JSndf = t» ndf (viz lS.17) a tudH i Jf dl' = J g d/l
x X X X

+ + - -libovolne, potom f rv g , f rv g

Ddkaz.

11S.171 t1mluvs. Pf'ectete ai nyn:! lImluvu 9.33, v nU :t!,
1/ Ii

nshradite symboly .;( «('t ), .t ';t ), .t (/'" i,
Viz U! poz namku 17.7.

JtR it K, ,
o't"«'- ),

..e" A
A (.:I).

~s.lsi Veta. Bua f Eo ;t"( 1'-), e e: El • Potom ef€. it"«('t) a

I: d{' = e if df- (specialne : ef e.it(t'" ), jestlHe fEJt ~».
X X
Ddkaz. Proveate podr obne sami!

Ddkaz.

~S.191 Veta. Plati nasledujiei implikaee:

Il.
t E .t (~ ===9 f <+ 00 skoro vsude,

t E ,ttR«('- ~ f > - <>0 skoro vsuce ,

f E it (/'-) ~ f kone cna skoro vsude.

Bua f Ii .;(11 (f-) a oznacme B = { x EX; f( x) = + _} •

Zvolme dlile n e: N • Potom Be:.:I (v1z 16.7), 0 " neB" f+

kladd plyne,!e r" £ .It «("- ), tudi! i nCBe:.It (t") podle

o ~ I nCB d f = n / cB d f e1 f+ d!l
X X )(

Z phdpo­

lS.15 a

Tak!e 1Cs df- = 0 , c111 podle 18.14.E je I' B = 0 •
X

Ostatni dokdte jU sam1.

Ils.201 VAta. Buate
soucet f+g

f ,g e: Jt 't') , h = f + g
nema smyel. zeela 11bovolnel.

n

Potom

def1nujme v bodeeh, kde

hE.:l(~) a g d (£

(mdlete s1 tU ptecist poznamku 9.32).

Ddkaz. Buo.te zprvu f ~ 0 • g ~ 0 • NaleznAme

s +n

sn' enE~
8'n /h •

tak, aby
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odtud snadno plyne tvrzeni'

Buate nyni f ,g E J! ( fL) l1bovolne. Potom f+ .e: ,g+ ,g- E .t' «(L ),
~i11 podle ptedchoziho jest r" + g+ £,;(('1- ). Ztejme (f+g) €A

+ +(odllvodnete potadne!, pouZijte 18.19, 17.7 a 16.8), 0 ~ h ~ f +
odkud podle 18.15 plyne,!e h+E,;{ (~ ). Obdobne h- fJ. It! (I' )
Pou!1tim rovnoat1

(ovettel) dostevame opet podle prvni ~est1 dllkazu, !e

( .I' )
+

g

pt1~em! veechny tyto 1ntegrely jsou kone~ne. Nyni ji! lehko dllkaz dokon­

~ite.

118.211 Vete. Nesledujiei podminky jsou ekvivalentni

(a) f€:( (tt i,

(b) f+, f- ti,;t (tt),
(e) If1€,;{ (f) , f tiA UP)

V ka!dem z teehto ptipadll potom It f df- I' llfl -r .
X

Dllkaz. (a)( >(b) podle def1n1ee (viz 18.14. D).

(b) >(e) podle 18.20 pomoci vztahu I rl = f+ + r -
(e)~(b) podle 18.15 pomoci nerovnost! o ~ r+ ~ I rl 0 , f- '" I t I .
Dele

Ird!,\
= J f+ df - jr- df ;f Jf+ df- + J r: df- =

X X )( X

=

118.221 Veta. Necht f E ,;t*( (" ), f ~ 0 ek, veude. Potom

J F dt ~ 0 •

X

Dllkaz. Polo!me
F ~ 0

F = f. e X-B ' kde
Nyni sta~i pou!it

B = { x E X; r(x) (
18.16 a uvedom1t a1,

i f dr ~ 0 •
X

O}
!e

Potom F rv f ,



Shrnme nvnf nektere vl.aa tnoe t t t"' UJ ( )• sys emu ilJ C"

\18.231 Vlsstnosti Jt (fl ).

(A) f e ~ (~ i , C E E1 --, cf '" It! (I'- a I cf d("<­
)(

I'
=c.; fd;',

x

(8) f ,g £:. .It (f ) =9 f + g £:.~ 'I'-) a

j(f+g)df = jfdf- +Jgd«-
X X X

(C) f,g €L (t'- ) =*msx(f,g) , min(f,g) E,:f «('- ) ,

(D) f E Jt <eM- ) ===*f+, f-,I r l £:..:t (/'-) a I J f dt-I <f /Ifl d I'- '
X X

(E) f,ge.:(I'-),f~g Sk.vBude '7'J f df- ~Jgd('-,
X X

(F) f £:. A ( .:1') , g E .:t (t ) ,I r ] <f g ak , v eude => f E. ~ 't' i.

(G) f E.:( (!'") ===l> f je kone cna Sk.vBude.

Ddkaz. Tvrzeni (A), (8), (D), (0) jsme jilt dokllzalL

(C) DokaZte .",,01 pomoe! (A), (8) a (D) (viz t.f-eba 9.3 c ).

(E) PoloHme-li h = g - f, je h e Jt « -<) a

.{ h d f = f g d f - {f dtJ- • Staci ukazat, ze £h d~

Ale h ~ 0 sk.vBude (zddvodnete podrobnel), a staei pouzit 18.22.

;l, O.

(F) PouUjte 18.15, 16.16 a 16.21.

~ Vlastriosti .;tit ( (L ).

(A)

(8)

(C)

* *f E ;t (t' ) .. c " E1~cf E ~ (tt )

f ,Be. Jt*'(J- ) , necht mil sll\Y sl soueet

ma smysl soueet f+g,

f+g C £( f) a J (f+g) dt'
X

f € A( JI ) - .t.\fJ')4='-') r", s: € .t;"

a lCfdjL =clfd~ ,
X X

jfdt + Jg dt'~Sk.vBude
X X

=Jfdt'- +jgd(L'

X .Y

s jr+dfL = !r-dt=+-
X X

(D) r e .t'<tJ- ) =*Irl e/r.!,) • I! r dt-I ~
X
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If

K 'r" i.

Dukaz. (A) Viz 18.18.

(E) Proveate opatrne podle dukeau 18.20. (nejdi'ivd pro
RUeba pro f,g € ~ (;;. ».

(e) Tvrzen! je vLa at ne definici sy s t emu

(D) Doka~te sami.

..
f,g€~("- , po t e

( b)

Il
, f n / f ~ r e ~ (~ )

/ fnd!," --Jf d t" .
X X

J(
f n \t.f ~ f£'( «(I-) a

a

Dukaz. Necht zprvu f n ~ 0 pro kazde n. Nalezneme posloupnosti funkc!

{ g~r c, ~ tak, aby
k=l

a po Lozme

gn / l'n ' k _ + - .' pro kdde n £ N
k

h n = max { gi ; 1 ~ i ~ n , 1 ~ j ~ n } •

zr·ejme h n E. .l'c< a PosloupnostJ hn} konverguje monotonne nen or-u ,

~z~a~m: N: :r~~: :~r~n:e~akh ~k ~ g~' ;: v:t:'~ ,hai:/~ ~l~n;~ ~:ro
+kaZde n , T!m jame u!<8.zali, h f = h € ~ a zbytek tvrzen! p1yne

z nerovnoati h n ~ f n ~ f ,nebot potom

= / r d f = lim

X
J t -r .
x

Jsou-li nyn!

pro ka~de n

R
1'n £ Jt «(i
( vyavet1ete

) , mu~eme ptedpok1~dat,

I, viz 18.19) a po1o~me

vAude

fl
Podle prvni Mati do.kazu jeat pak l' +(1'1)- £.:t (~) a

J ,(,

• Zbytek jl~ dokon~ite lehko·a&ml.
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~ VHs (Lebeague),

Necht f n EA ( :/'), fn-f sk.v~ude, neeht existuje funkce g E~ (I"-)

tak. !e nerovnost I fn(x)1 ~ g(x) je spln~ns pro v~echns n ENs sk.

v~echns x £ X. Potom

DOksz. Proveate eami podle d~kszu v~ty 9.36.

116.271 Cviceni. Vyslovte a doks!te Lebesgueovu i Leviho v~tu pro tl!9:L funkei,
obdobn~ jako v 9.39 a 9.40.

116.261 VHs. Neeht f E .t(~ i, t ~ 0, 1f dtJ- = 0 • Potom fN 0 •

X

Stsc! ukazst. !e ks!d'D~ksz. Pro n E N polo!me En = { xli X • f(x) ~ ~} •,

mnoHna En je nulov'. nebot { x E x, f'{x} > 0 }

ztejm~ EnE: :I (proc?) a

-U En
n=l

Ale

V ds1~im je~tI zavedame intagra1 pro funkce. ktere jsou'definovany pouze
na jistych meti telnich podmno!inach mnoUny X. Ptipomenme, !e stale vy­

.ch'zime z proatoru 'a mirou (X.:/ '(L ). kde t" je (9 -konecna mira.

f E .n. (kde.1l m~!e

.('\u. ). .Jt'((A- ).
znamenat
A(jI')

kteryko1iv ze ayatam~ Jt (t).
• necht 11 .. ;/ •. Potom

DOkaz. V ka!Mm ptipad~ je fCIl E A ( :I ) (viz 16.1\). Je-li f E: L(I" ) • vyplyv'
tvrzeni z nerovnost1 0 ~ Ic~ I ~ I fl s z v~t 16.21 • 16.15. Tvrzeni je
U! spr'vne pro f li Z;" (od~vodnetel), dsHi pak vyp1yv' jU z rov-

noati fell = f+CII - f-cil •

~6.301 Definiee. Bua II E:~. f funkee definovsn' ns mno!in~ II.

Polo!me

rex)

f(x)

/
='0 pro

pro x II,

x£X-Il.

Necht Jl

Zlt( t" ).

It II
znamena ktsrykoliv ze ayeU..~ Z «(L ). Jl (I'- i, Jt (I" I.
A ( :I i. Definujme eyeU. runkci il ll vztahe.

·.a ll .. { fj r derlnovan' lIB II. r E Jl.} .
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..
Je-l1 fE.t'iI( t" ) , deflnujme dlile lntegrtll funkee f phs mnoHnu J(

rovnost!

~B. 311 Pozn'aky.

(A) V evllleni

II" ~ )
17.A jS'" ukllzal1. Ze trojlee

proatorem a mirou.
ja (v pHpadA

Ukalte, Ie

a

pro f," .It'''11( t:L ) Komentujtel (Uvidomte el, Ie jll Da i!4.~~ proatoru
S mirou je automatleky podle IB.13 deflnovlln lDtegrlll I).

It

f/ll '" ~ (fA-)(B) Neeht f E;l (f ) . Pot om
a II,

1f/ll d I'- = Jfell dt-

H "
Dokalte pomoe! lS.29

(C) Ptelltite al poznllmku (B) z 9.53 a prom,yalete jl I

11s.321 Vita. Bull f E 11 11 ' N c. II , N E:I . Potom f .. 11N (korektnAjl

fiN E 1l N) ,kde 11 mdle opit znamenat kter!kol1v ze ayetllmd

.(f")' ••• ' .It <:/).

Ddkaz. DOkalte saml (vlz tteba analog1ekou vAtu 9.54).

11S.331 VAta. Vyalovte a dokalte (podrobnil) vAty analog1ed dUm Z odatavee'

9.56 (kd!" poehopltelnA misto "Kf pi Aeme ! f d t' ' D1isto JI! pak

, .'l(t') atd.). 11

D. CVIl::Ii:N1 A PRoB1JKy

V dalAim vldy pf'edpokUdllme, Ie (X. ~ ,t-) je pr oat,j)r a8 fr -koDellnou

.1.rou.
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~ Cviteni. UkaZte, Ze Daniellova metoda popaana v odstavci (B) a metoda f
z (C) daji "tytez" ayatemy integrovatelnych funkci i tentjz integral. ~

(Formulujte lepe a pre ane ji! ).

Bua f E ,tR(f-).

Dokazte I

Potom existuji tak, ite

~~Y2~~ EX1stuji f n £.ttl tak, Ze <> f ", Potom f n - e: /' f •

118.C I Cv1ceni. Bud f £ ;tot( ('- i. Potom

f € .tR(f )< s r « « «(t i.

Doka~te!

Cviteni. Necht X je mnoz tna pi'irozenjch tisel, J' =
prvku mnoZiny A ex. Podejte charakteristiku systemo.

.I!*(t" ) I O'emu je roven integr81 1f d t 7

£

exp X t

;l (/"
itA
) . = potet

~ Cviteni. Necht (X, ~ •t) je pr-oe't or- ae (3 -konec ncu mirou, ne cn i mira

(L nabjva pouze hodnot 0 anebo + 00 (Je to vubec mozne7) Charakteri­

sujte .t (t'-), .:t"(~ i, J f d f-
E

~ Cviteni. Necht (X,:I 'I") je proetor s mirou jako ve sviceni 17 .C.

Charakter isujte system A (:I) a integral / f d!,"

)(

~ Cviteni. Nscht (X,!I.~) je praetor s mirou, I'- X < ... - a necht f
je I -meritelna, nezaporna a omezepa funkce na X Bud

14 " sup { f(x) x EX} pl'irozene. Ukazte, Ze

nil

Jf L 1 t{ i+l }
df = lim x EX; ~ ~ f(x) c -n-n__

i=O n
)(

Fomoci tohoto vztahu lze tez detinovat integral. Pokue t e se 0 to!

(Tskto po.vodne definoval integra] H. Lebe sgue ) , )

~8.HI Cviceni. Bull. f nezaporna. :I -meritelna funkce no X. UkaZte, ze

kde Bupremem se bere prea vsechny ayatemy konetnych trid po dvou diajunkt­

n

a vlaatnoati U Ek = X •
k=l

I pomoci tOhoto vztahu lze zavest abatraktni integral.
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118. I I Cvlceni. Necht
!e e ~ f(x) <! b

E .. >'. f .. ~ (tl
pro ek.va. x e X

e necht

Potom

jsou tekovlI,

at'- E! J t dt' ! b (- E •
E

Dokdte

~ Cvlceni. Necht f Ii A , I) . Poto.. f

1 + I f I
Ukazte! Je predpok1ad konecnostl miry ce111ho prostoru podstatny ?

118.K\ Cvlceni. Sua f E .l'(t'- ) . f ~ 0 ~ -sk.vS. Potom funkce (-,

f,A = J r dt
A

pro A E. I

je mira na .I . Dokazte

jakych podminek na f,g

t Kdy bude mira

bude f, =ttr
1'-, konecnll? Zkoumej te , za

na I I

118.8 Cvlceni. Necht ~ c I je okruh. necht Je-l1

fE ~ 't) takovll funkce, ze Jf df = 0 pro kazdou enos Lnu E E~
E

potom fN 0 Dokazte

118.101 I Cvlceni. Bua f E L (c" i. f ~ 0 • Potom

f f d f = sup { £t df; A fA >' • I"- A "+- }
...

Dokaztel Je tvrzeni pravdlv<! 1 pro fE..t (I"- ) ?
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119. 5 pee 1 a 1 n i prostory s m i r 0 u I

A.

Obsah: A. Integraly v En

B. F'ub Ln i ova veta pro eo uc Ln mer.

C. Cv1ceni a problemy.

INTEGRALY V

Tak jako jsme v kap1to1e 0 Dan1ellove roz!lireni, krome vet platnych pro

abstraktni teor11 , uvedl1 I-adu tvrzeni pro spe c LaLnf teor1e, tak 1 nyni lze
konkratni vo1bou proatord a mirou odvod1t jej1ch dalei spec1f1cke vlastnost1.

PI-evaln!1 cast techto vet me stejne ddkazy jake pI-islu!lne vety v kap1tolach
10 - 12, uvedeme je zde proto bez ddkazu. Radim ctenaI-1, aby s1 je v!leehny pro­
ved1 podrobne &!1m.

~ Lebe8jluedv integral vEl"

Zde vol:l.me X =E1 • :I = aystem m1 . v,,"ch

mnol1n v E1 ' t.t = Lebe sguecva mira il 1 ns
jsma j1 zaved1i v kap1tole 14.

Dokalte sem1 nas1edujiei vety:

lebe sgueovsky
sy stemu 1Jl 1

merite lOY ch

tak, jak

,
(A) Vztah Riemannova a Lebe8jlueova 1ntegralu (veta 10.13, k ni ai ov!lem pte-

cteta toil odstavec 10.12).

(6) Vzteh Hewtonova a Lebeegueova integra1u pro spoj1te funkce (v1z 10.16

apolu a 10.14, 10.15, 10.17, 10.18).

~ Lebe8jluedv 1ntegra1 v En"

Opet volte X = En' :I = ?N n ,1"-= ,t n (v1z odstavec (C) v kap L'to>
le 14) a rozmyslete si naa1edujici vety.

(A) Vztah Riemannova a Lebeegueova integralu.

(6) Fub1niova veta (viz 11.6 - jeji ddkaz provedte bud pI-imo, snebo radeji

a1 pod1e vety 19.8 v daleim odstavc1 s pouUtim cv1ceni 15.0.D).

(C) Vety 11.8 a 11.9 0 miI-e grafu funkce a geometr1ckem vyznamu integralu.

(D) Veta 0 aulllt1tuci pro Lebe8jluedv integral (v1z 11.12).

~ Lebeegue _ Stieltjeadv 1ntegra1 v El'

Hecht J' je nek1eaajici funkce v E1 Volte X =E1 • !I' = Nt, a

~ =.t y (viz 15.1). Podivejte se na: c.

- 284 -



(A) Vztah LS-intagrelu a RS-intBgrelu pro apojite funkce (veta 12.2.&).

(B) Poznemku 12.3 •

B. FUBINIOVA Vl!:TA PRO SOU~IN dR

Zopakujte s1 partii 0 zavedeni sou~inu mer (odstavce 15.8 - 15.18). Pro
ptehlednost zde uvedeme pouze nejd~le~itejei vyaledky.

Vychezime za dvou proator~ s mirou (X,!/, t" ), ( y • .Jt , )I) , kde fI. a
)I jaou <;- -kone~ne uplne miry na e- -okruzich II a .Jt • Seatrojime

ro -okruh .f Ii ,j( v X K Y a uplnou e- -tone~nou miru t';;)1 na nem tak,
~e plat!

A £ I • B E Jl ~ t' ~)I (A,. B) = f-A • )I B •

Vime, ~e mira t'" Qi))I na !I ~ Jl je touto posledni podminkou jednozna~ne
ur-cene ,

~ Ozna~eni. Necht h je funkce na X)( Y • ptedpokledejm~. ~e

(1) pro f' -skoro veechna x EX je h(x,.) E ~( )I ) ,

(11) funkce H: X_}h(X,.) d II le!i v ~stemu J!* (c«
y

(funkce H m~!e byt definovena pouze t' -sk. veude v X I) •

Potom aymbolem J(J h d V) d t' rozUlll!me integrel ! H d f- a
X 1

nazyveme gY2JE4!22Bi! integrelem funkce h.

J(Jh dt) dV (s "ptialueoymi" podminkemi (1) a

'I X
(11»). Nezapomente, ~e k defin1ci techto dvojnesobnjch integrlll~ patH
v!dy splneni podminek (i) a (1i) I

Obdobne def1nujeme

~ Problllm. V dalei:n nes bude zajimat otezka, v jakem vztahu k sobe jaou
integrllly

df ,/c; h d(") d)l

Y X
JX,.y

(poelednimu integrelu ae te~ tike g!2JBi integrel funkce h), zda
z existence nektereho z n1ch plyne i eXistence ostatnich, ptipadne pak
jejich rovnost.
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~L9.61 Veta. Necht A ~ ./ @.A: . Potom plati rovnost

D"kaz. Oz nacme symbolem;/( system v sech mnoZin A E !I ~.)(. ,pro nez plati

rovnost ®

1. Zrejme Yf c:Jt (kde P je definovano v 15.9). Podr-ob na ov sem
vy svet le te !

2. Dale ~ c:Jt (kde $ je okruh gener-o vany systemem f! ) . K tomu
viz vetu 15.13.

3. Dale sami ukaz t e (pou~itim Leviho vety), ~e pLe t Lr

( a)
-U
n=l

A e£
n

Ae..:tt
n( b)

-
An e.:R~n

n=l

« b) dokes t.e nejdfive v pf-Lpade , kdy miry ~ , Y jSou kone cne

a teprve potom vyuZijte (f) -jcone cno e't },

4. Z (2) a (3) lehko odvodite, ~e !liFJj(c.1{(viz oz na Senf v 15.15 a

cviceni 13.C.g).

5. Bua konecns A .. :I ~.)( . Tedy A = u V N ,kde G E :f ~,j£ a

NeE, E e 1 ~ Jl , fllli' Y (E) = 0 • Dale vime, ze

(A) = (G) = I(! cG

X y

=

A neni te~ke dokazat, ~e

Tento d"kaz jsem dmyslne psal strucne; domnivam se,~e ctenar by si jej;

mel poradne vypracovat do vs ecn detail" a prokazat -tak , ~e dobre poro­

zumel cele partii 0 abstraktnim integralu.

Metodicka poznamka. Obvykle se zavadi eouc t n mer az po vybudovani teorie

integralu. A prave rovnost ® z ptedeHe vety poskyta metodu pro jeho

aave den f , Nazna~me stru~ne myHenku tohoto postupu.

(a) Ne,Jdrive se zavedou syst9my p , J1) a

(b) Doka~e se nasledujici veta:
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"Fro A E :I ~.Jl je funkee
x ....

x - )I (A

:I'-mHitelnl!. na X, funkee Y-I'-(A*'Y) (= J eA dt- )

X

,)l -me!'1telnl!. na Y a plati rovnost

(tj. /(/ eA d)/ )

X Y

Dilkaz je zeela cbdobny dllkazu pte de~le vety.

(e) Folozi-l1 se pro A £ 1 ao.Jl.

neni tezke dokazat , ze {.J je mira na !I ~ vIl

w (C x D) = t< C • )I D pro C e :I •

a ze {.J je jednozna~ne ur cena prl!.ve touto poa'Le dnf podminkou.

(d) IUra {.J na .f ~ vii ae pak dl!.le je~te zuplni.

~ Fub1n1ova veta. Neeht
>I ...

h E.~ ( t'- ~ v ) • Potom

(1) pro tL -skoro vse cnna x e X je nf x •• ) E. f( 'j/) •

(11) pro f'unkc L H: x--J hex, .) dll plat! HE£(;'-) a

y

Jh ... =/d;'-ao V H d t' .
X"y X

tj.

Jh .....
=leI h dV)d f ~)I df •

x"y X y

Obdobne pro "obracene poradi 1ntegrovl!.ni" podle f a )1 •

Dilkaz. RozdAlme jej opet do neko11ka okrokll.

1. Vime jiZ z vety 19.6, ze tvrzeni plat! pro pri pad, kdy funkee h je
d) ~ IIeharakter1at1ekou funkei mnoz1ny ze J ~ ~
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(2) Z linearity integr~lu lehko zjistime, ze tvrzeni je pravdive i pro funkce

ze ayatemu Z JL~)I . Kazde takov~ fu~ce je totiZ Lt.neer-nf k ombLnac f

charakteristickjch funkci mnozin z !I ell) .Jl kone cn e miry.

(J) Tvrzeni je tez spr-avne pro kaZdou funkci h € ~~IJ ' ataci totiz pouzit
Leviho v~tu.

(4 ) Kcne c ne pro funkci h E ~...(

Op~t dukaz prove~te sawil
) ziskews tl7rze ni pomoc i rozkladu.

c. CVreENt A PROBLDY

119.1.1 Cviceni. Zkuste si rozmyslst nektere ze cviceni ke kapitolem

zejmena lO.D, 10.0, 12.1., 12.C, 12.D a tez odstavce 3,4,7,6

10 - 12,

z [lr] .

119.BI Cvicsni. Vyslovte tez Fubiniovu v~tu i pro pripad, kdy neintegrujeme pres
csly prostor XxY , ale pouae pres ~ jakou mnozinu It .. .:I&>.Il • K t omu

viz treba prechod od v~ty 11.4 k v~t~ 11.6.

Cv1ceni.

Potom

Dokazte

Necht fE:£(t-), gE!C(I1), h(x,y) = f(x).g(y).

hliJt (tL i)l) a Jh d 1'-~1I =Jf dt"
XxY X

dll

kde"II B ,

t-' II

119.DI Cv;ceni. Necht AeX, BeY. Potom /loftA >< B) =fA •
.il. , fL*, 11" jaou vnejAi miry ptialuAne mirem f lJ ,

(v1z 15.9). DokaZ.te I

~~l!gg.. Buate 1.1 E.I, Bl E: A takove, ze Al ::::J A , Bl;, B ,... ..
(I. 1.1 = t' A, )/ Bl = II B (v1z 13.38.C). Potom 1.>< B Co 1.1 J( Bl

a jil*(AJ<B);! /l....(A1 J< Bl) = 1"1.1 ' IIBl = c«*A. /'B • Vime, Ze

vn~jAi mira l* je regulerni (v1z 15.11,13.5), necht tedy je

GEm (l*) , 0;) A '" B, It G = 'A,"(A >< B). Lze predpokledat, Ze

G CAl >< Bl (j1nak vezmeme mnoz1n~ G n (1.1 >< Bl) ). Kyni pomoci Fub1n10vy

vi toY obdrU te, Ze

)l"(A " B) =
It

• )I B •

119.EI Cv1ceni. Bua h E.II. ( !I i .Jt) • PotOIR

h E. J! ( t" ill) • pfav4 kd.Y1 J(J °Il h d V ) d t
)( r

exiatuje 8 je KonecnY pro kazdou IRno"Unu II Eo Ie Jl
Dokalt. I
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A. Vaeobecne.

Prehled symbol'"

mnozina realnych Glsel

mnoz Lna r-ea Lnych tiael s pf Lda nfm aymb oLu + GO, - 00

operac emi (0 • + 00 ;: + 00 • 0 ;: 0

a obvyklymi

R nebo Q ••• (obvykle) mnozina racionalnich c!sel

N (obvykle) mnozina pfirozenjch c!sel

<a, b > = {x E Eli a ~ x .f -l uz av f'e ny interval

(a,b), r-e sp , (a,b), <a,b) otevtenj, r-e ep , polootevrenj interval

f X-Y z obraz en f f mnoZiny X do mnoz i ny Y

f X-E l rea Ina funkce = zobrazen! X do El ' tez pouzlvame nazvu

kone ena fu nkc e

f
..

X.-.E l ...

ricka

funkce ;:

funkce

zobrazeni X do *El ' toz pouz!vame nazvu nume-

(v k ep Lt.oLach I.-III. uvaz u j eme vetSinou pouze realne funkee, od kapi­

toly IV mohou funkce nabyvet i nekonec ny c h hodn ot }

posloupnost funke! f n konverguje k fUnk~i f

na mnozine M

prostor vaech spojitjchfunkc! na intervalu( a, b>

system vsech podmnozin mnoziny X

monotonni konvergence dola

poeLoupno s t funkci in konverguje ·stejnom~rne'k:funkci

f na mnozi~ M

f-f na 14n

fn/f na 14

f n"'- f na II

fn=f na M

!:«a,b»

exp X ..•

posloupnost funkci f n
k funkci f na mnozine

konverguje monotonne"nahoru
14

B. Zave dene v techto skripteeh.

.0 «a,b) ) 1.1

S(f,D), s(f,D) 1.1, 7.1

. '"T ~

(R) If, (R) 1f 1.1

..3!.
R«a,b» 1.1

(R) J~ 1.1, 1.20

4

27571 P19
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)/ (D)

e (r,D, ~

I(D)

lim (F ,A, ~ ),11,.X F(x),

Yo1 «a,b»

It«a,b})

)I

7(

11,.'
~

1.9

1.13

1.22

1.24, 1.J

1.J

1.K, 6.18

phd 2.3

2.3

2.3

2.8

)I V·
~ )

N( (a,b),
(N) I t

" I­
(ZN)lr

J«a,b»),

J.
T(r,D)..
"V r..

(J) /r
ill

: T(r ,D)

2.A

3.1

3.1

4.0

5.1

5.1

BV«a,b»

L1P1 « a,b) )

r
+
r , r

6.1

7.1

6.21

6.1, 6.13

6.20

6.22

6.1, 6.13

6.21

6.1

6.1

I­
(Ds)!td f

ns, ( (a,b) )

~

(S) {t d?

S, (r,D) , a,(t,D)

:J '
(as) J t d r.. (RS)j t d 1

(RS)Ir d f

a,«a,b»

0'f (r,D, f )
~

(1S) / t d'l,

1 .Sf ( <a,b) i,

S, « a,b» ,

If, I II"
'tol I
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~

A. A
""

(Z ,A)

Zll ZK Z*, ,

«
JfR .:tl( .:t* A

I ) J
9.20

7.4, 11.5

8.2

e.2

8.4

pted 9.1

9.1

9.4

9.10

9.14

7.1

7.)

7.1(R)! f

.1

(R) j f ,

.i:
(ll) If,

I
II (I)

!lr , IIr
fX'. = f(x,.), fll-·:I = f(.,Y)

ek , v s.
f ~ g

1-', m-r
:t :t R :tit ~*

11 J ,., J ,., I n , A H

Au

m'1tL,) 1',
(L) f 1f

~ 11

Jf
II

dt (a.b)

9.28

9.20

9.44

9.44

9.52 (18.)0)

9.52

pted 10.1

10.12

10.12

10.12

. J~-- --
10.12

11.1

:I" • A" , (L) 1' I'll I mil
11

11.1

11.5

(RS) 1f d 1
£,

.tll.t; ,"'Lel/ mel

12.1

12.1
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(LS) Jr d if ' If!
/'1

~(~), GAC!,f)

J.l"
m (;t.*)

(ttl ~) i!!I­

i, :I

1" I mll

119' I ~1' Mf/
if 1 'lsP I 7tfJ
'til :I It * ,.
f.ll1 I IZ jll,.
Y~JlI f-611
:I filJ vIt. I ('i- filJ II

JJ. (:I)

)f ~)

N(f) , Zt-

I: dt-
x
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13.5

13.7

13.28

13.45

pred 14.5, 14.13

15.1

15.2

15.5

15.12, 15.17

15.15, 15.17

16.2

17 .1

18.1

18.4

18.13

18.13



R e j s t r i. k

alge bra lIlOOZ in 2.6, 13.1
generovana sy e t emem 13.4

Gr-algebra mnozin 13.1
cast kLadna f'unkc e 1013

zaporna funkce 1013
definice integralu deskriptivni 4.D

konstruktivni 4.D
determinant Jacobi~v 11.11
deleni intervalu 1.1, 7.1, 7.D
dimense Hausdorffova 1? L

filtr 13.21
funkce Baireova horni, dolni loP

b or-e Lo vsky met'i t eLna 16.3(bore Lovek a )
definovana skora v aude 9.26
Dirichletov9 103
ekvi valentni 9.26, 17.4
N-ekvi va Le nt nf 13.Y
c nar aktie r-Let Lc ka 2.1, 9.25
(lebesgueovsky) integrovatelna 11.1, 13.Y, 18.13
jadnoducha 16.10
1 ipseh i t zoveka 5.1

!I -meritelna 12.1

(lebesgueovsky) meritelna
!/-merit.e Lna
ano at nova

polospojita shora, zdola
Riemannova

riemannovsky integrovatelna

riemann-stieltjesoveky
integrovatelna

s kcne cnou va rLac f

skora primitivni

s Labe er-ovnat.e Lne

zobecnena primitivnf
t'unkc t ona I Ltne ar-nt spojity

z ak Ladnf

ideal mno:Hn
e> -ideal mnozin
integral Cauchyho

Denjoy-Chincin~v

dolni (abstraktn!)
dvojnaaobnj
dvojnj

horn! (abstraktn!)

9.20, 11,1, 13.Y, 16.3
16.2

13.9
10.1

103
101, 7.1

6.13
5.1
4.C
3. A
4.1
6.J
9.1

13.21
13.21
6.S
4.D
9.10
19.4
19.5

9.10
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integrlll horni regulllrni 13.l
Lebe sgueuv ( =L-integr81) 11.1
Le oe egue ev abstrektni 9.14, 9.23, 18.13
Lebesgue-Stieltjes~v

(=LS-integral) 12.1
Newtonuv (= N-integral) 3.1
NewtonCv zobecneny

(= ZN-integral) 4.4
Rtemannuv (= R-integr81) 1.1, 7. I, 1. 25, 1.J, 10K

Riemann~v horn! J dolni 1.1, 7.1, 13.l
Riemann~v pres E 8.4, 11.1n
R1emann-St1eltjes~v

(= RS-integr61) 6.1, 6.13
Stieltjes~v (=S-1ntegr81) 6.22, 6.26
symetrickY 4.D
1-Stieltjesuv (=1S-integr81) 6.21
n-Stieltjes~v (=ns_integrlll) 6.21
J-1ntegral 4.C
1I-1ntegrlll 6.S

interval kompaktni v En 7.1
inf1mum ?H

kr1ter1um Abelovo
D1rlchletovo

3.22
3.22

leama ~ebyAevovo

- - Fatouovo
plilive

limita zobecnAna

9.I
9.G
1.8
10K

13.X
13.15
9.44, 13.16
15.5
14.1
13.36
13.N
13.11
13.7
2.3,7.3
9.44
12.1

13.10

13.41, 13.W
13.18, Za 14.4, 14.13
15.1

14.C

9.44,
13.41
9.60,
ILl,

12.1,
13.11
13.11

kone~n'

Ii -kone~na

mira

Lebesgueova
Lebeague-St1eltjesova
koneanA-adit1vni
(ar -adltivni) na okruhu
regu18rni
sem1-kone~na

I1plna
vnAjAi
vnAjAi Hausdorffova
vnAjAi .etr1ckS
vnAjAi resularni
vn1ti'ni
znaaankov'

.nolina borelovsk'
jordan-peanovsky .Atitelna
.Uitalnll
jI -aUitel06

".fl -mAtiteln6 (podle 13.22
Caratheodoryho)
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mnoUna II -lIltU1te lnll
(lebeegueovsky) mef1telnll
nulovll
II -nulovll
f' -nulovll

N-nulovll
(lebesgueoveky) nulovll
testovee!

norms delen!
nos1~ t'unkee

obel l1netlrn!
objem Jorden-Peandv

Jordan-Peendv doln!, horn!
SUeltjesdv

okruh mnoz1n
Ii -okruh mnoZin
okruh mnoz1n generovany systemem

ploeha
podm!nka Bolzano-Cauehyova

(= BC-podll\!nka)
poaloupnost zobeenenll
prostor mef1telni

s m:(rou

Zl!kladn!

[-ada zobeenentl

( f- -) skoro vAude
soubor usmernAny
sou~et doln!, horn!
sou~1n kartezakY

mAr

supremum

svaz
system pokryvac!

Zl!kladn!

uslllArnAn!
uspoftldtln! ~tlste~ne

var iaea t'unkee
(tottlln!,neur~1tt1) t'unkee
pos1t1vn!, negat1vn!

vAta Arzelova
Banaehova
D1niho
Fubin10va
Hellyova
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16.1

9.25
6.F

13.20, 11.1

13.:£
1.L
13.22

1.22
8.2

5.11
2.3, 7.3
2.A

6.E
13.1
13.1
13.4

3.13

za 3.17, 6.19, -6.23
1.K

16.1
17.1
9.1

9.J

9.28, 17.3
1.K

1.1, 6.1, 7.1
7.1
15.12
5.H
5.H, 9.3
13.28
9.1

1.K

5.H

5.1
5.9
5.11
1.36
14.22
8.6
7.5, 11.4, 11.6, 19.2, 19.8
5.0



vha Ho pf ova
Jegorovova

Jordanova (0 rozkladu)

Lebesgueova

Leviho

Luzinova
o integraci per partes

o subat.Lt uc I

von Neumannova

1. 0 sttedni hod not e

2. 0 sttedni hodn ot e

zobrazeni difeomorfni
r-eg uLar-nf
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17 .D

5.7
9.38, 9.40, 18.26
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l1.B

3.11, 4.A, 6.N

3.12, 11.12, 19.2, 19.B

14.C

3.16

3.17

11.11

11.11
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