























KoneZné€ plati ndsledujici:
(1) ¢c 57 , f je & -okrub ,
(11) & = & na ¢

{ii1) (17 je Uplnd mira na 5?9_
Dikez, Budte E,,E,€¢) , N/ ,N,ed , E,U N =EUN,.
Existuji mnoZiny Fl’FQ 6.59 ’ N}.C Fl’ NyC Fp (u‘Fl = (u_ F2 = 0.
Ze vztahu BEy- E2 < Ny ¢ F, plyne, Ze éa'(El - E2) = 0. Potom
4By (U.(Elf) E,) U (E] - E;)) = C“’(Eln E)+ (B -Ey =
A {E; N E,). Obdobné& se dokdie, Ze MEp = (M.(Elﬂ E;).

Dokazujme nyn{ dalii body.
(1) Inkluse ¢ ¢ f je zfejmé (A= AU &) .
Dokézeme, Z¢ P je @ -okrun. Bulte Z U N e & (E e ¢/ , N e A" ).

o fand o0 o
Potom gl (E_U N) = rgl E_ U glnney , nebol g}. E e,

-]
glunef. Jsou-li myni Beg , NeS (NCFc g, uF =0), poton

E-N=(E-F)U(EN(F-N)EF (nebol E-Feg ,
EN(F-NcF).

Jsou-1i kone&n®¢ E,, 32559 » NN € N, Je
(E1U Ny) - (Ep U Ny) = [(El‘Eg) - NZ] v [{NI-NZ) - E, ]Qsp
podie pfedchoziho. '

(11) Je-11 E€¢ , je (kupFikladu)

ME= @ (EUB )= M E.

(111) Bud A€ ¢, kA =0 ,BC A . Necht A= EUN, Ee¢ ,
NcFef y MF =0 ; zrejmé 4 E =0 . Potom miZeme psédt
B=98uU{anB) , pritem! ANBCA=EUNCEUF.

Tedy Be? .

I13.46| Problém. Nechi ((L je & -kone¢nd mira na okruhu % . Z ni mdZeme
zkonatruovat dvé roz3ifené uplné miry:

{I) M lze Jjednozna&nd rozdifit na G (%) (podle 13.43) a tuto miru lze
zdplnit (podle 13.45),

(II) =z (¥, cu_) lze vytvorit vné j3f miru (U-* a podle Caratheodoryho lze
vybudovat systém 4L ((M-*) .
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Schematicky:

(I ~ : — _—
M na ¢ rozsifeni M ne B (%) zuplofni Nzt G(E)
(II) A na ‘6{ konutrukce /4* vy tvoreni 77 {(a,")
L
Pritom vime, Ze
() 8 c @(¥), O () je G-algebra, (u.=(4: na ¢,
(ZL" je udplnd mira na G (8¢ ),
(1I) BLc I (U, L (u%) je @ -algedra, (u=(u«* na ¢ ,

(u."je Uplnéd mira na 220 ((M*) .

Vztah systémd G (O ) o 2 (((L*) , Juko i mér ((Z a (a* poddvd nésle-—

du jici véta.

-13.47 Véte (porovndni obou metod)

Bud Nz @ -kone&nd mira na okruhu B¢ . Potom

(1) G (g = mc(u*)
(i1) & = (u* na 7 (M)

Likaz. Ziejmé @ (%) ¢ M('(U-*) a tél.:(a* na G (%)

Z konstrukce Wplné miry vyplyvd déle, 2e & (%) c Wf((u*) a
= u* na’ @ (B¢ ). stadi pouze dokdzat, ze M ((U-") c @ (W),

UkdZeme, Ze

AE W (W), WA oo => e J(W)

(vime, Ze kﬂf je @ -konednd - viz zatdtek dlkazu viEty 13.43 !).

Nalezn&me hnoiinu GEG (W) tuk, uby G D4, (IIG

oD -
si, Ze /Z-'A:inf{ ZlﬂF“; U F >4 ,F e 174
n=

n=1

* -
= (V- 4 (uvddomte

} )

Zrejmé 4'(G - A) = 0 . Tudafz G - A€ @ (4") & opét nalezneme mnoi-

Potom

ke G -He@(0), AnHcH, M= 4H

ce

M

A=(G-HU(@4NH ,

»”*

]

y

P
).

neznamend nic jiného, nef %e A€ @ (¥
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nu He § (% ) tak, aby HDG-A,(d‘fi:(f(G-A)=o.

coz podle konstruk-



G. CVIBENT A PROBLEMY

EB.A I MnoZinové systémy.

zjistujte, jaké mnoiinové systémy tvor{ <F , jestlize:

(a) & = konedné podmnoiiny mnoziny X (X konetnd, spotetnd &i
nespodeind),

() 4 = iﬂ} ( X libovolnd),
(c) 4 = Xpsees Xy _}, kde tyto mnofiny jsou neprézdné, po dvou

n
dtsjunktnt a \J X, = X,
171

(d)
(e)
(f)
(g)

fidké mnoZiny v metrickém prostoru (X , ? o,

mno3iny l.kategorie v metrickém prostoru,

otevfené mno¥iny v metrickém prostoru (kdy bude & okruh?},

AAE&® &

Hi

mnofiny, které jsou souasnd oteviend i uzaviend v metrickém
prostorua. '

Zxoumejte, jak v téchto prikladech vypadajf generované systémy & (o)
B @; (& ) & okruh, generovany & . '

13.B| Borelovské mno%iny,

Necht (P ,? ) Jje metiricky prostor. Definujme borelovské mnoZiny Jjako
& -okruh, generovany systémem v3ech otevienych mno¥in 8 oznalme jej

A (P) . Ukaite, %e obecné systém B (P) miZe byt rdzny od @ -okruhu
generovaného systémem vdech kompaktnich mnoZin (porovnej s 13.B.a}.

Udejte vzimh tdchto systémd a pokuste se naldzt ng jské nutné &i postaduji-
ci podminky pro jejich rovnost. :

I 13.C | Cvideni.

{a) Bud F tfida podmnoZin mnoZiny X , A& okruh generoveny systémem F.
Potom plati:

n

phedd = existugf Fy,...,f € F tek, fe AC 1LJ1 F,

dokaZte!

Ndvod, Uvazujte systém ¢/ ={ A C X existujf Fy,...,F e ¥
n

8 vlastnosti A4 C U 4 } « Ukafte, Ze .?-C.Sﬂ a Ze 9‘9 Je okruh.
i=1

(b) Bud op&t F  trida p&dﬁznoﬁid mno%iny x . Dokaifa, e

L -]
Ae @ (F) => existujt F € F tek, Ze AC U F_
n=1
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(¢) Bud ¢ @ -okruh v X, EC X . Potom systém

gi_ = { ENA; Ae y}
je @ -ckruh. Dokaite! Lze néco #fci o vztahu systémd y , fE ?

(d) Bud ¢ @ -okruh v X, EcC X . Potom systém

~

5P={Acx; En_AegP}

)
je @ -okruh. Dokaite! Op&t se pokuste nalézt vztah 5{7 & _90 , porov-
nejte té2 s (c¢) !

(e) Bud M okruh v X . Poloime

Lad

& ={ch;AnBe.z} _pro katdou Ae;&}.

Dokafte, Ze ~

(1) .’g je algebra, & c &

(2) je-1i & algebra, potom & =g )

(3) Je~1i & @~ -okruh, je g (@ -s1gebra
~ T

4) T (&) c Gt ,

(5) rovnost ve (4) nemus{ nastat; kdy nastane?

(£) Bud 4 okruh splhujfc! podminku:

An € f — Ql A e .
Je & 3512 & -okrun?
(¢) Bud & okrun, & c K , M systém mnoiin s vlastnosti:
oo oo
A€M =—> H}Aneﬂ,, Ql AeM .

Potom @ (& )c M , ukaite | Plat{ toto tvrzeni 1 v pripsds, kdy

|13.D| Cvidenf. Zkoumejte nezédvislost Jednotlivych axiomd miry a vnd j5i miry!

[13.E| Priklady mér,

(a) Projdéte si jestd jednou pfiklady z 13.12.
(b) Bud SP G -oxruh. Pro 'Aesﬂ poloZte

~

_\ +e0 , je-li A nekoneéna

podet prvkl mnoZfiny A , je-1li koneéns,
@b
a rozhodnéte, zda (U- je mira na f .
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{c)

(&)

I].J.FI

»
Je-11 fe d , £ >0, potom funkce & definovand

#LH = Auf
pro M€ 2  je mira na M .

”
Je-11i opat f € K4 ), £ 2 0 (viz 18.13), potom funkce ¥ definova-
nA vztahem

YE = J[ fau
[ F
Jje mira na 99 .

Priklady wvn&Jjdi miry,

(a)
(b)

(c)
(d)

(e)

(f)

|13.GI

Zxoume jte, zda nédsledujici funkce jsou vnéjdi miry. Urcete té2 vidy { jako
v 13.27), jak vypadd systém 772{ (Z“*) véech (w“-méﬁtalnjch mnotin.

Pr{klady z 13.18.
X libovolnd mnoZins,

oo -

po%et prvkd mnoZiny A , je-1i A ¢ X kone&nd,
\\‘~+ o , je-1li A nekonednd,

M8 =0, ((,e‘xzz, <u,"A=1 pro S £ A #X,

X Je dplny metricky pfostor,
///,0, je-li A € X 1l.kategorie,

\1, je-11 A cC X 2.kategorie,

Vo

X je mnoZiina pPirozenych &isel,

/ =37 , obsahuje-1i mno%ina A prévé n prvkd,

H =
™~ 1, Je=1i A nekoneZnd,
X=B , x, == (n€ N) ,

polet prvkd mnoZiny A N {xn } y Jje-li tato kone&nd,

“Ae

\+°° s+ Je-1li mnoZina A(‘\{xn} nekonefné.

CvyiZeni.

{a)
(b)

13.H

Zkoume jte, které z vné jdich mér v 13.F jsou reguldrni.

Zkoume jte, kterd z vndjsich mér v 13.F jsou metrické (viz 14.11);
v pripadd, Ze X nen{ metricky prostor,
(1) wvolte na X diskrétni metriku,

(2) volte X =E,; .

Cvilen{, Je-1li vn&jai mira konelnd aditivnf, je ji @ -edit iynf (viz

13.11.¢c). Dokaite 1
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13.1

- k k
vvog. zregme @(V a0) 2 A(Y a) -0 Mk

n=1

Cvilenf. Bud (P, ) metricky prostor s diskréini metrikou P .

13.J

A® petricks vnéjsi mfra na (P, @ ) (viz 14.11). Ukaite, Ze Je

A 6laditivat, &11 A% e pak jiZ mira.
L .
Ndvod, UkaZte, e A~ je kone&nd aditivni = pouZijte 13.H.

»
Cvideni. Predpokldde jme, Ze (tl. Je nezdpornd mnoZinovéd funkce na exp X

13.K

{tj. splnuje axiomy VM, a VM, 2z 13.16}. Definujte systém m ((“')
ste jné jako v 13.22.

Dokaite, Ze

(a) systém M (M) mi%e byt prézdny, tj. 24dné mnoZina nemusf byt
A" -méritelng,
(b) je-11 M {/‘-*) £¢ , potom /L*ﬂ s + a0 {a tedy také (u.*M = +o09
‘pro kaidou M) anebo (u-‘ﬂ =0,
(c) Jestlie navic predpoklddéme (u*ﬂ = 0 (sxiom VM, ), potom jiZ
systém 72 ((“") tvori algebru (co% je na prvni pohled piekvapujici

vysledek, ale uvédomte si, Ze A ( A4*) mlZe také obsahovat pouze
5 a X ) afunkce u«* Je na J7T (M%) aditivni.

*
Cvidenf. Necht A je vn&j8%i mira na X . Pro HC X, A CH poloime

lB.L

gAY = La (g wfy = A" /exp H). -
(a) Je-1i He # ((U*) y potom /(.L'; je vnd j31i mira na H a
721’{‘&';1) = { A; AeM((u') ,ACH} .

+
(b) Nenf-1i HGM((JL“) » potom funkce AL, Jje atdle vndj3f mira na H,
plati implikace

*
ACH , ae (A5 =  reft &y ,
¥
ale existujl (aH—mef‘itelné mnoZiny, které nejsou (u*-méf'itelné.

(¢) Je-1i A" regulérnf, je i M reguldrni.
(d) Neleznite pfiklad, kdy (u' Je neregulérni a (“*H regulsdrnf.

Cvizeni. Bud A+ kone&né aditivn{ mira na @ -okruhu _99 , splhujici

13.M

podminku;
-
Aney . Alckzc... , A= glgng(u;;:nm‘qn,

Potom 4 Je jit ( @ -aditiwni) mira. Dokaite !

CviZent.

(a)

Bud tu,* reguldrni vn&j81 mira. Potom je splndna podminka:
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-ty

() Ay C AyC aevy, A= U A == AA = lin (fAn.

n=1
LokaZzte !

Névod. Ke kaZdé mnozin® A~ naleznite M € Zﬁ'(tur}, Mo D A,

______ n
8 vlastnosti {.L‘ Mn = (lfAn.

{b) Uka%fte, %e pfedpokled regularity je podstatny.
Ndvod. Volte X = N v 13.F.c.

(c) Ukaite, Ze existuji nereguldrn{ vndjai miry splnujici podminku () .

(d) UksZte, Ze pro klesajfc{ posloupnosti mno2in snaslogické podminka k ()
nemusi platit.

|l3.NI Cviceni.

{a) Nechi ZL*je regulsrni vndjsi mira na X , necht {afx < +too .,
Potom

Névod, Volte X =N, ufd=0, (u*E=1 pro E £ & .

AEM((L{*) ———>(1fx= (u*A»« (u*(x-a).

DokaZte!

A . Interpretujte v t&chto terminech (a)!

Novod. Jedna implixace je zfejmd. Nechl nynt X = A+ 4%(x - a).

Zvolme T c X , M4'T {+ oo . Nalezndte Be??t((u*) , BoaT,
([‘B = (d"r . Potom

Aa= Miane + /1-*(4..- B) ,

(a*(x - A) = (u*(a - a) + (a*(x-{'Au B)) ,

tedy po men&ich upravéch

AT ) +(u.'(T - A) £ (uf(an a) + (8 - a) é(u*B = AT .

{b) Na pfiklad® 13.F.c ukaZte, #e pfedpoklad regulsrity nelze vynechat,
(¢) Bud " reguldrni vndjs{ mira, A € X. Nechl gxistuje mnoZine

He ?2?((41*) s vlastnostmi:

Ho A, MH (roo , fi= s M- n.
Potom A€ 2 (M) , weagte |

L 3
Poznamka. Uvédomte si, %e pro zji3téni A -~méF¥itelnosti mnoZiny A stali

ovéiit zndmou rovnest pro jednu (“*-méfitelnou mnofinu H & nemusime
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IlB.O’q Cvifen{. Bud (u.* reguldrni vnéj8{ mira, nechi (u*x =1 .

{a)
(b)
(c)
(d)

(e)

13.P

Polofme A =1 - M'(X - A) (viz poznuku v 13.N.8),

*
v*=% ((u'* +* (u ) .
UkaZte, Ze
v* je vn&jsi mifa,
*.
vynechdme-1i predpokled regularity A4 , nemusi byt v* vnéjs{ mira,
je-11 npavic v* regulérni, je M (V') = exp X ,

Je-11 ((ol-‘t vné j8i Lebesgueova mira v E; , neni mnoiina M =z dikazu
14.17 Y*-mefitelnd, & tedy vndj3{f mfra V* nent reguldrni,

* "
je-11 A nevic metrickd, je 1 VY metrické.

Cvitenfi. Bud X nespoletnd mnoZina, za 5V vezméme aystém v3ech spolef-

(a)
(b)
(c)
(a)
(e)

I13.QI

nych podmnoZin mnoZiny X a systém viSech mnoZin, majfcich v X spodetny
doplnék. Pro A € 50 polo%me

/ polet prvkd mnoZiny A , Jje-1i A koneén4,

A=
\\+.o s+ Je-11 A4 nekone&néd.

Ukeite, Ze
systém ¢f tvor{ @ -algebru,

& Je Uplné mire na ¢ ,
mira At nen{ @ -xone&ns,
pro miru A na ¢ neplatf tvrzeni vity 13.47,
neexistuje vnéjdi mira (a.* na X tak, aby
=g, pp m g,
tj. mira M oe nedd vytvorit z %d4dné vndjsi miry Caratheodoryho metodou.

¥
Ndvod_(e)}. Predpoklédejte, %e (¢  existuje. Potom ovdem nutné md tver
vné j31 miry z 13.F.b, takie X ((a*) = exp X .

Pozndmka, Vime jiZ, e mira ((.l.'r je na systému ((a-*) Uplné mira. V této
souvislosti se naskytala otézka, zda kadd Uplnd mira na & -amlgebfe se
dd timto zplsobem vytvofit. Prfklad ukszuje, Ze odpovéd je negativni.

Pokrjvaci systémy,

(a)

(b)

{e)

Zopakujte si pffklady 13.30, 13.31.

Urtete vndjsi miru y pokry vactho systémn (v , A ) , zkoumejte
Zf ( A%) a vydetPete, zda A* je reguldrni 31 metrickd, jestlie:

y E{ #, X , jednobodové mno!iny.} ’

Z¢=Q,‘1{a}.=1pro aeX, AX=+00

?’3{5.)(}";') Ad=0, Ax=1,
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{d) 7 = {fé, X , jednobodové mnoiiny} » X nespoletné,
Ao = ﬂ{a}zo, Ax =1,

(e) y £ { A; A Je spoletnd snebo X ~ A je spoletnd }, X nespoletind,

a - / pofet prvkd A , je-1li A koneénd,
N , je-11 A nekoneZns,
(f) ? g 8ystém viech vlastnich podmnoZin mnoZiny X ,
AB=0, AA=1, pro BAA£X,
(e)® x = E,, %’ 5 prizdnd mnofina a systém vdech "otevienych intervald”,

le¥ficich vidy ne primkach rovnob&inych 8 oscu x , A G je pak révno
délce tohoto intervaly,

{h) X = E, ? s prdzdnd mnoZina, v3echny Jjednobodové mnoZfiny, ksiZdy
"otevieny interval® lezfic{ ne pf{mce rovnob&iné bud s osou x &1 osou y,
Ag poloZime rovno "Jednorozmérné Lebesgueové mife® mnofiny G.
Zkoume jte ddle v t&chto pifkladech, zda

(1) n=a‘na¢¢ ,
(11} ?cﬂt( %,

13.R] Cviceni. Buldte (¥, 4,) , (¥ , 1,_) dva pokrjveci systémy, 2,7 , ﬂ: !
pfisludné vn&jsi miry. Je-li A, = l; na 7 , de A= ﬂ; " v8ude.
Dokaite!

L] *
Ndvod. Bud A € X; chceme dokdzat, %e sz £ -afA . Pfedpoklddejte tedy

Z:A {+oo , zvolte £ >0 =& naleznite E € ? tek, aby

o0 % =
U .58, 2a+e€2 Q’E“'

n=1
Potom
* ¥ * * O *
2A+£!z ZEEZRE=ZZE57A E)e A A
! n=1 L n=1 77n n=1 2% 2 n=l 0 2
*
13.8 ] Cvident. Bud (%, A pokryvaci systém, A piisludnéd vndj531i mira.

Je-1i cM(A%) , je wm&j8L mira 2% reguldrni.
DokaZite |

Névod. PouZijte 13.38.C.

113.'1‘| Cvigeni. Bud ( 7?, 2 ) pokryvaci systém na mnoin® X . Potom A G = AG
© pro ke¥dou mnoZinu G € (viz problém (i} v 13.31), pravé kdyZ funkce
A  splnuje podminku

-G,Gne? . Gco 5, =¥ ﬁaéz 2¢ -,

n=1 n=1 n

DokaZte!
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Nfvod. Plat{-1i 2 G = 2%G , vyplyvé uvedens podminka z faktu, ie A

je vnéjsi mira (viz 13.cY) a Ze vnéj3{ mira tuto podminku splnuje (axiom
VM4). Je-11i naopak splnéna podminka, kopirujte (1) v didkazu vé&ty 13.32.

CviZeni. Zopakujte si v tu 13,45 o zuplnéni miry. UkdZeme, %e tam sestroje-

3.V

né ziplntni miry A Je v jistém smyslu minimélpni. Presngji, je-1i &4,
dplnéd mira ns a —Ekruhu 504 tekové, Ze fc y1 a M =u, na ¢ ,
potomsﬂcy a(a=(d, na ¢ .

Névod _dldkazu.

Bud Fe¢/ , aF =0, Nct . Potom AL¥ =0, Ne¥, no o MyN =0
(dplnost miry M, ! ) . Takze 90:.511 apro E€ ¢ e

(u_’Ef (d,(EUN)f(L{,E+[¢1N=C€l,E .

odkud

A BU M) = 4B = 4E = A (EV N,

<33

Cvideni. UkazZte, #¥e neexistuje dplnd mira (J.L na @ -okruhu f v 1

|13.WI

takov4, Ze
f=2 na B, By F@,
{ ﬂ1= Leb. m:[ra,,‘Bl = borelovské mnoZiny, ?)t:, = leb. méPiteind mnoiiny).

Jinyml slovy, Lebesgueove mira na m1 de  _..imdlnd zuplnéni Lebesgueovy
miry na ﬁl‘ DokaZte !

Ndvod, Pouiijte predchoz{ cvideni a 14.11.(VI) (éi 10.24.vi).

Cvidend.

{a)

(b)

{c}

(a)

(e)

pud M @' -koneénd mira na @ -okruhu _{ﬂ , (U»* vné j81 mira vytvofend
z pokryvaciho systému ( ¢/ , &) . Bud ¥ mira na (/a,*) takovd, e
M= Y na 5ﬂ . Potom ¥ =(M* na MM ((U-*). Dokazte ! '

Z4stane v platnosti tvrzeni (a), poZfadujeme-~-li pouze, aby M byla

Nech® (U- je mira na & -okruhu (resp. okruhu) ff . Mnozi autofi definu-
ji @ -konetnost miry A podminkou:

"ke keidé mnofiné A€ ¢ 1ze nujit posloupnost r e P tak, Ze

-}
é‘.An<+aﬂ ) Acgl An"‘

Porovnejte s nadf definici & -koneZnosti v 13.41 a rozvaite, které z vt
{hlavné 13.43, 13.47) =zlstanou v platnosti i pri této definici.

ctho systému ( W 1A ). Platf potom tvrzeni, %e ¥ < ¢ ((a.*),

(a.=(u." na W 7

Pellivé promyslete pfiklady v 13.44.4A !

Bud A konelné-aditivni mira na okruhu W . Vytvorme (a' z pokryva-
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(£)

|13.KI

Bud SP (F -okruh, A& » ¥ miry ns [/ Nech'{/:.:.u na ey .
Je poté pravda, ze 4 = ¥ na ¢ 7

Ptedpokldde jte navic, Ze M Y Jeou konené & porovnejte 3 vétou 13.43,
kde jeme predpoklddali, Ze systém U je okruh,

Tvoiteni novych mér,

(a)

(b)

(e)
(a)®

(e)

() ™

Bud /4 mira na okruhu f podmno#in mno¥iny X , bud B <€ X . Nechi (u’

je vn&j531 mirm vytvofend z pokrjvaciho systdmu (5}’ ,(u ) . Pro E 550
ddle poloime

vE= 4" (BNE) .
Dokaste, e ) je mira na 5;‘? .

Buldte 4 a ¢ okruhy podmnofin mnoZiny X . Predpoklddejme nawic, Ze
R jeidedl v ¢ (tj. Rc¢g aplati:

E€99 ,AeR =) EnAre?R ) anechf:/l, je mira na R .

Pro E € f poloZte

vE=sup{ (aA;ACE, Aeﬂ.}
a ukaZte, Ze
(1) ¥ je mirana ¥ ,
(2) p=(u na R

Je mira ¥ z (b) jiZ podwinkami (1),(2) jednoznadnd ursena 7

Necht (u Jje mira na @ -okruhu Sﬂ . ’h_l.echi'; ‘}0 Jje @ -algebra vytvo-
fensd jako v 13.C.e . Pro Be ¢ , Ae_‘,ﬂ poloZme

By = (EN A).
A M

E _—
Ukaite, Ze (u. Je mira na jﬂ .
Déle pro kaZdé A€ ? poloZte

(zA = aup{(uB(A) H Eesﬂ}
a ukaZite, Ze
{1) ﬁ je mira na ? '
{2) (u=(u.~ na 50
(roz#irent miry ze_ @ -okruhu na_ @ -algebru).
Zistane tvrzeni (_c_l_) v platnosti, nahradime-1i & -okruh pouze okruhem?
Je mira (l'z na f podminkami {1),(2) jednoznaénd urdena 7
Necht A je mira ns @ -okruhu ¢ . Pro 4€Y  poloite

(dc(A)=aup {#F;FCA,#F( + o9
a zkoumejte, zdas funkce A Jje uira na ¢ . Rekneme, %fe mira A na
50 je semi-konefnd, jestlize M zA4 .
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{g)

(n)

(1}

(J)

{k)

Ukaite, Ze

(1) ka%dd  (F-konelnd mira je semi-konednd (viz 13.W.c),

(2) ne kaZdd semi-koneind mira je @ -koneénd,

(3) je-11 mira A v (d) semi-koneind, je semi-konelnd i mira (ZI .

V tomto odstavei (a ddle) budeme PeZit problém:

" &n jsou miry na @ -okrunu ¢ (u,,—-— A (ve smyslu:
pro kafdé A€50 Je /LA—-— (u.A) -.=>(u3e mira na ¥ " .

Bud u, posloupnost redlnych éigel, O £ o, £1 , 2__ u, {+ oo
Definujmeé n=1
/uk pro k€ n ,
(¢ § =
n,k
N, pro k > n.

Necht X je mnozina pfirozenych &fsel; pro AC X , n € N poloZme

(u.nA = Z un,k N

k € A

Ukazte, 2e M, je mira na exp X a 1lim A, npeni dokonce ani vnd;j31 mira.
Pov&imnéte 8i, Ze posloupnost {Fn} konverguje monotonné.

Nechi {é‘n} je posloupnost mér na (@ ~okruhu ¢/ , nechi An /(a .
Fotom & je mira na f . Dokaite !
Ndvod, MiZete pouZffit 13.H.

-
Budte Mn n&j8L miry na X, nechi { an} Je posloupnost nezdpornych

* *
¢fsel. Polotfte-1i A = 2 I {u" vné 51 mira. DokaZte !
n

. *
Budte &, , (“,_ koneiné vndjis{ miry na X . Potom

MM+ ) = B AT NI (p))
DokaZte | Co lze Fici, nejsou~li (u, ’ (d‘ kone&né 7

*
Budte (u, . z reguldrni vnéjd1 miry. Je i vnéj81 mire (a, Mg regu-
lérnt 7 '

Ndvod, Vezmdte za (a, libownlnou koneénou regulérni vné j81{ miru, nabyva-

Jjilcf vice ne% dvou hodnot a (d. 6=0, (ll! = pro A £ @ .

|13.¥l Horni integril.

{a)

Stejnd jako Jjeme vybudovali teorii miry, vnéjsi miry, Jeko jsme redili otdz-
ky rozsitovdni a vytvdfeni mér, stejnd® tak mijeme budovat teorii integrdlu.
Poddme zde pouse ndznak teorie a uvedems Fadu problémlil & ndmétd.

Necht X je libovolnd mnoZina & nechl N Jje zobrazeni mnoZiny viech nezé-
pornych funkcf na X do (O, +==)> . Rekneme, Ze N je horni integrdl na
X , jestliZe splnuje:
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(b)

(H)) N(fo) = 0, kde £,=0 na X,
(Hy) ¢+ £*0, ¢20 =% N(cf) = cNf ,

(H3):gn20,05f£ g, =% Nf!!ZlNgn

n=

(H)sfao,f/f = Ne,_ / N .

Rekneme te mnoZina AC X je N-nulové, jestlife Nc, = O .
Studujte vlastnostii N-nulovych mnoZin.

(c) Rekneme, e funkce f,g jsou N-ekvivalentnf, jestliZe
{ x € X; fi(x) £ g(x)} je N-nulovd. UkaZte, Ze Nf = Ng , Jjestlile
funkce f,g Jjsou nezdpornéd a N-ekvivalentni.
(d) Déle bychom chtéli definovat systémy "md#itelnych funkei™ a "integrova-
telnfch funkei®. Definujte ndsledujici ayatémy:
+ 3 -
Af—{f-OzN(f+§V)-Nf+N50 pro kaZdou funkeci ?!0},
A::{f 20 ; N£ + Ngﬂ =Nmax(f,y9 ) + N min (f,?) , Vspi_-o} .
A;:{f!o;msﬂ = N min (£,4) + N( § -min(g, ¢ )) Vyh-o},
. .
"={feA,— ; NE < +oo }
Ii ={f ne X; £, f_e:gf: } .
Pro £e€X;  daale polotte Af = Nf' - N£™ .
+
Studujte vlastnosti systémd Ai R x,' a"integrdlu" A (linearita, mono-
tonnf pifechody, N-ekvivalentini funkce a J.), Jakof 1 jejich vzd jemny
vztah. Zjistéte, ktery ze systémid x,- md ne jvice “pirijemnych™ vlastnosti.
(e} Bud (Z,A) =z&kladn{ prostor z teorie Daniellova integrélu. Pro libovolnou
nezdpornou funkci f poloite
-t
Nf 2 Ag g € Z £ éZ £ } .
{ n=1 © b Ea ’ n=i °
(Jaky je vzten N a % 7). Uka¥te, 2¢ N je horn{ integrél. Odpovidd
néktery ze systémd X, systému & =z teorie Daniellova roz&ifeni?
Nepfipomind vém acheme
(Z,A) N (& ,A)
Hopfova véiu o rozdifeni miry?
(f) Rekneme, %e horni integrdl N je reguldrni, jestliZe plati:
(R) : £ 20 wad N£ = inf { Ng;géf,gez}'.
(Z4vis{ na veolb& aystému £ ). Existujf vibec nereguldrni horni inte-
grély? Odvodte nékteré jejich daldi vlastnosti !
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l14. Lebesgueova mira v E

Obsah: A. Uvod.
B. Metrickd wvné j31 mira,
C. Metoda (&) .
D. Metoda (A) .
E. Nemdfitelné mnoZiny.
F.™ Otdzky daldfho rozdffen{ Lebesgueovy miry.

G. Cvideni a problémy.

A. UvoD
“

V dali3im popfdeme dvé metody, jimiZ mdZeme - se znalosimi abstraktni teorie
miry - sestrojit Lebesgueovu miru v En » Lze také pochopitelné, postupovat piimo
a nevyuZivat vysledkd predeslé kapitoly; lze Jjen &tenéfi doporulit, aby se poku-
8il o pfeneseni obecnych principld na konkrétni pfipad En a ¢celou teorii si sdm
vybudoval,

A nyni JjiZ slibené metody.

Metoda (&) . Vyjdeme z pokryvactho systému (¥, 1) , kde systém gi je tvofen

v8emi otevienymi intervaly v En a A1 poloZime rovno objemu intervalu I,
Zndmym zpdsobem (viz 13.28) miZeme pomoct (5’. A ) vytvofit vngj3l miru

ﬂf a mdme-~1l1 jiZ vnéjd{ miru, miZeme aplikovat Caratheodorydv postup a
sestrojit systém #7 (A¥) vseen A" - mEritelnych mnoiin a miru na ném.
Pochopiteln® nds zajimaj{ dvé otdzky (Jjako v 13.31), a to:

(I} Zda ?Cm(lﬁ '

(II) zda A1l = A1 pro ka%dy otevfeny interval ITe€ 1?V . V predchozi ka-
pltole jesme tuto otdzku Fedili zcela abstrakin® a Hopfove véta 13.32 uddva-
le postadujici podminky pro splné&ni poZadavkd {I) a (II). OvBem Hopfovu vé-
tu nemfiZeme, bohuZel, v tomto konkrétnim pripadé poufft, nebol systém
netvori okruh. Nezbjyvd asi nic jiného, neZ platnost (I) a (II) dokédzat pri-

mo. Ostatn{ vlastnosti Lebesgueovy miry v En ziskdme pak jiZ snedno.

Metoda g@ ) . Tuto metodu ukdZeme pouze na pFfikladu E1 » p¥eneseni na En &1~

nl trochu technické obtiZe. Tentokrdte za g’ zvolime systém viech kone&-
n

nych sjednoceni intervald typu {a,b) a pro G = U < a;,by) € ? . (kde
i=1 : d

intervaly {&;,b;) miZfeme volit po dvou disjunktni) poloifme
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n

AG =iZl (l::1 - ai). Vcelku snadno ukdleme, #e systém ? tvali okruh

a 4 Je mira za y « K daldimu rozd3ffenf miry 4 péme opét dvé moZ-
nosti,

MoZnost ( A,) . Z pokryvaciho systému (?’,2) vytvorime vn#j3¥f miru A*

a aplikujeme Caratheodoryho postuc pro ziskén{ A (A) anpiry ne ném.
Vzhledem k tomu, Ze v tomto pFipad® jsou splnény pifedpoklady Hopfovy véty,
vime, Ze Feleni otdzek (I) a (II} je positivni.

MoZnost (/52). Miru A z okruhu ? miZeme podle véty 13.43 Jednoznalné

roz8ifit na @ (7) a podle véty 13.45 mbZfeme ddle tuto miru zdplnit.

Vime jiZ(podle obecné véty 13.47), Ze ob& metody (/‘1) a (ﬂz) daji ten-
1¥% vysledek & neni t&%ké dokézai; Ze i metoda (A ) vede ke stejnym zé-
vérdm, ’

NeZ nyni my3lenky obou postupd (&), (,g) detailné zpracujeme, zavedeme
jedté pojem tzv. metrické vn8jdl miry.

B. METRICKS VNEJ5L wmTfmra

14.

* ‘
Definice. Bud (P,P) metricky prostor, necht A je vné ${ mfra na P

(ptesn® ji na systému vdech podmno¥in mno%iny P ). Rekneme, Ze: (a.* Jje
metrickd vndjd{ mira, splnuje-1i axiom

(M) : 4,BC P, P (4,B) > 0 => A (AU B) =(u"A + A°B

(kde, pochopitelné, jr? {(A,B) = inf { SD {x,¥); X € A, ¥y € B} Je vezddle-
nost mnoZin A,B). '

P¥iklad, Ne ke%d4 vndj3i mira na metrickém prostoru Jje metrické. Ku pfikla-

du vné js8{ mira (a-* na El (s eukleidovskou metrikou) definovand piedpisem

0 JestliZe A =2
*, :// ’
(u ~—

nenf metrickd {(uka¥te!). Zkoumejte té%, které vnéj3f miry z 13.18 a
z 13.F Jjsou metrické {nezapomente oviem, %e zdkladni mnoZina P mus{ byt
metricky prostor !).

1 jeatlize A £ 0,

- Véta. Bud (“'* metrickd vn&j3{ mira na (P, ’) ). Potom kaZdd oteviend mno-

tina (a tudff i ke%ds uzaviens, dokonce kaidd borelovskd) je A" -mEfitelnd.
Diksz. DokédZeme-1i, Ze kaZdd uzaviend mnoZina Je (‘l.-' -mé¥itelnd, je potom

1 xa%dd borelovskd mnoZina (L‘ -méritelnd (prod? , viz té% 10.8 &i. 13.8).
Nechl tedy G C P je oteviend mnoZina. Dikaez rozdélime do dvou &4stf.
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. #*
(1) Je-1i A € G, M¥A) <+ oo, An={x€A0 i @ (x; P-G)

(2)

1

(a.'An / /M*AO.

K dilkazu tohoto tvrzeni poloZme

By = Agpe1 = Apnr Cp T Ay, T A pro nelN.

Je-1li 1 # j , potom ga (Bi’BJ) >0, g’(ui,cj) >0
(pouZijte nerovnost

0 (x,y) * | 0 (x, P-G) - o, P-G) |
o x€B,, yeB,,

Z vlastnosti metrické vnEj3f miry dostdvdme pro kaidé ke N

-it‘"Bf(““(O By )t LA <=

(w*A°<+°° .

MM
R,
hﬁ
A
~—~
Crw
[ @]
NI
i~

J=1 J=1
Tudiz
a0 [

1im *B, =0, lim 2 (Jc. =0 (pro&?)

p=e  j=p (u J pr>oo J=p J
a -

1im (,u'c + A'B.) =0

pre j=p J (u J

. oo

ProtoZe pro ke¥dé pe N je U (CJU B_j ) = A, - A?p-'l ,

tud, 2e lim & (A-A)) = O .

vie.. P oo

Tvrzeni plyne z nerovnesti

(u‘Ao £ (u."‘An + (a" (A, - &) .

Bud nyni T ¢ P 1libovolnd testoveci mnoZina s (afﬁf <+ oo,
bovolnd uzaviend mno%ina. PoloZme G =P -F, A ) =T -F ,

A, = { X € Ay @ (x,F) >3 } . Tadez @ (A, F) 23 |
Ze vztahu
T=(TAF)UV (T -F) = (Tf\F)UAOD(Tﬂ F)UAn
a z vliastnosti{ (u." plyne, Ze
ArrAuTnnua) = g 1nn « @,
odkud podle &dsti (1} dostdvime lhitni; pfechodem
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‘a"T > (u'(:rnr) +/L‘(T -~ F) .

Tim jsme dokdzali, 2e F e 71 &/“'*) .

|14. 4 | Cvideni,

(A3 PouXijte vEtu 14.3 k didkazu, Ze nékterd vndjs{ miry v 13.18 &1i 13.F ne jsou
metrické.

{B) V&tu 14,3 je moino té% obrdtit. Je-li kaldd mnolina oteviend v (P, SIJ )
A" -n3Fiteind, je vnéjsi mira <u." metricka. DokaZte !

Nivod. Budte 4,Bc P, @ (A4,B) > 0 . Existuje oteviend mnotina G ,

G>4aA, GNBEB (prod?). MnoZina G je podle predpokladu CJ-‘"~1m1.‘i"11'.elné;
pouzijte definici 27 ({lf), kde za testovac{ mnoZinu T zvolite AU B.

c. MeTODA ()

Oznaéme symbolem y systdm v3ech otev¥enjch intervald v En ; pro ILe y
polozme A I = vol I . Nechl navie @€ ? s A @d=0.

Pro A C En bud déle

*
A nr{%; 0 I y , gl 02 }

Utvofme systém v3ech A* ~-méFitelnyeh mno¥in (2*) a znaéme jej v tomto
pripadé symbolem mn - MnoZindm ze systému /X , #ikejme lebesgueovaky méii-
tglhé a funkci A* uvaifovené na M n Fike jme lebesgueova mira & znadime ji

symbolem A (tj. A, = A/ 7)) .

Uké%eme, Ze
(I) V c &t o
(IX) A*I = vol I pro kaezdé I e? .

Je&té Jjednou pripomehme, %e nelze ufit Hopfovu vétu.

[14.5] Lemms. Bud 1€ '? , potom  A¥1=vol I.

®
Didkez. Nerovnost A I £ vol I je z¥ejms (prod?). Bud nynt
-l

- ‘
1¢ U 1,1 € 7 . Potom vol I £ vol I_ (rozmyslete!), tedy
n=x %P n= n
- -
volI € inf{ J_ voll; I e®W , U 154 Y
o=l n* “n =1 P

- Lemma. Pro d>0 oznaéme gymbolem 7%— systém v3ech otevienych inter-
vald v E_ , jejichi primér nepfevysi d . Tedy

%.:{ ie?; dtx)éef}
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{kde d(I) = sup {? {x,¥); x,vy e I} , 5-7 = eukleidovskd metrika v En).
Pro A CEn poloZme

ol
Z*Azinfz volI-Ie? U 154
§ n=1 n’ “n d ’ n=1 n
( A% Je vné j3i mira vytvofend z pokryvaciho systému ( , AN,
'} d
& »*
Potom ZJ‘ = A .

; A% e 2%
Dikaz. Z inkluse %_C y plyne nerovnost £ Ao,

Bud Ac B, chceme ukézat, Ze % A= 24 . Predpoklédejme hned, Ze

B -
;l:‘A <+ azvolwe £>0 . Existujf I € y tak, Ze U I, 24
n=1 .
2 vol I < A4+ —%“ . Ke kaZdému I_ naleznéme intervaly I Y
1 o n

n:
(j =1,...,N{(n)) tak, aby

N{n) N{n)
J 3 ' J £
Ine‘%_,jkzjl o1, , %;volln (vc>11n+-—2?r.~

(existujf vdbec tekové intervaly?). Potonm

U 3os, Ige%; a

n,Jj
-
j £ o
2 vol IY 52 (vol I_ + y< AYA + £ .
n, n ns n 2n+l
Tedy Apas 24+ £ . ale €50 bylo libovolns.

[4.7] vete. vnejss mtra A% je metricks.
Dikaz. Budte 4,B CE_, P (a,B) = d > 0 . Chceme dokézat, Ze

ru, Zvolme € > Q & predpoklédejme  A®(AU B) < +oo .,
Existujt I € ? tak, Ze

a(In)é-{—, I,>AUB, Zv011n<)1“mua)+g .
n=1l n=1

Mizeme predpoklddat, 2e I AN (AU B) #2 pro kekdé n (prod?) .
Je-1i I N A # 8 , je nutnd I,N B =4 ; oznalime-li tedy

B _ . A _ .
1 -{In,InnB#ﬂ}’ I _{In,xnn“ezs}, je

Utsa, U Pos s
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F

Véta.

e

A%auB) +£> Z vol I =

n=1

>

Z vol I +£v011

IGIA

Ao+

s .

JelL?

Odtud jiZ vyplyvé tvrzeni. (Poznamenejme, Ze Atkaz byl velice pfirozeny a

ndzorny. )

ovsky mérfitelnd, tj. B < #

Dlkaz. Plyne ihned z 14.3. = 14

Veta. Pro A CB_ je

.71,

Aa = inf{ 7an ;s Uoa, U otevf‘ené} .

Dikaz. Je-1i A C U (U oteviend), je

de3lého je U €22 ), Budte

oy

U In DA . Oznatime-1i U =
n=1

n

naopak
ol
U

n=1

KaZdA oteviend, uzaviend &1 borelovskd mnoZina v E,

Je lebesgue-

U (podle pte-

I je. U oteviend, U DA a

A u-= An( Ql In) € nzzlvolln,

tudiy —1nf{ AUi U>A, U oteviend } £ 2*a .

|14. 10| Disledky.

(a)
(B)

(<)

(D
{II)

(I1I)

{IV)
(V)

(VI)

Z 14.9 a 14.7 a 13.37 plyne, %e vné j3i mira

2 14.9 téZ plyne, 2e vné&ji5f mira

»
A" e regulérni,

*
A vybudovand v této kapitcle se sho-’

duje s Lebesgueovou vné j8f mirou wvybudovenou v teorii Daniellova integré-
lu. Také gystémy méfitelnych mnoZin splyvaji, Jjak vyplyvd z daldi véty

(a vét 10.24, 11.2.F).

[ -4
Z 14.9 plyne, Ze Z*iA = inf { Z (b,-a,);
n=1

n=1

U (a,,by) 2 A}

pro kaZdou mnoZinu A CE, . Porovnejte téZ s 10.21 a preltéte si 10,22 !

- V&ta, Nasledujicf vyroky jsou ekvivalentni:

Ae W,

V 630 3G, G oteviend, G D4,

VE)O JF y F uzaviend, ¥F c A4 ,
Veso Fo,F, G oteviens, F u

d U, N, Utypu Gy , N nulovs,

A*(G - A) <& ,

A%a-F) <ce |

zaviend,

A=U-=-N

FCACG,

JV.,N, V typuFg , N nulovd, A =VUN.

Dikaz. Provedte sami podle dikazd vét 10.23 a 10.24.
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D. METODA (/)

V tomto odstavcei popi{Seme daldi konstrukci Lebesgueovy miry podle mySle-
nek naznafenych v dvodu. Omezime se pouze na pfipad E, , pro prostory vy3si
dimense je postup pouze technicky trochu komplikovan& jsf.

-14.12 Véta. Bud 7 systém viech konefnych sjednoceni intervald typu < a,b}

n

(-0 < a€p<+e0 ), Pro G=U £a,,b) € , kde intervaly
i=1 1

a ,b,) jsou po dvou disjunktni, poloZme
( 1Y% P
Ag = é (b, - &) .
=1

(8) systém 7 Jje okruh,
(b) funkce A je korektné definované,
(e) A je ( @ -aditivni) mira na ?’

Potom

(poznamenejme, %¢ # € V - sta¥{ toti% polo%it asb - prilem?
A8=0).

bDikez. ProvAd®jte semi podle ndaledujicich bodi.

(a)): Je-11 Ge y' , potom existujf intervaly < a,b,) ,
n

i=1,...,n , po dvou disjunktni tek, %e G = y < ay,b5)
1

(Je toto vyjédfeni v ndjekém smyslu jednoznalné?, nezapomente, Ze
kupfikladu £0,2) = < 0,1) U {1,2)).

(ay) Systém 7% je okruh.

(b,) Bud G € W , nechi

n k
U e = U ¢anp
1-_-1~<1i _j=1<11’

kde intervaly { (ai,bi)} s Te8p. {(AJ,BJ)} jsou po dvou dis-
Jjunktni.
Fotom

i(b-a)zt(B“A)o
=T 1 i =T J

(ey) Budte { (ai,bi)} po dvou disjunktni intervaly
n .

G = _Ul < ag,b) C CA,B) .
i=

Potom AGE<€B -4,
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: o0
(e;) Neen? <4,B) ¢ }-Jl < ay, biJ . Potom

-
- £ -
B - A 2i=1 (bi Ei) .

(e5) Budte {(ai,bi)} po dvou disjunktni intervaly,

a.,b;) = A,B) .
1L:I—1<ii Ay

ol

Pomoci (c;) & (c,) ukaite, 2e B - A = ; (bi - ay) .

(c4) Funkce A je { @ -aditivni) mirs na okruhu y .

114.131 Konstrukce Lebeagueovy miry,
Ke konstrukcl méme, jak jeme jiZ Ffekli v dvodu, dvé moZnosti.

»*
A a Caratheodoryho metodou ziskdme aystém ¢ ( 1') viach a* -méfi-
telnych mnoZin a miru na ném. Z Hopfovy véty pak vyplyvd, Ze

-+

Vc?)t(ﬂ*) a 6= a6 prokatdé Ge¥ .

MoZnost (ﬂz). Miru A 2z okruhu ? Jednoznatn®& rozdifime na

G -okrun G (?) (nezapomente, e E, = Ul {-n,n) a
n=

A (¢ -n,n)) {+oe t), tuto mira-ddle zdplnime.

Vdta 13.47 ném Fikd, Ze metody (/4;) a (£,) daji tenty: vysledek (pre-
cizujte!). Oznalme tedy symbolem J7f | systém 777 ( %) vBech lebes-
gueovsky m&ritelnych mnoZ?in, nechl déle A 1= a* Jje Lebesgueova mi~-

re na My .
14.14] Vé&ta,

{A) KaZdd4 jednobodovd mnoZina je nulovd.

(B) Je-1li (a,b) CE; otevieny interval, je (a,b)e M, a 2,({a,b)) =
= (b - a).

(C) Kaldd borelovska no!ii‘:a;.je méfitelnsd.
(D) Pro kaidou mnofinu A C El Je

Aa = 1nf{ A,Uu; UDaA, U otev!'ené} .

Dikaz. (A) Bud a € E, , potom .
L -
{B} = n <a,a "'é Y.
n=1 n
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(B)
(c)

(D)

Ale 2,( (s, a+%)) =-l]1—' , tudiz A, ({a} ) =0
(kterych vét pouZivdme?).
Ztejm& (a,b) = Ca,b) - {a}; tvrzenf dokafte sami!

KaZdy otevieny interval je mé&iitelnd mnoZina, tudiZ i kaZdd oteviend mno-
Zina je mé&fitelnd.

Bul A CE, , Uotevfens, U D4 . Potom
Aag 2Av- 2y,

Na druhé stran&, zvolime-1i £ > 0 , mlZeme nalézt posloupnost intervall
{(ai,bi)} tak, %e

E4 - 15[ Pozndmky.

(a)
(B)

(C)

Z predchoziho ihned vyplyvd, %e vn&js{ mira 2*  je reguldrni (srovne
8 14.10.4).

Pomoc{ v&ty 14.14 lze nyn{ - stejné jako ve v&té& 14,11 - podat charakte-
ristiku systému ml . Provedte sami.

Z {(B) a (D) predellé vdty vyplyvd, %e vndj3{ mira % sestrojend meto-
dou (f) se shoduje s vn&jd{ mirou sestrojenou pomoci metody (A ) (a te-
dy 1 8 mirou, sestrojenou v teorii Daniellova integrdlu), rovné% tak se §
shoedu ji systémy méfitelnych mnoZin. Rozmyslete!

Odvedime ei nyni jedt& jednu ddleZitou vlastnost lebesgueovsky mélitelnych
mnoZin.

V&ta. Budte x € E; , A € E; ; oznalme

-A={ t&E ; ~t€1} ’
X+ A= { x+t;teA} .

Je-11 A €M, ,jei -2, , x+re, a

21(X+A).

{Vyslovte obdobnou v&tu pro prostory vy38i dimensel).

Dikaz. Provedte sami, pouZijte kupfikladu wity 14.11 a 14.10.C.
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E., NEMERITELNE MNOZINY

V tomto odstavei budeme zkoumat otdzku, zda kafdé mnofina v E, Je lebes-
gueoveky méfitelnd &1 zda existujl neméritelnéd mnoZiny. Oznsalme, ve shodé s pfed-
chozimi odstavel, symbolem 7!.1 Lebesgueovu miru v El a symbolem ﬂ(l aystém
viech (lebesgueovsky} mé@fitelnych mnoZin. Vime jii, Ze je celkem lhostejné, ja-
kym zpidsobem jsme k 4 , 8 v 4 ; Qdosp¥li; at jiz teorif Daniellova rozdifeni
£1 metodou (A ) nebo (,&) .

14.17] Véta. V¥ El existuje lebesguecvaky nem&ritelnd mnoZina, tj.
N | # exp E, .
Didkaz (provedeme podle J II, V&ta 31 ). _
Bud Q mnofines vdech raciondlnich &fsel v E, . Pro x,y € E{ definuj-
me relaci v vztahem:
¥~ Yy, prdavé kdy:Z x -y € Q,
Sami ukaife, fe

(a) relace ~v je vztahem ekvivalence (tj. jest reflexivni, symetrické a
tranaitivni).
Provedte rozkled E, do trid ekvivalence podle relace ~/ (tedy x,y
le?f v téie tiid¥, prévé kdyz x~~~ y ) a necht M je mnoZina, kterd mé
s ka¥dou touto t¥{dou spolelny prdvé jeden prvek (pouZivdme axiomu vybé-
ru!l.

Necht ddle pro ka%dé s € Q jest

M, = { X+ 8 ; xeM}

8 predpokléddejme, Ze mnoZina M je lebesgueovsky méfitelnd.

Opdt sami dokazujte, Ze potom

(b) kaZds mnosina M (s €Q) Je méfitelnd a A M = M,

() B, = U n_,
1 2€Q 8
(a) s#t==->usr\llt=ﬂ,
(e) 21M= 2.1MS>0 {plyne z {(c) ),

(f) existuje n € N tak, Ze 711 (M (-n,n)) > 0.

Polo%ime~1i konelné

N = U M_ i (-n+s, n+s) Je
scQn(0,1) ° ) ’

(8) N (-n,n+l) , tedy AN £ 2n+ 1,

(h) . 3.111 = Z al(ls N {(-n+s, n+a))...= + =0
8¢Q0,1)

- 235 -



{nebel A, (M, N (-n+s, n+s)) = A, (M N (-0, n)) ),

¢im¥ jeme obdrieli spor.,

[14.18] Pozndmiy .

{(A)

(B)

(C)

(D)

V pPedchozi vE&t& jsme dokdzali existenci nem8fitelné mnoZiny. Konstrukce
této mnoiiny zdvisela podstatnym zplsobem na uZitdi axiomu vyb&ru. Nékoho
by snad mohlo napadnout, zda nelze tekovou mnoZinu sestrojlt “efektivn&",
skutedné takovou mnoZinu “"pfedepsat” (bez pouZiti axiomu vybéru, ktery

méd "nekonstrukiivni® charskter}. Snad jiZ mnoZstvi uvezovek v minulé vété
napovidd, Ze podobné problémy tykejici se neméfitelnych mnoZin bude nutné
presné formulovat. Je tFebm pfesné popsat , &eho smime uZivaet, k demu Smé-
fujeme, kdyZ chceme nem&fitelpou mnoZinu v ndéjakém smyslu opravdu sestro-
Jjit. Tyto otézky, v nich® se vlastné dostdvdme do samych z4kladl) metems-
tiky (co je "mnoZina®?, "plati" axiom vybéru?, co je konstrukce? a pod.),
jsou slozitéj31 a spadaji spi3e do oblasti matematické logiky a. teorie
mnoZin.

Uvedend v3ta o existenci nemé&fitelnéd mnoZiny tudiZ nemd velkou "praktic-
kou" cenu. Libovolnd mnoZfina, s kterou se "setkdte", kterou sl "zaddte”,
bude m&Fitelnd. Ale pozor! - posledni véta neni £4dnd matematicksd vidta!
VEdy v konkrétnim pi#f padé je tifeba to dokézat (Z2asto to byvd jednoduché).
Existenci neméfitelné mnoZiny budeme pievdZné poufivat pPi fedeni teore-
tickych problémd, p#i sestrojovédni rdznych protipfikladd.

Nyni lze jiZ lehko dokézat, Ze existuje lehesgueovsky nem&fitelnd funkce

v B, , stalf totiZ uvaZovat charakteristickou funkci nem&ritelné mnoZiny.

Sami dokaZte - obdobnymi uvahami - Ze existuji neméfitelné mnoZiny 1
v E, (n>1) .

Lze dokdézat daleko vice, kaZdy interval v El (a dokonce ka2dd m&Fitelnd
mnoZina kladné miry) a obsahuje lebesgueoveky nemé¥itelnou podmnofinu.
K tomute viz 14,20,

Jako zajimavost uvedme tvrzéni (Sierpinski), -Ze v Eé existuje lebesgue-
ovoky nem&¥itelnd mnoZina, kterd md s kaidou pifimkou, rovnob&Znou s kte-
roukoliv osou, spoledny pravé jeden bod.

F. ™ oTAzxY DALS5THO ROZSIHENI LEBESGUEOVY MIRY

Upozornuji, %e uvahy tohoto odstavce nebudou nikterak trivigln{ s nebudu

je ani nijek pe&livé provdd&t. Chei pouze (informativr®) upozornit na nékteré
problémy, naskytajici se na tomto mistd.

|14.19| Formulace problému.

V predchozich odstavcich jsme ukdézali, jakymi prostfedky a zplisoby lze
vybudovat teorii Lebesgueovy miry v E, . Sestrojili jsme systém ¥ /(4 1
lebesgueovsky mé&fitelnych mno¥in a miru A 1 he ném. Ukdzall jeme, Ze
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(i)
(11)

existuji nemfitelné mnoiiny (tj. 77 1 # exp Ey),

lebesgueova mira A 1 Je invariantn{ vdZi transleci, tj. plati A €2 .,
xEEl'———-‘-‘?xﬁ-Aeml a 21A= ﬂl(x-l-ﬂ) (viz vétu 14.16).

Otdzka, kterou budeme zkoumat, je ndsiedujici:

"Exiétu,je G -algebra }0 podmnoZin E_l a mira/l. na }9 tak, aby
W Mic¥ ., M, P,
(B) 4aeM, = Ah= M,
(c) aeg , € E, = x+ ey a(u.(xm):/t A"

Jinymi slovy: lze Lebesgueovu miru roz3ifit na 8ir3i systém mnoiin (nei je
systém 7 ) tak, aby nové mira byla stéle je3td invariantni vid¢i trans-

laci?y
Specidlng, zajimd nds, zda lze volit ¢ = exp E; . Opét jinak - zda lie
Lebesgueovu miru roz8irit na systém v8ech podmnoiin E, .

Al jsou odpovédi na nafe otdzky jakékoliv, jedno mdfeme Ffci s urditosti.
Novd mira M 8¢ pa systému 5P nemiZe shodovat s Lebeagueovou vné jii

mirou, existuje tedy 4Ae 50 - ml tak, Ze M AE ﬁle . Toto tvrzeni

ihned plyne z véty 13.39. UvEdomte si & promyslete 51 dobfe tento fakt !

Véte. Buld T €/, s necht 2T >0 (kupffkladu T = Ei).

(1)

(2)

{4)

(B}

Predpokldde jme, Ze

§ je @ -algebra podmnoiin E, takové, Ze
(1a) mn 1 Cjo '
(1b)Aefp , erl—__—_->x+Aesp ,
A e mira na ¢ takovs, Ze
(28) A€M, = A= ua,
(¢b) x €E) , A€ ==h s (x+h) = M A .

Potom existuje E C T s viastnosti Eﬂ y .

Poznémky:
Volime-1i specidlné T = B, y = ml, M= 2 1 » Plyne odtud, Ze exis-

tuje lebesgueovsky neméfitelnd mnoZina (véta 14.17). V uvedené v&té je téi
obsaZeno ivrzeni z 14.18.E,

Uvedend vSta té% d4vé negativni odpovéd na jednu z nadich otdzek:
neexistuje mira na exp E1 , kterd by byle invariantni vi&i translaci a
kterd by se shodovalas s lebesgueovou mirou na 14 1 - Objusnéte !

Dikaz. Vynechdme; viz kupt. [He - St]. , véta 10.28,

|14.21i Pozndmka. Lze dokonce dokdzat tuto vétu.

Necht & a ¢  splnujf predpoklady z 14.20.Potom existuje (¥ -algebra
J ¢ exp E, amira y ne T tak, fe
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() YT ,9+T

(11) A¢5ﬂ=?/m= YA,

(ii1) A €7 , xe B =% x+4are7 a Y(x+A)= M¥a.
Rozmyslete a komentujte !

Tim jsme, zdd se e \plné, vyferpali odpovidi na nafe otdzky. Vidime, Ze ne-
existuje O -aditivnf roz8ifeni Lebe sgueovy miry na exp E; , které by bylo
invariantn{ v82i translaci. PoloZme si tedy otézku, zda existuje alespon
koneZng& aditivni roz3ireni. Odpovéd ddvd nédsledujic{ véta.

- V&ta (Banach). Existuje konelné¢ aditivni mira & na exp E; takovd, Ze
(1) Ae |, —> 2Aa= ua,
(11) A (t+a) =M A pro vdechna t €E; , ACE, .

P

(Op2t poznamenejme, Ze nemiZe byt.((l' = 711 B

Dikaz této véty neni nikterak snadny a vyZaduje hlub3i znalosti napfikled
funkciondlni analyzy (kup¥f. Hahn - Banachovu v&tu).

Ii4.23l Pozndmka. Zajimavé je, ¥e predchozi véta zlstdvd v platnosti je3t& pro E
zatimco v prostorech vy3%{ dimense jiZ ani tato véta neplat{.

2]

G, CVICENf A PROBLEMY

4.A| CviZeni. Nechi F € < 0,1)> je uzavtend , A,F =1 . Potom F = £0,1>,
ukaZte !

|14.B| Cvident.

(a) Budte 4,B CE; péritelné. Potom AxBe M, a

A ,(AxB} = 2.4 . 7118 .
UkaZte ! '

o
{b) Je pravda, Ze 2*2 (AxB) = A

»
1A« 4B pro kerdé A,BcE; 7

]14.CI Reguldrni miry.

(a) Bud X 1lokdlné kompaktni (metricky) prostor. Necht A4 je mira na
@ -a1gebre f.‘) B(X) { B{X) znamend systém v3ech borelovskych mnoZin
.viz 13.B).

Rekneme, Ze mira M  je regulérnf (pozor! nepleite s regularitou vngjsf
miry, definovanou v 13.36), jestlife

(i) (a F £+ o pro kazdou kompsktni mnofinu F < X ,
(11) M A = 1nf{(a- U ; U otevrens , Acu} pro katdou Ae¢f

(111) M U = sup { ‘JL'F; F kompakt, Fc U } pro kaidou otevienou
mnofing U € X : : s :

(promyslete !).

- 238 -



(b) UkaZ¥te, %e Lebesgueova mira v El Jje reguldrni.

(c) Bud X 1lokadln® kompaktni. Necht kaZdd oteviend mnoZina v X je @ -kom-
paktni {= sjednoceni spoletn® mnoha kompskinich mnoZin). Nechi A je mira
na B(X) splnujici (1i). Potom je ji%¥ mira M reguldrni (uvédomte si
pfekvapivost tohoto vysledku !). DokaZte | ‘

Ndvod., PredpoklAdejte nejdifive, Ze X Jje kompakt a uvafujte systémy mnoZin

4

-'6& {EeB(X);_(uE aup{/LF;Fkompakt,chE}} .

(d) Bud (a mire na B, (= borelovské mnoziny v E,) takovd, Ze
/L(O,l) =1, M(E+x)= ME pro katdé x € E), EE€B, .

Potom jiZ jJe A (na B,) rovna Lebesgueové mire.
(Op&t si uvédomte prekvapivost 1},

1}
]

{EG$ (X); ME 1-nf{,uu- ; L oteviend, > E}} ' a

L

Ndvod. Ne jdfive ukaite, Ze x b =0 pro katdé
(u

Poté aplikujte {(c).

€E, a (lL(a,b) = b-a.

(e) Sestrojime pfiklad nereguldrni miry. Nechi X; = E; s eukleidovskou metri-
kou a X, = E; s diskrétn{ metrikou. PoloZme X = Xl x X, a zavedme do
X pfirozenym zplsobem “"soudinovou® metriku (provedte 1),
Pro A€ PB(X) poloZme

{U.A=2 ﬂl{y;[x,y]EA}
xe
1 . .
(ﬂl je Lebesgueova mira; jednd se o zobecndnou Padul - viz 9.J).
UkaZte, %e A Jje neregulérni mira na B(X).

o0

(f) Ukédzeme jestd jeden netrividlni prikled. Nechi {rn}
n=1

Je pesloupnost v3ech rationdlnich &isel Bl ’ nechi

1

g(x) pro x €(0,1), g =0 Jjinde v E,.

b 4

-
A (x+r ), xekE
= 2n8 n'? 1°

UkaZte, 2e f« &,

Pro A€ 3;' poloZme ddle

MA = [rz

(Lebesguelv integrédl). UkaZte, Ze

Ddle poloZme

H

f{x)

(1) =mfra K Jo @ -koneind ,
(2) M (a,b> =+ e pro katdé a,b€E ,a<b,
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{g)

(h)

(3) mira (u neni regulérni.

Poznduke, Lze dokdzat, Ze (v podstaté&) kaZdé reguldrni mira na & ,

je jiZz Lebesgue-Stieltjesova mira, kterd jJe vytvofena z neklesajici, zleva
spojité funkce ¢ na E; . Obrécend téf platf, Ze xa¥d4 takovd
Lebesgue-Stieltjesova mire je regulédrni. V tomto smyslu si regulérni miry

a Lebesgue-Stieltjesovy miry navzdjem jednoznaéné odpovidaji.

——

reguldrni mira na B (X) Je jiZ @& -aditivni.

|14.D| Cvigeni, Promyslete cvideni 10.H.

- 240 -



15.Pi"i.klady dal3fch mér

Obsah: A. Lebesgue-Stieltjesova mira v E; .
B. Hausdorffova mira.
c. * Soudin mér,

L. Cvideni a problémy.

A. LEBESGUE - STIELTJESOVA MIRa V Eil

V celém odstavel predpokléddejme, Ze f je nekleeajici funkce v E, .
Budeme postupovat obdobnd jako pfi vytvdfeni. Lebesgueovy miry v kapitole 14,
m&li byste s8i ji proto nejdrive prostudovat. Budeme struéni.

|15.1| Metoda (A ).

Nechi 'g’ sestdvd z prdzdné mnoiiny a ze v3ech otevienych (omezenych)

intervald v E, ; pro (a,b)€ ?’ poloZme . Ay (a,b) = ¢ (v-) - ¢ (a+),
necht Ay 8 = 0. Vytvoime z pokryvaciho systému (y » Ay) wvndjat
mira 1% a déle systém 2, -meritelnych mnoZin #, . Obdobnd jako

v odstavcich 14.5 - 14.11 dokaZte, Ze
(4 Apla,p) = ¢ (b-) - P (a+) ,
(B) }I*y je metrickd vn&jsi mirs,
(C) ",, je regulérni vn&jsi mira.
Déle dJokaZte, Ze
(D) 2;{::} = @ (x+) - ¢(x-) prokstdé x€E, ,
(B)  Ag(<abd) = ¢(b+) - @) .

15.2] Metoda (4).

V tomto odstavci piredpoklddejme, 2e¢ funkce f Je ‘spojitd zleva v kaZdém

L td

bhodé El . Oznalme tentokrdte symbolem 'l? systdm v8ech konelnych sjedno-
¢ :

cent intervald typu < a,b) (- oo <ca€b<€+ oo ), Pro

n .
-~
G = 1L-}1 <a,by) € ? , kde poslednfi intervaly jsou po dvou disjunktnf,

poloZme
n

246 =§ (Pl - Plap) .
Opét - Jjako v 14.12 - doké!te, ze
(A) systém ? Je okruh,

(B) funkce Z’ je korektné definovéna,

27571 Pl6.
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(c) 3’ je @ -aditivni mire na ?' .

Nechi 250 Je vné;3i mira, odvozend z pokryvaciho systému (? , 3!, } .
A op¥t doksite, ze

(D) ﬂy je metrickd, reguldrnl vndjsi mira (uvidomte si, Ze podle Hopfovy
vty E?Zdy interval, a tedy i kaZdd borelovskd mnoZina jJe 71? -méfitelns
a utijte 14.4.B).

(B}  Fp (Layd ) = g(v) = Pla) (= 2y (<a,p) ),

(F) 71,({::}) = @ ix+) - gix). \ _
MiZete téZ miru 2’ z okruhu y roz3iFit na '\ & =okruh @"(%) a
potom zuplnit (viz 13.43 a 13.47). "

5.3 Porovnénfi metod (A) =a (A’ ). \

(A) Je-li fun?:ce ¢ spojitd zleva v E, , potom 2,; :'-\\31} .

Ddkez. Podle 15.1 jest

| »
Al <am)) = At {a}) + Aplap) = flav) = Pla) + Plo) = Plan)=

= Sﬂ{b-) - 50(01-) = y(b) - _99(8) = 2y(<ﬁ.b 1)

* Ll ' N

Tedy ﬂ’ 2 ﬂy ne systému y +« Nyni z regularity vné&jiich mér ﬂ} ,',\.
-3-} a z obecnd véty ve cvideni 13.R plyne pofadovans rovnostm(proveate
podrobnd! )., DokaZite t4Z toto tvrzeni pfimo z definic 2; a 715, .

(B) Nechi funkce ¢ je nyni libovolnd. Definujme funkei ¥ m E

ptedpisem

(x) = lim (y) = (x-) .

poo= 1 g g

Zrejm® Y Jje neklesajici, zleva spojitd funkce na E; (dokaite!) =
y (z+) = y(zﬂ y ¥ (z=) = ¢(z-) pro kazdé z € By .
Opét
Ay (Caip)) = pib) - P(a) = Ploo) = Pla) = Plo-) - Fla) =

=_.a; ( ¢a,b))

g *

a ze stejného ddvodu Jjako vyde jest taedy ﬂ, = ﬂy .
Neni-1li tedy funkce f spojité zleva, mdZeme vytvoiit funkei ¥ a na ni
ji% miZeme pouzft metodu (£) . Tim jsme ukézall, Ze metodu (&) ndZeme
pouZit v kaidém pfipads.

5.4]| Cvitent.

Do tchoto odstavce zahrneme ve formé cvileni nEkteré dalidf vlastnoati
Lebe sgue-5tieltjesovy miry. Dokalte je !

271571 TE
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(A)
(B)
(C)

(D)

B.

Jako v 14.13 popilte podrobnd® metody ( Al) a (/5’2).
Vyslovte vétu analogickou v&t#é 14,11 pro LS~miru !
Ukaite, %e pro kaZdou mnoiiru A € My platl

. »* :
/‘l;(A) = sup { ﬂ?(l() ; Kc A, K Xxompaskt } .
Ize vyslovit vEtu podobpnou vété 14.16 7

HAUSDORFFOVA MIRA

15.5] Definice. PPedpoklddejme v dal3fm, 2e (P , @ ) Jje metricky prostor,

[15.6 veta, Funkce~ (ll; je metrické reguldrni vndjs8{ mira.

Symbolem dA(A) oznalme primér mnoZiny A (viz 14.6) . Pro kafdé priroze-
né n poloime

- . 1
?n'{UCP' U otevfend, d(U)fn} .

Bud konedn& p * 0 . Pro kaidou mno%inu G € P poloime
AG = [d(G) ] P (navic A B =0)a vytvofme vndj8{ miru 2,: z pokry-
vactho systému ( ¢ , 1) . ZFejmé ?1 > yz 3 ?3 > ..., tudiZ
Z‘lA £ 3'2.& £ A 3b £ ... pro kaZdou mnofinu AC P {(odlivodnéte!).

PoloZme koneéné pro ACP

o+ _ »*
(u_pA = lim ?I.nA .

N —e s

V dalsim ukdZeme, Ze funkce (ll-*' Je vn& j51 mira a budeme ji nazyvat
p-dimensiondln{ Heusdorffovou vnéjsdf mirou.

Dikaz. (A} Funkce (‘L:; Jjo wnédj5{ mira.

Jeliko? vSechny funkce ﬁ.*n jsou vnéj&1 miry, plyne lehko z limitniho
pfechodu, #e funkce (a; splhuje axiomy (VM) - (W3) z 13.16. 2Zbyvd
ovérit (VM,). Bud tedy

L]
A C U Ai . Potom
i=1

F ]
- - ¥
AL ut A =11 a"(UA)Gli A a
“p “p (1L=}1 i) n-: n\ 4o; 1 n-c-:- ;. n™i
- -]
€ 1lim Z *A, = Z *A .
nwoe 1=1 ‘upi' =T o

(B) Vn&j3l mira (u.'p Je metrickd (viz 14.1},

Buite 4,B< P, @ (4,B) >0, Chceme dokésat nerovnost (u*pu'u B)

2 (‘-;A + Jl-*pB (obrédcend nerovnost je zie jmd, prod 7). Stalfi tedy pied-
poklédat (u‘;uu B) < + @ . Naleznfme n, tak, aby \f (A,B) > % |
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5.7

pro kazdé n >n, a zvolme E> 0, Pro kaidé n existujf mnoZiny
k .
A, € y , tak, Ze

o — 2
U sksaus, 2 248 < A aum +eE
k=1 k=1

Potom oviem pro n>n, jest

x

* k £
ZnA+ Rnaé kZZl?IAn < ?ln(AUB_)+5

(Nezapomeﬁte, Ze 24dnd =z mnoZin Aﬁ nemiZ%e mit spoledne body jak s A
tak s B .)

y

*
Tedy )l*nA + a*nB £ A n (AU B) (pro n > no) a limitnim pPechodem

dostdvdme tvrzeni.

(Porovne jte tento ddkez s dlkazem v&ty 14.7.)

{C) Vpéj3{ mira (“#p je reguldrni (viz 13.36).

Vime jiZ z piedchoziho, Ze kaZdd oteviend mnoZina je (u?—méfitelné.
K ddkazu regularity stad{ nyni dokdzat toto:

ke kaidé mnoZinéd A € P existuje nerostoucf posloupnost { Gn}
otevienych mnofin tak, 3Ze

#*PA=/£*P( le Gn)

(odlvodnéte! viz 13.37). Buld tedy AC P . Je-1i Ca*pA = +eoo , stads
poloZit G = P (pro¢?).

Nech{ Cu?pA & + oo ., Nalezndéme (pro kafdé n ) mnoZiny 4k tak, aby

n
-]
VI ) K ¢ 2%, .2
gl 554, k=lAAﬂ € A a4+t .
-]
Poloif{me-11 G_ = LJ Aﬁ , lehko ové&fime, Ze

Pozndmka. Dal3f{ vlastnostl Hausdorffovy vn&jdf{ miry jsou uvedeny ve cvide-

ni(:h 150F - 15.L.

- 244 ~



»*

c.” soulin MER

IlS .B l Formulace problému.

M&jme ddny dvé trojice - (X , ¢, M 0, M, v) - kde M (resp.
V ) Jje mire na @ -okruhu ¢ (resp. M ) podmnoZin mno¥iny X (resp.
¥) . Hleddme nyni v kartézském soudinu X x ¥ takov§y @& ~okruh fé?‘/l{
a takovou miru (a, & v na 59 @ M, aby platilo:

(1) Aegﬂ,Bedt——";}AxBejPéu‘t,
(ii) Ae¢ ,Bedt==>(u§vux B) = A4 4. ¥B.

Je otdzkou, zda takovd mira a takovy @ -okruh vibec existuje a je té
problém, jak dalece jsou na3imi podminkemi (i), {(ii) jednoznad&nd uréeny.
Existuje op&t vice zplsobld, jak konstruovat (a- 8y a f' 5\/'( » Jeden
2z nich vyuZivd definice integrdlu a uvedeme jej v 19.7; nyni probereme dva
Jjiné zp&soby; které jscu sice elementdrni, ale trochu technicky komplikova-
né.

ProtoZe budeme prevéZng pou¥ivat rozdifovacich vét z teorie miry, vyplyvé
odtud omezeni se (vEtdinou) na piipad G -konednych mér, Proto predpokléd~
de jme , Ze A a Y  jsou @ -kone&nd uplné miry (lepdi &tendt si miZe
promyslet, které véty plati 1 bez nékterého z t&chto piedpokladd).

5.9/ Metoda ( & ). Budte tedy (X,jp ,/L ) a (¥, A y ¥ ) jako v prededlém
odstavei. Oznadme symbolem

?’ ={AchXxY ;--A'ejo , Bedt}

a pro Ax B e ? poloZme

A(A xB) = (uA. Vv B

(poznemene jme,%e platf implikace

AxB=CxD == A=C,B=D;

pro¢ je dobré si toto uvédomit 7).

Nechf A" je vn&js{ mira vytvorend z pokryveciho systému ?, A,
Problémy, které nds za jimaji, jsou - Jjako obvykle - tyto:

(1) zda %C %(2*),
(11)  zda A'(G) = 2 (6) pro GE Y .

UkdZeme, %e tomu tak jo {prof nelze uZit Hopfovu vE&tu?).

-]
[i5.10] Lemma. Bulte ¢ , G, € ‘gt , G¢C nLi G, . Fotom

1
oy

A.q < z 7LGn .
n=1

Dikaz. Pro A C X x Y poloime
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n n
m"-A:inf{ iZ:IAGi;Giey , Ac E_z)l Gi}

(pozor! mnoZinu A pokryvame konelnym sjednocenim mnoZin z y , porov-
nejtéw&f a A% 1),

Nen{ t&%ké ukézat, Ze

(1) a3 =0

(11) QO (EUF) £ W'E + F ,
(111) ECF == «'E £ "F ,

(iv) JG6G<€ AG pro ch .
P n-
Je-li nyni G, G, €Y , G U o, , polotzme k = U g, .
, _ n ~ i n _ i
1=1 i=1
DokdZeme-1i, %e 1lim e&"K_* A G , obdriime
N—pen n

n oo
. L n
AG £ 1lim aa"Kn = lim J(U Gi>£11m 2 ao"Giz 2 26,
I L nN—poo i=1 n-rec  i=] : i=1
& budeme s dikazem hotovi.
- Dokazujme nyni nerovanost lim oo"Kn * AG.Necht G=4axB, aed ,
B € W , prifem’ se omezme na pfipad MA <+ =2, VB <+ = (pro
jednoduchost; ostainf pf{pady si rozmyslete sami).

Zvolme & >0 a oznaime

»
Hn={x€A; y KX !va-s}

(zfejmé KX € M pro kafdé x € A). Podle predpokladu pro kaidé x € A

-
pratt™ U x¥* 58, t5. 1tm v k5% = yB . 0dtud plyne, ze
n=1

-l
yl M = A, tedy (L(A = lim (u.lln . Existuje tudfZ n_  tak, Ze pro
kaZdé n)nc Je (”-Iln><aA-£ .

Celkem dostdvdme, Ze o (K, N (M x B)) > 4M (YB-2¢&)
{posledni nerovnost si doble prorﬁyalet,e a detailné dokaite !, je to jakdai
*Fubiniova v&ta"), tedy

*

wKni‘((uA-e)(VB-E) pro n > n, .

E::g Véta. PFi oznaleni odastavce 15.9 plati:
(1) Zc ()

(11) AG = A6 pro kazdd Ge?‘_

Ddkaz. (1) Bud G EZy y TCX=xY, A*T ¢+ o0 (T je testovact
mno%ina, viz 13.24), a bud E>0 .

Naleznéte Gnc ‘? tak, aby
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ey -0
& k3
UGDDT, zm AG ¢ Ar+e .

n n » G = A B, potom

G,N G = (A, N A) =(B NB) =1,
- 4oaat . 12 3
6, -6 =[tann = -m]u| (hy:$ 4)'x B, = 12u1,
pFidem A Iﬁ + A Ii + A Iﬁ = A Gn (proveate podrobné) a

1 Z _ 13 =

I.¢6, ING=12Nno=9. ,.

Odtud plyne, Ze miZeme predpoklédat ihned, e G,C G anebo G NG = 8.
Koneéneé tedy

A -6) + ANTAG) < ): A6, < A+ £ .
n=1

(1i) Zifejmé ARG <AG pro G € . Chceme dokdzat,obrécencu nerovnost,
stad{ tedy pPedpoklédat, 2e A*G <+eo, Bulte Ghey
-

o 4
U s_>¢c . Potom (pouztj 15.10) ) AG, * 26, turz AG>* A6.
n=l n=1

pal *
|15.l2| Pozndmke. Ozpadme tedy symbolem }’ ® M systém M (A a aymbolem
-~
& ® Y funkei 2A* uvaiovanou pouze na ¥ & M .

Budeme nyn{ zkoumst jednoznalnost miry A @ V vyzhledem k podminkém (1)
o~y

a (1i) z 15.8. Poznamenejme, Ze mira A @V je @ -xoneZné (predpoklé-

déme, e M , V  jsou @ -koneiné!), Stadi toti% nalézt A€ ¢,

B,e M , A€ A< Ay ,..., B C B €Bjc ...,/u.An <+ oo,

acd [
Y B < +eo tak, sby ﬁL=)l AL =X 5 U B X 8 poloZit C_ = A = B.

n=1 0"
-y - b
Potom cne ?cyeult , (aov(cn)<+=~, glcn=st.

15.13] V&ta. Oznalme symbolem J tiidu viech konednych disjunktnich sjednocent
mnoZin z ? . Potom & je okruh ( & je prdv® okruh generovany systé-

mem ?’ ).

Diksz. Obdobné Jjeko v dikeze véty 15.11 si uvédomte, Ze

(4 = B N (A2XB2) = {4, N A;) = (B;NB, ),

[(aynap =B 8] U [(a; - ap) =B8]
(kreslete 1), tudii platd

(4 = B)) - (4, > By)

Gy, Gae.?=p ¢GNG, G -0, .

Nyni tvrzeni ji% lehko plyne ze vztehd
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(Pozndmka. Sta&ilo v 15.13 pfedpokléddat, Ze jV , A jsou okruhyT)

"~

-15.14 V&ta. Funkce A% je mira ne okruhu & . Je-1i A jind {stad{ koneénd

aditivni) mira na & , splnujici podminku

Aejﬂ , Be M= /“'l\(AxB) =MA. VB

o

(tj.£=ﬂ* nay } , potom 2=3. na &

Dikaz. DokaZte sami, tvrzeni ihned vyplyvd ze vztashu ?C D (2‘) s
véty 15.13 a z tcho, Z%e A% je mira na ( %y .

15.15| V&ta. Oznalme symbolem 5P ® M (‘.'T-okruh, generovany systémem ? « Fotom
existuje prévé jedna mira, ozname ji symbolem K&V 6na ye M
takovd, Ze

Ae¢f ,BeM =D MBY (4xB) = MAAh VB

Tato mira je @ -kone&nd e navic mira /L Y] na systému fSJC
je jeji zdplnéni.

Dikaz. Polofime-1i M@ Y (AxB) = uh ., VB pro A€y , BelM ,
lze tuto funkci jednoznalnd roz#ifit {podle 15.14) na okruh & a protoZe
YoM =G (D) , lze tuto ddle jednoznaind podle v&ty 13.43 rozdffit
na Y& W (nezapomente na @& -konelnost v 15.12 !).

Zbytex tvrzeni plyne z 13.47.

Ii5.16[ Poznémka. Predtdte si cvidenf 15.0, v nichZ vynikne rozdil aystémd
Jo M s Y8 1

|E5.17| Metoda (£ ) . Budeme nynf ji¥ strutni.
{A) Definujeme nejdf{ive systém y a funkci A  jsko v 15.9,
?:{AxB;Aegﬂ,Be&},n(AxB)=(u.A.VB.

(B) Definujeme systém & Jjako trfdu vdech konednych disjunktnich sjednocent
mno%in z '?‘ a ukéZeme, e & je okruh {generovany systémem 7’ )
ste jn& jako v 15.13. : '

n

(C) Pro D = .‘;L)l (& x B':‘.)G-'g (A, * B; € y ) poloZme

n

N .
2D =£. A (a; % By) = Z ke R

i=1 i=1

a ukaime, Ze
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definice A neni v rozporu s dfivéjdi cefinici - wnoZiny z y {to
je Jjasné),

(Co): definice funkce A nezdvisi ne "vyjédfent® mncii.y U , tj. je-1i

D = U a, x B, = U Cjije.@ , potom

n k -
. = c. . YD,
g(“i Y By j=1(u J. J
(ani to neni té’h‘iké),

(Cj): funkce A je na okruhu £ mira (dﬁkaz. & -aditivity A je ne jt&23{,
musime vlastné dokdzat jakousi "zeslabenou" Fubiniovu vétu, obdobnou
lemmatu 15.10),

(¢,): A je O -konednd (to je trividlni)

4 . - ' .
(D) Nyni podle véty 13.43 lze A jednoznaéné roz3ifit na miru (kterou ozna-
&ime) (aov na 590\1( = @ (y y= (2 ) a tuto ddle zdplnit na
miru (uo Y na 50@ M . Podle 13.47 daji metody (&), (ﬂ) tentys vy-
sledek. S IR o :

5.18| Zavér. Budte M oe Y @ -kone®né (uplné) miry nagﬂ a M .
Oznaéme,'g .={.A><B;Ae5ﬂ ,Beu‘(}anecht SVO\AL Je .
@ -okruh generovany systémem . Potom existugje prave jedna nira
M@y na YoM tokovd, Fe

Aefp , Bel —> (a@y’ (AxB)—(aA.:VB.

Mira (u.ev neni obecné Liplné. Oznaéme proto (uo by miru na yo\ﬂ ’
kterd ji zuplnuje.

D, CVIGEN! A FPROBLEMY

(V daldtm ¢ Je neklesajic{ funkce v E; , - 71;, je vnéjs1 LS-mira e
R :
ﬂ’; = Rs‘/m? .')
5.A| Cvideni.

(A} Nechl (/=0 na (-, 0), 5ﬂ= 1 na L0, +e ),
Spodtéte Ay (-1,0), Al {0} ) .

(B) Naleznéte 50 tak, aby -
o

A (a;b) < y (b) - _gﬂ(a) < 2?(<a’b>) . R,

¢

| 15. BI Problém. Nechi y’sestévé z otevfenych intervalﬁ déle poloime (d (a;b) =
= }P(b) - f(a) = v,ytvof-me vnéjéi miry t“ z pokryvaciho 8y stému

(? Mg )- Je pravda, Ze ﬂ-’ = 2’ 7 Platf,. Ze {a’ (¢¢ na y ?




15.C

Problém. Kaidé neklesajlc{ funkce ¢ urduje jisty systém mnoZin m; .

Vime, Ze vidy B, < Mg (kukdé borelovské mnoiina je ¢ -wEfitelnd).
Lze volit funkei ¢ tak, aby B = MMy 7T Lze volit ¢ tek, aby
m’ = exp By ? (Viz té% cviteni 12.E.)

15.D| Problém. Bud (‘L" vné j3i mira v E, . Pidme se, zda existuje takovd nekle-
sajici funkce f , aby (u*= i!} .

(A) Nechi ? sestdvd z otevienych intervelt v E, , nechi A Je nezdpornd
funkce na ? { #=0) a nechit vné j&{ miras (u' vytvolend z pokryva-
ciho systému ¢ s (% ) Je metrickd a pechi (a"’((a,b)} L+ o= pro
katdéd -e0 < a &b £+ e, Potom existuje neklesajici {a spojitd zleva)
funkce ¢ tak, te 4" = Ay . Dokaite!

.

(B} Uka%ite, Ze vnéjs{ mira z 13.F.f neni tvaru Ay !

{C) Viz té% 14.C , pozndmka (g).

-l

15.E} Cvidenf . Bud G CE,  oteviend, G = L (a ,b,) , kde posledni inter-

valy jsou po dvou disjunktn{ a poloime
=

AgG = 2n= (P~ - @ (ape)) .
Ddle uspofddejme systém viech otevienych mnoZin pomoci relace 2. , Je-1i
AcC El , Je systém vBech otevlenych nadmnofin mnofiny A usmdrnény (viz
cvidenf 1.K) a

a0 =11 2,0

| 4
{ jednd se o zobecnénou limitu). Dokaite !

15.F| Cvidenl. Uka¥te, %e
p L ]
"
(upA = gup inf [dui)] ; A= U 4y dh\i) <E pro kaZdé 1}
>0 i=1 i=1l

pro ka%dou mnofinu A C P .

15.G] CviZeni. Co by se stalo, kdybychom pfi definici Hausdorffovy vnéjii miry
vzali za systém '? systém vd3ech podmnoZin proatoru P 17

15.H| Cvideni. Bud H(x) nezépornéd spojitd, neklesajici funkce, definovand na

{0, +o=> (= <0,+e)U {+=1}) , HO)
stejné jako v 15.5 , pro G € 7’ poloZme A G

"

0 . Definujme systém vn
H(A(G)) a vytvorme vnsjs{

.miru ).: z pokryveciho systému (yﬂ + A ) . Kone&n& poloZme

# *
(aH(A) = 1lim an‘ .

n-=o»
Studujte vlastnostl funkce (“‘;l (je to vn&jd{ mira 7, je metrick4,
reguldrnf 7).

(Poznamene jme, %e Heusdorffovu miru obdriime epecidlnf volbou H(x) = xP.)
Lze vynechat predpoklady spojitostl &i monotonie funkce H 7
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[%.3] cvizeni. 1. Uvahy odstavcd 14.7, 15.6 a predchoziho cvifeni nds vedou
k ndsledujicimu zobecn&ni.
Bud (P, P ) metricky prostor, nechi (y » 4 ) je jeho néjaky pokryvaci
systém.
Pro ne€ N polozme ? 0= {Ge ? ; ala) é%} . Nechl A% je vnaj-

81 mira vytvoiend z pokryvaciho syatému (? ,A) a 2’:1 budte vnéj-
81 miry vytvolrené z { ?’ n? a). '
Nechl kone&né

W
(L’A:lm A" A o AcP.
N=tews

(Pro¢ existuje tato limita?) UkaZte (obdobm@ jako v 15.6), e
(a) (a.* je vnéjsi mira,
(B) (u" Jje metrickd.

2. JestliZe kaifd# mno¥ina ze systému ? je borelovskd {(tj. y c B (P)),
potom .

() (a* Je regulédrni vn&js{ mira.

{Naleznete priklad, aby (u.* nebyle reguldrni?)
3. Jaky je vziah vnéjiich mér A* a (U.-* 7 Mupi platit /L‘: A% g

4" Predpokldde jme, 2e ka2d4 mnofina ze systému % je oteviend a Ze
-0

P = Ul A, kde A jsou oteviend & z“*“n< + e | Potom nd-
n=

sledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) AGWZ((‘L‘) (mnotina & Je zu'-méi‘itelné).
(11) Y &€ > 0 3 6, G oteviend, G D A » AT(6 - DRE,
(11) ¥ & > 0 3 F, F uzavfens, Fc A, 4'(a -F)<E,
dokaZte! UkaZte, %e toto tvrzeni zlstane v platnosti, pideme~1li vEude
A* misto (u* !

5. Nechl ke kazdému £ >0 , ke ka%dé mnoiiné A € ? a ke kardému
n € N existuje posloupnost {Ak}, Ag € 711 tak, Ze

n
- -l
UA‘;:A. J_ AUk aa+g .
k=1 k=1

Potom A*= R‘n = (a* , dokaZte ! (Aplikujte kupf. na Lebesgueovu miru,

viz 14.6).
6. Jako netrividlni ilustrujic{ ptiklad miZete pouZit nédsliedujici:
P=E ,
1{:} =1, Alab) =oo .

Jek vypadd A", A M Al

? = jednobodové mnoZiny a oteviené intervaly v El ’ A0-= Q,
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7. Ukazte, Ze podxrany (i} - (1ii1) ve 4. ne,]sou ekv1valentn1, volip~ -1i
p:Ea,(u (4(1 (v12155)

15.J] Priklady.

x
1. Je-11 P =¥ , potom (‘l'l je rovna vnéj8f Lebesgueové mife.
2. Je-li P - L, , G CEy oteviensd a he- ;‘ézdné, poiom &c“}G = wa
3. Je=1i P=3# , Ac E , potom (u_*nA =0 , nrédvd kdy. A md
Lebesgueovu miru aula (,R.nA = Q..

4. Je-1li P =k, , I € E; otevieny Ctverec, potem

(a*ZI 2,1 ¢ 2?&2: |

i

. * .,
15.K| Cviceni. Je~11 (a pA {+ee | g>p, potom (apA =G .
DokaZte ! : i e ) : _

|15.L| Hausdorffova dimense.

Na zédkladé predchoziho cvifeni poleime pro A< P
dimA=sup{p)O; (”'*pA=+°°}

(vyjimeén& sup B = 0 ) & &fslo dim A nBzvéme Hausdorflouvou dimensi

mnoZiny - A .

UkaZte, Ze

(1) q > dim A %(JLQA
Q¢aima =d> utp=re .

(2) U<cC El oteviend a neprézdné =2 dim U =1 o

{3) JE"li AcCE,. ,jednobodové, potom dim A = 0 ; kaZdd spoléetné podmno-
Zina El mé dimensi o,

ik

o

{4) ,]e-li AC El , dim A = 0 . potom mnoéina mé Lebe'sgueovu miru nula,

(5) dim Ak = p pro ka¥dé k => dim ( Ak)

(6) je-1i C < <O 1) Gantorovo ‘diskontinuum, pot.om

dim C = ILE '
log 3

(7) existu,ji neapcéetné podmnoZiny El dimense nula.

15,M| Cvigeni. Buate f , resp. M @ -okruhy v X , resp. I .
Oznalme, jako. df‘ive,‘jpo W G -okruh v X»»x X, generovany systémem
={AxB Aed ,Be M } .
_ Nechi -okruh,y f » M jsou generovény systémy Y . W, ti.

P=G (), M=0(W).
Nechl ddle & = { AxB; Aae? ','Bfe."W' }
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|15.Nl

Potom ya M = @_(s&) , dokazte !
Nivod, Ztejmé Hc PYOM , tedy 1 O (& )c f’adt.

Pro dlkaz obrécend inkluse uvaZujte systdm

{T'C Y ; ExTe( (-@‘)} pro .EET—A.

Cviteni. Buld Me f@& K . Pro x€ X , ye Y oznaime
Mxy* :{ ye ¥ ; [-x,y] < M}‘,
* —
Y = xex; [x,¥] € M} (viz téx 11.5).

+*
Fotom M ¥ e M & M’-Vejﬂ (pro kazdé x€ X , ye€ ¥ ),
Dokazte !

Névod. UvaZujte systém A ={_ Ee o M E* ¢ M pro viechna
x€ X

a ukafte, 2e A je (@ -okruh obsahujici systém
7={AxB;Ae_¢,Be.ﬂ} .

Soudin Lebesgueovych mér,

Nechl }ln znamend Lebesgueovu miru v E_ , A systém viech lebesgue-

n n

oveky méPitelnych mnoZin.

{4) Ukazte, Ze 2}{10 ??Z, c 7,

—————— H 2 -
(B) Ukaite, 2e 7, ® M, # N,

Ndvod. Bud x € Bj, A CE;, nem¥Fitelnd mnoZina.

Potom { x| x & € m2 {nebot {X}xA c {x}xE] & posledni mnokina je
je A, -nulové), zatimco {x} x A ¢ M, ® 7, podle 15.N.

(C) Ukaite, se M, ® M. = m, .

Statf ukézat, te M < 7N & 7M,. Zrejmé kaidy otevreny interval v E,
leZf v m_, 2 m., {dckonce v 7}2', ® ??Z’), tudi% téZ kaidéd oteviensd
mnofine (jakofto sjednoceni spoletn¥® mnoha otevienych intervald) leid

v M, @ M, , teqy Byc M, 8 7, . 0atud,z 13.V s z 14.1UVD)
plyne, Ze ?)‘[g c m’ 2 wn, .

(D) UkaZite, Ze -22 = 4, & Ayl

Ngvod. Pouzijte vétu o jednoznalnosti a vlastnosti 2, .
(E) Problém, Plati rovhost J,® 38,=-23, 7
{(F} Problém. Plat{ rovnost 722',077;: 32 7
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|15.P| Cvideni. Pledpoklddejte, Ze existuje mnoZina A C X , A #}9 a

D ABe M VB = 0 . Uka¥te, %e mira ey e na @ A nedplnos.
' , M

Ndvod. Postupujte obdobn& jako v 15.0.B.

Cviseni. Nechi Vet ,(az Jsou konelné miry na f » Y1 , Y, koneéné

miry na M , nechi V) £ My (t3, ) A% s, A pro kaidé raed ),
¥, €V, . Potom (a,a Y, £ 4, @Y, . Dokaite !

Fal
Ndvod. Uvaiujte systém {Ae Yo A ;(u.,é Y, (A) é(uz e )V, (A)} .
Lze plredpoklad kone&nostil mér nahradit pPedpokliadem G -konednosti 7
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Vi, MENITELNE FUNKCE

6. Teorie mé&fritelngcech tunkci_l

Obsah:  A. y -m&Fitelné funkce.
B. Jednoduchg funkce.

(H Cvideni a problémy.

A. ¢ - MERITELNE FUNKCE

Pre&téte si upozornéni na str, 19l (ohledn znaent f po stran® textu).
Tuto kapitolu lze atudovat bez znalosti kapitoly IV a pouze 8e znalosti nékolika
zdkladnich definic z kapitoly V.

- Definice. Rekneme, Z%e dvojice (X, ﬁ) je méfitelny prostor, Jutli!aﬂ
‘ je 9 -algebra podmnofin mnoZiny X . MnoZindm ze systému jP Fike jme

- - —— e .

¢ -miritelnd, &i krdtce méfitelns.

Castym pfikladem mEFitelného prostoru je dvojice (X, ﬂ(ﬁ?l-')) , kde
m ((u‘) je systém vBech (a." -m#fitelnjch podmnofin mnoZiny X (viz
13.22).

V dal8im predpoklddejme, Z%e je pevnd® zaddn méFitelny prostor (X, ﬂ y.

16.2| Definice. Rekneme, %e funkce f : X——E; jo § -miritelnd, jestliZe

x € X; f(x)>e¢ } ¢ § pro kaldé c €B,. Systém viech g -méfitelnjch
funkci znadme symbolem A (¢ ) .

[16 . 3' Pr{klady.

(A) Bud AcX . Potom

¢, Je. ¢ -méfitelnd, prdvd kdyZ A € é .

DokaZte!

(B) Vybudujeme-1i teorii Daniellova integrdlu & je-li P € ,'poton
tell , pravé kdy: £ Je W -mEritelnd (viz 9.57). g

(C) Neeht f je konstantni zobrazenf o8 X (tJj. existuje K € E; tak, Ze
f i1 x—=K), Potom F je y-néiitelné, dokaite !

(D) Nechl (X, 9 ) je wetricky prostor, nechf ﬂ obeshuje systém viech-
otevienych podmnoZin proatoru X . Potom kaidéd spojitd funkce na X Je
# -mEfitelnd. Dokefite ! '
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(E) Nechi (X, f)‘) Je metrickj prostor, necht SP = B (X) je aystém viech
: borelovskjch mnoZin (viz 13.7, 13.B). Potom funkcim ¢ -méFitelnym
fike jme borelovsky méPitelné &i krdtce borelovské (upozornuji, %e termi-
nologie je zde zna¥nd rozkolisand, viz té% [Re-Pr] , praktikum 6).

(F) Je-1t X = E e volime~1i za 517 systém v3ech lebesgueovsky m&fitelnych
podmnozin E_ , Pikédme funkcim jﬂ—méf-itelnym lebesgueovgky méfitelné.

- Véta. Ndsledujfed ijroky jeou ekvivalentni:

(1) f Je ¢/ -pEFitelns, -
(11) {xeX; £(x) < ¢ }ed prokaZdé c e E ,
(1i4) {x € X; f(x) * ¢ }esﬁ pro kazdé ¢ ¢ E; ,
(iv) {x e X; f{x) ¢ }659 pro ka¥dé ¢ € E;

1.9

Dikaz. (i) ==(1ii) : Bud c g E, . Potom

5

{xex;'f(x) '}‘c} = mi{xex;f(ﬁ>c—_
n:

} a
odtud jiZ lehko plyne tvrzeni (nez&pomeﬁte,l te 50 j'e..- G'Q-Ia.].gebr.a).
(iii)’“—-‘?(ii) .:' Pro kaZdé c € E pilat;{ .
{ = ¢ X ;"f(;ci < c}= x--.{ X €X ;' £ix) 2 c} .
Ostatnf implikace jsou obdobné.

Vé&ta. Nésledujici vyroky Jjsou ekvivalentni:
(1) - £ je ﬁaméi’nitelné‘, .

(i1) £+ oo ), s £ oa) 5-50 & £1(a) ey pro kaZdou otevienou
‘ - ' : o moo¥inu G C Ey ,

(113) £ H+oo) , £ i(-oe) ¢ ¢ . a f-,l(B)E,y._ .. pro kaidou bore-
lovekou mnoZinu B ¢ E.

[ﬁvédcmte 8i, Ze
{x € X; f(x} > c} = f'l(+oo)u{xe X; +m>f(x)‘>'c} !]

Dikaz. (1)=>(i1): Nechl £ Jje ¢ -méFfitelns. Potom

e ey = N {xEX;‘f(x)>n },
n=1

tedy £ 1(+oo )650 . Obdobng £ i(-e= )€y . Bul nynf G C E, oteviend
mnofina. Existuje spodetny syatém {(an.'-bn)} po dvou disjunktnich interva-

18 tsk, 2e G = | (a ,b,) . Potom
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I (U (an,bn)) - \J e ((a b ) =
n n

U [{ xEX;f(x)<bn}h{xex;f(x)>an}] .

rn

tedy £ () ed .

(i1)==(11i): Oznadme K = { A € Eyj £ Gfﬂ } . Podle pfedpokladu
obsahuje systém & xazdou otevrenou podnnoZinu v E, . UkAdZeme~1i, Ze
& s O -slgebra, vyplyne odtud, Ze B, c & (pro&?), tj.

r~im) e 59 pro kstdou B € A, . Bulte tedy Ane.# . ze vztahu

(0 4)

Obdobn& se ukéze, Ze A-B € % |, kdykoliv A,Be€X .

L -] o9
U f-l(An) plyne, Ze U Ane..g .
n=1 n=1

(ili)=>(1): Bud ¢ € E;, potom

{xe X; f{x) > c} = f H+ee) U f"lt(r:,+°°}),

tedy f e A 59 } (uvidomte si, e libovolny interval je borelovekd mno-
Zina).

16.6| Pozndmka. Z pFedchoziho plyne, %e v definici 16.2 a ve vét& 16.4 jsme mohli
vyrok "pro kaZdé c e El“ nahradit vyrokem "pro kaZdé c € E; ".

- veta. Bulte f,geed (@) , bud x e E; . Potom mnoZiny

{x e X; £{x) > g(x)} s {x € X; f(x) 2 g(x) }, {x e X; f£lx) = g(x}} .

{xEX;f(X)=k} ,{xeX;f(x)eEl}. ‘
Jeou ) -mEPitelns.

Dikaz. Budte f,g €/A(¢), potom

{xeX; £lx) >gx)p = U [{X; f(x)>r}n{x; g(x)(r}] s

r raciondint

(xizm2e} = x-{x 0 o},

1]

{x i £(x) = g(x)} {x; f{x) 2 g(x) }n { x; f{x) £ g(x)} ,

odkud postupnd plyne, ¥e uvedené mnoZiny lei{ v gﬂ .

Podle 16.3.C Jjsou konstantni funkce ¢ -méritelné, tedy
{x; £(x) = k }esﬂ podle prede®lého. Kone&né podle 16.5 je mnoZina

{x; £lx) € El} = HME) té2 f -meritelnd.
16.8] Vita (viastnosti ¢ -méfitelnych funkef)
cA)feA(jﬂ),ceEl-=>cfe11(9?),
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(B) f,zed( SP y=r +geld( 59 ), priZemZ chépeme funkci f+g dodefino-
vanou v bpdech, kde soufet f+g nemd smysl, pevnou (ale libovolnou) hod-

notou z Ef ,
) red(f) =tleA (¢,
(D) f,g eA(f ) = max(f,g), min(f,g) e A (f ),
() figed(fr=>raecA ),
(F) feA(¢)=>4eA (f), pritems funkei % dodefinujeme v bodech,

kde f = 0, jistou pevnou hodnotou =z E; .

Ddkaz. (A) Provedte semi.

(B) Necht f+g = B v bodech, kde soulet f+g nemé smysl.

Zvolme ¢ € El' Potom

{x;f(x))c-g(x)} pro ¢ 2B ,
{x; £(x) + glx) > c} =7 {x; £x) > ¢ - glw) } U [ £ (+e0)n g7 (-0} ]U

U[r-=rngtre)] pro c<B,

odkud podle 16.5 a 16.7 plyne tvrzen{ (uvddomte si, Ze funkce ¢ - g(x) Jje
) -méfitelnd, nebol

{x;c-g(x)}cl'}={x; S(X)('C'C'} ).

(C) Bud c €E; , potom

(D) Plyne ihned z piedchoziho a ze vztahu

mex (f,g) =% (t+g + | £-g }), min(f,g) =-21- (f+g - | £-g| ).
MiZete téZ pouZit rovnost
{x; max(f,g) (x) > ¢ }z {x; £f{x) > c}u { x; glx) >c} .

(E) Je-11 feA(¢g) ,£20, je

X <0,
{x £2(x) > c} . e

\{x; £fix) > rc—} pro e * 0,

tedy rfe A(¢ ) .

Je-11 £ €A( ), plyne £2 € A( ¢ ) podle predchoztho s pomoct rov-
nosti f£° = If' 2 . Jsou-1i kone&n# f.ee A (50 ), Je

f.g =% [ (f+g)2 - (f—g)z] , tudiZ f.g € A (}0) .

27571 217
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(F) Op&t dokamite sami.

Vé&ta (posloupnosti sﬂ -m&Fitelnfch funkef).

Budte f € At 59) {n=1,2,...) . Potom funkce
(a) sup £, inf £, 1im sup £, lim inf £ ,

(b) 1lim £, (pokud existuje)
Jjsou jﬂ-méf-itelné.

Dikez. Bud c € B, , potom

oo

{x; sup £ (x) > ¢ } = rgl { x; £(x) > c} .

Sami ji% lehko dokdZete vdechna tvrzeni.

B, JEDNODUCHE FUNKCE

@.10 Definice. Rekneme, %e funkce f : X—-El {koneZnd !) je jednoduchg,
jestliZe je 59 -méfitelngd 8 jestli%e mnoZina f£(X) Je koneZnd (tj. na-
. byv4a-1i f pouze konelné mnoha hodnot).

I.}nﬁ . lll Pr{klady.

{A) Charskteristickd funkce libovolné m&fitelné mnoZiny je jednoduchd.

I
(B) Jsou-11 E;,...,E_€ ¢ dyse..yd € B, f = ;_ di.'::E1 , Je £ jedno-

duchd.
(C) Naopmk, je-1i f jednoduchd, f£(X} = {dl""'dn} {mli%eme hned pfedpokld-
n
dat, Ze dy,...,d, jsou navzdjem rﬁzné}, potom f = 2121 di'cEi , kde

E, = {x €X; £(x) = di} jsou méFitelné, po dvou disjunktni mnoZiny.

(D) Zvolime-1i X = E, 5[7= 3’, s Jje Dirichletova funkce jednoduché.
Dokafte!

- VEta (vlastnosti jednoduchych funkei).

Budte f£,g Jjednoduché funkce, c €k, . Potom funkce cf, f+g, lfl .
max(f,g) , min(f,g), f+, 7, f.g jsou Jjednoduchd.

D8kaz. Proveldte sami.

-16.13 véta. Bul £ €A (¢ ). Potom existuje posloupnost { an} jednoduchych

funkei takovd, Ze
(1) |&) € |32l‘—‘-ls3\‘-‘-... na X,

(2) 8, —=>f na X .
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Dikaz.

Je=1i navic : = 0 , lze volit

O
N
[0
=
Ih
w
N

—
I
-
i
0
N
=]

Necht £ 2 0 . Polo?me pro n € N

: . . L | )
E;:{xéi;;nl éf(X)< 5 }’Fnz{xex;néf‘rx.‘j,

n
(Kreslete !
Bud n pew Potom mnoZiny E; ) Fn Jsou po dvou dis, - in?, md7itelné,
n2"
£:4 Eg UF, = X . Definujme fink.. s,

i-1

I
.

pro x € E; '

sn(x} =

n pro x €F_ .

Potom s, 2 0 jsou jednoduché., Je-1i r(x) < n, j¢ 07 Fflx) - sn(x)<

< i ; je-11 f(x) = +e2 , je g (x) =h . 1.3y s —* T . Lehko doks-
2t n n

< <
tete, Ze 8) €8 £85% ...

Je-1i nyni £ 1libovolnd ¢ -méfitelnd, nalez- “1¢ ipnast {pn},
{qn} jednoduchych funkel tak, aby

O£p1£p2£-"’0£qlé qe‘—:,
+ -_—
pn — f y qn — £ .
PoloZime-11 8, = Pp = 49, » Jsou funkce s = jednoduché, s —=f .

Zbyvé dokfzet monotonii. Bud tedy x € X , necht f{x) > 0O . Potom
£ (x) =0, tedy qu{x) = 0 pro viechna n a

Isn(xJ ] = |pn(x) - qn(X) | = pn(X) = pm_l(x) = I 3n+l(x)E

c. CVIGENT A PROBLEMY

|16.A|

Cviteni. Bud (X, ¥ ) mé*itelnyj prostor, E e ¥ . PoloZime-1i

‘lﬁ.Bl

.‘/’E = (Fej" i Fc E} , Je (E,yE) m&Fitelny prostor. UkaZte !

Cvilent.

(a)

(b}
(c)

Bud X mno%ina, jpz{ a, X} . Zkoumejte, které funkce na X jsou
517 -m&fitelné.

Necht ¥ = exp X . Jak vypadé systém A (¥ 9

L
Volte za méritelny prostor dvojici (X, 7% (&%), kde 7 (A) urdite
podle 13.F. Podejte vidy charakteristiku ¢ ( &%- metitelnjch funkei.
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6.C

Cvident.

(a)

(D)

(c)

[16.1]

Necht & je borelovsky méritelns reflnd funkce (tj. @7 ((s, +o=)) je
borelovsks mnoZina pro ka’dé a € ElJ.

Bud f reélns, _?9 ~-méfitelnd funkce na X . Potom ¢= feA ( £ )
dokaZte!

Jak by bylo mo¥né modifikovet {(a) i pro funkce nabyvajic{ nekoneZnych
heodnot 7

Specidlni volbou funkce ¢/ ukaZite, fe funkce f + k, cf, | fI , 5,

% (k, c e El, p > 0) jsou .f—méfitelné, Je-11 £ S -méritelnd.

Cvicenti.

(a)

1 » ¥ -levesgueovsky méritelné mno%iny v E, .

Jsou-1i f, ¢ lebesgueovsky méfitelné funkce, nemusi byt funkce
#wf méfitelnd. UkeZte a porovnejte s 16.C.

Volme X = E

Naved. Viz 10.F.h.

-1

{b) Je-1li h prostd a méfitelnd, nemusi byt h méfitelns.

UkaZte!l

Névod. UvaZujte funkci £ =z 10.F.d4 & defipujte
f{x) pro x € M

h{x) =
1+f{x) pro x € {0,1> -M ,
//h(x -~ 1} +), Je-11 x - 1le M ,
h(x) =
hix - 1)- 1, je-1i x-1le £0Q,1> -M .
16.E| Cvident.
(a) Necht f je kone&nd ¥ -msritelnd funkce ma X . Pro t e El poloZte
v = { xex;t0 21}

a ukaite, Ze

(1) s £t =B(s) < B(1),

2y U Bey =3 . ™ By =0

tEE, iﬁEi
(3) /) B(u) = is) pro Vs 5 €b,
trs
(vyuzili jste vibec predpoklad . e 1 (F ) 7 )
{b) Nechi '{B(t)} je systém podmnoZin mnofiny X majici vlestnosti

t € E

1
(13,(2),{3). Potom existuje prdvé jedna funkce f na X takovd, Ze
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H

16.F

B(t) = {xeX; £{x) ét} pro ketdé t ¢ Ey .
Je f koneind 7 Je f ¥ -métitelnd? Dokaite!

Ndvod. Poloite f{x) = inf{ t; % € B(t)} .

Cvifeni. Bud fe A ( ¥). Potom | £ € A(Y) . Dokatte !

16.G

1 +|f

Cvideni. DokuZte Luzinovu v&tu (viz 11.B), kterd uddv4 charakteristiku

16,H

lebesgueovsky m&fitelnjeh funkei v E, .

Cvitenf. Bulte (X, ¥) , (Y¥,A) dve méfitelné prostory.

16.1

Nechi fed(¥),ged (M), nix,y) = f(x).gly) pro xeX, ye I

Potow hed (¥ & M ) (viz 15.15). Dokaite !

Cvigeni. V [Re’-Pr] je celé praktikum 20 vénovéno tzv. obecné /N -~mEri-

telnosti. Podivejte se na n& !
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17. Prostory s mirou

Obsah: A. Proator s mirou.
B. Cvideni a problémy.

A. PROSTOR S MIROU

|17.l|

Definice. Trojieci (X, f,(tl. ) nazveme prostorem s mirou, jestliZe

17.2

B

(1) (X, ¥ ) je métitelny prostor,
(2) (U. je dplnd mira na s .

Symholem &% ((u. ) oznafme systém vdech 4 -pulovych mno¥in, tj.

?Z((a)={AcX;A€5P .,(a.A=0}.
Zie jmé systém 78((“) je W-i@eél (viz 13.21).

Pozndmky .

(4)

(B)

(c)

|17.3|

Ne jdlle%it&jdfm pFfikladem prostoru s mirou je trojice (X, M((u*),ru" )
(viz definice 13.22, 13.24, 13.25).

Trojice (P, M, &) v pripadé P € M 2z teorie Daniellova integrdlu
Je prostor s mirou.

Uvédomte si, Ze v tomto odstavcl se ji%Z spojujl pojmy mira - m&Ffitelné

funkce.

Definice (pojem skoro v3ude),

|17.4I

Necht V(x) Jje vjrok, tykajici se prvkd mno¥iny X .

Rekneme, %e vyrok V(x) platl skoro vBude (21 presndji A -skoro v3ude),
jestliZe mnoZina A = { x € X ; V(x) neplatl } leztv # a8 MA=0.

Priklady.

(a)

(B)

{C)

Budte f,g : X -—-Ef'. Potom "f = g skoro v3ude ", jestliZe mnoZina
{x € X ; £ix) # g(x)} je M -nulové. V tomto p:{pad¥ téz Fikéme, Ze
funkce f,g Jjsou ekvivalentni {viz déle 17.5) a pi¥eme f ~g .

Vyrokem "funkce f je skoro vBude konednd na X " rozumime, %e mnoZina
{xex ; lf(x)[ =+°°} Je M -nulova.

Rekneme-11 .lfn — £ akoro vSude" , rozumime tim, 2e existuje /4 ~nulové
mnoiina N tak, Ze fn"—-'- f na X -N.
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Véta, Vztah "f = g skoro vBude" je ekvivalence na mnoZiné€ vd3ech funkel

v X .

Dikaz. ObtiZn&j31i je pouze dikaz transitivity. Nechl tedy f ~ g, g ~ h .

Potonm ze vztahu

{x; £{x) # h(x) } c { x; £(x) # glx) } v { x; &(x) # h(x)}

a z uplnosti miry C(L plyne tvrzeni.

-17.6 vata. Necht feA(#), g~ . Potom g A(¥ ) .

Dikaz.

I17.7|

Oznadme A ={ x € X; fx) # g(x)} 8 zvolme c:EE1 . Potom

{xe X g(x}>0}={xeA; g(x))c}U{xeX-A; g(x)}c}=

i

{xGA;g(x)>c}U{x€X-A; £f((x) > C} =
{xEA;g(x))c}U[{x€X;f(x)>c}ﬂ(X-A)}e-’o .

Poznémka {prfe&tdte si té% 9.33). Na zAklad® pifedchoz{ vity udinime ndsle-

dujici vmluwvu. Necht £ je funkce definovand pouze skoro v3ude na X , tj.
necht existu je (« -nulovd mnofina N <€ X , na které f neni definovans.
Dodefinujeme-11 funkei f na mno¥inéd N , bude &i nebude dodefinovans
funkce % -m&fitelnd, nezdvisle na tom, jekym zplscbem f dodefinujeme .
Presn&ji, necht F,, F, jsou funkce na X , F,/X~N = F,/X-N = f .

Je-1i Fy €A (#), je 1 FyelA(F) (vysvétiete!).

Rixe jme tedy, %e funkce f , definované pouze skoro vdude na X , Je

¥ -m&titelnd, jestliZe libovolnym zplsobem dodefinovend funkce f na ce-
1ém X Je ¥ -m&titelns.

B. CVICENT A TROBLEMY

Il'T.AI

CviZenf. Bud (X, ¥ v A ) prostor s mirou, E € ¥ . Poloite

|l7.Bl

TERIFCEAN reB] , Mg- &Y
a ukaite, Ze (E, YE, (llE ) je pfoator s mirou.

Cvideni.

(a)
{b)
(c)
(d)
(e)

Dokazujte ndsledujici{ tvrzeni:

£, —f sk.vd.,, f —»g sk.vE, =Df ~ g,
fn_"f sk.v8.,, & ~ f=5f . »g sk.v3.,
f,—f sk.v8., g, ~ fnqgn—;—f 8k.vE.,
f —>f sk.,vi., c€ E,==pcf —»ecf sk.vi.,

f,—=f sk.v8., §,~8 8k.v8., f ,8.1» £, & koneZné —
fn + gn--rf + g s8k.va., :
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(£)
(g)
{h)

|17.C|

£ —=f sk.vi., A cXﬁcAfn—-——,—cAf sk.v8.,
f,e A (P), £ —+f skvi. =pfe A (Y),
f,~+=f sk.vd,, £ 20 sk.vd. —pf >0 sk.v8.

Cviteni.

(a)

(b}

Il'?.DI

Nechl (X%, ¥, M) e prostor s mfrou, necht 0 <M X < +<o0 a nechi
mira A nabyvé pouze koneZn? mnoha nezdépornych hodnot. Potom existuji
po dvou disjunktn{ mno2iny Ei' Fe ¥ a refdlnd kladnd &isla BygererBy
tak, Ze

X =B U... VE UF, uB =8 , kF=0
aje-li a€¥, AcE , pax M A=0 anebo MA=ay. Doksite!

Je rozklad prostoru X 2z {(a) v ndjakém smyslu jednoznadny 7

Ndvod. Zkuste volit X nespotetnou , L4 ={A € X ; A spoletnd T
X -4 spoc‘.etné} . (u.A = Q0 pro A spoletnou, (u.A =1 pro X - A spo-

Jegorovova vita,

(1)

(2)

(3)

Bud (X, ¥, M) prostor s mirou, nechi X & + eo , Bulte £, 1
Y -méfitelné funkce na X , skoro v3ude konedné, nechi fn——f 8k, v3ude.
Potom

Ve>o JEe S tek, 2e uEKE a f=f m X-E.
Dokaite!

Ndvod. PoloZte X = { x € X; f (x) nekonverguje k f(x)} V) { x € X;
ng€kterd z hodnot f (x) , £ix) Je nakoneéné} .« ZPe jmé /J.Xo =0.

Rechl dale
Bl - xeX-X-lf(x)-f(x)I(lpro m!n} n,i €N
n { o' | "m T r .

i

1 3
zejms Bie¥ ,BlcE,

U =l
E- =X -X_  pro ka2dé 1i.
n=1 P o

Tudiz lim M Eri1 = M(X-X)) = M X . Zvolte £>0 analeznfte n(i)

D= o

-te
i __£ - ¥ - i
tak, aby (“'En(i) > (a X »1 a polo%te E =X in En(i) .

Potom E € L4 .

-
AE £ 1Z= (;(x-n}l(i)) €€, £.=Ff na X-F
(ro x« xE= [ Bly » > n() e | falx) - £0x) [< 3.
UkaZte na pifikledd, 2e predpoklad (ax £+ o je vy Jegorovové vété pod-
statny. _

Platila by Jegorovova vEta, kdybychom v;yz.mchali predpoklad dplnosti

miry. M 7
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(4) Nechi jsou splnény pbedpcklady Jegorovovy vdty, potom existuji mnoZiny
-
Bje S ek, Ze g (X - yl E, ) =0 a f =5 f na kaidé mnoiiné B,.
Doka#te !

dvod, Aplikujte Jegorovovy vEtu a naleznéte Eie e tak, aby

=4

n
1
(u.(x- glEi)‘:E e f =%f na E;.

(5) Ukakte, %e piedpoklad (ll X < +== ze {4) lze nahradit predpokladem, Ze
X mé @ -~konednou miru.

(6) Necht jsou spln¥ny predpoklady Jegorovovy vity. Bud d >0 a oznatme
Ay = {xeX [0 -ft]| 24} . Poton

lim (uAn(J'} =0, dokaite !

A

Pozndmka. Plati-li pro posloupnost funkci fn , Ze 1lim cuAn(‘r )} =0
uje k f podle mirx(u

a piBeme fn —&,- £ . Jeké tvrzeni m&feme nyni ziskat z (1) a (6) 7
(7) UkaZite, Ze vyrok " uE < £ * v Jegorovové vEt® nelze nehradit

" édE =0 ",
(8) Je-1i X cE_, (s .3 X £+ eo )}, lze volit v {1) mno%inu E otevienou.
Dokmfte !

llT.EI Sjednoceni prostord s mirou.
((a) Nechlt X je mnoZ%ine , X, € X (1 €I, kde I je libovolnd mnoiina),

U x, =X, X, "X, =2 pro 4# j. Predpoklddejme ddle, Ze
1e1 17

(Xi N

¥ c exp X a miru M na S tak, aby {X, 1Y ,(1/. ) byl prostor
8 mirou a aby mira & byla v nédjekém piirozeném vztahu k mirdm (a,' .

5’1, (“1 } Jjsou prostory s mirou. Chceme najit G -algebru

PoloZme tedy f:-{Ecx;Enxie.‘aﬂ- pro kazdé ieI}

a (uE = Z (u (B NX) pro E € L4 (jednd se o zobecndny soulet,
je 1 ¢!

viz cviZeni 9.J).

DokaZte, Ze i je @ -algebra a Cd mira na ¥ . Zkoume jte vlastnosti
miry M konednost, @& -kone&nost, udplnost) , pfipadn& v zdvislosti na
vlastnostech m&r (“;‘ a na mchutnosti mnoZfiny I .

(b} Porovnejte téZ se cvidenim 13.X.a.
(¢} Necht I Jje mnoZinm prirozenych &isel, zkuste té% poloZit

iz L

le I 2

bl

(E ﬂxi Je
(d) Pokuste se odstranit predpoklad 4y Nx =8 .
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VII, LEBESGUEUV INTEGRA AL

18. Teorie integrédlu {(na zdkladé miry)

Obsah: A. Zdxladni prostor (ézu ) Jr £ d(u ).
B. Aplikace Daniellovy metody. X
C. Teorie integrdlu na zdklad® miry.
D. Cvileni a problémy. '

A. ZAKLADNT PROSTOR (&u / £am)
X N

V celé kapitole 18 pfedpoklédejme, 3e Jje ddn prostor s mirou (X, b4 ,(AL Yo
Zopakujte si jeho zdkladni{ vlastnosti, jakofto i vlastnosti J’-méfitelnych
froked.

IlB.ll Definice. Pro libovolnou numerickou funkci £ na X oznaéme

N(E) = {xex;f(x) #o} *)

Déle oznaime symbolem é%*‘ mnoZinu v3ech jednoduchyjch funkei na X (viz
16.10)}, pro n&% N(f) ¢ + @ (podle 16.7 je N(f)e & pro kaZdou
Y -mS8#itelnou funkei £ ).

n
Je-1i tedy f = z 0(1 y {kde di £0, Bie‘f Jjsou po dvou
i=l i

disjunktni), potom

n
er'(a. , pravé kdyz /‘.(iul 51)<+m.

- Véta (viastnosti systému a%;..‘, ).

daou-1i f,g e .\".;u , © € E1 ¢ potom i funkce

cf, f+g, max(f,g) , min(f,g) , |£|, ¢%, £, t.g

le%fi v systému é;m .

Dikaz. Provedte sami {viz té%Z 16.12).

+) Neplefte & nosidem funkce, ktery jsme zavedli v 8.2 a oznaZili tam Ne .
Podotykéme viek, Ze mnozi autoPfl Fikejf prdv€ mnoZind N(f) nosié
funkce f .
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|18.31 Lemma. Nechl pro funkei fe & plat{

(I.L
> 5
f = X, c, = ¢
=1 A= A By
kde A, £, <€ £, A, €Y jsou po dvou disjunktni a B,e také

{uvédomte si. . vyjddfen{ f v uvedendm tvaru neni{ jednoznaéné 1) .
Potom
n

k
L dspty - ‘; As Bs -

i=1

Dikez. Predpoklédejme, %e f{X) = { dl""’dp}' (a &isla d; Jsou pe
dvou rézng), B, = { X € X; £{x) = di} .

Potom f = ZE: d,cp a ‘mnoZfiny E, Jjsou po dvou disjunktni.
i=1 i

Uvédomte si nyni, %e neml¥e byt A, N E_# g £ A;N B, pre s #t (prot?).
TakZe

id(i(ll-ki l= i({Z a’.i{&Ai) = ZE_— A ME; .

=1 $=1 {iiA B} i1
Obdobneé
B, = d. E, .
g Ast® ijzl i
n
= E A
18.4| Definice. Pro f € J!(u , T - Ay °a, ( A € B, A€ po
dvou disjunktni) definujeme integrdl u/ f d(u funkce f pfes mnoZinu
X piledpleen X
f def.
fapu = a 6(1(“-Ai .
X
Podle predeflého lemmatu nezédvisi definice J/,f d(d. na "vyjddfeni”
funkce £ {vysvétlete !). X
18.5| Poznémky -
(A) KupFfikladu tedy chd/( = (ALA pro AEJ’ , (uA<+c-o -
X
{B) Posledni vztah nés ostatné v kapitole o Daniellové& rozdf¥eni vedl

(<)

k definici miry mnoZiny. Nezapomeﬁte ovBem, ¥¢ tam jome m&li nejdfive
definovén integrdl a teprve potom jsme zavedli pojem miry; nyni jsme
na tom presné obrdcen®, zndme miru a chceme definovat integral.

Rizni autofi pouZivaji pfi definici integrdlu z jednoduchych funkci ridzné
definice (kteréd jsou, samozfe jmé, ekvivalentn{), z nich%f ka%d4 md po strén-
ce metodickd jisté vyhody i pevyhody. Upozorndme na né.
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1.

Vyjédrenf f = 2 di e, Je jednoznatné, uvefujeme-1li "maximglni"
i=1 i

mnoZiny A, {(tj. A, € S po dvou disjunktnt, ﬂ’i # d’J. pro
i# j ). Pak ovSem miZeme definovat

n
ff d{u. = 2121 di (u A, a nemusime se storat . korektnost definice

2.

3.

{viz 18.3, pii jeho% didkazu jsme tuteo definicl pou2ili). PFijmeme-1li
tuto definici, dd4 ndm potom trochu wvice préce dokdzat linearitu integrd-
lu (viz 18.6).

n

Pri vy jddient f = Z 0(1 Cu ge nemusi poZadovat, aby mno¥iny Ai
i=1 1

byly po dvou disjunkinf. M&Zfeme opét stejné definovat integrdl, musime
n

dét ovdem pozor, aby soulet 2 %i(aAi mél smysl. Tak tomu bude
i=1

vidy v pfipadd, kdy 4 X {+eoo . Neni-li tomu tak, musime se pri de-
finici integrdlu omezit na takovd vy jddfeni{ f , kde (JLAi <+ oo
pro kaidé i .

Poznamene jme konelnd, %e se miZeme omezit pouze na pfipad £ * O .

- Véta ( vlastnosti og(a a /f d/l )
X

Sy stém -E(’u a integral / fdu mejf ndeledujic{ vlastnosti:
X

{1) f € '{u == f konelné,

(2) f,ge.&;u, a’,/(e El%“f+ﬁg€z(¢,

(3)

(4)

(%)

{6)

(7)

H

e.‘f‘,u, — |f|éz(a.

/f d((l. je koneény pro f € 'g(a. ’
X

f«a:.,?!(U~ ,EEO@\[fd(u >0,

fsgezflf :dlﬁe El __:>

Z?f( Xtf+ fg) am = d[fd(u +/6[85[“' »

X

£ € .2’(& y £,0 = /fnd(tL — 0
X

{ntkteré ze zde uvedenych vlastnosti jeou trividlni, jsou v8ak uvede-
ny kvdli aplikaci Daniellovy me tody). ‘
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Dikaz. Tvrzeni (1} - (%) jsou zbejm4.

n K
(6) Necht f = _)‘__ 8iCy - & = 2 b, cq
= i =104 05

(Aié J’ a BJ.E J vidy po dvou disjunktni).

PoloZme C‘i = Aiﬂ E‘j » FPotom G'ij ey a tyto mnoiiny jsou po dvou
{84 [ 2 3 = .

dlagunktn}. Pritom na mnoZiné Ci Je at XK £+ ﬁ g = Ma; + ﬁ bJ ;

tedy

n k '
f(ﬂf+ /Xg)d(u =§ ; ( Kay+ /bj)/bcg =
X

= 6(/‘ f d{u +ﬂ/g dl.l. (provedte podrobnd!, uvddomte si, Ze
X X

mize byt CJ =4 ).

(7) Oznadme Q = N(fy) = { x € X; £1{x) #0 } ,
K = max {fl(x); x € X } a zvolme £ » 0. PoloZime-1i

]

nz{ x € %5 £ (x) > g } , Jest F_CQ,F ,CF_,

-
ﬂ Fn=ﬁ, tud{Z /u.Fn-——'-O.
n=1

Protofe ddle

f +c f Ec + Ke < Ec. + K
n F_ GF, F, Q cpn

(nezapomente, e £, <€ naX-F  a f < Keg ), obdriime

fn=chn="‘=Q—Fn n -

0 < ffnd(q.é E(L(Q+K#Fn.
X

0dtud jiZ lehko plyne tvrzenf (jak?).

]18.7I Cvideni. UkaZte ddle, Ze platf :
(8) fe€ -gcu , T 20 (u.—akoro v3ude (viz 17.3)==?/f d(u. >0,
X

je-11i navic / £ d/( =0, je £=20 HL ~skoro v3ude,

{(9) f.,g€ ,fca. , £ =g (u—skor‘o véude-—-#:{f d/l.= 43(1(14, ,

(10) £ ,fe & ,fn/f=;> £ a — [ ra .
It € S {n(“ 4 &

0

Névod. (8) Necht f =2 ayc, , kde @y,...,m, jsou nenulové a na-
i=1 i

vzdjem rizné, Je-1i a4 £ 0, je nutnéd (uai =0 . Tedy ai(“' Ay =20
pro keidé 1 . .
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(9) Polofte G =g - f a aplikujte pledchozi.
(10) PoloZte Fo= £ - f & vyuiijte (7) z 18.6.

B, AFLIKACE DANTELLOVY METODY

Z ptedeBld vEty vidime, e dvojice .E’(a . ff d/.(.) mé v3echny vliast-
X

nosti zdkladnfho prostoru (viz 9.1). MiZeme proto aplikovat Daniellovu metodu
*

z kapitoly 9; obdriime systémy funkci 02;‘ , o{’(u a AC“_ , systém m&fitel-

nych mnofin ﬁ(u a miru (L(a . Plati o nich samozie jmé v3echny pfislubné

véty oné kapitoly.

Podstatnd je pritom ndsledujici véta.

- VEta. Predpoklddejme, %e mira (u (z trojice (X, ./,{u )} Jje( _kone&ns.

Potom
= m- =
A(“ A(y)l c“y'(”'r“/"
Dikaz, Rozd&lme ddkaz do nikolike krokd.

1. A(J’)cA(u . Bud reA (Y ). Potom existujt £, Ku
£ —=f {viz 16.13 a 18.10). Tedy fneA(u_ ( .Z(,L c A(u ) a

ted

(viz 9.42.g).

&
2. e S =H oy € .,%(R a (u.u = f Cu d[L . Tvrzeni{ je zPejmé pro
X

(ul & + oo (nebo¥ potom Cy € z{“ }. Obecn® naleznéte mno¥iny
-k

xne.?’ , MX, <+ee  tak, aby len=x a8 X ¢ X< .. .
n:

R
Potom cy Xn/cld y tudiz oy € '%‘ a

\

=n
=7

“r

= 11 ., d = 1i (M X ) M.
m{‘:mf\kn /“' m{u. n (“’

3. Lcud(uzo::%lle!f ,(a,ll=0- Naleznéme

R - £

£, € 2’(“ y £, ® ¢y tak, aby ffnd(a £
X
)

= [

a poloZme

M= { x € X3 fn(x} 2
Potom unedp {nebol %“RC A (-V ¥}, Me Mn a podle pledeslého
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. Tim jsme ukdzali, Ze

< 12

{*an fcund(uﬁ /fnd(a. £
X
MCQl “n ? /L(len)z
mir_y(u. .

4, A/L c A (Y. Bl re A(u . Naleznéme posloupnost funkei

0 ., Staéi nyni vyuZit dplnosti

£ e Z{u tak, aby £ —=f (u(a -skoro viude {viz cvidenf 9.D).

Podle prededlého pak fn—--f (u-skoro viude a podle 17.B.g je
frelA (¥),

5. M = & . Plyne inped z (1) a (4).

6. (df = f . Plyne z (2) a (5).

I18.9I Pozndmke. V pripadé, Ze mira (u. neni @~ -kone&nd, tvrzeni predchozi vé-
ty nepleti. Vime totiZ, Z%e za predpokladu P € ¥  mé cely prostor
@ -xonednou miru (viz 9.60). Tato situace je zplsobena mncha pii¢inami -
moZnd trochu uzkou definic{ m&fitelného prostoru (pfedpoklad X € ¥ ),
a tudiz i definici J -méiitelnych funkci, moind ne prdévé ne jleps{ (k to-
mu U¥elu) definici m8fFitelnych funkei podle Daniella - oviem hlavn{
"zdsluhu" ne tom maji definice, pfi nichZ ge poufivé "spofetného" limitni-
ho pfechodu. Trochu lépe & konkréinéji fedeno - kup¥ikladu pfi definici
systému X" jeme pouZivali posloupnosti funkci ze systému & , takie
funkce ze systému & ‘nebyly "pf?Iiié vzddlend" od funkci ze & . Tato
skute&nost neni na zdvadu, pracujeme-1l1 t¥ebas v metrickych prostorech;
ov8em jiZ v obecnéjiich prostorech (tzv. topologickjech) nen{ napfikled kaX-
dd4 polospojitd funkce limitou monotonni poaloupnosti spojitych funkci. Tam
musime pracovat, zhrube redenc, 8 tzv. zobecnénymil posloupnostmi (viz cvi-
feni 1.K.b).

RovnéZ tak pri definici systému méfitelnych funkci A jeme se nepFilis
"daleko” vzdélili od funkei z & . Ti{m ném prévé vy3la @ -konednost
miry .

O obecné jdich teoriich (Hadonlv integrdl, integrédl ve smyslu Bourbakiho
aj.}, Jakof 1 o odstranéni vS8ech tdchto "nedostatkd" , pojedndme viak al
v II.dilu. Podotknéme je5t& na z&vér, Ze uvatovédni pouze O -konelnych
nér neni na druhé strané tak pFf{1id velkym omezenim.

C. TEORIE INTEGRALU NA ZAKLADE MIRY

Prozatim médme definovdn integral f by d(u pouze pro funkce ze systému
X

Za‘ . Vcelku Jednoduchym a prirozenym zplsobem (bez pouZitf Daniellovy metody,
JjejiZ znalost v tomto odstavei nepiedpokldddme) rozdifime definici integrélu
i na mnohem #ir#{ syatém funkci. Budeme postupovat zhrubs takto:
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(1) je-11 £ 20 Y -p&ritelns funkce, nalezneme posloupnost funked fncz(a.
tak, aby fn/f (musime ov3em prodiskutovat otdzku, zds vibec takovd
posloupnost existuje a kolik jich md&Ze byt) a definujeme

== a0

/ f d(u. = lim '/fnd{" {a opét prozkoumdme otdzku korektnosti definice),
“ ‘

(2) je-li f= A f) libovolnd, definujeme ff d(a = \/‘f+d(u */ f-d/l,
X X A
mé-1i rozdil integrdll ne prevé atrané smysl.

Nejd¥ive si v3ak je¥t& odvodme nékterd potfebnd tvrzeni.

f6.10] Lemma. Nechi M Je @-konetnd. Je-li fre A ( ¥y, £20, potom
existuje posloupnost funkci £ € .Z(a » £ X 0 8 viastnost{ fn/f .

Dikez. Podivejte se na dlkaz véty 16,13. Tam jsme sestrojili posloupnost Jjednodu-
chych funkci {En} tak, Ze sn/f . PiSeme-1i jeltd

oy
X = nL;}l Xn , kde xneb’ ,(uxn <+o0 , X, € ch‘. «.. { @ ~xone&nost mi-

Ty (,{ !} & polofime-1i fn =8 Cy mé posloupnost {ffn} poZadované
viastnosti. ‘ B

[iﬁ.lll Pozndmka. V prede3lém lemmatu stafilc predpoklédat, Ze mnoZina N(f) =
= {xex £x # o} mé & -konetnou mfru. Dokefte! Lze vyslovit téZ
—» [, potom mnoZina N(f) m&

obrécenou v&tu - jsou-1i f_e€ an ,

n
o
% -kone&nou miru. Sta&{f si totiZ uvddomit, %e N(f) ¢ Ul N(fn).
n=

[8:12] Lemma. Budte f ,g € .E'(u W £, /€, 8, /f . Potom

lim fnd Ca :n]i:-lo/‘gnd (.L .
X X

N= e

Dikaz (porovne jte s dbikezem (b) v 9.7). Zvolme m& N a pro keaidé n poloZime

h, = min(fn,gm). Potom h € 22“ ’ hn/'min(f,gm) = fm a

/hn d{u./\/gmddu (viz 18.7). Ale h £ £, ¢ili lim/h d (u < lim/fnd(ll
X X ' X X

{limity existujf! proé?). Tim jeme ukdzall, %e pro kaZdé m jest
/gmd# ﬁlm/fnd , 8111 1 lim/gmdtaélim/fnd .
X ot ; e
Obdobné se dokdZe obrédcend nercvnost.
8.13| Definice. Oznalme
>
Z,
‘u
*
apro fe .E'(a pocloime

={ £5 £20, existwyf £ e Xy, £/t }
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def'.
fa = 11 f d
[ree = ue [rap
X X

kde {fn} Jje posloupnost funkei ze sz 8 vlastnosti fn/f’ .

Poznamene jme, Ze
{1) 1lim /fndcd vidy existuje (proé&?),
X

{ii) definice / £ d(u nezdvis{ na volb& posloupnosti {fn} (podle
18.12), %

{iii) pro f & zcu , £ 20 neni "novd" definice f £ d/l. ve sporu
X

s "pivodni” definici / £ d(u (vysvétlete a dokaZte ! ~ op&t pouij-

X
te 18.12 a vyuZijte poznatku,ie f,f,f,.../f; mifete téZ pouiit

8.7 - {10) ).
Ddle definujme systém a&,’* (/l )

def.
e .(“((a ) > tt e ,?:’(; s rozdfl f £fa - /de mé smysi.
' X

‘ X
Pro fe o{*((l. ) poloime

f def./ . /' .
f dcl(. == fa - fa
X : X (a X (L
*
{ukaZte, %e pro f€ .E(u, nen{ tato definice ve sporu).
Déle oznadme
R
LM
K
£ (M)

{fef(ﬂ);/fdﬂ}—m},
X

{fe.s(*((u); l £ap <re},

x“((u.)n,,{l‘((u).

i

X (p
Funkcim ze systému & (CO( ) Pikejme (lebesgueovsky) integravatelné, tfslu

ff d d.( pak sbstraktni (Lebesgueilv) integrdl funkce f .
X

IlB. 14 | Pozndmky -

(A) Zrejmd .Z(; cA (¥ , af((u- ye d (¥, Vysvitlete !

(B) Je-li mira M @ -koneéng, plati podle 18.10 implikace £ 20 ,
fre dA(Y) =?fexn((a) (dokonce fe.E(}; LI
DokeZte !

(C) Bud f 2 0 . Uvddomte si, e potom f €& P‘L } za téchto dvou pifedpokia-
dad:
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(1) existuje posloupnost f & o'l;u , £ A ¢ ,

{1i) posloupnost &isel { / fnd/u.} je shora omezend.

UkaZte ! X

(D} Uv&domte si, Ze
feX (u )= £, fred (),
co? neni nic jiného, ne% pfepsand definice systému ((u )

+
(E) Je-1i miracll. @ -koneénd & Be S , potom cg € .E’(“ a

&u.Bz Jch/_

L -]
Nechti X = nL! X, » kde X, € XC ..., xne_:«' ,(u.xn<+e-o .

Potom c e c € Z a /c d = (X B).
Bnx < 8 ‘Bnx ® “u / BAx SH M M

Odtud plyne, Ze cp € vg(a a

\/ch(u'—-lim‘/ cBand(a=1im(a(Ban)=(uB.
X X
(F}) Nyni, obdobné jake v kapitole o Daniellové roz#ifeni, lze odvodit Fadu vét

o systémech & ((u, 1, x’*((a } & o integrélu f f d'(u. . Dikazy nebu-

deme provdd&t vEt3inou podrobné, pouze naznaé:(me m,yélenku.' Nékdy se téZ
odvoldme na obdobné dlkazy z kapitoly 9.

(G) Pro jednoduchost v dal&im pfedpoklddejme, 3e mira &« 'je ( -konelnd. Lepsi
Etend¥ si mdZe rozmyslet, které vEty platf i bez tohote predpokladu.

ke.15] veta. Bud feA(Sf), gelipu), 02 g, Poton fed (M)
a ‘[fd(u ﬁfgd(a . | " )
X

Dikaz. Budte g €y . g:n/g , £, Jjednoduché, S
PoloZme hh = min (fn,gn) . Zfe jmd hn jsou Jjednoduché a ze vziahu
N(h ) € N{g) plyne, e h € ‘gc"‘ ‘. Pritom h /£, h, €g, . Tedy

lim / hnd(u £ lim/gnd(a , odkud ji%f plyne tvrzeni.
X X

* ' '
- V&ta. Bud fe.i.’((u),gmf. Potom gE[(/-C) a
ff d(u. =f gd(u. (épecié.lné: Je-11 feaf'((u) y Je 1 ged’((a.)).
X X
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Dikaz. Necht zprvu f 2 0 , 8 * 0 . Sestrojme posloupnosti {anl N {@'n} Jjed-
noduchyen funkef jako v 16.13 tek, aby 8 #f , @, ~& . Zrejumé
s, ~ G (nebol f£(x) = g(x) =35 (x) = @ (x)). MiZeme hned predpo-
klddat, te s, (a‘ne .Q(’a (viz dﬁkaz 18.10). Potom oviem g €Fu

/sndﬁu =/@‘nd(u (viz 18.17) =& tudiZ i ff d(u = /gd(a
X X X X

Jsou-1i f,g libovolné, potom f A g, £/v g~ & aplikujeme pravd
dokdzané,

R K *
18.17| Umluva. Predtéte sl nyni umluvu 9.33, v ni% ¥, £ X%, £ A

K #
nahradite symboly o ((U Y, -L’ ( y, & ), £%¢ )y, A ().
Viz té% pozndmku 17,7, (“ /l /“

fis.18] veta. Bul re (&), c €E, . Poton cfe J!"((a) 8
/cf d(u. = c/f d(u (specidlnd : cf e.{((u. ), jestlife fe M %ﬂ-)).
X X

Didkaz. Provedte podrobnd samil

fie19] veta. Plats nésledujtes implikace:

< ‘
fe K4 ((ll ) == f {+oo skaro viude,

fe€ k'n((u. ) = f > -oo skoro v3ude,
t e cf(/a ) = [ Xonetnd skoro vaude.

Dikaz. Bud fe.&'“(tu) a oznadme Bz{xex;f(x) =+=n}

Zvolme dfle ne N . Potom Beé ¥ (viz 16.7), 0 £ ncg € £* . Z predpo-
kladd plyne, %e £~ ex"((a ), tudiZ 4 ncBe.{((u) podle 18.15 a

Oﬁzncad(ﬂ. = n;‘/'cad(u £Jf+dﬂ .

Takze -J[cs dp =0, &il1 podle 18.14.E je M B =0 .

Ostatnf dokaZte jiZ sami.

[18.20] v&ta. Budte f£,g el (M) ,h=f+¢g n definujme v bodech, kde
soudet f+g nemd smysl, zcela libovolne). Potom

he-'f(ca)aiéhdcu=£fdcu+fgd(u
. X

(miZate ai tdZ predfiat poznémku 9,32).

Dikaz. Budte zprvu £ 20 , g > 0 . Nalezndme s,

"'.,‘/'s + Potom ‘n'+ G’nez(u . sn+A0'n/h .

n

@'nek('u tak; aby s 7t
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/(sn + @’n) d/l. = / snd At /@'nd(u s+ odtud snadno plyne tvrzent .
X X .

" Budte nynt f£,g26& & ‘a} libovolné. Potom f+,f-,g+,g-e & { ),

2111 podle pfedchoztho jest f' + g' €¥(4 ). 2fejmd (£+g) €A (:”)
fodlvodnite porddnd!, pouZijte 18.19, 17.7a 16.8)y, O£ h =£f + g |,
odkud podle 18,15 plyne, %e h'e & (4 ). Obdobnd h e ((u) .

PouZitim rovnosti

£t o g+ +h =f +g + n*

(ovitte!) dostévdme opét podle prvni ¥dsti ddkezu, Ze

{f"dﬂ. +{g+d/(. +[h'd(u =:‘/f-d/1. +‘{g"d(a +‘[h+d(a,,

prifem? videchny tyto integrdly jsou kone®né. Nyni jif! lehko dlkaz dokon-
tite. :

-18.21 Véia. Nédsledujici podminky jsou ekvivalentni :

Dikaz.

- *
18.22] V&ta, Necht f e & (&), £

Dlkaz.

(a) fe & (M),
(b) 7, f—ﬁaf((“ ),
(e) [fled(a), red( ).

V ka%dém z téchto pP{ipadd potom

[ o

(a)d==y{b} podle definice {(viz 18.14.D).

£ ‘zlfld(u .

+ £,
Tele|, 0

{b)==(c) podle 18.20 pomoci vztahu |¢£] = £t
£ f

LY

Fy
%

N

(c)==5(b) podle 18.15 pomoci nerovnost{ 0

| £} .

Ddle
‘x/fd(u. = [f*d(u-'{f'd{a ‘E:{fq'd/c‘f.‘{f'd/{. =

[lfld{u .

g

0" sk.v3ude. Potom / by dtu 20,
X

Polotme F = f.cy p, kde B ={ x € X £(x) < o} . Potom Fave,

F 20, Nynf stadf pouZft 18.16 a uv¥domit 8i, Ze

{Fd#io. ) |
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Shrnme nyni nékteré viastnosti systémd z((w) af""(cw) .

.18.23| Vliastnosti & (4.
(a) fe-f{(u.),cEEl—-evcfe.f((a.) a/cfd/d,=cJﬂfd/L,
X

X

{B) ,ge-{((a)==>f+ge-t’((u-) a

/'(f"'g)d(k /fd(u, /gd(u, .
(C) f,ged (M) =P>oaxif,g) , min(f,g) € & (M),

£ flela u,
/ VARRYS
(E) f,g e.t’((u),fég 8k.vBude -—7/f am £/g a

(F) feA(J’),geaf((l-) | £] £ g sk.vdude = fe &L u ),
(G) fe.t’((“-) == f je kone¥ni sk.viude.

(D) red () =>r", f',lflex((a) a

DAkaz. Tvrzeni (A), (B), (D), (G) jsme jiZ dokdzali.
(C) Dokaite e=mi pomoci (A), {B) a (D) (viz tfeba 9.3 ¢ ).
(B) Polo¥ime-11{ h =g - f , je he -{( *) a

fhd(u /gd(u. /.fd(lL.Staéiukézat Ze fhd/i
X

Ale h 20 sk.véude (zdﬁvodnéte podrobnd!), & stad{ pouZit 18.22.

(F) Poufijte 18.15, 18.16 a 18.21.

hs.24 Viastrost: £"( &) |
* *
(A) fei((u)__,ccE_l==-Pcfe-l’((u) a/cfd_ =c/fd(u
X

(B) f,g;_.ﬁ.’*g(a ) , necht mé smysl soulet /f d(u + /g dé‘%sk.véude
md smyal aculet f+g ,

f+gcf((ll) /(f+g)d(a. /fd(a /.gdf“'

© ted () - Lipu 1=, el
a8 ff"d =/r’d = +eo
X /‘ X (u
x
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Ddkaz.

I18.25|

{4) Viz 18.18,

N +
(B) Provedte opetrné podle dfikazu 18.20. (nejdfive pro f,ge8, , poté
R .
tfeba pro f,z € 2 ({a ).

”*
{C) Tvrzenf je viastné definici systému o ((“ ).
(D) DokaZte sami.

Véta (Levi).

Ddkaz.

4 R _
(a) £, € & ((u),fn/'f => red (u) a

'{fnd(u“*‘"x/fd/a' '

X
(0) € LUy, £, \f = re u) =
/fnd('d- —"/fd{i .
X X

Neehi zprvu I, >0 pro kaidé n . Naleznéme ﬁo’aloupnosti funked

-

{SE} c & tak, aby g:/fn,k—-+-o ,'prokaidé n€&€N
k=1

(U.

a poloZime

hn=max{ gi;léién,lfjén.} .

Zfe jmé h, e .2’(“ a posloupnost hn} konverguje monotonné nahoru.

Oznadme h = limh , tedy he 27 Ze vztshu h, € fn plyne, Ze
>

h £ £ . N druhé strend v8ak h, > gf pro k >n, &ili i h = £, pro

ke¥dé n. Tim jsme ukdzali, %e f = h & iz’}: a zbytek tvrzeni plyne
z nerovnosti h_ € f €f , nebot potom

\{hd(u ={fd(u=1im‘[nnd(u élim{fnd{ué ‘[fd(“. .

R .
Jsou-11 nyni £ € K4 ((ll ) , mifeme pFedpoklddat, Ze fn > =~ o= yiude
pro kafdé n (vysvétlete !, viz 1B.19) a poloZme F_ = L, * (fl)_ .

n
R
Zie jmé (fl)‘ix'((a R Fne&'((‘-‘ I /Fnd(ll» =
X

=f £ p +/(f1) d(u JF_*0, F_/Sr+ (:1)' .
x X
- 4
Podle prvni ¢dsti dikezu jest pak f +(f) e.f((u) a

- [
/Fnd/l- /.,/ (£+ (£)7)d 4 . Zbytek jiZ dokonifte lehko -5ami.
X .

- 279 -



|18 .26| V&ta (Lebesgue).

Neechl f e A ( S, £f,~>f sk.v3ude, necht existuje funkce g € .¢ (M)
tak, 2%e nerovnost I fn(x)l £ g(x) je spln¥na pro vdechna n ¢ N a sk.

vBechna x € X . Potom
ref (u) a /fndcu.-—-'ff au
X X
Dikaz. Provedte sami podle ddkazu v&ty 9,36.

18.27| CviZen{. Vyslovte a doksZte Lebesgueovu i Leviho vétu pro #ady funkef,
obdobné jeko v 9,39 a 9,40.

18.28] V&ta. Nechl fe-f([u.),féo, ffd{u =0 . Potom f£Ar 0 .
x

Ddkaz. Pro n € N poloZme E ={ xa& X ; £(x) 2 %} . Stalfl ukézat, Ze kaZdé

o

mnoZina E_ Je nulovd, nebot { x€ X; £lx) > O} - U E, . Ale
n=1

zie jmé EnEJ’ (pro&?) =a

(“'En= ‘{cEnd(u é{nfd(l. =0 .

V dallim je31¥& zavedeme integral pro funkce, které jsou ‘definovdny pouze
na jistych méritelnych podmnozindch mnoZiny X . Pfipomenme, Ze stéle vy-
.chdzfme z prostoru s mfrou (X , J ,(ll }, kde /.1 je @ -xonelnd mira.

|18.29| Lemma. Bud ¢ ep £1 (kxde L) mi%fe znamenat kterykoliv ze systémd & ((U- ),
.f“((u ), & ((d. ), -f”((u- )y, ACY), nech{ Me Y . Potom

i’cniﬂ. .

Dikaz. V ka?dém pripads je fe €A (F) (viz 16.§). Je-1i fe€ L{A ) , vyplyvé
tvrzeni z nerovnosti O £ lcufl € |f1 e z vét 18,21 , 18.15. Tvrzeni je
téZ sprévné pro f€ Z;;_ {oddvodn&te! ), dals{ pak vyplyvé jiZ z rov-

— + -
nosti f"u = fc“ -fc! .

8.30] Definice. Bud M e , £ funkce definovand na mnoZin& M .
PoloZme

f(x) pro x N,

f(x) =
O pro x€X -M.,

-]
Nechf J1 =zpemend kterykoliv ze syetdmd (A& é.’*(‘/l- ), & (M),
a?”( & ), A(Y ). Definujme systém funkcf ﬂl vztahem

,.ﬂl = { £f; £ definovand na M, T e .ﬂ.} .
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*
Je-11 fccl."u((l-‘ ) , definujme ddle integrgl funkce f pfes mnoZinu M
rovnosti .

ff au =fi‘ ap .

M X

EB. 31| Pozndmky,

(A) V cviZenf 17.A jsme ukdzall, Ze trojice (M, S’u, My) Je (v pifpads
xe V) prostorem s mirou.

UkaZte, Ze

A(S)=A (9) | £(m) &, () £ (u,)= Ly (@)

‘l/;fd(u” ‘-“{fd{.t

P

pro f& -f'u( &) - Komentujte! (UvSdomte si, %e Jji% na ka%ddm prostoru
8 mirou je automaticky podle 18.13 definovén integrdl !).

(B) Nechti re.f*((u ) . Potom f/M € X% ({u.)
o | 'S
ff/ld(u=ffcud/l-'.
M X

DokaZte pomoci 18.29 !

(C) Pfetéte si pozndmku (B} z 9.53 a promyslete ji !

[18.32] veta.Bud £e Ny ,Ncu,Nes . Potom fefly (korektndji

£/N € -n-N) , kde [l mO3e cpét znamenst kterykoliv ze systdémd

L), A ().

Dikaz. Dokatte sami (viz tPfeba snalogickou vitu 9.54).

V&ta. Vyslovte a dokafte (podrobn&!) véty analogickd vétém z odetavce
9.56 (kde pochopitelnd misto Ay,f pileme ff d(u , misto £ pak
¥ (#) ata.). M

D. CVICENT A PROBLEMY .
———

V deldim vidy pledpoklédddme, Ze (X, Y ,(“-) je prostor se O -kone&nou
mirou. :
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[]-.B.AI CviZeni. UkaZite, Ze Daniellova metoda popsand v cdstavel (B} a metoda
z (C) daji "tytéi" eystémy integrovatelnyjeh funkef i tentyZ integré-l.
(Formulujte lépe a pfesné ji!).

[e-5] cviteni. Bud re #R( ). Potom existujt £ €& (p) tak, Ze
f‘n/ £ . DokazZte ! .

Névod. Existuji f£,€X, tok, % £ /£, Potom f_-£ f¢.

. *
18.C| Cviéeni. Bud f Gcf((u). Potom

fe -f“(ﬁ‘)cn—-)f‘ex (A ).

DokaXte!

18.D| CvizZeni. Necht X je mnoZina pfirozenych &isel, = exp X , MAA= podet

prvkd mno¥iny A € X . Podejte charakteristiku systémi & (/-L ),

*
4 ((u, ) 1 Cemu je roven integral ff d(&‘- 7
£

18.E| CviZenf. Nechi (X, ¥ ,(u) je prostor se & -kone&nou mirou, nechi mira

géijé pouze hodnot O anebo + == . (Je to vibec moZné?) Charakteri-

H
sujte & ((“—), -(*i(u), /f d(a. !

E

B.F] Cvidenf. Necht (X, ¥ ,(a ) je prostor s mirou jako ve evi&eni 17.C.

Charakterisujte systém A (¥ ) a integrél /f d/l !
' X

18.G] Cviteni. Necht (X, .V,(u ) Jje prostor s mirou, #4 X < + * a necht f

Jje Iy -méfitelnd, nezdpornd & omezend funkce na X ., Bud

M > aup { £f{x) ; x € X } pPirozend. Ukaite, Ze
nif

1+1
/fd(u.zlim Z %/A{ xex;%if(x)«( - }

ol L] i=0
X

Pomoci{ tohoto vztahu lze téZ definovat integrél. Pokuste se o to!
{Takto plvodné deflnoval integrsl H. Lebesgue).)

8.H| Cviden{., Bud f nezdpornd, & -méFitelnd funkce nsa  X. UkaZte, %e

/fdla =sup.{ ;/A E, - inf{f(x); erk}} '

X
kde supremem se bere pres vdechny syatémy koneénych t¥{d po dvou disjunkt-

n
nich mno%in E, . € J’ 8 vlastnosti U Ek =X .
: . k=1

k

I pomoci tohoto vztahu lze zavést abstrakini integradl.
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18,1

Cvitent, Necht EeY, fe&(u ) anechi a,beE, jsou takovs,

8.4

Y¢e a £ f{x) £b pro sk.v3. x € X . Potom

auE < fdu b UuE.
pre [rop cop

DokaZte !

£

Cviteni. Nechi /.LX <+en , felA(¥) . Potom ---—-]—T-Gat’ ((l(, ).
. l+]|Ff

UkaZte! Je predpoklad kone&nosti miry celdho prostoru podstatnj 3

!lB.L[

" .
Cvieni. Bud f e X ((ﬂ ) , £ 20 /l. -s8k.v3, Potom funkce (uf ,

Ho b = fd pro Ae ¥
¢ Af s

je mira na ¥ . Dokatte ! Kdy bude mira (a‘g koneénd? Zkoumejte, za
jakych podmfnek na f,g bude My = M, ns L

Cvitent. Necht R c & je okruh, necht & (R ) =¥ . Je-1i

18.M

te ¥ ((a }  takowvd i"unkce, Ze /f dzu. = 0 pro ka¥dou mno%inu E€ 2
£

potom f~+ 0 . Dokazte !

Cvidenf, Bud fe ¥ ((“ }, £ 20 . Poton

v

\!fdﬁu’ —fﬂup{{fd{u; Aif, [LA(*-“} .

*
Dokafte! Je tvrzeni pravdivé i pro fed (& )7
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19, Specidlni prostory B mirou

Cbsah: A. Integrély v E

n
B, Fubiniova vEta pro scufin mér.

C. Cviieni a problémy.

A. INTEGRALY V E
L

—

Tak jako jsme v kapitole o Daniellové rozdifeni, kromé& vét platnych pro
abstraktini teorii, uvedli fadu tvrzeni pro specidlni tecrie, tak i nyni lze
konkrétni velbou prostord s mirou odvodit je jich dalsi specifické vlastnosti.
Prevédind Z4st t&chto v&t méd stejné dikezy jake pFisludné véty v kapitoldch
10 - 12, uvedeme Jje zde proto bez dlkezu. Radim-étenéfi, aby s8i je vdechny pro-
vedl podrobné& edm.

19.1] Lebesguelv integrdl v EL‘

Zde volime X = El ’ S = systém 7)!1 " vavch lebesgueovsky méfitelnych

mnoin v E; , M = Lebesgueova mira A 1 ha systému ml tak, jak '
Jeme Ji zavedll v kapitole 14.

Doka¥fte saml ndsledujici véty:

(A} Vzteh Riemannova a Lebesgueova integrdlu (véta 10,13, k ni si oviem pre-
stéte té¥ odstavec 10.12). ‘

{B) Vztah Newtonova a Lebesgueova i-r;tegrélu pro spojité funkce (viz 10.16
spolu s 10.14, 10,15, 10.17, 10.18).

19.2} Lebesguelv integrdl v En'

Op&t volte X =E_, s = mn v A= y | n {(viz odstavec (C) v kapito-
le 14) & rozmyslete sl nésledujici vity.

(A) Vztah Riemannova a Lebesgueova integrdlu.

(B) Fubiniova véta (viz 11.6 - jeji ddkaz provedte bud pfimo, anebo raddji
aZ podle véty 19.8 v dal3im odstavei s pouZitim cvifeni 15.0.D),

(C) Véty 11.8 a 11.9 o mite grafu funkce a geometrickém vyznamn integrélu,
(D) Véta o aubd.iiuci pro Lebesguedv integrél (viz 11.12),

B

19.3| Lebesgue . Stieltjesdv integrdl v E,.

Necht }4 je neklesajici funkce v E, . Volte X =E, , _50 x ﬂ’ a

C“, = 17 (viz 15.1). Podivejte @e na: o
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(A) Vzteh LS-integrélu a RS-integralu pro spojité funkce (véta 12.2.E).
(B) Poznémku 12.3 .

8. FUBINIOVA VETA PrRO SOoUBIN MER

Zopakujte sl partii o zavedeni soulinu mér (odstavce 15.8 - 15.18). Pro
pfenlednost zde uvedeme pouze ne jdhleZits j§{ vysledky.

Vychdzime ze dvou prostort s mirou (X, ¥ v M) Y, A, V), kde # =
¥ Jeou @'A-l,_:_qneéné Gplné miry na O -okruzich Y a A , Sesatrojime
G -okrun Y@ M v XXY audplnou & -kone¥nou miru (a & ¥ na ném tak,
%e plati

AEJ’,BGJQ==>(‘L6V (hxB) = MA . VB .

-~ P
Vime, Ze mira (u ®Y nn YO M je touto posledni podminkou jednoznalné
uréena.

-

|19.4| Oznageni. Nechl h je funkce ne X x Y . Predpoklddejme, Ze

(1) pro '(U‘-skoro vi3echna x & X jJe h(x,.)ef*( V),

{i1) funkce H : x—u—/h(x,.) ay leZf v aystému ae*((d)
Y

(funkce H miZe byt definovéna pouze cll-sk.véude v X 1),

Potom symbolem /(f hd ))) d(d. rozumime integrdl [I-l dft a
X ¥

f(/ hd P) d(u nazyvdme dvojndgobnym integrdlem funkce h .

A

« Obdobn& definujeme /(/h d/l.) ay (s "prisiudoymi® podminkami (1) a

y |
(1i)h Nezapomente, 2e k definici t&chto dvojndsobnych integréld patff

vidy splnéni podminek (1) s (ii)!

Il9.5| Problém. V del3im nds bude zajimat otdzka, v jakém vztashu k sob& jaou
integrdly

k/(/hdy) d(u.r/(;‘/hd(u)dv , /hdﬂSy

XxY

(poslednimu integrédlu se téZ *ikd dvojni integrdl funkce h ), zda
z existence nékterého z nich plyne i existence ostatnich, pfipadné pek
Jejich rovnest.
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i - ‘ﬁ )
L_L9.6| V&ta. Necht A e . @ A . Potom piati rovnost

(uav(a)zf(/cAdv) au =/(!cad#) av . ®

£ Y

" .
Dikaz. Oznadme symbolem &  systém viech mnoZin A € Y M s pro n8% plati
rovnost & .

1. Zfejmé ?CJ/ (kde y je definovéne v 15.9)., Podrobn& oviem
vysvétliete ! .

2. Dale & c X (kde & je okruh generovany systémem y ) . K tomu
viz vétu 15.13.

3. DAdle sami ukaZte {(pouZitim Leviho véty), Ze plati:

(8) A ChyCAyC..., h € X = nLgl AneJ( ,

(b) AyD K32 A3D weny A e%=’?Ql s eX

((b} dokeaZte nejdiive v pripad®, kdy miry (u , V¥ jsou koneé&né
a teprve potom vyufijte @ -konelnost).

4. 2 (2) a (3) lehko odvodite, 2¢ ¥ ® K c X (viz oznadeni v 15,15 a
cvideni 13.C.g).

5. Bud konend Aebpé.ﬁ( . Tedy A= U N, kde Ge.‘fQJﬁa
NCE, EE€ f@ﬂ,(umy (E) = O . Déle vime, Ze

M@V (G)=x/(./ chv) ap
() o

A neni téiké dokdzat, Ze

1]

(uév (4)

J(Jwsr)se = J([or) sa

Tento dikaz jsem Umyslné psal strulng; domnivdm se,Ze Ztend?® by si jej:
mél porddnd vypracovat do v3ech detaild a prokédzat tak, ¥e¢ dobfe poro-
zumdl celé partil o abstraktnim integrdlu.

19.7} Metodickd pozndmka. Obvykle se zavad{ soulin mér aZ po vybudovédni teorie
integrdlu. A prévé rovnost @ z prede8léd v&tiy poskytd metodu pro jeho
zavedeni. Naznalme struén& my3Slenku tohoto postupu.

(a) Nejdfive se zavedou systémy. ? & a YO M .
{(b) DokéZe se ndsledujici vEta:
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: X, * /
*Pro Ae}’@ﬂ Jje funkce x—= ¥ (& ) L=chdv)
Y

*, Y
y-méfitelné na X, funkce y-—P(u(A ) (:/ ey d(u)
' X

W -méFfitelnsd na Y a plati rovnost

fv(nx'*) au = //J.(A*'y) av
X Y

(t.i.x/(/cA dy) d{uz/(;/cA d(u.) dvlf) X

Dikaz je zcela obdobny dikezu prededlé wéty.
(¢} Poloii-li sepro 4e ¥ @ M

@ A= /'VCAX’*)dCu =/(u(A*’y)dv ,
X Y

nen{ t&%ké dokdzat, ¥e & je mira na S @ M

¥
@ (€ xD) = 4cC. ¥y D pro ced, DekM
a fe &} je jednoznadnd urlena privé touto posledni podminkou,

(i) Mira « na Y@ K se pak ddle jests zuplni,

# o~
9.8] Fubiniova véta. Necht he ((d ® VYV } . Potom
(1) pro M -skoro viechna x € X Je h(x,.)e.'{*( vy,

(ii} pro funkeci H: x—'-f hix, .) d¥ plaid HE!(/L) a

Y
x\{/nd(aév =X/Hd(u,,
ti.
/hd(uév =/(/hdv) ap
XxY X Y

Cbdobn& pro "obrédcené pofadil integrovd4ni® podle (ll a ¥V .

Dikaz. Rozddlme jej opét do nékolika okrokd.

l. Vime ji? z v&ty 19.6, Ze tvrzeni plati pro pfipad, kdy funkce h
charakteristickou funkef mno¥iny ze ¥ @ M .
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(2) Z linearity integrédlu lehko zjistime, %e tvrzeni je pravdivé i pro funkce
ze gystému 2 & v . KaZdd takovéd funkce je totif linedrni kombinuc{
o)
ch-arakteristicd'ch funkci mnoZin z ¥ ® M koneiné miry.
(3) Tvrzenf je téZ sprdvné pro kaZdou funkeci h € Z‘;téu
Leviho vé&tu,

, Btati totiZ poufit

(4) Koneéné pro funkci h e-f*( (aa VY ) ziskéme twvrzeni pomoci rozkladu.
Opét dikez provedte samil

¢. CVICENT A PROBLEMY

19.A) Cviceni. Zkuste sl rozmyslet nékterd ze cvifeni ke kapitoldm 10 - 12,
ze jméns 10.D, 10.G, 12.4, 12.C, 12.D a téZ odstavce 3,4,%,6 =z [T] .

|19.B| Cvi¢eni, Vyslovte téZ Fubiniovu vétu i pro pfipad, kdy neintegrujeme pfes
”y
cely prostor XxY , ale pouze ples n® jakou mnoZinu M & f@ A . K tomu
viz tfeba piechod od véty 11.4 k vété 11,6.

15.¢] Cvienf. Nechi fe-‘ﬂ((&) , Be L (), hix,y) = £{x).gly) .

Potom hed (4 @ ¥ ) a/hd AR =/fd/4 ./gdv.
‘ y

DokaZte ! XxY X

4
19.D] CviZen{. Nechl A c X , Bc ¥ . Potom A%tA x B) =£¢'A . VB, kde
A%, ‘u.* , Y™ jsou vndj31 miry prfslusnéd mirdm & v, AV

(viz 15.9)., DokaZite ! - J
Névod. Budte A ef , B e M taxové, ze A,D4,B DB,
: *
CuAl = CU-*A R L B, = ¥ B (viz 13.38.C). Potom A x B c 4y x B,
# ¥* = Y.
a A" (axB) £ AAa xB)) = mhy. B = 4 .Y'B . Vime, %e
vnd j81 mira ax Je reguldrnf (viz 15.11, 13.S), nechl tedy je
* .
ceM(A*) ,eoaxB, AG6= A(axB). Lze predpoklddat, Ze
G C Ay x By (Jinak vezmeme mnoZinp G N (A % By) ). Nyni pomoci Fubiniovy
véty obdrifte, Ze

A*(a xB) = R*G!{L*Al. v*al=(¢"a. vw'B .

19.B| CviZent. Bud h e A ( Ya M) . Potom

ned!i‘aﬁu) , pravé kdyz /(/c"ndy)aau.
, X Y

existuje a je konedny pro kaidou mnoZinu ME f@ﬂ .
Dokakte |
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FPrehled s ymbolt

A, V3eobecné,
E{ ... mnozina redlngch &igel
Ef mnoZina redlnych &igel s piriddnim symboly +°°, - == @ ‘obvyklymi
operacemi (0 . +®@ =+ 00 , 0 =20 )
R nebo @ ...(obvykle) mnoZina raciondlnich &isel
N ... {obvykle) mnoZina piirozenych ¢&isel
{a,b> ={erl; aéxéb}... ugavreny interval _
(a,b}, resp. (a,b>», (a,b} ... otevieny, resp. polootevieny interval
f ! ¥X—Y ... zobrazeni f mnoZiny X do mnoZiny X
f : X—>E; ... redlns funkce = zobrazen{ X do E; , té% pouZivéme ndzvu
konelnéd funkce
*
£ X——s—E; ... funkce = zobrazen{ X do E; , téZ poufivéme ndzvu nume-
rickd funkce '
{v kepitolden I.-IXI. uva3ujeme vEt3dinou pouze redlné funkce, od -kapi—
toly IV mohou funkce nabyvat i nekonednych hodnot} '
fn—-f na M ... posloupnost funkcd fn konverguie k funkpﬂi 'f. .
na mnoZingd M : '
fn/f na M ... posloupnos{. funief f, konverguje monotonﬁé'nahbffu
k funkei f na mnoZing M
fn\f na M ... monotonni konvergence doll
f—=f pa M .., posloupnost funkei £ konverguje -ste jnomérn¥ k- funkci
f ng mnoZiré M :
Ei{<a,b>) .... prostor vdech spojitych funkel. na intervalu ~<'a,'b>
exp X ... systém viech podmnoZin mnofiny X N
B. Zavedené v téchio skriptech.
& (<a,b> ) - 1.1
s(f,D), s(f,D) i.1, 7.1
-y . |
(R) [f, (R)ff 1.1
a
R({&a,b> ) 1.1
(R)ff 1.1, 1.20 oo
S .
27511 P19
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A+B, A4

£t £

Y (D)

G(Ln,g)

I(D)

lim (F,A, 2 ), 1im F(x), 1_1; F
vol (£a,b>)

o (Lab))

J({a,b)), (J) /£
a
4
E(f,D) = T(£,D)
4

V ¢

a
BV( {a,b)d)
Lip({a,b))

»
f

-+ -

£, f

S’ (f,D) ’ Dr(f,D)
&

-
(RS)ff a9, (m)[ray
3

(RS)/"rdy

R’ ( {a,b))
(£,D, £ )
G, § .

¥
(%)/‘:ay, ("S)/ray

'5y ( Ca,b> ), "Sy(La,b))

4
Sg (<a)) , (S)[r ag
g, %
vol I

1.9
1.13
1.22
1.24, 1.J
l.d
1.K, 6.18
pfed 2.3
2.3
2.3
2.8
2.4
3.1

3.1

4.4

4.C

5.1
5.1
5.9
5.11

6.1

6.1
6.1, 6.13

6.1, 6.13

6,20
6.21
6.21

6.22

7.1

271571 219
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5(P)
(Z,a8)

7.1
7.3
7.4, 11.5
8.2
8.2

pted 9.1
9.1

9.4

9,10
9.14 -

9.20

9.28
9.20
9.44.
3.44

9.52 (18.30)

9.5¢
- pPed 10,1

10.12
10.12

10.12

10,12
11l.1

ii.1

11.5

12.1

12.1
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{LS)‘/pf AP, Ay

M
G u), G; ()
B,
7 (™)
@,2) 2"

!
Ay, 2%%
22,71‘;,, 7ty
7:%%, %
yn/zfzﬂll,/ﬁ'
IBN, u@Y
JSoaM, n®Y
A ()
2 ()
N(f) , %{L

£ 4
[eer
2%, £a

ko [rep

Lo, 25 £ ) £ )
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13.
13.

i3.22

13.
13.

28

45

pred 14.5,

15.
15.
5.
15.
15.

16

17.
18.

i8.

i8.

1
2
5
12, 15.17
15, 15.17

.2

1
1

4

13

«13

14.13



Re jJatidik

algebra mnoZin 2.6, 13.1
- - generovand systémem 13.4
" -algebra mno%¥in 13.1
¢dst kladnd funkce 1.13
- zépornd funkce 1.13
definice integrdlu deskriptivni 4.0
- - - - konstruktivni 4.D
determinant Jacobidv 11.11
déleni intervalu i.1, 7.1, 7.0
dimense Hausdorffovas 15.L
filtr 13.21
funkce Baireova horni, delni 1.P
- - borelovsky méfitelnd 16.3
{borelovsks)
- - definovand skoro v3ude 9.28
- — Dirichletovs 1.3
- - ekvivalentni 9.28, 17.4
- - N-ekvivalentni 13.%
- = charakteristicks _ 2.1, .25
- - (lebesgueovsky) integrovatelnd 11.1, 13.Y, 18.13
- - jednoduché 16,10 '
- - lipschitzovsk4 5.1
- - ¢ -meritelns 12.1

- - {lebesgueovsky; méfitelna
- - Y -péritelns

- - mhnoZinové

- =~ polospejitd shora, zdola
- - Riemannovea

- - riemannovsky integrovatelns

- - riemann-stielt jesovsky
integrovatelnd

- - 8 konelénou vaiiaci
- - skoro primitivnd
- - alabé asrovnatelné

- - zobecnénd primitivni
funkciondl linedrni spojity
- - zgékladnd

idedl wnoZin
& -idedl mnozin
integr4l Cauchyho

- - Den joy-Chin&indv
- - dolni (abstraktni)
- - dvo jnAsobny

- - dvojny

- - hornf (abstraktni)

9.20, 11,1, 13.Y, 16.3
16.2

13.9

10.1

1,3

1.1, 7.1

.13



integrédl horni regulérni

Lebe sguedv (=L-integrdl)
Lebesgueldv abstrekini

Lehesgue-Stielt jesdv
{=LS-integril)

Newtoniv (= N-integrgl)

Newtoniv zobecnény
(= ZN-integral)

Riemanndv {= R-integrél)
Riemanndv horni, dolni
Riemannlv pPes En

Riemann-Stielt jesdv
{= RS~integrdl)

Stieltjesily (=S-integral)
symetricky

13.X

11.1
9.14, 9.23, 18.13

12.1
3-1

4.4
1.1, 7.1, 1.25, 1.J, 1.
1.1, 7.1, 13.¥

8.4, 11.1

6.1, 6.13
6.22, 6.26
4.D

- - 1-Stieltjesdv (=1S-integrdl) 6.21

- - n-Stieltjestv (="S-integrél) 6.21

- - J-integral 4.C

- - M-integrél 6.5
iMﬂmle&mivEn 7.1
infimum 5.H
kriterium Abelovo 3.22

- - Dirichletovo 3.22
lemma Cebysevovo 9,1

~ ~ Fatouovo 9.G

- - pldi%ivé 1.8
limita zobecn&né 1.K
mira 9.44, 13.10
- - koneé&nd 13.41
- - @ -xone&ns 9.60, 13.41, 13.W
- - Lebesgueova 1i.1, 13.18, za 14.4, 14.13
- - Lebesgue-~Stieltjesova i2.1, 15.1
- =  Yyonednd-aditivni 13.11
-~ = (@ -aditivn{) na okruhu 13.11
- - regularni 14.C
- - gemi-kone&nd 13.X
- -  dplnd 13.15
- - vnBjsf 9.44, 13.16
- - vné&j3f Hausdorffova 15.5
- = vndj8i metrickd 14.1
- - vn&jéf{ reguldrni 13.36
- - vnitPni ' 13.N
- =  znaménkové 13.11
mnoiina borelovekd 13.7
- - jordan-peanovesky m&fitelnd 2.3, 7.3
- - méritelnd 9.44
- - ¥ -miFitelnd 12.1
- - M -nEritelns (podle 13.22

Caratheodoryho}
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mnozina & -méPitelnd .

- - {lebesgueovsky) méfitelns
- - nulovd :
- - ¥ -nulovd

- - {0 -nulovd

- - N-nulovd
- - {lebasgueovsky) nulovd
- testovac{

norma déleni
nosi& funkce

obal linedrnit

cbjem Jordan-Feandv

- = Jordan-Peanlv dolni, hornt
- =  Stieltjeslv

cokruh mnoZin

@ -okruh mnofin

okruh mnofin generovany systémem

plocha

podminka Bolzano-Cauchyova
(= BC-podminkag

posloupnost zobecnénd
prostor méfitelny

- - s mirou

- - zdkladni

fada zobecné&nd

( A -) skoro viude
soubor usmérnény
‘souet dolni, horni
soutin kartézaky

- = mér

supremum

svaz

syatém pokryvaci

- - zékladni

usmérnéni
uspolfdddni ddstednd

varisce funkce

- - {fotélni,neuréité) funkce
- - positivni, negativni
véta Arzelova

- - DBanachova

~ = Diniho

= = Fubiniova

- = Hellycva
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16.1

9.25

6.F

13.20, 17.1
13.%

1.L

13.22

1,22
8.2

5.M
2.3, 7.3
2.4
6.E
13.1
13.1
13.4

3.13

za 3.17, 6.19, 6,23
1.K
16,1
17.1
9.1

9.J
9.28, 17.3

1.K
1.1, 6.1, 7.1

" T4

15.12
5.H

5.H, 9.3
13.28
9.1

8.6
7.5, 11.4, 11.6, 19.2, 19.8
5.0




vEta Hepfova

Jegorovcova

Jordanova {o rozkladu)
Lebesgueova

Leviho

Luzinova

0 integraci per partes
¢ substituci

von Neumannovsa

1. o stfedni hodnoté

2. o stifedni hodnoté

zobrazenl difeomorfni

reguldrni
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13.32
17.D

5.7

9.38, 9.40, 1B.26

9.37, 9.39, 18.25
1.8

3,11, 4.A, 6.N

3.12, 11.12, 19.2, 19.B
o e S

3.16

3.17

11.11
11.11
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