














N¥které &ieselnd-teoretické vlastnosti redlnjch disel

TEMA 46

Obssh: A.
B,

Diofantické aproximace.

Transcendentnf Eisla.

A, DIQFANTICKE APROX IMACE

46.1 Pirichletova véta.

(a)

(b)

(c)

1014-7781

Je-11 oc€B;, € > 0, existuje raciondln{ ¥felo r -{-
(lze pFedpoklddat, ¢ q >0, p @& q nesouddlnd) tak, %e
joc - p/ql=< E |

-Ndvod, Bud =n p¥irozend, % < £ a uvaifujte inter-
valy < —E— ’ k ; 1 ) pro v3echna celd k (v ddkasu se pod-

atatnd vyuZivd tev. Archimedova viastnost redlnych &isel).

V mnoha (i praktickych) dlohdch je uZite¥né viddt, jak je p¥i
daném € > O velky Jmenovatel q slomku, pro n&j¥ plat{
tvrzeni z (a).

Dokafte tsv. Dirichletovu vétut bdud t > 1 e oc€B,.

Potom exietujf celd nesoud¥lnd &{ela p, q tak, Ze plati
0<q=& t, lec =~ p/q )l < 1/qt.

Nédvod Uvalujte [t]+2 &isel acx - [mx],

(m = 0,1,00e,[t]) @& 1 intervalu <0,1> . Mus{ (oddvod-

n¥te prod!) existovat interval <[t]j+ ;0 [t:_l;:ll >

(J = 0.1....[1:]) » v ndmZ lef{ alespon dv¥ s téchto Eisel.
Jejich odedtenim dostaneme existenci pF¥iroseného. q, q <[t]<t

a celého p tak, %e plat{ uvedené nerovaosti. (Pogor na o<
raciondlnil) |

Je=1li o Airaciopdlni Zislo, existuje nekonednd mnoho dvojic
ps. @ ©Celjch nesoudélnych Zisel tak, s q > O a
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(4)

- [oC - %] < I_L/q2 (odvodte z b !). Je pFedpoklad iraciona-
lity &isla o podstatny?

Vsnikd nyni pFirosend otéska, Jak lse vieledek (o) szlep2it, tj.
sda pro ka¥déd iraciondlni o mé nerovnost

(%) o - p/al < q—?,lﬁy

net_onééni mnoho ¥elen{ v celych nesoud¥lnych p, q, kde ¥ le
ndjeakd kladné funkce, cp(q) > q. Lse ukdgat (Hurwits), Ze
lse volit f(q) = 5 ¢ a konstantu V5 nelze déle obecnd
gvétiovat. Uksfte, %e pro X = —V_LE—I— , yJ(q) = ¢ q, kde
c > rﬁ m4 nerovnost |o( - p/gl < q_’ol_r&')' nejvyie konelnd¥ mno-
ho ¥eEeni{ v celyjch nesouddlnjoch p, q.

N4idvod. Pikeme-1i of -'l:z , odvodme s uva’ované nerov-

nosti vstah ' 2
. 2 o

- .
b Vs (1 -¢)

|4a.a *l CviZeni.

(a)

(b)

(o)
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Bud nyni 7’(:) 2 x neklesajici funkce na intervalu

<l,+ 0o ). Ptéme se, zda existuje iraciondlni &islo o , pro
n¥% by nerovmost (%) m¥la nekonednd mnoho FeZen{ v celjch

(a tudf¥ také nekonednd mmoho FeXeni v celfch nesoudilanjeh) p, Q»
qg > 0. |

Pro n piirosené bud M, mnolina viech oCE€ B, takovyoh,

1
fe |l - p/ql 3\(‘—?7(;; pro viechna p, q celd, q = n.
UkaZte, Ze mnol¥iny N, Jsou #1{dké a uzav¥ené v By; Tedy mno¥ina

oo .
Ma Ulln je prvé kategorie v B,. BExistuji tedy occB, \ N,
o= |

o< iraciondln{ (pro&?) a pro tote X mé nerovnost (X ) neko-
neind mnoho ¥edeni v celyjch nesoud¥lnjech p, q, q > O (podrobné
oddvodnidtel). Tim jsme provedli tzv. existendni dlkas.

Konstrukce je pondkud #lofitdjii, ale lze dokdsat trochu vice,
Nejprve ukafte ndésledujicf lemma.



Lemma. Jsou-1i a, b oceld nescuddlné &isla, existuji oceld &isla

x

ot Yo tek, e pro x =x,, y = yg je

Viechna ¥edeni této rovnice jesou potbn déna vstahy x = x, + b 1,
Y=y, +at, kde 't Je celé &islo.

Kdvod.,  Uvaiujte nejmendi kladné 3islo 4, které lze vyjddFit

ve ¢varu ax - by s celymi =x, y a uka¥te, f¢ d d%1f{ & 1 b,

Pro sbytek tvrseni dokaite, #s plati-1i (# * ), je a(x-x,)) = b(y-y,).

Konstrukce, Bud A = 4, |

(1) Poloime p, = 0, q, = 1. Jsou-14 jif definovdna p,, q, pro
Jisté nesgdporné celé n, svolme p ., & ‘qml tak, aby

Prel 9n = Pp Qn4y = 1

A ?(qn) = qn+1 < (A + 1) ?(qn)

Pouiijte lemmatu. oo

Pp Po . :
(11) Bud of = lima —~ =— + Z
n»o0 9p % n=0

Pasl pn) ,
9+l Y

k'de ¥ada konverguje. Ddle plati pro n = 0,1,...

' 2

p A 1

..._'_].'_._ < x - __n_ - 3 . .
n p41 n AS -1 9% 9+l

Ndvod., Poufijte vetahil:

O o 1
oc-fé--Zp"*l-p*)-Z——-—-
9 k=n \ k+1 U k=n Tk g+l

2
qt qk'l'l Z A qk..l qk (k'loajooocooo) .

(111) 8fslo o Jje iraclondlnf.

BEdvod, FKecht o€ =p/q, q > 0. 2Zvolme a  tak, aby

2

q <-‘l—i2-1—~ ag - Jo q < q, adle (1f)

1 lpgy ~ ap,l P o1 A2
T L oy

q q, 9,
A% -1
tj. q> ——12—- ey * oo je spor.
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(iv) VNerovnest (%) m4 nekonein® mnoho FeSen{ v celych p, q,
qQ > O; nerovmoet loc = p/gql > m je splnéna
pro viechna celd p, q, q> C.
Edvod. Pro 1.3det bud p = Pp» @ = q & pouiijme (ii).
Budte p, q celd, q > O. Urieme n tak, aby
Qu.] € q < qu- Potom dle (ii) je

gt > o(12- 0 - lee 1)

1 : A : q 1 A
2 . " B >—(1‘—2‘+—)>
7 9y A" -1 9y 495, 9n ;AT =1
2
l - A = A = 1 1
p

Plagy WE-Da+1” WP (g

Z4virem tedy: - K dené funkei SO(q) existuje iraciondlni &{slo

X tak, Ee nerovnost (¥) méd nekonein# mnoho Feleni v celyjch
1

nesoud¥lnjch p, q, 9> O a nerovnoast lec - p/ql > ————
' 1Cq ff(q)

je splnina pro vischna celd p, q.

46.3*] Cvi&enf.

(a) Bud % kladné funkoe definované na intervalu <1,+ oo ) a bud

l? - mnofina viech iraciondlnich oc&B, takovych, fe nerov-
noet (*) md nekonein¥ mnoho ¥e3eni v celjch nesouddlmyoh p, q,
q > 0. Ukaite, Ze je-1i ICE; interval, je Iﬂhr nespoletnd.

{b} Jaou-1i fl a 502 dvé .fuxikac. eploujici vj%e uvedené p¥edpo-
klady, te-!l, exiastuje xell’ol, yelya tak, fe t = .Xx + ¥3
je-11 ¢t 4 0 1lze nalést u6H9p1, v lspa tak, ¢ t = uv.

Hévod  Podle 46.2.b Je B\ My  prvat kategorie.
Je-11 ACB; mnoiina residudlni (tj. B;\ A Je prvni katego-
ris), BC ll ruiduiini, Jeou manofiny ANB, A + ¢ .a pro
t#£ 0 1 ta také residuélni.

(¢) Ukakte, ¥e mnoZina l? e typu GJ (ln £ 46.2.b jeou usav¥e-
né).

(d) FKonetrukol uvedenou v 46.2.¢ mifeme upravit je%t& n¥kolika zph-

1014-7781
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(e)

[ = ]
goby a dokézat podstatnd vioce: Bud £ = {&1}1-1 posloupnost
nul a Jednidek. Volme v bodd (i) konstrukce 46.2.c¢ Pusl® 9ned
takto: je-1i £ ., =0, nacht plati A?(qn)srqﬁu-:uﬂ)ja(qn).

Je-11 € ., =1, necht plati (A + 1)f(qn)s Uy, < (A+2)P (q,).

V obou pFipadech Pa+l 9n = Pp Gp,) = 1 & pro ur&itost volme
LI nejmen¥i moiné, Tim kafdé posloupnosti £ p¥ifadime jieté
iraciondlni &islo o = Kg . Ukaite:

(1) Pro keZdé o plat{ tvrrzeni uvedené na zdvdr 46.2.c, pouse
konstantu 1/10 nutno pondkud smenfit,

(11) Zobrazeni & —> oCg je proeté. Tim dokdZeme: Exiatuje
konstanta ¢ > O a nespoletnd mno¥ina iraciondlnich &{-
sel oce€ (0,1) (pro&?) takovjch, %e pro kaZdé toto
oc € (0,1) () né nekonedné mnoho ¥FeSeni v celych p, q,

q > 0 & nerovmost |oC - p/ql > ;q—?f’-(;i)— Je splnéna
pro vZechna celd p, q, q> O.

Volme navic v konetrukci 46.2.¢ za Por 9 libovolnd nesoud¥lnd

iala, q, > 0. Vysledek me zm&n{ pouze v tom, ¥e nerovnost
- ‘J—‘—— H
lec « p/gl > P ?(q) dokdZeme pro q > q,- Odtud dostaneme

Bxistuje nespoletnd mnoZina rll?c. By huetd v B takovd, Ze
ke kaZdému ocellﬁp existuje konetanta ¢ = ¢(<) > 0 tak,
o nerovooat loc = p/ql 2 -E‘GTET Je splndna pro viechna
celd p, q & nerovocst () md nekonednd mnoho FeZeni v celych
nesoudélajch p,q, q >0 (volte v konstrukcl 46.2.¢ sza p,.q,
viechny dvojice celyjch nesouddlnych &isel, A = 4,5,... ); DokaX-

te, ¥e mnoZina N jJe prvni kategérie. Pokuste se uréit jeji
typ (G !

Liouvillova vé&ta.

(a)

1014-7781

Ndsledujfic{ v¥ta (Liouville, 1844) ukasuje, ¥e koFeny polynoml
s celodimelnymi koaricicnty se nedaji p¥{1i% dob¥e aproximovat
raclondlniml &isly.

Bud p pFirozené &islo a bud P(x) polynom n-tého stupni

~ 343 -



8 celodiselnymi koeficienty. Je-1li of ko¥Fen toho-to polynomu, ktery
neni raciondlnim Z{slem, existuje konatanta ¢ (wdvisld jen na poly~
nomu P) tak, %Ze pro viechna celd p.q; q>0 Je

jec - p/ql 2 -:2"3- .

Ndvod. _

{1) Stad&{ pFedpoklddat, e o je redlné a tedy iraciondlni.

(1i) BExistuje cf > 0 tak, %¥e pro 0 < [x - X|< J Je
P(x) # O.

(1141) Budte p,q celd, q > O. Neni-li [oc - p/ql 2 J >

Jo 0% p_(&)-?(ﬁ)- P(o() -(_P_..ac,) r'(f). kde

q q q

0 <|f-oc|<r} .

odtus L slr(i)lsu ‘oc,- _11‘ .

ula,,

q

kdae M = eup [P (x)| > o.
|x=uC fed

(b) Pognémka, V roce 1955 ukdsal Roth, Ze za pFedpokladu Liouvilleovy
véty lge pro kaZdé £ > O nalészt konstantu o > O (zdvisloun

Jenna P a £ ) tak, Ze vidy je [oc—p/qls—-%;g- .
q

46,5 Chindinova vita.

(a) V 46.2 jesme ukdzali, "jak mnoho" ve smyslu kategorii je redlnych
tinel, kterd maji{ jieté vlaetnosti vshledem k sproximaci raciondl-
aimi &{mly., Ukd¥eme nyri, jJek je to 8 Lebesgueovou mirou t¥chto

moiin. )
{b) Véta (Chin&in), Bud ?(x) funkce definovand na intervalu
T L0
i 1
< > 2. HNech .
1,+ o0), ;o(x) 2 echt fada qE-ZL ?GS konverguje

Potom existuje mnoZina Sc B, Lebeasgueovy miry nula tak, Ze
ke kakdému o, oc ¢ 8 miZeme nelést kladnou konstantu o
(sdvislou jen na oC) takovou, %e pro vlechna celd p,q, q>0

je  |oc-plgl > —2
q?(q)
R ‘. v o d. }
(1) Nechit pro ka¥dé pFirozené q Je S mnoZina tdch

9
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(o)

e <0,1> pro n&f pro vhodné celé p! Je (#).
A . —2
(11) 1(Sq) m .
o ] '
(114) Bud 8 = {) 5. Potom A(5) =0 a s
Q=1 q=Q ¢
eplnuje pofadavky vdty.

Lze ukdgat (dikaz je velmi eloZity), Ze je-1i 50 rostouci

[~ ] i
" 1 '
a ¥Feda Z—lm diverguje, existuje mno¥ina- M Lebesgueovy

miry nula tak, Ze pro kafdé oc*l @4 nerovnost (#) nekoned-
n& mnoho ¥eSen{ v celych nesoudZlnjch p, q, gq> O.

46.6) Cvideni,

(a)

{b)

VySetFete jednostranné derivace Riemannovy funkce. VySetFete také
pF{pad, kdyZ klademe funk3ni hodnotu v raciondlnim bodé p/q
misto -:— rovau —]-';c— ’ p_ceEl. (VySetFete 1 spojitbst. Tesd.
existenci Riemannosa integrdlu takové funkoal) |

Nechi jeou splndny p¥edpoklady Chindinovy vity pro funkei ¢P.

q
psq Celé nesouddlnd, g > 0, Ukafte, ¢ f md koneinrou

Bud f(x) = 0 pro x 4iraciondlni, f(x) = T?%-Gj pTo X -2,

variaci na intervalu <0,1> a uka¥te, %& je-li x 4iraciondlni,
xé Mg, , potﬁm £° bud nesxietuje nebo neni vlastni. (Poutitim
véty o derivaci funkce @ konednou variaci odtud plyne jiny dlkas
Chinéinovy v&ty.)

46.7 Provlém.

(a)

(b)

1014-7781

Ulohu aproximovat jedno redlné Eislo ¥iely raciondlnimi lse
gobecnit takto: Budte Qid redlnd &isla, 1i=1,2,...,r,

J = 1,2,0.0y8. Ptejme se, jak "malé" mohou byt soulasn® (tj.
pro 1'1,2,... .r) Vfrazy- Ti = 161111 + 61212 +.oo+61'x.-yil;

kde  X),X5ypeee9Xy s Fys¥psess ¥ Jo0u celd Eisla, kter4d nejsou
soufasnd rovna nule. Analogii Dirichletovy v¥ty je ndsledujici

Kroneckerova véta.

Pro kaZdé pFilrozend t existuli celd &iala XysKo9e-esXg o

Y1dorseesdn tak, Ze

-2
\Ti“: ¢t T

» i = 1.2,...,1‘ 3 0 < max \IJ‘Et.
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N 4dv od. Postupujte analogicky jako v 46.1,b: uvafujte

v B, body o soukfadnicich .égirml + vee + ég;.m.-,
i=1,2,.0.,r "posunuté™ do jednotkové krychle, kde
‘J - 0,1,....#.

(¢) Klademe-1i v Kronackerovd vété e = l, doestanems tzv. simultdnni
aproximace: Jeou-1i dédna &{sla 691, fga, weoy GBL a p¥iroze-

né t, existuje pFirosend q &8 celd &isla PysPossse Py tak,

Py l 1
ze Iég - -——J =< = 1 =2 1,2,004,r.
T 1I+1/r * 1Erccey
i a qtll q /

MiZeme klésti otdsku podobné jeko ve 46,1.d. Vysledky jsou do
Jisté miry analogické. Analogicky Jeko v 46.5.b uka¥te Chindino-
vu vétu v toato obecném tvaru:

Bud Sp(x) neklesajfc{ kladnd funkce definovand na intervalu

(0,4 00 ) a necht Pix) 3 2. Nechi Fada 21_‘)%6)-
q-

konverguje. Potom exiatuje ;noiina Rc Br Lebesgueovy miry nula

t“' i' J."li @ - [81. 82,.0 .y 91']‘ Br\ R' .xi‘t‘u. konstanta

¢ (sdvisld jen na &) tak, ie bro viechna celd PysPpsccesPrs
g> 0 Je '

Ie - p /ql ; | e » 1 - 1,2.....1‘.
t v 99 (q) .

Poendmka. V3ty uvdddné v prvni &dsti tohoto tématn pat¥{

do tsv, teorie diofantickjch aproximaci (viz nap¥. krdsnou knihu

J.W,8,.Casgels: An Introduction $o Diophantine Approximation),

B, TRANSCENDERTNI &1

46.8| Cvideni.
(‘)» Bedlné &{sla obvykle d¥lime pouse na {sla raciondln{ a iraciondl-
ni. Ukaite, Ee pro pfirern‘ n Jje qu bud 3i{slo p¥irozené nebo
iraciondln{. '

Névod, HNeoht \/n=p/q, kde p,q jsou pFirczend nesoudsl-
nk ¥{els, q>1, Bud A p¥irosené, A <Vn< i+ 1, Potom

Vo = H' 0O<ng-4Ap<p, 0<p-Agq<gq, cof je spor.

1014-7781
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Pozpémka. Zobecn¥te p:i"edchozi tvrzeni pro ai' !
(b) Redlné Cisla visk milZeme rosd¥lit jeXtd podle ndsledujficiho hle-
diska:

Definice. HRikdme, e redlné nebo komplexni ¥islo o< Je alge-
bralcké, sxistuje-1i polynom P(x) stupné alespon prvého s celo-
tieelnymi koeficienty tak, e Ploc) = O, V opalném pFipadZ na-
syvdme o transcendentnim Eislem.

(o) Uka¥te, Ze:
{1) KaZdé raciondln{ &fslo je algebraické.
(11) Mno¥ina algebraickych Eisel je spoletnd.

(i1i) Mnoiina transcendentnich &isel je nespoletnd a tedy (Cantor,
1874) exiestu)i tranecendentni &isla.

oo n
(4) (Liouville, 1844). Gisle ol = Z]'. 'L;T]i)l_ Je transcendentni.
Rs : .

N dvod, Je-1i q = 2"!, sxietuje oelé. p tak, Ze
1 . 1
ol - p/ql < » . Odtud plyns tranacendentnost
‘ 2Zm+1§! _qm-I

podle 46.3. Iracionalitu lze dokésat jeko v 46.2.c (iii).

(e) Naproti tomu (uvedenc bes dikazu) existuji transcendentn{ &iels

o< , pro n$f nerovnost | o¢ = p/ql > 412 Je eplnéna pro
’ q

viechna celé p,q. Podobnou vlastnost mé &islo 0,123456789101112... .

l46.9 Tranzcendentnoat e.

(a) Studium transcendentnich 3isel je velami obt{¥né. Neni napFfklad
‘doposud snémo, je-1i Bulerova konstante (vix 45.6) trenscendentni.
Zani#{me se proto pouse na vyXZetFeni iracionality, p¥ipadn& trans-
cendence ¥isel e a A . Tyto dikazy hrdly higtoricky velmi
ddleitou dlohu.

(1) UTislo e je iraciondlni (Fourier, 1815).

Névod. HNechi o =p/q, p,q pFirozené. Je

q9
1 1 +2
-;t' < o - kz-o %r < Q"'l)! -%;1— ’ co¥ je spor.

(31) Q8islo = je iraciondlni,
Ndvod, Je-l1 f polynom a F(x) =« f(x) - t"(x) +
+ 2802 2 . je  [f(x)ein x ax = F(O) + P(®).

0
Je-11i nyni =& = p/q & pFirosemymi p,q, n pFircsené, bud

1014-7781
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£{x) --}1!— q x? (& - x)0, Vypoltem zjistime snadno, Ze
F(0) + P(%') je kladné celé &fslo. Integrdl lze ale odhad-

2 n

. x X

nout virasem T (—T“) » co¥% pro velkd n Js menii
nef 1, '

(111) &islo 2 nembiie byt koFenem kvadratického polynomu P
8 celymi koeficlenty (specidln& &ialo ara Je iraciondln{).
Nddvod, Poetupujte jako v (11i), ale volte

s = 3 (20 - k)2 .

*
(b) 8islo e je transcendentni (Hermite, 1873).

HN4idvod. _
(1) Je-2i f polynom, F(x) = £(x) + £°(x) + £"(x) + ..., Je
x
/c't £(t) at = F(0) - & X F(x).
0 .
(11) Necht 8, + 8;8 + ...+ &n.nzo, kde a,,...,a, Jsou celd,
8,8, £ 0. Zz (1) dostaneme, %e
k

k
n n
aol'(O) + Z akP(t) - - Z qkok/ ot £(t) at. ()
k=1 kel A

n
- p-1 - k)P -
(111) Bud f(x) Tﬁﬁ x IT-I (x - k)Y , kde p Je prvo

g{slo, p > |n°| + P> n. Ukaite, s P(0) je celé &ialo,
kteréd neni délitelnd p; F(l), F(2),...,F{(n) jwou celd
Sisla d¥litelnéd p (pouZijte Leibnirovy formule pro vypolet
derivaci soudinu dvou funkef).
P
(iv) Plati li'(x)‘ < '(—p—_h‘!— (nm'l) pro x€ < 0,n> .

Ve vyrasu (%K') jJe dle (1i1) vlevo celé Eislo ned#litelné
p,» tedy celé &i{slo rizné od nuly, vyraszs vprave je pro doeta-
tein¥ velkd p v absclutni hodnot¥® meni{ neZ 1, co¥ je spor,

| 46.10 I Pozndaky,

(a) V roce 1882 dokdsal Lindemann, Ze &islo X je transcendentni

a8 tim vlastné 1 nemofnost rektifikace kruZnice a kvadratury kruhu

1014-7781
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(b)

(e)

(k tomu viz V. Kofinek, Zéklady amlgebry, § S2). Dikas je v z4-
kY
kladd podobny ddkazu transcendence e , ale vyuZfivd Fady vlast-

nosti{ algebraickych (komplexnich) &{sel a vstahu o1 . o,

Lze dokdsat obdobnd vétu podstatnd eilndjsf (Lindemann, Weier-

atraes): .Jaou-li Ky OCE,.... acn navezdjem riznd algebraic-
kd &iela, 81985900048, algebraickd &isla, kterd nejaou soulaend
rovna nule, Jje aloctl toaot aned‘n‘f O. V této vEt¥ Je obealena

2, 0) tek i tranecendence

jak trenscendence o (e.s - o
2 (e®1 + 1 2 0), tak i transcendence pFfirosenjch logaritmd

algebraickjch &isel résnych od jedné.

Dlouho nefeZeny tsv. sedmy Hilbertdv problém je formulovan Jako
ndsledujici tvrzeni{ (dokdsané af v roce 1932 A.0. Gelfondex):
Jsou-1i a,b algebraiokd &isla, a £ 0,1, b iraciondlni, je

ab transcendentni.

Z této véty napiiklad plyne, Ze dekadické logaritamy v3ech raclo-
nélnfch &isel jeou bud &isla raciondlni nebo transcendentni. Ble-
mentirni (ale sloZity) dbker, spolivajic{ na Rolleovd vité
(pro redlnd a,b) .Je v knige: Gelfond, Linnik: Blementary
methods in analytic number theory’(exintuje rusky p¥eklad).

Zéjemce o hlubi{ atudium teorie 3isel odkasujeme na skripta ) ;
B. Novék, Vybrané partie s teorie Zfsel, SPN Praha, 1972, ‘
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T MA 47

Ros¥ifovani funikel

Obsah: A. Rosiifovéni apojityoh funkef. _
B. RosEi¥ovdni stejnomdérné spojitjch lipachitzovekych a hBlderov-
skych funkoi.
C. Roz3ifovdni vektorovych funked,
D. RosZi¥ovani diferencovatelnych funkcf.
E. Ros_iii‘ovini tupkoi 2 Jinych aystémi.
P. RogEifovani sepojitych funkci na baireoveké funicce.
Budte (P, sb), (Q,6°) metrické prostory. Pro XcP bud .?'(I)
n&jaky watén funkel dofinovanych nae XI & hodnotami v Q takovy, %Ze
je-11 YcX, reF(X), potom :qu—(!). Bud f : DcP—> Q,
feg-(l)) taxovd, Fe exintuje tT:P—> Q a vlagetnostmi
(1) flp=t,
(11) e F(p).
V p¥ipad&, Ze takovd funkce ? existuje, budeme Fikat, Ze 1 Je
rogiifen{ funkce f v syatému f et mnoZiny D,
A. RozS1kovAR{I spoJITYCH PUNKCI
47.1 ] Cvileni. Bud (P,f) interval < 0,12 & eukleidovskou metrikou,
(Q@) bude i v celém oddile E,. Ukaite na pfikladech, Ze obecnd
neausi eximtovat rog¥i¥enf v eystému apojitych a omezenych funkol
s anofiny (0,1). '
47.21 Tietzreova véta. Bud ACP usaviend mnoiina. Potom existuje rozdi-
fenf{ f ka%dé funkce £ v mystému epojitfch a omezenych funkci
z anofiny A a navic '
sup 1£(x)] = sup §2(x)! .
xe A . XEP
Bdédvod Je-l1 O =<fr <1, definujte
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int {f(x) + £lpsx) ..1)  pro peP\ A,

xG A dist(p,4)
t:p >
2(p) pro peA

a ukaZte, e takto definovani funkce f mé vBechny po¥adované

viastrosati.

147.3 ] Poznémka. Na pi’-i'kladeoh ukefte, Ze takovych rosi{feni, jejichi
existencs je dokdzdna v Tietreovd vits, existuje k dané funkci obecnd
vics, o

47.4| Vita, Bud AcpP. Nechi pro ke¥dou spojitou a omeszenou funkei £

‘na A  existuje rosii¥eni f v systému spojitych a omegenych funkef
z mnofiny A. Fotom mnofina A Je usaviend.
N 4dv o d. Nechf existuje posloupnost {xn} CA, x°¢A tak,

¥a g’(xnﬂ,xo) < g&(xn,xo) 8 x,—> x,. Poloime

M {?(xn.xo)}u(ol . Mnofine M je uzavierd v B; a existuje
spojitd funkce (uatrd.‘]te Jit) g El-—>El takovd, Ze

(1) e(@ (3x)) = 5= o
(11) g(t) =0 =Dt =0 .
1

Poloime £ : x > gin pro x&A. Pro tuto funkei

&l@ (x,xy)

ﬁeaxiatudo rosii¥en{ v systému spojitjch a omezenjch funkci z mno¥iny A.

B, ROZBIROVANI SPRJNOMERNE SPOJITYCH, LIPSCHITZOVSKYCH
A HOLDBROVSKYCH FUNKCI |

47.5| Vsta. Bud (P,°) metriocky prostor & D jeho hustd podmnoiina.
Nechi £ je stejnomérnd spojita funkce na D, Potom sxismtuje prévs
jedno rogki¥enf f v systému stejnomdrng epojitjch funkci s mnoZiny
D. Doka%te! |

KB &vod Uiijte BC-podminku pro konvergenci a ilplnost 5.

Cvileni.

(a) Dokafte analogické tvrzeni vit¥ 47.5 pro sobragen{ f na huaté
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mno%¥ing D prostoru (P,f) 8 hodnotami v dplném metrickém
prostoru (Q, 67 ).
(b) Pokuste se dokdzat "obrdceni" pfedchdzejfcfho tvrzeni, tj.:
Bud D husté podanoiina metrického pi'oatoru (P.Sa ).
Necht pro ka¥dé stejnomérné epojité zobrageni{ f : D-—> Q
exietuje rogiifent f v aystému stejnomSrné epojitjch funkel
r mno¥iny D. Fotom (Q, G) je iipln§ metricky prostor.

47.‘?l Definice. Budte (P,f'). (Q, &) metrické prostory, oce (0,1>.
Rikéme, %e gobrageni f : P—> Q Jje oc-hBlderoveké, jestlile

existuje konetanta K> O tak, ¥e pro vEechna x,yeP plati

oC
6 (£(x), £(3)) < K [P{x.y)] . M{eto 1-hBlderovské robraze-
ni Fikdme také lipschitsoveké sobraseni. Lipeschitzovaké zobraseni,

pro které K = 1, nanivi;u neexpansivni.,

:4_1—.__51 Posndmicy.

(a) Lipschitzovekjm a oC -hBlderovekym redlnfm funkcim Je vEnovéno
t éma 14,

(b) Analogicky jako v tématu 14 je mo¥no dokdsat (pouze jednoduchym
ovi¥enim definic), Ze funkce z definice 47.7 jesou stejnomdrné
apojité.

(e} V¥ dalsich odstaveich tohoto oddilu bude opdt Q = B;.

(d) PouZijeme-1i véty 47.2 (resp. 47.5)y0bdriime spojité (resp. stej-
nomdrnd spojitéd) roziifeni oc -hBlaerovaké funkce. V ndsledunji-
cich odstavcich ukéfeme existenci rosBifeni dokonce v aystému
ol{-hBlderovekjch funkci z mno¥iny D.

I4’?.9] BosBifovéni lipschitsovekych funke{. Bud (P,p) metricky proastor
' a A Jjeho ussv¥end podmnoiina. Necht £ Jje omezand lipschitaouki‘\
funkce definovand na A, Potom existuje roz¥{¥eni f v syetému omere-

nych lipschitsovekyjch funkci s mnofiny A takové, Ze navic plati
[ P

@ e @] - g 2L,

le(x) - 2(»)l | 2(x) - 2\~

(i1) wsup R N ) =  pup P C )
X, ¥E b 4 X, yE Xy
Wt e W g
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Ndvod, Dafinujte funkcl

£(u) - £(w)l

) 5 > £I(y) - (x,¥)

g A e M T
usv

a poloite

F(x) pro x &P, pro n§i sup It(y)l = lP(x)L
| ye A
¥Hx) = Z— aup |2l , Jo-11  mup (2] < Rx),
~sup |2\ , Je-11 -sup | > X2,

Rog8ifovini  o¢-hBlderovekych funkci. )
Bud A usavFend podmnoiina metrického prostoru (P,SD) a f omesend

oC ~hBlderovekd funkce na A. Potom exiatuje rosifFfeni{ f v systému
omegenjch oC-hBlderovakych funkci z mnoZiny A takové, Ze

(1)  suwp |f(x)] = fup | tx]

XE A
(11) sup . \f(!) :f())‘ = sap P \;{Z)o‘; ;‘(y)I
1 JE * 2 JO »
4 g txa AN S

Hdivod. DokaZte sl tato tvrseni:
(a) Bud (P, 9)) metricky prostor, o€ (0,1), Poloime

a :_.[x,y]u——e ?“(x.!).
Potom (P, G') Jje metricky prostor.

(b) Funkce f Jje X -hBlderovskd v (P,g:-‘), prédvé kdyf je 1ip-
schiteovakd v (P,57),

C. ROZBIROVANT VEKTOROVYCH PUNKCI

' |47.11l Vita., Bud A uzav¥end podmno3ina metrického prostorua (P.e) a
£ s A—> B, spojité a omezené gobraseni. Potom existuje roziifeni
? v eyatému spojitych a omezenych funkei £ anoZiny A.

Ndvod. Zobraseni f chépejte jako n-tici redlnych funkei a
pouZijte 47.2.

|4?.12| Pogndmka., V Tietzovd vétd bylo dokdszdno, ¥e navic plati
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47.13

sup |2(x)} = sup [#(x)] . Pro vektorové funkce analogickd rovnost
x6A ' xc P

s normami neplati. Plat{ viak jistd nerovnost. Odvodts ji! Na p¥i-
kladd ukefte, %e neplati analogle tvrzen{ s odetavce 47.9 pro vekto-
rové funkce & ayotém omegzenjch neexpansivanich funkeci.

Vita. Bud K = U(0,1) jednotkové koule v B, a t1K-—> B

47.14

nooxpu'uivni gobraseni, Potoa existuje rozi{¥eni t v systému

neexpansivnich gobrazeni mnofiny K.

N édvod. Definujte r(x) =x pro x€K, r(x) = i——z-“-pro xE E_n\ K.

Spadno se gjisti, %e¢ 1 3 Bn—a- K je neexpansivni gobraszeni

(nakreslete ei obrdsek v B,!). Poloite f:x— £(r(x) pro xc B

Posndmka. 7 ddkagu v 47.13 bylo viddt, Ze jeme mohli Bn nahradit

Hilbertovym prostorem. Heni v3ak mo¥fno Hilbertdv prostor nahradit
Banachovym prostorem. Plati ndeledujici tvrseni:

Bud K usav¥end koule Banachova proetorn B. Nechi libovolné
nesxpansivni sobrageni f : K—> B Je mo¥no rogii¥it v aystému
neexpansivnich zobrateni £ K. PFPotom B je Hilbertdv prostor.

Cvideni. Pomoci odstavce 47.13 doka¥te vEtu o rogSifovdn{ lip-
schitsovekych zobrasen{ bes sv¥tieni konetanty lipschitzovakosti.

D. ROZBI1RovAwl DIFERENCOVATBLNYCH PURKCI

|47 +16 I .

Lenmn, Bﬁi beln.E.P' 0. Potom axistuje ?e em(kn) tak, %e
502 0, ?(b) >1 a 79(#) =0 pro x - bll > € . Dokaite!

47.17| Véta., Bud X kompakini, G otevFend v Bn. KCG. Potom existuje

9oe-‘6°°(3ﬁ) tak, f¢  P=1 na K, ¥=0 na B\,

0 < 50 € 1 pa B,. Doksite!

Ndvod, Ke kafdému DbEK seatrojte podle 47.16 jabﬁ cem(ln)

tar, aby  R(b) > 1, R =0 na E,\G. Poloste

U, = {x 3 sob(x) > 1}. Podle Borelovy vdty existuji by,...,b,

J >
tak, ¥s KC U, . Poloite - . Jde {(x) > 1
’ k=1 Pk Fo k=l %k Folx)
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pro x€K, 500(:) =0 pro x€B \ G. Bud ‘l’J 1 By — K
takovd funkce, Zs "’l(O) =0, IP(I) = 1 pro x <1, }U(x) =1

pro x > 1 a l’le i,aoo(kl). Funkce y’- ‘t’l*ﬂ Jje hle-

dand funkce.

47.18] Vita. Bud f apojitd funkce na kompaktn{ anoiins ECE,. Potom

existuje funkce P, kterd je spojitd na Bn' shoduje se s f na K
a md na Bn\ K apojité derivace viech Fdafd. '

Nddvod, Pomoci Weierstrassovy vty 30.7 sestrojte polynomy
Pl,P;_:.. tek, aby pro Q, = :?xlpk(x)l bylo .g .Qk < o0 a
£ - 5 P, na K. Bud O = {x datix,K) < +3,

B ={x [Bm] < q +27% }.

Podle 47.17 existuji Sok tt- Ze ?t =1, na K, % =0 na

. -k
Bn AN (HkﬂGk). PoloZte P = é 50,‘1". Potom ‘?kpkl < Qk + 2

na B,, tedy P je spojitd, Bud x, €8 \ K. Pro velkd k ;‘le

—_ k
X € Bn\ Gy » tedy v okoldf x, Je P = ki;l ynpn pro vhodné

koe LB =

47-19i 'Whitneyovo roz3ifeni: Bud K¢ Bn kompaktni, me EU{O} = l*.
Nechf o€ je spojité konvexnf funkce sobrasujicf <0,+ o) do
<0,+ o@) takovd, (e oc (0) = 0. Pro viechna

x®
k= [klgnoo .ER]E_II...ZI*, kl+'..+kn = lk' é m, buat‘ fk 'poJit‘
funkce definovand na K takové, Ze

k ke ’
\itzs (LE_TLL £5(x) - lk%_(l- ft(,)|£x6lx-yll)(llx-lﬂn-i-ﬂy-ln.)
m- 'Y

pro viechna x,y€K, s€B, (kde k! = ki!ka!..,kn! a
k R . ) E -
ak = 8{1 aez'...nn preo a= [ﬂlgocsglnlenn. ke Nx,.,.xH )-

Fotom existuje g & em(ln) tak, Ze

33&1:)3 = t%x) (x€K, 8 = (8,000,081, [0) = m).

8
1 n -
3:1 ...axn
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Ddkaz Je uveden nap¥. v knize B, Malgrange, Ideals of differentiable
functione - rusky pFeklad Moskva, 1968,

8. ROzZ5IROVANI FUNRCI 2 JINYGH SYSTHMU

47.20] Rog3ifovin{ monotonnich funkeci. Viz odstavce 16.15 a 16.16 v tématu
o monotonnich funkcich,

l47.21| Rog3ifovdnl periodickych funkci. Viz odatavec 17.8 v tématu o perio-
dickych funkcich. ’

F. Roz51BoviANf SPOJITYCH FUNKCI NA BAIREOVSKE FUNKCE

V tomto oddile uvedeme pondkud jiné vdty o roziifovdni, Roziife-
ni spojité funkce nebude sice funkce spojitd, ale bude mit "rozumné"
vlastnosti.

l47.22| Véta, Bul McB 8 f: M—> B spojitd a omezend funkce.
Potom exiatuje f 31-——4> El takovd, Ze pléti:
(1)  ?e&B,(By), '

(11) 2lx = 2.

Hdvod. Poloite

o

inf{_eup £(y)s .Ve(x-d'.xd-rf,)ﬁ l} pro xei,_
f:x r—i<{

4] pro El\ in

Pouiijte nyni 12,10,

I‘? - 23 I POln‘lky -

(8) Viian¥te si, Ze mnofina M ve v&td 47.22 nemd ¥4dné epecidlni
vliastnoati.

(b) Pokuste se dokdgat analogické tvrgeni v metrickych prostorech.

(¢) Vita 47.22 je specidilnim p¥ipaded obecné vity uvedené v knige
K. Kuratoweki, Topology I (rusky p¥eklad z r. 1966), kterd ¥ik4,
e libovolnou funkci z Baireovy t#idy Bn(l) lee rog3ifit
na funkci & tFidy Bn+l(nl).
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TREMA 48

Konvergence poaloupnosati fuankof

Obsah: A, Obecnd konvergence.
B. Konvergence posloupnogti funkei,
C. Metrickd konvergeﬁce.
D, Systémy funkci uzaviend na limitni pFechody.
B. Spojitoet limitni funkoce,

F. Konvergence v délce a ve variaci.

A, OBECNA KONVERGENCE

48,1 Axiomy konvergemce. Nechi X je neprézdné mno#ina, bud Xg»

mno¥ina viech posloupnosti prvkd = X, Nechi ddle DcX_, Je jistd
t¥{da poaloupnost{ (kterym ¥{kdme konvergentni) a nechf{ LIM : D—>X

Je gobrazen{f D do X. Dvojici (D,LIM) nasyvame konvergenci na X,
JestliZe plati; ' _‘
(1) Je-11i x, = x€X pro ka¥dé ne N, potom {xn}en

a L;l X, = X (misto LIM {xn} piSems pouze LIM xn).

(i) Je-1i {xn}e D, LINM x.n = X, potoa je {xkn}e D

{({x o vybrani posloupnost = posloupnosti { x_})
{ kn} J { n}
a LIMx_ = x.
‘ 'kn

UvaZujte téZ nésledujici axiomy:

{111) JestliZe poslouprnost {xn} nekonverguje k x {(co se tia
rogsumi?), potom ¢ n{ mi¥sme vybrat posloupnost, jejif fddnd

podposloupnost nekonverguje k x.

(Pl) JestliZs {xn}en, LIM X, =X, ke N, Fp= X potom

n+k?
{yn]eb, LN y = X _

(22) Jestlise {x }€D, LDl x, =3, {y,}eXoo , keN,
Xo = Ypuv Potom {yn}el}, LIM y, = x.
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(M)  Jestlize {x ), {yn}sn. LM x, = LIN y, = x,

potom {xl.yl,xa,yz....} le¥i v D a konverguje k x.

CviZeni. Ukaite, Ze
(a) (), (11) = (1),

(b} (1), (1) — (P1),

(e) (1), (11) =& (P2),

(@) (1), (41), (i14) =—=> (P2) & (W),

(o) (1), (11) = ().

N dvod. Pou¥ijte pfikladd s 48.3.

(£) Zkxoumejte té% dalZi ze vedjemnych vstahd uvedenjch axiomd.

48,3 PFiklady. V ndeledujicich p¥ikladeh zkoumejte splni&ni jednotlivych
axiomi: '

{a) X Je dvoubodovd mnoZina, I = {a.b-}; D sestdvd pouze z kon-
stantnich posloupnosti; LIM {a,a.... } = a, LIM -Lb,b,...} = b.

() X Jje dvoubodovd mnoiina, X = {_a.b}; D obsshuje posloupnosti,
které jsou od urditého indexu konstantni; LIM definujte obdobnd

Jako v (a),

(¢} X = By; D sestdvd =z konvergentnich posloupnosti; LIN je
limita posloupnosti redlnych &isel.

(d) X = By; D wseatdvd se viech shora omerenych posloupnosti;
LIM : 8, ——> limsup a,.

(a) X = Byy {xn}en. prédvé kdyi posloupnost {,’n} Je konvergentni
v"obvyklém amyslu" & x, £ lim x,  pro kaidé neN; LIM Je

. n
"obrykld limita".
() X = 31; {xn}eb, prévi kdy% posloupnost {_In} Jje konvergentni

v "obvyklém axyslu® a x, = lim Xn af na konelné mnoho indexd;

LIM je "obvyklé limita”.

(g} X = By3 D wsestivd se viech posloupnost{ konvergujicich k nule;
LIMN je "obvykld limita®,

|4B.4| Linedrn{ konvergence, Bud X linedrn{ (vektorov§) prostor.
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Konvergenci LIM : DcX_, —> X, kterd eplauje (i) a (ii), nagyvé-
me linedrni, jestlife plat{:

(1) [{In} ’{.’n}ED] ﬁ[{xn + yn_}eb ot LIM (x, + yp) =
= LIHxn+LIIJn] '

(12) [{xn}en. 0631] =>[{cxn}en ot LDMcx = elDix | .

[48.5] oCvident. .
(a) Dokaite: {_xn}en, XEX —> {xn + x_}en ot
LIM (x, + x) = x + LIN x. '

(b) Zkoumejte, ikteré x konvergenoi v 48.3 jsou linedrni (i ausi
byt vektorovy prostort).

(¢) Uvedte dal¥f pFikledy linedrnich konvergenci.

(d) Uvaiujte néeledujicf axiom a jeho vetah k axiomdm (L1) a (I2):

(13) {x,)Jen, cex, oy—> ¢ == {o,x JeD et

LM e, = ¢ LIM

B. KONVERGENCE POSLOUPNOSTI FUNKCI
s —— e e it a2

48,6| Zékladn{ definice. Kecht 'rn, '3 jesou funkce definované na manofi-

né PCB,. Rekneme, Ze

(a) posloupnost funkci {fn} konverguje bodov& k funkei £ ne mno-
$ing P, Jestlife pro kaZdé tcP Jje iinmf (¢) = £(t)
(spalfme £ —> £ na P),

(b) posloupnost {r} konverguje stejnomdrn¥ k funkci f ne P,
jestliZe ke kaZiddmu E > 0 axistuje n,eN  tak, o pro
viechna n>n, a vlechna t€P platf Ifn(t) - f(t)\< &
(gna¥ime f —3 f na BP),

(¢) posloupnost {_t } konverguje lokéln¥ stejnomérnd k f na P,
Jjestlife pro kafdou konpaktn:[ mnofinu KCP Je f :3 4

na K (gznadime fﬁ’f na P),
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(d) posloupnost {fa} konverguje skoro viude k £ na P, jestliZe
existuje mnofine MCP nulové miry tak, Ze 2,—*f na P\N

(maé:[n& fn:g; ? na P),

(s) posloupnost {tn} konverguje podle miry ¥ f na P, jestlile

pro kafdé £ > 0 plati 1lia "11 xe P ; lfn(:) - t(x)léf} =0,
1 n> oo

(xnadime f,—> f na P),
{f£) posloupnost {_fn}c' L (p) konverguje v priméru k funkoci
2 E£(P) na P, JestliZe 'll}’lwﬁrn - 2] = 0 (znadime
) 5% P
2, —=>f na P).
48.7 | Vstahy mesi jednotlivimi konvergencemi. - Schematicky je moino zné-
gornit p¥i{slulné vstahy nésledujfci{ tabulkou:

stejnomérnd konvergence
©) .U« (e€)
lokdln¥ stejnomdrnd
konvergence
)
konvergenoe bodové konvergencs
v priméru ' _
_ w [
. ()
konvergence skoro viude ——> |atejnomérnd konvergence
() , af na "malé mno¥iny"

le

konvergence podle airy

_—(_1-’_—)-> konvergence ekoro viude

vybrané posloupnosti

(a) Implikace oC, [5, I’. J Jsou p¥imym disledkem definic.

(v) Iaplikace (€ ) plati sa pkedpokladu, Ze P je mnoZina konedné
airy a Xe fne%(r) pro kafdé nck (po!:iijte Lebesguecvu vé-
to, vis té3 [sT] , véta 20, itr. 20).

(¢) Implikece (?) plati kupf., jeou-1i eplnEny pFedpoklady
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(d)

(e}
(n

Lebesgusovy vdty (vis [/'] , v&ta 19, etr. 20).

Implikace (@) Je tsv. Jegorovova véta (vis [ J 1], kap.II,
§2 & [X] , dodatek, odstavec D.II),

Implil:ace () - viz pap¥., [0 IT], kep. III, § 5, vita 68.
Vyslovte t-é! Diniho vétu, kteréd uddvd, za jakjch podminek z bo-

dové konvergence plyne stejnomérnd konvergences.

4808 Implikace ( qo' )o

(a)

(b)

(o)

1014-7761

Bul S mno¥ina viech t¥{d ekvivalentnich miFitelnych funkel

definovanjch na mnoZiné PC B, konedné miry (Fikdme, Ze

f 5 g, JestliZe f(t) = g{(t) pro skoro viechna t&P). Pro
f,z2 €5 poloime

12(1) - glt)l
(fr - £ at
fifre) _P/ 1+ |£() - g(#)l

Ukazite, %o (S, SQ } Je metricky prostor.

Ndvod. P¥1i ovi¥eni trojdhelnfkové nerovnosti pouZijte
la_+ bl e dal bl
1+ ja+ bl 1+ lal 1+ vl

Vis té% (], pF. 8.18,

vetah pre a,beB;.

Bua FCBl mnozina kone&né miry, L SR 4 néFitelné funkce

na P. Potom fn——';!'—a f na P, prdvd kdy% 1lim jO(fnof)-O-

Nédvod, Bud €> 0 aosnaite A ={x6P;|f,(x)-2(x)|>
2 E} . Potom

£ £, - 21 _ Iz - £l -
TeE “hihy) -‘-‘/1+|rn-rl"‘ 1+ £, -8l
Ay P

- f £
3./--. + /-oo f l(An) + TTE '11(?) .

Ay P\An

Dikas lamplikace (ql) . Budte f,€ %(P). ’11(?) <  ©O,

Nechi fn—-l-.bf na P. Potom rn-il-y f na -P.
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Ndvoad Plyne g nerovnosti

‘//’ lfh -t} SZJ/G;n . fl
r 1+ {f, -1l

P

a 5 p¥ededlého 48.8.0b.

48,9| P#{klady.

{a) Bxistuje posloupnost funkci, kterd konverguje lokdln& stejno-
a¥rnd na P a nekonverguje stejnomérn¥ na P. Udejte p¥iklady!
(MA%e byt v tomto pEipadd mnoiina P kompaktni?)

(b) Udejte p¥iklad posloupnoeti funkei, kterd konverguje bodovd na
intervalu (0,1) a nekonverguje stejnomdrné na fédném intervalu
(a,p)c(0,1).

Ndvod, Uvaite, %e Rismannova funkce je prvni Baireovy t¥{dy.

(e) XExistuje posloupnost funkocf, kterd konverguje podle miry na B,
a nekonverguje skoro viude na K,.

Ndvod. Pro mnel a x€ B, poloite

1, je-11 Bl o x o B,

£(x) =
] 0 v ostatnich bodech.
Uvaiujte posloupnost f%, 12. rz, fi. t%.... o
(4) 3Bxistuje posloupncet funksi, kterd konverguje bodovd a nekonvergu-
Jo v prdmidru.

Ndvoad. Pouiijte sndmé piiklady k Lebessgusov¥ vét¥ pfi vyne-
chdn{ p¥edpokladu o existenci integrebilni msjoranty.

(e) Ukaite, ¥e pFedpoklad koneénosti nirjr v 48.8,¢ neni podatatny.

48,10 Cvideni., Zkoumejte jednotlivé konvergence se 48.6 ve smyslu definic
48.1 a 48.4. '

C. METRICXL XONVERGENCE
— =

48.11 Do-finiu. Bud I neprésdné mnofina a (D,LIN) konvergence na X.

Rekname, %e konvergence LIM Jje metrickd ma X, jestli¥e existuje

metrika ? na X ¢takovd, ke pro viechny posloupnosti

'{;.}:ICI a xoex platis

{xn}en. LI x, = X, pravd kdyg S-'-> (xn,xo) — 0.

1014~-7781
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1

48,12 | P¥{klady.

(a)

(b)

(c)

(a)

)]

()

1014-7781

Konvergence podle airy je metrickd ne mno¥ind t¥{d4 ekvivalentnich
m¥Pitelnych funkel S (vie 48.8).

Bud Jc B, interval. Potom bodovd konvergence neni metrickd
ne mnofind Y vBech funkei definovanych na J.

N&vod. Provedte sporem, bud (JP.S:‘) pFfislulny metricky
prostor. HNecht €c ¥  gnadf mnoinu viech epojitych funkef
na J. Potom ’E; (uzdvér v (.?,P)) Je prévé B, (funkce
prvé Baireovy t¥#idy - viz téma 12, 0ddil A). Dédle

El = B, £ By = ‘E, co¥ je spor & tim, ¥e usédvir podanoiiny
metrického prostoru je vidy uzaviend mnoZina. _

Bud K kone¥né mnoZina. Potom bodové konvergence je metrickd

na mnoiing b viBach redlnych funkci definovanych na mnoXinsd K.

Ndvod. Poloite ? (£,g) = :aexxlf(x) - g(x)| pro f.gej" .
Potow (JF , So )} je metricky proetor e poifadovanymi viestnosimi.
Posndmke. Je-1i n polet prvkd snofiny K, je prostor (f,f)
isomorfni a K. '

Konvergence skoro viude neni metrickd na mno¥in¥ 5 visch

funkci definovanych na ¥,.

N&dvod. Provedte dikag sporem. Sastrojte posloupnost funkof,
kterd konverguje k nule podle airy, ale nekonverguje k nule skoro
viude (viz 48.9.¢). -Poton pouZijte vdtu 48.7.e, podle které

g této posloupnosti mbiets vybrat posloupnost konvergujfci k O

skoro viude v El.

Bud X mnoiina v3ech omesenych funkc{ na mnoZind P, Dokaite,

feo stejnondrnd konvergence je metrickd na X.
N&vod Pro f,geX poloite (O (f,g) = sup l2¢e) - g(e)}.
tc P

Potom (I,SD) je poiadovanf metricky prostor ((I,gs’) Jje dokonce
ﬁplnj) .

Bud X = & (P) mnoiina viech lebesgueoveky integrovatelnych
funkcf na P, Na X savedme rovnoet ve smyelu akoro viude.

Potom konvergence v prim¥ru je metrickd na IX.
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N4dvod. Pro f,gc X poloite gOCf.g) - flf - gl .
P

‘48.131 HlubZ{ studium prostoru (S, @ ).

(a) 8 Je linedrni (vektorovy) prostor (rovnost skoro viude!),
{b) 8 Je (plny metricky prostor.

N dv o d. Bud {fn} cauchyovekd posloupnoat v (85, ? ).
Analogicky jako v 48.7.e ukaite, Z%e existuje vybrand posloup-
nost {fni} a mnofiny A CP tak, Ze ll(Ai) < 21 a

| -1
\fni(s) - fﬂp,l{’)‘ < 2 pro s€ P\ Ay,
od
Poloite B, = \J A, Potom A (F) < 2l 4 pro
i=k
[
s6P \ P, platd \fni(a) - fnd(s)l = .%ilf%(-) - fnml(a)l

<2"k+1, (3> 1 2 k). 04tud plyne existence m&¥itelné funkce
f na ‘P tak, ¥e fni-—-" f &.v. na P. Podle 48.7.a
(implikace J) a48.12.8 je SD (fni.f) —> 0, Tedy libo-

volnd cauchyovekd posloupnost prostoru (S.S’o) obsahuje konver-
gentni vybranou posloupnost (v konvergenci podle miry). Odtud
plyne tvrzeni. '

(¢) Proator (5, go ) neni normovatelny (tj. neexistuje norma
j.f na S tak, e £ - gl = ga(f,g) pro libovolné
1,8€8). :

(d) Definice. Bul (X, SO) metricky prostor takovy, %e mnoZina X
Je linedrni (vektorovy) prostor. Oznaéme "+" : X x X —> X
a "." + B, x X —> X jeho algebraické operace. ﬁeknemé.
is (X, §>) Je metricky linedrni prostor, jestlife operace

"4 a ", " Jaou spojitd gobrazeni{ na pF{eluBnjch kartézskych
sou&inech prostord. '

(o) Pozndmka. Uvédomte ei, fe ne kaidy metricky a linedrni prostor
je metrickjm linedrnim promtorem. (Stad{ volit X jako mnoZinu
viech redlnych &f{mel a SJ Jako diekrétni metriku!).

() (s, sD ) Je metricky linedrn{ prostor.

1014-7781
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oo
(g} Porndmka. Linedrni normované prostory mej{ "hodnd" otevienych

konvexnich mnofin, nap¥. kafdd otev¥end koule je takovd mnoZina.
Metrické linedrn{ prostory tuto vlsetnost nemusi mit. Nap¥k.
(s, S-'D) obsahuje prédvd dv¥ konvexni oteviené mno¥iny: & a 8.

Prostor (S, ¢ ) méd celou ¥adu dellfich "perveranich® vlast-
nosti. Nap¥, jedinym spojitym linedrnim funkociondlem definovanym
na S je nulové forma. V pFipads linedrniho normovanébo prostoru
(X, l...ll ) se toto nemi¥e piihodit, ngboi pleti ndeledujici tvr-
geni: Pro kaZdé x€X existuje spojity linedrni funkciondl £
definovany na X takovy, fe f(x) = |xl,

48.14| Pogndmky

(a) Miato B, Jeme mohli uvazovat obecné metrické prostory s misto
Lebesgueovy miry v B, té% abatraktni prostory s mirou,

(b) Lee té% savémt obecnsjEf konvergenci v pridmdru stupn¥ p (p ¥ 1)

vstahea linm [fn- £iP o 0. Misto c‘é(l’)- pak dostaneme
n-»o° 4

obecn¥j3{ prostory o‘fp(P) - viz téma 49,

D. SYsThMY FUNRCI UZAVEENE KA LIMITE PRECHODY

48,15 Definice, Bud f syatém vEech redlnych funkei definovanych na
neprésdné mnozing £2 c B;. Hecht jo na S  definovand konver-

gence ve emyslu odatavos 48.1. iekneme, fe mnokina Yc PP jo
systém funkoi usavieny vehledem ke konvergenci LIM, jestlife
LIM (DNY_, )<Y, ¢J. plati-11 implikace: {fn}c PNYp
LM, =t —=> tel, : .

Posndmka. Pojem vyj%e definovany je zobeon¥nim definice systému

usav¥eného vehledem k bodové konvergenci - vis téma 12, odstavec 1l2.

48,16| Cvilenf. Vypracujte cvi¥enf s odstaved 12,13 a 12.15.b. Cvileni.
12.13.a, 12,13.b, 12,13.¢ formulujte obecn¥ji ve smyslu p¥edchéseji-
ci{ dsfinice! '

+17| Cvileni. V téchto skriptech jste se setkali s mnoha systémy redl-
njch funkci a s mnoha typy konvergence. Mifete si - voelku pFirosend -
polo¥it otdsku, sda jeou jednotlivé t¥idy téchto funkc{ uzavieny na
rdgné limitn{ p¥echody. Tak nap¥. gjletdte, sda plati lmplikace:

1014-7781
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SV (<a,b>), f, =3 f na <8,b>==> fcBV (<a,b>),

poslospojité zdola (a,b), £, ™ f=—3f polospojitd zdola,

Tn

(&) £,

(e) £, polynomy na K, tn}_"—f; f na B, = f polynom,
ta

(q) méfitelné v Bl. :tn———> f e.v.=—> f méFitelni.

(a)

Uv§domite-1i =i, i'ao v t&chto skriptech uvddime zhruba 40 t#f{d
funkci a 10 typl konvergenci, miifete vytvofit 400 otdzek a jejich Fe-
feni si gndgornit ve formd "hokejové tabulky”. Zjistite-1i, e ndkte-
‘ré systémy nejsou usaviené na jisty typ konvergence, miiete hledat n&-
které doplnujici podminky, ss jakych me uzav¥enymi stanou.

]48.18 }Posmﬁnl:a. Definujme ndsledujici systémy:

r, = {_-y-tin viech redlnych funkcf na <0,1> , které jsou
sprave apojité v kaidém boas <O0,1) } ,

I, = {systém vEech redlnjch funkcf na <O0,1>, jejich¥ body
nespojitosti jeou pouge l.druhun},

ry (resp. .11) = {viechm‘ bodové limity posloupnesti funkel
s r, (resp. J)) ),

ry (resp. J5) = {_hodové limity posloupnost{ funkei ¢ r, (resp.
iy -

Lse dokégat, ¥¢ B,Zr #J; (vis Coke 5. Reed, Pointwise limite of
sequences of funotions, Fund. Math, LIVII, 1970, 183-193). Vysledky
prév& citovaného &ldnku spolu s praef C.T.Tucker, Limit of a sequence
of functione with only countably many points of diescontinuity, Proc.
Aaer. Math. Soc. 19 (1968), 118 - 122, implikujf B, = ry = j,.

E. S8POJITOST LIMITNI PUNKCE

48.19| Lokdln¥ stejnomé rnd kc;nnrgonce v bodé,

(a) Rekneme, Ze posloupnost funkei {rn} definovanjch na mnoiind
MCE, konverguje k funkci f lokdlnd stejrom¥rnd v bodd
x,& M yshledem k mnoZin§ M, JentliZe ke kafdému € > 0O

existuje noell a J:— O tak, %e pro viechna n = n,
a pro viechna x&(x, - J y X+ Jrn x plasi
[2.(x) - £(x)| < € .

(b) Posloupnost {_fn} konverguje k funkci f lokdln¥ stejnom¥rné

1014-7781
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(e)

(a)

~ Byni pou!.tjto- Borelovu v&tu,

na intervalu {(a,b), prdvé kdyZ fn konverguji k f lokélnd
stejnomérné v kaZdém bod® intervalu (a,b) (vehledem k (a,b)).
DokaZtel '

Nivod, HNeeht £, konverguji lokdln stejnomirn¥ v kafdém
bodé. Zvolte kompaktni mno¥inu Kc (a,b) a & > 0.

Bud X € K. HNaleznéte d‘(xo) > 0 a n{x ))EN tak, aby
|:l'n(x) - f(x)| < E pro viechna xe&(x, - J(:o). Xg + J(xo))

a viechna n 2 n(x,). Zfejm¢ Kc UK(’o"J(xo)' x, +. J(xo)).
e 3

Nechi £, konverguji lokdln¥ stejnomErnd k funkei £ v bodd

x €M vihledea k M. Potom fn(xo) --»r(xo), doka¥te!

Funice f, ¢t X ——> arctg nx konverguji v bodé x, = 0,

ale nekonverguji lokdln¥ stejnomdrn¥ v bod¥ x, = O vghledem
k El'

48.20| Zpola stejnomdrnd konvergence v bodd.

(a)

{b)

()

(4)

1014-7781

Rekneme, Ze posloupnost funkei {_fn} definovanych na anoZin¥
Mc B, konverguje k funkci £ spola stejromdrnd v bodé xoel
vghledem k M, jestlile ke kaZdému £ > 0 existuje n,e¥
s ndsledujici vliastnosti:

Pro ka¥dé pFirogeni &islo n > n, niieme nalést & > O
(= ar(n,e_)) tak, aby pro x€ (x, - 0{‘. xoi-cf)nl

platile [£(x) - £(x)] < € .

Necht £  konverguJf k f lokéln¥ stejnom¥rné v bod¥ x €N
vzghledem k M. Potom konverguji zpola stejnom¥rn¥ v x, vshle-
dem k M, Dokaftel!
Foloite
' 0 pro x&(=-o0 ,0>UuL2/n,+0o),
fn(x) - _411: pro x&{0,1/n),
2-nx pro x& <1/n,2/n> .
Zroumejte lokéln¥ atejnomirnou a spola stejnomérnou konvergenci

poasloupnosti {fn} v bod¥ x, = O vshledem k K.

Neoht £, konverguji spola stejpomérn¥ k funkci f v bod¥
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(e)

(£)

x,eM vghledew k M. Fotom fn(:o) ——> f(x,), dokafte!
n

Poloime f :x +— \Vixi . PFPotom {In} konverguji bodové

k oharakteristické funkci anoZiny B; ™\ {0) a nexonverguji

k ni spola etejnom¥rné v bod¥ O vshledem k E,.

Bud f_  ocharskteristickd funkce mnoZiny (0,1/m)NR.
Potoa posloupnost f, nekonverguje zpola stejnomérnd v 0
(vshleden k B,) k Zddné funkei.

[48.21] spojitost limitn{ funkoce.

(a)

{(b)

(e)

1014-7781

Nechti {_fn} je poaloupnost funkci na (a,b) apojitich v bod#
x,e(a,b) a nechi £,—> f, na (a,b). Potom funkce f
je spojitd v bodd Xy prévé kayi 4 konverguji k £, =pola

stejnomérnd v bodé x, vehledem k (a,b).

Hévod Nechi T, Je spojita v bodd =x zyolte £ > 0,

o*
Nalesnéte nlal tak, &by pro¢ n = n; byle
lfn(xo) -~ fo(xo)l < £&/3 (konvergence) a cf;> 0, Ji > 0
tak, aby '\ri(x) - fi(xo)\ < E/3

pro xe(xo - cri. X, + J;). i=0,1,2,... (spojitoet).
Poloite Or(n. £) = nin { opo, c{l). Pro dldkag opadné impli-
kace pouiijte ndsledujici lemma, jeho¥ dikar nalegnete v D II].;
dodatek, § 3, vita 247, _‘

Lemna. Nechi {_fn} Jje poeloupnoat redlnych funkci definovangeh
na intervelu (a,b) spojitfch v bodd x,€(a,b) a nechi

t, —> ¢ na (a,b). Potom funkce f Je spojitd v bodd x
privé kdy plati podminka (P):

o?

(P) . Ke ka#dému € > 0O existuje nelN a d >0 tak,
fe pro libovolné zx€&(x, - ar, X, + J) ‘plat:[
£ () - 2y} < &

Zpola stejnomdérnd linita npo;jity’ch funkci v xaZdém bodEZ intervalu
(a,b) Jje epojita funkce.l f
Lokdln¥ stejnomirnd limita spojitfch funko{ je spojitd funkce.
Prostudujte e té% [ D II1l, dodatek, § 3.
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F. KONVERGENCE V DELCE A VE VARIACI

Usluvy a osnadeni. ¥a X, uvaiujme normu .0 : [x.y]""”xaﬂz.

Bud P <n B> —> '2 a poloime

Y9 = T(P) = ;2’3 % “l‘(xk) - P(xt_l) “ »

kde & -‘{D;D- {a =x <xl<...<x.-b}}

Neont £ : <g,b> — B). Bud Vf varimce funkce f nk <a,b>
(viz téma 19) a If = V!‘f, kde !'f t X —p [x,t(:)] .
Lf nasyvaae délkou grafu funkce f na intervalu <as,b> .

Pogndmka. Neocht funkce f mi v intervalu < s,b> lp.o;litou deri-

.24

vacl 2°. Potom plati

b
.fVl Hr@F e

(vie [JI1.)

Lemma. Pro libovolmou funkei f : < a,b) —> B, plati

l4s. 25

27566 P24

((b— )2+ (vr)z) = ILf € (b-a)+ V£ .
W 4dv od., P#mo s definice odvodte vstah Ve < Lf =< (b-a) + VL.

7 HSlderovy nerovnosti (viz téma 44) odvodte pro nesdpornd &fisls
‘1'*2’31’32 nearovnoat ((L1+;2)2 + (31+Ba)2)

1 1
2 2
< (Ale + 312) + (122 + 322) 1 odtud dokafte indukc{ podle n

pro kaidé n€XN a nuipox;ni &i{nla aj’bd’ j=lys..yn nerovnost
1

n ‘ n i
(Z aJ)a + (Z bj)) Z(a +ba) '

J=1 J=l .
se které jii snadno obdrgite zbytek dohsovauého tvrseni.

Dﬁnledck. MnoZina BV (< a,b>) vEech funkci s kone¥nou variaci
jo totoind s mnoiinou funkof, které maj{ graf kone¥né délky.

Cvideni, Sestrojte posloupnoat funkoi {_fn} definovanych
na intervalu < 0,1> tak, aby fn:'ﬁ, f, V£ =« 0, Lf =1,
th—-—-> too , Lt —> + oo ,
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Cviceni. Roghodn&te 0 platnoeti ndsledujicich implikaci:

(a) (V£, — V1) == (£, —> 1),

(b) (Lg, —> L) == (1, —> 1),

(6) W, -2 —> 0 => (£, = 1),

(@) Wty - 1) —> 0 ==> (£, —> 1),

(0) {Wgy -0 —> oy(e) — a))=—= (f; =—3 1.

Vita. Nechi f —> £ na <a,b> . Predpoklidejme, I f

48,28 |

3s konstantnf. Potom plati
(Ve, —> Ve) &> (If, — > L1).
N dvod., DPoukijte 48.24,

Cvideni. Seatrojte poaloupnost {fn} absolutnd spojitych funkci

48.29

definovanyoh na intervalu < 0,1> takovou, e plati
(1) t, — f,

(11) £ Jje sbaolutné spojitéd,

(114) an — VI,

(1v) L, —¢> 1If.

Bdv od, Volte nap¥. f£(x) =x, x€<0,1> a funkce 8

monotonni - F¥e3eni snadno naleznete, nalrtnete-1i ai obrézek.

Cvideni. BSesatrojte posloupnoat funkci {fn} takovou, %e plati:

(1) t, == o,
(11) £l — o,
(114) L, —> oo .

Nédvod, Naintervalu <1/(n+l), gn > sestrojte funkce
n

'fn 1 () —> 0, £l < 1/m, V£, > n, f1l/n+—>0,

48.30

1/n+1

2, : x+—>0 pro x¢<1/(n+1), 1/n> & exiatuje f  na inter-
. n

valu < 1/(n+l), 1/n > .

1014-7781

Cvideni. Sestrojte posloupnost funkei {rn'} defincvanych
na intervalu < 0,1> +takovou, Ze plati:
(1) £, —> f,

(i1) vrn-———? Voo
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(111) V(£, - £) —> + oo .

N4dvod. Polofte {_fn} charakteristické funkce jednobodové

mnoZiny {_1/n} +« Tato posloupnost mé pot¥edné vlastnosti.

E‘> 0.

a libovolné d¥leni

(ve, —> V1),

(Le, — L1),
(V(£,-1) —>0),
(L(f,~f) —> b - 8),
(Ve, —> V1),
(Hn'__—’ Lt),
(V(g£,-0) —> 0),

(L{£,-0) —> b - a).

48,31 | CviZenf{. Sestrojte poeloupnost funkeif {fn} definovanych
na intervalu < 0,1> takovou, e
(1) t, — f,
(it). e, — it,
(111) L{fy, - £) —> o= .,
48,32| Patouovo leama. Necht fn —> £ na mterialu <a,b>,
Potom plati lininf an 2 VI, lim inf Lfn > Lf.
n->»oco n—» oo
Hdvod HNechi 1liminfVf =a <oo a bud
n-» oo e
Potom existuje n €N tak, e pro n>n
platf =
%[fn(xk) - fn(xk-l)‘ > a - £ .,
Odtud plyne tvreeni. Analogicky dokdfeme druhou nerovnost,
48,33 | Definice.
v ar
() f,—> <S> (1, —> 1) et
L df ‘
t,—> £ = (2, —> 1) et
sv (L} 4
fn—-——)n L 4 @(In-—r f£) et
S5 at
£, —> ¢ ‘;9(!1;—_) ) et
v ar ‘
f, —3 ¢ > (£, —331) ot
L das .
£, =3 t <= (1,—3 1) et
8V _af
f,a—S t & (£, = 1) et
8L af
fn:.—_—_’, r = (fn:.—.:.—..!, £) et
1014-7781
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[48.34] Pondmey. " o .
(8) (f,— N (£,  ? N&E=(f,=—=38 Hc—= (£,—3 1),

sv L

() (f,—> ) ==> (1, —>1),
8 v

(0) (f,—> ) == (£, —>1).

48.35| Osnaleni. Punkei ,gr y p¥islulnou k funkel f a délen{
D= {a-x = b } s definujeme takto:

°'< :1 < sas < X

n
/eg Jo linedrni na ka¥dém intervalu <x1_1,x1> y i=l,...,0 a
f(xi) - ££ (11) ' 1-1...- ,h.

Punkel Z ]"; nasyvédme po Sdstech linedrn{ vepsanou funkei funkce f,
pFieluinou k d¥leni D. (Pokud nen{ d¥leni D pro provddéné Gvehy
podstatné, pilieme pouse ,Zf misto ,ff) )

48.36) Tvrseni. Necht fe&BV(<s,b>). Potom existuje posioupnost
po Sdstech linedrnich vepsanych funkci ,eﬁ funkce f tak, Ze
plat{ j:-L) z, L L, 1,

Ndvod. Bud P husté -poéetni podano%ina intervalu <a,b>,
kterd obsahuje viechny body nupo;]itonti funkce f, Sestrojte posloup-
nost déleni {Dn} tak, ie x%-)l Dn =P a ddle iutro;jne .funkce

lflf) pﬂiluin‘ d§leni D, Toto je hledand posloupnost.
n

v

Lo t) = (g ——>1).

43037 Véta. (fn

Hdédvod. Zvolme € > 0O, Potom existuje po Sdstech linedrai
funkse ,311; vepsand funkcei f tak, e plati L,fg > Lt - &,

P¥{alusné déleni{ D nechi je urdeno body a=x < ... <X, = b.
Ozsnaéime (mueime vEsk ukit podrobn¥jéiho osznaden{):

L(/eﬁ H <11_1'11>) - Lil L(fi<xi_1'xi>' ) - Li = Ei M
11 - xi-l » di' 1‘1'coo’n¢

Ufitim pFedchisejicich viasledkd obdrEime

1014-7781
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'y
vu.') < (1,2 -aa) . 2(L4) + 28 5 d
= N 594 + 1 pro v echna dosta-
X4
teind velké n. Upravou a pou¥itim HBlderovy nerovnosti (vis téma 44)
obdrZime VL, = V& + 2(€ L) + 2¢&

Odtud a &= odstavoe 48.32 plyne Eddané tvrseni.

48.38 | Cvideni. Sestrojte posloupnost funkef {f,} defimovanych na
intervalu <0 1> takovou, ¥e plati:

(11) ¢ % £,

Hdvod. Poloste
0 pro x€(l/n, 1> ,

£,(x) = 1 pro x =0,
Je linedrn{ jinde na (0,1).
[48.39%| Vata. Nech¥ £.,2€BV (<a,b>), f Je spojith na <a,b> ,

Y
fn—l-) f. Potom plati f T3 £,

I48.40*|751;a. Nechi £,,£<BY (<a,b>), f je singulérni funkce (tJ.

funkce, jejiZ derivace je rovna nule skoro viude).

Potom (f —-I'—:»f)(:ﬁ(f —L>f)

48.41%| v¥ta, Nechi f «BV (<a,b>), feAl (<a,b>). Potom plat{
(t,—2> ) e—=> (1, T, 1),

Posndmka. O dikasech poslednich dvou v¥t a vibec o tdchto konver-
gencich se Ztend¥ mbfe podatatnd vice dodist v Zldncich:

C.R. Adams = J,A. Clarkson: On convsrgence in variation, Bull,Amer,
Math.Soc. 40 (1934), | :

C.R. Adams - H. Lewy: On convergence in length, Duke Math. Jour, 1
(1935), :

A.P. Morse: Convergence in variation and related topics, Trans.
Amer. Math. Soc. 41 (1937)

a v M, ResniZek: Diplomovd prdce s roku 1970 (XFP KU).

48.42 | Problémy.

(a) Zkoumejte usgavienost riiznych systémll funkci vehledem ke konver-
genoim definovanym v tomto oddfle.
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(b) Nepozorny Etend¥ by mohl pi¥ehlédnout hned prvn{ gramatickou

vétu v tomto oddile (pFedpokldddme odmocninovou normu v B,!)
a tim by mohl Bpatn¥é dopadnout. Konvergence sde definované
jsou sévielé na volbd normy v 32_ (1 kdy% viechny tyto normy

Joou ekvivalentn{)! Je mofno se o tom pFesvddiit nap¥. zave-
denim noray m.W : (x,y]+—> |x! + 1yl .,
V tomto pFipad¥ pro kafdou posloupnost {f Y nap¥. plati:

(t,—— D= (r, L0

(porovnejte s odstavoem 48.37 a 48.40!)., Okam¥ité se tedy
naskytaji nésledujfci problémy:

(1) P¥i které nora¥ v B, Jesou viechny konvergence defino-
vané v odstavel 48,33 ekvivalentni?

{11) Zvolme nel¥ (1 < n<B) a n pevné gvolenjch kon-
vergenci s odstavoe 48,33. P¥i které noraé v B, Jacu

tyto konvergence ekvivalentni?

(i1i) *"Obrdoceni (i1)", tj. ukésat, Fe prédvd p¥li takto svolené
normé v Ea Jo pevnd svolenjch n konverganci ekviva-

lentnich,

(iv)  Studujte tyto konvergence p¥i rdznych noraméch v E,!

- 374 -



Obsah:

49.1

T EMA 49

Konvoluce funkc{

A. Definice a sdkladni vliastnosti.

B. Pourierova transformace.

A, DBPINICE A ZAKLADEI VLASTNOSTI

Definice. Bud McE, n8Fitelnd mno¥ina, necht 1 s p 5 + oo,

1

[49.2

Symbolem &£ l»(ll) oznadme mno¥inu viech m¥Fitelnych (obecn& komplex-
nich) funkci ne M, pro ndi Lebeaguedv integrél f (2}P konvergu-
M

je. Migto otep(kl) plime kridtce %.

1/
Pro :eﬁp(n) poloZme Ilf!lp - (ﬂrlp) .
| M

Cvideni,

49.3

{a) UkaZfte, Ze mno¥ina cfp(l) Jje linedrni (= vektorovy) prostor
(p#L jakjch operacich?).

{b) Ukaite, ¥e sobrageni ft+——> llrllp ad vlastnosti:
(1) £=0 a.v.¢==>llf|lp - 0,
(11) e+ gty < Nl + Nelly

(111) l\cfl\p = lol . ﬂfllp
(precisujte!, pouiijte visledkl tématu 44).

Porndaks. Polokfme-11 O.(f,g) = Hf-gll, pro f,g eé‘fp(u).
mé funkce St)p "akoro" viechny vlastnosti metriky na o@p(l)
(n3kdy se Fikd, e Sop je paendometrika), Protofe oviem

S’Dp(r.g) = 0, prdvd kdy¥ £ = g skoro viude na M, netvo¥i dvojice
(a‘ﬂp{l), S:)P) metriocky prostor. Zavedeme-1li na o'ep(l) t¥{dy

1014-7781
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ekvivalence "“f ~ g, prédvd kdy¥ £ - g ®.v. na MN",

a ognalime-11i symbolem Lp(ll) mnofinu viech ekvivalentnich t¥id
3 afp(l) e definujeme-11 "vhodné" metriku na Lp(l), doataneme
Ji% metrickyj prostor (dokonce Banachdv).. Provedte tyto idvahy po-
drobn¥ a precisnd, kup¥fkladu podle La 11], kap. XIV, § 3.

49.4 Cvideni. ‘
(o) Uka%te, fe souZin dvou funkef g £p(u) nemusy ji% leZet

v éﬁ’p(u) .

(b) Z HB8lderovy nerovnoeti (téma 44) ukaite, Ze pro feog;(ll),

geéeq{l), kde %—-n- %- = 1, Jja r.geéﬁl(n) a

I]f.g“l‘é{\ﬂlp . ﬂgilq. V dalsim ukidieme, jek definovat "soudin"
b 4 @g fuhkci f,g tak, aby t ® geéel pro f, gc-::o‘el.

49.5 Vita, Budte f, gc—:a(f. Potom pro a.v. xe‘.Bl le#{ funkce
yr—> f(x-ylgly) v o&re Mikome tedy pro tato x definovat
funkci £ @ g pFedpisem £ @ g(x) = ff(x-y)g(y)dy.

‘ . %

Funkei £ @® g (kterou v bodech nulové mnoZiny, kde nen{ definovéna,
dodefinujeme hodnotou nula) nasyvéme konvoluci funkc{ £ a g.
Dokafte ddle, e f @ geacq_ a t@ 5“1 < ﬂﬂll . el .

Hédvod Dokakte nejdi’-ivo. fo funkce [ x,yl+— f(x-y)gl(y) Jje
. m§¥itelnd a integrovatelnd v E, (nap¥. pomoci v¥ty o substitucl),
Potom uZtijte Fubiniowu vétu.

49.6 Oviﬁcni. Okafte, ¥e konvoluce md tyto vlsstnosti:
(1) 1@ g =~ gD,
(14) t@(g® h) « (£ ® g) P 1,
(311) (xt+ B P h = x(2@n) + Pl(g @ h)

pTO viechna :l',g,he£ s oK, ﬁello

49.7 Pozpidmka. MpoZina a'f’l Je tedy komutativni okruh (dckonce tgv.
Banachove algebra). Za aditivni operaci bereme obvyklé siitdni funkci,
sa multiplikativaf operaci bereme konvoluci (jak je to se sditénim

1014-7781
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v "nep¥{jemnjch" bodech? - pozor na pojem skoro viude!). Venikd
otédzka, zda existuje multiplikativni jednotkovy prvek, tj. takovd
funkce - uéx, e u®dFf = £ pro vEechna texl.

49.8 Cvileni. Algebra °291 neméd multiplikativni jednotkovy prvek.

Nédvod, Dokagujte sporem. Za funkci f vesmdte charakteriastic-
kou funkci intervalu < —J,J) , lkde Jd> o je zvoleno tak,

2d
aby jul < 1,

24

49,9 Spojitost konvoluce. Nechi funkce g Je omeszend a mé¥itelnd ns B,
a nechf fe, Potom konvoluce f @® g (definovand jako v 49.5,

nepfedpoklddéme zde geafl) je stejnom¥rn¥ spojitd na B, =a

sup £ @ g(x)| < [Iflll . 8up lg(‘x)l . Doka¥te!
b 43 31 xe El

N i‘v o 4. DokaXte nejd¥ive tvrszeni:

Ves>odd>0 Vn(nl < J=>ﬁr(t+h> -2t at < €),
By

pouZijte k tomu nap¥. pognatku, ¥e spojité funkce » kompaktnim nosiZem
Jsou "husté" v aip, pFesndjl ke kafdému "Z > 0 a ke ka%dé funkel
f'eoﬁ,pl mi¥eme nalést apojitou funkoi 50 # kompaktnim nosifem v ll

“ tﬂk’ ie flf - ?I < E .

5

F‘B._la Pozndmka., Bud p > 1, q takové, Ze % + %- = 1, Vyuiitim
H8lderovy nerovnoeti a poufitim v¥ty, podle kteréd jeou spojité funkce
8 kompaktnim nosifem "husté" dokonce v afp, lzge vyslovit vitu:
Necht fea%;, gea%;. Potom konvoluce £ B g Jje stejnomdrnd

spojitd a sup |(£® g)(x)]| < Izt . Hgll .
& 31 P q
Pogpndmka, N&kte¥{ auto¥i definujl konvoluci vyrazem
x
ff(x-t)g(t)dt. ktery dostaneme s definice f @® g uvedené v 49.5,
0

uvafujeme-1i funkce f,g 1dontiéky rovné nule na (- << ,0).

1014-7781
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l49.12|

Budou~1i f, g spojité funkce, £da se Jisté, e tato nova konvolu-
ce funkci f, g bude funkoe velmi rosumnych vlastnost{. Proto jJe
pFfekvapujici nédsledujici vyesledek [V.Junik. Fund. Math. XII 1951,
str, 58—64]: V metrickém prostcru € x €  v¥ech dvojic {f,g])
funkei f, g spojityeh na < 0,1> a metrikou

S"([fl-sl]. [fassa:]) = m(m llfltx)-fa(x)l .:2:0

(x)=g,(x)I
xe<0, 1181 ) 82*% )

existuje mnofina M prvni kategorie v € x € tak, %fe pro funkecl
! x

n(x) = f £(x-t)g(t)dt Je Da(x) = + oo, Dh(x) = - oo
0

pro kafdé x&<0,1>, pokud [f.g]&(fx? }JNM, Lge navic sestro-
x

Jit epojitou funkei £ tak, ¥e pro funkei h(x) -ff(x—t)r(t)dt

(2]
Je Dh(x) = + oo . Qh(x) s -« 00 pro kaldd xe <0,1> .

B. POURIEROVA TRANSPORMACE

V daliim se budeme zabyvat tzv. Fourierovou transformaci, kterd

Je obdobou Pourierovych Fad.

Definice. Bud fc2,. Definujeme funkci f na B, pFedpisen

1

Yen
B

?(]r) = f(x)o'u’ydx pro  ye&B,.

1
Uckaite korektnost definice! Zobraseni f+——> 3 se nasyvd

Youriercva traneformace. Vysvétlete vstah Fourierovy transformace

9.12

a Fourierovyoh #ad! (Fro £, ﬁexl as definuje Pl 1f5 -’

- Od(GOI P + i sin ﬁ )e)

Véta (tzv. Riemann-Lebesgusove lemma). Bud fe 21. Fotom funkce

1014-77861

4 Je atanomérﬁﬁ spojité na B, a lia |f(y)l = O,
|y|-boa

(Symbolsm 1lim I?(J)l = 0 rorumime ndsledujici:
Iyl-boo
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Veso 33°>0V3(lyl> 3, = lapl<e)

Porovnejte tuto vdtu a Riemann-Lebesgusovym lemmatem r teorie Pou-

rierovyjch ¥ad ( [ J II], kap. XIII, § 4, v&ta 181).

N4dvod. K odhadu rozdilu f(y«c—h) - f(y) vﬁuﬁi,jte nerovnosti

\ain %—1 E3 I-%—l » * P¥i dilkagu druhého tvrzeni pouiijte ndvodu

£ odetavce 49,9 a vztal\l'u ;(y) - - *Vé_;llt.—ft(t - ?“;)o'ity dt. |
B

[49.14' Pozndmka. Fourlerova transformace f +——> :? je tudi¥ zobraseni

mnoZiny ”(fl d0 mnoZiny €., kde €. Jje syetém viech spoji-

. °

tych funkei g na 31, pro nd¥ 1lim {g(y)| = 0. Uka¥te, ¥e toto
[¥]>o00

gobrazeni je linedrni a omesené (tj. aup |f(x)l‘ l,--— Ilrlll ).

Lze dokdzat, %e Fourierova tranaformace Je dokonce prosté sobrageni

A
proatoru I'l do €, Je=-11 totig f 20 na El. je £ =0

~ .
8.V. na El. Je-1i dokonce reé?, potom Pro 8.¥. xell
. 1 2 ixy
£(x) = Vox f(y)e™¥ady (co vlastn® Fikd posledni vita?).

®

B

1l
0 t&chto problémech se vice dozvite al ve vyiiich rodnfcich p¥i p¥ed-
nd¥kdch s funkciondlni analysy a teorie tranaformaci.

|49.15' Cvideni. Dokaite ndeledujic{ tvrrzeni.
. T
(a) Pro r.geoﬁ? je £ ® ga . E.

(b) Budte f.geé’f‘. Poton frg = [r g

Fal
(¢) Najddte nutnou a postadujfel podminku k tomu, aby funkce ¢
byla liohd.

(4) Bud rea(fl. €t X +——> -ix f£(x), necht 3602,91- Potom
(£)° |
Ndv od, PouZlijte Lsbesgusovu vétu o limitnfim pFechodu sa in-

ixh _ 4 \
tegrdlem a vyuiijte odhadu l-—L—F——l x |x) .
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(£)

Nechi feaZi Je absolutné spojitd na E,, nechi f'e ;.
N A
Potom £°(y) = iy £(y) pro viechns yeE,.

B dvod. Ukaite nejprve, %e li.m aolf(y)l = 0 a poufijte
: \yi\—=> .

integrace per partes, Mige bjt pFedpoklad absolutni spojitosti

funkce f rgeslaben? ‘

UkaZte, %o pro funkci f : X +—> exp (— %2—) Je ? = f,

. A 2
Ndvod. Pomooci (d) dokaZte, Ze %?[f(y) exp (—g—)] =0

na !1‘
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P EMA 50

Cbecnd méFitelnost

Obean: A. Syetémy mE¥Fitelnjch funkei.
*
B, Vztahy mesi A a 221 '
C. Vlastnosti [\ v sévisloseti na JIC .
D. Vlaatnost (¥).
A, BSYSTBMY MERITBLNYCH FUNKCI
50,1 | Motivace. Necht ¢ : (P, @ ) — By Je redlnd funkce na metric-
kém prostoru (P, gD ). Zopakujte definici spojitoati funkcs £ & vi-
tus "Punkce f je spojitd na (P, ? ), prévd kdyf pro kaidé ce B
Jjsou mnoZiny lotf) = {xeP; £f{x) > ¢ }, '
M%(1) = {IEP; £(x) < e} otev¥ené."
UkaZte na p¥ikladé, Ze otevienost mno¥in 'lc“) pro v3echna c€ky
nestadi ke spojitosti funkce I,
PFipomente definici funkce poloepojité shora, zdola (vis téma 10).
Déle vyelovte risné ekvivalentn{ formy definice . -mé¥itelnych
funkcf £ : X —> B,, Jestlife (X, 5, s} je prostor s mirou.
50.2 Definice. Nechi X je mmoZins, N exp I ayatém jejich pod-
mno¥in, pF¥idemi ¢, IcdL . Osna¥me
# +
N- A(.?ﬂ) = {r : X—> B3 IQ(I)EM pro kaidé cell}
(kde K (£) = 271 ((0,400)) = {zeX; 2(x) > o}),
Ab - Ab(ﬁl) - {r 1t X —> xl; I°(f)eﬁ% pro kafdé oell}.
T AKE
Ao Aoy - NaAb .,
#*
Punkcim ze syatémd .A ’ Ab ’ A fikejme rdola M-n&i‘italn‘.
shora m-uﬂtalni. m-méi‘itelné.
1014-7781
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50.3 P*iklsd’-
(a) Nechi X je mnoiina, x €X. Poloime

Mxy) = {oYofvcx; xex}

(systéa vBech podmnoZin mnoZfiny X obsahujicf bod x

° spolu

8 présdnou anofinou).

Charakterizujte systémy .Aﬁ Ab, -A- .

(b) Necht ¥ je mno#ina viech pFirosenych Efsel,

» M- {‘{cl $ Y Jeo konelnd nebo N N Y je kone&ni_}
(algebra generovand systémem viech konednyjch podmnofin mno¥iny W).
Doka¥te, fe funkde f lei{ v systému Aﬁ, prédvé kdy% plati:
existuje 1lim f(n) = L (vlastni &i nevlastni) a

o0

bud (i) :xiutu;)o koneéns mnofina K, tak, Ze f(n) < L
pro n¢lt.

nebo (ii) existuje koneind mno¥ina M, tak, fe f(n) > L
pro n%lr. ‘

Obdobné charakterizujte systémy A A

Roshodnéte, z2das plati ndsledujici tvreend:

(i11) A# - A",

(iv) 1, ;eA# = :+;c-:N,

(v) t, ;eA# = f . ge Ab.
() Neoch¥ I je nespoletné mnofina. Poloite

I - {Ac.x, A Je tono&nﬁ} {x}.

Charakterisujte systéay A .A

(a) Meoht X = < a,b> , nechi m Je systém viech intervald
(resp. otevienych, resp. usavienych v < a,b>), obsabujicich
vod o (agedi).

NN A,
Charskterizujte aystday I

101 81
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#
. B. vIraHY MBZI A A I

V tomto oddilu se pokusime objasnit vetah meezi mnoZinovymi
vlastnostmi axaténu#_ N a algebraickyml &i konvergendnimi vlast-
nogtal syetdmu A .

50.4 Cvideni,
(a) Pro AcX plati
) #
cAe.A , prévd kdyi A I

(c, =zna¥l charakterietickou funkci mnoZiny 4),
A #*
(b) rel\ , KT 0 — &k teA " (plati 1 pro k<0 ?),
# # :
(¢) re ) , 20 == fzeA ,
# #
{4) reA » kel = f + keA ’
A# #
{e) f& , ksnl =—> max (f,k), min(f,k)c-,A .

50.5 Supremun a infimum v .A. .
™ #
(a) f!GG-A- E—— m(fsS)EA ’ privé kdyi

ABedY => AuBedk,
: # 4
{b) fneA => sup fne.A )
neN o #
prévé kdy: Ane)?Z =D Ul LneA .
# # e
(e) t.geA > min(f.g)e.A. s Pprévd kdyi
ABedl =—=> anBeddl.

# 4
(d) JestliZe fneA =0 in¥ an.A s
nel

. oy
potom A& m = n Aném .

n=l

(e) UkaZfte na pi‘ikiadé, fe tvrzeni (d) nelse obrdtit.

4* L
(£) fnéA — g:g fn, ﬁ ‘ne-,A‘ » prévé kdy#

= Ua, N seat

aed? A A ed.

n nsl n’ n=l n

50 .6 Limitni pFechody. Necht [ jo libovolnf systém funkof
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ne mnofind X s viastnost{ f,al , ne¥ =3 eupt, taf tel .
nef ne X

Potoa plati
(1) gner' s lim sup g, = & = gerl ’

(11) gl ., liminf g = g = gel ',
(111) gnér y lim 8, " & D geP .

#
50.7 Soudet v A. . _
(a) Plati (7.1) == (7.1i) —= (7.1i1), kde

(7.4) Anem == lln laem T U‘nem ’
' # # n=l 2,

(7.11) r,;ef\. = f + gG.A. ,

(7.111) A,Bed —=> anBe WL , auBe I,

Nddvod, (7.1) ===> (7.11) dokafte pomoci ekvivalence
Cf2(x) + g(x) > 6 <——> existuje reR tak, ¥¢ f(x) > r =&
glx) > o -r.

(b) Ukakte na pFikladech, ¥e neplati iamplikace (7.ii) = (7.1),
(7.411) ==> (7.11).

N&vod Poutijte pFiklady 50.3.b,0.
#
50.8 Némobek v A « HNdeledujici podminky Jsou ekvivalentni:

#*
8.1) telN* , ke B, —> kee N,
-

N dv od. (8,1) =—> (8.11):
Nech Anem 'y A{SA,C ... . Definujte fumkei f tekto:

gy
0 pro xeX N\ {_Ja

pel 2
£70(x) = -1 pro xe i
‘ 1
-5 pro xE AN Apa .

Ukafte, Ze ﬂs./\!!it , tak¥e podle (8.1) jest -
IO(-f) - {_;ex ; =2(x) > O)Gm +« Ale llo(-f) - UlAn .
n=
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#*
50.9 Boufin v A 3
{a) Ndsledujici v groty Jjsou ekvivalentni:
N Iy
(9.1) f,ge == f.g€ .
(9.11) ML je 6 -algebdbra,
#

(9.111) f.geA# ' kc-l = kfeA y T + geA. .
{9.1iv) f,geA . kell = ka.A. . nax(f.g)eA

N é vod. Implikace (9.1i) = (9.1) a (9.41) = (9.114)
Be ddkéﬁ obvyklym gplisobem - vir nap¥. [J II), kaep. II, § 1,
K ddkazu zbylych implikaci pqniijto 50.4, 50.5, 5%0.7, 56.8 a
vstah 0, .o = 0,.0p.

(b) 2 tvrieni (a) ihned plyne, ¥e soudin dvou zdola polospojitych
funkef nsmusi bjt sdola polospojitd funkce. Dokaite to p¥imo.

c. viasrmosrr J\ v zdvisiosrr m Mt

50.10) Cyidens. |
{a) erAb. prévE kdyi I\Aem,

(») reAb. prévé kdyZ -fej\.#r .
(e) ‘A.“cAb = /\!..*-Ab -A,
(8) pomoci tvrzenf (a), (b) odvodte % kaidého tvrseni pro A
v 0d44{lu B, dudlni tvrgeni pro Ab.
50.11| CviZeni. 2 v¥sledkd oddf{lu B. doka%te:
(a) ra A » k€ B =—> & te\
i’GA, £2 0 => Pc \ ,
IEA » kE€B = f + keA. l}
re\ y k&B, =——> umex (f,k), min (f, k)eA

{b) Necht An‘em , nell =: Uln, ﬁA em :

n=l
potom fneA == inf tn, sup rn, ‘1im inf “"n’ lim sup fn'
lim fnc-A . pokud tyto funkce existuji.
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50.12] V&ta. .Rechf JZZ Je G-algebra. Potom
(1) f.geA y k€& Bi=> f.g, f+g, k f,max{f,g), min(f.g)e.A..

(11) fnGA == inf fne 8up £, lim £, lim inf £, lim sup fnGA

(pokud tyto funkce existujf).

50.131 Problémy. Pokuste se formulovat a dokdgat tvrzeni obdobnd tvrzenim
£ oddild B, C, JestliZe

(a) funkce mohou nabyvat i hodnot -oo , + o° a v definici
N * ' .
syetdémd A » Al'. A randnime mnoZinu Bl mnofinon
*
31,

(b) nepoZadujeme, aby @, x:.ml .
(¢c) v definici eystémi - A-, Ab, A pouiijeme misto mno¥in
(1), M (1) mmoktny M(D) = £} ((ceo,e3), H(0)ar" e, +00).

50.14] Problém. Tek jako v prostoru e mirou, mifeme i prc libovolny systém

A definovat Jjednoduché funkce: Funkci £ nazveme jednoduchoun
(resp. #-jednoduchou, resp. b-jednoduchou), jestlife mnofina
£{(X) Je koneénd s fEA {reap. fEA# , T8Sp, feAb).
Zkoumejte vlastnosti jednoduchyoch funkcf v gdvielosti na vlastnostech
syatému /(A + Pro libovolny systém M plati tato v&ta:
Je-14i tsA# » potom existuje posloupnost  #-jednoduchyoh
funkef £, tek, fo £, —> £, Plati obdobnd vita pro systém A ?

D. VLASTNOST (W)

S0.15| Definice. HNecht X je libovolnd mno¥ina, .]C libovolnd mnoiina

redlnych funkci definovenych na X, Rekneme, 3e aystém X mé
vlastnost (W), Jestlife existuje tr¥ida N exp X tak, Ze
x - A (M)o

V souvislosti s touto definieci vsnikaji otdeky, v Jistém smyslu dudlni

k otdském vy%e nasnalenym:
(1) Jak pro dany systém X roghodnout, m4d-1i vlastnost (W)?
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(11) Jestli¥e systém JC mé vlastnost (W), jak popeat v3echny
t¥idy I c exp X, pro které X = A () 2
Uvedeme zde n&kolik jednoduX¥Xich vysledkd,

50.16| Cviteni. UkaZte, e systém m z definice 50,15 nemuedi byt urden

Jjednoznadné.
Nédvod, HNechlt X je aleepon dvoubodovd mno¥ina, A<X, & £ A # X,

Poloste J7 « {8, A, x}, K - N 0.

50.17] Véta. Necht X Jje libovolny systém redlnych funkci definovenych
na mnozind X. Neehi I (K) = {M°(2); cer), te K }u{u (),

(a) K o4 viastnost W, prdvé kadyi XDA(??Z (K3

T

(b) JestliZe _K' md vlaetnoet (W) a IGJC s potom f+€x .

HNdvod., K dikagu (b) pouiijte SO.1l.a,

[50.18] P#iklady.

(a) DokaZte, Ze systém vZech spojitych funkci na intervelu IcE,

md vliastnost (W). Je syatém 7L z definice 50.15 urden
jednoznaénd? ‘

(b) Dokaite, %e systém viech lebesgueovaky mEF¥itelnych funkef na in-
tervalu IC B, mé vlastnost (W).

(¢) Dokaite, Ze syetém v3ech funkci na By, které majf primitivni

funkel, nemd vlastnost (¥).

N4dvod, Aplikujte 50.17.b ne funkei
fi: x —> sin-x:L , x40, Ot—» 0,

(d) Systém v3ech darbouxovskych funkci na Ei nemd vlastnost (W).
DokaZte!

¥ 4dvod. Aplikujte 50.17.a na funkci
his x —> 0, xr-:g']'(O)

x > 1, x%g'l(O).
kde g je funkce z 4.26.

(e) Dal3i p¥fklady nalegnete v &ldnku A.M, Bruckner, Canad. Math.
Bull. 10 (1967), 227 - 231.
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50,19| Viaatnoat (W¥).
(a) Nechi X Je aystém funkc{ definovanych na mnoZin¥ X,

Rekneme, %e aystém ]C mé vlestnost (w*), jestliZe exinm-

tuje mnoiina Mr_exp X tak, Ze
X « {fc-'.A (3%); £ Je omeuné_} .

(b) Syetém R(< a,b>) viech riemannoveky integrovatelnjch funke{
na intervalu <a,b> C 81 mé vliagtnost (W¥ ).

N4dvod. PoloZte I = {_GUA i Gc(a,b) oteviend,
Ac<ap>, dya-0].

P¥i dlkasu inkluze R(<a,b>) > {feA. (-M); T Je omeuné}
ZvOolte libovolnou omezéenou funkcl feA (M); pro kafdéd reR
Je f']'((r,+ oo )} = GUA,, f'l((-oo 7)) = Gl',uA;_ ,

kde Gr,G; jsou otev¥ens, Ar,A; nulové mnoZiny. Poloite

A-U(A

reE R
mnofiny < a,b> \ A,

Y Al',) e dokafte, ¥s £ Je epojitd v kaZdém bodd

Zbytek tvrzeni plyne 5 vdty:
Funkce je riemannoveky integrovatelnd, prdvé kdyZ je omerzend
a skoro viude spojitd.
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Obsah: A,
B,
C.
D.
B.
F.
G.
H,

A,

T EMA 51

0 kF¥fivkdch a oblastech

Kontinua a oblouky. |

Grafy spojitjch funkei.

Spojitd szobrageni intervalu <0,1> .
R{akd kontinua.

Dal8i definice k¥ivek,

Objem a mira k¥ivek.

Délka kFivky.

Oblasti v B,.

KORTINUA A OBLOUKY

Opakovdni.

(a)

{b)

{¢)

Bud M souvield podanoiina metrického proetoru P. Potom libo-
volnd mnoZine QC P takovd, %e MC Qci Jje mouviseld,
N4dvod. Bul xeM. Nnotina lu{x} je souviald,

UZijte tvrzeni o sjednoceni souvielych mnoZin.

Bud f spojité zobrazeni Eompaktniho (r;ap_. souviglého) prostoru
P do metrického prostoru Q. Pbtom f(P) Jje kompaktni (resp.
souviald) mno¥ina v prostora Q.

Nechf £ je prosté spojité mobrezeni kompaktniho prostoru P

na prostor Q. Fotom I Je homéonorfismus.

|51.2] Definice.

(a)

(b)

(c)

1014-7781

Neprézdnou kompaktni souvislou podmnofinu X metrickéhc prostoru
P nagyvdme kontinuum.
Kontinuum, které obashuje alespon dva rdsné body, nasyvéme

vlastni kontinuum.

Nechif f : <0,1)—— 32 Jje homeomorfismus. Potom mno¥inu
£2(<0,1>) nasyvdme oblouk,
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(a) Nechf f je homeomorfal zobrazeni mno¥iny C (jednotkovd
kruinice) i

c -{[x,y]ena ; x2 + y2 = 1}

do B,. Mnoiinu 1(C) nazivéx.u topologickd kruZnice.

51.3 Cvideni.

(a) Bud f epojité zobrareni metrického proetoru P do prostoru
Q. HNecht KcP je kontinuum. Potom f(K) Je kontinuum.
{b) MpoZina C ¢z 51.2.4 mneni oblouk.

, ]51.4 V&ta. Bud KeP kontinuum. Potom ndeledujici podminky jmou
akvivalentni:

(1) K je lokdln¥ souvialé kontinuum;
(11) ke ka%fdému € > 0 existujf kontinue K,,...,K;, takovd, Ze
n

dlan K, < E e K=K ;
=1 1

(1i1) existuje apojité zobraseni f : <0,1>—> P takovéd, %e
£(<0,1>) = K.

D& kas vyplyvd £ tvrzeni uvedenjoch v [Cech] a je, stejnd jako
dlkaz ndsledujiciho tvrzeni, velmi obtiiny.

51.5 V&ta. Spojity obraz lokdln& aouvislého kontinua je lokdlné& souvielé
kontinuum,

Ddkasg vie opst [ Sech].

B. GRAFY SPOJIPYCH PURKCT

l5l..61 Definice. Neprézdnou mnofinu KCB, nazveme k,-k¥ivkou, .Jestliie

existuje apojitd funkce f : <a,b> l——) B, tak, Ze

K= {[x,y]e!a i X& <a,b>, y-i’(x)} .

(ky~kFivka je tedy grafem apo)ité funkce definované na intervalu
<a,b>). '

51.7 CviZeni, Nechi Kc B, je k,-kFivka. Dokakte, Ze plati:

(a) K Jje omezend mnoZina;
K je uzaviend mnoZins;

(¢) K Jje kompaktni mnoZina;
K je souvield mnoiina;
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51.8

(e) K Jje lokdlnE eouvield mnoZina,
(£f) K je vlastni{ kontinuum;
(g) K Je ¥idkd v E..

Fogndmks. Bud KCB, k,-kfivka, tj. K Je grafem funkce

51.9

4 ': < a,b>y —> E,. Potom existuje priavd jedno zobraseni
F:<a,b> —> Ea,ﬁ to F: tr——> (t, £(t)], takové, Ze
H<a,b>) = K, Zobrazeni F Je prosté. Je zobrazenfi F spojité?

Cvideni.

l5l.10|

(e) Jednotkové krugnice v B, nenf Kk -k¥ivka. |
(b) Bud T E, ——> B, linedrni transformace. Necht Kc B,
Je I:l-ki'-iv-ka. Zkoumejte, zda T (K) je opdt kl-kiivka.

C. SPOJITA ZOBRAZENI INTERVAILU < 0,1>

Definice (Jordan). Neprdzdnou mno¥inu Kg 32 nagveme k,-k¥ivikou,

[52.11]

existuje-11i spojité gobrazeni F : <0,1> ——> B, takové, Ze
P(<0,1>) = K, Kazdé gobragen{ F s touto vlastnosti nasyvéame
parametrizace k,-k¥ivky K. '

Cvideni.

l51. 12 ]

(a) DokaZte, Ze ka-lki’-ivka K md vliastnosti (a)-(f) z odstavce
51.7.

(b) Mnofina K = {_[x,y]e B, ; x€<0,1>, y - 0} je k,-k¥ivka.
Zobrazeni Fl 3 t#——-—)[_t.O], te<0,1> ,

Po1 0t +—> [ein 7 ¢, 0], te<o0,1> ,
P+ ¢ —>fit stn 2l , 0], te (0,15, 5(0)=[0,0]

jeou parametrizacf k#ivky K. Dokaite!
(¢) Zjietéte, zda jednotkovd kruZnice v B, Je kp-kiivka,

Pozndmka. Porovnejte pozndmku S51.8 pe cvidenim S5).11l.b.

‘51.13 l

Cvi&en:f..

1014-7781

(a) Foramulujte a dokafte pro ka-ki’-ivky‘problé_m analogicky problému
¢ odetavce 51.9.D.
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(b) Ka%dd k,-k¥ivka je k,-kFivka.

(o) Mno¥ina K = {[’_x,y]eE i ¥ o= ain% , ie(o,n}u({o] x<-1.1))
neni ka-ki‘ivka. DokaZte; pokuste se o ddkaz bes uiiti vity z od-
stavce 5l.4.

D, ﬁ_JID__Kl KONT INUA

151.14| Definice (Cantor). Kafdé vlastni kontinuum F{dké v B, nagyvame
ky-kFivkou, '

lsl.lsl Cvideni.

(a) Kafdd k,-kFivka Je k3-kf1vka (viz 51.7).
(b) Zjist¥te, zda mnofine gze cvileni 51.1l.b a mnoZina ge cvideni

51.13.c Jsou kj-kﬂvty.
(c) Uvddomte si, Ze mpnofina K = {[z.y]e By, ;s xyye <0,1>}
neni k3-kﬂvka.
Bl.lé Posndaka., Ze ovideni 51.15.b plyne, #e kaXdd ky-k¥lvka Je

k3-kfivta. Ze cvileni 51.15.0¢ plyne, #e "jednotkovy &tverec" neni
k3"kfi'ka.

¥V roce 1890 dospdl G. Peano k pFekvapujicimu vysledku:
Mno¥ina K = 51.15,0 Jo ky-kFivka. Kaidd ik -kFivka, kterd neni
$idkéd v B, (nen{ tedy ka-ki‘ivkou) se nazyvd Peanova k¥ivka,

Konstrukce parametrisace F kz-ki'-ivky K 5‘51.15.5, tJ. epojitého
sobrageni F: <0,1>—> E,, K< 0,1>) « K, Je popsdna v knize
[G - 0); elegantn{ ddkes o existenci takového sobrageni pochdsi
od K. Petra. P¥i této pi‘ﬂoiitoeti‘-i uvddomte obsah tvrzen{ z ndsle-
dujiciho odatavce.

m Cvideni.
(a) Bxistuje prosté sobraseni G : <0,1> —> B, takové, Ze

G(<0,1>) = K= <0,1> x £0,1>,

Hédvod, Mnokiny <0,1> a&a <0,1> x <0,1> maj{ stejnou
mohutnost.

(b) Neexistuje prosté spojité szobreseni G : <0,1> — B,
takové, ¥e G(<0,1>) = <0,1> x <0,1> .
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N & v od. Necht takové zobrazen{ G existuje. Potom podle 51,1.b
je G homeomorfismue., Nechi X)3%5,%X5 & <0,1> x <0,1> jesou ti‘i‘
navedjem rdzné body. MnoZina M = (<0,1>x<0,1> )\({xl}u[xayu{xa})
je eouvisld a je tedy podle Sl.l.¢ seouviald i mnoZina G'l(l).

0Odtud odvodte spor.

B. DALS5f DEFINICE KRIVEK
e —

51.18 Definice,

(a) Mno¥inu KCE, nasveme t!—kfikau. existuje-1i prosté epojité
zobrageni P : <0,1> — B takové, ¥e F(<0,1>) = K.
(Zobrageni P Jje homeomorfismus (prod&?).)

Zobragten{ P aes nasyvd parametrisace k ~k¥ivky K.

(b) Mno¥inu KcCB, nasveme kg-k#ivkou, existuje-1i homeomorfni

gobrazeni jednotkové kruimice C na K,

(k5-kiivky ge nékdy té% nasyvaj{ topologické kruinice.)

Homeomorfismus s této definice me opdt nazyvd parametriszace
kg-k¥iviy K.

|51.19| Cvideni.

(a) Vy3etFujte platnost podminek (a) - (g) s odetavee 51.7
pro k4-k§ivky a ks-kiivky.

(b) KaZad kl-kfivka Je k4—kfivka; h4-ki1vka neni{ obecn¥ kl-kfivka.
DokaZte!

(e) EKaZdd ks-kfivka Jo sculasnd k,-k¥ivka a k3-tiivkn. Dokafte!

(d) Systém viEech k‘-kfivak v B, Je disjunkin{ se systéaem viech
ks-kiivek v !2. '

51.20) Poszndmky.

(a) Viimn&te si, Ze nap¥. p¥imka a hyperbola (tj. pom&rni Jjednodu-
ché rovinné k¥ivky zndmé » elementdrni geometrie) nejsou kFiv-
kami ve emyslu 3ddnd £ definie 51.6, 51,10, 51.14 a 51.18.

(b) K#ivku lse definovat té% jako obras PF(I) intervalu IcE,
p#i zobraseni F : I—> B,, p¥i Zemi sobrazeni{ F ad rizné
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dal3{ vlastnosti. Nap¥. F | J neni konstantni pro %¥d4dny inter-
val JcI, pebo F Je zobrazeni t¥iady ‘el (tzv. Ql-ki’-ivky
apod.). i

(c) Lge rovn¥i studovat podanofiny B, urlené takto:
Nechi ¢ jest funkce, definovend v E,. Poloiime

N = {[x.:*]exa 3 CP(x.y)-O}.

Za ur&itych pFedpokladi o funkeci (,b m4 mnoZina M Fadu
vlastnost{, se kterymi jeme se setkali u kiivek - n&kte’{ auto-
¥i u¥ivaji k definici k¥ivky prdévdé popsaného postupu. ‘

F. OBJEM A MIRA KRIVEK

|51.21I Cvideni.

(a) Je-1i Kc E, kl-ki‘ivka. dokaite, Ze plat{

Vy(K) = -»lzm =0 .

Pogpdmka. Tento vysledek odpovidéd naZ#f ndzorné pFedstavd;
nékteré daldi vyaledky se mohou zddt pFekvapujici.

(b) Bud K¢ E, kontinuua. Potom platd

(Ap(K) = 0)== (U(K) =0) .

(o) HNaja¥te p¥iklad kontinua KcCB, & kladnou Lebesgueovou mirou,
pro které Y,(K) npeni definovéno.

(d) Uvidomte si, f¢ <0,1> x <0,1> je ky-kFivka e kladnou
mirou. M4 tuto vlaetnoet kafdd Peanova ki¥ivka? (viz 51.16).

|51.22| Tyrzeni. Existuje k3-ki'-ivka kladné miry.

Hdvod. Necni M« {_[x.y]ela i X,3€<0,1>} . Oznalme
K, =M, K; = K, \U(py,ry), kde pro p&B,, vy > 0 je
Wpry) = {aeB , Ipp~all <) ,  std. - t5.

definujeme induke{ K, = K,_; N W PysTy)+  Pak poloiime

K = Q K, - P¥i vhodné volbd poaloupnosti bodd {.pn}? a &isel
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OO0 .
{rn}l viskdme kontinuum K poZadovangch vlastnosti.

51.23|1 FPozndmka. Konstrukce provedend v p¥edchdzejicim odstavei je za-
lofena na stejném principu jeko konstrukce specidlnich ks-ki'-ink.
které byvaji v literatufe nasyvény "kontinus Sierpinského”.
Tev. "kobereo S:l.e'rpi:iského”‘ lge konstruovat tak, Ze md vlastnosti,
po¥adované v 51.22 (vis [Alex]).

!51.24[ Pozndmka, Lze sestrojit k4-ki‘ivku (reep. ks—kﬂvku) tak, Ze
.lacx) > 0 .
P¥#{eluind konstrukce je uvedena v [ G - ol.

51,25 Gvilenf. Je-11 M = {[x,3]€E,; x3@<0,1>} & Kci
takovd mnoiina, %e plati -12(!() = 1, ¥ikdme, %3¢ K mi plnou
miru. 2 odstavece 51,21 vyplyvd, Ze neoxistu}je kl—kﬂvha Kc N
plné miry a rovnéi ani k,-kFivka KCNM, pro kforou plati
Ay(®) > o, | '

Dokafte ndeledujici tvrzeni:

{(a) Bxtistuje ka—ki‘ivka .KcM plné ‘m‘.ry. _

(b) Neexistuje k;-k¥ivka (reep. k,-k¥ivka, ks-ki'-ivlta) KECM
plné miry. |

(e) K dandému & (0,1) exintuje k3-ki‘1vka (resp. t4-kﬂvta,
Teap. ks-kfivlca) Ec M takovd, fe plati la(x) >1-E.

Ndvod - vis [G-01.

G. DBLKA KRIVKY

Poznémka. Bul KcB, k,-kFivka & £ : <a,b> —> B; takovd
funkce, %a K = {_[x,y]e Ba i X& <a,b>, y = f(x)} .
Délkou k¥ivky K (budeme ji oznalovat L(K)) nagveme dé:l_.l:u grafu

funkce £, (Definice viz 48.22 - pFedtdte ai rovni3% odatavce 48,23
a 48.24.)

Cvideni. Nechf Kc B, Je k4-ki‘1vka a F jeji paresmetrisace.
FoloZme I-v(K) « V(P ;<0,1>) - definice V (F ;<0,1>)

vig opét téﬁa 48. Zkoumejte, zda L'(K) nezdviei na volbE para-
metrigace F. |
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51.28

Cvileni,

{a) Definujte pF¥esnd pojem "vepsand lomend k¥ivka" k dané ky-kFlv-
ce K a viimndte si vztahu mesi jej{ délkou (soudet délek
konein# mnohe dsedek) a velilinou L (K),

(b) Srovnejte L(K) a LV(K) v pFipadé, %e L(K) existuje

51.29

(kaZdé k,-kiivka je té% k,-k¥ivkou). FPorovnejte op¥t s tématem
48, o

(c) Vypoltéte L (K) a diam K pro K g{tx,y]e B, ; x€ <0,1>;
y= :r(x)} s kde £ <0,1>—> B; je Cantorova funkoe
(vis téma 4).

Posndmka. Formdlnf pFeneseni definice L (K) na k,-k¥ivky nevede

l51.30|

k rozuané definioci ™délky kFivky" (v Zem spolfivaj{ obtiZe?).
Ur&ets V(Pi § <0,1> ) pro gopraseni Pi’ (1=1,2,3) £ odatavce
51,11.b,

Cvifeni. Jednotkovou kruimioci C 1se vyjddi#it jeko sjednoceni dvou

|51.31

obloukd (definice vis 51.2.c), které maji spoledné pouze koncové bo-
dy. Kafdy s t&chto obloukd je k‘-ki‘ivka (definice vis 51,18.a).

Na gdkladd 51.27 definujte "délku" ks-kﬂvky & uka¥te korektnost
této definice (arovnejte a 51.29). Zkoumejte 3dkladnf vlastnosti
této "délky".

CviZeni. Nechit je K -'{[x,y]'e E,; xy=0, x,ye<-1.1>_} .

fs1.32]

Ukafte, ¢ K je ta-ti‘ivl:a s tég k3—ki‘1vka. "Ndgornd délka", odpo-
vidaj{of nekia praktickym zkuXencetem,je pro tuto kfivku K rovna 4.
Jolikod K je ky-kFivka lse kaidé parametrizaci P (F nemusi byt
homeomorfismusl) pFi¥adit V(F; <a,b>), kdie P{<a,b>) = K.
UkaEte, Ze vyraz inf V(F; <Cea,b>), kde infigum se bere p¥es viechny

parametrizace P, nemd axysl "ndsorné délky",

CviZeni, Pro'ki‘ivku K £ p¥edchdsejicfho odetavee vyZetFujte

-1014-7781

supremunm soultu délek v3ech disjunktnich obloukd K< K (suprsmum
=8 bere pF¥es jednotlivé konedné systémy obloukd s popsanymi vlast-
noatmi). Porovnejte obdrienou hodnotu s "ndsornou délkou",

Dals{ dvahy jeou nérodn¥jE{ a vyZaduji v ndkterych p¥ipadech hlubi{
snalosti s teorie miry apod.
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51.33) CviZeni. ©Pro délku k¥ivky K definovanou jakymkoliv gpisobem
je vhodné po¥adovat zachovdni t&chto vliastnosti (ddle jim budeme
Fikat "délkové exiomy"):

Funkoi Ly definovanou na ano¥ind v3ech kontinu{ KcCB, budeie
nasgyvat délkou Ly, plati-li
(1) pro ka¥dé kontinuum KcC B, Je 0% I, (X) < + 0o ;
(11)  je-11 K;,...,K, konednj systém kontinuf, K,cK

pro ial,...,.n, KiﬂKJ - G pro 1 # j, plats

<3
25 b (B S Iy (D)

(1i1) pro ka¥dé kontinuum KB, platl L*(I) 2 diam K.
Zjist&te, sda dosud zmin¥né "délky" mEly alespon n¥které
s vlastnosti popsanych "délkovimi sxiomy".

Cvi¥eni, MNecht EKC B, Je kontinuum. Definujeme Lb(‘x) négledu-

jicim splsobenm:

(a) Jestlife K nen{ lokdlni souvisié kontinuum, klademe
Lb(K) = + OO

(b) jestlifs K Je lokdlnd souvislé kontinuum, klademe
I.b(l) = agp 12(8). kde S Jje sjednocseni konedind anoha
vedjemnd disjunktnich obloukd tic K, iwl,...,.n, a

n

A(s) « K
A 2 L (xp)

(I‘v (xi) je definovdno shodn¥ jako v 51.27.)

Dokafte, %e mesi viemi "délkami”™ L, , které vyhovuji "délko-

vjm axiomfm, existuje minimdini délka (co mse tim rozumi? -
vyjéddFete pfesné!). Touto minimdlni délkou Je prévé Ly .

51,35%| Cvideni. Nech¥ KCE, je kontinuum, Pro r> O definujme
U(K,r) -{[x,y] - nelzg dist (s,K) < r] ’ kds dist (=,X)
gnadf veddlenost mno¥in {s} a K. Poloime

' A (U (K,r) )
?(x, 1‘) - 2 - 3K .

Definujeme Ll(l) = 1{.::0 P(K, r), pokud limita existuje.
r
+
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(Iy byvé n¥kdy nasyvdna "Minkowsiého délka".)
Dokafte, Ze rovndi Ly Je délkou ve sayelu S51.33.

N4dvod. Nazdkladd 51.34 se pokuste pro

Ty(K) = 1lim (K,r) (K) = liminf ¢ (K,r)
LI r—;gf 50 Sl h r->0+ ? T

dokdzat nerovnosti

EI(K) = LK) , Ly(K) 2 L (K). (Dikasy t¥chto nerovnosti
i uZitjch vysledkd z 51.34 nejsou viak lehké.)

S1.36| Cvideni. DokaZte toto tvrzeni:
Necht KC-32 Je kontinuum a .la(K) > 0. Potom LI(K) - -

‘51.37 Fozndmka, UkdZeme jeoRt2 Jﬁden obecny pFistup k definici délky.

Pro o< >0 definujme v En tzv. & -rozmérnou Hauedorffovu miru.

(a) Nechi ACE, Je libovolné.'mnoiina. X, £ > 0, Poloime

£ < o<
BE (A) = inf nZ-l Catama) 1

kde infimum bereme pFes viechny spoletné Togklady mnoZiny A

na mno¥iny A; & vlastnost{ diam (A;) < € pro viechna 1
fa -]

a U Ay = A. Potom H;: Ja vnEjsi mira v B,. Dokafte!
is1

(b) Dokaite, %e rovnéZ mnciinovd funkce H; y O > 0, definovand
na B, pfedpisen

HY (A) = 1im He (A) , Je vn¥js{ mira na B.
+

(o) Jeastlife of = n, je Hauadorffova vndjii mira H:,t shodnd
v B, = vn§js{ Lebesgueovou miroun .,l’: (a% na ndsobek).
Pomoci{ snémého Carathéodoryove postupu lze £ vnéj3{ miry siekat
o« -rogmérnou miru H, v B,, kterou nagyvime ‘of -rozmirnd
Hausdorffova mira. |
Mira B, nédm ni¥e v E, poslou¥it k definici dé1ky ki-i:i‘ivek

pro 1-1,.-. .5-

1014-7781
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H. OBLASTI B
_ v 5

|51.38| Definice.

(a) Eomponentou mnoiiny AcC B, nasyvame mnofinu M t¥chto
vlastnosti:

(1) X je souvisld mno%ina, MCA;

o

(11) Je-1i N eouvisld mno#ina, lcicA, potom je M « M,

(b) Oblasti v B, nasyvéme kaifdou mno¥finu Gc E,, kterd je otevie-
né a souviasl4,

(c) Lomenou Zarou rorumime ddle oblouk K (tj. k‘—kiivku. vig
51.18), k némui existuje spojité zobraceni P : <a,b>-—> By,
'F(<a,b>) =K adsleni D intervalu <a,b>,D = {a=x,...x,=b}
takové, Ze ’|<’1-1"1> je linedrn{ zobrageni pro iel,...,n.

CviZeni, Necht lse ka%dé dva body x, y mnoZiny lcsa "apojit"
lomenoy Saron LCM, Potoa M js acuvield mnofina, Dokafte!

51,40 Tvrzeni. Nechl Gr_la Je oblast. Potom kaZdé dva body x, ye &

lrze™apojit lomenou farou LCG" ., DokaZte!

Ndvod, K danému bodu x&G, ktery nelze "spojit lomenou &arou®
s bodem y&G, gestrojte mno¥inu G, viech bod} s, ke kterym
existuje lomend &fra LCG spojujfci body x, 3. G # G - ukaite,

fe G Je oteviend a soulasnd usaviend v G.

|51.41|' Cvileni. Dokafte tato tvrzeni:

(a) Komponenty A,, A, libovolné mnoZiny ACB, jsou totoiné
nebo disjunktni.

{(b) Komponenty oteviené mnoZiny Gc E;, Jsou oblasti.

(¢) Komponenty usav¥end mnoiiny Fc B, Jsou souvislé, usaviené
mnoZiny.

(d) Komponenty kompaktni mnofiny KcE, jsou kontinua.

(e) KaZdou otev¥enou mno¥inu GCB, lze vyjddaFit jako sjednoceni
epofetnd mnoha oblasti (porovnejte toto tvrzeni s analogickjm
tvrunim. které znéte pro ll).

51.42| Definics. Nechi doplnék oblasti Gc X,y tj. B, \ G, Je souvisld
mno%ina, Potom oblast nasjvéme jednoduXe souvislou obluti. Neoht
mno¥ina B, \ G mé prdvé n komponent, n=2,3,... . FPotom oblast G
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nacyvdme n-ndsobné souvislou oblasti.

Necht mnojina B\ G md nekonedn# mnoho ridznjch komponent.

Potom oblast G nazjvdme oo-ndsobné souvislou oblastf.

[51.43 PE{klady.

(a8) Najd&te p¥Ffklady jednodule mouvislé (resp, n-ndsobné souvisld,
resp, oo -nédsobnd esouvislé) oblaetl G<& B,.

(b) Viimnste sl podtu prvkd mnoZiny la N G, kde G Je jedncdule
souvisld oblast v B, (uvedte p¥{klady, nedokazujte viak obec-
né tvrgeni).

(¢) Sestrojte p¥iklad oteviend mnoZiny (C By kterd nen{ souvisld,
Jeji¥ hranice js v3ak souvisld.

(4) Hranice oblasti nemusi{ bjt souviald mnofina - uvedte p¥ielusné
p¥iklady, M4 tento fakt ndjaky vetah k zavedenym pojmim v 51.427

S5l.44 | Cvideni.

(a) Hranice jednodude souvislé omerené oblasti GC 32 Je k3-ki=ivka.

(b} Sestrojte jednodul¥e scuvislou oblast omezenou GC Ea, Jejik
hranice neni ks-kﬂvkou.

51.45| Vsta, Necht K Je kg-k¥ivka. Potom mno¥fina B, \ K je sjednoce-
nim dvou disjunktnich oblasti Gy» Gy) B nich%f prédvé jedna je omeze-
nd (tu nazyvédme wvnit¥ek K; neomezenou oblast nasyvdme vnéj3ek K).

Diikax tohoto gddnliv¥ jednoduchého tvreeni (Jordanova vé&ta) je velmi
obt{iny. Vis nap¥. I. Serny, Zéklady analysy v koamplexnim oboru,

‘51.46 P¥{klad., Sestrojte p¥iklad Jednodudie souvislé oblasti GC By, kterd
Je omezend a v nif nelze apojit libovolny bod x&G lomenou &arcu
L s bodem y&G tak, 3¢ LN {yYCcG. Je hranice této oblasti
kg-kFivka? '

Tento pFiklad nasnaiuje postup, ktery neni jednoduchy, jehof lze

vyuf{t k charakterigaci takovjoh jednoduie souvislych oblasti,

JejichE hranice Jje ts-kiivn. {Jordanovy oblasti).

!51.47' Literatura. K voelku obtiinému 0ddilu G vdm doporulujeme tuto
' literaturus

C.A. Rogers, Hausdorff Measures, Camnbridge 1970,
G. Ntbeling, Jahr. Deutschen Math. Ver. 1942.
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Hietoricky pfehled

Matematiks ve své dne¥n{ podobd je df{lem mnohs tisfcl matemstikd, ktef{
riznou mérou pFispdli k jejimu vfvoji. Se jmény t&ch nejzném%j3{ch jste se set-
kali v t&chto skriptech. Chceme na zdvir Ztendfe struin® sezndmit a #ivotnimi
osudy t¥ch, ktef{ se patrnd nejvice zaslou2ili o rozvoj t3ch partif metemstiky,
do nich? spadd l4tke pFedchédzejfcfho textu. Krdtky pohled na historii metematiky
miZfe byt ufitedny k pochopenf n&kterjch souvislosti.

Recky matematik EUKLEIDES (latinsky EUCLIDES; asi 350 - aei 300 p.n.1l.)
shrnul vSechny v jeho dob% zndmé poznatky 2z sritmetiky a geometrie ve avém dile
"STOICHEIA" (lat. "Elementa™). Toto Euklidovo dilo, kters pat¥i k nejpieklédans j-
5im d{ldm, ovliivhovalo matematiky témd¥ po 2000 let., V n¥m mimo jiné vybudoval
s relativnd znednym dspichem axiometicky geometrii. Cesky preklad F. Servite
pod nézvem "Zdklady" vydala JCNF v roce 1907.

Nejslavng j8{m starovékym matematikem byl ARCHIMEDES (asi 287 - 212 p.n.l).
#i1 v Syrakusdch na Sicflii. Byly mu ji% zndmy nZkteré ideje integrdlnfho po¥tu,
v souvislosti s nimiZ se objevuje té% po n¥m nazveny Archimedlv axiom. Zminnych
idej{ uZfival k vypodtu obsahd reasp. objemi jednoduchych geometrickich dtverd -
pro &i{slec I mu byl napf. znédm odhad 3,1409 < & < 3,1419. Dbal velmi plfes-
nosti vfsledkd, kteréd publikoval.

Vivoj matematiky se psk na ndkolik stolet{ prakticky zestavil. Zd4n1iv8 for-
méln{ zlepleni - zavedeni prom&nnych v matematice a jejich oznafovén{ pismeny
francouzskym advokdtem FRANCOISEM VIETOU (lat, Vieta; 1540 - 1603) ovlivnilo
podstatnd dal3d! vivoj. Viete spofitel stejnou metodou jako Archimedes &1sle T
na 9 desetinnych mist s odvodil vzorec

2 2 cos X T
E‘= ces 4 -COS 8 LN cos
Krdtee po ném urdil LUDOLPH VAN CEULEN (1540 - 1610}, uZitel Eermu v Delftu,
opét stejnou metodou 2{sloc # na 35 desetinnfch mist - po n&m ziskalo &fslo
&  oznadenf "Ludolphovo 3islo".

Po zavedeni promdnnych do¥lo v krdtké dob® k rozvoji analytické geometrie.
0 jeji{ vznik se zaslouZil francouzsky prdvnik PIERRE DE FERMAT (1601 - 1665).
Uzfval ponZkud t&%kopddné symboliky, zdvislé na symbolice Vietovd, a jeho objevy
byly publikovény e% po jeho smrti v roce 1679, i kdyZ byly znémy i jinym uZencim
jest& za jeho %fivota. Objev anslytické gpometrie je proto piisuzovén
RENE DESCARTESOVI (lat. CARTESIUS; 1596 - 1650). Ten avé objevy publikovsl
r. 1637 v dfle "DISCOURS DE LA METHODE" (Rozprava o metods). Jeho symboliks
byle lep3{ ne? symbolika Fermatova. Descartes se pry dostal jako vojék v dob¥
bitvy na Bf1é Hofe i do Prehy. - Fermat byl vSestrann&j3im mstemetikem. Za svého

27566 P26
- 401 -



fivota vyslovil ¥adu v&t, které dokdsal, a té% mnoho domn¥nek, z nichf n¥-
které byly dokdzdny, jiné vyvrdceny. Problém, ktery je zndm jako "velkd
véta Fermatova™, neni vBak nap¥. dosud roz¥elen. Popaal téZ jako prvy meto-
du hleddnf{ maxim a minim funkei, kterou v posmdndné form$ uiivdme dodnes.
Spolu s BLAISEM PASCALEM (1623 - 1662) jest téZ szakladatelem teorie pravdd-
podobnoati, jejif rogvej byl stimulovdn hazardnimi hrami v koatky a karty.

Pascal byl synem zndmého ulence, V 25 letech vetoupll do kldStera, aby
se cele mohl vinovati matematice a literatu¥e. Sestrojil té% jeden g prvych
po&itacich strojd. Spolu s Fermatem si dopisovali s pdterem - minoritou
MARINEM MERSENNEM (1588 - 1648), ktery byl v pisemném styku tém3# se viemi
avropakymi védei (bjvé citovdn vyrok H, BOSMANSE, ktery napsal "informovat
o néjakém objevu Mersenna znamenalo ho osndmit ocelé Bvropd™). Tuto "funkci
informdtora™ pFevsal po Mersennovd sarti AngliZan JOHN COLLIN (1625 - 1683).

Poatupn¥ dochdszelo k podetatnéji¥imu rosvoji infinitesimdlnfhe podtu.
Shrnuti do té doby znémych poznatkl provedl BONAVENTURA CAVALIERI (aai
1598 - 1647) ve své knigze, vydané roku 1635. Zamin¥nd kniha Descartesova
byla té% ovlivndna timto dilem. O podobmé dilo jako Cavalieri se pokusil
té% nisozemesky jezuita GREGORIUS A SANCTO VINCENTIC (1584 - 1667), kterj byl
v latech 1629 - 1631 profesorem matematiky v Pragze. Zde p¥i velkém poidru
viak o &det dila, kteréd pamal, pFiZel. Od n¥ho pochdsi nédzev "exhaustivai
metoda" pro idejs integrdlniho podtu, kterd byly zndmy jiZ Archimedovi.

8 posloupnoatmi a Fadami pracoval AngliZan JOHN WALLIS (1616 - 1703),
kter§ byl v letech 1643 - 1703 profesorem v Oxfordu. Dospdl -~ i kdyZ ne &ae-
to pfesnym postupem ~ k ¥ad¥ novych vysleded. Autorem mncha vysledkd obdobné
povahy byl Holandan CHRISTIAN HUYGENS (1629 - 1695), ktery 311 v Pa¥{ii.
Rovné¥, ¢ dne#niho hlediska ne gcela pfesn¥, doepdl k Fad¥ vysledkd a byl
ve avé dobé spolu s Wallisem nejlepiim znalcem myElenek, vedoucich k objevu
infinitesimélniho po¥tu. Na rosgdfl od jinych ulencd té doby, kte¥i se lehce
s¥ekll archimedoveké pFeesnosti, se o tuto pFesnost ve svych dilech anaiil.
Jako v#dec byl velmi vieetranny - proslul jeit& svymi objevy ve fyzice a
astronomii, iJ. ve v¥ddch, kterymi se vit¥ina matematikd v té dob¥ zabyvala.
V 17. stolet{ sme skupiny udencll zadinaly formovat ve 3koly. Tehdy byly vytvo-
¥eny prvé akademie a ufené spolelnosti. Prvd akademie byla zalofena v Neapoli
r. 1560, Jednia se zaklddsjicich &lenl anglické Royal Soclety (1662) byl
Wallia. Prvym presidentem Prancouzeké akademie (1666) byl Huygens.

Za objevitele diferencidlni{ho a integrdlniho po¥tu byvaji pokléddni
ISAAC KBWION (1643 - 1727) a GOTTPFRIED WILHBLM LEIBNIZ (1646 - 1716). Newton
byl t#lesnd velmi slaby a ve %kole pat¥il v prvnich letech k nejelablim Zd-
kim., Joho ctilddoat a pile je} vSak v ¥ivotd dovedly k nejvysiim poctdm.
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Byl v Cambridge Zdkem ISAACA BARROWA (1630 - 1677), kterj byl podrobnd
obezndmen se gmindnym Cavalieriho dilem & ktery vedl na tam¥j3{ universitd
katedru matematiky. Barrow rorpoznal Newtonlv talent a r. 1669 mu dobrovol-
né vedeni katedry pF¥edal. Z obavy pFed morem pFebyval Newton v letech 1665-
~1666 ve avém rodidti na venkové a vytvoFil sde "teorii flux{" - infinitesi-
m8lni polet. Jeho terminologie a symbolika byls pon¥kud t¥fkopddnd, cof mdlo
porddji negativni vliv, Newton vynikl teké ve fysice. Vidy velmi otdlel

8 publikovédnim svich vysledkd, nap#. "Metoda fluxi™ byla publikovéna ak po
Jeho smrti v roce 1736, Vztah mesi "fluxemi™ a "flusntami™ objasnil Barrow
r. 1670 a tak ukdzal souvislost mesi derivovédnim a integraci (pFesnéji:
hleddnim primitivni funkce). Nedorozuméni a nepfesnceti viak byly odstrandny
teprve pordédji,

Leibnigz se narodil v Lipeku a strédvil nejv&t3{ $det Zivota na hannover-
ském dvoje. Byl velmi nadsny a vSestranny. Titul bekald¥ sf{skal sa p.dci
¢t logiky, titul magiester za prdci g filosofie, poxdd¥ji ziskal titul doktora
prdv. Diplomacie ho pFivedla do Pa¥iZe, kde se setkal s Huygensem, a poxd¥ji
i do Londyna. Sestrojil téZ polftaci etroj, ktery byl dokonelejii nei Pascallv.
V "letech 1673 - 1676 vytvofil diferencidlni a integrélni polet se symbolikou
velmi blizkou na3f. Jisté podnéty r Anglie mohl vEak ziskat teprve v roce
1675, nebof je prokdzdno, Fe se pFi prvém pobytu v Londyns s “informétorem®
Collinem nesetkal. Teprva kdji byl dvornim radou a knihovnikem u dvora
v Hannoveru, setkal @ae roku 1676 na cest¥ do Londyna s Collinem, kterého in-
formovel o svyoch vysledcich, a sesndmil se 8 vysledky Newtonovimi. Objevy
v "calculu differsntialis® publikoval roku 1674, v "calculu sumatoriuns” roku
1686 - posd¥ji viak zalal po dohodd s JOHANNEM BERNOULLIM (1667 - 1748)
ufivat ognaZeni "caloulue integralis". S Newtonem se nikdy v Eivot# nesetksl,
vym§nili si viak ndkolik dopisl a mili k eobd vsdjemn¥ velikou idctu. Leibnis
prvy sadal ufivat symbolu ‘/. a Jeho jméno nese rozvoj

/4 1 1 i
B T S S A S A

ktery viak neobjevil on sém. Jeho zdeluhy o v3du a epeciélné matematiku jsou
takové, #e vynikajici ufenec NORBERT WIERNER (1894 - 1964), sakladatel kyber-
netiky, povaZfovel Leibnise za "patrona™ této vidy.

Pozdéji sadal dporm§y boj o prioritu objeva infinitesimslniho pedtu mesi oblms
#kolami - n&meckou & angliokou; nebyl vEak podndcovdn autory tdchto objevd,
Newton byl v roce 1703 svolen presidentem Royal Society a il pak v\Londin!
jako dozorce a pak Feditel krdlovaké mincovny. Byl povi¥en do ¥lechtického
stavu. Leibnis byl r. 1700 svolen &lenem pa¥{ifskd Akademie vdd a téhoZ roku
presidentem berlfineké Akademie vdd. Roku 1716 chtdl jet do Anglie osobn¥ po-
hovo¥it s Newtonem o objevech a objasnit otdeku vedjemné nesdvislostl obou
vytvoFenyoh koncepcl, nebylo mu to viak s politickfoh ddvodd povoleno. Zemfel
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roku 1716 a byl poh¥ben bes poct v Hannoveru - teprve po 70 letech byla
na jesho hreob zasazena kamennd deska 8 ndpisem "Ogsa Leibnizi". Newton byl
r. 1727 poh¥ben s velikyjmi poctami ve Westmineterekém opatstvi. Oba tito
géniové ovlivnill dsls{ prudky rozvo]) infiniteeimélniho pod&tu.

Prvou ti3t¥nou ufebmici diferencidlniho s integrdlniho podtu napeal
francouzeky matematik GUILLAUME FRANGOIS ANTOINE de 1 HOSPITAL (1661 ~ 1704);
obamhovala té% zndmé "1 Hospitalovo pravidlo”. AngliZan BROOK TAYLOR (1685-
= 1731) u%il sndmé Taylorovy Fady k Feseni jistych diferencidlnich rovnie,
nikdy se viak konvergenci této ¥ady nezabjval (oetatnd nikte#{ poeluchadi
na¥{ fakulty tak &ini dodnes). Taylor byl od roku 1715 sekretéfen Royal
Society, Konvergenci Taylorovy Fady vydetfoval profeaor Bdinburgské univer-
sity COLIN MACLAURIN (1698 - 1746).

Pronikéni noéich pognatkl do praxe a jJejich X¥i¥en{ bylo do této doby
velice t8%ké - prvé Zasoplsy, otiskujicf matematickd pojedndni, zalaly vy-
chéset teprve ve druhé polovind 17. stol.

Po #pendlekém vpddu emigrovala z Antverp do Basileje rodine BERNOULLI,
ve které ge po ndikolik generaei objevovalli 1idé s vynikajicim matematiockym
talenten,

JAKOB BERNOULLI (1654 - 1705) zadal studoval teologii, jiZ zminény
JOHANN BERMOULLI medicinu., Pordéjl se oba vénovall plnd matematice, Jakob
vedl v Basilejl na université katedru matematiky v letech 1687 - 1705 a '
po Jeho smrti ji pFevzal a vedl af do avé smrti Johann., Tito udenci se gaslou-
£111 spolu & Leibnisem a Newtonem o vzmik varialniho podtu, gabyvall se dife-
rencidlnimi rovnicemi apod. Jakob napesl spis “Ars conjectandi®, ktery obsa-
hoval Huygensovu préci g teoris pravddpodobnosti, a stal se tak daldim
g tvlrcd teorie pravddpodobnosti. Vsdjemnd rivalita a gdravd ctlifddoat hnala
oba bratry rychle wpied. Jii p¥ed rokem 1700 objevili prakticky vie, co je
obsehem gdkladnich kursd matemetické analysy; Jjejich stupen pFesncsti vjkladu
vBak byl pro dnesni dobu nevyhovujici.

V d4ali generaci vynikli sejména dva aynové Johannovi HIKULLS BERNOULLI
(1695 - 1726) a DANIRL BERNOULLI (1700 - 1782). Oba byli povoldni r. 1725
do Petrohradeké akademis véd. Mikuldl, ktery se vénoval studiu teorie pravdd-
podobnosti, zem¥el tem Ji¥ r. 1726. Daniel odeZel z Petrohradu r. 1733, kdy¥
doetal misto profesora anatomie a botaniky v Basileji; od roku 1750 tam pfed-
néSel i fysiku.

Ojedindljm sjevem v matematice byl LEONHARD BULBR (1707 - 1783).
A% pivodem Svjcar, pro¥il Buler velkou Zéat svého Zivota v Petrohradi.
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Vystudovel v Basileji, kde byl Zdkem Johanna Bernoulli. Do Petrohradu
odesel roku 1727 a krom¥ obdobf 1741 - 1766, kdy pracoval v berlinské aka-
demii, sde strévil cely ¥ivot., Byl to Zlovék obdivuhodn¥ nadany, vEestranny
a velmi pilng, Byl dvakrdt Zenat & m3l 13 d¥t{. Roku 1735 pFikel o jedno oko
a roku 1766 o druhé. Diky fenomendln{ pam¥ti viak dokdsal pracoval dédle.
Napsal témé¥ 900 pojedndn{ a knih a jeho préce vychdzely postupn¥ i pc jeho
anrti af do poloviny 19. stol.; pFispdly k ustdleni symboliky v analyze i
algeb¥e. Pochdei od n&j 1 ndsev "variadn{ pofet"™ - v tomto oboru publikovel
vyenamné prace, Setkdte se g Bulerovou p¥imkou, konstantou, formuli atd., -~
Ji¥ Jenom jeho vyeledky 5 &{selné teorie by mu zajietily nesmrielnou slédvu,
Zabyval se 1 h¥filkami (tahy kon¥m na Hachovnici, "sedm mostd v Krdlovei"),
které nepFimo ovliivnily vegnik novych matematickych disciplin, a byl i obrat-
nfm popularisdtorem. Jeho vjklad byl prost nepfesnosti, postrddal viak jeit¥
daeto hlubi{ sdbvodnini.

Té% mezi francouszskjmi encyklopedisty byl vynikajici matematik
JEAX LE ROND 4 ‘ALEMBERT (1717 - 1783), nemanZelsky Slechticky syn, naleszeny
v blizkoetl kostela St. Jean le Rond. Jeho talent mu umo¥nil rychlou kariéru
- 0d roku 1754 byl sekretdfem Akademie a proto té%Z nejvlivnijiim védcem Fran-
cle. Vynikal v aplikacich matemsatiky na hydromechaniku a spolu s Danielem
Bernoullim byl gakladatelem teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic, Poku-
8il se roku 1746 o dikaz tzv., zdkladni vidty algebry a zavedl té% mimo }iné
pojem limity.

Dal¥im velkym matematikem 18, stol, byl ayn statkéd¥e ¢ Normandle
PIBRRE SIMON LAPLACE (1749 - 1827). S pomooc{ d Alemberta se stal profesorem
na vojenské 3kole v Pa¥i¥i. Jakc oetatni matematikové té doby se vénoval hlav-
né aplikacim; md velké zdmluhy o polet pravddpodobnosti & o vsnik operdtorové-
ho podtu. Pracoval cely Zivot v matematice a obdrZel mnoho poct od Napoleona
i1 od Ludvika XVIII. Ka rozd{l od nikterych jinych matematikd té doby ménil
lehce své politické pFesviddeni a jeho 3iroké svédom{ mu umo¥novalo pokrado-
vet v prdci i pfes vEechny politické pFevraty. PFekladatel jeho dila do ang-
liZtiny N. Bowditch z Bostonu o n#m napaal: "Kdykoliv jsem narazil na
Laplacedy obrat "co} ném spadno vyplyne®, byl jeem si jist, Ze mém p¥ed sebou
hodiny tvrdé prdce, abych vyplnil mezery a nalezl a dokédszal, jak ném to snadno
vyplyne",

JOSKPH LUIS LAGRANGE (1736 - 1813) byl itelsko-francousského plivodu a
byl jJi%¥ v devatendctl letech prdfeuorem matematiky v Turiné, KdyZ se Euler
vrdtil roku 1766 spét do Petrohradu, byl Lagrange posvédn Friedrichem II.
do Berlina (v posvéni byla v3ta "je nutné, aby nejvitii matematik Bvropy ¥il
v bliskoati nejvdtEiho krdle"), kde pracoval aZ do Friedrichovy smrti roku
1786, Pak cdedel do Pafi%e, kde pisobil na Bcole normale (1795) a na Boole
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polytechnique (1797). Byl velice viost§qnni, md vynikajic{ szdsluhy o va-
riadni pofet stejnd jako o teorii &imsel apod. Prakticky v jistém sayslu
saloZil "teorii funkofl redlné proménné" ~ odmf{tal ravasovat na Newtona 31

4 Alembarta a vychésel p#i studiu funkci £ Taylorovy #ady; nedoapdl vEak

ke zcela uspoko]ivym visledkidm. 3nad nejvE{31 sdaluhy ad vEak o teoretickou
fysiku svym spisem "Méchanique analytique”. :

Poelednim gndmim matematikem té doby, o nim% ee zminime, byl ALEXIS
CLAUDE CLAIRAUT (1713 - 1765), » jehof jménem se mifete metkat v teorii di-
ferancidlnich rovnic.

Na konci 18, stcl. se sadala rosmdhat jistd skepse. Matematika podle
tehdejiich pF¥edatav dosdhla svého vrcholu. Za 15 let po Laplaceovd sarti
napsal Arago v jeho nekrologu: "P§t matematikd - Clairaut, Buler, d Alem-
bert, Lagrange a Laplace - si rogd8lilo mezi sebou avdt, jeho¥ existenol
odhalil Newton. Objaenili ho ve vieoh sm¥rech, pronikli do oblasti, které
byly povaifovdny za nep¥{stupné, ..., @ konednd - a v tom leif jejich nepo-
mijejici sldva - podrodbili vie ,.. jednotnému sdkonu.”

¥V 18, stol. se matematika velmi prudce rozvijela, jeji logické vistavh¥
nebyla viak vénovdna ndleZita péde. Proto do¥lo v 19. stol. k revizi zdkladdl
matematické analysy. Ne pFelomu stolet{ ¥il a pracoval ndmecky matematik
KARL PRIEDRICH GAUSS (1777 - 1855), vygnamnj profesor gBtingsnské university.
Podal nékolik ddkasd tzv. sdkladni vty algebry, salofil prakticky moderni
teoril &isel, pracoval intensivn¥ téf v geometril a jeho prdce jsou spojeny
s poldtky teorie potencidlu JakoZto odvétvi matematiky. Nikteré ze avyich
vysnamnjch mySlenek nepublikoval.

¥V podobafch oblastech matematiky pracoval 1 © n¥co stardi francoussky
astematik ADRIEN MARIK LEGEBNDERR (1752 - 1833). Napeal vysznaané préce, mj.
na svou dolu dokonald 4ila s diferencidlmnfiho a integrdlniho podtu. Byl
“po jistou dobu na Ecole normale a examindtoream na Bcole polytechanique.
Na této Xkole téZ plsobil AUGUSTINE LOUIS CAUCHY (1789 - 1857). Cauchy byl
Jednim = matematikd, usilujicfch o vétEl p¥esncst prdce v matematice. Je sném
pFedeviia svymil pracemi s teoris funkof komplexni promémné. Zpracoval séklady
infinitesimélniho podtu sphsobem blizkym soudasnému pojeti - pouiil 4 Alember-
tova pojmu limity a pFesné definice derivace funkce. Bady vySetFoval pedlivé
a gabyval se otdskami konvergsnce, podal té6¥ prvy existendni diikas pro FeSen{
diferencidlnf rovnice. Za svého Eivota atrdvil téf ni¥kolik let v Turin¥ a
v Prase.

Velikym ayslitelem stihanym nep¥fsni osudu byl prafsky roddk BERNARD
BOLZANO (1781 - 1848). Je-prokésémo, ¥e dosdhl nékterjch objevd v matemati-
oce pled Cauchya a jinymi visnamnymi matematiky. Pracoval velmi p¥esnd
s pojmem spojitostl funkce, forauloval téE vitu o sxistenci hromadného bodu
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omesenéd posloupnosti, atd. O exaktnoeti jeho dvah ev¥d¥{ obsah Z4sti rukopi-
su jeho nedokonfeného dila "Grbssenlehre™, kterd byla objevena teprve ve 20.
letech a vyddma ve 30.letech na¥eho stoleti., Byl i vjznamnym logikem.
Bolzano a Cauchy byli prvnimi matematiky, kte¥i ve v3tdch a definicich ci-
levé#dom¥ uZivali kvantifikdtord. Roku 1805 byl jmenovdn profesorem nébojen-
stvi na praZské univereits, aviak pro své pokrokové ndzory byl roku 1820
suspendovén, Ve své dob¥ byl endm epifie jako socidlni myslitel nef matema-
tik.

Jinfm vieetrannym matematikem té doby byl KARL GUSTAV JACOB JACOBI
(1804 -~ 1851), zndmy svyml pracemi z teorie eliptickych funkecf{ (na jeho
podest uiivdme termimu "jakoblidn"). Znadny vyenam m¥ly té% préce, jejichi
autorem byl francouzsky baron JEAN-BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768 - 1830),

Interpretem Gaussovych vysledkl a Jeho nédstupcem v GBtingen byl
PIERRE LBJRUNB GUSTAV DIRICHLET (1805 - 1859), Pe&livé pro:koundl Fourisro-
vy visledky e vyznamnd p¥iep&l k chépdni pojmu funkce. Zabjval se té¥ apli-
kaceml matematiky o Je autorem Jetnych visledkl v teorii 3isel.

Dirichlestovym ndstupcem v GStingen byl GEORG FRIBDRICH BERNHARD RIEMANN
(1826 - 1866). Tento matematik uve¥ejnil pomérnd malj poZet praci, aviak
vAschny byly visnamné. Daleko hloubd8ji neZli Cauchy a Dirichlet se mabjval
problémem integrovatelnostl funkci., Proslul té¥ pracemi = geometrie, teorie
komplexnich funke{ apod. Prvy ve avych pFfedndSkdch uvddsl jif p¥iklad spo-
j1té funkce, kterd nemé derivaci v Eddném bodd (pF{klad takové funkce sestro-
Jil Ji% p¥ed rokem 1835 Bolzano)., Prvy p¥iklad takcvé funkce publikoval
roku 1875 KARL WBIBRSTRASS (1815 - 1897), uvdd#l je} viak ve svych p¥edndl-
kdch ji% od roku 1861. Welerstrass byl ¥adu let ulitelem na gymnasiu a pro-
feaorem na berlinské universitd ae stal teprve roku 1856. Byl snémy svya
undnim pFedndiet 1 svou pFesnosti. I on vysnamnd pFiepdl k revisi sdklaedd
analfsy - pracoval velmi p¥esné s komplexnimi funkcemi a objevi] pojea stej-
nomdrné konvergence; dokonale objasnil n¥které zdkladni polmy matematické
analysy apod. :

Vynikajicich dspéchil domédhl nejvdtE{ rusky matematik 19, atoleti
PAPNUTIJ LvovIS GEBYSEV (1821 - 1894). Publikoval vjznamné préce s Eiselné
tecrie a sabjval se problémy podtu pravddpodobnosti a matematické analyey,
sejména otdskami aproximace funkci a integrace algebraickych i raclondlnich
funkei. '

Na poldtku 19. stoleti byly pfedstavy o "Efslech" a "veliZind" stejnd
nedokonelé jako v dobd antiky. Welerstraes byl jednim £ prvych matematikad,
kte¥{ ve avjch pFedndXkdch budovali teorii raciondlnich &isel. Ve druhé
polovind stolet{ se atala pot¥eba vybudovéni teorie iraciondlnich &isel

1014-7781
- 407 =



krajné naléhavou. Smahu po aritmetizaci matematiky a jeji neuspokojivy
stav vyjéd#¥il LEOPOLD KRONBCKER (1823 - 1891), profesor berlinské univer-
sity, zndaym vyrokem: "Celd &isla vytvo¥il ndZ mily bdh, vEe ostatni je
dilea &lovidka."

PF¥iblilnd v sedmdesityoh letech dospdli negdvisle k cili Weierstrass,
RICHARD DEDBEIND (1831 - 1916), GBORG CANTOR (1845 - 1918) a jin{ - vybu-
dovali teorii redlnych &imel. Cantor md téZ trvalé sdsluhy o modernizaci
matematiky vybudovdnim naivn{ teorie mnoZin. Jeho teorie mdla ¥adu odplr-
cd, £ nich# nejvjznamnidjif byl Kronecker., Zivotnf etrdddnf podlomilo
Cantorovo dulevni zdravi a konec svédho Zivota strévil v sanatoriu. Vyrnam
Cantorovyoch ideji pochopil v té dob¥ jen maly polet matematikd - jedniam
s nich byl nap¥. esky matematik MATYLS LBRCE (1860 - 1922), od nihok
pochdpi Sesky termin "mnofina". OCdplirod v3ak postupn¥ ubyvalo, zejména
pak na poddtiku 20.stol., kdy HENRI LBEBESGUE (1875 - 1941) publikoval roku
1901 svou teorii miry.

Snahy o vytvofeni logickych gdkladd matsmatiky vyvroholily dsilim
¢ vybudovdni axiomatiky Jednotlivych matematickych disciplin. Tyto snahy
meji avé koFfeny jii ve starovidku. V minulém etoleti maj{ nejvdtii vyznam
axiomatickd teorie pFirozenych &fsel, kterou vytvo¥il GIUSEPPE PEANO
(1858 - 1932) roku 1889 & axiomatickd teorie euklidoveké geometrie, kterou
vybudoval DAVID HILBERT (1862 - 1943) roku 1889,

Vjvo) matematiky ve dvacdtém stoleti ukédral, %e axiomatickd metoda
neatife splnit vie to, co si od nf matematicl na zaddtku tohoto stolet{
slibovali. V nafem stoleti se tempo vyvoje matematiky ‘jeltd srychlilo.
¥znikaJi nejen nové teoris, ale i celd odvitvi matematiky; Et&pi se i od-
vétvi, jehof historili jeme chtéli atrudné popsat. Dochési k tak vysokému
stupni specializace, Ze ai pFestdve]i rozumdt i matematici pracujici
¥ bligkyjch oborech. Silnd ae rosvijeji zejména abstraktni partie matema~
tiky., St8f{ lsze hodnotit iiapéchy matematickych #kol, a jeit# hi¥e dapichy
a objevy jednotlivofi; mnohé vyznamné objevy prvé poloviay tohoto stoleti
budou Jistd jeXt¥ pFekondny. ’

Iminime me jeXtd strulnd o tdch, kte¥i podetatnd pFlap¥li k vivoji
matematiky v Eeskjch reaich.

Zivotni tragedii BERNARDA BOLZANA (1781 - 1848) bylo, Ze nemohl
uplatnil své mimoFddné schopnoeti pro wvédeckou préci v logice a v matema-
tice a pro#il avfj Zivot bes néleiitych kontaktd s témi, kte¥i se nejvice
sasloufili o tvorbu matematiky 19. stolet{. Malé mo¥nosti v&deckého uplat-
nén{ v té dobd splsobily, %e ndkteF{ vycmamni Sefiti matematicl hledalt
uplatnini mimo Seské szemé. Jednim z nich byl EMIL WBEYR (1848 - 1894),
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ktery pF¥ijal misto profesora matematiky na videneké universit¥. Jeho bratr
BEDUARD WBYR (1852 - 1903) zidstal v Prasze, kde pllsobil na pra¥ské universi-
té 1 technice., Oba obohatill na¥i matematickou literaturu o kvalitni dila,
kterd sloufila jako uZebnice matematiky pro vysokoZkolské studenty.

MATYAS LERCH (1860 - 1922) pisobil po deset let na Svyoarské univer-
8it3 ve Freiburgu, odkud se vrdtil roku 1906 jako profesor matemstiky
na techniku v Brn#; pozddjil pFe3el roku 1919 na novd sFizenou Masarykovu
universitu (nyni UJBP). A% napsal veliké mmnoZstvi v&deckych publikaci,
rovndf nemohl nalézt v Eeskych zemich uplatnini.

O rozvoj matematiky a fysiky se zaslouZila v Zeskych zemich téf
Jednota &eskoslovengkych matematikd & fysiki, kterd se vyvinula ze student-
ského spolku gsloZeného roku 1862, Frvd desky psand videckd prdce £ matema-
tiky byla vyddna roku 1862 Krdlovskou &eskou spoledinosti nauk. Zdsluhou
JEMP bylo dovr¥eno obrogeni Zeské matematiky.

KAREL PETR (1868 - 1950) ee zaslouZil o rozvo] &eské matematiky nejen
svymi v&deckymi pracemi, ale i tim, Ze vychoval znal&ny polet st¥edodkol-
skych uditeld i v&deckych pracovnikd v matematice. Js autoream kvalitnich
udebnic diferencidlniho a integrdlniho podtu, kterych ufivall zejména
poslucha&i university v obdobi mezi avdtovymi vdlkami.

K nejlepdim #£dklm Karla Petra ndlefel viestrannd nadany BEDUARD SrcH
(1893 - 1960) a VOJTECH JARNIK (1897 - 1970), ktery vynikl svyjai pracemi
v éiselné teorii a matematické analyze.
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Junéns osob, vyskytujicich ge ve skriptech

Abel, N.H, (1802-1829)
Adams, C.R. ( 2 )

d “Alembert, J. (1717-1783)
Alexandrov, P.S. (1896)
Alexejowics, A. ( 7))
Archimedes (287-212 p.n.1.)
Argela, C, {1847-1912)
Aull, C,.B. ( 7 )
Beire, B.L. (1874-1932)
Baisnab, A.P, ( 7))
Banach, S. (1892-1945)
Bari, N.K. (1901-1961)
Barrow , I. (1630-1677)
Bernoulli, D, {1700-1782)
Bernoulli, Jakeb (1654-1705)
Bernoulli, Johann (1667-1748)
Bernoulli, M. (1695-1726)
da Bois — Reymond, P. (1831-1889)
Bolzano, B. (1781-1848)
Borel, E, (1871~-1956)
Boemans, H. (1852-1928)
Brink, ? ?
Bromwich, 7.J. (1875-1929)
Brouwer, L.E.J. (1881- 7 )
Bruckner, A.M,’ ( 7 )
Bruijn, K.G. de (1918~ )
Cantor, G. (1845-1918)
Caratheodory,. C. (1873-1950)
Carleson, L. « 7))
Casaels, J.W.S, ( 7))

Cauchy, A.L.
Cavalieri, B,
Cesaro, K.
Cienielaki, 2,
Clairaut, A.C.
Clarkeon, J.A,
Coke, S.R,
Cellin, J.
Croft, H.P.
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(1789-1854)
(asi 1598-1647)
(1859-1906)
( 7))
(1713-1765)
( )
«( * )
(1625-1683)
«( 1)

SebyZev, P.L.
$ech, E.

Daniell, P.J.
Darboux, G.d.
Dedk, B.
Dedskind, J.W.R,
Denjoy, A.
Deacartes, R.
Dini, U.
Diofantos

Dirichlet, P.G.L.

Brdts, P.
Euklides
Euler, L.

Faber, G.

Past, H.
Patou, P.
Fejér, L.
Fermat, F. de
Pisher , E.
Fourier, J.B.Jd.
Frobenius, G.
Fubini, G.

Garg, K.M,
Gauss, K.F,
Galbaum, B.R,
Gelfand, I.M,
Gelfond, A.0.
Gsr, R.
Gilleapie, D.C.

Gregorius, a St.V,

Hadamard, J.
Hamel, G.

Hardy, G.H.
Harnack, A.
Hersman, P.(S.7)
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(1821-1894)
(1893-1960)

(1889-1945)
(1842-1917)
( 7))

(1831-1916)
(1884 - )
(1596~1650)
(1845-1918)
{kolem 250)
(1805-1859)

{1912- )
300 P+De 1.)
(1707-1783)

( 7 -
( ?2 )
(1878-~1929)
(1880 ~1959)
(1601-1665)
(1875-1959)
(1768-1830)
(1849-1917)
(1879-1943)

?)

«( 72 )
(1777-1855)
( 2 )
(7))
(1906)
( 7))
( 2- 72)
(1584-1667)

(1865-1963)
(1877-1954)
(1877-1947)
{ -7 )
{ ?2 )



Heine, R.H.
Helly, B.
Hermite, Ch.
Herrog, P.-
Hnwitt; B.
Hilbert, D.
Hopf, H.
HSlder, 0.1,
1 Hospital, G.P.
Hurwits, A.
Huygens, Ch.

Chinéin, A.J.

Jacobi, K.G.J.
Jarnik, V.
Jegorov, D.P.
Jensen, J.L.V,
Jung , 7
Jurkat, W.B.

Kantorovid, L.V,
Kestelman, L.
Knaster, B.
Ko¥{nek, V.
Kronecker, L.
Kuczma, M.
Kummer, B.B.
Kuratowski, K,

Lagrange, J.L.
Laplace, P.S.
Lebasgue, H.
Legendre, M,
Leibnis, G.W,
Lerch, M.
Levi, B,
Lindel8f, B.L.
Lindemann, F.K.L.
Lindenbaum, A.
Linnik, J.V.
Liouville, J.
Lipeschits, R.
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(1821-1881)
(1884-1943)
(1822-1901)

(2 )
¢ )
(1862-1943)

(1894-1971)
(1859-1937)
(1661-1704)
(1859-1919)
(1629-1695)

(1894-1959)

(1804-1851)

(1897-1970)

(1869-1931)

(( 2-72)
?

{ 7))

(1912)

« 7 )

( ? )
(1899)
(1823-1891)
( ?2.)
(1810-1893)
(1896)

(1736-1813)
(1749-1827)
(1875-1941)
(1752-1833)
(1646-1716)
(1860-1922)
(1875- ? )
(1870-1946)
{1852-1939)
(1905-1942)
(1915)

{1809-1882)
(1832-1903)

Lukes, Z.

Ludolph, v.C.

Luzin, N.N.

Maclaurin, C.
Malgrange, B.

Marcus, 5,

MarkuBevi&, A.I,

Ma¥{k, J.
Meniov, D.B.
Mersenns, M.
Mertena, R.

Minkowski, H.
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