








e vhodnou Iconetantou '"3 > o.

Pise.e-l1 nyni aieto x postupns ;1 (1.0.1••••••

log ~
tj. pro 1::: B aeeteme. vyjde

log 2

log(x)$(x) • oitr'2(lOg t~)Jt'(:j)

tedy .n: (x) .. 2 oco x
log x •

\45.12!Odvadte 8 llebyinovy vity exhtenc1 1I:1Bdnych 1I:0natBnt 03 a 04

talc, Ie

Jaki viele~elc l.e odvod1t • "prvoe1e.lDe vity"?
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TillA 46

lIiktere lliBelni-teoreticlee YlastDOsti realDjch llisel

Obsah, A. Diotanticlee aproxiaace.

B. TranscendentDi llisla.

A. DIOPAIITICd APROIDlACIL

146.11 Diriohlstova vita.

(a) Je-l1 0(. ell' £ ~ O. exiatuje raeienalDi llislo r· t
(lBe pfedpoleladst. ie q > O. p a q nesoRdi1D&) tale. ie

\ 0<:- - p/q I <. E •

11 a v 0 d. Bud 11 pfirossl1e. : < e. a uvah.1te il1ter-

val, <: • Ie: 1) pro visohDa oela Ie (v dl1lessu Be pod­

statnl vyuiiva tav. Arehiaedova vla.tnost realnich llisel).

(b) V.noha (i praletlcleich) dloh'ch .1. uiitellne vidit • .1ale .1e pfl

dane. e.;> 0 vellei .1_enovatsl q alomleu. pro 111.11 plat!

tuseDi B (a).

Doleazte tn. DlrlchletovR vitlll blld t:<! 1 a oc Ell '

Potoa exlstu.1! eela nssoudilna lliela P. q tale. Is plat!

loe - p/q I -c l/qt.

11 , v od. Uvaiuj te [ t] + 2 ll!sel mce - [mo<:] •

(•• 0.1 ..... [tJ) a 1 1Dtervalu <0.1>. Milsi (odl1vod-

l1ite proll!) ez1stovat interval <[t).1+ 1 • [tl:\ >
(.1 • O.l ....[t]) • v Dial lsi! alUPOD dvi a tichto ll!.el.

Je.1loh odslltsnia do.tans.e exietenol pflrosen6ho. q. q ~[tJ<t

a celeho p tale. Ie plat! uvedene nerovnostl. (Posor DB DG

rac10nalDi I )

(c) Je-l1 DC. lraeionalDi Hslo. ez1atuje neleonellni _oho dvo.1lc

P. q oelich n••olldilnich lli.el tale. Ie q > 0 a
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10(- ~ I -< 1/q2 (od.odte s b I). Je pfadpoklad 1raa10na­

l1t7 l!:£da 0(. podetatni?

(d) Van1t' DJDi pf1roaen' ot'.ta, jat lae .leledet (c) sleps1t, tj.

ada pro taid' 1ra010ualDi ~ .a nero.noat

1
\ IX - p/q I < q r (q)

netoneiSni Dobo fdeni • oe!iob neaouclilniob p, q, tde r je

uijak' kladua tQDII:aa, 'f (q) > q. Lse utasat (Hurw1ta). ie

lae .011t ~(q). r5 q a konatautu V5 nelse dale obeoni

niUcyat. Ukaite, ie pro 0<:. Y5 21 • r(q). e q, tde

e > V5 .a n8ro.neat 10<. - p/q\ -c q r(q) nej.lh konel5ni DO­

ho feleu! • oe11ob ueaoudilniob p, q.

• a. o·d.

neeU utab

o£ • 11-c • od.odae a u.alo.an' nero.-

•

CdiSeDi.

(a) Bud DlDi

<1,+ 00).

r(x) ~

Ptue ae,

x uek1eaajio! tuntce na 1nterYalu

ada ex1atuje 1ra010ualDi is!el0 OC, pro

nn b7 n8ro.noat ("') aila netoneiSne Dobo fdeDi • ael10b

(a tUdii tat' uetoneiSni anobo feieui •. oe11cb neeoudilnicb) p, q,

q > O.

( b) Pro u pi'1roaeu' blld Ku DoUna .lieob 0<. E; 11 tako·l cb,

Ie \0<:. - p/q\ ~ \ qf'(q) pro .iecbna oela, q ~ n.p, q

Ukaite, ia Dol1D7 Ku jaou fidd a 118a.fen' • III hd7 anoline....
K. UKu ja prd tatesor1e • 11, Bx1stl1ji ted7 oce 11 " K,

n-1
OC 1ra010ualDi (proiS?) a pro toto DC .a nero.noat (*) neto-

ueiSni anobo feien! • oe!icb neaoudilniab p, q,

od4.odnitel). fia j ..e pro.ed11 ts•• ex1.teniSni

q > 0 . (podrobni

d4k.a.

(c) Konatrukoe je ponitucl .10i1tijif, ale lse dotasat troabu .!oe•

• ejpr.e ukalte ua.ledl1j!o! 1e....,

1014-1181
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Lemma. Jaou-l1 a, b oel& uaeoudllna a!ela, eX18tuj! eela a!ela

xo' Yo tak, ie pro x· xo' y - Yo je

('" 110 ) ax-by.l

Vaechua 'esau! tato ro~u1oe j80U poto. dana ~.tahy x- Xo + b.t,

Y - Yo + at, kde t je oe14 a!alo.

~e t~aru ax - by 8 0811.1 x, y a ukaite, ie d

Pro abytek t~raaD! dokaita, Ie plat!-l1 (110 '" ), ja

Kou8trukce. Bua ... 4•

11 a ~ 0 d. U~aiujte uaj.aus! kladu' a!alo d, ktara laa

dll! a

~yj&df1t

1 b.

• b{y-yo)'

Poloi.e po. 0,

J1ed uedporua

• 1. J80u-l1 j1i det1Do~ana Pu' qu
•

n, nolae Pn+l a qn+l talc, aby

pro

A f{qu) 6- qu+l <. (A + 1) l' (qu)

Poui1Jt8 ;Le_atu.
<>0 ((11) Bua oe, Pu Po ~ PU+l ~).lia - .- + - ,n.._ qu qu u-O qn+l qu

"de fada "on~arguJe. Dale plat! pro U • 0,1 ••••

1 Pu
..2 1

<oG - qu <. 2 •qu qu+l A - 1 qu qU+l •

B &~ 0 d.

1 ,

q" q"+l ~ A
2

q"-l q" (k.l,2, ....... ) •

(111) a!do ~ je 1rao1onalD!.

q <.

B & ~ ta", abyZ~ol.e u

a dle .(11)

q > O.

Ja

\oe-

0(. • p/q,

•

o d. Becht

A2 _ 1
..2 qu

1 \pqu - qpn\__ ~:.e.-",-_"'::""',,-

q qn qqu

tj. eoi je 8por.
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(1v) lerovnoet (>I: ) ma ne~onecni aDoho fdem v eelich p, q,

01 nerovnoet \oC - p/q I > 1 .1e eplninaq » 10q r (q)
pro viechna eela p, q, q> O.

I a ... o d. Pro 1.lSaet bud p a Pn' q • qn a poul1J.e (11) •

BUdte p, q cela, q > O. Url!I.1 n tall:, aby

qn-l ,;;; q <:: qn' Potom dle (11) .11

q \0<: _.2.\ ~ q ( I~ - Pn I - IIX - ~l) .>q q qn qn

1 A2 q
>

1 ll- A ) ~
~ A2 _

1 A2 _ 1 v
qn qn qn+l qn t

2A -A-l >
(A2 _ 1)(A + 1) ,

1

10 'f (q)
•

Kelanefun~c1

p(. ta~,.ie nerovnoet (*)
neeoUcllllnjoh p, q, q > 0

.1e aplnina pro vilchna cela

~(q) Ix1etu.1e 1rao1onalni l!ielo

ma ne~onel!ni lIlDoho flleni v oelich

a nlrovnoet IDG. _ pIq I >' 1
10q f( q)

p, q.

146.) 11'I Cv1l!eD!.

(a) Bud

( b) Jeou-l1

II:lael1,

.1e-l1

• a v 0

3e-11

1'18) ,

t" 0

'tkladna fun~oe e1efil1Ovana na 1ntervalu <1,+ 0<> ) a bud

lIlDol1na vhch 1rac1onalDich oc;<EBl ta~cvich, !e nero'f-

noat ( "') ... nell:onel!nll lIII1oho hieD! ... celich nuouellllnjch p, q,

q> O. UlI:aite,!e .11-11 IeBl 1nterval,.1e Inllr nupol!ltna.

'fl a 12 d1'll funkce, eplnuj:(ci viie uUelene pfeelpo­

t£ Bl , exietu.1e x£Il"'l' Y€IIY>2 tall:, 18 t aX + 11

t "0 In naUst uE:Mfl' vo=; Il 9'2 ta~, Ie t ... u v•

d. Poelle 46.2. b .1e .11 ' Mer prvni lI:at8gorie •

AC.ll III1Ol1na resielualni (t.1. .11 '\ A .1 e prvD! lI:atego-

Be.ll redelualni, Jeou lIII10UQ AnB, A + t a pro

1 tA tall:e res1dualni.

(0) Ukalte, Ie anol1na )('1' Je t;ypu Gd' (Mn s 46.2.b .1eou uude-
ne).

( d)

1014-7781
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eoby a dolul.aat podstatnl doe: Bt,ta E.. {E:i~:l poeloupnoet

nul a Jednicek. Volme v bodl (i) konstrukoe 46.2.c Pn+l' qn+l'

takto: je-li en+l• O. necht plat! Ay"qn)4> qn+l< (A+l)r(qn)'

Je-li' E.n+l • 1. necht plat! (A + 1) r (qn)4> qn+l 0< (A+2)r (qn)'

V obou pf!padech Pn+l qn - Pn qn+l • 1 a pro urcitoet volme

qn+l nejmeni! moine. Tim kalde poeloupnoeti e pfifadime Jiste

iracionaln! O:£elo oC. ""'e. • Ukdte:

( i) Pro kdde aCe plat! tvraen! uvedene De a'vir 46.2.c. pouse

konstantu 1/10 nutno ponlkud ameniit.

( ii) Zobrazsn! Eo -OCe J e prost ll. T!m dolt'hme: Bxistuje

kon8tanta c > 0 a nespocetn' &Dolina iracion'ln:£ch c!-

eel OCE (0.1)

oce (0.1) (>l<)

(proc?) takovych. ie pro kaldll toto

ma nekonecni &Doho !eien! v celych P. q.

j8 8plninaa nsrovnostq > 0 \0<: _ p/q I > q ~c(q)

pro viechna cel' P. q. q> O.

(e) Volae Dav!c v konstrukci 46.2.c aa Po' qo libovoln' ne80udilna

c!8la. qo > O. Vi8ledelt 8e amIn! pouse v tom. ie nerovn08t

\ ex; - p/q \ > q r(q) dokazellle pro q;;' qo' Odtud do.taneae:

Bxistuj e nespoeetn' lIIDoZina .7' c Bl hU.8t' v Bl takov' e ' Ie

ke kalduu aG6~ existuje kon8tants c. c(O(.) > 0 tak.

h nerovno.t '''' - p/q \ ~ qrCq) je 'aplnina pro viechna

cel' P. q a nerovno.t (>l<) ma nekonecni mnoho !eien! v celyoh

ns.oudllnjch P.q. q> 0 (volte v konetrultci 46.2.0 aa Po.qo

viechoy dvoJice celich neeoudilDich c!eel. A. 4,5•••• ). Dokai­

te. ie lIIDoiina • je prvn! kategorie. PoltU8t8 8e urcit JeJ!

typ (Gd'6" ?)I

146.4[ Liouvillova vita.

(a) .'eleduJ!c:£ vita (Liouville. 1844) ukast,tJe. ie kofeny polynollld

e celoc!.elniai koefioienty .e nedaj! p!:£lii dobfe aproxiaovat

raoionaln1J1li c:£.ly.

Bua n pfiroaene c!8lo a bua P(x) polynolll n-teho etupnl
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8 C.locie.lnimi ko.ticienty. J.-li oC kor.n tohoto polynomu, tt.rY

neni raeionalni. ciel••, exietuj. tonetanta c (savi.la jen na poly­

nomu P) tak, ie pro vseohna e.l' p,q, q > 0 je

loG - p/q I ~

N a v 0 d.

e
qn •

( i)

(11)

Staci predpokladat,

hhtuje J:> 0

i. ~ je realne a t.dy iraeionalni.

tat, Ie pro 0 -< Ix - <:><./ < cf' j'

P(x) ,. o,
J'( i11) Buh. p,q e.18., q> O. Neni-l1 (.x: - p/q I ~ J ~ n '

0,. p(~)- pl:)- P(",) -l: -"") p'(f)'

q
j. td.

0 < IJ-oel<cf •

Odtud ~n ~ IP ( : ) I~ II \oe - : 1'
tde 11-8uplp'(x)! :> o.

\x-oel<o

(b) Posnamka. V roc. 1955 uk'sal Roth, i. sa predpoklad~ Liouvill.ovy

"ilty lee pro taUe Eo > 0 naUst tonetantu 0 > 0 (savi81ou

j.n na P a E.) tat, ie vidy j. e
2+f.q

146.5 I Chincinova "ita.

(a) V 46.2 jem. ukasali, "jak mnoho" v. emY81u kategorii j. realnjeh
c1eel, ttere maji jiete vlaetnoetl "shledew k aproxlmael raelonal­
n1ml ciely. Uk'ieme nyni, jak j. to e Lebeegueovou mirou tilehto
lIlllOiln.

(b) Vilta (Cbincin). Bud

<l,+ co), rex) ~ 2.

~(x) funke. deflnovana na Intervalu
00 1

_eeht fada L 'f (q) konverguje.
qal

Potom eX18tuje mnoilna Sell Leb.8gu,OVY airy nula tat, ie

ke taldeau 0<., oc f S mdie.e naUst kladnou konetantu 0

(.av1elou jen na <>c) takovou, Ie pro "ii.ehna oel.' p,q, q> 0

j. loG _ pIq I ~ 0

q'f (q)

1II , v 0 d.

(1) _eoht pro kaide pilro.ene q je Sq aDoilna teob

lOl4-778l
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""6<0.1> pro nU pro vhodne ee18 p' j e (,. ).

( 11) A1( 5 ) ,;~q l' q

(1ii) Bua 5 • ri a 5 • Fotolll 1,1(5) • 0 a S
Q..1 q.Q q

ep1nuj e poladavkY v§ty.

(c) Lze uk&llat (ddk ... je ve1lll1 eloi1ty). Ie je-l1 r roetouei

"""
a fada ~ ~ diverguje. ex1etuje aDol1na· » Lebe8gueovy'f.1 <f,q/
lIliry nula hit. Ie pro kalde oG ef» lila nerovnoet (:I') nekoneo­

01 mnoho hieni v eelieh nesoudUnich p. q. q> O.

146.61 Cvioeni.

Vy§etfete jednoetranne derivaee Rielllannovy fl1Okee. Vyietfete take

p/q

pr 0 fl10k ei '.f.
1 p

qf(q) pro x .. q •
P.q ee1a ne80udi1na. q > O. Ukaite. ie t ma koneonou

variaci na interva1u <0.1> a ulcaite. lie Je-l1 x 1raciona1ni.

x~»J" potom t: bua neex1etuje nebo neni v1a8tn!. (PouUt!ll

vity 0 derivaei fllOkee e koneonou variaei odtud p1yne jint ddkas

pfipad. kdy! kladellle fl1Okoni hodnotu v raciona1nim bodi

lIli8tO lc. rovnu _1_ J DC Ell ' (Vyhthte 1 epojit08t.
q qtJG·

exi8teno1 Riemannova integra1u takove funkeel)

Recht j80u ep1nin,y pfedpok1ad7 Chinoinovy vit7

Bua f(x) .. 0 pro x iraciona1ni. f(x) ..

( a)

( b)

Chinoinovy vity.)

146.? I Problelll.

(a) 010hu aproximovat jedno rea1ne oie10 oie1y raeionalnillli l ..e

Ilobeenit taktol Buate ~ij rea1na oie1a. i ..1.2••••• r.

j • 1.2••••• 8. Ftejme ee. jak "male" mohou bit eouoaeni (tj.

pro i.1.2 ••••• r) vir allY Ti • 1811x1 + $i2x2 +••• + 818%8- Y1 1.

kde %1.%2 •••••%e. y1.y2 •••••7r jeou ee1a oie1a. ktera nejsou

eoucaen9 rovna nu1e. Ana10g1i Dirieh1etovy vity je nae1edujiei

Kroneckerova vita.

tak. !e

1. 1,2,. ..• ,r t

1014-7781
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I a Y 0 d. PoetupuJte analog1eky jake v 46.1.b: uYaiujte

v II' body 0 eoufadn1e!eh ~11ml + ••• + ~1eme •

1 • 1.2•••••1' "poeunud" do jednotkCYa kryehle. kde

aJ • 0,1,_ •• ,i.

(c) 11ademe-l1 v Kroneekerovi viti e. 1, d08taneme tmv. e1multann!

aproximaee: Jeou-l1 dana 6!da e1 • e2 , •••• er a pi'ireu­

n' t. eX1etuje pr1romen' q a eela 6!e1a P1. P2•••• 'Pr tak.

Ie P11 1 1
Ie 1 - - ~ t 1/ !' ~ """'1;-+""1'-'/"'1'-' 1. 1.2•••••1'.

q qq .

• ~ieae klaet1 otamku podobni jako Ye· 46.1.d. Vte1edky j80u do

j1et' miry analog1ek'. Aqalog1eky jako v 46.5.b ukalte Ch1n61no­

YU Yitu v toato obeen" tvaru:

Bu~ ~(x) nek1eeaj!e! k1adna

(0.+ DO) a neeht 'f(x)" 2.

funkee def1novana na 1nterva1u

lecht rada ~ 1
q.1 'PC q)

e . 1. l,2 .....r.
qr(q)

Posna.ta. Viti uvadin' Y prYn! 6'et1 tohoto t'aetu patf!
de tSY. teor1e d1etant1ekich aproximae! (v1s napf. kraenou knibu
J.W.S.Cae.e1e: An Introduct1on to D1ophant1ne Approximat10n).

,

kOnYBrguJe. Potoa ex1etuJe 1IlI10Uns Rc:lr Lebeegueoyy miry nUla
tat. Ie je-l1 e ; [81, 8 2 ••••• 8 r ] c :II''' R. ex1etuje konetanta

e (saY1ela jen na ~) tak. Ie pro viechns eela Pl.P2•••••Pr .

s > 0 je

Ie1 - P1/ q I ~

0< p - Aq < q. co! je apor.

• echt f. p/q. kde P.q jaou pf1romena neaoudU­

q > 1. Bud A prirosed. A < VIi < A + 1. Poto.
- All 0_ 14' <nq - Ap < p.

na 6!ela.
VD • nq

p

B. !rIWl'SOBIDIRU1 IHSLA

\46.81 Cv1CSeni.

(a) l:i.e~na 6!ela ebyykle dUae pouse na 6!a1a rae10nalni a irac1ona1­

n!. Ukdte, Ie pro pfirouna n je '{ii bu~ 6ido pfiroun' Debe

1rae1onaln!•

• a Y 0 d.
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Pozn&aita. Zob.cnlt. pi'edchod tunni pro ~ ,

(b) R.alDa ciala viet adl••• rosdilit J.iti podl. naal.duJiciho hl.­
diall:a:

V.tinica. !ill:.... I. r.'lna n.bo lI:o.pl.xni cialo ~ J. alg.­
braicll:a••xiatuJ.-li pOlyno. P(x) atupni al.apoD prvaho a c.lo­
Ha.lnimi lI:o.tici.nty tall:. Ze P~) • O. V opaenu pHpade na­
slv"a DC tranac.nd.ntDi. cial•••

(c) Ukait•• Ie:

(Cantor,

J. tranac.nd.ntD! •I!!elo

Mnelina tranac.nd.ntD!ch cia.l J. n.apoc.tn' a t.dy
1874) .x1atuJi tranacandantDi ciala.

00 m'" • 2. (-1)
..1 tAl

Kalda racionalDi cialo J. alg.braicIl:6.

Knoiina algabraiCklch cia.l J. apoc.tni.

(i)

( H)

(Hi)

(d) (Liouvill•• 1844).

H , v c d. Je-li q. iD', .xiatuJe cela p tall:, i.

IDC- - p/q I < 2(~+1) I • q;+1 • Odtud plyn. tranac.nd.ntnost

podl. 46.3. Irac10nalitu 11. dokasat Jall:O v 46.2.c (iii).

(.) laprot! tOAU (uv.d.no bas dllll:alu) .xiatGJi tran.c.nd.ntDi Hala

0<.. , pro nU nerovno.t I DC - piq 1 > 4~2 J e .plnina pro

vi.chna c.la P.q. PodobDou vlaatnoat .. ci.lo 0.123456789101112••••

146.91 Tranac.nd.ntnoat ••

(a) Studium tranac.nd.ntD!ch ci••l J. velai obtiina. I.D! napfiklad
dopo.ud Iniao, J.-li lulerova konstanta (vi. 45.6) tranac.nd.ntDi.
Zealfi•• a. proto poua. na vyi.tr.ni irac10nality, pripadni trana­
c.nd.nc. cia.1 • a ~. Tyto ddll:asy hraly hiator1cll:y v.lmi
ddl.i1tou ulohu.

(1) I!!elo • J• 11'acionalDi (I'ouriu. 1815).

I a v o d. I.cht ... p/q, p,q pril'ozena. J.
q

-h < (q~l) I ::¥1 < .- L col J. apol'.qr k.o

(H) l!ielo :It' J. 1l'acionUDi.

••• je

J.-l1 t polyno. a I'(x) • t(x) - t"(x) +

~t(x)a1D x dx • 1'(0) + I'(~).
o

Je-li nyni ~. p/q a pr1ros.nymi p,q, n pr1ros.na, bua

1014-7781
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f(x) .ii qD XD
(:Jl" - X)D•. vipoatea 1I.11etiale .nadDO, Ie

1(0) + l(Jr) .1e tladDe cele ai.loo Integral llle ale odhad-

DOUt vir8llelll ~, (x:qY~ ,col pro ,.,elta D .1e IIIsDli

Dei 1.

(iii) ai8lo ~ nemaie bit tcf8n8a tvadraticteho polYDoau P

8 C8liai t08ficienty (8p8cialni ai.lo ~2.18 iracionalni) •

• a v 0 d. Po.tuPU.1t8 jato v (ii), a18 vOlt8

f(x). ;, (P(X) (P(x) _ P(O») 2D •

'"(b) ai8lo e .18 tran8c8ndentDi (H8rlllite, 1873) •

• a • 0 d.

(i) Je-li f polynoa, l(x). f(x) + f'(x) + fn(x) + •••• .18

~8-t f(t) dt • 1(0) - e-x P(x).
o

(ii) Xecht ao + a18 + ... + aD8
D.a.tde aO, ... ,aD .180U cela,

aO,aD ~ O. Z (i) d08taD8l11e, Ie
t

l(O)et - pet) • ell: f e-t f(t) dt (II:. r, ... ,n), a tedy

(11i) Bua f(x).~ xp-l

t

atet 1 e-t

a
(x - t)p ,

f(t) dt. (~)

II:de p .1e prvo-

aido, p > laol , p> n, UlI:dte, Ie P(O) .1e ceU aido,

tt8re neni dilitelne p; 1(1), P(2), ••• ,P(n) .180u cela

ai8la dil1telna p (pouli.1te L81bn111ovy foraule pro vypoaet

der1.aci 80ua1nu d.ou fankci).

(iT) Plati If(x)1 < (p-h, (nD+1Y pro xE <O,D> •

Ve .irau (*') .1e ella (111) devo ceU aido nedUUeln'
p. tedy oel' ai8lo rallne odnuly••irall vpra.o je pro d08ta­
teani .elt' p v ab80lutDi hodDOti .enli nell. coi .18 8por.

146.101 POlln&all:y.

(a) V rOC8 1882 dok&eal L1nd8ma1ln. Ie ai8lo ~ .1e traD8c.ndentni

a tia .la8tDi 1 De.oln08t r.lI:tif1kace krulnice a kvadratory truhu
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(k tomu v1a V. Korinek, Zak1ady a1gebry. ~ 52). D~kas je v sa-
\

k1adi podobny ddkazu tranecendence e. ale vyul1va fady v1aet-

noet1 a1gebra1ckych (komp1exn1ch) c1ee1 a vatahu e~1. -1.

(b) Lze dokasat obdobni vitu podetatni e11nijA1 (L1ndemann. We1er­

etraee): Jaou-11 0'1' DC2••••• DCn navsaje. r~sna a1gebra1c­

ka c1a1a. a1.a2 •••••an a1gebra1cka c1e1a. ktera nejecu eoucaeni
<¥1 "'nrovna nu1e. je ale ~ ••• + ane ~ O. V teto viti je obealena

jac tranecendence e (e.e ~ e2 • 0) tak 1 tranecendence

r (e k1 ~ 1 • 0). tak 1 tranecendence priro..njch 10ger1tad

a1gebra1okyoh c1se1 rdznjch od jedne.

(c) D1ouho nefeAenj tav. eedmj H11bsrtdv prob1'- je forau1ovan jako

nae1eduj1c1 tvrzen1 (docasane al v roce 1932 A.O. Ge1fondea):

Jeou-11 a.b a1gebra1cka c1e1a. a ~ 0.1, b 1rac10na1n1. je

ab transcendentn1.

Z teto vity nspf.(c1ad plyne. Ie dekad1cc' loger1tmy vAeoh rac1o­

na1n1ch c1ee1 jeou bud c1e1a rac10naln1 nebo tranecendentn1. 11e­

mentarn1 (ale slo11t;) ddkas. spoc1vaj1c1 na Ro11eovi viti

(pro rea1d a.b) .je v cn1.. : Gelfond. L1nn1k: lleaentary

methode 1n ana1yt1c number theory (ex1etuje ruek; pfsc1ad).

Zajemce 0 h1ubl1 etud1um teor1e c1ee1 odcasujeae ns ekripta

B. Bovac. Vybran' part1e 8 teor1e c1ee1. BPB Praha. 1972.
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T g II A 47

Ro.§ifo~an! tunke!

ObeahI A. Ro.§ifo~an! epojitiob tanke!.

B. Ro.iifo~an! etejno.irni epojitieb, 1ipeebitso~ekieb a h61dero~-

ekich tunke!.

C. Ros§ifo~'n! ~ektoro~ich tunke!.

D. Ro.§ifo~an! ditllr.neo~ate1nieb tunko!.
-I. Rodifo~an! tunke! s jinich ayatead.

P. Rodifod.n! apojiticb tanke! D8 bair.ovllk' tunkell.

Buch. (p,r), (Q,G"') ••triek' proatory. Pro Xc: P bud :7' (X)

nijaki eyat'. tunke! d.tinovan;eb na X e bodnotaai ~ Q takovi, l.

je-li re X, tE7"(X), poto. t\Y • .1"(y). BUd t I Dc P __ Q,

te.9(D) tako~a, ill .xi8tuj. tIP _Q a vlaatnoatllli

Ii) flD • t ,

(11) te.9""(p).

v pf!padi, l. takova funkell ? Ilxiatuja, bud.ID. f!kat, III f ja

rosi!flln! funkell t v ayetelllu ~. mnoiiny D.

A. BOZll modlf! SPOJITtCH PUIfK.C!

(P'f) interval < 0,1> a Ilukleidovekou 1II.trikou,

e.le. odd!le 11, Ukalte D8 pr!klad.eb, l. obeeni

rosl!f.n! ~ ayeteIDu apojitieb a o••••nich tunke!

Bud ACP usa~fena lDDoiiDa. Potom .xietuj. rod!­

fen! f kaide tankee t v ayateIDu apojitieb a oID.senicb tunke!

• anoiiny A a na~!e

aup 't(x) I • eup I f(x)1
xeA xEP

If .. ~ 0 d.
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e(p,x)
diet( p,A)

{

int {t(X) +
Xli A

?, p ~

t(p) pro pCliA

pro pe: P 'A ,

a ukalte, I. takto d.tinoyana tUDkae t ma YiechDy poladoYan'

y1a8tJio8t1.

Po"nuka.
exi8tenc.
viae.

Ba pfik1adeah ukait., Ie takoYych ro"i!fen!, jejiahl
je doka"ana Y Tiet"eaY~ viti, exi8tuje k dan' tunka1 obecni

Bud ACP. Becht pro kddou Bpojitou a ollle..neu tUDkc1 t

DB A e"i8tujB ro"i!feD! f Y 818telllu .poj1tyah a ome"enich tunkc!

"lIIDoliDy A. Potom 1IID0i1na A je uZ8yfena.

II a Y 0 d. Becht e,,1etuje p0810upnoet l Xn} C A, Xo;' A tak,

a XD~ %0· Po101mB

II a {~("n'Xo)} U (0) • lIDoi1na II je U"aYrena Y 11 a exietujB

epoj1U. tunkce ( ..etrojte jil) g' 11 _ 11 takova,!e

( 1) 1
• "'ii":t'" t

(11) get) • o~ t • 0

x€ A. Pro tuto tllDka1

ome"enich tunkc! " mnol1ny A.

pro1

g( f' (x,,,o)
ro"i!fen! Y s1etemu spoj1tych a

t , x....-+ sin

nee,,1etuje

Po1oz.o,e

B. RodmovA1f! snJlfo_tRlII SPOJITtCH, LIPSCHITzoVSnCB

A HOLDBROVSnCH PUBKC!

147.51 Vita. Bud (P, f ) lIIetr iaky proetor a D j eho hUlI-ta podlllDoi1na.

BBaht t ole 8tejnolllirni 8pojita funkce na D. Potom exi8tuje praYi

jedno ro"i!fen! f Y 8yetuu 8tejnomirni 8poj1tych tUDkai " lIIDoiiny

D. Dokaltel

UI1jte BC-podm!nk~ pro konYergenci a up1noet 11,Bay 0 d.

147.61 CY1lSen!.

(a) Dokait. ana10g1ak' tYr"eD! yitl 47.5 pro "obra"eD! t DB huet'
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..

I rex) - fey) \
f(x,y)

njoh lipaohitsovatich tunkc! s lIlDoliny

(i) aup' t(x) I • aull. \ lex) \
XEA "~'P

(11) aup It(x) - fey) ,
x,lEA f (x,y)
x,",

lIU10Uni D prostoru (P, f) s hodnotami v lipldlll aetricku

prostoN (Q, 6').

(b) Pokuste se dokasat "obraceni" pfedcbasej!c!bo tvrseni, tj.:

Bua D busta podllU1oZina lIletrick~bo p~cstoru (P, f ).
Necbt pro kdde stejnoairne spojiU sobranni f: D~ Q

existuje rosi!fen! f v systuu stejnoairni spojiticb funkc!

s JIDOliny D. POtOlll (Q, E» je liplnj aetricti prostor.

147.71 Definice. Buate (P'f)' (Q,6") aetl'1ct~ proatcry, o<.e (0,1>.

IHkame, Ie sobrasan! f: P.......-,)o Q je DC-blllderout~, jesUUe

exhtuje konatanta K> 0 tak,!a pro vliecbna x,ye P plat!

6'( f(x), f(y»)::E K [f (x,y) JDC.. K!sto l-blllderoveke sobran­

n! f!kame tak~. lipacbitsovak~ sobrasen!. Lipachitsovake sobrasen!,

pro kter~ K. 1, nasiv"'e neexpanslvn!.

147.S[ Po.ma..ty.

(a) Lip.chitsoUkia a OC -hlllderoukYIll realnjlll funkc1m j e venodno
tna 14.

(b) Analogicky jako v t~lIl8tu 14 j. aolno dokasat (pouse jednoduchya
ovifen!. detinic), Ie funkce z definice 47.7 jsou stejnolllerni
apojit'.

(c) V dali!ch od.tavc!cb tohoto oddilu bude opet Q s Bl •

(d) PouZijema-l1 vity 47.2 (ra.p. 47.5),obdrUae spojiU (rup. stej­
noairne spojit~) rosi!fen! oG-blllderovske tunkce. V na.leduj!­
c!ch odatavc!cb ukale... existenci rozi!fen! dokonce v systeau
C(-hlllderovstych funlcc1 z lIU101iny D.

147.91 Rodifovani l1pachihoutyCb funlcc!. Bua (P,p) lIletricky proetor

a A jeho usavfana podllU1olina. _echt f je ome.ena lipechitsoveta

tunkce detinovana na A. Potoa ex18tuje rosineni t v eyetuu OIIe.e­

A tatov~, Ie nav!c plat!
I
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II a • 0 d. Definujte fontoi

P I X~ aup {f(l) - f' (x,l) 8UP
lEA u,1EA

~.

a pololte

I f( a) - f(.) I }
f(U'.)

/
P(x) pro x«P, pro nil sap If( 1)I ~ IP(x)I,

s« 4

1(x) • - aup I f(l) \ , je-11 .ap If( 1) I < P(x),

\
If(l)\ je-11 \ f(l) I ~ P(x) •·-8ap , -.ap

147.101 Ros5ifo.&n! OG-hDldero.atich faDll:c!.

Bal A used'ena podJUloiina .etrict8ho prostoru (P'f) a f oaauna

oG-hDlderovsta fonkce na A. Poto. exi8tuje ros5!fen! t • alat4au

oaesenich DC-hDldero.stich fonkc! s ·JUlolinl A tatov4, Ie

( i) sup If(x)1 • =" I I(x) I ,
X6 A

( 11) sap If(X) -f(l) \ • SliP \ f(x) - f(l) I
•

x,lEA ~D<: (X,l) x,lap r'" (x,l)
Xlol Xlol

II a • o d. Dotalts ai tato t.rseDiI

(a) Bua (P, ~ ) aetricti prostor, DC £ (0,1). Poloue

0" 1.[x,l]~ oGSO (X,l).

Potoa (P, 6') je aetrioti prostor.

(b) PUDII:ce f je O<:-hDlderonka. (P'~)' pra.lI tdl1 je 11p­

sohit.ovata v (P.~).

C. RozllIAoVAlIf VBKTORonCH PUIlCCf

147.11\ veta. Bua A usavlena podJllllolina aetriok4ho proatora (P'f) a

f I A--. lin spojit4 a oaesen4 sobra.en!. Potoa eXiatuje rosi!fen!

t v elsteau apojitich a oaesenich fUDko! s JUlolinl A.

N a v 0 d. Zobrasen! f chapejte jako n-tioi realnich fonko! a
poulijte 47.2.

1470121 Posna-kao V !ietsove .eti bl10 dotasano. Ie Da.!o plat!

27566 P23
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sup \t(x)\ - sup \1(x)1 • Pro .ektorov' 'tuntee enalog1ck' rovno.t
x6A' XG P
s normami neplati. Plati viall: Jist' nerovn08t. Odvodt. Jil la pfi-

kladi ukalt., Ie n.plati analogie tvrs.ni s od8tavee 47.9 pro vekto­

roy' tuDkee a ayst'm omesenjoh neexpan8ivnich tunkoi.

x€ X, rex) - -Ln pro xC: In' X.
Ax .

neexpan8ivD! sobr..eniI n - X Je

12 ' ). Pololte

SDBdDo se SJi8ti, Ie r I

(nakrellete Ii obrasek v

147.131 Vita. Bud X- U(O,l) Jednotkov' koule v In a t I X~ In

neexpan8ivni sobraseni. Potoa ex1etuJe rosiifeni t v aY8t'au

neexpaneivnieh sobraseni mnol1ny X.

'. , v 0 d. DetinuJte r(x) ,- x pro

147.141 Posnuka. Z dll.kasu v 47.13 bylo v1dit, Ie JeM 1I0hl1 In nahradit
H1lbertovya prostorea. leni viak aolno H1lbertll.v pr08tor nahradit
BanachovYII prostorslI. Plati n&lleduJiei tvrsenil

Bud k asavfena koule Banaohova prostoru B. Jeeht libovoln'

neexpan8ivD! sobrauni t I X~ B Je 1I0iDo rosiifit v 8Y8t'au

neexpan81vnich cobrasani s X. Poto. B Je H1lbertll.v proetor.

&7.151 Cviaeni. POllOei odetavee 47.13 dokalte vitu 0 rosi1fovani l1p-
8ehitsovskyeh cobraseni bes svitieni konstent, l1psch1tsov8k08t1.

D. aOZ~IlOVD1 DIPIRIJCOVATBLJtCH PUBxc1

147.161 Le_.

<f ~ 0,

B~a bE In' f. > O.

feb) > la

Pot 011 ex18tuJ e

'f(x) - 0 pro

re 'eoo(ln)

nx-bll>E

tak, Ie

Dokaltel

147.171 Vita. Bd X lI:oapaktni, Q otevfen'v In' xe e. Potoa exiBtuJe

re'eoo(ln) hll:, Ie r- 1 DB X, r : 0 DB III \. Q,

o ~ r " 1 DB Ill' Dokaltel

I , v 0 d, Xe lI:alde.u be: X 8estroJU podle 47.16 fbeceoo(lll)

tak, aby Cfb( b) > 1, 1'b
_ 0 DB In" Q. PoloAU

Ub - {x I Cfb(x) > 1}. POdle Borelovy vitI ex18tuJi bI,··· ,br
r r

tak, Ie xe. U Ub • Pololte ~-2:n· Je n(x) > 1
k-l II: o k_l k

11114-7781 27566Z23

- 354 -



pro XE K, 1'o(x) - 0 pro xe Ba " 0.

pro x 'S 1, r» - 1

1'- "I' *~ je hle-

,,(0) - 0, f(x) ~ 1

'1'6 E'oo(B1). luukce

takova fUDkee, Ie

pro x > 1 a

daDa fuukce.

]47.181 Vlita. BlI~ f .poj1ta fUDkee na ko.pakta! uo!1Di I[C Ba• Poto.

existuje fuukce P, ktera je .poj1ta aa Ba, .hoduje' ee. f na K

a mil. na Ba '\ K epoj1t' der1vaee vlech 'add.

a

Pomoe! We1er.traeaovy vity 30.7 eeetrojte po1yDO~
00

tak, aby pro .Qk - max \Pk(x)\ by10 .2., QII: < 00
xc;; I[ 11:-1

Bud Ok - {Xl d1at(x,l) < t J.
Pl,P2'· ••-t _ 2. PII: na I.

11:-1

Hk • {Xl IPII:(X) I < QII: + 2-k J .
Podle 47.17 exiatuj! 9'k tak, h 9'11:. 1. aa 1[. 9\ - 0 D8

00

Ba '\ (Hkn0ll:)' Po10he P - ~ 'fIl:PII:' poto.' fll:PII: I < QII: + 2-11:

II a v 0 d.

na Ba, tedy P je epoj1ta. Bu~ xoE Ba '\ I. Pro velll:a II: je

xoE Ba '\ 011:' tedy v 011:01:£ Xo je 1. ~ CPr/a pro vhodu'
11:_1 .J I

147.19" 'lh1tneyovo rodHen:£. Bu~ leBa lI:o.pall:tn:£, .QlIu{ol - .....
Recht oc je epoj1ta lI:oavexm fUDkce eobraeuj!o! <0,+ <>0) do

<0,+ (0) tall:ova, Ie oC. (0) _ O. Pro vlieohna

II: - [11:1.... ,lI:a)e.~...x.*, 1I:1+••• ~lI:a - [II:I flO lIl. bll~te til: epoj1d

tUDkoe det1aov.a' a. I takov', Ie

\
y (e -Ix)k tk(x) _ ~ (e_y)k tk(y)\=fDGQIX_yll)(UX_e.a+Uy_..lIl)
1k'17i. II: III:I$.~

pro vlechua x.y E 11:.

k k k2' lI:a
a • all -2 •• ••n

eela (ltde Itl. k1Ilt2 1. " lra' a

pro a- [a1......a']&Ba• It••~...x.·).
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~~~az je ~veden napf. v knize B. Malgrange, Ideals of differentiable
f~et1on8 - r~8~i pfe~lad MOBkva, 1968.

o
I. RozhflovAN! FUNKe! Z JINtCH 8Y8TDU

147.20[ Rozi1fovan! Ilonotonnieh f~kei.
o monotonnieh t~keieh.

\47.211 Rozi1fovani per1od1ekioh t~ei.
d1ekieh f~eioh.

V1z odBtavoe 16.15 a 16.16 v temat~

V1z 'odstavBo 17.8 v temat~ 0 pBr1o-,

F. Roz!iIflov1B! 8POJITtCH FUNKC! NA BAIRBOV8U PUNKCI

v tomto oddi1e ~vademB ponik~d j1ne vity 0 rozs1fovani. Roziifa­
n! .poj1te t~ke. nebude B108 f~ke. epoj1ta, ala b~de mit "rozumne"
v1aetnoet1.

147.221 Vita. Bua.e 11
POtOIl ex18tu,1e f

(1) lEiB1( 1
1)

,

(11) tl.. f.

a f I M--. 11 BpoJ1ta a omezena f~kee.

I 11 ---+ 11 takova, Ie p1ati:

N a v 0 d. PoloUe .,

{

1nt (eup
f: x_

o

-
pro x€ M,

Pouz1Jte nJni 12.10.

147.23I Po.nUky.
(a) Vi1anite a1, ie Anoi1na M ve. viti 47.22 nema iadne Bpee1a1ni

v1aetnoet1.

(b) Pok~Bte ee dokazat ana1og1eke tvrzeni v metriekioh proetoraoh.

(0) Vita 47.22 Je epBe1alnim pfipadea obeone vity ~vedene v kn1.e
K. K~atowek1, Topology i (rUB~i pfek1ad • r. 1966)t~tera fika,
ie 11bovo1no~ f~ke1 z Ba1reovy tfidy Bn(M) 1ze ro.iif1t
na f~ke1 z tfidy Bn+1(11).
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TtliA 48

Konvergence poe10~pno.ti funko!

Obeah' A. ObeCDa konvergenoe.

B. Konvergenoe pos10~pnosti f~nkc!.

C. lIetrioka konvergence.

D. Syete~ f~nkoi ~zavfene na 11mitni pfeohody.

B. Spojitost 1iaitn! f~koe.

P. KonvergenOe v de10e a Ve variaoi.

A. OBBCNA KOIIVBRGBBCB

148.1[ Axio~ konvergence. lIechi X je neprasdna anoZina, b~ii Xoo

lDDoUna viech poelo~pnost! prvll:d z X. lIeohi dne DcX oo je jist'

tf!da poe10~pnoet! (lctery. f!ka.e konvergentn!) a neohi Lili. D~X

je zobrazeni D do X. Dvojioi (D,LIII) nasyva.e konvergeno! na X,

je.tl1ie plat!1

(i) Je-l1 xn• x.: X pro kaid' nE II, poto. {Xn~e:D

a LIII xn • x (a!lto LIII {Xn} p!le.e po~e LIII Xn).

(11) Je-l1 [xnle D, LIII xn• x, poto. je {xknJe D

(LXlcn J je vybrana poslo~pnost z po81o~pno.t1 {Xn})

a LIII Xk • X.
n

Uval~te UI na81ed~j!c! axiolll,Jl

(11i) Jestl1!e poeloupnoet {Xn } nekonverg~e k x (00 ee U.

roz~?). poto. II ni .ale.e vybrat poeloupnost, jej!1 ladna

podpo.lo~pnost nekonverg~je k x.

(Pl)

(P2)

1014-7761

Jestl1le I XnlED, LIII xn". x, k E 11. 1n • xn+k' poto.

{1n}eD, LIII Yn • x.

Jeet1Ue { xnleD, LIII xn • x, Cvn}ex oo , icE. II,

xn • 1n+k, pOtolll {1n}E.D, LIII 1n • x.
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(JI) JeetlUe {xn}. {Yn}eD. LIJI ~ - LIJI Yn - x,

pOtOlII {lt1.Y1.lt2.Y2•••• } lei! v D a konvergu;le k It.

148.2[ Cviaen!. Ukaite. ie

(a) (i) • (11) )() (11i) •

( b) (i) • (11) > (P1) •

( c) (i) • (11) =* (P2).

( d) (1) • (11) • (11i) ~ (P2) &: (JI).

(e) (i) • (11) )() (JI) •

If a v o d. Pouiijte pfik1add a 48.3.

( t) Zkoumejte tei da1ii ae vaajelllDych utahd uvedenich axio.d.

148.31 Pfik1ady. V nae1edu;licich pfik1adeh akoumejte sp1~ni jednot1ivych
axio_d:

D eeetava pouae a kon­

- a. L1II {b.b•••• } - b.

(a) J: je dvoubodova aDolina. J: - ta. b } I

etantn!ch poa10upnoatil LIJI { a.a•••• }

( b) J: je dvoubodova aDoiina. J: -{a.b}1 D

kied jeou od uraiUho indexu konetantn!;

jako v (a).

obeahuje poe10upnoeti.

LIM definujte obdobn~

(c) J: - 11; D aeatava a konvergentn!ch poe10npnoeti; LIM je

11aita poe10npnosti rea1nich aiaa1.

(d) J: - 11; D a.atava a. viech shora ollle.anich poe1oupnosti;

L1II : ~ I ) lilllsup ~.

(e) J: - III {xn}eD. prav~ kdy! poe10upnoet {ltn1 je konvergentni

v"obvyll:1u 8lIIYalu" a Xn l: 1111I ltn pro kaide nE If; LIM j.

"obvyk1a 11aita".

(f) J: - III {xn}eD. pravi kdyi poa10upnoet tltn} je konvel'gentn!

v "obvyk1'. elllYa1u" a ltn:S 1111I xn ai De koneani aDoho indeltdl

LIM je "obvyk1a 11a1ta".

(g) X - III D a.etava ae vi.ch poe1onpnoati konv.rgu;licich k nulel

LIM je "obvyll:1a 1iaita".

BuCl X 1inearn! (vell:torovy) proetor.
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Konvergene1 LDI. DC 1 00 ) I, Itura eplnuje (1) e (11), nesiva-

me linearni, jeet11!e plati.

(Ll)[(:II:n ) ' {1n}eD] ===>[t:ll:n + 1n J e D et LDI (:II:n + 1n) ·

• LDI:II:n + LDI 1 n ] '

(1.2) [{:II:nl€D, eEB1)=9({e:ll:JGD et LDle:ll:n• e.LDI :ll:n] •

\48.51 Oviced,

(e) Doltdu. t :ll:nllSD, :ll:E 1 ) {:II:n + :II:}=D et

LDI (:II:n + :11:) • :II: + LDI :ll:n•

(b) Zltouaejte, Ittere s ltonvergen01 v 48.3 jeou linearni (X aUBi

bit velttorovi proetorl).

(c) Uveate delii priltladl 11D8arnich Itonvergenei.

(d) UvaiujU naeledujiei &:11:10. a jeho utah It &:II:10ada (Ll) a (1.2):

(L3) t:ll:n}E.D, enEB1, 0n- e ==#>{On:ll:n}eD et

B. KORVBRGBlfOB POSLOUPIOS'1'I PUIKO!

148.61 Zaltladni def1n1ee.

n~ PC Bl, leltneae, Ie

(a) po81oupnoet funltei {fn} ltonYerguje bOdO'll It funlt01 f De ano­

Une P, jeetl1ie pro Itdde tEP .je 11.. fn(t) • f(t)
n~<>o

(snacae f
n
__ f De P) ,

(b) poeloupnoet {fn} ~on.,.rguje. etejno.bnl It funlte1 f De P,

jeet11le Ite ltaUeau E. > 0 u1etuje n06 I hit, Ie pro

vieehna a ... no evieehDe teP plat! \fll(t) - f(t)\< E

(sDecae fll S f De P),

(c) podoupnoet l f n} Itollverguj e lolt'lIli etejlloalrlll It f De P,

jee1:1Ue pro Itaidou Itoapalttni 1ID0ilinu I[e Pje fll~ f
lolt

na I[ (sDecaefn~ f na P),
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f na P, 3e8t111e

f a - f Da P' •

.. 0

t Da P, 3e,t111e

IfD(%) - f(%)/> E} .0,

tODyeraaJ e l' prdail'll t fllDt c1

U.. fv, - tl
D~-

P

tODyeraaJe pOdle airy t

platt l1a ll{%e P I
D"-OO

P),

pOelOllPD08t t fa \ toaY8rgaJ e etoro ylillde t

exietu,J e .-no11Da • c P allloY' ai1'1 tall:, Ie
••••(IDal!iae f D--. f na P) ,

pOelO\IPDO,t {fa}

pro t,Ad' £.. > 0

.l(Inalliae fa~ t Da

POelOllpao8' {fDlc. ~ (p)

fa5e(p) DB P, 3..1;111e

(e)

(f)

. Je
lt

D
J f na p).

148.7 I VI'ahy a..1 3edDoUhia1 tODurgeDcea1. Sche..Ucty 3e .oiao In'-

101'111' pf.hllllD' 1'8'ahy n'eledu,J!c! hblllkolil

Co(.)

10kalDI ete3Doalrn'
kODyeraeDOe

(~)

kODyel"aeDCe bodoYa tODyeraeDCe
l' I>rbirll

kODyergeDce ,toro yillde
(wt

8tejDcalrD' tODYergeDce
ai Da ....14 .-noi1I1;1'''

i,»
IkODyergeDoe podle airi tODYergeDce skora yiude

Yybr8ll6 p08lollpDoet1

(a) Iapl1tace oC,~, [, J 3eoll pf!Ja3a ddeledtea d.t1D1c.

(b) Iapl1kace (E) plat! sa pfsdpokladll, ie' P je aDOUDa kODellD'

airy a Ie fae~(p) pro kaZd6 DE:. (pou.Z13te LebesglleovlI d­

til. 1'1& tU [n:;] • Yita 20. 8tr. 20).

(c) Iap11tace (jf) plat1 kllpf., jeou-11 eplDill;1' pfedpoklady
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Lebeegueovy vity (vis [Jr] ,vilta 19, etr. 20).

Vyelovte tel D1n1ho vlltu, ttera udava, Ba jatych podminek B bo­

dove konvergenoe plyne 8tejnomllrna konvergence.

(d)

( e)

(t)

apl1kace ( W)

§ 2 lSi [Jt] ,

apl1kace ( 1) )

je tn. Jegorovova vita (vir; [J II], kap.II,

dodatet, odetavec D.II).

- vis nap1'. [J II 1, tap. III, § 5, vllta 68.

:1 t(t) .,. g(t)1

+ \t(t) - gWI

148.8\ ~pl1kace (If) •

(a) Bud S mnol1na viecn ti'id ekv1valentnich mll1'1telnich tunkci

,det1novanjch na mno~1nll pel1 konecne miry (1'ika-e, Ie

t ~ g, je8tl1le r(t). g(t) pro 8koro dechna te P). Pro

r ,g E S pololme

f (t ,g) - J-1--'-:'-'-:.:...,....'---"'-:..::."'c'-:- dt.

P

Ukait8, Ze (S, f') j e aetr1cky proetor.

H a v 0 d. PH ovilreni trojUheln1kove nerovn08t1 pouUjte

utah la + bl 1; I,al
+ Ibl pro a,bEl1•

1 + la + bi 1 + Ial 1 + Ibl

V1B tel [1rJ ' pi'. 8.18.

(b) Bud pel1 mnoZ1na koneene mry, tn' t alli'1t81ne tunkce
.:tna P. Potom in __ t na P, pravll kdyl l1J1l f(tn,t).o.

II a v 0 d. Bud E. > 0 a OBDacte An -[X6 PI \tn(x)-t(x)\ ~

E.
1 + E

-

( c) DdkaB impl1kace (~) •

Hecnt t
n

£1) t DB P.

BUdt8 tneS£(p), .ll(P) <: + co.

.lPotom t n ) t na ·P.
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• a v 0 d. Plyne a nerovnoeti

J Itn - tl « ftn- tl
1 + Itn - fl

P P

a a pfedelUbo 48.8. b.

!48.9[ Pfiklady.

(a) ~1atuje poeloupnoet tunltei, ktera konverguje lokalni etejno­
.irnl na P a nekonverguje atejnoairnl na P. Udejte pfiklady!
(K61e bit v tomto pripadl ADolina P koapaktn!?)

(b) Udejte pfiklad poeloupn08ti funkei, ktera konverguje bodovl na
intervelu (0,1) a nekonverguje 8tejnomlrni na iadn'a intervalu
(a,b)C(O,l) •

• a v 0 d.

( e) lx18tuje podoupnoet funltei, kter' konverguj e pedle airy ne Bl
a nekonverguje ekoro dude na 11,

I , v 0 d. Pro ••nE. a xE 11 poloite

{ 1, je-l1 m-l ,.:;; x ft;
m

f:(X)
n - II

•
0 v oetatn!ob bodecb.

Uvaiujte poaloupnoat 1 if, ~,
) )f l, f l, t 2 , · · • •

(d) ~ietuje poaloupnoet funkei, kter' lI:onverguje bodovl a nekonvergu­
j e v p:rdal:ru•

• , v 0 d. Poul1jte an..' priklady k Lebeegueovl viti pfi vyne­
eb&n! pfedpokladu 0 exi.tenei integ:rabilni aajoranty.

(e) Ukalte, Ie pfedpoklad kone~noeti airy v 48.8.e nen! podetatDj.

148.101 Cvi~eni. ZlI:ouaeJt. jednot11v' konvergenee ae 48.6 'Ie .~elu detinie
48.1 a 48.4.

C. IIftRICU KOIVIRGBIICI

148.11l ».fin1oe. Bua X nepr'adn' mnoUna a (D,LIM) konve:rgenee na X.

lekn.ae, Ie konvergenee LIM je .etriek' De . X, j ..tl1le ex1etuje

X takov', Ie pro viecbny poeloupno.t1.etr~:: ~ De

{x.Jn-l e X a xoe X
{xn)e», LIM xn • xo'

1014-7781
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/48.121 PH~lady.

(a) Konvergence podle miry je metria~a ne mno!inA tfid ekvivalentnich
mAfitelniah tunkai S (vi~ 48.8).

(b) Bud Jc 11 interval. Potom bodova konnrgence neni lIIetriaka
na mno!ine jP vleah tun~ai detinovaniah na J.

N a v 0 d. ProveClte aporam, bU~ (:I, If) pfialusnj lIletriaki

proator. Reaht ~c jP ~na~i ano!inu vleah apojitiah tunkai

na J. POtOIll ~ (u~aver v (5P'f») je prave Bl (tunkae

prve Baireovy tfidy - vi~ tema 12, oddil A). Dale

Bl • B2 ~ Bl• 'e , coi Je apor a dlll, Ie uavlir pOdlllnoiiny

lIletriakeho proatoru Je v!dy usaviana anolina.

(a) Bud I kone~na anolina. POtOlll bodeva konvergence ja aetriaka

na anozine :f' vieah realnjah tunkci detinovanYch na anollinli I.

vliech

Je proetorI,n po~et prvkd anozi117

(.) (t,g) -II&X It(x) - g(x)lpro r,ge:!'.
) xa I

je lIIetricki proator a poladovanYai Ylaatnoetllli.

PoloheB a v 0 d.

PotOlll (.f, f )
POllnamka. Je-l1

18olllortni aiD'

(d) IODvergeDce akoro dude Deni aetricka na lIIDolinli ,:f

B a v 0 d. Provedte ddka~ .poralll. Seatrojte poalonpnc.t tunkci,

ktera konverguJe k nule pOdle airy, ale nekonvergDje k nule akoro

vsude (viII 48.9.a). Pctoa poDiijte vlitn 48.7.e, podle ktere

~ tetc poaloupDoeti lIIdlete vybrat poaloupncat konvargujici k 0

.~oro viude v 11,

(e) BUd X anolina viech olllellenich tunkci na anozinli P. Dokallta,

ie etejnoaArna konvergence Je lIIetricka DB X.

- aup \t(t) - g(t)\.
t~P

(X, r) Je dokonce

f (t ,g)poloitet ,ge. X

Je poladovanj aetricki proetor

Pro

POtOlD (X, ~ )

UP1ni ) •

Bud X_£. (P) lIlDoUna vlech lebeaguecnky integrovatelnich

tunkci DB P. la X aavedae rovnoet ve aaya1u ekoro viude.

• a v 0 d.

( t)

potOlll konvergence v prdllliru je lIIetricka na X.

1014-7781
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B a v 0 d. Pro f ,gE. X poloUe ~ (f ,g). /1 f - g I .
P

!48.ltj Hlubli1 etudio proetoru (8, f ).

(a) 8 je linearn! (vektorovy) proetor (rovnoet ekoro vsudel).

(b) 8 Je uplni metrioky proetor.

B a v o d. BuCi {fn) cauchyoveka

Analcgicky jako v 48.7.e ull:aite, !e

noet {fDi}
a _oUny Aie P tak,

If n (e) - f (e) I -c 2-i prc
i D1+1

a pro

poeloupnoet v (8, f' ).
exietuje vybrana poeloup­

Ie ..ll(Ai ) -c 2- i a

ee:P'Ai•

...1
1

( FII: ) -c 2-11:+1Potom•

plat!

Polozte

Podle 48.7.as.v. na P.

~(fni,f) -- O. Tedy l1bo­

(8, f') obeahuj e lI:onver­

(v konvergeDci podle airy). Odtud

Odtud plyne eXieteDce.mefitelne funkce

tak, Iet na .p

volna cauchyoveka poaloupDoet proetoru

(impl1l1:ace

geDtn:! vybranou poeloupnoet

plyne tvr seD1.

(c) Proetor (8, ~) neD1 Dcraovatelni (tj. Deexietuje noraa

H • 1\ na Stall:,!e IIf - g U. ~ (f ,g) pro l1bovolne

f,ge S).

(d) Definice. BuCi (X, f ) metricll:y proetor takovy, ie _010 ina X

je liDearn1 (vektorovy) proetor. Ollnacae "+" : X X X-- X

a "." I BlxX~ X jeho algebraicke operace. ~ekneme,

!e (X, f) je metricky liDearn! proetor,. jeetli!e operace

"+" a"." jeou epojita Ilobrallen! na pr!elulinich kartellekych

eoucinech proetord.

(e) POIlDB.mIl:a. Uvedomte ei, ie ne kazdy metricky a linearn! proetor
je metrickym linearn:!m proetorem. (8tac! volit X jako anozinu
vlech realnich c1eel a f' jako diekretn1 metriku!).

(f) (S, f) je aetricky l1nearD:! proetor.
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"'*(s) PosnAmta. L1Detrni normovane proetory maji nhodni" otevrenich
tonvexnich aDolin. napr. talda otevrena to~e je tatova aDolin••
Ketricta linetrni pr08tory t~to vl.stno8t naau8i ait. Iapr.
(5, f) obsahuje pravi dvi tonvexni otedene aDOlinYl ~ a s.

Pr08tor (S. f) ma celou radu daliich "perversnich" vlaet­
nosti. Rapr. jediDim 8pojltim 11Dearnim tuntcionalem detinovani.
na S je nulova torma. V pripadi 11Dearniho noraovanehe proetoru
(X. n••• O) ee toto neadle prlhodit. nebot plat! na81edujici tvr­
Unil Pro taUa xe.X exi8tuje 8pojlt;; 11Dearni tunkoional t
detinovani na X tatov;;. Ie t( x) • II x 0 •

148.141 Posnamty

(a) Ki8tO 11 j8me mohll uvalovat obeona aetricta pr08tory a &18tO
Lebeagueovy miry v 11 t'l ab8trattni proatory a mirou.

(b) Lse tal saveat obecnijii tonvergenci v pra&iru 8tupnl ,p (p ~ 1)

utahe. lia {t - tIP • O. Kisto £, (P) pale doatane.e
n4o<' JI'n

P

I

obeenljii pr08tory

•

Odceni
predehasej!-

D. SYS!DY lUlIKC! UZAvABili RA LIllI!.! P!BCHODY

148.151 Defin1ee. Bua f 8yate. dech realD1Ch funtci deflnovanich na

neprasdd 1III0lini nell. leeht je na !:P def1novana tonver-

senee ve SJII7alu od8tavos 48.1. letneDle. Is aDoUna Yc!P je

8Y8t'. funkei ~avren;; vshled.. te tonvergene1 LIM. jest111e

LIM (DnY..., )c Y. tj. plati-l1 iapl1l1:ao81 {fnlc DI1Y oo

LIM f n • f ~ fEY.

Posnamta. POje. v;;ie deflnovan;; je sobeeninim defln1ee sY8te.u
~avren'ho vshled.. t bodove tonversene1 - v1s tame 12. odstavec 12.

148.161 Ov1ceni. Typraoujte cvlceni s odatave4 12.1) a 12.15.b.
12.1).a. 12.1).b. 12.1).c for.~ujte obeenljl ve aay81n
ci defln1ee'

kS.171 Ovlceni. V tlchto 8tr1ptech jete 8e 8ettali 8 aDoha a18taay real-
n;;eh funkei a 8 aDeha tyllY tonvergenoe...diet. 81 - veeltn pfiroseni ­
polol1t otastu. _da jaou jednot11ve tridy tlehto funkei ~avfeU7 Da
rdsne 11Jllltni preehody. 'fat napr. _j1stlte. _da plati lap11taee l
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f ====> f poloBpoj1t& 8dola,

<a,b>~ feBV «a,b»,

t -..n

t na III ==* f polYDoa.

f B.V.~ f mUitelna.

(a)

( b)

( 0)

(d)

f n6BV (<.a,b», f n~ t na

f n pOB10BpOj1t' 8dola (a,b),

f n polynolllY na Ill' fn 101l:~

fn .ii1tBln' v Ill' fn--
I

Uvidomite-11 B1, Ie v tichto BII:r1pteoh uvad!me shruba 40 ti!d
fUDII:c! a 10 typd konvergenc!, mdiete vytvoi1t 400 ota8ell: a jej1ch fe­
ien! a1 8na80rn1t 'Ie formi "holl:ejove tabulll:y". Zj1at!te-11, Ie nikte­

ore ayatemy nejaou usavfen' na j1ati typ lI:onvergence, adlete hledat Di-
II:ter' doplnuj!c! po&a!nll:y, sa jakich ae usavfeDim1 Btanou.

148.18 IP08naaka. Daf1Dujae naaleduj!o! ByBt'my'

r o• {ayat... vlsoh re&lDjch funll:c! DB <0,1) , ktBre jBou
sprava apoj1U v lI:aU'. bodi < O,l)} ,

30• [syaUa deoh ioe&lDjoh funll:c! DB <0,1>, jej1chl bOdy
nBBpoj1tost1jsou pOllSe l.druhu},

rl (resp. jl) • {vieChDJ bodove la1ty pOBloupnoBt! fanko!
s r o (reap. 3

0
) } ,

r2 (reap. j2) • {bOdov' 11a1ty pOBloupnoBt! fankc! 8 r l (reap.
jl») •

Lae doll:uat, Ie Bl~rl~31 ('Its ColI:e S. Reed. P01ntwise lim1ts of
aequenoes of funct10ns, Pund. Kath. LXVII, 1970, 183-1'3). Visledll:y
pravi c1tovaneho cl&atu spolu B prao! C.T.Tucker, Lim1t of a sequence
of funct10ns w1th only oountably many p01nts of d1scont1nu1ty. Proc.
Amer. Kath. Soc. 19 (1968), 118 - 122, imp11kuj! B2• r 2 • j2'

II. SPOJITOST LIKIU! PUIIKCII

148.191 Lokalni atejnoairna konvargenoe v bodi.

(a) liell:neme, Ie pOeloupnoet fUDkc! [fn) def1novaDjoh na lDDol1ni

KC11 konverguj e k fl.Ulk01 f loll:alni etBjnomirni v bodi

E. > 0jeat111e 11:8 kaldemu

o tak, Ie pro viechDa

Xo + cf) n - plat!

xo~. vshlede. k lDDol1ni -,

existuje noE: II a J' :>

a pro dechDa x"" (xo - cf
\fn(x) - f(x) I <. E •

(b) PoaloupDoet tfn) konverguje k fankc1 f lok&lni stBjnomirni
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•

n ;;0 no adieJlle naUst J > 0

xE. (xo - tI. Xo + d)nX

na 1nter9alu (a,b), prage Edyz f n Eongerguj1 E f 10Ealne
atejnomerne 9 EddeJll bOde 1ntervalu (a, b) (nhledeJII E (a, b».
DOEdtel

R a 9 0 d. Becht f n Eongerguj1 10Ealne atejnoairne 9 kazdeJll

bode. holte EOJllpaEtni JllDoz1nu ICc (a, b) a e. > o.
Bua XOE IC. lIa18llnete d(xo) > 0 a n(xo)E 11 tak, aby

Ifn(x) - f(x) I < E. Pl.'O Ylieehna x IS (xo - J' (xo), X o + J'(xO»
a viechna n ~ n(xo). ZhjJlle ICc: U (xo-d(xo)' X o +. J(xo».

XoalC
lyn1 pouz1jte Borel09u getu.

(c) lecht f n kongerguj1 10Ealne atejDoairne k fUDke1 f 9 bode

XoE. X nhledu E x. Poto.. fn(xo) __ f(xo)' dokaitBi

PunEee f n 1 X ,1--_) aretg DX Eonurguj1 9 bode xo• 0.

ale netongerguj1 lotalne atejDOJllerne 9 bode xo • 0 9shleda.

til•

148.201 Zpola atajDOJllerna tongergeDca 9 bode.

(a) ~eEnellle, Ze poaloupDoat fUDke1 t fn} def1n09aDieh Da DoUDe

Xc 11 tonurguje t funEC1 f apola atBjnomerni 9 bode xo£ X

'IIlhled8JII t x, jeatlUe te Eaideau Eo> 0 ex1atuje aoe.

a naaleduj1e1 91aatnoat11

Pro tazde pi1roseni aialo

( J' ~ J' (D. e.» taE, aby pro

platllo Ifn(X) - f(x) I < e.

;
-I

( b) Becht f D
nhledeJll t

deJll t X.

( 0) POloite

falx)

( d)

1014-7781

tonurguj1 t f 10Ealni atBjnoaerne 9 bode Xo E X

X. PotOJll Eonverguj1 zpola atejnoJllerne 9 Xo 9shle­

Dotdtel

/0 pro xa(-oo.0>U<2/a.+oo) •

• -- DX pro XoE (O,l/n).

~ 2-DX pro x 45 < 'l/D.2/n >. -
ZtoUJllejte 10talDs atejnoJllirnou a spola atejnoaernou tongergeno1

poaloupnoat1 t f u) 9 bode xo• 0 ..shledea till'

laoht f n tonverguj1 spola atejuoJllerne t funtc1 f 9 bode
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%ocoJl nhlede. t Jl. Potoa fn(xo) ) f(%o)' dotdtel

(e) Pololae fnlx~ VIX\ • POtOlll {fn) ton...erguj:! bodoYe

t charatte1'1eUot' funto1 BOUny 11" l 01 a netonurguj:!

k n:! spola etejnolllirne Y bode 0 vshledam til'

(f) Bud f n oharatter1eUoka funkce lIU10Uny (O,l/n)nR.

Potoa poaloupnoat f n netonverguje spola 8tejnOaerne... 0

( ... shledea til) t ladne funkc1.

148.211 SpojitoBt 11a1tn:! funkee.

(a) Iechi lfnl je poeloupnoet funkc:! na (a,b) .poj1tych v bode

xoe(a,b) a nechi f n - f o na (a,b). POtOlll funtce f o
je apoj1ta v bodi xo' pra...e kdyl f n kon.... rguj:! k f o spola

atejnoaerne v bodi %0 vshledelll k (a,b).

E. ;> O.

lalunite nl- • tak, aby pro n "" nl byle

\f.(xo) - fo(xo)\ -c e./) (konurgenee) a J;,> 0, d1 > 0

tat, aby \ f 1(x) - f 1(%0) \ < 1E./)

pro %e(xo - ef1 , X o + d'1)' 1.0,1,2, ... (apojitoet).

Poloite d'(D, E.) • ain ( J;;, ~). Pro ddkas opacd 1JIIpl1:-

kaoe poul1jte naeleduj:!e:! le"a, jebol ddkas nalesnete v [D II] ,

dodatek, § ), ... ita 247.

LellUlla. .echi lfn) je poeloupnoet realnjeh funke:! def1novanyeh

na intena1u (a,b) epoj1t,foh v bode xoE(a,b) a necht

f D ) f na (a, b). Potelll funkee f je apoj1ta v bodi xo'

prave tdyl plat:! podlll:!nka (P):,

(P) B:e taidelllu e. > 0 eX1etuje nel a J > 0 tak,

Ie pro l1bovoln' xe (xo - d, X o + eI) plat:!

\fn(x) - f(x)\ -c E- •

(b) Zpola etejnolllirn' 11Jll1ta 8poj1tyoh funkc:! v kaldelll bode 1nter...alu

(a,b) je epoj1ta funtee.

(e) Lokalne atejnolllirna 11Jll1ta epoj1t,feh funke:! je apoj1ta funkce.

Proatudujte e1 tel (D II), dodatet, § ).
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P. IOITIRGBlC;I Y DjLCI A VI VARIACI

Oalllvl a oanaCSen:!.

Blld P I <a,b>~

b
VP • Y(P) •

a

la 12 IIva!IIJ_e

12 a polo.e

1l0r_1I II. U

vadaoe fllD.ltoe f nil <a, b >
Pf I x ~ (x.f(x) ]

f na intervalu < a, b > •

Itde ~ .' {DI D. La • Xo -< :1:1

leoht f: < a,b>~ I r . B~ Vt

(via tea. 19) a Lf. VPf, Itde

Lf Ilaaivaae d'lltou grafu funkoe

< ••• < •

•

148.23\ PoaDAaka. leoht funltoe f ... v inhnalu < a,b > epoJitou ded-

vaoi f'. Poto_ plati
b

Lt • f II + [f'(x)]2 dx •

a

(Yis [JI) .i

L..... Pro libovolllo11 fllD.ltci f I < a,b>~ 11 plat:!

(b - a)2 + (Vt)2)t .e;. Lf E (b - a) + Vf

I 8. v 0 d. Pf:!ao a definice Odvcdh vatah Vf 1$ Lf => (b-a) + Yf.

Z HDlderovl nerovnoati (via t'aa 44) odvodte pr~n.aaporna CS:!.la

1.1'~,Bl.B2 nl1'ovno.t (1.1+~)2 + (B1+B2)2) "
1- 1.
2 2

~ (1.1
2 + B1

2) + (1.2
2 + B2

2) odtud doltaite 1ndultoi pod1e 11

pro Itaid' nEI a Ileaaporna CS:!.la aJ,bJ, J.1, ••••n n.rovlloat
1 1

( i a
J)2

+ (Z b
J)2)2

~ i(a/ + ../)2 .
.1.1 .1.1 .1.1,

Dlla1ed.lt. lInoi!1na BV « a, b» vl.oh funkc:! a koneCSnou variao!

.1' totoinli. a anoi!1nou tunkoi. Itt.r' JI8,1i graf Iton.lln' d'lkl.

\48.251 OdCSan:!. S.etro.1t. poe10upnoet fmll:oi {fn) def1nov8l1ioh

Da 1Dterva1u < 0,1> talt, aby f~ f. Vf • O. Lt • 1.
11

Vtll --+ + 00 , LfD~ + <>0 •

27566 P24
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148.26 1 CdeeDi. ROlhodDite 0 platDo.t1 Da.l.dujicioh 1apl1kaoi:

(a) (VfD - Vf) } (fD
) f) ,

( b) (Lfn ~ Lf) ~ (fD
) f) ,

( 0) V(f - f) '" ° ; (f ~ f),D D
(d) V(fD - f) -- ° ) (fD

) f) ,

( e) { V(fD - f) ~ °,fn( a) ) f(a)} ) (fn ~ f) •

148.27 I Vita. ••chi f D
, f DB <: a, b > • Phdpoll:18dej..e, Ze f

je lI:on.tantm. Poto.. plati

(Vfn ) Vf) : ; (Lfn ) Lf).

• a Y 0 d. PouZtjte 48.24•

148.281 Cdeem. Seet~ojte poeloupDoBt {fn} abBolutni spoj1tych funkci

def1noyanjch na 1nts~Yalu <0,1> tall:ovou, Ie plati

( 1) f n
, f,

( 11) f je abeolutni epoj1t8,

(111) VfD~ v«,
( h) Lfn~ Lf.

I a v o d. Volts napi'. f(x) • x, xe <0,1> a funkce f n
..onotoDDi - hliem sDadno DalellDste, DBe~tnste-11 ,1 ob~allek.

•

f
D

\ 0,

f'~ 0,n
Lf

D
----) QO

148.291 Cv1eeni. Sestl'ojh pOelOUpDO.t fUDkci t f n) taltOYou, I. plati:

( 1)

(11)

(111)

• a Y 0 s, Ia iDte1'Yalu < l/(D+l),

f n I l/(n+l)~ 0, IfD \ :s: lIn,

lIn>
lID
Vfn >

l/D+l

.e.t~ojte fUDkce

D, fnll/D~ 0,

p~o x1- <l/(n+l), lIn>

nlu <l/(n+l), lIn> •

a ex1.tuje f' na iDts~­
n

148.30 I Ov1eeni. s..t~ojte po.loupnoBt funll:ci lfn) def1DoYanjch

DB 1Dte~Yalu <0,1> 1iaIl:Ovou, Ie pla1i!1

(1) f n - e,
(11) VfD~ Vf'

1014-7781
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(111) V(fn - f) ~ + 00 •

Ii a v 0 e. PoloUe {fn) charall:teriBtioll:' fWlll:ce jednobodov'

IIlDOUIIY t lin). tato poalol1pno.t ... potfoebne vlaatno.U.

148.311 Cv1ceD!. 8..trojte po81ol1Pnost fWlll:c:( t f n,\ detinovan,fch

na 1ntervalu < 0,1 > tall:O"Iol1, Ie

( 1)

(11).

(111)

f n ~ s,
Lfn t Lf,

L(fn - f) ) oc>

148.321 Patouovo le.... liecht f n t f DB iDt81'valu < a, b > •
POtOIll plat! 11r&1Dt Vfn ~ Vf, lia 1Dt Lfn <l< Lf.

n...iJ:DO J1~DO

a 11bovo1n' dilen£ D

a bu~a < (>C> E > O.

•a - e.

lieohi lia 1nf Vfn •
n""-

POtOIll uistl1je no £ Ii tall:, ie pro

plat! III

2\fn ( XII: ) - fn(xlI:_l) I ;;l
11:-1

Ii a v 0 d.

Odtl1d p1;Jne tvueD!. Ana10g1oll:;J dOll:ai.ae drl1hou nerovno.t.

148.331 DefiD1ce.
V df

(a) f n
)- f< >(fn~ f) et (Vin -+ Vi),

L lit)( b) f n ) f< (fn ~ f) et (Lfn- Lf),

BV df
( c) f n ~ t .. ; (fn- f) et (V(fn-f) __ 0),

8L df
( d) f n t f ( ~ (fn---+ f) et (L(fn-f)~ b - a),

V df
( e) f n ===1 f < > (t ~ f) et (Vfn~ Vf),n

L df
(t) f n

, f ..
>(fn~ f) et (Lfn- Lf),•

8V df
(g) t n ~ f , > (f , f) .10 (V(tn-f)~ 0),n

8L dt
(h) t n

, t < ;. (tn ===-1 f) et (L(tJl-t)- b - .).

1014-7781
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( b)

PO&nUaQ.
5V 5L ~ 5L

(a) (fll--; f)~ (fll --; f)<:::;=~) (fll ====* f)~ (fll~ f),

SV L
(f ---4 f) ===;. (fll~ f),

11 .

( c)

148.351 O.llallell:!. Punltc1 .t~ , pfislu.inou k funkc1 t a dUelli

D. { a-xo < xl < ••• <xn-b}, def11llljellle tall:to:

-if 3e lilleun:! IlS lI:ald'. 1IlterYalu. < x 1_1,x1 > , 1_1, ••• ,11 aD

f(x1) - .£~ (xl)' 1-1, ••• ,h.

l'unkc1 .1 ~ u.idae po llastech 11lld.rn:! upeancu. fUllll:c:! funll:ce f.

pf:!eluinou. II: dilelli D. (PolI:ud Ilell:! dilell:! D pro proY'din' dyaby

podetat~, pile.e pouse .if lII:!Bto .£~).

148.36) tu.eni. Hecht fe BV( < a. b ». Potu u1etllje poelCu.pn08t

po ll'etech 11llearn:!ch upenich fUllll:ci ...e~ funltce f tall:, Ie

plat:! .-t~~ f, .l~ L) f.

• , Y 0 d. Bu.a P hU.8t' epoll8t_ podlllloUna 1Iltenalu. < a, b > ,

ktera ob8ahllje yiechDY bod1 ne8p031t08tl funll:ce f. Sestrojte poeloup­
DO

n08t dUen:! { Dn J tall:, Ie U DIl - l' a dale 8..tr03.e funll:ce
11-1

l~n pf:!Blu.id dUeni Dn • toto 3e hledan' .p0810upnoet.

v ~ f) •

• a Y 0 d. ZTolae ~ > O. Poto. ex18tu.3e po ll'8tech 111leun:!

funll:ce .£~ Tep8ana funkcl f tall:, Ie plat:! L.i€ > Lf - E. •

Pf:!8lu.iu dUm:! D Ileoht 3e urllello bod1 a-xo < ••• <~ - b.

O.llalliae (lIIU8iae yialt ul:!t podrobni3i:!ho o.llallen:!):

L(,e~ , < x1_1,x1» - L1 , L(f, <x1_1'x1> ) - L1 - £1'

Ullt:!a pfedoha.e3:!c:!ch Tieledll:~ obdrli.8
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pro "Ieohua doata-

("is d.a 44)

Xi
Vlfn) ~ (Li

2

%i-l

h.ml .,.lka n. "pra"ou a poul1d.. tlUderO"y nernnoaU

obdd:!D Vfn ~ Vf + 2 ( £ Lf) + 2 e. •

Odtud a a odata"oe 48.)2 plyne "dan' t"raen!.

148.)81 C"iCSw. S..trojh podoupnoet fUDlto! {tn} defino"an.tch D&

intenalu < 0,1> talEOYOU, Ie plat!:
V(i) t n ~ s,

(11) tn=*f.

R a " o cl. Polotte

E.
pro x£ (lin, 1> ,

tn(x) • pro ]I: • O.

lineun! jinde D& (0,1).

\48.)9:1<1 Vita. Reobi fn,fEBV «atb:» , f je epojita D& <a,b> ,

V ) f.
V

t n Poto. plad. f n
;>,. t.,

\48.40*\ Vita. liechi fn,feSV «a,b», f je .ingulun! tunltce (tj.

fankce, jej!i deri"aoe Je ro,,_ nule ekoro "iude).

POtOIl (tn L lo f) < >(tn V ~ f).

148.41*\ Vita. Rechi tnaBV «a,b», tElAC «a,b». Poto. plat!

Posnamll:a. 0 ddltasech poeledn!ch d"ol1 "it a 1'6bec 0 Uohto 1I:0nYer­
genc!ch ae CStenaf IIdie pod.tatnl ,,!oe doCS!et " CSlano!oh:
C.R. Ad&lla - J.A. Clarkaon: On oon"ergence in "ariation, Bull.AIIer.
Math. Soc. 4C (1934),
C.R. Ad&lla - H. Lewy: On con"ergence in length, Duke Math. Jour. 1
(1935),
A.P. Morae: Con"ergence in "ariation and related topice, Trane.
Aller. Math. Soc. 41 (19)7)

a v M. lean!CSell:: Diploao"a prace s roku 1970 (MFP KU).

148.42 I Probl'ay.

(.) ZlI:owaejte usa"fenoat rdsD$ch eyate.d funll:c! vshledell ke kon"er­
genc!ll defino"an.tll v tOlltO odd!le.
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(b) BepoBorDi c~ln" b1 Dohl pfehllldnout hned prYDi gramatickou

yi~u Y tOD~O odd!le (pfedpoklad'me odaocnlnoYou norau Y B2')
• UD by Dohl lipatDi dopadDout. ltonTergenoe .de detinovane

3eou .aYlelli Da volbi noraJ Y B2 (1 kd1i yliechD1 t1to normJ

3eou ekY1Y.lentni)I Je moino ee 0 to. pfeeYidcit napr. Baye­

dena noraJ In •In I (x,1]~ I x, + 11' •

v tORtO pfipadi pro kaldou poeloupnoet t t n} napr. plat!,

(t. V , t) ( . ; (t
n

L) t) ,

(poroyne3te I odst.YOI. 48.)7 • 48.401). Ok..ii~i se ted1

naekita3i naeleduJici probleaJ'

(i) Pfi k~erll Dorai Y B2 3sou yliechDJ konyerglnce detino­

yenll Y ode~aYoi 48.)) ekYiYalentni?

(11) holaen.B(1<n<8). n

Tergenoi • odltayoe 48.)). Pft

t1to konvercence ekYlYalentni?

pnni noleDich kon­

k~erll DorDi Y B2 3sou

1014-7781

(lii) "Obraceni (li)", t3. uka••~. ie prayi pfl ~akto .volene

nor_I Y B2 3e peyni .yolenich n konyergenci ekyiya­

len~nich.
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T j II A 49

Obsah: A. Detiniee a aak1adn! Y1astDosti.

B. 'ourieroya transtoraaee.

A. DBPIlIICB A ZAltLADlt VLASUOSTI

j49.1 I Detinies. Bua lie 11 lIlU'itelnli. JIIJloUne, Becht 1 S P e + OQ •

SYlIlbolelll £ p(lI) oanellllls lIDOiinu dech aUitelnieh (obeeni koaplex­

nieh) tunkei Da II, pro nii L.b••guedY integral ~ltlP konyergu­
K

je.

Pro

lIisto ~p(ll)

t G.;e (II) polomep

piSae krate. ~.

IIt II p • (~t Ip ) IIp •

je lins~Di (oo ysktoroyy) proator

CYillen!.

(a) Ukaite, ie anoiina ~p(lI)

(pri jakych operacich?).

(b) Ukaite, Ie aobrasen! t 'I--~) IItllp. aa Ylastnost1:

(i) t • 0

(11) II t + gllp

(11i) IIctllp ..

a.Y. -; ; Iltllp • 0,

~ IItllp + \lgllp ,

lei. fttllp

149.31 Posnaaka. PoloUae-l1 )l>p(t,g). IIt-gll p pro t,ge;t'p(lI) ,

u tunke. Ifp "skoro" Ylieehny Ylastnost1 lIletrik;Y Da £p(lI)

(nikdy se fika, ie fp je pseudOllletrika). Protoie Oyl••

~p(t,g) • 0, praYi kd;yi t. g skoro ylnde DS II, D.tyofi dyojice

(~p(II), fp) .strickY prostor. ZaYed..s-li DS ~p(lI) tfid;y
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ekvbalenee wf '" I, prl:,i kd;V1 f. I e.v. na II",

a o.na~!ae-l1 symbole. Lp(M) aDol1nu vgeeh ekv1valentnfch t~fd

• ~p(lI) a def1nuj ..e-l1 "vhodni" .etr1ku na Lp(lI) , doetane.e

j1l aetr1ck, proetor (dokonce Banaahd.)., Provedte t;vto uvah;v po­

drobnil a prechnil, kl.lpffkladu podle [J II), kap. XIV, ~ a.

149.4 I C.1~en!.

(a) Ukaite, Ie eou~1n dvou funkc! S ~p(lI) ne.l.Is! j1! leiet

v ~p(II).

( b) Z Hlllderov;v nerovnoet1 (tlma 44) ull:aite. Ie pro fE~(M) ,

ge£'q(lI) , II:de 1- + 1 1, je f.ge:~(II)• ap q

nf.gU l ~ II flip • h1lq. V dali!. ukale.e, jak definovat wIlOU~in"

f@g funke! f,1 tall:, ab;v f@ ISJel pro e, I e-.:t'l·

149.51 vr-ta. BUdte f, le~l' Poto. pro e.v. xe.1I1 leU funll:ell

l' ) f(x-1)1(1) • ~l' IIdle.e ted, pro tato x definovat

funke1 f @ g pfedp1ae. f @ g(x) • J f(X-1)I(y)d1.

- III

Funke1 f ® g (kterou v bodeeh nulov' mnoUn;v, kde neni definov&na,

dodef1nuje.e hodDOtoU nula) nas,v"e konvolue! funke! fag.

DolI:alte dale, Ie f @ ae~ aUf ell al11 ~ nfO l • \!gill •

• a • 0 d. Dokalte nejdHve, Ie funll:ee [x,,)~ f(X-1)1(1) je

aifitelna a 1nte~ovateln& v 112 (napf. poaoei vilt1 0 llubst1tue1).

Poto. ui1jte Pub1n1ovu viltu.

149.61 Ovillen!. llII:aite , ie konvoluoe aa tlto vlastnost1l

(i) f®g • a@ s,
(11) f@ (a @ h) • (f @ a) @ h.

(111) (DC f + ~I) @ h • o<.(f @ h) + ~(I @ h)

pro vieahna f.l.hE~l' DC. ~ e ]Ii'

149.71 Posn&aka. 1ID0i11Ul £1 je ted1 1I:0.ubt1.ni oll:ruh (dokonoe tn.

Banaohova algebra). Za ad1t1vu! operao1 bere.e ob.,11:1' e~!t&nf funke!,

sa ault1p11l1:at1vu! operae1 bere.e k08volue1 (Jail: je to 'e sllftania

1014-7781
- 376 -



f veamite charakter1et1c­

J> ° je avoleno tak,

v "nepf!jemDich" bodech? - poaor na pojem akoro v§udel). Vsn1ka

otazka, ada ex1atuje mult1pl1kat1vn! jednotkovi prvek, tj. takova

fgnkce . uG21, ie u @ f • t pro viechna fe.:t'r

149.8 l Cv1eeni. Algebra ~ nema mult1pl1k:at1vni jednotkovi 'prvek.

I a v 0 d. DOkaaujte eporem. Za fgnkc1

keu fgnkc1 1ntervalu < - J, cf>, k:de

2d
aby J lui < 1.

-2d'

149.9I Spoj1toat k:onvoluce. lecht fgnkce g je omeaena a aif1telna na Bl
a necht t e ~. Potom konvoluce f @ g (def1novana jako v 49.5,

nepfedpokladame ade g ",21) je etBjnoairni epojita na 1 1 a

eup If ~ g(x) I ~,UfBl • aup /g(x) I. Dokaltet
xes Bl XES 11

I a v 0 d. DOkaite nejdf!ve tvraeni.

1014-7781

'If E- > °3J>° 'If h (I h I < J =}Jif( t+h) - f( t) I dt < e ),
11

pouZijtek tOlllU napf. poanatku, ie epoj1t' funkce e kompaktn!a noBiee.

j sou "hueU" v ~, pfeenij1. ks kaldou 1'1, > ° a ke kald' fgnkc1

fe~ mdieme nalbt apoj1tou funko1 7' a kompaktn!a noBiee. v 11

tak, ie flf -.fl < E-

II

PoanOil:a. Bud p > 1, q takove, ie ~ + ! . 1. Vyui1tiap q

Halderovy nerovnoat1 a poui1ti. vity, podle ktere jeou spoj1te funkce

s ko.paktnia nos1ee. "huste" dOkonce v ~,lae vyslov1t vAtu.

Hecht fe .:t'p' g e~. Potoa konvoluce f <!l g je atejnollirni

spojita a aup I (f @ g)(x) I ~ I\fUp • OgUq•xesBl
PoanOil:a. liktef! autof1 def1nuj! konvoluc1 viraaem

x
J f(x-t)g( t) dt, kteri doataneme II, def1n1ce f ® g uvedene v 49.5,

°uvaigjellle-li funkce f,g 1dent1cky rovne nule na (- 00 ,0).
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Budou-l1 t, g spoj1ta tunkce, ada se j1sta, Ie tato nova konvolu­

ce tunke! t, g bude tunkoe velm1 roaumnjeh vlastnost!. Froto je

pi'ekvapuj!e! n9.sleduj!e! visledek tv. Judk, Fund. lIath. XII 1951,

etr. 58-64]: V metr1ck'a prosteru -e x <e vSech dvoj 1e (t ,g]

tunke! t, g spoj1tieh na < 0,1> s lIIetrikou

tak, Ie pro tunke1

00, Dh(x}. - 00

ex1stuje mnoi1na II prvn! kategor1e v
, x

hex) • f t(x-t}g(t}dt je Dh(x} ....

o
pro kalda XE><O,l>. poltud [f,g] IE (e x ~ )' II. Lze nade seetro­

x
j1t spoj1tou funke1 f tak, Ie pro funlte1 h(x}. ~t(X-t}t(t}dt

o
je Dh(x} .... 00, ~h(x}. - 00 pro kaida XE <0,1 > •

B. l'OURUROVA fRAISl'ORllACI

V dali!a ee budellle aabivat tav. Pour1erovou transforase!, ktera

je obdobou Pou.rierovich fad•.

Def1n1oe. Bu.!

....
fey}

t eoSe1 • DetiDujellle funkc1

• V2~ !f(X>e-1x7dX pro

11

A

f Da 11 pfedp1s..

,.
Okaite kerektnoat defiD1ee I ZobrauD! f ...1-~, f se nasiva

Peur1erova transformaea. Vyavitlete v.tab Four1arovy

a Four1erovieh fadl (Pro DC, ~E 11 ae daf1Duja

• ao(; (eoa p + 1 ain ~ }.)
•

transfor_ea

e'" + 1~ •

Pete. fUDkeelsJIJIa).· Bu! ff!< 2 1,

"11 a 1111 If(y)1 • O.
Iy'-'oo

reaUJl!.a Dasleduj!e!,.0"1111 If(y)\
Iy'-+oo

Vita (tav. R1amann-LebsaSueovo
A .

f je atajaeairni spoj1ta Da

(Symbel..
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,.
I t( y) I < e ). )-

Porovnejte t~to vitu a Riemann-Lebeeg~eovym lemaatem s taor1a Po~­

rierovych fad ( [. J II], leap. XIII, § 4, vHa 161).

II a v 0 d.
/I /I

K odhad~ rosdilu t(y+h) - tty) vyuiijte nerovnosti

Isin ~ \ ~ I~l. Pfi ddleas~ druheho tvrseni pouiijte navodu

s odstavc.e 49.9 a utaJ;l-~ f(y). - V2~ f t(t - ~)s-ity dt.

111

149.141 Posnll.mlca. Po~r1erova transtormace t I-I-~)l t jetudH sobrauni

mnoUny £1 do mnoUny e., leds ~o js system vSech apoji-

tych t~leci g na Ill' pro nii lim Ig(y)1 • O. Ulealts, is toto
Iyl~oo

,. 1
sObrassni je linelirni a omssene (tj. aup It(x)l~ I~ IItUl ).

x"111 r 2:lt

Lse doleazat, ie Pourisrova transtoraacs js dokonce proste sobrasanf
/I

proator~ Ll do 'eo' je-l1 toUI t '!t 0 na 111' je t. 0

s.v. na 111' Je-li doltonoa te£l' potom pro s.v. x cE lIl

tex) • V2~ Jf(y)eixYdy (co vlaatni foilta poslednf vita?).

111

o tiebto probl'mseh ss viee dosvits a! ve vyiiieh rocnieieh pii pfosd­
naikach s tunltoionalnf anal/sy a tsoris transtor.aei.

149.151 CVicsni. Doltaits naslsdujioi tvrssni.

t,gE~~
.--:--... " "(a) Pro je t @ ". t • g.

( b) BUdts t,gG.;t'l' Poto. Jrg. It "g.
11 1

A
(e) lIajdite Dutnou a poatacujiei podainleu Ie toau, aby tunlcee t

byla Hcb'.

(d) BUd tecSC'l' g I X I )I -1x t(x), neohi gE.:t'l' Potoa

(?), "• g.

II • v 0 d. Poul1jte Lebesgueov~ vitu 0

e1.xh _ 1
tegrale. a vyui1jte odhadu h

lia1tnia pfoechodu sa in­

I ~ Ix I

1014-7761
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( e)

POtOlll

t e£l je abeo11ltni Ilpoj1t8. na 11, necht
/', ,.
t (y) • 1y fly) pro "liechna yE 11,

H a • 0 d. Ukalte nejpr.e, Ie

1ntegrace per parte.. Mdle bit

funkce f ze.laben?

11l1l If(y)' • 0 a pOIli1jte
lyl~OO

pfedpoklad sbsollltni Ilpoj1tost1

1014-7781

(-?) je
A

( t) Ukaite, Ie pro tllnkc1 t I X~ exp f • t.

H a • 0 d. POlllOC! (d) dokalte, le -b- [f(Y) exp ( ~2)] • 0

ns 11,
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Obecna aifi~e1noet

Obaah: A. Syat'ma alfite1nich fUDkc!.

B. Vstahy aed .t: a m
c. Vlaatnoau A v aavia10eU Da m.
D. Vlaatnoat (W).

150.1 l Jlotinee. llecht f 1 (P, ~ ) ~ B1 je rd.1n& fUDkce ns aetric-

k'a proetoru (P, f)' ZopakuJte def1Dici epojitoeti funkce f s vl­

t::H ·PUDkce f je epojUa Da (P, ~ ), pravl kdyl pro kala' Qe B1
jaou anoUny .c(f). {xotPI f(x) > e },

Jlc(f) • {XiEPI f(x) < c} otevien'."

Ukaite nB pHkladl, Ie otnrenoet lIDoiinIlQ(f) pro vhQhDa QEB1
neata~! ke apojitoati fUDkQa f.

Pfipoaente definici funkca po1oapojit' ahora, sdo1s (via t'" 10).

Dale vyalovta rdlD' akvivalentn! foray definiQa jP-.liite1Djch

funkc! fIX - B1'

anolin, pficami g,
Defidee. Becht

jeat1Ue (X, Y' 't"-) je

X je _oUDa, 3Jt c: exp X

X€.m. OaDa~e

proator a a!rou.

ayat'. jej!ch pod-

M-aUueld,

pro kald'

pro kald'

o}) ,

Hkej.e .::s.::d.:.o1:;;a~--=-.:....:....::.:.:;,;;;.,;".;,_~

1\*. I';tt. {..a. .J.l.(31l). f 1 X-'+B1 1 .0(f)e3Jt

(kde 1I0( f ) • f-1 (0,+ 00» • (X€,XI f(x) >

• Ab(JJt) • {f 1 X--'» III 1I0 ( f )€. J1C

A(J}t) •.~ n A~ .

PWlltc!m .. ayaUmd it, A" ,11
ahora m-aUUe1d, JJt-aefiteld.

A~

A.

1014-7781
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\so.31 PfikladJ.

(a) Kechi 1 je _oU.na, ~OE1. PoloiJae

(e,et'. Yiech podaDolln _ollDY

e prudnou _oUnou).

X obeahujici bod xo epolu

(b) _echt I je aDoilna yiech pflro&enjch aieel,

11t. (~c 1( I Y je konean.. nebo I" Y je konean.. }

(algebra genuoYan" e,et'•• Yiech koneCSnioh pod_olin _ol1DY I).

])okaUe, Ie tunkCle t .leU Y e)'eU.u A~ ,pl'll.Yli II:d)'I plattl

exletgJe 11& t(n). L (Y~aetni al neYlaetDt) a
n~oo

bUC1 (1) exletuje koneana &DollDa Kt tall:, Ie t(n) ~ L

pro n4~,

A~ a AObdobnli oharakterl&ujte elet'.,

nebo (11) ex1atuje lI:onean.. &DOUna

pro n1 lit'

lit tsk, Ie t(n) > L

•

( Y)

( iY)

Roahodnlite, ada plati na81edujio1 tyraeDtI
. /\# • 1\ ",(111) 1. J.. 11-

", ON: I\*' 1\"• .....1.1. ===i» t + gEll. ,

e, &~Jf ;> t • gE A".
(0) leChi X je neepoCSetna _ollna. Pololte

m. {.lC".X I A je koneW} u{x}.
CharakUrlsujU elet6tQ' g,.A~, Ii. .

(4) leCht X. < a,b > , neCht m je e)'eU. deoh intenala

(reep. oteYf.njoh, reep.

bod a (a ~ '" m).
Oharakteriaujte e)'et..,

uasYfenjch Y < s.b», obeahuj1c1oh

1014-7781
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""B. VZTAHY IIRZI .l1. A m
V tomto odelilu 88 pokueim8 obJaen1t v&tah me&1 mnoi1novym1

v1aetno8tm1 8yetUU m a algebra1okym1 c1 konverg8ncnimi vla8t­
,,#

no8tm1 8y8toSmu ....1. •

Aem

Supr8mum a infimum v

prav i Itely I

pravi Itelyl

~~m

.If
m1n( t ,g) e 1'i.. •

AuBeJJt.

8Up fnEJi'"' ,
neB

11J4X( f ,g) e fl.#' •

charakter1etiokou funkoi mnoiiny A),

k e 0 ) k feA
ft

(plat! i pro It -c 0 ?),

f ~ 0 ;-. r2EK ,

kell )f+ItE.J(,

lteRl ; lIIalC (f,It), min(f,lt)ell" •

A4t
•

pravi kely!

f,geJr( 0)

(a) f,g~./l# >
A.BelJ'l ~

(b) fneA# ==;}-

( 8)

( d)

(b)

( c)

A.B4tm ~ A()Bem.

fneA#' ""( el) J8etl11e ; in? fr{c.fl ,
neB

~nem
"'0

potom >nAeJ3'l
n.l n

( e)

( f)

Ultalt8 na priltlaeli, 18 tvr&8ni (el) n8ls8 obrat1t.

fnE.A"* ~ 8Up fn' 1nf f nell , pravi kelyl
lIEB II<iB •

150.61 Limitni pr80hoely. B8chi r

1014-7781
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na 1lIl0line X 8 vlulon08t! tnG: r , nel ~ 8Up til' 1nt tiler.
nel MI

Polo oa p1a1ii

(1) gllEr 11.a1 8Up gil - g ===J> gtar ,

Suer
,

gtar(11) 11.a1 1n! gil - g ~

(111) gllEr 11.a1 gil - g ) ger •,

(a) Pla1ii (7.1) ===> (7.11)~ (7.111), tde

80u681o Y ~.

I a Y 0 d. (7.1) ~ (7.11) dotalloe poaoc! ety1Ya1ence

f(x) +g(x) > c ( ; exhtu.1e rEi. R loat, 18 f(x) > r a

g(x) > ° - r.

(b) Utalloe na pf!t1adeoh, Ie nep1alo! 1.aIp11taoe (7.11) ===> (7.1),

(7.111)~ (7.11).

Ja81edu.1!o! podmlnkl .180U ekv1Ya1enlon!:

te 1
1

; tteA# ,

Ale A2 C •••~ UAnem ,X<, A1" m
n_1

Jay 0 d. Poul1.1loe pf!t1adl 5O.J.b,o.

la80bet Y .K .
(8.1) feA#,

(8.11) ~em ,
II a Y 0 d. (8.1) ) (8.11):

_echi ~em ,A1c A2C •••• Det1nu.11;8 funko1 t 1iakloo.
0<>

0 pro xe X" UAn ,
. n-1,

f(x) - -1 pro xe A1

_1 pro xa An' An_1II.
. 1\#

Ukalloe, Ie fE~~ ,1oakle pod1e (8.1) .1e81o
00

1Io(-f) - {xEX I -t(x) > O}~m. Ale 1Io(-f) - UA
Il

•
n-1

1014-7781
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Soull1n ~

( a) laaledujici ~lrO~1 jaou 1~~1valentnil

(9.1) f,ge.N. ; f.geAt'1 ,

(9.11) m je o-alglbra,

(9.111) f,geAft., ~eBl~ kfe.ft

(9.1v) f,geA*', ~<!: 11~ ~feJt
, f + gG.~ ,

• aU(f,g)e.Jt •

II a v 0 d. Impl1kace (9.11)~ (9.1) a (9.11) ===#> (9.111)

.. dokaU Ob~)'klilll Ilpdaobea - vb napi'. LJ II 1, ~ap. II, § 1. '
,

K dd~a&u &by1ioh ilAp11kaci poui1jte 50.4, 50.5, 50.7, 50.8 a

~&tah 0AoB - 0A'Ca'

(b) Z t~r&en1 (a) 1hJ1.d plyne, ie aoull1n d~oulldola polo.poj1tioh
fun~ci neaue! bit &dola po10.pojita f~cI. Dc~aite to pHao.

C. VLASfIOSTI A V ZAVISLOSU IA m
150.10I C~111.n1.

(a) cAeA--. pra~li k4)'1 X\ Ai<. Nt ,

(b) t e A-- , pd~li kdyl -r e. A
4t

.ss:»~ Att- _N _A,
1\#

poaoci hrun1 (a), (b)Od~odte & kaidllho tUUn1 pro .i 1-

v oddi1u B. dualai t~rllen1 pro ~--.

150.111 C~111eni. Z ~i.led~d 04dilu B. do~aitll

(a) t~A, ktiL B1 : k' teh ,
t Gn, f ~ 0 ,. r2e A ,

teA, ~EBl ! f + k<:1\.,

teA, kEB1 ;) JIlBJt (f,~). a1n (t.~)EA.

(b) IIlchi AnEiI3t, nEB ~ UAn' Fhnem I
n-l n-l

pete. fne1\.'~ 1nt fn' IUp fn' 'lilA 1nf tn' lilA .up tn'

lilA t n 61'.., pe~ud t)'to f~cI lXietuji.
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150.121 Vita. . Becht m je D-algebra. Potom

(1) f,ge-A , t8 11 ==9 f.g, f+g, t f ,max( f ,g), m1n( f ,g)EA ,

(11) fDeA~ 1nt fn, sup f n, 11m f n, 11m 1nt f n, 11m eup fn&A

(potud tyto funkce ex1stuj!).

150.1)I Probl8l11l. Potuste se formulovat a dotazat tvrzen! obdobna tvrzen!m

z odd!ld B, C, jestl1le

(a) funkce mohou nabivat 1 hodnot - 00 ,+ <>0 a v def1n1c1

systemd K,.A.~, A zamlln!me mnoUnu 11 mnoUnou
:Ie

11,

(b) nepoZadujeme, aby Ill, xe33t ,

(c) v def1n1c1 syst'md A#,», A pouUj eme mst 0 mnoUn

IIc( f ) , IIc( f ) mnoUny iC(f) • f- l l(- 00 ,c », ~c(f).f-1«c,+_»).

150.141 ProbUm. rat jato v prostoru s mrou, mdleme 1 pro 11bovo1n,t system

~ def1novat jednoduche funkce: Puntc1 f nazveme jednoduchou

(resp. ~-jednoduchou, resp. ~-jednoduchou), jestl1le mnol1na

f(X) je toneena a feA (resp. feA# ,reap. feJ\h.

Ztoumejte vlastnost1 jsdnoducb,Ych funtc! v s&v1s10st1 na vlastnostech

,
systemu m. Pro

Je-l1 f ...A·
l1bovo1n,t system m plat! tato vital

potom ex1stujs posloupnost ~-jednoduchich

fJl - f. Plat! obdobna yllta pro system .A 1

D. VLASUOS'1' (W)

150.15\ Def1n1ce. _echt X je l1boyolJla anoUna, X l1bovolna anoUna

realn,tch funtc! def1noyBD,fch na x. aetneme, is system X u

Ylastnost (W) I jeltl1ie ex1Btuje trida me exp X tat, is

X. 11 an».
v souv1s10st1 s touto def1nic! ysn1taj! ot&zty, v j1stem sllllslu dualn!

t otastam viie nasnaeenim,

( 1)

1014-7181

Jail: pro dBD,f system x
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( 11) Jestl1h syst6J11 X
tHdy me exp X,

ma vlastnost (W), jak popsat

pro Ittere X. A (m) ?

declmy

UvedeJlle zde neltolik jednodaiiich visledk~.

!5O.16[ Cviceni. Ukalte, Ie systeJII JIZ z definice 50.15 neJllasi bit arcen

jednoznacni.

III a v 0 d. lIIecht X je aleepoD dvoabodova Jllnoiina, AC. x, e ~ A ~ x.
Pololte m. {lI, A. xj , X. A (M).

150.171 Veta. lIIecht ~ je libovolni systeJII realnich funkci definovanjch

na Jllnoiine X. Becht m <-X) • {Mc(f); ce: Bl' fe:X]U{Mc(fl;

CGB1 , fC=:X}.

(a) X ma vlastnoet W, prave kdyl X:J.A (m (X»;

(b) jestl1h X' ma vlastnoet (W) a fiSX ,potOJII t+~X

B a v 0 d.

150.181 Priklady.

K d~kazu (b) poulijte 5O.11.a.

tunkc! na intervala Ie Bl
z detinice 50.15 urcen

( a) Dokalte, ie system viech spojitich

ma vlastnost (W). Je system m
j ednoznacni?

(b) Dokalte, Ie system vsech lebesgueovsky JIIeritelnich tankc! na in-

tervalu rc B1 ma vlastnost (W).

(c) Dokaite, Ie systeJII vsech funkc! na Bl , ktere maj! priJllitivn!

tunkci, neJlla vlastnost (~).

nema vlastnost (W).

o •0'-

Aplikajte 5O.17.b na tunkci

sin ..!.. 1 0X ' x.. ,

darbouxovskich funkc! na B1

B a v 0 d.

f I X t-----+

SysteJII dech
Dokaltel
Jj a v o d. Aplikajte 5O.17.a na funkci

h I x t-----+ 0, xe: g-l(O)

X~ 1, xfg-l(O) ,

kde g je tunkce z 4.26.

(e) Dals! pr!klady naleznete v clanku A.M. Bruckner. Canad. Math.

Ball. 10 (1967), 227 - 231.

1014-7781
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Vlaetnoet (. '* ).
(a) lIecht X

!i.ekneme, ie

t uje mnoUna

je eyetem funkc! definovanycb na mnoiins X.

eyetem X mavlaetnoet (w*), jeetliie exie­

m c. exp X tak, ie

(b) Syetem R( < a, b> > vhch riemannoveky integrovata1nich funkc!

na interva111 <a,b> c E1 m8. v1aetnoet (w*).

lIa"od. Po10ite m • (GUA; Gc.(a,b) otnrena,

a doltaite, ie f je epojita v kaid'm bods

A C. <a, b >, ~ A • 0 } •

Pri ddkaSl1 inlt1l1se R( < a,b> > :> { r e A ,1Inh f je omesena}

&Volta libo:yo1nol1 omesenol1 funkoi feA (m); pro kaide r£ R

j. C 1 « r , + co» • GrU "'r, f-1~_ <l'O ,r» • G;u A; ,

ltd. Gr,G; jeol1 ote"rene, Ar,A; nl110ve mnoiiny. Po10ite

A • U (ArUA;>
re R

_oUny < a,b > " A.

Zbytelt t"rcen! p1yne • "styl

1l1Dkce je riemannovelty integrovate1na, pra"s Itdyi je omecene.

a eltoro dude epojit'.•

•

1014-77B1
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Opakovanf.

(a) BUd II

TSIIA 51

o kf1vkach a oblastech

Obsah. A. Kontinua a oblouky.

B. Grafy spoj1tich funkc!.

C. Spoj1ta zobrazenf 1ntervalu <:"0,1 > •

D. ll.fdka kont1nua.

B. Dali! def1n10e kf1vek.

r. Objem a mfra kf1vek.

G. DlHka kflYky.

H. Oblast1 v B2•

A. KOIlTIBUA A OBLOUKY

souv1ala podanoi1na metr1ckeho prostoru P. Potom l1bo-,

volna 1IUl0Zilla Qc. P takova, Ze lie QC ii je aouv181a.

11 a v 0 d. Bud xe ii. lInoUna II U {.x} je aouv181ll..
Ui1jte tvrzen! 0 ajednooen! souv1s1ich lIUloz1n.

(b) Bud f spoj1te zobrazen! kompaktn!ho (reap. souv1s1eho) prostoru

P do metr1ck'ho prostoru Q. Potom f(P) je ko.pektn! (resp.

souv1s1a) lIUloz1na v prostoru Q.

(0) lIecht f je prosts spoj1te zObrazenf kompaktn!ho prostoru P

na prostor Q. Potom f je homeomorf1emua.

151.21 Def1n1ce.

(a) Beprazdnou kompektn! souv1elou podllUlol1nu K metr1ckeho prostoru

P nazivame kont1nuum.

(b) Kont1nuWD, kters obaahuje aleapoD dva razne body, nasivame

vlastn! kont1nuum.

( 0)

1014-7781
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<O,l>~ B2 je homeomorf1.mue. Potom mnol1nu
nasi.,ame oblouk.
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(4) Hecht f je homeomorfni aObraaen! mDoliny C (jednotkova
kruzn1ce)

C.{[x,y)eBa xa+ya. 1}

do Ba• Knolinu f(C) naaivame topo1og1cka kruln1ce.

Cv1cen!.

(a) Bu~ f spoj1te aobraaen! metrickeho prostoru P do prostoru

Q. IIecht Kc P je kontinuWl. Potom f(K) je kontiDuWl.

(b) KnoliDa C a 51.a.d nen! ob1ouk.

!51.4l Vita. Bu~ Kc P kont1nuWl. Potom nasleduj!c! pOdm!nky jllou
ekvivalentn!:

(i) It jll 10kli.lne aouv1111e kontinuWl;

( 11) ke kaldemu So > 0 eX1l1tuj! kontinua K1'···')[n takova, III
n

diem Iti < Eo a K. U 1t1i-1·

(11i) a:tistuje spoj1t8 aobraun! f: <0,1) --. P takove, Ie

f « 0 ,1 >) • K.

D d k a. vyp1iva a tvnen! uvedenich v (Oech] a je, stejne jako
ddkaa nall1llduj!c!ho tvrzen!, vela1 obt!lDi.

151.5\ Vita. Spoj1ti obraa 10ka1ni lIouv1s1eho kont1nua je 10ka1ne souv1s1e
kont1nuwa.

D d k a a vis opit [Oech].

B. GRAPY SPOJI'r1cH PUIKC1

151.6 I D.f1n1cII. Hllpd.adnou mnolinu Itc Ba. nanem. k1-ki'iYkOu, jeetlUe

eX1etuje IIpojita funkce f I < a, b> ) B1 tak. Ie

It. {[x,y]~ Ba xe. < is,b>, y. f(X)} •

(k 1-krivka je tedy grafemspoj1te fbnkce definov&ne na interva1u

< a, b > ).

151.71 CYicen!. hcht Kc .a je k1-kHvka. Dokalte, Ie plat!:

( a) K je omeaena mDolina;
( b) It je uaavrena mDolina;
( c) It je kompaktn! mnolina;
( d) It je souvia1a mDozina;

1014-77e1
- 390 -



(a) K ja loka1ne aouvia1a mnolina,
(t) K ja v1aatn! kontinuwa;
(g) K je ridka v B2•

151.8[ I'oznUka. Bu~ Ke B2 k1-kfivka, tj. K ja gratelll tlUlkoe

t , <a,b)~ B1• POtolll axistuja pravi jadno zobrasan!

':<a,b>~ B2 , a t o , tl , [t,t(t)],takov4,h

,( <: a, b» • K. Zobraun! , ja prost-'. Ja sObraun! , spojit-'?

151.91 Cvioani.

( a)

( b)

Jadnotkova krulnica v B2
Bu~ T I B2 ) Ba
ja k1-krivka. Zkowaajta,

nani lt1- H h ka .

1inaarn! tranatormaoa.

sda 1:' (K) j a oplit

Racht Ke. Ba
lt 1- kr h ka .

Porovnejta posnamku 51.8 se cvioenim 51.11.b.

c. SPOJlTA ZOBRAZB!'l! IftBRVALU < 0,1>

151.10 I Dafinica (Jordan). lIaprasdnou mnol1nu Kc Ba nallVeme k2-kfhkOU,
axietuja-l1 spoj1t4 zobrauD! , I -c 0,1> _ Ba takov4, ie

1'( <0,1» • K. Kaid' sobrauni , e touto v1aetnosti Da.1vus

paramstrillaoe k2-kfivkY K.

151.111 Cvioeni.

(a) DOkalte, ie k2~krivka K ma v1aetnosti (a)-(t) II odstavoe
51.?

( b) Jlnol1na K • {.cx,Y] e B2 ; x e: <0,1> , Y • O} je ka-krhka.

Zobraun! '1 I t I----+lt,O] , t e <0,1> ,

1'2 I t 1-----+ [sin :fI:: t, 0] , tE <0,1> ,

o 7r , 0] , te (0,1>, 1'3(0).[0,0]'3 t~ It S1n2't1

jsou parametrisaoi kfivkY K. DOkaltel

(0) Zjistite, ada jednotkova krulnioe v S2 je k2-krivka.

]51.12 I Poznamka.

]51.13 I Cvioen!.

(a) 'orlllulujte a dOkaite pro ka-krivkY prob14m ana10gickY prob1'mu
s odetavoe 51.9.b.

1014-7781
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(b) la!da kl-krivka je k2-kfivka.
(0) JlnoUna I. {[X,Y]EI2 ; Y = sin i. XE(O,l»ulto} X<-l,1»)

nen! k2-kfivka. Doka!te; pokuste se 0 ddkaz bez u!it! vety z od­

stavoe 51.4.

D. IttDK.< 10BTIJlUA

151.141 Definioe (Cantor). la!de vlastn! kontinuWD fidke v 12 nazyv&me
1t3- ltf h ltou.

151.151 Cviaen!.

(a) Ka!da 1t1- ltf i vlta je k3-kfivka (viz 51.7).

(b) Zjiatite,zda ano!ina ze ovicen! 51.11.b a aDoiina ze oviaeni

51.13.0 jaou 1t3- ltf i vlty.

(ci UvidoJllte ai, ie _oUns I. {(x,y) E 12 ; x,y Ii: < O,l>}

nen! 1t3- ltf i vlta.

(5i:i6] Poea&alta. Za oviaen! 51.15.b p1yne, ie Ita!da 1t2- kf i vka je
1t3- t f i vlta . Ze ovican! 51.15.0 plyne, ia "jednotkovy atvereo" nen!
1t3- ltf ivt a .

V rooe 1890 doepi1 O. Peano k pfekvapujioiau vys1edkul

Jlno!ins I e 51.15.0 je 1t2- kr i vka. laid' k2-ltflvka, Ittera Den!

f!dlta v 12 (nen! tedy 1t3- ltf l vkOU) se nazyva Peanova kfivka.

lonetrultoe parBJlletrleaoe 1 k2-kflVkY I e 51.15.0, tj. spOj1teho
I

Ilobrazen! 'I I (0,1) ---,l>~, '1« 0,1» • I. je popsana v Itnlu

[0 - a]. e1egantn! ddltae 0 exiatenol taltoveho eobrazen! poohae!

od K. Petra. Pfi teto pf!leiltosti ai uvidoJllte obsah tvrllen! z nAsle­

duj!oiho odstavoe.

151.17 I Cdaan!.

(a) Bxiatuje proaU eobraun! 0 1<0,1> - 12 taltove, Ie

0«0,1» • It. <0.1> x (0.1> •

• , v 0 d. JlnoilDy <0.1> a (0,1> x <0.1> JIIaj! atejnou
JIIohutnoet.

1014-7781
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N a v 0 d. Recht ta~ove zobrazen! G e%iet~ja. Potom pod1a 51.1.b

ja G homeomortiem~s. Becht %1'%2'%) E < 0,1> % <0,1) jaou ti'1

navzaj em ro.zne body. l4noZina K. (<: 0,1) %<0,1> )\ ({x1l u£.%a\ ut%)})

js eouvis1a a js tedy pod1s 51.1~c ao~vis1a i mnozlna G-1(K).

Odt~d odvodte'spor.

B. DAL~1 DBFINICB KAIVBK

151.181 Detlnlce.

(a) KnoUn~ KC 12 nuveme k.-Idivko~, exiatuja-l1 proete .,pojit'

zObraun! P I < 0,1> ---+ 11 takove, Ie P( <0,1» • It.

(Zobrazen! P je homeomortiaaua (pro~?).)

Zobrasan!P sa nasiva parametriaaea k.-kflvky It.

(b) KnoUn~ KC la naneae k5-ki'1vkO~, exiatuje-l1 ho.eo.ortn!

zobraaen! jednotkove kruznlee C na It.

(k5-kflvkY se nekdy tel naaivaj! topo1og1cke kr~Znlee.)

Ho.eo.ortl..~a a t'to detinlce ae opit naaiva paraaetr1aace

k5-ki'1VkY It.

151.191 Cvl~en!.

(a) Vyseti'ujte p1atnost poda!nek (a) - (g) a odstavce 51.7
pro k.-ki'ivkY a k5-kflvky.

(b) Kazda k1-ki'lvka je k.-~f1vkal k4-kf1vka nen! obeeni k1-kflvka.
Dokazt8t

(e) Kazda k5-ki'lvka je ao~~aeni ka-kflvka a k)-kflvka. DOkaitet

(d) Syst'. vlech k.-ki'lvek v la je d1ajunktD! ae a1at.... vlech
k5-ki'lvak via·

)51.20 I PoanUlt1.

(a) VsiaDete ai, la napf. pf!aka a hyparbo1a (tj. pomerne jednOd~­

che rovlnne, kfivky zname a a1a.antarn! gaGaatr1a) nejaon kflv­
kam1 ve aaye1~ ladne a datlnle 51.6, 51.10, 51.14 a 51.18.

(b) ItHvk~ 188 det1novat tei jako obraa P(I) int8rva1n 1<:.11
pfl sobraun! P I I 1 la' pfi ~a.i zobraun! P at rasn'

1014-7781
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zadn,Y inter­

oel - kfivk1

dali! vlaatnollti. Napf. P I J nen! Itonatantn! pro

val JcI, nebo P je zobraun! ti':!dy ,€l (tn.

apod .,.

(0) Lze rovnii atudovat podmnoiiny 12 urcene taltto:

Heeht ¢ jest tunltee, definovana v 12, Poloi!me

II • {(x,1] Eo 12 <P (x,y) • 0 ) •

Za urcitieh pi'edpoltladd 0 fonltei ¢ ma mnoUna II fadu
vlaatnoet!, ae Itterimi jame ee aetltali u krivek - nekter! auto­
ri ui!vaj! k definiei krivky pravi popeaneho poetupu.

P. OBJBIl A 1lfiU. dIVIK

151.211 CViceni.

(a) Je-l1 xc 12 kl-kf1vka, dokaite. Ie plat!

•

Poznamlta. Tento vieledek odpov1da nasi nazorne pfedatavi;
nilttere dals1 vyaledky ae mohou zdat pfeltvapujie!.

(b) BuCl ItC 12 kontinuum. Potom plat!

(.12 ( K) • O)~ ( 31
2(K)

• 0 )

(e) Bajdite pi':Lltlad kontinua Kc ~ a kladnou Lebeagueovou mirou,

pro Ittere V2 ( K) nen! definovano.

(d) Uvidomte si, Ie <0,1> x < 0,1> je 1t2- kfivka a Itladnou

m!rou. II&. tuto vlastnoBt kaida Peanova krivka? (viz 51.16).

151.221 bruni. Bxhtuje krltfivka kladne miry.

B a v 0 d. Beeht II. {[x,y)e. B2 I X,1 E. < 0,1 > J . Oznacme

Ito· II, Kl• Ito' U(P1,r1), kde pro P1G 12, r 1 > 0 je

atd. - tj.

Pak poloi!me

1014-7781
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siska-e lcontinQum I poisdovanicb v1astnosti.

b1.231 Posn4alca. lonstrulccs provedena v pfedcb&sejicim odstavci je sa­
loiena na stejnem principQ jalco Iconstrulcce epecia1nicb 1c3- kf i velc ,
Ictere byvaji v 1iteratufe nasyvany "lcontinQa Sierpinelcebo".
Tsv. "lcobereo Sierpinalcebo" lse Iconatruovat talc, ie a" v1aetnoeti,
po!adovane v 51.22 (vis [Alex) ).

Lze aestrojit 1c 4- Icf i vku (resp. k5-IcfivkU) talc, ie

1.2 ( K) > 0

Prie1Qsna konstrukce je Qudena v [0 - 0 J •

Odceni. Je-l1 II. {[X'l J e 12; x,l G. <0,1>J a Ie II

talcova mnolina, !e plat! .12 ( 1 ) . I, rilca-e, ie I ... p1nou

miru. Z odstavce 51.21 vyplyva, is naex1etuje 1c1- Ic i'iYlca Ie II

pIn' miry a rovnlli ani 1c1- Ici'ivlca Xc II, pro IctaroQ plat!

.A.2 ( I) > O.

Dolcaite naa1edujici tvrseni;

( a)

( b)

( c)

lx1stuj e 1c2- IcH vlca . I c II pIne airy.

BeexistQje 1c3- Ici'i vlca (reap. k4- Ici'i vlca ,

pIne miry.

K danemu e.e (0,1) ex1atuje IcrlcfiYlca

r ..p. 1c
5
- lcf iYlca ) Ie II talcova, !e plat!

(resp. 1c4- Ic f i vlca ,

.12 ( 1 ) > 1 - £ •

v1& [0-0].

Q. DllLItA dIVa

151.261 Poznamlca. BQa lel2 1c1- lc f iYlca a f I <a,b> __ 11 talcova

fQDkce, ie I. {.eX,l] e. Ba I x .. < a,b>, y. t(x)} •

De1lcoQ Icfivlcy I (bQdeae ji osnacovat L(X» nasveme dellcu grafu

tunlcce f. (Definice vis 48.22 - pfectete ai rovne! odatavce 48.23

a 48.24.)

151.27 I Oviceni. 1Iecbt Xc: 12 je 1c 4- lc f iYlca a P jeji paraaetriBace.

P010iae Lv(I). V (P 1<0,1» - e1etinice V (p 1<0,1»

viz opet tema 48. Zlcoumejte, sela Lv(X) nesavisi nB vo1be para­
metriaace P.

1014-7781
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f51.28 I Cviaen!.

(a) Detinujte pfean~ poje. "vepaana 10.ena kfivka" k dan' k4-kfiV­
ee K a vAiaD~te ai vstahu .esi jej! d'lkou (eouaet d'lek

kOneeDi maeha useaek) a ve1ieinou Lv(K).

(b) Sroynejte L(K) a Lv(K) v pf!pad~, Ie L(K) exietuje

(talda k1-kfivka je t'l k4-kf~VkOU). Porovnejte opit s t'matem

48.

(0) VypoaUte Lv(K) a diem K pro K ~{[x,y]eI2; xe<O,l>;

y • t(x)} , kde t I < 0,1>~ 11 je Cantorova tunkee

(vi_ t'.a 4).

]51.29[ Posn&aka. Por.a1n! prene..n! defiD1e. Lv(K) na k2-kUVkY nevede

k ros~ def1nie1 "d'lky kf1vky" (v ae. epoa!vaj! obt!le?).

Ureete V(P1, <0,1> ) pro sObraseD! P1, (1-1,2,3) s odetavee

51.ll.b.

151.301 Cviaea!. Jednotkovou krulaie1 C lse vyjadfit jako ajednoceD! dvou
ob10ukd (def1n1ce v1s 51.2.0), ktar' aaj! epo1ecn' pouse koneova bo­
dy. Kald/ s tichto ob10ukd je k4-kfivka (~ef1nice v1s 51.18.a).
la sak1adi 51.27 det!Dujte "da1ku" t 5-tf1vky a ukalte korektnoat
tato det1niee (arovnejte a 51.29). Zkoumejte aak1a4D! v1aatnoet1
Uto "d'lky".

\51.)11 CV1cen!. lechi je K. {[X,1] Eo.2 I X1. 0, X,1 e <-1,1 >} •

Ukalte, Ie K je k2-kf1vka a tal k)-kf1vka. "Iasorna da1ka", odpo­

v!daj!o! na11. praktiok/. skuleDoate.,je pro tuto kf1vku I rovna 4.

Je1ikoi K je k2-kf1vka lse kalda parametr1sa01 P (P ne.ue! byt

ho.eolllorti_uat) pfifadU V(P, < a,b», kde P( <a,b » • K.

Ukalte, ie viras int V( P, <a, b » , kde 1D!iaum .. bere phe -vlieohDy

parametr1sace P, neaa 8JDYe1 "na_orna da1k1".

151.32[. Cvicen!. Pro kfhku K _ pfedchauj!c!ho odetuoe vylietfujte
aupremum eouctu dalek vleoh diejunkta!ch ob10ukd liC K (eupremua
ae bere pfee jedDot11va konlcDa a1ataJD1 ob10ukd a popeanY.i vla8t­
Doet.1). Porovnejte obdrleDou hodDOtu 8 "nli.sorDou delkou".

Da1A! uVah;J j80U narocDJji! a vyladuj! v Dikter/eh pf!padeoh h1ubi!
sna10at1 s teoria miry apod.

·1014-7781
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151.331 C?1~.n!. Pro delku k~1?ky I def1no?anou jakiatol1" apdsobe.
j. ?hodne polado?at aaaho?an! teahto ?laetno.t! (dale j1. bude.e
~!kat "delko?e 811omy").

lunka1 L:I< def1novanou DB IIDOI1De vhah kont1nui Ie 12 bude.e

naai?at delkou L., plat!-l1

( 1)

(11)

pro kelde kont1nuua Ie 12 je o s L,., (It)

j.-l1 ll•••••~ kons~ni 8Y8tea kont1Dui.

pro 1.1 •••••n. 1t1f"l l j • II pro 1" j.
n
~ L", (lt1) S; L... (It)
1.1

(111) pro kelde kont1nuua Itc 12 plat! L* (It) ~ diu I.

Zj18tet8. Ida doeud BIlinene "delky" .ely aleapoD nektare

s ?laatnoat! popaaDjah "delko?j.1 8110.,".

151.34"'[ C?1~.n!. ..aht XC 12 je kont1nuua. Def1nuja.e Lb(l) naaledu­

j!aa apdaoba••

(a) Jeatl1le It Den! lokalne aou?1ale kont1nuUll. klad•••

Lb(lt) • + 00 I

(b) jeatl1la It je lokalne aouv1ale kont1nUUA. klada.e

Lb(lt) • aup ,e(8). kde S je ajednooea£ kone~ne aDoha
S

najeane dhjunktD!ah obloutd Xi C I. 1-1•••••a, a
n

.£(8) • L L.y(9
1.1

je def1Do?ano ahodne jako ? 51.27.)

Ie .ed du1 "delk..1" L*. ktere ?yho;.uj£ "delka-

?i. u10.a.. ex1atuj. a1n1la&ln1 delka (co aa till l'Oa~? ­

?y jadfete phad I) • .Touto .1n1la&ln1 delkou j e pra?i Lb.

det1nuj.e

d1st (1.1t)

Pro r> 0

Polol.e

< r). kde

151.35*1 C?1oan!. ..ahi Itc ~ je kont1nuua.

U(It.r) • [[;I:.y] • IE ~l dht (1.1t)

lneo! ndalenoat aDoi1n 'll} a I.

.;I.2(U (I.r) )
,,(1. r) • 2 r

Def1nuj ••e ~(l). l1a jOel. r). pokud l1a1ta ex1atuj ••
r-+O+

1014-7781
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(~ byva nAkdy nalyvana "Minko.skeho delka".)

DOkaite, ie ~ovnAz ~ je delkou 'Ie emyelu 51.33.

B a " 0 d. Ba z8.klade 51.34 ee pokuete p~o

~(I) • limeup 9'(I,~),
~~o+

dokalat ne~o"noeti

L..(I) ~ Lb(l) ,

i uiit/ch vieledkd z

!ox( It) <!: Lb(I) • (Ddkaly tichto nero"noet:!

51.34 nejeou "iak lehke.)

\51.361 Cvi~en!. Dokaite toto tv~zen!:

Becht Itc; 12 je kontinuwa a 1.2 ( 1 ) > O. PotOIR ~(It) • + 000 •

UkaielRe jeitA jeden obecnY pf!etup k definici delky.

P~o oc >. 0 def1nujlRe" In tn. 0<: -~ozlRe~nou Hauedo~ffovu lII!ru.

(a) Becht Ac In je l1bovolna lIIDoz1na, 0<:, E. > O. PolozlRe

00

H~ (A) • inf L
n-l

,

tde infimum berelRe pree "iechny epo~etne rozklady lIIDoziny A

a -U Ai - A. Poto.
hl

p~o "lieahna i

je "neji! 1R!~a" In. Dotaitel

(b) Dotalt., ie ~ovnei _oZinova funlcae H;' , ec > 0, definovana

na In predpiee.

H~ (A) - l1Jl H';' (A) je "nlIji! a!~a na In.
e~o+

(c) Jeetlih cc - n, je Hauedcrffova vnijU a!~a H~ ehodna

*v In _ vneji! Lebe_gueovou m!~ou ;Ln (ai na naeobet).

POlRoc! Ina-aho C~athaodo~yova postupu lze I "neji! a!~y I!ekat

DC -~OllRe~nOU a!~u Ho(

Hauedo~ffo"a m!~a.

" In' tterou nezivue .oC-~ozlRe~na

M~. H1 na- adi." 12 po_louiit t d.finici delky ki-kfivek

pro 1.1••..• 5.
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H. OBLASTI V I?

151.381 Det1n1oe.

(a) KODlponentou mnoUIIl Ac 12 naslYUe .amolinu K tiohto
vla8tn08t:(:

(1)

( 11)

K je

je-l1

80uv1da Jlnolina. Kc A;-K 80uv181a Jlnol1na.
~

Kc:c Kc A.
~

pOtODl je K - K.

(b) Obla8ti Y 12 nasiY"e kaldou mnoUnu Ge12• ktera je otevfe­
na a souv181a.

(0) Lomenou ~arourosumiDle dale oblout X (tj. k4-kr1vku. vis

51.18). k nlimd ex18tuje epoj1t' sobrasen! P I <a.b>_ 12 ,

P( <a.b» - It a dUell! D intervalu <a.b>.D - {a-xo' •• xn-b}

takoy'. Ie PI <x1_1.x1> je lineun! sobrasen! pro 1-1.....D.

Cv1~eni.

lomenou ~arou Lc: K.

kald' dva bOd)' x.)' Jlnol1l1l Kc 12 "8poj1t"

Potom • je 80uy1ela anolina. Dokalte'

151.40l Tvrsen!. leoht Gel2 je oblast. Potom kald' dva bod)' x. )'E.G'

lse"8poj1t lomenou ~arou Le G". DOkalta'

II a v 0 d. It dan'mu bodu xEG. kterj nelse "apoj1t loaenou ~arou"

8 bod8111 )'4i G. 8e8trojh mnoUnu Gx yieah bodil. s. ke kterim

ex18tuje loaena ~ara Lc G 8POjuj!0! bod)' x. s. Gx'" G - utaih.

Ie Gx je otevren4 a 80u~asni usavrsn4 v G.

151.411 Cv1~en!. Dokalte tato tYrsenil

(a) KOlllponent)' Al • A2 l1bovolD' Jlnol1lQ" ACl2 jeou totoin'
nabo d18junktn!.

(b) Komponenty ohvi'en' JlnoUIQ" GC~ j 80U oblasti.

(0) ltomponelJ,t)' uSBvhn' JIlDol1l1l PC: 12 j.ou .0uv1.U. usavhlJ,'
JIlDOUIIl.

(d) Ko.ponent)' koapaktn! JIlDol1l1l Kc 12 jsou kont1nua.

(e) Kazdou otevhnou anolinu GCI2 lsI v)'jadf1t jako .jedlJ,ooan!
.po~etnli JIlDoha obla.t! (porovnejte toto tvrsen! • analog1okia
tvrsen!m. kter' znate pro 11),

Det1n1oe.
JIlDol1na.
mnoUna

lIeoht doplnlik Oblasti Gc: 12 , tj. 12' G. je 80uv181a
Poto. obla8t lJ,aziy"e jednoduie 80uv181011 oblast!. leoht

12 ' G -' pravli n koaponent, n.2.3..... Poto. oblast G
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Dast~a.. n-n&sobni so~~islo~ oblasti.

lecht lIlDoUna la' G lII8. nekon.CSni lIlDoho ro.sDich kOlllpon8nt~

PotOlll oblast G Dasyvame CO-nasobni so~vislo~ oblasti.

151.4)1 Pf1kladl.

(a) laJdite pfikladl jednod~ie so~vis1e (r.sp. n-nasobnl so~visle,

rBBp. .... -nasobni so~vis1e) oblasti GC la'

(b) VilaDlte si poCSt~ pr~ko. lIlDoliny la' G, kd. G je jednodule
so~~is1a ob1ast v la (~v.dte pf1k1adl, nedokas~jte ~iak obec­
d huen1).

(c) Seetrojte pfiklad otnfene lIlDOUny OC Ba, ktera nen1 so~~1Bl&,

jejil hranioe je ~iak so~visla.

(d) Hrenioe oblasti nelll~s1 btt so~visla lIIDolina - u~edts pf1sluAne
pf1k1adl... t.nto fakt nijaki vstah k sa~.deDia pojao.m ~ 51.42?

151.44 1 CdCSed.

(a) Hranice jednoduie souvis1e oass.ne oblasti GCla je k)-kfivka.

(b) SBBtrojte jednoduie so~vislo~ ob1ast omnenou GC Ba, jejii
hranioe neni k5-kfivkOU.

151.451 Vita. I.oht X je k5-kfi~ka. Potoa lIIDoliDa Ba ' X je sjednooe­
nilll d~ou disj~tnich oblasti G1, Ga, s nichl pravi jedna je omes.­
na (t~ Dasi~a.. ~nitf.k Xl n.o••s.nou ob1ast nastv". vnijiek X).

Do.kas tohoto sdan1i~i j.dnoduoheho t~rs.ni (Jordano~a ~ita) j. ~elmi

obt1!Di. Vis napf. I. a.rni, Zak1adl ana17s1 ~ kOlllpl.xnim obor~.

151.46l pf1k1ad. Sestrojte pf1k1ad j.dnoduie so~~is1e oblasti GCBa, ktera
j. o....na a ~ nil n.1.. spojit l1b~olDi bod xe G 101ll.nou CSarou
L • bod. 1 fi 1i tak, z. L' {1 } C G. J. hraaioe teto ob1aeU
k5-kfivka?
T.nto pfik1ad naanalSuje postup, kt.ri nen1 jednoduchi, j.hol ls.
~lulit k charakt.riaaci tako~tch jednodui••o~vi.lich ob1aet1,
jejiohl hranice je k5-kfi~ka (Jordeno~l oblasti).

151.471 Lit.ratura. X ~c.lku obt1lne.~ odd11~ G ~a. dopor~CSujea. tuto
l1teraturul

C.A. Rosere, Ha~edorff K.asur•• , Cambrids. 1970,

O••Db.1ins, Jahr. De~tschen Kath. V.r. 1942.
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His tor i c k Y pl'ehled

Matematika vs sv4 dna§n! podobf je d!lem mnohe tis!ed matemetikd, ktel'!
rdznou aerou p1'iSP~li k jej!mu vyvoji. Sa jm4ny t~eh nejzn~~js!eh jste se set­
kali v t~ehto skriptech. Chceme na z4v~r ~tsn41'e stru~n~ sez~it s tivotnimi
osudy t~ch, ktel'! se pstrn~ nejv!ee zasloutili 0 rozvoj t~eh parti! mstemetiky,
do nieh! sped4 l4tks pfedeh4zej!eiho tsxtu. Kr4tky pohled ns historii matematiky
mdte byt utite6Dd k pochopan! n~ktarYeh souvislost!.

:!leekY m~tsmatik EUKLEIDES (latinsky EUCLIDES; asi 350 - asi 300 p.n.l.)
shrnul veschny v jsho dob! zn~4 poznstky z sritmetiky s gsomstrie ve sv4m d!le
"STOICHEU" <lat. "Elementa" ). Toto Euklidovo dilo. kter~ pstH k nejp1'ekl'd~j­

Aim d!ldm, ovlivnovalo matemstiky UmU po 2000 let. V n~m mimo jin4 v.ybudovsl
s relstivn~ zna~nYm dsp~chem sxiomstieky geomstrii. Oesky pl'sklad F. Serv!ts
pod n4zvem "Zll.klady" vydala JOn' v rocs 1907.

Nsjslavn~je!m starov~kjm matsmstikem byl ARCHIMEDES (ssi 287 - 212 p.n.l).
~il v Syrakus4ch ns Sic!lii. Byly mu jit zn4mY n~kter4 idaje integrll.ln!ho poatu,
v souvislosti s nimit se objsvuje t41 po nfm nazvsn! Arehimeddv axiom. Zm!n~1eh

idej! al!val k vyPo~tu obsshd rasp. objemd jednoduehYch geometrickyeh dtvsrd ­
proa!slo 1r mu byl nspr. zn~ odhad 3,1409 « st: < 3,1419. Dbal velmi p1'es­
nosti vysledkd, kter4 publikoval.

Vyvoj matsmatiky se psk ns nekolik stolet! prskticky zastavil. Zdll.nlive ~or­

m41n! zlepesn! - zaveden! promennjeh v mat.maties s jejich oznaaov4ni pismeny
~rancouzskYm sdvok4tem FRANCOISEM VIETOU (1st. Vieta; 1540 - 160) ovlivnilo
podstst~ dall\~ vYvoj. Viets spocHal stejnou metodou jako Archimedes ~is1o .n:
na 9 desetinnjch mist a odvodi1 vzorec

L = ':it :r cos:lt'7l' cos "'4 • cos 8 ... 2n

Kr4tce po nem urail LUDOLPH VAl'! CEULEN (1540 - 1610), uaitel l!l,rmu v DeUtu,
opH stejnou metodou ~ia1o :Jr ns)5 desetinnYch mist' - p o n~m ziskalo a!s10
~ oznaaea1 "Ludolphovo 6islo".

Po zevedea1 prom~nnjch doelo v kr4tk4 dob! k rozvoji snalytick4 gsometrie.
o jej! vznik se zas10alil ~rancouzskY pr4vnik PIERRE DE FERMAT (1601 - 1665).
Ulivsl ponekud t~tkop4dn4 symbo1iky, z4vis14 ns symbolice Vietove, a jeho objevy
by:J.y pUblikov4ny at po jeho smrti v roce 1679, i kdyt byly zn4mY i jinYm uaenedm
jeste zs jsho livots. Objev snslytick4 gpometrie je proto pl'isuzov!l.n
RENE DESCARTESOVI (1st. CARTESIUSj 1596 - 1650). Ten sv4 objevy publikovsl
r. 1637 v d!le "DISCO\l1lS DE LA METHODE" (Rozprava 0 metodA). Jeho symbolika
byls lepe! net symbo1iks Fermatova. Descartes se pry dostal jako voj4k v dobe
bitvy ns B!l~ Hore i do Prshy. - Fermat byl veestrann~je!mmstemstikem. Zs sv4ho
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livota vyelovil fadu vet, ktere dOkalal, a tel mnoho domnenek, I nichl ne­
ktere byly dokalany, jine vyvraoeny. Problem, kteri je Inam jako "velka
veta Peraatova", neni viak napf. dOlud rosfeien. Poplal tel jako ·prvi aeto­
du hled&n! aaxia a ainim tunkei, kterou v posaenene torme uziv~e dodnel.
Spolu I BLAISBM PASCALBK (1623 - 1662) jelt tel sakladatella teorie pravde­
pOdObnOlti, jejil rosvoj byl atimulov&n hazardnimi hrami v kOltky a karty.

Paeeal byl Iynea snaaeho u6enee. V 25 letech vatoupil do klaitera, aby
ae eele·mohl vlnovat mate.atioe a literatufe. Seatrojil tel jeden s prvyeh
p06itaeioh Itrojd. Spolu e Permatem Ii dopiaovali e paterem - ainoritou
JlARIlIIlK II1IRSnBIlK (1588 - 1648), kteri byl v pinmnem Ityku tamef Ie vieai
evropakyai vldei (biva eitovan vyrok H. BCSMABSB, kteri napaal "intormovat
o nejakea objevu Keraenna snaaenalo ho olDa-it eele Bvrope"). !uto "tunkci
intor_tora" ph..al po Kereennod aarti Angli6an JOHB COLLIB (1625 - 1683).

Poatupne doeh&selo k podltatnejiiau rosvoji intiniteaiaalniho p06tu.
Shrnut! do te doby snaa,yeh posnatkd provedl BCNAVBIITURA CAVALIERI (aai
1598 - 1647) ve ave knisa, vydane roku 1635. Zminena kDiha Deaearteaova
byla tel ovlivnena tiato dilea. 0 podobae dilo jako Cavalieri ae pOkuail
tel Di.O••••ki je.uita GRBGORIUS A SABCTO VINCBNTIO (1584 - 1667), kter! byl
v letech 1629 - 1631 prot.aorea aatematiky v Pras.. Zde pfi velke. pOz&ru
veak 0 6aat dila, ktere peal, pfieel. ad neho poeha.i nasev "exhau.tivni
.etoda" pro ideje inteSralniho p06tu, ktere byly sna.y jil Archtaedovi.

S poeloupnoet.i a fadami praeoval Angli6an JOHN WALLIS (1616 - 1703),
kter! byl v letach 1643 ~ 1703 proteaorea v Oxtordu. Doepel - i kdyl De 6a.­
to pfeeDY. poetupe. - k fade Dovyeh vi.led~d. Autorem mnoha vieledkd obdobne
povahy byl Holandan CIIRISTUB HUYGBBS (1629 - 1695), kter! i11 v PaliU.
Rovnel, s dneiniho hledieka ne .cela pfeane, doapel k fade vieledkd a byl
ve eve dobe .polu. Wallia.. nejlepi!a snaleem myeleDek, vedoueieh k objevu
intiniteaiUlniho p06tu. 8a rosdil cd jiDieh u6ened te doby, ktefi ae lehee
Ifakli archiaedoveke pfeanoati, ee 0 tuto pfeanoat ve avyeh dileeh analil.
Jako vedee byl velai veeetraDDi - proalul jeite avyai objevy ve ty.iee a
aetrono.ii, tj. ve vedaeh, kteri.i ae vetiiDa aatematikd v t' dobe sabYvala.
V 17. etolati ee akupiny u6enod sacinaly tor.Ovat ve skoly. !ehdy byly vytvo­
teny pry. &kadeaia a u6eD' apolacDoati. Pry' akadea1e byla salohna v Beapoli
r. 1560. Jedni. Ie s&kladajioieh clend anslioke Royal Society (1662) byl
Wallie. Prv!. preeideDta. Praneouseke akademie (1666) .byl HuYsena.

Za objevitele ditere.eialniho a intesrtlniho pOctu byvaji pOkladaDi
ISUC DftO. (1643 - l7i!l) a GOTfPRIBD WILBBLII LBIBBIZ (1646 - 1716) ••erion
byl teleene ,slai slab! a ve skole patfil v prvnioh leteeh k nejelabe!a 1&­
kda. Jeho etiladoat a pils jej vi&k v livote doyedly k nejvyeiia poeta..
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Byl v Cambridge iatea ISAACA BARROWA (1630 - 1677), tteri byl podrobDi
obeBDimeD Be Balninim Cavalieriho dilem a tteri vedl na taaejii univerBiti
tatedru matematity. Barrow rOBpoBnal Newtondv talent a r. 1669 mu dobrovol­
ne vedeni katedry pfedal. Z obavy pfed more. pfebiYal Newton v letech 1665­
-1666 ve evem rodiiti na ?enkove a vytvofil Bde "teorii fluxi" _ infiDiteai­
milni pocet. Jeho termiDologie a Bymbolika byla ponikud tiltopidna, col melo
pOBdeji negativn! vliv. Newton vynikl take ve fy.ice. Vldy velai otalel
e publitov'ni. svich vialedtd, napf. "Ketoda fluxi" byla publikov'na al pc
jeho smrti v roce 1736. VBtah meBi "fluxemi" a "fluent..i" objaenil Barrow
r. 1670 a tat uk'sal souvisloat .e.i derivovtaia a integraci (pfesniji:
hled'nim pr1mitivni funkce). ledoroBuseDi a nepfesnosti viat byly odetraneDy
teprve pOBdeji.

LeibniB ae narodil v Lipstu a strayil nejvetii caet liyota na hannover­
etem dvofe. Byl vel1ll1 nadanj a destrannj. T1tul bakalaf dstal sa p.-aci
B logikY, titul magister .a praci B f110aofie, po.deji Biekal titul dottora
pray. D1plomac1e ho pfivedla do Pafile, tde ee settal e BUlgeDse., a po.dij1
1 do Londina. Sestrojil tel pocitaci stroj, kteri byl dctonalejii Dei Pascaldv.
V"letech 1673 - 1676 vytvoHl d1ferencUln! a iDtegr&ln! pocet ee ay.bol1tou
vela1 bli.tou naii. Jiet' podnity B Auglie lllohl viak Bistat teprve v roce
1675, nebot je prot'-aDo, Ie ee pfi prv" pobytu v Londini e "iDformitorea"
Collinem neeettal. Teprve kdii byl dvornia radou a tnihovDikem u dvora
v Hannoveru, eetkal se rotu 1676 Da ceeti do Londina e ColliD", ttereho 1n­
for.oval a avich visla4c1oh, a ae.Dim11 ae a vialedky lewtoaoviai. Objevy
v "oaloulu differentialie"pub11toval rotu 1674, v "calculu aumatoriua" rotu
1686 - pOBdeji viak salSal po doh04e e JOHADllIl ~BRlOULLIK (1667 - 1748)
uiiva~ oBnaceni "oaloulua 1ntegral1a". S lewtoDe. ee nitdY v livoti aeaettal,
vyain11i e1 viak aekolik dop1ed a mili t eobi VB'Jemni velikou ~ctu. Leibn1.
prvi Bacal ul1vat aymbolu J a jeho jmeno aese ronoj

1( 1 1 1
(-1-")+5-""

tteri viat neobjevil on aim. Jeho Bisluhy 0 vedu a epeo1alnl aate..titu jaou
tatove, ie vyn1tajic! uceneo NORBERT .!BIRR (1894 - 1964), .akladatel tyber­
netity, povaioval Leibniae Ba "patrona" t'to vidy.

POBdiji .alSal~porni boj 0 pricr1tu obJev. 1nf~teai"ln1ho pelt....1 o~
itol..i - nimeotou a angliotoul nebyl viak pOdnecovan autory techto objevd.
Iewtcn byl v roce 1703 .volen preeideate. Royal Scc1ety a lil pat v Londiai
jako do.oroe a pak fe41tel tralovete .1ncovD1. Byl poviien do ilechticteho
etavu. LeibalB byl r. 1700 .volen cleDe. pafilete Atadamle vld a tBhoi rotu
preeldentea berlinete Atadeale ved. Rotu 1716 chtil jet do Auglie oeobne po­
hovofite lewtone. 0 objeYeeli a objaenit ota.tu vB'jeane ne.avleloatl obou
vytvofenich toncepci, Debylo au to viat a politictjch ddvodd povoleno. Zeafel
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roku 1716 a byl pohrben bez poet v Hannoveru - teprv. po 70 leteeh byla
na jeho hrob zaeazena kamenna deska s nap1sem "Ossa Le1bn1z1". Newton byl
r. 1727 pohrben s ve11kym1 poetam1 ve Weetm1neterskem opatstvi. Oba t1to
gen10ve ov11vn1l1 dalii prudky rozvoj 1D!1n1tee1malniho p06tu.

Prvou t1itinou u6ebn1c1 d1ferenc1alniho a 1ntegralniho p06tu napBal
trancouzsky mateaat1k GUILLAUMB PRABQOIS ANTOINB de l'HOSPITAL (1661 - 1704);
cb..hovala tel zname "1'HoBp1talovo prav1dlo". Ang116an BROOK TAYLOR (1685­
- 1731) ul1l zname Taylorovy rady k reieni j1stych d1ferene1alnich rovn1e,
n1kdy Be viak konvergenei teto rady nezabyval (oetatni nekteri poelueha61
naii fakulty tak 61n! dodDee). Taylor byl od rOku 1715 Bekretare_ Royal
Soc1ety. Konvergene1 Taylorovy rady vyietroval profeBor Bd1nburgeke un1ver­
Bity COLli IIACLAURIR (1698 - 1746).

Pron1kan1 novyeh poznatkd do praxe a jej1ch iireni bylo do teto doby
ve11ce tilke - prve 6aBop1ay, ot1akujici matemat1cka pojedn&n!, sa6a11 vy­
ch&.et teprve Ve drub' polov1ne 17. etol.

Po ipanilBkem vpadu em1grovala a Antverp do Bas1lejs rod1na BBRNOULLI.
v~ ktere ae po niko11k geDeraci objevova11 l1de a vyn1kajici_ matemat1cky_
talentea.

JAKOB BBRROULLI (1654 - 1705) sa6al Btudoval teolog11, j11 sminini
JOHABR BBRROULLI .edicinu. Posdij1 ee oba vinova11 plni matemat1ee. Jakob
vedl v Baa1lej1 na univereiti katedru matemat1ky v letech 1687 - 1705 a
po jeho eart1 ji prevsal a vedl al do ave smrt1 Johann. T1to u6enc1 ee zaslou­
li11 epolu • Le1bn1.e. a Newton.. 0 vznik var1a6niho p06tu. aabyva11 ee d1fe­
renc1alnia! rovn1ceJlli apod. Jakob napeal epie "Are conjectand1", kteryobea­
hoval Huygeneovu prae1 s taor1e pravdipodobnoeti, a etal ee tak daliim
a tvdrcd teor1e pravdepodobnoeti. V.ajemna r1valita a sdrava ctiladoet hnala
cba bratry rychle vpred. Jil pred roke. 1700 objev1l1 prakt1cky vie, co je
obeahe. s&kladnich kured mateaat1cke analysy; jej1ch atupeD preanoat1 vikladu
viak byl pro dneini dobu nevyhovujici.

V dalil: generac1 vynikl1 zejaena dva eynove Johannov1 .IKULillBBRROULLI
(1695 - 1726) a DARIBL BBRROULLI (1700 - 1782). Oba byl1 povolan1 r. 1725
do Petrohradeke akadem1e vid••1kulii, kteri ee vinoval etudiu teor1e pravdi­
pOdobnoet1. se.fel tea j11 r. 1726. Dan1el odeiel s Petrohradu r. 1733, kdyl
doetal aieto profeeora anatoa1e a botan1ky v Baaileji; od roku 1750 tam pred­
naisl 1 fydku.

Ojedinel!m ajena v mat_tice, byl :LBORHARD BULBR (1707 - 1783).
A6 pdvod.. §vicar. prol1l Buler velkou aaet ev'ho livota v Petrohradi.
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VyatYdoval v Baaileji. kda byl iak.. Johanaa Barnoulli. Do Patrohradu
odaial roku 1727 a kroai obdob! 1741 - 1766. kdy pracoval v b.rlinake aka­
d.mii. sda atravil cali iivot. Byl to clovik obdivuhodni nadant. viaatrannj
a valaipilni. Byl dvakrat ianat a ail 1) diti. Roku 17)5 prii.l 0 j.dno oko
a roku 1766 0 drube. Diky tanoaen&ln! paaiti viak dokasal pracoval dala.
_apaal t'-if 900 pOjadntn! a knih a j.ho prac. vychas.ly po.tupni i po jaho
sarti al do poloviny 19. atol.; priapily k uatalan! ayaboliky v anali•• i
algabra. Poch..i od nij i nasav "variacn! pcc.t" - v to.to oboru publikoval
visDamne pric.. S.tkat. •• • Bul.rovou pfiakou. kon.tantou. torauli atd. ­
jiz j.noa j.ho vysledky s ci••lne t.cria by .u sajietily n.sartalnou elavu.
Zabyval a. i brick..i (tahy konim na iachovnici. "s.4m mo.td v tralovci").
kt.re n.pfiao oVlivnily v.nik novich .ata..tickych di8ciplin. a byl i obrat­
ni. populari.atoraa. J.ho viklad byl pr08t n.pf.snoat1. postradal viak j.iti
casto hlubi! sddvodnini.

Tei a••i trancous.kiai .ncyklop.di8ty byl vynikajici aat.aatik
JBAlI LB ROBD d'ALBIIBBR'f (1717 - 178). n._zelski n.chtickY .yn. naleuni
v blizkosti kost.la St. J.an 1. Rond. J.hc tal.nt au waolnil rychlou karieru
- od roku 1754 byl aakr.tara. Akad••i. a proto t~i n.jvlivnijiia vidc•• Fran­
ci•• Vynikal v aplikacich .at••atiky na hydro••chaniku a epolu s Dani.l..
Bsrnoul11_ byl .akladat.ls. t.or1. parc1aln!ch dit.r.nc1alnich rovnic. Poku­
sil s. roku 1746 0 ddka. t.v••akladn! vity alg.bry a sav.dl tei aiao jine
poj • .IIl limity,

Daliia v.lkia aat.mat1k.a 18. atol. byl ayn atatkaf. s Rormandia
PIBRRB SIIlOK LAPLACI (1749 - 1827). S poaoci d·n.abuta •••tal proteaor.":
na voj.nake skol. v Parili. Jako oatatn! aataaatikove te doby a. vinoval hlav­
ni aplikacia; aa v.lke zasluhy 0 poc.t pravdipodobnost1 a 0 vsnik op.ratorove­
ho poctu. Pracoval cali livot v aat.aatic. a obdrz.l anoho poct od Napol.ona
i od LUdvika XVIII. Ka rozdil od nikt.rych j1nich mat.aatikd t' doby .inil
l.hc. sve po11tick' pf.avidc.ni a j.ho siroke svidoa! au uaozDovalo pokraco­
vat v praci i Pr.s vi.ohny politioke pr.vraty. Pf.kladat.l j.ho dila do ang­
lictiny B. Bowditoh s Bostonu 0 nia nap.al: "Kdykoliv js.a narasil na
Laplac.dv obrat "col no snadno vyplyn.... byl js.m si jist. Ie ... phd a.bou
hodiny tvrde prao•• abych vyplnil ••••ry· a nal.sl a dOkasal. j~k nam to anadno
vyplyn." •

JOS~PH LUIS LAGRANGB (17)6 - 1813) byl italako-franooU8skeho pdvodu a
byl jii v d.vat.nacti l.t.ch prot.aorea mat••atiky v 'furini. Kdyi a. Bul.r
vratil roku 1766 spit do P.trohradu. byl Lagrang. po.van Friadrich.. II.
do B.rlina (v posvan! byla vita "ja nutne. aby nejvitli mat••atik Bvropy iil
v bliskosti nejvitiiho kral."). kd. pracoval al do Fri.drichovy sarti roku
1786. Pak od.I.l do Parii•• kd. pdsobil na Bcol. normal. (1795) a na 1001.
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po1ytlcha1q111 (1797). By1 VI11cI vi"tfaDDt... vYD1tajici salluhy 0 va­
r1a~Di PO~lt ItljDi jato 0 tlor11 ~ill~ apod. Pratt1cty v j1It'. eayl1u
saloll1 "hor11 tunkci real.e proainn'" - odaital Davasovat Da lenol1& ~1

d'Aleaberta a vychasel pi1 etud1u tunkci z faylorovy fady; Dedolpil vlak
ke zcda l1epokojivya vYlledkt'la. SDad DejviUi sasluhy aa vlak 0 teorltickou
tys1ku lVya ep1aea "KechaD1que analyt1que".

PoeledDa znaa.ta mateaatikea t' doby. 0 Dial ae uiDiae, byl ALnIS
CLAUDI CLAIRAU! (1713 - 1765). a jehol jaenea ee adlete aetkat v teor11 d1­
teran01alnich rovn10.

la kon01 18. etol. ae sa~ala roza&hat j1ata akepee. Katemat1ka podle
tlhdljiioh pfedatav dOlanla lV'ho vroboll1. Za 15 let po Laplaceovi lart1
napeal Arago v jeho Dekrologul "Pit aatemat1kd - Cla1raut. luler. d'Alea­
bert. Lagrange a Laplaca - e1 rosdi11lo aes1 aabouevit. jehol ex11teD01
odhall1 lenoD. ObjalD111 ho ve vieob aainch. proD1kl1 do oblaeti. ktere
byly povalovany sa Depfiatupn' ••••• a kODe~ni _ a v toa leli jej1ch Depo­
aijejici alava _ podrob1l1 vie ••• jedDotDeau _akoDu."

V 18. atol. ee mateaat1ka vela! prudoe rozvijela. jeji 10g1cke vyetavbi
nebyla viak vinovana .all11ta peae. Proto dollo v 19. etol. k rev1z1 _akladd
aataaat1cke analisy. la pf'loau etolati 111 a pracoval Di.eckY mateaat1k
URL PRIIDRICH GAUSS (1777 - 1855). vjsD6l8lli proteeor gllt1ngeneke un1vere1ty.
Podal niko11k ddkald tsv. sakladni vity algebry, lalol11 prakt10ky aoderni
teor11 6iael, praooval 1ntensivai tel v geoaetr11 a jeho prace jaol1 Ipojeny
a poaatky teor1e potea01all1 jakolto odvitvi aateaat1ky. liktere se evioh
vy_naaaioh ~ilaaak aepub11koval.

v pOdobDich oblaatech aateaat1ky praooval 1 0 nico atarli tranool1setj
ute_till: ADRIU KARII LlGUDRI (1'752 - 1833). lap..l viz....e praoe. aj.
aa aVOll dobll doko.a1a dila I d1terano1&laihe a 1Dtegralniho poatll. By1

< po j1ateu dobu na 10011 Doraale a exaa1n4itorea DB Icole polyteohn1qlll.
la Uto ikole t4ii pdeObl1 AUGUSTIII wiJIS CAUCHY (1'789 - 1857). Cauohy byl
jedn1a s utaaat111:6, 11I11lljioioh 0 vitii pfe"olt prace v aateaat10e. Je sna.
pfedeviia IVja1 praoea1 s teor1a tl1Dll:oi koaplexDi proaiane. Zpracoval saklady
1nt1D1tea1Uln:£ho poatl1 spAaob.. b1ilkja 10llaaaneall pojeti - poul11 d'A1eaber­
tova pojall 11a1ty a pfa..e det1D1oe dar1vace fUDkoe. lady vyletfoval pI~11vi

a sabjva1 al otaskaa1 konverglnoe. pOdal tel prvi ex1atanaDi ddll:as pro felea:!
d1teren01alni rova10e. la aveno 11vota atrav11 t'l nill:011k let v Turiai a
v Prase.

VI1111:ja .,a11tel.. atineala alpfis.i oalldu by1 praletj rodall: BIRIARD
BOLZAIO (1781 - 1848). Je--prokua.o, Ie doe&hl nikhrioh objevd v aateaati­
01 pf.. Cauchl. a j1Jt,fJli vjsaaaDiJli aataaatill:y. Pracoval vela1 phlai
• poj.e. apojitoati tunkcI, tor.U1oval tel vitll 0 aXiatenoi hroaadneho bodu

1014-7181

- 406 -



o••••n' poslo~pnosti, atd. 0 .xaktnoeti j.ho uvah evid~i obeah ~aeti rUkopi­
su j.ho n.dokon~.neho dila "Gr~ssenlehr.", ktera byla obj.v.na teprv. ve 20.
l.t.ch a vydaaa v. 30.1.t.ch nai.ho stol.ti. Byl i viznaariy. logik•••
Bolzano a Cauchy byli prvni.i mat••atiky, kt.fi v. vetach a d.finicieh ci­
l.vidomi u!ivali kvantifikatord. Roku 1805 byl j.enovan pref.eor•• naboi••­
etvi na pra!ske univ.rsiti, aviak pro sve pOkrokove nazory byl roku 1820
ausp••dovan. V. sve dobi byl zna. epiea jako aoeialn! myelit.l na! .at.ma­
tik.

Jini. deetrannj. maUaatik•• t8 doby byl KARL GUSTAV JACOB JACOBI
(1804 - 1851), zn8mj sviai praeeai z taorie sliptiekych funtei (na jsho
po~s.t u!iv"s t.rain~ "jakobian"). Zna~ni viznaa aill t'l prae., j.jieh!
autor•• byl franeo~zaki baron JBAJ-BAPTISTB JOSBPH POURIBR (1768 - 1830)._

Int.rpr.t.a Gauasovich visl.dkd a j.ho naetupe.m v G~ting.n byl
PIBRRB LBJBURB GUSTAV DIRICHLBT (1805 - 1859). P.~l1vi pro.koWlial Pouriero­
vy vial.dky a viznaani prispil k chapani pojau fUDke•• Zabival a' t'l apli­
kaeeai mateaatiky a j. autor.. ~.tDieh visl.dkd v t.orii ois.l.

Diriehl.tovim nastupc•• v G~ting.n byl GIOHG PRIBDRICH BBRBHARD RIllA..
(1826 - 1866). T'Dto mat.aatik ~v.r.jDil poairni mali po~.t praei, aviak
vi.chny byly viaD...e. Dal.ko hloubiji n.!li Cauchy a Dirichl.t •••abival
probl'••• iDt.grovat.1Doeti funkci. Proslul te! prae.ai a g.oaetri., t.ori.
ko.plexnieh funtei apod. Prvi v. svich pr.dnaikaeh ~vadil ji! pf1klad .po­
j1t' funke., kUra n••a d.rivaei v i8.dda bodi (pHklad takev' funte....tro­
jil ji! pf.d rok•• 1835 Bolzano). Prvy pfiklad takov' fuDke. publikeval
roku 1875 KARL WBIBRSTRASS (1815 - 1897), uva4il j.j viak v. svich pf.dDal­
kaeh ji! od roku 1861. Wsi.retrass byl fadu l.t uoit.l•• Da gyana.iu a pro­
f.sor.a na b.rlin.k' univ.rsiti •• atal t.prv. roku 1856. Byl -an'-i svia
WIIiDi. pf.dnai.t i svou pf••DO.ti. I on viaDaani pfiepil k r.vi.i zakladd
analiay - praeoval v.lai pf.sni e koaplexn1ai funtc..i a obj.vil poj.a et.j­
noairDe kODvergeDe.; dokonal. objaeDil nikt.re aakladDi pojmy aateaaticke
analiay apod.

Vynikajicieh uapichd doaahl D.jvitii ru.ki mat.aatik 19. atol.ti
PAPJUTIJ LVOVIO OBBY~!V (1821 - 1894). Publikoval ViZDaane prae. a ~ie.1D'

t.ori. a aabival e. problemy pootu pravdipodobnoeti a aat.maticke analiay •
••j.ena otaakami aproxiaace funtc1 a iDt'grao. algebraiokich i racioDalDieh
funtei.

Ia pe~atku 19. e\ol.t1 byly pf.detavy 0 "oiel.oh" • "v.lioiDi" et.jni
n.dokonale jako v dobi antiky. W.i.ratrass byl jedni. a prvieh aat ••atikd,
kt.fi ve evioh pfedDaikaeh budovali t.orii raeionelDioh ciaal. V. dr~e

polov1ni etoleti a. atala poifaba vybudovaDi t.ori. iraoionalDich oie.l
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krajni nal'hayo~. SDah~ po &r1t.et1sac1 matemat1ky a jej! neulpokoj1yi
etaY yyjadi'll LBOPOLD KROlfjICDR (182) - 1891) ,proteeor bertinlk' unher­
e1ty, sn'-l•.yiroke.: "Cela ~!Ila yytyoi'11 nal a11i bah, yle oltatn! je
dile. ~loyika."

l'fiblUni y eedadeeatioh lltech doepili nese.Y18le k cH1 Weierstrall,
RICIWiD DIDIItIID (18)1 - 1916), GIORG CAITOR (1845 - 1918) a j1D! - yybu­
doya11 teor11 realDich ~!Iel. Cantor .a t'l trYal' saeluhy 0 aodern1sa01
matemat1ky yyb~doYania Da1yn! teor1e aDol1n. Jeho teor1e aila i'ad~ odpdr­
od, s n1chl nejYysDamDiji! byl Itronecker. !1votn! Itrada.! podloa110
Cantoroyo duilya! sdray! a koneo Iv'ho 11vota etraY11 v lanator1u. Vysnam
C.-toroyyoh 1dej! pochop11 Y t' dobi jen maly po~et matemat1kd - jednia
1 n10h by1 napi'. ~elky aate.at1k MATYI§ LIRCH (1860 - 1922), od nihol
poohasi ~elkj tera!n "aDoI1Da". Odpdrod ylak pOltupni ubyYalo, sejm'na
pak na po~tku 20.etol., kdy HIlfRI· LIBISGUE (1875 - 1941) pub11koyalroku
1901 no~ 'teor11 m!ry.

Snahy 0 yytyoi'en! 10s1ekych lakladd aateaat1ky YyYreho111y u111!a
e yyb~dOYaD! ax10aat1ky jedDot11Yyoh aateaat1ckych d1Ic1pl!n. Tyto Inahy
aaj! eY' koi'eny j11 ye etaroyiku. V a1nul'a etolet! ..j! nejvits! vysnam
ax1oaat1eka teor1e pi'1rose.yeh ~!Iel, kterou yytYoi'11 GIUSBPPB PBARO
(1858 - 19)2) rDku 1889 a ax10aat1eka teor1e euk11doYlk' geoaetr1e, kterou
yyb~deY&l DAVID HILBIRT (1862 - 194) roku 1889.

Vyyoj aateaatiky ye dYacatam etolet! ukasal, Ie ax10aat1eka metoda
...dll Ipln1t yle to, co e1 od n! aateaat1e1 na sacatku tohoto Itolet!
111boya11. V aale. etolet! Ie teapo yyvoje mateaat1ky 'jesti srych1110.
Vsn1kaj! nejen aoY' teor1e, ale 1 eela odyity! aatemat1kYI stip! ae 1 od­
Y'tY!, jehol h1ator11 je.e ehti11 Itru~ni popaat. Doehas! k tak YYlokemu
It~pn1 epec1al1sace, Ie 11 pi'eltayaj! rosuait 1 matemat1e1 praeuj!e!
y bl!skyoh oboreoh. S11ni Ie rOIY!jej! sajm'na abltraktn! part1a mateaa­
t1ky. Stil! lse hodaot1t ulpichy mateaat1ekyeh ikol, a jest' hdi'e ulpichy
a objeYy jednot11ye6, aDoh' yjsnaan' objevy pry' poloY1ny tohoto Itolet!
budou j1eti jelti pi'ekoataJ.

zainiae ee jelti Itr~c.i 0 tioh, ktei'! podltatni pi'1epi11 k V1yoj1
aateaat1ky v ~eekych se.!ch.

!1votn! trqedU BBRlfARDA BOLZABA (1781 .. 1848) bylo, is neaohl
~plat.11 IY' .18oi'ad.' lohopnoet1 pro videeko~·prac1 v 10S1el a v aateaa­
t1De a prol11 Iv6j i1vot bl••alei1tioh kontaktd I ti.1, ktei'! Ie nejv!oe
.allo~1111 0 tVOl'bu .ateaat1ky 19. Ito1et!. Kal' aolnolt1 videek'ho uplat­
nin! v t, dobi .pdlob11y, Ie aiktlf! vY.aaaD! celt! aatemat1e1 hllda11
uplatnin! al80 celk' .Iai. Jednia • n1eh by1 8IL UYR (1848 - 1894),
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ktery pfijal aieto proteeora aateaatiky na videneke univeraiti. Jeho bratr
IDUARD W1YR (1852 - 190) edetal v Pra.e, kde pdeobil na pralake univerai­
ti i teohnice. Oba obohatili naii matematickou literaturu 0 kvalitni dila.
ktera alouiila jako ucebnice matematiky pro vyaokoikoleke etudenty.

KATY1§ LERCH (1660 - 1922) pdeobil po deeet let Da ivicarake univer­
eiti ve Freiburgu, odkud ee vratil roku 1906 jakO proteaor matematiky
na techniku v Brni; poediji pfesel roku 1919 na novi .fieenou "aarykovu
unhereitu (nyni UJIP). Ac napeal nl1ke mnOietY! videckyoh pUbl1kaci,
rovnil nemohl naleet v ceekjch zemich uplatnini.

o rozvoj matematiky a tyziky ee eaalouiila v ceekjch eeaich tel
Jednota ceekoalovenekych matematikd a tyzikd. ktera ae vyvinula .e atudent­
ekeho apolku zaloieneho roku 1862. Prva ceeky peana videoka prace z mateaa­
tiky byla vydana roku 1862 Kralovskou ceskou spolecnoeti nauk. Zasluhou
Ja., bylo dovrieno obrozeni ceeke matematiky.

KAHIL PBTR (1868 - 1950) BB euloulll 0 ronoj cuke matemat.iky nejen
avymi videckjai pracemi, ale i tim, Ie vychoval znacDi pocet .tfedoikol­
ekych uciteld i videckjch pracovnikd v matematice. Je Butore. kvalitnioh
ucebnic diterencialniho a integralniho poctu, kterjoh ulivali zej.ena
posluchaci univereity v obdobi aezi evitoviai valkami.

K nejlepiia iakdm·Karla Petra nalelel vie.tranni nadani IDUARD aBCH
(189) - 1960) a VOnflCH JARII1K (1897 - 1970), kterj vynikl njai pracemi
v ci.elne teorii a matematicke anali•••
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Jmana osob, vyskytuJ!o!ch se ve skr1pteoh

( 1802-1829)
( , )

(1717-178)
( 1896)
( 1 )

(287-212 p.n.l.)
(1847-1912)
( 1 )

Abel, B.H.
Adus, C.R.
d •Alembert, J.
Alexandrov, F.S.
AlexeJew1ca, A.
Archiaedes
Arzela, C.
Aull. C.B.

Baire, R.L.
Baisnab, A.I'.
Banaoh, S.
Bari, •• It.

Barrow , I.

Bernolllli, D.
Bernolllli, Jakob
Bernolllli, JohaDn
Bernolllli, ••
du Bois - Reymond, 1'.
BOlzano, B.
Borel, B.
Bosmans. H.
Brink, ,
Bromwioh, t. J.
Brouwer. L.B.J.
Brllokner. A••• ·
BrlliJn, ••G. de

( 1874-19)2)
( 1 )

( 1892-1945)
(1901-1961)
(16)0-1677 )

( 1700-1782)
(1654-1705)
(1667-1748)
( 1695-1726)
(18,H-1889)
( 1781-1848)
( 1871-1956)
(1852-1928)

1

(1875-1929)
(1881- 1)
( 1 )

(191ll- )

/lebyllev, I'.L.
/lech, B.

Daniell, 1'. J.

Darboux, G.J.
Deak, ••
Dedekind, J •••R.
DenJoy, A.
Descartes, R.
Dini, U.
Diofantoa
Diriohlet, I'.G.L.

BrdDs, 1'.
Bllklides (as1)5O - asi
Biller, L.

Paber. G.
Past. H.
Patoll, 1'.
PeJar. L.
Fermat. P. de
Pieher , ••
Pourier, J.B.J.

Probenius, G.
PllbiDi, G.

( 1821-1894)
( 189)-1960)

(1889-1945)

( 1842-1917)
( 1 )

( 18)1-1916)

(18811-- )
(1596-1650)
( 1845-1918)
(kolem 250)
( 1805-1859)

l1912- )
)00 p.n.l.)
( 1707-178)

( 1 - 1)
( 1 )

(1878-1929)
(1880-1959)

( 1601-1665)
( 1875-1959)
( 1768-18)0)

(1849-1917)
(1879-194) )

( 1845-1918)
(187)-1950)
( 1 )

( 1 )

( 1789-1854)
(aai 1598-1647)

( 1859-1906)
( 1 )

( 171)-1765)
( ? )

( 1 )

( 1625-168)
( , )

Cantor. G.
Caratheodory,. C.
Carleeon. L.
Caesels, J ••• S.
Cauchy, A.L.
Cavalieri. B.
Cesaro, ••
Ciesieleki, Z.
Clairallt. A.C.
Clarkson, J.A.
COke. s.a.
COllin, J.

Croft, H.I'.
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Garg, It •••

Gau•• , 1..1.
Gelbatlll. B.R.
Gelfand, I •••

Gelfond. A.O.
Ger, R.
Gillespie, D.C.
Gregor illS , a St.V.

Hadamard. J.

HatAel, G.
Hardy, G.H.
Haraaok. A.
Hartaan. 1'.(S.1)

( 1 )

(1777-1855)
( 1 )

( 1 )

( 1906)
( 1 )

( 1 - 1)

(1584-1667)

( 1865-196)

(1877-1954)
(1877-1947)
( ,-? )
( ? )
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Heine, B.H.
Helly, B.

Hermite, Ch.

Herllog,. P.·
Hawitt, B.
Hilbert, D.
Hopt, H.

HISlder, O.L.

l'Ho8pital, G.P.
Hurwitll, A.

Huygen8, Ch.

Chincin, A.J.

Jacobi, It. G. J.
Jarn!le, V.

Jegorov, D.P.
Jensen. J.L. V.
Jung, ?

Jurleat, W.B.

Kantorovic, L.V.
Keete1Jl18J1, L.
Knaeter, B.
Koi'!nele, V.
Kronecleer, L.
Kucllllla, ••

KWDlIIer, 1.1.
Kuratowelei, K.

Lagrange, J.L.
Laplaca, P. S.

Lebe8gua, H.
Legendre, II.

Leibnb, G. W.
Lerch, II.
Levi, B.
Lindel15t, B. L.
Lindelllann, P.K.L.
LindenbaUlll, A.
L1nnile, J.V.
Liouville, J.
Lip8ohita, R.
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( 1821-1881)

(1884-194')
( 1822-1901)
( ? )

( ? )

( 1862-1943)

( 1894-19n)

( 1859-1937)
( 1661-1704)

( 1859-1919)
( 1629-1695)

( 1894-1959)

( 1804-1851)
(1897-1970)

( 1869-1931)
( ? -? )

?

( ? )

(1912)
( ? )

( ? )

(1899)

( 1823-1891)
( ?)

( 1810-1893)
(1896)

( 1736-1813)

( 1749-1827)

( 1875-1941)
( 1752-1833)
( 1646-1716)
( 1860-1922)
(1875- ?)
( 1870-1946)
(1852-1939)
( 1905-1942)

( 1915)
( 1809-1882)
( 1832-1903)

LUled, J.
LUdolph, v.C.

LUllin, B.B.

Kao1aurin, C.
lIa1grange, B.
lIarcu8, S.
Marleuievic, A.I.

lIaHIe, J.

lIeniov, D. B.

lIereenne, M.

Merten8, R.
lIinleow8lei, H.
Jlcivre, A.
Moore, B.H.

de Morgan, A.
lIoree, A.P.
Murlehopadhyay. S.B.

lIatanaon, I.P.

Bewton, I.
Bov&k, B.

JIl5beling, G.

Olm8tead, J.II.H.
08good, •• P.

Par8eva1-De8chene8,II.A.

Pa8oa1, B.
Peno, G.
Perron, O.

Petr, K.
PiranilUl, G.

Poi88on, S.D.
Pompeiu, D.
Ponoaarav, S.P.
Pou88in, Ch. de 1a V.
Prei88, D.
Pringahaia, A.

Raabe, J.L.
Radon, J.
Rie.un, B.

( 1940)

( 1540-1610)

( 1883-1950)

( 1698-1746)
( ?)

( ?)

( ?)

(1920)
( ?)

( 1588-1646)
( ?)

( 1864-1909)

( 1667-1754)
( 1862-1932)
(1806-1871)
( ?)

( ?)

( ? -? )

(1642-1727)

( 1938)
( ?)

( ?)

( 1864-1943)

(1836-? )

(1623-1662)
( 1858-1932)
( ?)

(1868-1950)
( ?)

( 1781-1840)
(1873-1954)
( ?)

( 1866-1962)
( 1947)
(1850-1941)

( 1801-1859)
(1887-1956)
( 1826-1866)
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R118S, P.

RJallaDo." ?

Roger8, C.A.
Rolle, II.

Roth, It.P.

Sak8, S.
Schwars, G.A.
Selberg, A.
Senit, P.

Sierp1li8k1, If.

Shonk1. R.
SOD1n, I. J.

Speoht, W.
Ste1Dhau8, H.
SUelt;l88, 'f.J.

SUrling, J.
Stoke8, G.

510018, ?

Stonl, II.H.
Stroaberg, It.R.

fJ.,arc. R.

(1880- ?)

( ?)

( ?)

( 1652-1719)

( ')

( ?)

( 1897-1942)
( ? -? )

( ?)

( 1848-192)
( 1882-1969)
( ?)

( 1849-1915)
( ?)

(1887-1972)
( 1856-1894)

(ad 1696-1770)

( 1819-190)
( ? -? )

( ?)

( ?)

( ?)

Tar8k1, A.

'fauber. A.
Taylor, B.

Tiet88 , H.

ThoapeoD, W.A.
Tucker, C.'f.
'fsod1k8, ?

V1,te, P.
V1;1ayaragha"aD, 'f.
V1Dogrado.,. I.II.
V11oali, G.

Volterra, V.

v.der Waerden, B.L.
Wal118, J.
Weier8tra88, It.
lfeyr, se,
Weyr, Bail

1II111oney, H.

Young, ?

Zahor8kl. Z.
ZygIIlW1d, A.

(1901)

(1866- )

( 1685-17)1)
(. ?-? )

( ?)

( ? -? )

?

(1540-160) )

( ? -? )
( 1891)

( 1875-19)2)

( 1860-1940)

( 190)

(1616-170)

( 1815-1897)

( 1852-190)

( 1848-1894)
( ?)

,
( ?)

( ?)
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RIJBTli1K

aproximace d1ofant1cka 46••
eimQltann! 46.7

ba&e Hamelova 9.9, 11.6,~
18.10, 18.11, 18.D,
35.44, 35.48

d1akont1nuum Cantorovo ~ 4.7.
4.22, 9.27, 12.8, 12.15,
22.30, 29.5

kladne a!r1 4.6

d1vergence funkce 37.6

~ara lomena 51.38

28.9
~, 16.11, 26.C,

D1niho der1vac. (~1a10 dar1vovane)
M, 7.9, 7.11, 14.10"
16.8, 16.11, 26.1, 27.2

5.8, 7.9.
11.9,
23.13,

41.4, 41.5,

45.B
45.6

Bon1nova 40.18,
41.6, 41.9

Stirl1ngova
Wall1eova

abeolutne epojita 4.17, 4.21,
4.22, 8.20, 14.16. 19.14,
~'1' 23.18, 23.34, 27.3 •

• , 28.4, 48.28. 49.15
adit1vn1 8.23, 9.2, 13.8,

.16.4, 18
m-ad1t1vn! 13.25
analyticka v 11 17.17, 21,

31.12, 31.14, 31.18
aproximativne epoj1ta ~

23.47
baireoveka 4.15, 4.16, 4.17,

4.20, 4.24, 4.25, 7.19, 8.28,
9.8, 9.11, 10.8, 11.6, 11.10,
~ 16.9, 18.7, 18.8, 23.22.
21:24, 24.6, 25.3. 34.B,
47.F, 48.9

Beaikovitchova ~,20.4

Bohanova 28
Cantorova 4.22, 9.27, 12.4,

12.15, 16.~23.22, 27.3,
29.5, 51.28

Cuarova 4.25
darbouxovaka 4.17, 4.25,

4.26, 9.2, 9.11, 11, 12.3,
16.10, 18.21, 23.22, 23.23,
23.24, 24.2, 24.5, 24.6,
31.22, 50.18

Dir1chletova 4~l2,

7.14, 7.15, Io.2,
12.5, 12.C, 17.7,
24.5

harmonicd 37
hDld.rovaka 4.17, ~ 25.4,

25.6, 19.2, 25.15, 25.16,
34.8, 47.B

km1t&J!c1 23.B
kOD.~De variac. 4.21, 12.21,

14.15, 14.17, 14.18, 14.19,
19, 23.2, 23.9, 23.50, 48.24

kODa~De ~-var1ac. 23.P

funkce

formale

9.C,derivaoe druba Bchwar&ova
:!2.C

dvoJna 32.9
e11na. 28
ateJnoaeru
aymetr1cka

27.2

~!al0 der1vovane fQDkce (Diniho
derivace) ~ 7.9, 7.13,

7.14, '(.21
derivovane Schwart&.drube
~ 9.23, 9.24, 9.25,
9.28, 9.29

bod hQatoty mnoz1ny 8.16. 8.20,
8.22, 8.24, 8.29, 8.30,
8.33, 9.5

kone~ne var1ace 19.B
neapoJ1toat1 5, 16.7, 23.49,

28.8, 36:10
neapoJ1toat1 1.drQhu 5.2, 5.3,

5.4, 5.5, 16.7 ---
neaPOJ1toati 2.druhQ 5.2, 5.3,

23.49
neapoj1toat1 neodatranite1ne

g, 5.3
neapoJ1toat1 odatran1telne

5.2, 5.3 .
nQlovy fQDkce naeobnoet1 m

26.1
regularn! 42.1.
Hdkoati 8.17
a1ngularDi 42.1
eteJnomerne der1vovatelnoati

fQDkce 28.B
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51.34,

)4
4.20

20.10

49

51.21, 51.33,
51.36, 51.41
51.2, 51.7

2hL
51.)5,

y1aatn!

uaherea1n!
To1t8rroya

troh tonvergence

ko.ataata lu1eroya
~

tatesra1 PoiaaODdy 37.1), 37.14

tODY~rgeno. 48
10kalni etejDoaira& Y bodi

48.19. 48.20, 48.21
podle a!rl 48.6, 48,7,

48.12
epojita 11.9
Y dlllce 48
Ye yariaoi 48
.po1s etejaoairaa 48.20,

48.21

huetota llDo!in;r 8.16
poe10upnoeti 4).22, 4).23.

4).24
poe10upnoeti do1a! 4).22,

4).2)
poe10upDoeti borD! 43.22,

4).2)

_-integral ey.etr1ct!

koab1Daoe ko.vem! 1taearn! 15..b
35.4, )5.6, )5.11,~5

)).B

2).2,

konkayn! 8.20, 12.21, 1).1 fuDko.
konkayn! ry.. 1).1
kony.m! 7.4, 8.20, 9.24,

9.28, 9.29, 12.21, !2,
2).10, )1.9, 12

ll-koDvem! . 13~ ~
)5.9, )5.10--

kODy.m! ry.. 1).1
kya.1.konvem! 1).27
kya.1-p.r1od1oka 17.B
11pech1t.oyeka 4.17, 4.21,

7.9, 8.22, las 15.2, 18.2, indikatrix Banaoboya 2).18
19.2, 2).2, .5, 2).6,
2).7, 2).11, 2).18, 2).14,
28.), )).7, )5.12, 47.B, ~-1nt.gra1 22.22
47.15

1lt -d'U.1d 50
.nealf1h1d 18.1), 18.21
n1kd. darbollXoYata 2).49
n1kd. konYam! 26
Ditd. aoaotoDD! ~
·~28

oddi1.Di ~DOtODD!

0•••••' tODY.XUl
n:.!...

period1ota 17
po aa.teob 1iD.arn! y.pe..a

funk 01 48.)5, 48.)6,
48.)7

po10apoj1ta 4.24, 10, 12.21, kontiDuUll
19.10, 2).2), 51

Po.p.iuoya 8,)5
pr1a1t1yn! el.etr1oka 9,14
Ri.aaaDoya ~ 5.8, 5.11,

7.9, 8.1),Lo.2, 11.9,
46.6, 48.9

Ri.aanaoya d.'ta 40.45,
. 41,7, 45.), 45.0

R1.aanaoya fadl ~
22,15, 22.16, ~~­
22.28, 22.29

Ri.aanaoya 80baoaid 4.16
8i1Di apoj1ta 8.A
ekokd 16.8
etoro ad1t1ya! 18••
ekoro Yiud. toaetaatn! 2).0 tODY.xita fuDkce 2).)1, 2).)2
e1abi epoj1ta 8.B
etejni epojita 25.B
el.etrioklepoj1ta 8.)6,

1..!.0 9.11, 9.12

funko.
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9.9, 12.33
37.8, 37.11

polour

Itrl1mice ltonYergeDca! ~4, 42.13,
42.16, 42.19~21,
42.0, 42.42, 42.45,
42.46

topo1ogiclta 51.2, 51.18

Itrych1e D-diaeDaioDa1n! 33.11~

33.12, 33.13, 35.6
Iti'ivlta 51

1t1-ltri~lta (grat apoJite
fl1Dltce) ~ 51.8, 51.9,

51.13,~5, 51.19,
51.25, 51.26, 51.28,
51.37

k2-ItHvlta (Jordan) fi.10,
51.11, 51.13, 51. ,
51.19, 51.21, 51.25.
51.29, 51.31, 51.37

1t3-ltfivlta (Cantor) 51.14.
51.15, 51.16, 51.19.
51.22. 51.23, 51.25.
51.31, 51.37, 51.44

1t4-ltrivlta (ob10lllt) ~g.18.
51.19, 51.24, 51. •
51.27, 51.28, 51.30,
51.37

1t5-ltrivlta (Jordanova, to­
po10giclta Itrl1lDice)
~ 51.19, 51.24.
51;-25, 51.30, 51.37.
51.44, 51.45

Peanova 51.16, 51.21

lemma SteiDhal1eovo 18.0, 18.19

10lta1i.ace .etricltych v1aatnoati
3.B

aetoda Cantorova diacona1n! 34.7
Itategori! 9.15, ~OiB,

20.1, 21.14, 2 • 5,
25.11

11aitovac! 43.1. 43.9
acHao! 43
ac!tao! .ODOtOna! ii.A,

43.25, 43.11, 43.
ac!tao! resl11ara! ~4J

43.9, 43.17, 43.2~

anolina antiltonveXAi 35••
_azatiltoaveXAi 35.1'b

35.40, 35.44,~
35.49

·bore1ovalt'
i:i'agl11arn!

1014-7781

mnoliaa ltoDatanta! I!flty 35.)8
Itoavexn! 13.29, 35
II-anolia. 22.D
Deaifite1aa 4.22, 9.9,

12.15, 18.16, 18.19,
18.21, 35.44

p1n' airy 4.9
reg111arll! ~ 37.13,

37.14, 37.15
ateJnoairni apoJ1ta 15.D
ateJaoairni apoj1ta ne.aporni

15.12
tota1Di .ayaetr1clt& 35.39.

35.40, 35.45
U-mnoliaa 22.D

aodl11 apoJ1toat1 15.2, 25

nadrov1.. 35.35
opirna 35.~!_35.36,

35.37.~ .Jtl

nerovnoat H01derov. 44.3, 48.37.
49.4, 49.10--

111nItowaitiho 44.4
. YOllDgova 44.1

oba! ltonYexn! 35.5, 35.6

ob1.at 51.H
JedDodl1le a0l1v1a1& i1.42.

51.43. 51.44, 51.4
a-naaob.i a0l1v1a1' 51.42,

51.43
,.,.. -naaobai aOl1V1a1& 51.42,

51.43. 51.46

ob10llli: 51•.1

par10da tl1Altoe 4.26, 17.10
i

17.11,
17.12, 17.13,17. 4

ltoDVal'sa.oe ~ 42.6,
42.7, 42.8,~9, 42.10,
42.18, 42.20, 42.23,
42.27, 42.31, 42.32,
42.33, 42.36, 42.37,
42.40, 42.41, 42.42,
42.46, 42.47, 42.48

po10proatol' uaav'e'; 35.35, 35.37
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variace funkoe 14.23, 19.1,
23.18, 48.30

u10ha Dirichletova i~.B, 37.13,
37.14, 37. ..

14.12,

51,45
19.7

33.11, 33.12, 33.13,

vit~ Baireova 0 bodech spojitosti
12.4

Baireova 0 kategoriioh 4.18,
7.19, 12.18, 20.B. 29.2,
34.7

Banach-Steinhausova 20.9
Bernsteinova 21.6
Bore1ova 19.7, 23.44
Brouwerova 0 pevnem bodu 36.11
CauchyOva 38.A
1!ebyllev.ova 45
Denjoyova 8.22
Dirich1etova 46.1
Pubiniova 18.29, 35.13, 35.1~,

35.21, 49.5
Hadaaardova 4C.C
Harnack ova 37.13
Hellyova 35.29
Chincinova ~ 46.6, 46.7
Jegorovova 48.7
Jordanova 0 krivkach
Jordanova 0 rozk1adu
Jungova 35.32, 35.34
Lebesgueova 0 derivaoi

16.12, 20.8
Lebesgueova 0 hustoti 8.19,

25.11
Lebeegueova 0 11mitnia preohodu

9.29, 48.7
Liouvi11eova 37.13, 46.4
Luzinova 8.22, 13.13
Koore-Osgoodova 7.6
prvocise1na e1avna 45.10
Saksova ?13
St1rl1ngova 45
Stolzova 38.1, 38.B
Tauberova typu 42.27, 43.P
Tietzova 47.2, 47.12
Va11e-Poues1nova 9.29
Vita1iova 4.13, 27.3
WeierstrasBova 12.15, 20.3,

30.B, 30.13, 34.12

v1BBtno.t loka1ni a globa1ni 3.1
(W) a (W* ) 5O.D

vrohol krychle
35.6

47.21

37.2,

47
17.8,

polynoa Lagrangedv 30.A
Legendredv 26.3
nejlepii aproximace 30.6

posloupnoet funkci stejni omezena
39.8

problem Hi1bertdv eedmi 46.10
Lebesguedv 35.34

prostor metricky 1inearni 48.13
obsahujici jednoduchy ob1ouk

15.15
W-B 15.13, 15.14

roziii'eni funkoe
periodicke

ay.tem uzavfeDi vzh1edea k bodove
konverg.nci 12.12, 12.13,

12.14, 12.15, 12.19

skok funkce 5.2

emir divergence 39.15, 39.16

svasek ("sheaf") 37.15

rovnice Bulerova 31.D
Laplaceova ~~.l,

37.11, 37.

symetrizace anoziDY

fada Pourieroya 20.D, 22.1, 22.3,
22.4,22.6, 22.7, 22.12,
22.18, 22.19, 22.22,
22.25, 49.B

Gaussova hypergeometricka
40.14, 45.2

Taylorova 21.1, 21.4,
21.6, 31.1, 42.34

trigonometricka 9.C, 22
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sakryt! univeraalni 35.34

zebra 1.3

zobrazen!

27566r

hemispojite ~
36.6 •. 36.7.'"36.8

hOlderovake 47.7,
47.10

lipachihovake 47.7.·
47.9. 47.15

monotonn! 36
aonotonn! ryze 36.1.

36.3
monotonn! ailni ~

36.2. 36.3
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