








6,50.

(majoranta xe-,l e 2(0,+00)

Integrae1 per partes pro Newtonovy 1ntegraly lodllvodnlite I I

dost4v4me J'(b) =-2 J(b) •

Toto je dif'erene1ll.ln1 rovn1ee pro f'unke1 J(b) jej1m! hlien1m vzhle­

dem k J(O) = J1- (v1z 5,84) z1sk4me

.liT _b 2
J(b) = T e •

el Porovnejte Be ev1aen1m 4,51 d~

00 -tx

Bua p( x) =J ~ dt •
o l+t

al Uka!te, !e pro x ~ 0 tento integral konverguje.

bl Uka!te, !e pro

rovn1e1 y" + y

x E (0,+00)

=:J: •x

f'unkee P( x)

*6,51.
00 2:,)(2

Spoatlite F(ox) = J e - t - t Z

o~

dt I

r-;.I Integrli1 konverguje pro vliechna x E ~ •

bl Funkee F je spoj1ta v E1 '

~=

el BuC1 x E (0,+ 00 ) , potom

00, J 2xF (x) = - ~ •
o t

2 )(2 /

e-t- -p. dt

(majorante pro x E <p,q> C (0,+ 00 ) je

, x'
2x -t- t1

--:2 e
t

promlinna je t !!

d/ UkaHe,!e 2F(x) - F'(x) = 2 e-2x • fiT

(poulijte subst1tuci z = t - f apr. 5,84).

fte§en1m teto dif'erene1aln1 rovn1ee dostanete

F(.x) = ( r' e-4x +' 10 e2x pro x E (0,+00 ) ,

ze spoj1tost1 obou stran v bodli x =0 pak plyne K =0 •

- 189 -



Tedy F(x) pro x € (0,+ 00 ) .
e/ Ukalte, Ie je till spln~na rovnice

F'(x) + 2 F(x) ='0 a

1./ vypo/!Ute z Uto dif'erenc1lUn! rovnice F( x) ,

2/ ralite eoustavu

2 F(x) - F'(x) = 2 e-2x • IT
,
2 F(x) + F'(x) = 0

jako eouetavu dvou 1.1nearn!ch rovn1C-:]

16,52.1 Poe1.edn:!m Uko1.em, kter,1m ee bUdsme zeby,rat, je etud1um a nakresl.en! graf'u

f'unkce zadanll 1ntegl'li1.em, podrobn~j1 - je d8na f'unkce F, F( a ) =

= J f' (x, IX ) dx , ~ mlIme nakresl.it graf' Uto f'unkce F.
H

Pr1 reAen! tohoto prob1.IImu budeme poetupovat takto:

1.1 zj1st:!me maximAln! obor Dp ("def'1n1/!n! obor"), ve kterem je f'unkce F

def'1novlina a konel!nll, tj. zj1et!me mno!1nu t~ch a € E1. ' pro ktera

konverguje J f'(x, a ) dx ,
M

tedy

2/ budeme zkoumat epoj1toet f'unkce F v mnoz1n~ DF,

3/ BPo/!!t6me 1.1m1~ f'unkce

je-ll napr. Dp =(a ,b) ,

F v "krejn!ch bodech" mno!1ny

spo/!!t8me

Dp , pi'esn~j1 -

1.1m F( a )
tIf-+ D_

4/ bUdeme zkoumat monotoni1 F,

,

5/ eventueln~ pro podrobn~jA! etudiUIII vylietHlle extre~ f'unkce F " resp.

konkavitu a konvexitu.

I,·,,· .......... _ ....... 00 -ax
F(a) = J!-.- dx

o 1.+x2

rv Zj1st~te, Ie Dp = <0,+ 00 r ,

2/ Uka!te, Ie F je BPoj1t4 v <0,+ 00 ) (viz pl'. 6,3 ) •

3/ Uka!te, Ie

4/ Uka!te, !e

11m F(a) = 0 (viz pl'. 4,21).
a .....
F je neroetouc! v <0,+ 00 ):
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al zvo1te 1ibovo1n6 at' at, E' <0,+ 00 ) , a, « a. , potom

ze vztahu

e - a;x e-a-2.X ,

1+lC
2 "'" 1+,1

x € (0,+ 00 )

plyne i F( ex1 ) ~ F( (X2 ) (ukazte, ze dokonce F( a,) ) F( a:-
2

) i ,

bl F'(e) <: 0 pro a E (0,+ 00 ), odtud plyne, ze F je k1esajici

v (0;+00 ).

51 Ukazte, l\e F je konvexni v interva1u (0,+ (0) (epoctete F" )

61 Ukahe, l\e

max F(a) =F(O) =f in!' F(a) = 0 ,
aeco, +00)

minima funkce F nenabyv6.

•*71 Ukal\te, ze F~(O) =- 00

(Podle zn6m6 vety - vys10vte ji a oddvodnete - 'jest

F~(O) = lim F' (a) a zjistite, ze
Q~o+

00 -ax 00

F' (a) f lim (-
xe

) -./ xlim = 2 dx = -2 dx=-oo ) .
Q4o' 0+ o a~o+ 1 + x 0 1 + x

Jednotliv6 kroky si znovu podrobne provedtel Nakres1ete graf ..!..J

J 1

o --:;::;=:=::--F(a) =I'.54. ,.,,,.....:' __c_e _

illl Dp = (- 00 ,0) U (0,+ 00 ), F je funkce sud6,

21 F je spojit6 v Dp ,

31 lim F(a) = +00 lim F(a) = 0 ,
a.~ 0+ a->OO

41 F je klesajici v intervalu (0,+00 )

51 F je konvexni v intervalu (0,+ 00 ).:JJ
r-=-._-~;

16,5~ Nakreslete
1

sin it
x( x+a) 2

al

grafy fWlkci
00

r
F(a) = J., . dx ,

J' 2 2
bl F(a) log (l-a x )

dx= ,
0 2 II -,1x
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cf F(a)

co

J arctg ax= dx
f x2 .li-1

,

d! F (a) = Joo ~l;:-e:.-_a...,x,--_-=a=-x
- dx .

" ~

Uvedme nyni v dalliim, jU niktarak systematiclcy, rozn~ pf'iklady.

16,56:1 BUC\ a> 0 ,

t E :t'-(0, s)

PotOlll

f'qnkce

" necht

l' necht je de1'inov8na v intervalu. <0 ,a :>

l' je ~ojit8 v bod~ 0 zprava.

, necht

f
a. h

o h2+ ~ (1'{x) - 1'{O» dx •

11'(X) - 1'{O) I ~ Ie pro x E (O,XO) . Uka!te, l!e

11m
""0

~ Polo!te I{h) =

BUCl Xo E (O,a)

!T
1'{x) dx = '2 • 1'{0) •

Odtud jU lehko odvodite, l!e lim I{h) = 0 a pot8 tvrzeni. ~
" .. 0 .

/6 ,57:IHecht f'unkce t ,g jsou definovq v ~,
BUCl X o E E1 ' p!'edpokl.4de jme jelitA,!e l'

v bod~ x • Potom
o

+00

nechi· (L) ~ g{x) dx = 1 •
-co

je omez~ v ~ a spojit8

,
..

J x e-ax •

"

Dob!ta!

~u!ijte s¢>stitoei x - Xo = ty B vl!tu 60~

16,58.1 Ukalte, Ie

00

J x .-ax
D •
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pro a )0, bE E1 •

~dvoate derivac1 vYsledkd z pi'. 4,47 a 4,48 .---.IJ

16,59:1 Ukalte, Ie

a.j 10g(1+x)

o 1+x2

~

dx +.1 199(1+ax)
a 1+x2

dx = ~(l.Og 2) • arctg a + ~ log (1+a2
) .

pro l1bovoln' a > -1 •

~ Ukalte, Ie

11 1ntegrily konverguJ1 pro a > -1 ,...
/J log (l+x)

2 2 dx Je primitivn1 t'unkc1 k tunkc1
D 1+x-

10g(1+a)

l+a2
~ 1Dterva1u (-1,+ 00 ) ,

3/ derivace lev' sUeny rovnost1 Je rovna derivac1 pray' strany

rovnost1 pro l1bovoln' a > -1 ,

4/ pro a" ° Je rovnost splnlina~

16,60:1 Ukalte, Ie

a.

I
of

!e.2 dx + r 10g(1+ax)(a+x)
2 J. 2l+x '0 l+x

16,61.1 Ukalte, Ie

pro l1bovolM a > ° .
r;;lte stejD;f postup Jako v pi'. 6,59 .:-J

of

(R) 1 10g(1+x) dx =:r • log 2 •

o 1d 8

~ Dosaate a = ° do rovnosti v pi'. 6,59 anebo a" 1 do rovnost1·

v pi'1kladu 6,60. ~

16,62~1 Ukal\te, Ie

F(a) =

- 193 -
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r-;;a!te, l!e

1/ pro a > -1 integrlil konverguje ,

2/ F'(a) = ° pro a E (-1,+ 00 )

3/ F(O) =log 2

16,63~1 Ukal!te, l!e

~al!te, h

11 je primit1vn! £unkce k fUnkci -Y!-e na intervalu

(0,+00),

2/ derivace leve i prave strany rovnost1 jsou stejne na 1ntervalu

(0,+00 )
/pozor pri derivovlin! slol!ene £unkce !I ,

31 provedte 11mitn! prechod pro x _ + 00

pr!kladd 5,84 a ~i dosadte x =0 •

Vile provedte podrobn~ a oddvodn~te

16,64~1 Dokal!te, l!e

a vyul!ijte vYs1edkd

F(a,b) 11 xa-l
= (-------

o l-x

bxab-1
--'::6-) dx = log b
l-x

pro a IE (0,+ 00 ) ,

II Ukal!te, l!e

b E (0,+ 00 )

•

1/ integrlil pro a >0, b) 0 konverguje,

2/ ~: = 0 pro kal!de b) 0 na 1ntervalu

3/ F(l,b) =log b

(0,+ 00 ),

16,65~ IVyiietrujte £unkci

Ukal!te, l!e

1/ 1ntegrlil konverguje pro vAechna 8

2/ funkce F je spojita funkce v E1

3/ F(a) =10g(1+82) - 2 + 2~ 8rctg :
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41 F'(a) =2arctg i pro a '!- 0, F;(O) = :If' F':(O) = - 7T •

l4echan1ckYm der1voVlln!m - bez ov~en:! pi'edpoklado. - doeUvue cbybn! V'$ele­
dek

pro a = 0

F'(a)

Rozmyelete !

16,66~IVyiletfujte :funkc1

Ukazte, ze

11 F(a) = - 00

~O

=~ 2arctg 1
a

1 a
F(a) =f ~ dx •

. 0 10gx

pro l1bovolnll a € El '

pro a ~ 0 •

21 mechan1ckYm der1vovA!1!m 1nte8ralu za 1ntegraan!m znamen!m dostanete
, 1

F (a) =~ pro a € (-1,+ 00 )

(ktert pi'edpoklad vllty 61 nea:! eplnlln T ).

16,67., Pi'edpoklBde jte, ze jete odvod111 vzorce

1

j _10....;8:....;._....;.. dx =
o x

:Jf~

l2p

pro p € (0,+ 00 ) (viz kUpi'. 4,45).

OdvOdte odtud pomoci der1vace 1ntegralu podle paz:ametru, ze

1'1 xP-1 r'
J - log! dx = ::-"Z'
o l-xP x 6p

pro p € (0,+ 00 ) •

16,68;1 Vyiletfujte £unkci

1 xP-1

11+xP
1log ­x

T:J.
dx = :::-2

l2p

00

f a2+,{-
109(T2) coe mx dx •

o b +x

Ukazte, ze

1/ integral konverguje pro libovolnll hOdnoty a,b,m E E1 '

2/ je-li a,b E El pevnll, je £unkce F(a,b,m) epoj1U jakozto £unkce

m v E
l

Ipi'esnllj1 £unkce F" ,b, * Je ~oj1U v E1 pro l1bovolnll

a,b E E1 / •
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Spo~tete ~~ s po~itim pl'. 5,92 a a odtud spo~tete F(a,b,m)

Inutno rozliiHt pHpady m = 0 a m -F 0, viz U~ pi'. 5,91/.

16,69 .\ Doka~te, ~e

"J 0-1 ( )x- • sin qlog x
o

", / xP-1

o
p

• cos(qlog x) dx =~
P +q2

pro libovolnoi q E E1, P E (0,+ 00 ) •

~~ijte VYsledkO. pl'. 4,47 a 4,48 spolu sa substituci log x = t ~

16,70.1 Doka~te, ~e

/

1 0-1
r . sine qlogx)

al ~-.:...;~..:....:.--";...;;..dx =
o 10gx

arctg ~ pro p E (0,+ 00 ) ,

cos( q 10gx)

10gx
diverguje pro libovolnoi hodnoty p,q •

~Odvo;J.te derivov'nim integralu Iderivujte podle p i q!1

s po~itim pro 6,69 •

bl Zkoumejte chov'ni integralu v okol! bodu 1 .~

Co nBm dB mechsnickoi derivovan! ?

1 6 , 71~ I Dokazte, lie

F(a,b) ..

s:
/ 10g(a ! b
o

a +
cos x) dx = :;r log ~-~~.:....-

pro 0 <b L a

rr-- fJF
II Ukalite, l!e 'da (a,b) = -,~==;- a po~ijte vysledku pr!kladu 8,66 -

~ast 11 ai pl'. 5,87 nebo pl'. 6,30 e .---il

16,72.1 Ukel!te, ~e

F(a)

00

J -ax l-cosx 1· a2+1
= e dx=-log

o x 2 7 pro a E (0,+ 00 ) •

C a provedete limitn! pi'echod pro

" Lehko zjist!te podle pi'. 4,48, l!e

a2+1
plyne, l!e F(e) = ~ log ---2-- +

a

odtud tedy

a ---'> + 00 •

Viz toil! pl'. 5,95 .~
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(6,73.! Ukal'te, l'e

pro b E E1

dx = ?!.. I b I ­
2

= /
00 e-a1-

- cos bx------
o x2

F(a,b)

~uZijte pr!kladu 6,47 , kde provedete limitn! prechod pro k ~ 0+ ,

viz tel' pro 5,93 •~

(6,74:1 Ukal'te, l'e

pro a € <0,+(0) I

rv POuZijte vztshu

/

00e-a1- _ 1
F(a,b) = 2· dx +
. 0 x

cos bx
x2 dx

a vYs1edlro pHkladl\. 6,35 a 6 173

21 Ukal'te, l'e F(s',b) = - ;;Ji + C(b) Iderivace podle "a" s pro 5,841 I

odtud vyplyne, l'e
00

C(b) = lim F(a,b) /1- cos bx
= dx a opllt

a.., 0+ 0 x2
pouZijeme 6,73 .

31 Dostanete vYs1edek tel' derivovan!m podle "b" ? • ~

[~~5; I Ukazte, l'e

11

21

00 la2J e-
ax .7T (8+ + m2 )

(0,+ 00 )• cos mx dx =
(a2 + m2)

pro 8 E

°IX 2
m E E1 •00

J
-ax

IIa2e jI2iT 2sin mx dx = + m - a·
xf;.0

pro 8 E (0,+ 00 ) , m ;:: o •

r 11 Sub sti tuce x = t 2 8 pro 5,94 •

2/ Derivace podle "m" a vYsledek prvn! ~asti .---ll

Bud f E

Je-li f

'-P
""(a, (j-)

spoji ta

Pro kal'M x E (a ,b) bua

v bode Xo I existuje F'(xo)

.x
F( x) = .J f( t) d t •

a-

8 F'(xo) = £'(xo) •

Dokn:;te

(Vice 0 funkci F viz' dodatku D IV).

Odhadne t.e
F(xo+h) _. F( xo)

h
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IfU Integ1"lil konverguje pro b 6 (0,1) •

21 Dokdte, l!e F(b) =:Jr nejdi'!ve pro
. sin~b

pro b E (0,1) •
sin.Tb

dx,

00 b-l
F(b) = ~ !--- dx =

o l+x

6,7'7.*1 Ukdte, Ie

31 Ukalte, Ie fUnkce F je spojit4 v (0,1) - viz p~. 6,11 •

41 Odtud dvoate jil tvrzen! •

Viz 1;;\1 V.Jamik, Integ1"liln! pollet II, kap. VII, § 5.---J

6,78.1 Spol!Ute n4s1eduj!c! integr4ly •

1

J (I-xl') (l-xq)
al dx ,

o 10gx

s:
bl J' 10flj(1+aeinx) dx ,

o einx

s:
cl j'Y10g(l+asin2x)

o sin2x

It.

J . 2 2
d/ cotg (a tg x) dx

o
,

00

el/ cotg ax.
o

cotg bx dx ,

co 2

£1 J log (1+ ~ )
o· x

b2
• log (1+ "7 ) dx •

:r

g/ J'10g (a2coa2x + b2ain2x) • cos 2nx dx ,
o

00

hi J log (1..2 x'!) • aretg bx

o ~
dx,

00

illo
x

x • arc coot! ji

x'! + q2
dx,
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J f 2 2 2
j/ log (a + b tg x) dx

a

k/ J'{ log (l + P sin2x) dx
o

•
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7. J1n4- pojet! Lebeegueova 1ntegralu.

v t6to kep1tole ukQ!eme, jak lze vybudovat teori1 Lebesgueove 1ntegr6lu,

vyjdeme-l1 z prvotn!ho pojmum!ry. Bylo by vhocln', kdyby s1 \!tenar nejdt'i­

ve prostudoval dodatek ke 4.kep1tole ve akr1ptech I.~ernY - J.~!k,
Integraln! po/!et I , kde -88 auto~1 t:!mto prob16mem zabpaji - ?'Fllem pouze
za omezujicich p~edpokladd luva!uji tot1! pouze podmno!1ny eukle1dovsk6ho
prostoru/.

Zopllkujeme jelltl! jednou, jek jEllle my vybudoval1 teori1 1ntegr6lu a
miry. Vylll1 jEllle ze zQkladn!ho prostoru (Z,A) , tj. ze zSkladniho syst6­
mu tunkc! na nl!m! byl detinovan z8kladn! tunkc1on4l A , tanto prostor jams
rozllfr111 a obdr!el1 jame syst6m :;e viiech tunkc! s konel!n;fm abstralttn:!m
integr6lem A ; pomoci tohoto syst6mu jsme pak detinoval1 syst6m vllech
mii~1te1Jl;lfch tunkc! A , sys~m vllech m~1te1Jl;lfch mno!in m.. a miru
eu. na m . Oe16mu tomuto abstraktn:!mu postupu Ukejme kritce' Daniello­

ya metoda, abstraktn:!mu rozll!Nni pak Ilaniellovo roziifren:!.

JestlHe jsme zvol1l1 za zakladn! &yst6m Z syst6m vllech spoj1 tY,ch
tunkc! Or s kOlllpaktn:!m nos1/!em v Er a za z8kladn! tunkc10nal A R1e-

manndv integr6l p~es Er, doste11 jsme spec1alni taorl1, a sice teori1

Lebesgueova 1ntegr6lu v Er; syst6mu :;e odvozenamu v t6to teori1 jams

~fral1 syst6m vllech tunkc! s konel!n$m LebesguBov1m 1ntsgr81em, mlilv111

jame t6! 0 &yst6mu mr vllech lebesgueovsky mllf.1te1Jl;lfch mnoUn v Er
1 0 LebesguBovii mfre cfbl' •

Pr1 budovan! teorie LebesguBova 1/!1 abstraktn!ho- 1ntsgralu je mo!no

tek6 zvol1t poetup zcela ope/!n$, tj. je mo!no vyjit z teorie m!ry a na

zSkladii tHo teorie pak vybudovat teorl1 integr6lu. V delllim nazna/!ime,

jek toto lze prov6st. Vzhledem k tomu, !e teto kep1tola ma vllak pouze pro­

b16mo"y ~harakter, omez:!me 88 v delll:!m jen na etru/!n' mylllenky, nen! mo!­

n6 De tomto m!stii Vybudovst celou teorl1 dete1lnii. Je nutno tak6 ~edem

upozorn1t na Ilkute/!nost, !e mnodeutoM sa zabpej! tiim1to prob16my za

rdzn$ch ~edpokledd a bpa jej1ch anahou vybudovat celou teori1 pokud mo!­

no co nejobecniij1. Domn!vam 88, !e nen! l1/!elem t6to kep1toly upozom1t De

vllechny mo!n6 dete1ly rdzn$ch teorli, budame preto v dalll:!m pouUvet ~eto

zna/!nii omezuj!c!ch' pl'edpoklaM a nebudeme se uvedenou problelll8t1kou zabt­

vat vce16 llfr1.

A jelltii jednu pozoamku. 'rak jako p1'1 Ilaniellovii metcdii jElllS mohl1 vy­

jit z abstraktn!ho prostoru (Z,A) /!1 tanto spec1t1kovat - mohl1 j8llle vy­

jit z konkretn!ho eyst6mu Or vllech spoj1tYch tunkc! s kOlllpaktnim nos1/!em

v Er e z R1emannovs integr81u - tak tek' pM opa/!n6m postupu IIIC11eme vyjit
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z abstl'6ktn:! teorie m:!ry anebo ze specililn:!ho pf':!padu - Lebesgueovy m:!ry

v Er• Aby se ctenaf' v Uto kapitole ll!pe orientoval, budeme za c:!sly

jednotlivjch odstsvcd v!dy uv'd~t, zda se je~ 0 obecnou teorii ci 0 spe­

ci'ln:! teorii v eukle1dovBkjch prostorech. N~kol1k odstavcd bude pak vy­

hra!eno cVicen:!m.

~ /obecnll/: De£1nice !5' - okruhu

Bua d~ 1ibovoln' nepr'zdn' mnolina X. Nepr'zdnY systl!m 9? podmno!in

mnoUny X nazveme /mnoUnovjm/ d - okruhem, jestlUe plat:!:

B€SO =9 A-BE:F

(n = 1.2, ••••

To znamen', Ie ('j' - okruh :f' se svjmi l1bovolnYmi dvema mnoUnaiDi

obsshuje 1 jejich rozd:!l a se spocetne.mnoha mnolinami 1 jejich sjednocen:!.

Je-l1 nav:!c jeliU X € l' , budeme sysUmu :f/ Hkat a: -algebra.

~ /cvicen:!/.

Bud Y CJ' - okruh podmnoUn mnoUny X. Ukalte, Ie plat:!:

a/0E::! ,
bl An E '.f' (n = 1,2, ••• ) ~

00
(lAnE::!,,-1

~ I cVicen:!l.

Rozhodn~te, zda Msleduj:!c:! systl!my podmno!1n mno!1ny X tvoH a - okruh:

al systl!m veech omezenYch podmno!in eukleidovskl!ho prostoru Er '

bl systl!m veech spocetnYch podmno!in El '

cl systl!m vAech otevrenYch podmno~in metrickl!ho prostoru,

dl systl!m vAech uzavrenYch pOdmno~1n metrickl!ho prostoru,

el systl!m vAech kompaktnich podmno!in metrickl!ho prostoru,

£1 systl!m vAech jednobodovych mno!in v El '

gI systl!m vAech podmno!in danl! mno~iny X ,

hI systl!m m. vAech m~i'1 telnYch podmno~1n z~ladn:! mnoUny P

ziskanY pf'i Deniellov~ roz§if'en:!

Itvori m a - algebru ? , viz napf'. 2,5; i! ,101.
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a' - okruhu •~ lobecn~, cvi~enil. Definice senerovan~hO

Jako cvi~eni uka~te nasledujici :

AI prOnik libovoln~ho syst~mu o: - okruhd podmnoUn mnoUny· X

je opl\t er - okruh podmnoUn mnoUny X.,

o: - okruh IvizBI system vlech podmno~in dan~ mno~iny X tvofi

pf. 7,4 e/,
cl bua a libovolnj syst~m podmnoUn mnoUny X , potom existuje

privll Jeden cr - okruh jP podmnoUn mnoUny X takovY, ~e

II 1Jl c Y'

21 je-li :1'1 libovoJ,n$ (J - o:Cruh podmnoUn mnoUny X tako-

vy, ~e acyl, potom ,97 C 9 1 •

r-;ezmllte vAechny o: - okruhy, kte~ obsahuj! a ,podle

B existuje aleepon jeden, a utvofte jejich prdnik..JI

Je-li tedy a libovolnj syst~m podmno~in mno~iny X, existuje

podIe phdeAllSho ne jmenA:( cr - okruh Y' obsahuj!c:i IX •
Zna~e tento 0' - okruh aymbolem 6' (a) , budeme fikat, !e

o' ( a) je generovlin Ivytvofenl syst~mem a
Uka~te, !e

- okruhy generuji eyst~ mnoitin ve cvi~e-

DI je-li a er - okruh,

Zkoumejte tel!, jak~ a'
nich 7,4 al - hi •

potom •

B /eukleidovak~ prostory/. Borelovak4 mnoitiny.

Oznal!me aymbolem 0,; eystm vAech otevfenich mno~in v En' Jak lehko

nah14dnete /rtz 7,4 c/ , netvofi syst~m a;. er - okruh. PodIe 7,5

viek existuje najmenAi d - okruh podmnol!in En takovY, ~e obsahuje

systm q;: ,tj. vlechny otevfen~ mnoUny. Znal!me tento systm aymbolem

£61...... /tj. t( = 0'(~ ) I a jeho prvky nazYvejme borelovakYmi mnoUnami

En •

/kaitdS uzarlenaF € dJ7(.

Ukait te, !ie

11 F C En uzavi'en4 _oUna ~

mnoUna je borelovaJuV,

2/ system tBn. vlech borelovak;fch mno~in je te~ generovM sysUmem

vlech uzavhnich mnoitin, tj. (JJ1I. = er (U,.) , kde U... zna­

~i system riech uzarlenich podmno~in ~ ,

3/ system t8x. je tel! 8"nerovlln systmem vAech kompaktn:!ch mno~in

v En t
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0;; c m.....
je !!~.t!!!~!!~!

4/ IS'll C m1r. ' tj. kaMa borelovsk8 mnoUna je lebesgueovsky me!'i­
telna

~dle ve~ 50 je kalM otev!'ena mnozina me!'iteln8., tj.

podle 7,4 g tvo!':! 77l7{ er - okruh a syst6m ~1/..

er - okruh obsahujici ~ J '
5/ aJ?[ je dokonce a' - algebra ,

6/ ozna~ime-li symbolem ~ systam vAech otevl'entch intervalO

(a,b) C El, je (J31 = e: ( :J..,) ,

7/ mnolina vAech racionalnich ~isel v El je borelovsk8,

8/ mnoliina vAech lracionalnich ~isel v ~ je bore1ov~,

.".9/ podmnoZina bore1ovska mnoliIiy nemusi byt bore1ovska,
'O'O

10/ mnoUna vilech bore1OVskYch podmnolin En ma mohutnost kontinua·

Itj. 2?C-o I •
*'O

111 existuji me!'i teln6 mnoliny, ktera nejeou bore1ovska, tj. neni

a1n = m?t.
rr-;;;;,oZina vAec'll podmnoZin Cantorova diskontinua C - viz pi'. 5,7 ­

ma mohutnost 2 'N.-t a kaliM podmnoZina C je mei'i telna • ~

~ lobecne/. Def'inice miry.

~2~!!!2Y2!!_~g! ~zumime f'unkci, je jiZ def'in1~i obor tvo!'i nejakY

systl!m mnoZin Itj. zobrazeni. ktera url!i1;Ym mnol1n8m pi'ii'azuje hOdnoty

*z ~ /; Mirou (!b rozumime takovou mnoZinovou funkci, Ie

1/ def'ini~nim oborem (U- je nejakY a' - okruh !?

Itj. existuje takovY 6' - okruh :P , Ie pro kaUou mnoUnu

A E yo je def'inov8no, ('i- A I,

2/ A E!f' =} <!L A ~ 0 1 <!L je nezapoma f'unkce/,

31 et'- (,,) = 0 ,

41 (.1- je cr - adit1vni na !?
00

n:f mnoZiny, potom ell- ( U An)
71-1

, tj; JSou-u An E Y

= I;, <:«- An

diejunk1;-

..---.l2. ,8 ·1 1cvHeni/ •

Zkoumejte, zda nas1edujici mnoZinova f'unkce jsou miry:

1/ X - E1, :f = systam vilech podrmoliin ~ ,

= 1

~o
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21 x =N Imnolina viech pfirozenYch ~!se1/,

jP = syat~m viech podmnolin N.

ca- E =

n jest1He E C N je kone~ll.

mnolina obaahuj!c! prll.v~

n prvled ,

+00 jestlHe E C N je nekone~nll.

mnolina ,

31 X , !I' t1e1'1nujme ate jne jako v pi'eden~m pi'!k1sd~ ,

=~:oo
je-l1 E = III ,

caE je-l1 E nekone~ll.

~L~ je-l1 E 11 III kone~ll.,

1I.EE n

41 m!ra ~ ns systemu viech m~ritelnYch mnolin ~

Iviz definici za vl!tou 12 s v~ty 14, 15 I,

51 X je 1ibovolnll. mnoz1ns,

mnoZiny X.

!I' l1bovolnY cr - okruh podmnolin

=~o

--------- +00

je-li E = III

je-l1 E E ~

•

E # III •

~ Icvi~en!1 •

Bua c!'-- m!ra na 6' - okruhu !f' podmnolin mno!iny X •

Potom

sl A , B E .J" , A C B =» eu- A .::;; (fl-B

00 00

bl An E .J" =» .« (7tl..l, A ) .::;; L etLAnn 11.-1
. ,

A =
00

U A ==9 -/1. A =
1t.-1 n <.-

.... , A =

-a. A =lim rfJ-An •
L~ 71:-+00

Doka!te tate tvrzen! z def'1nice m!ry v 7,7 I Srovnejta tel s v~tam1 15.

16, 17 •
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17 ,lO~ !/Obecnll/. Definiee \lplnl! m:!ry.

Bua (U- m:!ra na f5' - okruhu :P. Ukdte na pi':1kladll, ie namus:! byt spl­

nlIna Msleduj:!c:! podm:!nka:

(*) CUE=O, FeE ~ F€:P I a ~F = 0 I •

A C41 A •

Je-l1 splnllna podm:!nka (*) , i':1k1l.me, ie ~ je \lpW m:!ra na ::P •

17,ll.l Icvil!en:!/.

Ukeite, ie m:!ra eu- odvozenll v Daniellovll rozll:!i'en:! je uplnll na m
Iviz pro 5,101.

17,12.1 (obeenll/. Definiee vnlljll:! m:!r;y.

*Bua X l1bovolnll mnoUna. Ynll.1l1:! m:!rou c!'< na X nazveme l1bovolnou

mnoiinovou tunkei tekovou, ie

11 ~* je det1novllna na systllmu vlleeh podmnoiin mnoiiny X

Itj. kaldll mnoUnli A C X je prirazeno l!:!s10 ca*A E 11 I,

21 A C X ~ (1'-*A a. 0 I eu* je nezllpornll/,

.*31 ct'- (Ill) = 0 •

17,13.j Icvil!en:!/.

Zkoumejte, zda nlls1eduj:!e:! mnoiinovl! funkee jsou vnlljll:! m:!ry:

11 tunkee (I'- z pro 7,8 - Mst 1/ - 31 •

21 l1bovolnll m:!ra definovllna na systllmu vllech podmnol!in mnoUny X ,

31 X je nespol!etnll mnoiina •

je-li E spol!etnll.

je-l1 E C X nespol!eti1ll •

pro E = X •

pro III # E ~ X ,

41 X je l1bovolnll mnoUna.

pro E .. III ,
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51 x = { 0, 1 , 2 , 3 , •••• }

n je-l1 E konecna mno~1na, ktera<-: n+l obsahuje prave n prvkd,
*Ec": =

~1 je-l1 E nekonecna mno:t1na,

61 X = E1 bud B = { l . n :;; 1,,2,3, ..• } •n '

obsahuje-l1 mnoUna E () B

prave n prvkd'

je-l1 mnoUna E () B nekone cna ,

Iv1z te:t pro 2,17/,

7/ X je Li.bovoLna mnoz1na •

~:
=

pro E = (Il •

obsahuje-l1 E C· X prave
jeden prvek

n obsahuje-l1 mnoUna E C X

prave n Prvkd' n 2: 2

'''"' +00 je-l1 E C X nekoneena ,

~

81 vnejAi mira (~~ odvozena v teor11 Dan1e11ova rozAireni Iv1z
deftn1c1 za vetou 11 I.

x •*~ vnejAi mira na podrnno:tinach mnoziny

lobecne/.

Bud X metrickY prostor.

ktera navic spliiuje axiom

(M) : E1 • E2 C X neprazdntl lIll1oZiny, ktere maji k1adnou vzdalenost ~

* * ~~ ,!L (E
1

U E2) = .:U- E
1

+ <!LE
2

/vzd61enost d(E
l•

E2) dvou mnoUn

J\, :&2 se def1nuje 't&.:'\":

lr.,;e (! je metrika v X /.

Pot(,,,, l-i".t""e, ie (il.* je '!'"t~ vnejlii .ura•

.a." vnej§,! mira na poc"1;nn~z1.nach 1;l.uoziny X. l4no!1na

cU* - me:HtelnA Ipodle Caratheodoryhol, prav/! kdy!

E C X

'" '"-a: T = ca (T () E) + '"eu(T - E)



pro l1bovolnou mno!1nu T C X /krealete! I.

Systo§m vlieeh c«-*- mli!'i teln!eh mnozin znsc!Die symbolsm m. (~> •
Plati n4s1edujiei velm1 ddle!1t11 vlita, pokustese ji doko§zat!

17,16:;1 lobeenli/. ~.
11 SysMm m «(!L"'> vlieeh c:t'-""- mlii'i teln!eh mnoUn tvoi'i

er - okruh podmnolin mnoliny X.

21 X IE m (~*> , tj. sysMm m (!'-*) tvoi'i dokonee o: - algebru.

'*eu- na m (r!'- > pi'edpisam

'" '"ca-B pro E IE tnt. (r!'- > ,

na m (!'-"') Iviz definiee 7,7 a 7 ,l{)/.

*(fV je indukovlina vnlljlii mirou cU ns

31 Definujeme-l1 funkei

(i- E =

je r:u- YIl;L!lt_!!;{n

Riklime till, Ze mire

m(ea-"") •

41 Je-l1 X metriekY prostor, ca* !!!.:!it!£ls! vnlijlii mire lviz 7,14/,

*potom je kalM otevi'en4 podmno!1na X c!'-- - mlii'i telnli. Spee14lnli -

oznsC!ime-l1. si symbolsm (jJ o:- okruh generovani systlimem vlieeh

otevi'enjeh podmnoZin prostoru X ,je (Jj c m(ea-"') - oddvodnlite I

L7.1~ leviC!enil.

'" '"Zkoumejte, jak budou vypadat systlimy m (<:!'-) vlieeh ('l - m!ii'i teln!ch

mnoUn v jednotliv$eh pHpadech eviC!eni 7,13 !

rK Msti 7 - vliimnlite si, Ze systo§m m. (t'-*> vlieeh· <!'-*- mlii'i teln!ch

mnoUn podle naifi definiee 7,13 se nemusi shodovat sa systlimem m
vlieeh mlii'i teln!eh mnoUn zisksn;Yeh v Deniellov!i rozliii'eni, nebot podle

7,16 jest vMy . P IE -m(et), zatimeo nemusi bYt P IE m.- - viz pH­

klady 2,5; 2,10 aj. Viz UI eviC!. 8,30 • -.J
V dalliim by bylo moZno§ se zab;1vat otllzkami vytv4i'eni vnlijlii miry, otllz­

ksmi rozliitoY4ni a zUIl:Liiovant miry aj., ktere vAsk v dalliim zeels opomineme.

Uk4zame pouze, jak tlimito postupy mO.zeme dosplit k Lebesgueovli mii'e v En.

/7,18.l Lebesgueovs mire v eukleidovakteh prostorech.

Buli Mn otevi'enj interval 1 C En ' tj. kart4zakt souC!in n jednorozm!ir­

njeh otevi'enYeh intervsld, 1 = (~,~) x (~, ~) x ••••• x (~ , ~) •

Objemem intervalu 1 nazveme C!islo

vol (1) = (~ - a l ) • (~ -~). ••• • (bn - "n) •

1idleme pi'edpokUdst /neni to nutlltS/, Ie budeme uvelovatpouze omezentS
otevi'e~~ intervaly.
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,
Je-li Mna libovolM mnoUne E C En a Je-11 {In }OOspOl!etnll.....,

00

soustava otevfenjch lomezenjch/ intervalo. takov,Ych, l!e E C ...ld, In '

nazveme soustavu {I}OO Lebeslffi!!ovYm POkryt!m mnoUny E • Pro 11bo-
n 11.-( *

volnou mnol!1nu E C ~ def'inuJeme JeJ:! vnllJli:! Lebesgueovu m:!ru C'-- E

pf'edpisem

'"~E = in£'

kde inf'1mum sa bere pfes vliechna mol!nll. Lebesgu80Va pokryt:! mnol!iny E

Iviz pro srovnll.n:! 5,~ I.

DokaUe, h

*11 I C b interval ~ cU- I = vol (I) ,
n

*21 ~ Je metrickll. vnllJli:! mira na podmnol!inll.ch En Idef'1nice 7,12

a 7,14/.

'" '"Odtud podle 7,15 mdl!eme def'inovat syst6m 'JXtt «('L ) vliech <:"- - mll-

'"fi telnjch mnol!in v En' MnoUny ze I13'stll.mu m 1t (<:"- ) budeme tll.it
naz;1vat lebesgueovsky miji'i teJ.n;tmi mnol!1nam1 v En l,ja'k pozdllJi

uklil!eme - viz pf. 7,39 - splYv4 syst6m m11. (r!'-"') se syst4mem

m"1L- vliech mllfi telnjch mno1t1n podle Deniella - pochopitelnll vy­

Jdeme-11 ze syst6mu Z =On a A.f' = (R) .f r ) . Podle 7,16 mOl!e­
E...

me na syst6mu JJt.i (c«-*) def'1novat m:!ru cU.,.. -f:!keJme J:!

n - rozmllrna Lebesgu80va m:!re.

17,19,:1 Icvil!en! v eukleidovBk;1ch prostorech/.

Dokaitte, l!e

11 kaitM borelovekll. mnol!1ns Jelebeegueovs!l:y mllMtelnll.

rrtz 7,6, 7,16, 7,18 , ----I
21 E C En =9 (U-"'E = in£' { ~G; G otevfen4, E C G }

(viz t61 napf. vAta 55 l!i sn:ipta I. (jem;f - J.J(af':!k, Integr4ln!

pol!et I,' vllta 4,5 ),

31 E C~ =+ (U-"'E = in£' { ~If; If E m71. «('L*) ,.E elf}
Itzv. re@rita vnllJli:! m:!ry I.

17,20.1 1cv1l!en:! v eukleidovBk;1ch prostorech/.

Dokalte, ite n4sleduJ!c:! V!raq jsou ek'rivalentn:!:

al E E m
1t

(t!'-*) , tj. E ,1e lebesgueovs!l:y miji'iteln4 ,

bl ke kaitd4mu

E eGa

cl 'ke kaldau

€. > 0 exl.stuJe takov4 otevfenll. mnoUna G, Ie

CL*(G - B) < & ,

e ) 0 e:dstuje tak0v4 usav1'enll. _oline P ,

- 208 -



!e F ( E a ~(E - F) < &

dl existuje mnozina Go

Itj. mnozina, pro niz

typu G,s a nulovli mnoZins N..eu- N = 0 1 tak, ze E = Go - N ,

el existuje mnoZins Fo typu FiS a nulova mnozina M tak, Ie

E =F' U 14o

lfoiklime, Ie mnozina G je typu G8 ,resp. Fcr'
exis~uji-ll otevhna, resp. uzavfena mnoZiny Gn tak,!e

00 00

G = n G ; resp. G = U Gn I.
1t-1 n 1fc1

Tato vllta velmi dobre charakterisuje strukturu lebesgueovsky mllritel­

nYch mnolin v En.

Vratme sa vllak opllt k abstraktni teorii miry.

17 ,2l~ lob~cnll/. Definice prostoru s mirou (X, 'f , (!f: ) •

Trojici (X,:f', (-l-) nszveme prostorem s mirou, jestliZe

11 X je neprazdnll. mnozina ,

21 .'f' je e' - algebra podmnoZin mnoZiny X Itj. ,5P je 6 -okruh

a X€.'f'I,

3I ~ je l1plnll. mira ns .'f'

Upozomllni: vetliina autoro nazYva prostorem a mirou (X, Y', ctt-) libo­

volnou trojici uvedenYch vlastnosti, pouze pozadavek lC € Y'

je u nich nshrazen pozadavkem };/y A = X a pozadavek

uplnost! miry je vynechll.n ; my se v dalliim podrzime nalli defi­

nice, mnoho l1vah sa tim zjednodulii.

17,22.1 Icvil!enil.

11 Bua cU* vnejlli mira na podmnoZinach mnol1ny X , nechl mira c!'-

* .-rw *je indukovana vnejlli mirou cU na (/<7// «!l-) (viz 7 ,16). Potom

trojice (X, m (cll-*) ,(L' ) je prostor s mirou.

21 Ukazte, ze prostor (P, m, ~) zisk811Y Daniellovou metodou nemu­

si byt prostorem s mirou Iviz napf. 2,5 I.

Bude jim vliak v pfipadll, kdyl P € m--.

sP - mefitelnjch f:unkci.17,23.1 I obecne/. ;:::;De;=.f:",i",n",i:.;c:.;e,--_,,-_-=====:...::===c

Necht (X, 'f, <!-'-') je prostor s mirou.

Funkce

fitelna,

*f: na mnoZine X Itj. zobrazeni X do El I se nazYva

prlive kdyz je sp1n~ jedna z nasledujicich podmtnek:
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11 je-l1 o ( E
l

otevi'enli mnoUna , potom 1'-1(0) E EP a

dale { x EX; 1'(x) =+ oo} E !f' , {x EX; 1'(x) =- 00 } E:I',

2/{x 1'(x) < c } eY' pro kald4 *e X c e El '

)I{x e 1'(x) c } [p pro \<ald4 *X ; > e c E El '

4/{x 1'(x) ~ c } [p pro \<ald4 c .6 *E X 6 El '

5/{x e X f(x) ~ c } E ~ pro \<ald4 c E E >I<
1

6/{x E X f( x) < c } E ~ pro \<ald4 c E. El •

Syetp~v~ech SO - m~ritelnYch f'unkc! ria mnolin~ X znaame eym­

bolem A (EP).

/Pozn8mka: Jek bylo vid~t, 8ta~lo predpokladat, Ie X je dan4

mnolina B g:> je er -algebra jej1ch podmnoUn,

m!ra CU' v definici SO - m~ri telnYch fWlkc1 nikde

nevystupovala/.

17,24.1 Icvi~en!l.

11 Dakalte

*c E El

ekv1valenci jednotlivjch vyroll:O v 7,23

nahradit v~ude podm1nkou c E El ?

lze podm1nku

21 Do\<a!te nasleduj!c! tvrzen1:

je-li X metrickY prostor B jestlile \<a!d4 otevi'ena podmno!ins X

leU v !fJ Ispeci~ll je-li m!ra indukov4na metrickou vn~j~! m!­

rou - viz 7,16 a 7,221, potom kalda spOji t4 f'unkce na X je J? - mll

riteln4.

31 Jak lze zjednod~it de1'1nici jP - m~iteln4 f'unkce ,je-li f

skoro v~ude ns X kone~? Itj. mno!ina Uch bodO, kde f naby-

vii hodnoty + 00 ~i - 00 ,je nulovli/.

41 Doka!te, Ie plat!:

al l' e A (!P) , g rv l' Itj. molina { x EX; f(x) oF g(x) }

je nulovW =9 g E A (!P) ,

bl jeou-li e, g SO - mllriteln4 ns X, a, /.J € E1,
skoro vllude _ 811\Ysl eou~et a l' + ;:Jg ,

IcMpeme O.! 00 = ! 00 .0 = 0 1 , potom f'WIkce a: f + ;:Jg,

f.g Jeou sP - mllHteln4,

E A (fP) ,, ex1etuje lim 1'n =* lim f
~.oo •..,.00 n

I l' I, 1'+, 1'" E A (fP) •

cl 1'n € A (fP)

dl l' eA(fP) ~
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er - okruh jejich podmnoz1n,

e/ t E A (<.P) ~ { x E x f( x) =O}E9'

fI e, g E A (:I) ... { x EX f( x) -#g(X)}EJ',

g/ E € ':f' # ~ € A (9') I~ je charakteristicJre funkce

mnoUn,y E I •

17,25.1 IObecn~/. Definice nosi~efunkce N(f)

Bua f funkce na mnozin~ X. Potom mnozinu

N(f) = { x EX; f(x) -# 0 )

nazveme D2§1~§m funkCe f Iv X I •

Upozorn~n!: tate definice nen! zcela ve shod~ s definic! za v~tou 46,

kde jamenosi~ 'definovali jako uz~v~r mnoziny N(f) ; v tete

kapitole vlmk pOuZivejme stale shoz-a uvedenou defin1ci.

Pozn~ Ipro pochopeni dal§!ho nen! nutne'~ist/.

V odstavci 7,23 jame definova11 ':f' - m~ritelne funkce v pfipade,

ze ':f' je ef - algebra podmnozin mnoZiny X , tj. v ptipade, ze

X E!:? • Pojem <.p - meritelnjch funkc! lze definovat 1 tehdy,

neni-li X E 'f

Definujeme IX je mnoUna, Y'

f funkce na X I:

funkce f je 5P - meritelna, je-li splnena jedna z Msleduj!c!ch

ekvivalentnich podmfnek:

pro kezdou otevfenou mnozinu

G C EI, {x E X j f( x) = + 00 } E 'f ,

21 N(r) "

31 N(f) ()

41 N(r) n

51 N(f) n

{x E X f(x) = - 00 } E y> ,
{ x X r( x) "" c } E Y' pro kaMe *€ C EEl ,
{x E x f(x) ?; c } E SO pro kazde *c E EI ,
{ x E X f(x) < c } E ':f' pro kazde c E E*

I

a {x E X f(x) = + 00 } E:f' ,
{ x E f( x) C}E':f' '"Xi > pro kaMe c E EI '

{x E x f(x) = _OO}E':f'

Opet symbolem A (!f) mllzeme ozna~it system v§ech

funkci na X.
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Uka!te, !e v pi'!pad~ X E ff' je ta to def1niee ve shod~ s def'1nic!

v 7,23. Ktera ~ tvrzen! ve ev1~en! 7,24 zdetavaj! v platnoeti1 nyn! ?

17,26j /ev1~en!l.

Bu'l (X,:F, ca-) prostor s m!rou. Potom

f E A (9) ~

rnz 7,24 e, f • ~

N(f) E 9 , doka!te

17,27. j /obeen~1 Definiee jednoduch~ funkee.

Kone~na f'unkc f def1novana na mno!in~ X «X, <J' , e:u- ) ~e stale proetor

s m!rou) se nazyva jednoducM, je-ll mnoUna f(X) kone~na Itj. f na­

b$va pouze kone~~ mnoba hodnot/ a {x EX; f( x) = e } E 9 pro

kaMe e E El •

17,28.1 /ev1~en!l.

Doka!te, !e plat!

1/ f jednoduohQ na X f E A (:P) ,
·2/ f,g jednodueh~ funkee, a., /.3 E El ~ a: f +

jednodueM, f. g je jednodueM funkee.

17 ,29.1 lobeen~/. Definiee 6' - kone~ne miry.

;J g je

Neeh{ eu je mira na

Rekneme, !e mira eu--
En E yo tak,!e

<5 - okruhu J? podmnoUn mnoUny X.

je d - kone~a, prav~ kdy! existuj! mno!iny

< +00 , X =
00

UE
1t.-1 n •

Lze snadno nahlednout, !e ze er - kone~nost1 miry ~ plyne X E <J',
tj. g:> je pak nutn~ er - algebra.

Upozorn~n!: u mnoha autord je tato defin1ee troehu j1na.

17 ,30~ I /obeen~ - d111e!i tel.

Necht (x, <J' , eu- ) je prostor s m!rou. Bull. t E A (!P) /v1z 7,23/.
Potom existuje posloupnost jednodueh$eh funke:( f n na X takovYch,!e

f n --t f • Je-ll nav!e f ~ 0 , lze vollt posloupnost f n tak, h

f n =:, 0 na X, f n";;; f n+1 pro kdd~ n. Je-ll m1ra c"- & - kone~-

na , mMeme volit posloupnost f n tak,!e ("-(N(:f'ri)) < + 00 /viz de-

finiee 7,29 a 7,25 I.
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Viz t6! ekripta I. ~ernj - J. Mat!k , IntegrAln! po~et I , odatavec 4,12.

/7,31.l/obecnll/. Lemma.

Doka!te Ms1eduj!c!.

11 B113. (X, 9 'c«--) prostor s m!rou, bu<1 E E 9 .
Symbo1em S} ozns~me syst6m viiech mno!1n A E 5P tskovych,

!e ACE , tj.

sc; = { A j A E :P , A C E }.
Potom trojice (E, S'i 'c«-) je proator a m!rou.

21 Bu3. ~ E A (9") E E !? '", , de~inujme ~unkci ~ takto:

A
~(x)

pro x E E ,

pro x E X - E •

A
Potom ~ E A (!P) Iviz td! viitu 12/.

• Vytvotme prostor

~ - mlltitelnYch

31 Bu3. (X, 9 , ~) proator a m!rou, E E :P

(E I ~ , c:«-) pod1e Mati 1. SyaUm viiech

~c! na E zna~ symbo1em A (~) .
Doka!te nAa1eduj!c!:

al ~ E A (9) , ~1 = ~IE (tj. ~1 je ~unkce de~inovana

ns E a rovna ~ ns E)

~ ~l EA(~)

bl ~l E A (9"E)' t =

~ t E A(fP)

,
~1 ns E, ~ =0 na X - E

•

Nyn! llllime ji! vile pHpraveno, abychom mohli definovat abstraktn1

integrAl. Je mnoho zpdsobd, jak jej vhodnll zav~at, my zde ze zaMt­

ku nszns~!me kla Bickou de~inici, velmi podobnou de~1n1ci Riemannova

integrAlu.

17,32.1 lobecnll/. Zaveden! abstraktn!ho integrAlu.

BU~ (X, 'P, eu..) pevn'! dan:! prostor s m1rou Idsfinice 7,21/.

AI Ze zaMtku pfedpokUdejme, !e ,"X < +00 a!e ~ je l1bovolIUi

!P - m'!titelnli a omezenli ~ce ns X •
Necht m < ~ rex) , )I > ~ rex) •x£x XI:

Vezma l1bovolnli dl!1.en:! D intervalu <m,Jl > , necht
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Ozna1!ma

E
i

= {X E X

Ukdte, ie

Yi-1 ~ f(x) < Yi }, 1 =1, ••• , n •

11 Ei E :P pro kaidli 1 ,

...
21 UE = X ,

i =1 1

31 mnoi1ny Ei jsou po dvou disjunktni

/: "slete s1 obrlizek !I •

D - definujeme

?t-

S(f ,D) = =Yi • c'l' Ei ,
1~1

s(f,D) = t: Yi-1 • ~Ei
Ic1

Nyni utvorime tzv. horni a dolni LebesgueOv sou~et funkce f prislU§­

nY di!leni

Iporovnejte s klasickou defin1ci Riemannovou II I.

Lze uklizat Irozdil od Riemannova integrlilu II, ie

sup s( f ,D) =inf srr ,D) ,.
D D

kde supremum a infimum sa bere pres vAechna moinli daleni D intervalu

<m,M) •

Definujeme tady abstl'8ktni integrlil vztahem

J f dl'"
x

= sup a( f ,D) = 1nf' srr,D)
D D

,

Ilze uklizat, ie defin1ce nezlivisi DB volba hodnot m,M !/.

BI Bua

ie

X ,

(X, Of' ,ca-) l1bovoln$ prostor s mirou, E E ~ takovli mno!1DB,

('L E < + 00 • Bud f l1bovolnli S" - mllri telnli funkce na

'"kterli je na mno!1nll E omazenli. Ozna1!me f .. fIE Iviz 7,31/.

Potom definujame

I fd~
kde

= l£d~
t:

intagrlil vpl'8VO je jH definovlin podle

,
l!listi A •

CI Bu! nyni (X, Of' , (U-) l1bovoln.t proetor s mirou, f l1bovolnli!!!!!::

pornli S" - ml!ri telnli funkce DB X.
00

Pos1oupnost funkci {f}. na X nazveme aproximuj:(c:( posloupnost:(
n 11_1

pro funkci f, prlivll kdyi
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pro ka 1tdll n,

21 f n jsou omszenll na X,

31 f n jsou so - m~f'1 telnll na X,

Iviz 7,25 a 7,261 mll kone~nou m!ru ,41 ka1tdll mnoUna N(fnl

51 f n /f skora vllude •

Uka1tte, 1te plat! nllsleduj!c! tvrzen!:

"Bull f nezllpornll !? _ m~f'1 telnll funkce na X, bu:lte {f \00
n 1"'_1

dv~ aproximuj!c:i posloupnosti pro funkci f, potom

11m f fn d~ = lim f 8n d~ -
.,.-+00 IV(F.J 1/-+00 N&.)

Bu:l tedy f libovolnll nezllpornll SO - m~i'i telnll f\mkce na X. Funkci

f nazveme !!!:!;!8t2Y!!:!;1l!n2Y, existuje-li aproximuj!c! posloupnost

{f}OO pro funkci f.
n n-1

V tomto pHpad~ definujeme

f f d At- = lim f fn d Ai-
x ( .,.-+00 N(:f.) C

Iposledn! 1imita md1te b~t 1 nevlastn! II.

Podle pi'edchoz! v~ty nezllvis1 ~ f d~ na vYb~ru aproximuj1c1

posloupnosti {f}OO
n 1/ = 1

Ukazte, 1te v pi'!pade or - kone~nll m1ry Idefin1ce 7,291 v1tdy existuje

aproximuj!c1 posloupnost pro funkci f, tedy v tomto pi'!padll je 1ibovolnll

SO - meritelnll a nezllpornll funkce na X integrovatelnll Iviz lemma 7,301.

DI Pro 1ibovolnou

integral vztahem

so - m~i'itelnou funkci f na X definujeme abstrpktp1

f f de"- = J f+ de"-
x x

mll-li rozdll vpravo smysl.

System v§ech SO ~ m~i'ite~ch funkc! na X s kone~njm abstraktnim

integrlllem oznal!me symbolem ;e (~l • Nyn! bychom mohli definovat ob­

vykljm zpdsobem integrlll piles mei'itelnll podmno1tiny X a odvodit v§ecbny

znllme vlastnosti integrlllu Itj. v~ty 18 - 46 prvn1 kapitoly I.

17,33.1 leukleidovskll prostory/.

Celou abstraktn! teorii md1teme nyn! aplikovat na speci11ln! pi'!pad euklei­

dovs~ch prostoX'd. Vyjdeme ze systemu m .... (c"'*'l vllech lebeegueovsky

merite~ch mno1tin v En a z n-rozm~rne Lebesgueovy m1ry ~~ Iviz
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det1n1c1 7. ,18/. Lehko se ukaite, ite (En' m.,. (c<'"*), cU-,.) je prostor

s m!rou a mira ~.... je na En 0' - kone~. Sye~m vllech m:z. (c«--*) -

m~ri teln$ch tunkc! na En det1nujeme jako v 7,23 a oznal!ime je j symbolem

A". (ca-l.

Pro libovolnou omezenou lebesgueovsky m~ritelnou mnoitinu A C En a libo­

volnou lebesgueovsky m~ritelnou a omezenou tunkci t na A detinujeme

integral ~ t d~ jako v 7,32 A - B Iznovu s1 zo~~kujtel I.
A

Je-li nyn! t libovoln8 lebesgueovsky m~ritelna a nezapornS tunkce

v En - anebo primo v l1bovolnEl mni telnEl mnoUn!i 14 C En - mO.hme deti­

novat aproxim~ :c! posloupnost pro tunkci t

11 buato jako v 7,30 Ito, jsou jednoduchEl tunkce/,

21 anebo takto:

pro x E II n [ < -n,+n) X .... x <-n,+n) ]

je-l1 - t( x) "" 0, ,

pro oetatn! x E 14

!Lehko nahlEldnete, ite t
n

tvo!'! aproximuj!c! posloupnost pro t na MI.

Lebesguedv integrEll I t d("- detinujeme nyn! jako v 7,32 C

Integral z libovolnEl lebeegueovsky mllritelnEl tunkce pak detinujeme jako

v 7,32 D •

i 17 ,34.1 IObecn~/.
Potrebujeme nyn! porovnat teor11 integralu, kterou jsme naznal!il1 v 7,32

s postupem rozii!foen! zakladn!ho prostoru (Z,A) lDaniellova metoda/.

Jelltll jsdnou zopakujme rozd!l obou metod - v Uto kepitole jems vy!ili

_z abstrsktn!ho prostoru s m!rou (X, <:p , eu--) , vybudovali jsma teor11

<P - ml!foitaln$ch tunkc! a potom jame teprve daf1noval1 integral a zavedli

sys~m :t: (<!k) vllech tunkc! s 'konel!n!m integralem. Daniellova metoda

naopak vychSd ze zSkladn!ho prostoru (Z,A) , def'in,uje se integrEll a

systElm :t: vllech tunkc! e konel!n;9m integrEllam a teprva potom se buduje

teorie mllriteln$ch tunkc!, mllr1teln$ch mnoitin a miry.

Nask;tta se nyn! naeleduj!c! otazka. Vyjdame ze z8kladn!ho proetoru

(Z,A) , provedeme Daniellovo rozA!foen! a dostaneme trojici (P, <m::, c;"V),

Dejme tomu, ite P E m - potom II.Ueme vyj!t z proetoru a m!rou

(P, m,~) Iviz 7,22/, vybudovet eye~m vllech m - mllr1teln$ch

tunkc!, mO.hme detinovat ·no~· integral ltd tv podla 7,32. Jakj

bude nyn! vztah pdvodn!ho eyetElmu mllriteln$ch tunkc! A a eyetlimu
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s m!rou (P, m,~) jame z!skal1 rozll!foenim

Dan1el1ovou metodou. a Ie P Em.

A. (m) vliecb m - ml!fo1 tel.n!cb funkc! 1 A ja~ bude vztab pdvodn:!­

bo 1ntegr~lu ss a "nodbo" 1ntegrUu J f dl"? Odpovl!C!. na tyto
»

ouzky d~v~ n~eleduj!c! vl!ta.

b35~j tobecni!/. ~.
Pfoedpokl~dejme, !e proetor

z~kladn:(bo prostoru (Z,A)

Potom

11 A: A (m) Itj. systllm vi!ecb ml!foitel.n!cb funkc! A. SPlYv~

se systllmem m- ml!fo1telnycb funkc!, tj. plat:! n~sledu­

j!C!

f E A.~ {x € P f( x) < c } E m pro kddll e E E1 I,

21 :e : Z (cU-) ,

31 t € ;e : Z0t--J =9 Af : J f d~ •
p

Je tedy vidl!t I !e obi! metody I jedna metoda - ne jdfo!ve 1ntegral, pak m!re,

druM metoda - nej~!ve m!re , pak 1ntegrall Mvaj! toU!. Pheni!j1, vybu­

dujeme-11 teor11 1ntegra1u a miry Den1el1oVou metodou rozi!!foenim z~kladn!-

bo prostoru (Z,A) I a P € m I, potom existuje takovY e' - okrub

podmno!1n mnoUny P la sice m I a takov~ mire I ca- I , !e systllm mi!­

fo1 te1nYcb ~1 1ntegrovatelnYcb funkc! jsme mobl1 takll obdr!et metodami tlIto

kapitoly 21 prostoru s m:!rou (P, m,ca-)'

17,36.1 lobecnl!/.

Je mo!no si takll poloUt obrecenou oUzku. De jme tomu, !e~ ~ prostor

s m!rou (X, <f , etL-) I znaams jej radl!j1 (X, <./', d-'-".) Iznovu podotkni!­

me, h pod1e nal!:! defin1ce je X E '7' a mire c-u.." je up~ II ; mO.hme

vybudovil.t aYstllm 9" - ml!fo1 tel.n!cb funkc:! A. ('?) , BYstllm funkc!

s kone~nYm 1ntegralem .2 (ca-9") a kone<!nl! integral J f d!-,-", pro
x

funkce 21 It!! «('1-9"). PUme se nyn:!, zda existuje takovy zakladn! proetor

(Z,A) I!e A: A ( <P ) I m = CP, :e = :e (!-'-1I') , kde systll­

my A I m 1;£ jsou odvozeny ze z~kladn!ho prostoru (Z,A) Dan1el­

lovjm rozl!:(foenim.

~aste~nou odpovl!C!. d~ n~sleduj!c:! vl!ta, pokuste se j1 do~zat.

17,37;1 lobecni!/. Vl!ts.

BuC!. (X, 'jO I ~9')

C5' - kone~n~ na

prostor s m!rou Iv1z 7,211 , necbt 'm:!ra ea-9" je

X Iv1z'7,29/. Symbo1em Z oznaame systllm,vl!ecb jedno-
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duchYch funkc:! Iviz 7,271, pro ktl!rll c" [N( fl J < + 00 I viz rr ,25 a 7,26/.

Ukalte, ~e

II systllm Z tvoi':! zlikladn:! aystllm f'unkc:!, tj. Z splnuje axiomy

1 - 3z luka!te,!e je nav:!c l;lplnlln Stonedv axiom, v1z 8,11/.
Z ~

Pro l1bovolnou f'unkci fEZ, f = L Y1 • ~ Itj. :t'unkce
-/-1 1

f nab;Yvli na mno!1nach E1 E SO hodnot Y1 I definujeme

Af =

tva~ funkce f,
?t-

~Y1 • A.E1 =
I-I c.

Ukazte, ze

21 cislo Af nezavis:! na volb~

f=±X.C je
i-1 1 F1

; Iv1z tskll 7,40 AI,

31 funkc10nlil A spliluje na Z anomy 4A - 7A •

tj. je-11
k

L.x
i~1 1

tllz

At" = J t d c.«--S" '
x

Tedy (Z,Al tvoi':! zlikladn:! prostor,

- obdrz:!me systllmy :e, A , m
rad~j1 symbolem CU'm. •
Uka!te dlile, ze plat:!.

47 Z = z (-« S") ,
......
51 f E ~ = ;e (cU-cp) ~

md!eme provllst Dan1ellovo rozll:!fen:!

a m:!ru (u- na m , znacme j1

r-;;r
~/obecn~/. VAts.

a c"a>tA pro A E m = If'.

Z pfedchoz:!ho dokazte nlisleduj:!c:! v~tu.

Buil. (Z ,Al z9:kladn:! prostor, proveCl.me Daniellovo rozil:!fen:!, dostane-

me troj1c1 (p,m,ca-l. Pfedpokladejme,!e P Em. Oznacme symbolem

Z aystllm vilech jednoduchYch funkc:! na P a ~N(fl < + 00 • Pro
- -

funkce ze syatllmu Z definujme 1ntegral A ate jn~ - jako v 7,37. Rozil:!f:1-

me-l1 takto z:1skan! zakladn:1 prostor (Z,Al , doataneme aystlllQ' se, m,
A, miru ("' a integral A.

Potcm

1/ ::e = ::e
21 A .. A. ,

a Af=Af pro

31 m = m a ~ II = CUll pro II Em.. m.
Tedy - vyjdeme-11 z j.dnod~ch funkc:1 a utvof:1me Dan1ellovo rozl:1feni,
dostaneme pfesn~ totll!. V1z til! 8,42.
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[7 ,39:*/leuk1eidOVSk4 prostory/.

Vretme se nyu! k Lebesgueovu integralu v En -. Ten ImUeme vybudovat roz­

n;1m1 zpo.soby, uvedli jame s1 dvl! podstatnl! roznl! metody - De.niellovo roz­

'iifioeni zakladn!ho prostoru Z = On , A1' = (R) J t a klssickou metodu
II< .

z teorie miry 17 ,32, 7,33/. Opl!t ozna(!me aymboly :t:, m , cU'm syst411l3'

a miru z!skanl! De.niellovym rozii!foenim. Symbolem J'-n- ozna(!me syst4m

viiech lebesgueovsk;y ml!foi teln;1ch mnoZin V En l:'1iZ 7,15, 7,181, aymbolem

cU-?L- n - rozml!mou Lebesgueovu miru na st;,. 17,181, riecht A ( ~ )
zna(!i syst4m viiech lebesgueovsky mefoite1n;1ch f'unkc! v En 17,231 s kone(!-

nl! dt!: (("'11-) a J t d C<&", syst4m viiech f'unkc1. s kone(!n;1m integra-
E....

lem a.Lebesgueo.v integral v En 17,32, 7,33/.

Potom

11 :L = :e (~11-) a A1' .. J t d C«--'" pro l' E ;e = ;e (c:U'..) ,
E...

21 ~= m?/. , (U- S",,-=, (Ibm'

31 A= A(~) •

V dalli!m jelitl! uka;!eme nl!kter4 dalii! Iv podststl! ekvivalentni defini­

ce integralu

AI Nejdfoive de1'inujeme integrB.1 z

l' jednoduohl!., l' tvsru l' =

!7,40.j/obecnl!/.

Pfedpokladejme, ;!e je dan prostor

Je-11

s mirou (X, St', eu--) •
~noduohjch f'unkoi Iviz 7,27/;

. Yi' ~ , definujeme
L=1 1

=J l' d~x

ma-l1 sou(!et vpravo amysl Ichapeme O.:!: 00 = + 00 .0 = 0 I .

Je nutno ukazat, ;!e

al definice I l' d eu- nezavis1 na volbl! tvaru f'unkce l'

Iviz t4;! 7,37 - 2/,

b/j sou-l1. f n jednoduch4 funkce, f n ,/' f ,

t jednoducha funkce. potom 11m If' d c'V =
1t..,.OO n

01 jestlUe fn, ~ jsou dvl! posloupnosti jednoduchYch f'unkci.

f n »" s , ~ /" l' , potom

•
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S/ NYu! detinujeme integral z libovoln4 ;:n;;.ez:;a:;!p:..:o:.:;rn=4_~_~::;;.;:~=;.....;;;.:;::;=

Je-li £ ~ 0, £ E.A. (5"') , e:d.stuje podll! 7,30 poeloupnost jedno­

duchYch £unkc:1 £n tak, h £n /'" £ - definujeme

•

Je nutno ukazat, !e

al cislo I t dca- nezavis! na volbl'i poeloupnosti £n'

bl nova de£1nice J £ dca-nan! v rozporu s de£1nic!
XJ .. dca-pro jednoduch4 £unkce •

:Y

cl Pro libovolnou

v 7,32 D •

9? - ml'iritelnou funkci de£inujeme inte~l jako

S(£ ,D) =

17,41.1 Necht (X, 5'" '('l') jl! prostor s mirou, cU-X < + 00

"Dlllenim mno!iny X" nazveme libovolnou koneenou soustavu {E }N
• "71-'1

pOdmno!in mno!iny X takovou,!e

11 E
i

E :P pro i - 1, ••• ,N ,

. 21 mnoUny Ei jaou po dvou disjunktn! ,
N

31 UE=X.
L-1 i

Pro libovoln4 "dnen:!" D = {En}:=1 mnoUny X a pro libovolnou omeze­

nou funkci £ na X utvorme veliciny

Nz:
1- 1

s(£,D) =

- IS(£ ,D) a st e,D)

inf rex) •
X€£i

jsou tedy "horn:!" a -doln:!- soul!tyi.

11 £EA (SO) ~

Uka!te, !e

inf S(£,D) = sup s(£,D)
J) IJ

linfimum a supremum sa bere pres vAechna dl'ilen:! D mno!iny X ,

t E A (<P) •2/ inf S( £ ,D) = sup s( £ ,D)
D IJ

Pro libovolneu :P - ml'iri telnou omezenou :f'Unkci na

se nam tedy opl'it podarilo definovat integral vztahem

X Ipro ca- X (+ 00 I I

J £ d.M. = in£ S(£,D) = sup s(£,D) •
x t]) ])

RozAtren:! definice na pr:!pad obecn4 mnoUny X E <P a libovoln4 9" -mli-

riteln4 £unkce na X je pak stejn4 jako v cvicen:! 7,32 •
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17 ,42~ 'sua 'd'n opet prostor s m:!rou (X, 'f' , (U-) ,

t € A (<f') • Definujme integral l' f d~
x

~X <+ 00 , necht

nspr:!klad jako v cVi~en:!

7,32.

,Pro libovolna cela n a libovolna C- > 0 polo!me

Potom plat:!

A~={XE

S(f,&)=

x ;
+00

L
1'l c -co

n E. ,:= f(x) < (n+l) e. } ,

n , e. ' eu- (A;) •

1t_- OO

konverguje absolutne pro ka!d8 " >0 a

! t d('" = lim str, E- )
e... o+

Iviz tal pro 8,61/,
+00

21 reda nL;;oo n E., c<.t.. (A~) konverguje absolutne pro kaMa

E, > 0 ,=? f E 2«('l-) .

Odtud je tal videt, jak by bylomo!no def1novat integral.

Proveate

1'7,43.[ Uveame jdU jednu pouenou definici Lebesgueova integralu v E
l•

Zopakujte si proto definici ~!~~~~~~~_~c:! v intervalu <a,b >
Iviz 7,27., kde polo!:!te X = <a,b > , sP = systam vllech lebesgueovsky

mef'i telnjch mno!in v <a ,b > , cU- = Lebesgueova mra/. Funkce 9? se

nazy-va elemenUm:! jednoduch8 funkce v intervalu <a,b > , jestli!e

existuje d~len:! D intervalu <a ,b) ,

D : Yo = a < Yl < •••• <Yn = b

1 = l, ....n •

Uka!te,!e

1/ kaZda elementam:! jednoduch8 funkce je jednoduch8 funkce, ale ne

naopak Inapr. Dirichletova funkce - viz pro 2,31 - je jednoduch8

f'unkce v intervallo1 <0,1 > , ale nen:! elementam:! jednoduchS

f'unkce v <0,1) I •
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Je-li f jednoduch8 £unkce v intervalu <a,b > lat jU elementam! ci

ne/, definujeme ~ fstejn~ jako ve cvicen~ 7,40 A Icemu je pak roven
~ a

integrlil J f pro elementam! .jednoduch<! funkce ? I.
I>

Sua nyn! f libovolnli omezenli lebesgueovsky m~ritelnli funkce v inter-

valu <a,b) eEl' Oznacme symbolem J, resp. E system veech jednodu­

chjch, resp. elementlim!ch jednodl1chjch funko! na interval\). < a ,b) •

Definujme nlisleduj!c! veliciny:

-? 1'-tg
-t

1'~(R)j f = inf , (R) j' f = sup
a 9iE £ a -a hiEE a

9~f h~/

-s-
J~

c&-

J~(L) I f = inf (L) /' f = sup
a giEJ a -a- hiE:! a

9~/ h~f

-d!
(R) J e •

a

jest hom! a dolo! Riemanmlv intsgrlil
-t

(R) J f
-a

-t
21 (R) If,

funkce f,
:6- -t -d-

31 (R) l' f ~ (L) J f = (L) J f ~
-a -4 Q

t -#-
Spoleenou hodnotu (L) J f a (L) J r pale prohllis!me za Lebesgue.lv

-Q. a.

integrlil funkce f pi-es interval <a,b> •

Odtud jill lehko uklizete, lie
~ ? ~

41 enstuje-li (R) J f ,jest (R) Jf =(L) Jf
a a a

Jale by se nyn! roze!rila definice (L) J~f na neomezena intervaly ci
a

Ukallte, l!e

na neomezena funkce ?

I7,44:*!AI OznaCms symbolem K system vesch nezliporn$ch a nerostouc!ch funkc1

*Izobrazen! do El II na intervalu (0,+ 00 ) • Lze uklizat, l!e existujs

priv~ jeden funkcioool. I na systemu K Ipi'ipouAt1me, l!e If.oo.l!e byt

i + 00 pro f E K 1 takovY, l!e jsou spln6ny oosleduj!c! axiomy:

IZi'ejm~ je f E K 1 =9 lim Itn = If ,
'It ......

21 f ,g E K IZi-ejm~ je f + g E K 1 =9 I(f + g) =If + Ig ,

3/ I Cz = z pro libovolne z > 0 ,pricem! Cz ZDamenli cha­

rakter1st1ckou funkci intervalu (o,z> •

BI Sua nyn! (X, cp ,~) libovoln;Y prostor s m1rou. ~ f nezapomli

:P - m~i-i telna funkce na X, bua x >0 •
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Oznal!llle E; = { y € X j f'(y) > x} ,tedy E; E :p. Ka!de f'Wlke1

t € A ( 'P ). f' 2 0 pi'1i'aame relilnou f'Wlke1 hf' def'inovanou na 1nter­

valu (0,+ 00 ) pi'edp1sem hf'(x) = c'l-(E;) • Zi'ejme hf' E K Iv1z od­

stavec AI. Ex1stuje tedy Ihf' a polobe I t d ('I-- = Ihf"

Pro l1bovolnou f'Wlkc1 f' E A (:P) polobe pak

, mli-l1 rozdil

Mlime-l1 nyni odvozeny zlikladni vlastnost1 f'Wlke1onlilu I na systemu·

K , v~lynou nlim vAeehny vlastnost1 ~f' d~ zeela automat1eky

z pi'isluAnYeh vlastnosti f'Wlke1onlilu I •

1 7 ,45.1poznl!mky

11 0 dalAieh zpdsobeeh zavedeni Lebesgueova 1ntegrlilu sa lze do~ist

nap!'. v kniMeh

V. Jarnik. Integrlilni po~et II ,

I.~ernY - J.Mai'ik, Integrlilni po~et I Iskriptal.

21 V eele teto kep1tole jsme pi'edpokllidal1,!e X' E SO •
Lebesguedv abstraktni integrlil lze def'1novat a zavest 1 bez tohoto

omezujieiho pi'edpokladu, nebude,me se tim dak zabyvat.
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8. 'lUI! pf:1klacl;y a probl~

V Uto kapitole uvedeme rozn' - vlltl1Jlou tillii - pf:Otlacl;y i probl~.

JeJich v,tbllr IrovnU tak i pofadU nen! nill:terak aystematick;t; JIIOU url!eny

pfevll.!nll pro lepll! student7 sa z41,1Iae1ll 0 problematiltu Lebesgueova 1Jlte~lu.

~ Bua z .. { l' E S(~); existuJ!1Jlterval.7 (&i' bi) , i" 1,2, ... ,n.

-00 <al~,bl~Bz<b2";;; ... ";;;~<bJl<+oo ,arell.lJlII.

l!!sla 71 , .... 7n tsk, Ie f<:d" 7i pro x € <ai' bi ) • f(x)" 0

J1Jlde v ~ }.

Tedy ayst411l Z Je &Yst'lIl vlech elelllllntll.rn!ch JednoducQtch funkc! Iviz t'i

7,431 s OIIl8zentm nosil!8IIl v E1 • Ukaitei ie Z wof! zll.ll:ladn! S7SUIIl

funkc!, tJ. ~80U splnllny axi~ l z - 3Z •

Daf1JluJme funkci SO v E1 tskto:

so (x) .. 0 pro x < 1. SO (x) .. 1 pro x 2: 1 •

Na &yst4I1lu Z def1JluJme t'ImIl:cion41 A p1'edpisem:

Je-li fEZ, f( xl .. 7i pro x € <ai' bi ) , polo!:1u

.....
At.. "'{; 7

1
(SO (bi ) - SO (ai ) ) •

Dokaite, ie

I! funkcionll.l A ,1e JedDoznal!nll definOVG.

nl funkcionll.l A spliiu,1e llJl:iCIIII;T 4A - 6A '

Inl fuDltcion41 A spliiU,1e llJl:iOIll 7A •

I nI! Oznal!ta ~.. <. n:l • 1) a uvaiuJta posloupnost

cbaraktaristick;tch funkc! 1Jltarvald In ..:J
* *1 Jail: v;ypsdaJ! aysUIIl7 'J!i , z1' ,

f .. c
In n

8.2. Def1nuJme ayst4. fuDlto! Z sta,1DlI,1ako v pf. 8.1. Bu! cP libovolJlll.

spoJitll. a neklesaJ!c1fuDltce v E1 • Pro fEZ Ir(x)" 7i' Je-li

x E <a i • bi ) I def1JluJ8118

>t-

At .. ~ 7i' (cp (bi ) -
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Spliiuje funkc10n4l A na Z anomy 4A - 7A? JestlHe ano, zkolllllejte,

jak vypadajt sysoWmy Z *, ~ , A , ?:It. Srovnejts oW! s teorit Lebee­

gue - St1eltjesova 1ntegto'lu. Co se stane, vynechUe-11 pi'edpoklad epoj1­

tost1 tunkce '? a definujemSTl1

....
At .. L

i=1

- tj. existu-

prim1t1vnt<a,b)

t je lomen' Mra v <a.,b >o Bud Z = { t E S ( <a,b> )

jt to' ••• '~' a .. to<~< •••• <~"b tsk,!e

v ke!d4m \1ntervalu <t 1, t 1+l) je t linelirn!}.

Ukel!te, !e. syst~m Z ~buje anomy lZ - 3z •
Je-11 t EZ , existuje k tunkci t v 1ntervalu

tunkce F Iproa?l. Polo!me

At =F(b) - F(a) •

Dokelts, Ie

B Bud Z .. {t E S(El )

tsk, Ie

t je loman' Mr$v El , tj. existuj! a,bE El

al t je lomen' alira v <a,b) - v1z cv1a. 8,3 ,
•

bl t(x) .. 0 pro x E (- 00 , a) 1I <b,+ 00 )}.

Dokal!te, Ie 8ys~m Z epbuje axiomy lZ - 3z •
Je-l1 t E Z , existuje k tunkc1 t v ~ pr1m1t1vn! tunkce F (proa?),

pololme

At = 11m F(x) - 11m F(x)
X...,.+OO .)(-+-00 •

Doka!te, !e

II tunkc1on'1 A je jednoznaool! definovlin,

III tunkc10Ml A epliiuje anomy 4A - 7A •

**Dodatek

IIII jak vypadaj! 8YS~my z*, ge , A , m ?
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la,5: IBud (Z,A) z8kladn1 prostor. BIlC1

Z' ={£ E S(P) ; ke kaldl§mu E > 0 existuj1 funkce

£1' £2 E Z talc, lie £1';:; £ ~ £2 a

A (£2 - £1) < e }

Dokalite, lie:

II z C Z' C ;e •

III Z' tvoi'1 Z8kladn1 Ilj"s~m £unkc1, tj. eplJillje anomy 1z - 3z •

De£inlljeme-1i z8k1adn1 prostor (Z,A) jako v pi'. a,3 jest

(R) j -#- .. }
Z' ={ £ E 8 ( <a,b> ) ; existllje _.. •

18,6~ I BuC1 (Z,A) z8k1adn1 prostor. BuC1

z = {£ E 8(P) ; £ E :e a £ je omezena na P } •

Domlite, !e
A

II Z C :e ,
A

III Z tvoH z8k1adni Ilj"st6m £unkci ,

IIII za C {£ E :e R; £ je zdo1a omezena na P } • Napi':1kladl!

ukali te, lie nemuei plati t rovnost.

18,7~I Bu3 (Z,A) z8k1adni prostor. BuC1

£ = {£ E 8(P) ; £ E ;e a £ je koneC!nli na P } •

Dokane, lie

II Z C Z c ;e ,
o

III Z tvo!'i Z8kladni syst6m £unkci.

<>R, l!XJak TYPadaji Ilj"s~my z : z- ?

Ia,8~ [ Idd1eliit61/.
=

BuC1 (Z,A) z8k1adni prostor. BuC1 Z syst6Ja £unkci, kter,t eplJillje anomy-1Z - 3Z a pro nlijli plati Z C Z C ~ • V ddeledku poeledni ink1uee... -mdli_ na Ilj"s~DIU Z definOYllt £unkcionQ. j, nas1edovnli:

je-U £ E Z, je £ €:x: ; e:l18tuje te~ A£ a pololi:1me

A£-A£ •
... =

Ukalite, Ie (Z,A) je oplit z8k1adni prostor.

25535 Zl5
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-
- =SystlSm Z s f'unkeiemaJ.em A mO.lU18 teily rozli:Uoi t Dan1eUovou metodou,

=
dostsnelll8 &yst4m V! a IlA nim f\lIIkeioMJ. A •

Dokalte, Ie
=

I/:t'=2 ,
=

III f €;;e ~
=Af=Af.

10dtud je t'l v:l,dllt, Ie "rozli1ten:1m (:e, A)" podJ.e pi'. 8,7 nedost'va­

me ji1 nie nov'ho/.

~ Ukdte nasJ.eduj1c1 ekviva1enei axiomu 7A Iza pi'edpokJ.adu, Ie pJ.at1

axiomy J.z - 3z , 4A - 6A I:

j8 ,J.O;! Ukdte, Ie pro llbovoJ.nou f'unkei fE S(P) jest

00

'Klfl= 1nf L A Ifni ' kde fn E Z ,
...·f

18 , U . [ Pi'edpokJ./Idejme, Ie krOmll axiom J.z - 3z , 4A - 7A je spJ.nm jelitli

daU1 axiom:

fEZ ~ min (f,J.) E Z

Itzv. Stonellv axiom!. Axiom 8S nemus1 byt obeenll spJ.nlln - viz Imp!.'

2,5, 2,6, 2,8 aj.

Dokalte, Ie potom pJ.at!

II a >0, fEZ ==9 min (f,a) € Z,

III f E;;e ~

IIII f E A ~

miil (f ,J.) E ;e
min (f ,J.) E A

,
•

18,J.2~ IBua (Z,A) zakJ.adn1 prostor. Dokalte, Ie

ex1stuj1 g,h E .z! tak, Ie

Ag<+oo , Ah < + 00 , f = S.- h sk. vli.

Potom zi'e jm.1I Af= .Ag - Ah •

IOplit jeden ze zpllaobll, jak by bylo momo definovat integNl a vyIlnout

se pHtom defin1ei hom1ho .a doJ.n1ho integraJ.uI.
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18,13 .1 Ukal!te na pf':!klade, l!e nemus:! vldy byt Z = 'lfl- () ZK •

~ Viz napr. 8,3 ~i prostor Z z pro 7,37 v pr:!pade jednoduchYch fUnkci

v E1 • Srovnejte t~i s vetou

18,14~*IBUa Z = { £ E S «0,1» ;

a existuje vlastni

Ukaite, ie pro libovolnou f E

47 ~

f(x)
x je spojitl$. v intervslu (O,l) ,£(0) E El

lim x-1 • £(x) } .~
X~O+ ~

Z oxistuje (N) J f(e-t)dt , definujeme
o

tedy 00

Af = (N) ~. f(e-t)dt
o

pro fEZ

Ukal!te, ie (Z,A) tvo:l'i zHklsdn:! prostor a zkoumejte, jak vypadaji sys~­

myz*,.;e,A,m

f E S(P) , pro nei!

tj.,
J' system veech funkci

1'/£1<+00

symbolemIs ,15;' , Oznaeme

.r = { £ E S(P)

Pro libovolnou funkci £ E ~
, "-" + ....... -

poloi!me N£ =A £ - A £

Dokaite, ie

,=9 gEJ"

ani A c y:

,

J'cA4/ nemus:! byt

3/ fEY:

11 :e c y: c S(P) ,

2/ ;e = AnY:

jsou ttidy ekvivalentnich
A

,5e mnoiiny, je j1chi

elementy
A

, Z

A
nyni mnoz1nu S(P), jejiz

A

S(P) ; obdobne bUdte .'/:'

Uvaiujme

funkci z

elementy jsou ttidy funkci ze sys~JIIll

veech funkci S(P) , (resp. sys~m

, z. ,
Z lSi

Tedy syst~m

jame rozdUili

do ttid tak, ie <iT/! funkce £ ,g patti do ~ze ttidy, prave kdyz £ rv g

definujme

£ rv g je skutel!n/! ekviva1ence/. Pro .libovoln~(v P).

ttidy

!Ukaite, i!e vztah
As . r « ,J:'

f, ( eft , y) = A I'F - "VI kde Cf' E p, "V E Y .

Obdobn/! definujeme

c;; (Cf' , v: ) = Ii: ICf' - y Ipro

Dokaite, ie
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11 ·!isl0 PI ( <P, 7jJ) nez'vie! na vybllru fWlkc!

ti'!d l ,'!f , tj. je-11 ~,st'2 ( ff
potom 'J: I st'1 - )II; I .. 'J: I <;'2 - 1"2 I ,

2/(

3~>r(

41

**51

A

.f:', P,) jel metrick;t prostor ,
A

1', PI) je l1p1nY lIletrick;1 prostor ,

~ nen! metrika na §:' ,

0; je pseudometrika ne j:,

*61 runkciolllil

f E F
N je spojitt na

plat! :

!F, tj. pro 11bovo1nou funkci

A

je uzevi'e1\1m podprostorem ( ff:', p, ) .

,je roven

~(f,g)< e..}
I.~ernY - J.Maf1k,

je l1p1nY metrickY prostor ,

\;I ::3 V ei(f, 9) < 0 ~ INI - N91 ~ e. .)
00 ~>o ,(;;1'

71fEZ ~ Nf=U,

SI x = {f E y: ; eYo 9~l
~iz t4! lemma v odstevci 2,9 akript

Integrll.1n! po~et I -.J
A

91 uz'vlir IIIlO!1nY Z v prostoru

** /\IO/(:e, PI)
/\

111 ( :e , PI )

**Dodetek :
/\

charakterieujte konvergenci v proetoru (:;:, 9., )
nutn4 ~i poeta~uj!c! podm1nky, sby P7/. ~ !f
I~i st'1I. ----t st' v peeudometrice e; I.

, tj. udejte

v metrice 9.,

!S,16.*!BUCl X = {A Em, c::!i'A < + oo} •
Aekneme, ie dvl! mnol1ny A,B C P jsou ekrtvelentn! Ip!i1eme AN B/,

A

pnvl! kdyi mnoiina (A - B) U (B - A) je nulov'. Bu3 ?t- lID.oiina,

jej!i elementy jeou ti'!dy ekvivelentn!ch lIIloiin z n luka!te, ie vzteh

A N B je skuteC!nl!. ekvivelence II.
A A A

Pro 11bovo1n4 dve prvky A ; B z mnoZiny -n Itj. 'pro 11bovo1n4
AA

dvl! tUdy ekvivelentn!ch mno!1nl poloime P:/. (A,B) .. c«-(A-B) + (U-(B-A) •

... ("- [(A-B) U (B-A)] ,kde A E A, B E ~ ;

Mle poloZme

~ (A ,B) .. <!'- (A-B) + (U (B-A) .. <!'- [ (A-B) U (B-A)J
A,B En.

pro 11bovo1n4
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DokaUe, ie

11 Hsl0 P" (1 ,8) nezavis! na vybllru lIZloUn A,B ze tHd 1 , 'B ,
A

21 ( dt:, p:z. )je lIetrick;f prostor,

* A.31 ( 'X, p:z.) je liplnj metrick;f prostor,
...... ....... A A .......

41 pro A E A , B E B, A,B E ;n; jest

6;; (A ,B)

Itj. - zm'uba i'el!eno - ct<-je spojit8 f'unkce ne proetoru
A.

(?t, p:z.) I,

*51 ( n, 6.:) je p eeudOlletrick;f prostor,

*'"61 posloupnost mnoUn All. E n koriverguje k lIZloUnll A E n
v peeudolletrice ~2 Itj. 11m ~ (All. ' A) .. 0 I, prave kdyl!

"' .. 00

je splnllne nasledujic! podm1nke:

pro kel!d~ e > 0 je 1111 C'- {x E P
"'-+00

I" je charekterist1~ f'unkce mnoUny 14 I.

18,17~l/viZ pi'. 2,18/.

BUC! P spol!etnl\. mnoUne, necht p.. {~':1!2 , %3 ,....} •

Hecht Z. = {f' E S(P) ; f' je omezen8 na P }. Pro 11bovolnou

f' E Z definujlle Af' .. •

Dokene, Ie

11 (Z,A) tvoi'i zSkladni prostor,

21 kai!~ podmnoi!1ne P je lIei'iteln8 ,

3/ca-{JIli}" ~n'

41 r:!"P .. 1,
A

51 IIStrick;f proetor (It,)O,,) - def'inici viz Y cvil!eni 8,16 - je

kompektn!

" 'IkaIte, Ie proetor (it, {J,,) je hoIIeOlllOrf'n! s ClmtoroyYa die­

kontinuem C I viz pi'. 5,71 - pro .l C P, .l ..

.. {~, ~ , JIli
3

••••• }, ~ (1I:i! <r1,) < ••••• poloilte

2 2 2
h(A) .. - + - + -=- + E C II3"-' 3'" 3"'3· ••••• --11.
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'" {x E P jpro kazd~ c E El je

f(x) < c } E m - viz pi'. 8,30 ,

f.g E A - viz ph 8.4121 r.s fA =;

18,18; IV txlmto cviceni predpoklll.dejJDe, ze P E m
Potom plati

11 f E A <=?

31 f,g EA

Dokazte, ze potom tek~ plati nasledujici tvrzeni:

'li!
E;t: ,

41 M E m eu- M < + 00
!f-g I

1+ !f-g I
E 'i:H •

Bud nyni ~I Em,,, C" M < + 00 IsUle Pi'edpOklaM~e P E m. I.

Definujme mnoZinu A H obdobne jako v pi'. 8.15. tj. A H je mnoZi-

na, jejimiZ prvky jsou ti'idy ekvivalentnich funkci (na 101). Pro

polozme

= '\ ( I f-g I )
1+ !f-gl

, kde f E g5 •
Dokazte dale, ze

51 cislo P.1 ( p , y!) nezavisi na vYberu funkc:! f.g ze tUd

* ,A

41 ( A H' P.1) je metric1cY uplnj prostor ,

**51

jest

Itj.

f E P
lim 9.1 ( 1., ep )

n -t' 00 1t

eu-{XEM;

• potom

= 0 I

v metrice

pi'. 8,16/.

Zmenila by se nejak si tuace, kdybychom nepi'edpok18del1 P E m.. ?

18,19~ loznecme aymbolem fit sys~m viiech ti':!d ekvivalentnich mnoiUn z m
Idve mnoZiny A.B jsou akvivalentn:!. jestliZe mnoZine (A-B) U (B-A) je

nulova - viz t~z pi'. 8,16/.

Definujme funkci <p takto:

t E < 0.+ 00 ) =9 <p( t) = 1 _ e- t •

polozme nev:!c <p (+ 00 ) = 1
1'\ 1\. .A.

Pro A,B E m polozms

" "P
tr

(A ,B) = cr ( ~ [(A-B) U (s-A) ] ) • kds
A

A E A , B E
A

B •
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Dokaitte, Ie

AA AA"

11 ~!e10 JD¥{A,B) nez~vie! ne vyb6rumnolin A,B ze ~!d A,B ,
A

2/- ( m, IfJIf) je I1plnY metrickY proetor.

Pro 11bovolnou mnoZinu 14 E m ozne~e ~olem s(l4) ~!du vliech

mnolin elcviva1entn!ch e mnoZinou 14.

Potom plat!

31 A,B E m =*
al e{A U B)I = e{A) u e(B) ,

bl e(A n B) = e(A) n e(B) ,

cl e{A-B) = e{A) - e{B) ,

A '" '"4/ def'inujeme-11 zobrazen:l' 1'1' 1'2' 1'3 z m x m do m pi'ed-

pieem

A A A '" /'..1'1(A,B) =AuB=AuB

AA A A ..............
F2 (A, B) =AnB=AnB ,

AA A '" /'..
F

3
(A,B) fI' A - B = A-B

..... A

jsou zobrazen! 1'1 ' 1'2 ' 1'3 na m "X m Is obvyklou metrikoul

spoji~,

51 pi'edpok1~~e-11 nav!c P e m a def'inujeme-11 zobrazen! 1'4
..... .....

z m do m pi'edpieem

A A 1'\ ..........

1'4(A) = P - A = P-A

A

je 1'4 epoji til na m IvAe e metrikou fJlf- I I.

(
... 00

rHlnYch ~!se1 Inekone<!n~, u )"',m n 111 =1
I

I**l
~ studujte vz~jeamy vztab jednot11v,Ych metrik z pi':Oc1add 8,15 - 8,19 Itj.

je-11 napi'. pravda, Ze fl.. (E,F) = fl1 (~ , <7) aj./. Studujte UI kon­

vergenci ~ jednotliv,Ych prostorech !

18,21~IBud d.ma matics

Pi'edpokUde Jme, Ie

11 pro kald' DEN
00

v = L u.
D 1Il_1D,m

i'ada

,
Un.m konverguJe abso1utDA, ozna~

21 ,ro kalM • E N existuje lia Un ' ozna~ u· 115 u m '
1t ... oo ,a ---. n.. OO &1,

pro kald4 DEN a vlechna • EN,

31 budto a/ u ,;i",.m

b/lu I<!!:sn,m m.

pro kald' m,n anebo
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Potom lim vn =
" ..00

pfil!eml rada
00

];-1 Um ' tj.

00

~ s. konvergUje •
.,. .1

lim
" .. 00

00

L u =
m_"I n,m

00

L lim u
• =1 n.. oo n,m •

Dokslte

G;jdllte ze zlikladn:!bo prostoru ve

a LebesgUeovu vlltu

cvil!en:! 2,21 a pouZijte Levibo

-'------.JH

j 8,22';Isua P zakladn:! mnoZina, (Z,A) zakladn:! prostor, necbt ~ je systllm

viiecb funkc1. na P s konel!nYm abstraktn:!m integralem.

Definujms nyn:! systllm 1"unll:c:! 'If' s .efinHn:!m oborem P :

f E j(' ~ pro libovoln4 1"unll:ce g,b E ~

takoV4,!e g";; 0 .,;; b , jest max(g; min(f,b» E ~

POzn8mks.: veW mnobo autord definuje syst4m miif'iteln,)'cb funkc:! pravii Um­

to zpl\sobem; v dalii:!m uvid:!me, jaJcY je vztab eystllm A a Y .

Funkce ze sysUmu "W' naztvejme pseudomiii'iteln4.

Dokalte nasleduj1c:! tvrzen:!:

II f
1

€ 'V' , f
1

rv f
2

21 ;e C 1(' ,

31 t € Y , b € ~ If I,,;: b ~ f € ~ ,
41 f n € V , f ~ f sk.vl. ..... f e »:n

[f;ouZi jte Lebesgueovu viitu II '
51 A C 'hi' , na pi'1kladll 2,10 ukslte, Ie nemus! byt A = 'W",

61 f E ¥' , a E El ..... af E '].V"' ,

71 f 1 ' f 2 E IV ~

a/ max (fl ' f 2) E V,

bl min (f1 ' f 2) E N

cl f
1

+ f
2 E 'hi' , ma-li soul!et emysl ale.vl. t

81 f E . '}V' =* f+ , f E W' ,
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*9/ f n" € 1/'.,." sup f'n E 'V' , in! f'n € 7,/' ,
..... ?I-

11m sup f'n E 1./', 11m in! f'n E 'V',..... 11. -tOO .

101 t € '"V' g,h E z , g""- f' L. h ~ f' E .~ ,,

111 f' E 1¥' , g,h E X':~ max (g; minff ,h» € :e

~lolite gl = min(g,O) , ~ = max(h,O) a Ilkdte~ ite

min(~ ,h) ""- max( g; min( f' ,h»": max(g,~) ~ •

/8,23: IDef'1nujme nyni syetem mno!t1n .« ta.kto:

/viz pfedchozi cv. 8,22/.

MnoZiny ze syetemu Ji

Dokaitte,ite

11 system Ji tvofi

nazYve jme p eeudomi!fi telne.

0' - okruh podmno!t1n mnoZiny P /viz def'1-

nice 7,21

~ou!tijte v,teledkd pfedchoziho odstavc~ ,

2/ Ji nemus:£ byt (J' -algebra /viz 7,21, tj. nemus:£ byt

P € Ji ,

rr-;iz napf. 2,5~ ,

31 m c :«, na pf:!kladi! ukaitta, ite nemuei byt m -..4 .

18,24:1 Pfedpokladejme, ite Daniellovo rozi:!feni sp~ujs jeiti! dalii axiom,

axiom 9 : existuje f'unkce g E ~ takova, ite

° <" g( x) L. 1 pro kaitde x € P ,

tj. k axiomdm lZ - 3Z' 4A - 7A pfid&me jeiti axiom 9 •

Ukaitte, ite

11 axiom 9 nemus:£ byt vitdy splni!n , tj. pfeani!ji - existuj:£ prostory,

spliiujici lZ-3z , 4A-7A a nespliiuj:£c:£ aXiom 9

r;1z napf'. 2,10-.J •

2/ plati-l1 aX:l.om 9 ,potom .A. = 'h/' /viz 8,221

r;-aa g € ~ takova, ita ° <g(x) ~ 1 pro kald' x E P ,

baa f' E 1Y ; pololta f'n =max (-08 , min(f',ng» a ukaitta, Ie

f'n €;e , f'n ~ f'~,

31 plat:£-l1 axiom 9, potom m- =...,;It. /viz 8,23/,

4/ viz tel pf. 6,25 •
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pro vllechna

(fl,P > 0 •

f n /' ep • ,

Un > 0

Potom je axiom !I lviz 8,241 spl.nlln.18,25.1 Bua P E 11t •

Dokaltel
'"

II Je-l1 c:U P = 0 , je tvrzen:! zi'ejme. Bud tedy

POdl,e deflnlee existuje pos1.oupnost f n E ;c ,
Mdleme pfoedpok1.4det, Ie f n;;' 0 Ipro~?I 'a Ie

n Ipro~?/. Po1.ol:!me-l1

Q(x) = g(x) = min(Q(x) 1.)

Ivlz telt 8,2811 , vyhovuje f'linkee g poltadavkdm axiomu 9 .-.JJ

Ha konkretn:!eh pr:!k1.adeeh jame vld~1.l, Ie nllktare obeene vl.aetnostl rdz­

nYeh syetemd mohou byt v Danlellov~ rozll:!ren:! .spl.n~y, a1.e take nemue:!. .

byt spl.n~. KupHkl.adu mle, a1.e nemue:! byt P E m Ipr. 2,5/; mdle,

a1.e nemus:! byt spl.n~ Stonedv axiom 8s lviz pi". 8 ,111 ~l axiom 9

Ivlz pl". 8,24/, eystem;y A a ¥' vlleeh mllrltel.n1eh a psaudomllrl te1.­

njeh funke:! Ivll1l 8,221 se mohou, a1.e nemue:! shodovat aj. Budeme sa zaby­

vat nyn:! \lImi to prob1.emy troehu podrobnllji - po1.ol:tme tedy kromll axiomd

1.Z - 3z , 4A - 7A na ee1.ou teodl jeliU da1.ll:! axiomy a budeme zkoumat

jejleh vZ4jemqy vzteh. V da1.lI:!eh pr:!k1.adeeh proto vldy pi"edpok1.4d4me, Ie

po.vodn:! axiomy l.z - 3z ' 4A - 7A j80u spl.n~.

*'Kroml!. Stoneova axiomu 8s Ivlz ev. 8,111 uvaltujme jelltl! da1.ll:! axiom 8s
I jakYsi "zes1.abenj" Stonedv axiom!

*axiom 8s f E :e, , f ~ 0 9 min(f ,1.) E :e.
laby na tomto m:!et~ nedoll1.o k nedorozum~:!, uml.uvme se, Ite symbo1.em 1.

budeme zna~l t funkel, kteri na mno!t1n~ P nab;llva vllude hodnoty 1. I •

1.1 'Ukaltte, "-e z p1.atnosti axiomu 8s pl.yne:

" al f E Z ~ max(f ,-1.) E Z ,

bl f E z , a > 0 9 min( l' ,a) E Z ,

el l' E .'l! 9 min( l' ,1.) E ZR , mex(1',-1.) E 'l! ,
'"d/ axiom 8s ,

el l' E~ ~ min(1',1.) E ,~ ,
1'1 t EA 9 min(1' ,1.) E A •

2/ Na pr:!k1.adll 2,8 ukalte, Ie axiom

'"8s niko1.lv, tj. z alCiomu 8S

'"8 5 mOb byt spl.n~n a axiom

nep1.yne axiom 8S •
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31 Dale ukazte, ze z platnosti axiomu 8: plyne:

al celj proetor je peeudomei'i telnll mnoHna, tj. P E J£ Iviz

8,231

~~te ukllzat, ze cp E Jr0 - k tomu je nutne a stac! dokllzat

Iviz derinice 8,22/, ze

max (g ; min (cp ; h) E s:: ,kdykol1v g,h E Z
g £ 0 ~ h , coz je et jiZ anadrie-.lI ,

b/ r E ~ =} min(r;l) E ~

r-;;;:Ln(r;l) ; min(r+;l) - r:~ ,

cl rEA '9

41 Na pf!klade 2,8

min(f'; 1) EA

mine!'; 1) E W' .

*uk8zte, ze z axiomu 8 s neplyne jeiite P Em.

\a,28.1 Pfedpokl9.dejme, ze P E~ Iviz 8,23/. Potom plat!:

al I' E;e ~ min(!';l) E :e

,

a ze vztahu

~def'inice systemu ~ - viz 8,22 - lehko ukllzete, ze

min(f'+; 1) E :£- a dale pouHjeta vztahu

min(f';l) ; min(f'+;l) - r- --lI,
*bl axiom 8s '

cl :f E W ~ min(f'; 1) E 'Jr'

~ plyne primo z pl'. 8,22 - 7b a ze vztahu cp E fY'

tj. ze vztahu 1 E tv' Iviz Umluvu v 8,27/--11,

dl rEA ~ min(f';l) E A

~ p,lyne z definice systemu mei'i telnjch f'unkci A
f'n ~ I' ~ min(I'n;l) ---7 min(f';l) ---.1l •

Ukazte, ze tvrzen! al - dl z>1stanou v platnosti i tehdy, predpoklad9.me-

11 P E m.
rr-;lyne okamzite ze vztahu m c ~ - viz 8,23 --.11 •

18,29.1 Ukazte, za plat! nasledujic! akv1valence:

PEJ(.~ [I' EX

r---;iZ 8,27 a 8 ,28 ~
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18,30~IPodle cv1l!en:! 7,13 - 81 ma mira (it- I .. Aex 1 definoVaM na sysWmu

v~ech podmnoi1n mnoiiny P vlastnost1 vn~j~! miry Iv1z 7,12/. M~ieme

tedy definovat systllm m «(if-) v~ech ciU - mM-1 teln$ch mnoUn podle

7,15. V DIln1el1ov~ rozli:1ten! mama nyn! tf1 aystllmy - syst~m m vliech

met1teln$ch mnoi1n, syst4m ~ v~ech pseudomet1teln$ch mnoi1n Iv1z

8,231 a nyn! 1 sysplm m (?) vAech c!1- metiteln$ch mno,Un.

PWme sa, jakj je vztah techto jednotlivjch aysWm.;,

Dokaite n'sleduj!c!:

11 m c J1., Iv1z pt. 8,231

21 J1., c m(r:!Z).'

~te'dOkBzatn'sleduj!c! imp11kac1:

A E J{, =9 pro l1bovolnou mnoUnu Of e

etrT < + 00 j .. st Jt(Tn A) + eU(T - A) L. cit T

lrozmyslete !1•

Bua tedy A € vi{, ,~T < + 00 • Ukal\te, Ie existuje f'unkce

h €:£ tekov', ie cT ~ n , Ah" eti T • Poloite ~ .. min (n.cA,;h).

ProtoIe ~ ---+ cA.h , plyne odtud, ie cA.h E Y ,zevztehu

o L. cA.h ~ h plyne dokonce, i:!e cA.h €:t: Iv1z 8,22 - 31 I.

Odtud j1i 1ehko Odvod!te, ie

c!t(T - A) L. cUT - A (CA·h) -:J

Z dokBzanjCh vzteM n'm nyn! plyne, i:!e vi:!dy m c Jt c m(It).
Na pt!kladech ukai:!te, i:!e mez1 temito systllmy nemus! nastat rovnost. Pro

dalli!pouze jelite poznamenejme, ie kaidi ze sysUm m , v4!.
m (!1-) tvoH (j' - okruh podmnoUn mnoi1ny P Iv1z 7,2 1 a

,,? e m (ciZ) Iv1z 7,16/.

jokaite ~le, ie

,
Ie vidy

31 plat!-li axiom 9 =1 m .. ~ Iviz 8,24/,

41 je-li m.. J{, ,nemus! jelite plati t axiom 9

~ z'kladn! syst~m funkc! Z vezmete aysUm vliec~ f'unkc! tvaru

f(x) .. kx na 1ntervalu (0,+ 00 ) , pro fEZ, f(x)" kx

po1ozte ss:» k~ ,

**51 •./'1. .. m(;:t) ~ P E J{,
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~. V Je-11 .it. m Cr!Z) ,. Je P E J{, polUe pi'edchoid pom'mq.

bl au! te~ P E..x • B € mc~) . I14te ,*,..10, Ie

~ E 'W'. It tomu mustte .....a1o, Ie II1I1CC.;h) € :(, ,

kdykol1v h E ~ • h ~ 0~ •

61 m· mccft) ~ P E m
rr;; Opl!1o Je P Em. Je~l1 'm. m c;z).

bl Bua P E 7Jt • PolUe 8,25 je aplnlln anOli 9. te~ m·./'i
I

Inz 8 ;241 a pocUe pf'edchoz:! MeU. - jel1kol je P E~ je

1 .,4[= mCcfL)~.

Z privl! dok4zan$ch .,.yalecDDl te~ plylle. Ie

r-::-=*l.
~ Obdobnl! jako j_ def'1noval1 NZI14 lI7eUm,y -miHtelDlch- 1Ill011l1 - toUI

eyeUm,y m. Jl{, a m c~) - a11_e def'1nova1o 1 NZI14 oB)'eUm,y

-ml!f'l1oelDlch- 1'UDkc1. Pf'ednl! JIIllme def'inorin lI7et'm A vlech ml!f'ltel­

nich funkc1 a lI7et4m '),r' vlech peeudoml!f'l telDlch f'unkc1 lvi. 8.22/.

Vzlledam k 1oClllll1, Ie lI7eUm,y m, Jt • m (~) tvaf'1 (J' - okruh,y

podmnol1n 1IIlO11ny P, 1II\1e_ dll.1e def'inovatIl7BUm,y A ( m) ,
A (v'(.) , A ( 71t (It») vlech m - ml!HtelDlch. Jl - mif'itel­

nich a lit (JL) - ml!f'lte1Dlch 1'uakc1 pocUe 7,23 a pod1e poBl1Ulky v 04­

etavcl 7,25 luvl!domte ai, Ie ~ue1 bit P E m ani P € ~ II.

JekY bude u,yn1 vstah tl!chto eyet4!ll\ ,

Doksl1oe n4eleduj1c1

a/ACY"

rvia 8,22 .r.
bl pla~1-11 anOIa 9, jut .A = ¥'

frl. 8,24 .r,
cl A (m) c A (..x) c A (m(!lJ) ,

d/ P E m ~ A (m) - A(.){.) = A (mrcflJ)
n.vi. 8,30 - 71-1.

tr A (..x) c 1Y J

*'..fl P E J(, ~ .A (Jl-) .... ?Y',

BI [! E Y ... (z E P; fCz) < c } E J{, pro l1bOY01n4 0 C: ~ ]

-t P€.Jt
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pro Ubovoln4

P -II,
< c}e m

r;_atw-u t tuPkcl I'O'mOU 0 Da lIDol1Dl P, Jest d"e,1lll
. 0

to E ')(' a nap!'.

{x E P; to(x) < 5} •

hi [t eA=* {x E P; t(x)

c E ~ J'~ P e m
~stupuJta sta JIll jako v BI~ •

OdtOO jill lehko d0k4l1eta, lie

11 P E m ~ A = W' = A (m) =: A(Jt) = A (mrllJ) ,
apac14lni ta~-

J/ P E m # [t e.A. # pro kalld4 c E B
l

Jest

{ x E P; t(x). < c} Em]

V poaledna tvrsen:!' Je obaallena velm1 dllleU1:' cbaraktarlet1ka mit'ltalnYch

funkc:! pomoc:! miRtelnYoh mnollin.

~
~ Necht plat:! ax10m 9- vb 8,24 - potOlll

(1): enatuJe poaloupnost f'unkc:! t n e z takov4, Ie
00

Lit (xl I = + 00 pro kalld' x E P •
-11.-1 n

lrB"u! 8 E ~ takov4 tuDkce, Ie 0 < 8(X) .... 1 pro kalld' x E P •

Potom ex1stu,1e funkce h E .;t takov4, Ie h ~ 8 • DlUe poulllJta

det1n1cl systllmu .;t ~

18,33: INecht plat:! (1) v 8,32. Potaa '.

(2) : ex1stuJe posloupnost tuPkc:! Sn E Z tskov4, Ie

00

8n~ 0 a cu( n G) = 0 , Itde1/.., n

~= {x E P ; 8n(x) = 0 } •

lfSt;.C!:! poloUt 8n = I tnl :J
18,34~IPfedpokUde,1llle, Ie P E ..)l, Ivb det1n1cl 8,231 a lie plat! (2) z cv1­

C!en! 8,33. Potom plat:! ax10m 9 Ivb 8,24/.

~ Je-U <!L P = 0 , Je tvrsen:! d'e,1m4. Bu! ta~ 8n poaloupnoat 1'uPkc:!,

JeJ:!1 ex1stenc1 zaruC!uJe (2) v 8,33.

Ukallte, Ie

al ASn > 0 alelllloii. pro ,jednu hodnotu n ,
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bl lze pi'edpoklll.dat, Ie ASn > 0 pro vi!ieehny hodnoty n.

POlo!te hex) = , g(x)

/ IIl1n(h(x); 1) je-ll
= h(x) > 0,

~l je-ll h(x) = 0 •

Uka!te, !e funkee g mil. vlastnosti potf'ebn' v axiomu 9 -.:J

I8,35~1 ~edpoklll.dejma,!e P E~ a!e plat1 axiom 9 Iviz 8,24/.

Potom plat1

( 3) e: ,Jtuj1 mno!1ny En E m
00

P = U En:::t1 n

(Toto je vlastnost, vy jadi'uj1c1 tzv. d - kone~noat miry - viz 7,29/.

~Momta ai prednl!, !e podle 8,24 jeat m = o../V.- •

awl g fwlkee, jeji! exiatenei zaru~uje axiom 9 • Polo!te f n =

=IIl1n (1; ng) , En = {x E P; fn(x) = 1 } ~

18,36.1 ~edpoklll.de jme, !e je splnl!na vlaatnoat

(3') : exiatuji mno!1ny En E J{. takod, !e P =

ef'i En < + 00 pro ka!M n

00

U En '11-1

luvl!domte ai, !e miru r:u- mlime definovll.nu pouze na syatll.mu m
a !e z uveden$eh pi'edpokladO. neni ihned zi'tjm',!e m = J-{ I.

Potom P €....4 a je splnl!n axiom 9 1 a tedy m = ..K 1 •

IrP E...Ji, plyne z toho, !e ayst'm ..x woi':! o: - okruh •

Je-ll c£l P = 0, je tvrzen1 zi'ejm'. Uka!ta dlile, !e mno!1ny En

V (3') lze volit dokonee diajunktni, polo!te potom

1
o~ , g = IIl1n(l;h) ~

11 axiom 9 a vlaatnoati ( 1) , ( 2)

dl! c«-- P = 0 ,

21 axiom 9 a jednotliv' vlastnoati

ekvivalentn1, jeatl!!e P E ~
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]8,38.1 Z pfoedchoz!ch Tfeledkd odvo1l.te MsleduJ:!c:! velm1 zaj:!mavou vlastnost:

,

je splnl!n podle 8,25 axiom 9 a podle 8,30 - 71

D81e poul1jte 8,35. Ostatn:! je j11 snadna.

,

ex1stuj:! mnoU~ En Em, ~~ < + 00
00

p .. U E
71.=1 n '

~ - konei!nou odru, pravl! kdyl je ml!foite1nY.tj. proetor P m'

~ Je-l1 P E m
jest A .. m .

•

z 8,32. Bull. b E A
f~b}<+OO

Dokalte oststnl! toto tvrzen:! t4! pfo:!mo. Je-u P Em, existuj:!

funkce f n e s: tak, Ie f n ? cp • Phdpokllldejme, !e ("- P > 0

a uvalujme mnoUny En" {x E P; fn(X) ~ ~}. Pod1e 8,31 - jl

je st En E m a zhgml! (!'-~ < + 00 Obracena tvrzen:! plyne

z vl!ty 13 ~

18,39;IPhdpok1adejme, i:\e je splnl!na v1astnost (1)

h ~ 0, C" sup {Af; t E:e. ,0 ~

Potom h E:c:. a Ah" c. Dokalte I

r-;u1l. f n pos1oupnost funkc:! II: vlastnosti (1) ,pololte

hn .. min ( If11 + ••• + I f n I; b) ~

Poznamka: tato vl!ts plat:! 1 tehdy, phdpok1adame-li pouze bEY.

18,40;1 Projdl!te s1 jeAtl! jedoou cv1~en:! 8,27 - 8,39 a analte se pfoeh1edol! a gra­

ficky s1 znazom1t vl!echny 1mp11kace. Sep1Ate si tal, co 1ze vl!echno tvrdit

v pHpadl!, Ie P E m I

uP E m ~

al exi stuje funkce g E :e tak, Ie 0 < g( x).;;; 1 pro kalda

x E P /ax1om 9/, ne1ze obratit,

bl [f E ~ =9 min(f ,1) E ;e J /ze8labenY Stonedv axioml,

ns1ze obrat1t,

pro libovolnajest max(g; m1n(f,h» e :t.

cl m.. Jf. .. m (;:t) , lze obratit

Ispecialnl!: E Em<==} pro kaldou mnolinu T C P jest

c!i T" JL(T (\ E) + etr(T - E) 1

d/ A .. hi' .. A (m (c!1-») , lze obratit, tedy

f E A ~ pro libovolna funkce g,h E ~

, { x E P f(x) < c } E m
?')') 35 FIG

- 2U-



el mnoZine P IIlli

eu-En < + 00

fl v1z t~i jeAt~

(J' - konel:!nou m!ru, tj. exl.stuji

"", p.. U E , lze obrllt1t,
71-1 ~

cv11:!eni 8,41, 8,42~

18,4l~IBuC1 P Em. Potom

Ii f E A =* -s1gn t E A • Dokaite

ze skr1pt

pi'edpokla-

Plati tato impl1kace 1 bez pi'edpokladu P E m 1

Plyne z platnost1 ~to 1mp11kace jU P E m l'

II. f,g E A =* f.g E A

~dl~ 8,31 jest it = ~(c")' a podle 7,24 je soul:!1n dvou

dZ - m~i'1 teln,Ych :f'unk:c:! op~t ci1 - m~i'1 telrui :f'unk:ce --lJ.
Lz", posledni tvrzeni dokllzat 1 bez pi'edpokladu P E m 1

Plyne z tHo 1mpl1kace .111 P E m 1 /V1z ~i odstavec 4,3

I.l!emj - J.llai'ik, Integralni pol:!et I - co sa v ddkazu vlastn~

M?I

18'42~*IUveame j&AU jeden abetraktni probl~m. Nejdi'ive s1 vAak dokaita nasleduji­

ci jednoduchou, ale uUtel:!nou v~tu.

"Buche (~, Al) , (Z:/, A2) dva zakladni pro:>story ned etajnou mnoZi-

nou P • Bu(1ta £.~, Xa pi'ieluAnol systol~ 1'unkci s konel:!n,Ym

abstl'llktnim 1ntagrlllem Al ' A2 • Potom plati:

a Alf =A2f pro f e 2., = ~.2}=t [~c ~ ,
a Alf = A2f pro f E Zl i pro. t E z2]' "

Ve cv11:!eni 7,38 jame uvedl1 nasledujici v~tu - bu(1 (Z,A) zllkladni proetor,

proveC1me Daniellovo rozliii'eni, doeteneme troj1c1 (P, m, c«- ) • Oznal:!me

symbolem Z systolm vlech jednoducb$ch funkc:! na P 8 c:«-(N(f» < + 00 •

Pro funkce ze s7s~mu Z mdieme definovst 1ntegral A jako V pi'. 7,37

Ivle si zopakujtel/. Ziskolme op~t zllkladDi prostor . (Z,A) , mdieme op~t

provolst Daniellovo rozlii'eni, dosteneme sys~m 5e a 1ntegrlll A ne

n~m.

Ptal1 jame sa, je-l1 spln~ podrllinka

(LS) : a Af=Af protE.:e =;e.

V1d~11 jams tai, ie odpovlid DB tuto otazku .1e posit1vn:! v pi'ipad~, is

P Em. To te~ znamena, ie pom.inka P E m .1e postal:!ujici pod­

minkou pro platnost vztahu (LS). Hledejme nyni nejaka dalili postal:!uj:(ci _

l!1 nutn~ - podmink;y pro platnost vztahu (LS) •
25535 Z16
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Dokaite n~eleduj!c!:

11 (LS) nemu..! byt vldy eplneno

~z pro 2,5 , kde jedi~ merite~ mnozina je pr~zdnB mnoz1na~,

21 pradpokUMme-li, ze A = if Iviz 8,22/, dokaZte, ze libovoln~

z n~eleduj!c!ch podminek je poetacuj!c! pro platnost (LS)

E z,
r2eAdl fEZ ,

bl zeeleben.j

cl f ,S e z

al Stone~v axiom 8. IViz 8,111 ,

'"Stone~v axiom 8. Iviz 8,27/,

Je nekter~ z techto podm!nek i podm!nkou nutnou?

JaM je situece v pHpade, ze nen! A = V?
,

**) V tomto pr!pade je nutn4 trochu pozmenit definici jednodUChYCh fUnkc!

vzhledem k syet4mu ~ •

V dal§!cih nekolika prikladech ee opet omezime pouze na Lebeegue~v integr~l

v eUkleidovskYch prostorech Itj. predpokl~~e, ze z~ladn! syst4m Z =Cr
a, Af je Riemenn~v integrlil pres Er I. Nekte~ tvrzen! by bylo momo

tez vyslovit obecneji, nebudeme se tim v§ak zabYvat - prenecMme toto cte­

n~i.

I~,43~ IPro libovolnou mno!inu A C El a pro libovolne k > 0 znecme A(k) =

= A n <-k,+k > ,pro libovolnou fUnkci f, f:" 0 a pro libovoln4

k > 0 znaeme aymbolem r'k) funkci Inep14st s derivacemi!/ definovanou

n~eledovne

.i->: f( x)

-~k

pro ta x, pro ne! f(x) ~ k ,

pro x takov~, Ie f(x) > k •

Dokaite, ie

A(k) E m 1 ,
=9 f(k) E A •/'1

f ~ 0 na II , potom

pro kaid4 k ) 0 a

11 A E m
1

k ) 0 =9

21 t E AM f ;;" 0 k) 0

31 je-li M E m1 t E AM

'-P 'k) '-P
f E "'--I'f *'9 f' E oL /'10<)

lim 1 f(k) je kone~
k -HJO I'f (k)

IV tomto pHpad8 pak zre jme J f = lim
M k",oo

/.
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~ N4vod k ddkazu pOS1~dn!hO tvrzen!:

al je-l1 s E 'i:,M I jest r(k) E ;eM 0tJ pro kaid' k > o
a pou!ije se Lebesgueova v~ta I

bl oznal!me a = 11m 1 i( k) I pro libovolntl -cell! r oznalSte
,,~OO 11M

Q = { x Eli; 2r ~ f(x) < 2r+l } .r

dale polol!te

Q- oo = {XEIi f(x) =o], f400 = { xE Ii f(x) =

=+ 00 }

a definujte tunkci F takto:

F(x)

~o pro

= L.....-- 2r+l pro

~+oo pro

x E ~ I

lehko uk4bte I ie F E i:-M a It I ~ F I odkud jU vyplyne

tvrzen! .--ll

PoznBmky:

11 Jak by bylo momo vyslovi t uvedenou vl!tu pro proetory vyliA! dimense

lSi pro abstraktn! prostory ?

2/ Uvedenou vl!tu by bylo momo zobecnit. Plat! n4s1eduj!c!:

·bul\ f E AMI t ~ 0 I II E m., . Potom

f E JeM ~ f(q) E ~M{/') pro dechny hOdnoty p,q

a lim J f( q) je konelSn4 •
)::t: ,.,~) _

Bylo by ov~em tf'eba vysvl!tl1t , co se rozum! ·dvojnou· lim1tou

11m - lStenM-e je momo odk4zat na knihu V. Jarn!k • DiferencUln!
P++QO
1.. + 00

polSet II.

pro x E II takOT4 , Ie rex) <a •

Lf(X)

~~b

•
(x)

Doksl!te n'sleduj!c' tvrzen!.

Bul\ f 11bovoln4 funkce na mnoUnl! III C Er • Pro 11bovoln' a,b E ~ •

a < b oznalSme feb) funkci definovanou pfedpisem
(a)

pro ta x E II I pro nil

a ~ f(x) ~ b I

pro x E II I f(x) ) b I
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Je-U f E AM ,potom je f~:~ E A H pro Ubovolnol a,b E El '

a < b •

rr--;;l dOkazu pouJljte vetu 56. Je vldet, ie veta zOatene v platnoatl

1 obeenll - atal!! predpokUdat - jak vyplyne z provedemlho dOkazu - Ie

A.. A (m) , tj •. atal!! pouze predpok14dat, ie P E m Ivlz

8,31/.-11

\8,45.1 ZObacnllme nyn! troehu tvrzen! z 8,43. BuCl. opet t 11bovoW funkee na

mnoiUnll II E m 1 ,ne nutne jU nez4po1'nli, bUCl. k ) 0 • Podle pi'edeillol­

ho evll!en{ 8,44 mO.ieme utvoi'l t :f\uJ.kel t(k) ,znal!me jl pro kr4tkoat opllt
(-k)

f(k)1 ukaite, ie toto oznal!en! nen! ve aporu a oznal!enim z pi'. 8,43/.

Potom plat!:

je-11 t E ~M

a !r=l1m
H k-+~QO

Dokaite I

~ PouJljte vztahO

al f = f+ - r ,

pro kaidol k > 0

a evll!en! 8,43 ~

Pozn4mka:

,

Opllt nebylo podata tnol, is jame uvaiovaU pouze Labeagueovy lntegr4ly

v El ' pokuate ae uvedenou vlltu zobeenlt.

18,46.1 Na tomto m:1stl! ae doaUv4me k teor1l "zobecnlln$eh" lntegr410. Vete z pred­

choz:1ho odatevee n4m k tomu Mv4 vhodnou pi'!leUtoat. VidllU j81118 totU,

Ie za pi'edpokladu f E ~M je 1 f(k)E XH(lt} pro kaidol k > 0

a plat! rovnoat J f = 11m jf(k) • IIOIe ae nyn! aUt luveCl.te pi'!-
H ... k.." +00 H{It)

klad !/, ie posledn! 11m1ta exlatuje, anU ex1atuje konel!n$ LabeagueOv

lntegral Jr. V tomto pi'!padli l1m1tu 11m l..lk) budeme na~at
M k-++OO ""k,

Q-lntegro\lem funkee r pi'ea mnoUnu II. Pi'eanejl, bua 14 C

funkee na 14 , ~eeht pro kaidol k > 0 jeat lk)E ~MM

ex1atuje ylaatn! 11m i f (k) • Potom hodnotu 11m J f(k) naaveme
/(..,.+00 !'I(k k-'tHIO /10f)

Q - lntegro\lem funkee r pi'ea mnoilnu II , znal!me tanto lntegr41 ~bolem

(Q) J f • Neeht Mle aymbol ~ znameM aysUm vAech funko:1 na mnoiinll

II , ;ro nei exlatuje (Q) ~ r •
H
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"

Ulcallte, Ie

11 (Q)

21 (Q)

Iv nul. det1nu,1e1l8 tuDkc1 Ubovollli/,

Uviz pi". 3,4.J1 '

31 £ E ~, g.tv £ =+ g E ~ ,

,
51 £,g E 0._, £ '= g JIll. =+(Q) J £ s!i: (Q) J g ,

.. H H

61 £ E ~, £ ~ 0 na • '* t E :eH • (L) J t .. (Q) / t
H H

" viz cvil!en1 8,43 , viz t41 8,50 - I U,
71 £ E ~, 8 E ~ "* at E ~, (Q) I at • • • (Q) j' £ ,

H '"
8/£E~, IIC., 1I€71t', ~tE~,

~ viz kupi"1Idadu (Q) [1~ cb:;~ ,

91 £,g E ~ ~ t + g E ~ •

wi £.g E ~, t + g E ~ ~ (Q) ! t + (Q) ! . = (Q) let + s).

V ddal.edltu poal.edD1ch tH IMIpUvmch v;tll1edJltl Je vic1i~. Ie Q - 1ntegriJ.

I18IIli potfoebIW vlaatnoaU 1ntegN1u ItaII:. ,1aII: ,.1- ,1a t01'llu1ovaU v I1vo4l1

prwni bpiwql. z tobo d6vodu .vedalle D48I.eduJtd ·ZObeCDl\Qt 1ntegriJ.·.

18.47:1 Bull £ 11bovo1Da1 t'lmkce JIll _lin/! • € 7ll~ • Puakcl t DIlsvne

B - 1ntegrovatelJlou JIll _11nl! •• Jeatllie

81 t E ~ I~J. ,18-11 t Q - 1ntegrova1ia1D.6 • vis 8.46 I.

bl 1ia 7. AL { :II: E .; t(:II:) > 7 } • 0 •y ... +C8 (. ..~

S7St4_ vilech B - 1ntegrwatellVch t'aDkc! .. _11DI • _.-e Qllbo1ea

1\1 , pro tuaItce t E 1\1 lJe~ B - iIltegriJ. va1:aball

(Q) It.
H

Dailalw. Ie

lI.f!H C 1\1 C ~

rri.. It~ pf. 8,6'2-' •

211\1 -:eN ~',
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31 f E By. f ~ 0 =+ f E :t:. M

~ vi. pi'. 8.46 - 61 lSi 8.50 - I!.l.

4/ (B) J' ~ ax neexistu,je •
-1

51 f E By. g tv f

6/ f E By. a E ~ 0=9 af E .By. lB) f 11£ = a • (B)'/ £ •
/'f H

7/ f.g € By ~ (£ + g) E l\I. (B) f (£ +g)= (B) 1£+ (B) j'g •
/'f /'f /'f

8/ t E By. N eli. N l: mt ~ t E Bw •

18.48.1 Ulr4i_ JaiU jedDO ·zobecnlln:l:· Lebeagueova integrlUu. Dokaite viiak neJdf':l:­

ve n4a1.eduJ:1c:l: tvnen:l:.

Bua o ~ a < b'" + 00 , f E :e(a,b) • Potoll pro llbovolD4

7 e (0.+ 00 ) jest e-Jq.f(x) e seca,b) a

l- I-
(L) J f(x) ax· lia f .-Jq.£(x) ax •

a y-+o+ ..
~ ubfte, fe

x E (a,b). 7 E c0,+ 00) ~ 1.-Jq.t(x)1 ~ I£(x) I E ~(a,b)

a pouifljte kupf1kladu vl!tu 60 ~

au! nyn1 opl!t 0 ~ a <: b ~ + 00 , bu1I £ f'UDltc. de1'1J:lcmulA v inter-

va1.u (a ,b) , nech\

a/ pro }add6 7 E (0,+ 00) Jest e-ll;Y.1'(x) E ~ (a,b) ,

b/ existuJs YlaBtn:l: l.1lD !e-ll;Y.1'(x) ax •
. Y-+ 0.,. a.

S7s~. vlach f'mkc:l:, v"bovuJ:l:c:l:ch obilE tl!ato po&dnkM, snal!lae QIIIb01.ea

E(a,b) ; pro llbovolDou f'UDItc1 l' E B(a,b} pelt daf'inuJ118 JsJ1 B - in­

tegr4l. pf'es intel"981_ (a ,b) vztahea

I-

= liaJe-ll;Y.£(x)
s-« 0+ a.

ax •

Doblte, Ie

11 ~(a,b) C E (a,b) C

2/1'.g e B(a.b) , a..j3 € ~ =+ at + /Jg € B(a.b) •

(B) fa. l' +,8 g)= t:£(B)/r + jJ(B) h.
4 .. 4
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3/ f E ECa,b) If1E E(a,bl '

4/ f E E(a,bl ' f ~ 0 =9 f E :t(a,b)

~ dokaZte primo M pOuZijte 8,50 - II~ ,
00 00

5/ (E) J sin x dx = 1 (E) / cos x dx = 0
0 0

II viz 4,47 a 4,48~ ,
00

6/ (E) J~ dx =Z
o x 2

~ viz 6,22 -.J,
00

7/ (E J i-cos x dx neexistuje
) 0 x

~ viz 6,72.J '
00 00

8/ (E) J sin x I2ii (El J cos x ifdx= , -dx =
0 x.(X ofX

~ viz 6,7U •

~49.1 0 dalllich"zobecn~njch" integralech se zde nebudeme zminovat.

o ttech velmi ddlezitYch pripadech je mozno se do~ist v knihAch V.Jarnik,

Integralni poce t I /nevlastni Riemanndv integral/, V.Jarnik, Integralni

po~et II /nevlastni Lebesguedv integral, Perrondv integral/.

Porovnejte navzajem jednotlive "zobecn~ne" integraly II

1 8 , 50 ;- I Bua M E m 1 ' symbolem TM oznaeme system vllech funkci na mnoZine Y

takovych, ze

L. (T) J g
H

(T) j' f ,
H

Io! '9 (T)Jr
H

naf ~ gc/ f,g E Ty ,

Nechtkaz,de funkci f E TM je prtrazeno jiste realne ~isJ.o - zna~e toto

symbolem (T) J f - tak, ze
/'1

b/ f E ;e/'1 =} (Ll / f =

/lze tedy rici, ze (T) J je JakYsi "zobecneny integral", i kdyz se ne­
H

pi'edpokladS napr. ani linearitel.

Potom plati

(I) f E TIo!' t ~ 0 na Io! =9 f E ;;e/'1 •

Dokazte !
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!unkce

ep"R
! ~ 0 • Potom ! E d-­

H
de!inovan6 ptedpisem

• Pro J.1bovo1Jlll. k:> 0

/!(x) pro x E Mn <-k,k) , je-J.1 rex) ~ k

!(k) (x) E 1.1 n <-'k,k ) , je-J.1 rex) > k ,= k pro x

~O pro ostetn:!· x E 1.1

le!:! v systll.mu ;e!'1 lukal!te!, viz t6l! 8,43 I, tedy podle ptedpokla-

du je r'k) E T
M

• Ze vztehu !(k)..<. ! pak plyne , l!e

(L) I !(k) = (T) I !(k) .,;, (T) I ! •

Odtud napi'. podle Leviho vllty I!(k)./"! I plyne, l!e ! E :t'H~ •

POZIUimk;y.

1/ Jelikol! vi!lechny zObecnllnll. integrAly IQ - , B - , E - I sptiiovaly

vlastnosti ai, b/, c/, vypljv6 Odtud, l!e f'unkce, maj:!c:! "novY

ZObecnllnY" integr61 a nemaj:!c:! Lebesgueo.v integr61, mohou byt pouze

funkce, kterll. mlln! svoje znamll.nko Iviz 8,46 - 6/, 8,47 - 31 ,

8,48 - 4/, viz tll.l! obdobnY pi':!klad 3,22 - bl I.

2/ Ukal!te, l!e tekll. p lat:!:
~

(II) f E TM - ~M ~ If1¢ TM

~ kdyby Il' I E TM, bylo by podle I tll.l! 11' I E ~H

a podle vllty 44 tll.l! t E ;eM --lI '
(III) l' E TM -:,eM =9 (L) [11'1 = + 00

~ plyne okaml!itll z pi'edchoz:!ho, srovnej pro zaj!mavoet ee cviae-

n!m 3,22 - cl ~.

Je tedy vidllt, l!e zObecnllnll. integr6ly, kterll. nejsou Lebeegueovymi integrll.­

ly, jsou vlastnll "neabsolutnll" konvergentn:! integr61y. Lebesgueo.v integr6l.

je pak podle vllty 44 "absol.utnll" konvergentn!. ISrovnejte t6l! s teori:!

tad a s teori:! zobecnllnYch souato. ! /.

18,51;IUvedeme nyn:! pi':!klad omezenll. funkce s na interval.u (O,l.) tekovll., l!e

J' 1
existuje (N) r a neerlstuje (R) J!.

o 1 0

Protoze Riemanno.v integrAl (R)! l' nem6 existovat, mus:! mit !!!2!~

g2g\L!!~lm2jH2l!U funkce f v intervalu <o.a > Ipodle vllty 571 ~;I,~OO2Y

!!!frl!. Na druhll. strane mus:! enstovat primitivn:! funkce F k 1'unkci l'
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na 1nten'alu ( 0,1 )

byt DY§~ v 1nten'alu

, tud1l !9Q2UD!!..22~jLm2JU2lnf'unkce f mus:!

( 0,1) Iv1z vitu v pi'. 3,31. Pod4me tzv. VolterrOv

F =n,1

< J

pf:!klad takov' funkce f; nejdi':!ve adem mus:!me aeetroj1t mnal.1nu v 1n­

tervalu (0,1) ,ktel'li by milla kladnou m:!ru a je j:!1 doplnllk by byl hua1;Y

v <0,1> • UveC1me n'sleduj:!c:! pHklady - .konetrukce mnoUn s uvedell$m1

vlastnostmi je ssma 0 80M zaj:!mav4.

18,52; I/zobecniln' Cantorovo diskont1nuuml.

V pf1kladu 5,7 jame aestroj111 mnoUnu C v 1ntervalu <0,1> , tzv.
00

Csntorovo d1skont1nuum. Uks.lte, Ie C =<0,1> U En ,kds En je".f
sjednocen:! disjunktn:!ch otevf.enYch 1ntervald En,1 11 = 1,2, ••• ,2n- l I,

Mlka kaZd'ho 1ntervalu En,1 je 3-n a kalldY 1nterval En,1 je "um:!stlln

v prostfoedn:! tfetinll" nilkteriho z n disjunktn:!ch uzairfenYch 1ntervald,
1l-~

kteri tvof! mnol1nu <0,1> - J-!~ E j Iprec1zujte I, zfe jmll En =

= <0,1> - Rn ' kde mnolliny ~ jsou def1noWny jako v 5,71.

Bu:i nyn:! k;;' 3 a provei§me obdobnou konstrukc1. Bu:i Ck = <0,1> ­
00

- U Fn ,kds Fn je sjednocen:! otevfeD,jch diejunktn:!ch 1ntervald Fn 1
~31 •

I n~ n1 = 1,2, ••• ,2 I, ka!dY z 1ntervald Fn ,1 me. d'lku k- • Je-ll

= (an,1, bn,1) , predpoklliMme, Ie bn,1 < an,j , kdykollv 1

Ipodejte prec1zn:! def'1n1c1 pomoc:! matemat1ck' 1ndultce II.

Doksllte, Ie

-?'IV ~11 Ck E Q'(..1 pro llbovoln' k O!: 3, ~ Ck = k-2 '

21 Ck Je uzarl<ena mnoUns ,

31 Ck Je Hdk8 mnoUns Itj. me. pl'lizdnt vn1tfoek/ - anebo

JeJ:! doplnllk v <0,1) je hustS mnoUns v <0,1) ,
j111Bk fel!eno,

**51 jak;f bude Jordan - Peandv obJem mnoliny Ok'"

Idef'1n1c1 v1z v dodstku D III I.

18,53;1 Bu:i {~, X:! , .... } mnoUna' vliech rac1onaln:!ch l!:!sel v 1ntervalu

(0,1). Zvolme posloupnoet re4lnYch l!:!ael Ok tak, ab7

•

pro bid' 11:,

Polo!ms
F = <-0,1>- •
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Potom

al mnolina F je UZBvrena ,

~F > ° ,
cl F je Hdka mnolina, tj. mnoUna <0,1) - F =

=
00

8(~- Ok' l1t+ (\) jehustav (0,1) •

**) ,Jakj bude Jordan - Peandv objem mnoUny F" lviz D III I.

18,54; r Bua nyn1 ,A C (0,1) l1bovolnB uzavi'ena, l'1dkB mnolina kladnll m1r:y

Iviz pl'. 8,52, 8,53/. Potom mnoUna <0,1) - A je otevi'ena, existuje

tedy spocetnll mnoho disjunktn1ch otevi'en!ch interva1o. (an' bn) tak, ie

<O,l)-A.=

Def'inujme f'unkci F v in1;erva1u <0,1) 1;akto:

pro x E A "

1

Dokazte, ie

11 F je spojita v interva1u <0,1) ,
21 existuje v1astn1 derivace F' v <0,1) ,
31 F' (x) = ° pro x E A

4/ F' je spojita vs v!iech bodech mnoUny <0,1) - A ,

51 F' je nespojita ve v!isch bodech mnoiiny A ,

, J'6/ neexistuje (Rl P'(x) dx ,
•

71 existuje (N) J1 F'(x) dx = ° .
" .

Existuje (L) J F'(x) dx ,.
•

!8,55~ Def'inujte f'unkci G obdobnll jako v minD1l1m pl'. 8,54 pl'edpieem

pro x E A ,

G(x)

~o

=~ c

~ 2. 2.
(x - a ) (b - x)n n

pro x € (&n, bn)
- 251 -
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•

Dokalte, Ie

1/ 0 Je spoji1;4 v <0,1 > ,
,

2/ existuje vlastn! derivace 0 v <0,1) ,

3/ G' je spoji1;4 ve vliech bodech mnoUny <Q ,1> ~ A a nespoji1;4

ve vliech bodech mnolin)' A •
•

4/ neexLstuje (R).f O'(x) dx •
• D

5/ (N).1 O'(x) dx =0 •
D

6/ je~li x EA. je O'(x) ~ 0 a fUnkce 0' je neomezena v libovol~

n4m okol! bodu x.·
•

Existuje (L) I O'(x) dx ,
•

/e.56:1 Bua {~,~, x
3
..... } mnoUna vliech l'8cionaln!ch l!bel v intervalu

<0.1) • Pro libovolne E. > 0 oznal!me

E. E.
Fi( E. ) = (21 - 2i +l • 21 + 2i +1 ) • i=1.2 •••••

Pololme Mle

F(E.) •

Dokalte, Ie

F =
GOn 1'( ! )

11.-1 n

11 F( E. ) je otevi'ena mnolina pro kald4 e > 0 •

21 cUl (1'( e n ~ E. •
3/ I' je nespol!etn4 mnolina ,

a ~F =0 •

le.57;1 Bua E E m r • cal'E < + 00 •.~ E A£ • ~ ~ 0 ;

oznal!me Ek = (x E E; k ~ rex) < k+l} pro libovoln4 k.

Potom

~ E :e
E konverguje •

Dokalte I

r;:;Ukalte nejdl'!ve. Ie ~ E '17tr
2/ Plat!

~ 252 ~
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3/ ~le ukalte. Ie

..:: "= (k+l) •

Co lze tvrd1t v pf!padA. ie

1 na obecnAjil! pX'ostory ?

AE=+OO

~?

? Lze uvedenou vAtu zobecn1t

18.58~1 Bua E E m,
oznal!me "Fk =

Potom

+ 00 ,r ~ 0, r E A E

rex) ~ k} pro k E ~

t E :£E # konveX'guje •

~ Ukaite; Ie Fk = M~i ' kde mnoUny E j jeou def1nov'ny atejd

jako v predchoz! uloze 8,57. Pot' pouilijte 8,57~
18 ,59.1Bua E E m" , r E ~E • Potom pro kaild' e->O ja

cU,,{ x E E ; rex) 2 t..} < +00 • Dokalte"

fiBua e. ) 0 , oznal!te 14e, = {x E E ; rex) ~ eo }.

Pouil1jte vztehu

flrl = flrl + flrl ii: flrl >-E Mf. E-Hr. M£

a vety 44 ~

la,6O:1 Bua r E A
E

, E € mr , cUrE < +00 •
Potom

"
00

D }f E :£e # L cUr{x E E ; Ir(x) I ;::: konveX'guje •
1l a1

18.61~1 Bua f E A
E

, E E 'llt r , ~ .. {x E E • D-l ,,; rex) < n }.,
Potom

konveX'guje •

j~.6?J Bua t E :eE ' E E dlt", !CD" {x E E i Ir(x)1 2 n } •

Potom lim n. eu-,.~ .. O. Dokalte I
11.-+ +00

18.63.1 Gamma funkce.

Funkc1 r j8llle def1noval1 predp1sem
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res) = i xs-l• e-x dx

a uk<\zali jame, ie f'W1kce r js def'1novana pro s E (0,+ 00 ) •

je na tomto 1ntervalu spoj1t8 a me zde der1vace v~ech r'dd. Dale jame dok'-

zal1, ie 11m res) = lim res) = + 00
S-tO+ s~+,oo

Iv1z pr!klady 3,43, 4,18, 6,24 I.

Ukaite ~le, ie

11 r(s+l) =Ia. T(a) pro II E (0,+ 00 ) ,

21 T(n+l). n I pro n pr1rozen' ,

31 /'(1) = /'(2) = 1 ,

41 existuje bod Xo E (1,2) tak, ie

~ui1jte Rolleovu v~tu na interval

)r (xo) = 0

(1,2) ~ ,

51 v 1ntervalu

v 1ntervalu

je f'W1kce r klesajic!,

) rostouc!, v bod~ Xo nabtv'

dx I

sa lze dol!!at v kn1-

~Jkaite, ie r'» 0 v intervalu (0,+ 00 ), tedy is f'W1kce

r' je v intervalu (0,+ 00 ) roatouc! a vyuUjte toho, ie

r' (xo) = 0 .-J ,
61 lim y. {'(y) = 1

y~ 0+ 00

!lukaite, Ie J e-,,? dx =! r (!)
o n n

't'-7!'
a ie lim J e dx = 1 - viz pro 4,22----lJ ,

1 l'I.~+co 0

71 J log r (x) dx konverguje
o

rvyui1jte pradchoz!ho vYsledku ~

o mnoha dal~!ch zaj!mavYch vlaatnostech f'W1kce r
ze V.Jam!k, Integr'ln! pol!et II, kap. XVIII

".

Vy~etrujte 1ntegr'l I(a) = I log (1-2acos x + a2)
o

Ukaite, is

11 a E El . =9 I(a) konverguje,

21 I je spoj1t8 f'unkce v Ei '
31 I je f'Unkce s~ v El ,

41 oznal!:!te-li pro kaid' pr1rozen' n E N

2", 1
x -= 2
X - 1
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1( 2 21( 2
.. (1-2t cosii+ t) .(1-2t cosii"'" + t) .....

7l'
Jest (R) 1 log (1-2e

o

~Jclf1ve ukalte, Ie

t 2n _ 1

t 2 _ 1

cos x + a 2) dJt .. lim! log Pn(a)
11.+(10 n

(n-l) 1( 2
••••• (1-2t cos + t) pro t ~ ! 1

n

a pote· pouU Jte defin1c1 R1emannova 1Dtegr41u I

sr
(R) ~ 10g(1-2a cos x + a 2) dx"

o
n-1 rt 2 II

.. 11m z:. t= 10g(1-2a cos n + a )--lJ ,
'7l:"00 n ll'll:1

pro a E <-1,+1 )5/

1(a)

10glal pro lal > 1

,

~ul1 jte vztehu 4/ , l1m1 tu lehko spol!tete --ll '
6/ I(a) .. ~ I(a2) .. i I(a4) .

~.I(a) .. I(a) + I(-a) .. ~ I(a2) + ~ I(_a2) .. I(a2)

a dAle tI'eba 1ndukce ~ •

7/ 1(:) .. I(a) - 2 JT • log 'a I

r¢:1mY yYpol!et ~ ,

,<-1,+1)

,

,
~unkce I Je epoj1ta V 1ntervalu

buo! 1( .. max I(a)
a£<-1,+1)

potom z 6/ 'plyne, Ie

6/ Ha) .. 0 pro a E (-1,+1)

pro kaldo! n EN,

odtud jU lehko plyne tvrzenU '

9/ l(a) .. 2 1r • log [a] pro lal ) 1

[f;lyne anadno z 7/ a 6/~

10/ 1(1) = JT • log 4 + 4 ~f log ain t dt ,
0
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11/ Jf log ll1nt dt .. - ~ log 2
o .
fPlyne z 101 vzh1edelll k podlll1Dce 1(1) .. 0 •

viz t41 p~. 5.87. 6.30

121 a E (-1.+1) ~ I'(a) ..

-B.
'Jr. 2J -200s:ll: + ~ . cb:" 0

o 1-2a cos x' '+ a2

f;ubst1 tuce t.. tg t J .
131 I(a) .. 0 prO a E <-1.+1 >

/rPlyne okalllUti z 121 vzb1.edelll k poclm1nce 1(0) .. 0 JJ •

18.65: IUk418111e nyni jednu vellll1 za jilllavou vlastnost aySt'IIIU Or I ayst4111 Or

jS1118 definovali jako syst4111 vAech spojittch runkci v Er • jejichl nosia

je omezen' mnolina v Er I.

Dokslte n'sledujici vAtu.

Bu1i A l1bovolnt runkcion'l na syst'lIIu Or' kter,Y splDuje anolllY

4A - 6A (nAkdy sa ~ik4. Ie A je poe1t1vni linalirni runIl:ci0n41 na Or).

Potom fUnkcion4l A splDuje i anom 7A •

~!te nej~ive. Ie ke kald4 kompaktni mnoUnA K C Er enstuje

konstants !Ix tskov4. Ie

IAfj .:: !Ix. sup { /f(:II:)/; :II: E Er }

pro vAechny funkce f E Or pro nU H(f) C K,

IN( f) je noe1a funkce rI.

Odtud jill tvrzen:! vyplyne s pomoci D1n1ho vAty-.J.

18,66~*ICv1aeni 8.65 je molno jeAtA zobecn1t.

Bu1i S l1bovolnt lok4lnA kompaktni Bauadori'f'O.v prostor, Qlllbolem O(S)

oznaamB ayst4m TAech spoji1;ich re4lnich :1'unItci na S Itj. zObra~en:! S do

Ell. noe1a ksld4 z nichl lviz der1n1ce 7.251 je obaalen v nAjak4 kompakt­

ni podmnolinA S. Lehko uk:4!tete, Ie syst'm:1'unltci O(S) splDUje anomy

1z - 3z • Bu1i A l1bovolni funkcion'l na ayat4mu O(S) , kter,Y splDuja

aziomy 4A - 6A •

Potom funkcion'l A IIllDuje i anom 7A • Ukalte, Ie je t'l splnin Sto-

neOv anom 8s /viz 8.1lI.

/8 .67~IDokslte n'sledujici saj:!mavou charakterl,st1ku nuJ.ov;tch EIOlin lde1'inici

viz p~ed vAtou 11 I.
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lInoUna )I C P je nulovli, prlivi kcly! ke ke!dlimu

posloupnost 1'Wlkc! 1'n E Z s vlastnostm1

e. > 0 enstuje

na P,

pro viechna n EN,

cl sup 1'n(x) ~ 1 pro viechna x EM.
"'EN

Bua A C P ; pfedpokUde jme, !e mnoUna

Bua l' takovli 1'Wlkce,!e ...' = 0 na A,

t E:L ,resp. l' E A ?

Kcly ?

A nen! mifitelnli,

l' ~,O na· P - A

tj. A ¢ m .
• MO!e byt

r.:-:::*l
~ Doke!te n1isleduj!c! vi~.

II ICe keUamu e. > 0 a keUa 1'Wlkci l' E :e
.s E Z tak,!e A Il' - g I < e. •

enstuje 1'unkce

III Bua P Em-, potom ke ke!damu e. > 0 a ke!da 1'Wlkci

l' E :>:':: enstuje jednoduchli f'W1kce g Iviz 7,271, pro nil!

cU-(N(g» < + 00 /de1'inic! viz v 7,251 a A If' - g I < e- •

rv Viz sltripta I. ~en1$ - .1.I4ai'1k, integrliln! po~et I , odstavec

2,9 • Viz t4! cvi~en! 8,15 - 8/.

III Doka!te pomoc! cvi~en! 8,42 I~i 7,381 a pfedchoz! ~listi I~.

18,70~1 V tomto cvi~en! pfedpokUdejme, iiI> Z = 01' A1' = RiemannOv integrlil pfes

El • Doka!te n1isleduj!c! v~tu.

• Potom ke ka!damu

<ex,;J> , a o!O ex <,/.1":: b

Bua l' E ;era,t.) , - 00 !!!O a

f.- > 0 exi stuje kompaktn! interval

a 1'Wlkce '1" takova,!e

al 'fJ je elementlirn! ,jednoduchli f'W1kce v intervalu <(X,;S >lviz

7,43/,

a poznat­

spojitli

•dx < e-

bl '1" = 0 vn~ intervalu <ex, /J > ,
$

cl JI1'(x) - 'fJ(x)1
a.

f1I Pou!ijte 8,69 - II, de1'inici systlimo. ;e(a,-&) a 01

ku, !e libovolnli 1'Wlkce ze syst'mu 01 je atejnom~rni

21 Pou!ijte tal! 8,69 - III ; sta~! potom ukazat, !e k libovolnlimu

f.- > 0 a k libovolna omezen4 m~fitelnli mno!ini E C El existuje

Kone~~ mnoho disjWlktn!ch intervalO .11"" ,J'n takovjch,!e
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l-
f I<l;:(X) - cJ(X) I dx < E-
~

, kde J =

K ddkazu posledn:(ho tvrzen:( pouUjte cv. 5,5 .-.J

18,7l~lpOdejme je!t~ jeden zaj!mavy pr:(klad tzv. Cantorovy funkce.

BuA C Cantorovo diskontinuum Iviz pro 5,7/; Ponechme ozna~en:( En i,
Ito jsou vlastn~ "sty~n~ intervaly" mno!iny c/, En z pr:(kladu 8,52

je-11 En,i = (an,i' bn,i) , predpok18dejme nav:(c,!e tln,i < an,j

kdyko11V i < j •

Definujme nyn" funkci f na intervalu <0,1) • Polo!me

2i - 1
f(x) = pro x E E i'2n n,

n-li = 1 t • • • ,2 ,. n EN. ,

T!m je funkce f definovana na

IX I x,y E f(x) ,;:;; f(y) '.

existuje rostouc:( posloupnost Ukene, !ex •

(0,1) a nen:(-li je!t~

f de£inovana 7/,

1 • Je-11fa) =

Iv JakYch bodech je!t~ nen:( £unkce
00

:zn E ~1 En' :zn /'

£(0) = 0 ,definujeme

definovBno

Dale

f(x)

;:J / 11m f( len)
11:++00

exietuje ,

'7 I je-11 len' Yn E

jest 11m f(x ) = lim f(Yn) •
1l-++OO n '1l-++oo

Definujeme tedy

Uke!te dale, !e

f(x) jako hodnotu limity lim f(:zn) •
1l~ +ClO

J I f'unkce f je neklesaj:(c:( a spojitB v (0,1) ,

E: I f'(x) = 0 . pro v!echna x E tj. f'= 0

skoro v!ude v intervalu <0,1) •

Poda11 jame tedy pHklad spojit~ nekonstantn:( f'unkce v intervalu <0,1),

pro kterou f'= 0 sk. v!. v <0,1> •

Viz t~! dodatek D IV.5.

25535 Zl7
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n~kteri jeho okol!. l4noilinu F C Er nazveme uzavfenou, je-li mnozina

otevren4. Jak- zn4mo, ejednocen! 1ibovoln4~o ayst4mu otevfenyCh mnoilin

Dodatek.

V tomto dodetku jsou uvedeny ve tormi cvil!en! nikteri dd1eUtl! vity, kter4
doplDuj! z!skan4 zna10sti 0 Lebesgueov~ integr41u a mite. DOkazy jsou vit5inou

pouze naznal!eny; pH studiu je prov4d~jte podrobni. V5ellhny yYs1edky jsou formu­

lov4ny pro Lebesguedv integr41 v euk1eidovsk4m r - rozmirn4m-prostoru Er•
V ce14m dodatkU bude proto st41e Z = Cr a pro t E Z je Af Riemanndv inte­

¢1 z f'unkce f- phs Er; llY"'bo1em ~ znal!!me euk1eidovskou /l!i jinou s n!

ekviva1entn!1 metriku v Er•

~ Charaktsristika n~kterYch ti'!d f'unkc1, Baireovy f'unkcs.

Pripomenms nejprve zn4mou ~f'inici; mnoUna G C Er se naz!v4 otevi'en4,

jeetlize pro ka!d4 x E G exietuje tekov4 C. > 0 ,Ze Y € G kdykoliv

y E Er a ~ (x,y) < C. , tj.jeet1iZe mnoUna G obeahuje s kaild!m &ViII.

bodem i

'E - Fr
a pronik konel!n4ho syetl!mu otevfen$ch mnoZin je otevfen4 mnoUna ; ejednocen!

konel!n4ho pol!tu uzavi'en$ch mnollin a pronik 1ibovoln4ho syst4mu uzavi'en$ch mnoilin

je uzavi'en4 mnoilina Er a priizdn4 mnoUna jsou soul!aani! uzavi'enl! i otevi'en4

mnoiliny.

Zave&ne nyn! ma14 zobecn~n!. Je-1i II C Er 1ibovoln4 mnoUna, nazveme mno­

lIinu 0 C II otevfenou v mnoilini! II /kr4tce : v II I, jeetlize ke kazd4mu x E 0

existuje f. > 0 tekov4, z.eje-li yEll, ~ (x,y) < e. ,je tek4 y EO 0 •

MnoZ1hu Fell nazveme uzavfenou v mnonn~ 14, je-li mnoUna II - F otevi'eM

v mnoZ1n~ -_ II • -l4noZina otevfen4 je tedy mnoilina otevfen4 v Er; obdobni! pro

uzavi'en4 mnoUny •. -

DI·_-l.I·

Bua 14 C Er
81 Mnozina G

1
C' II

otevfen4 v Er
Uny uzavi'en4 v

je otevi'en4 v

takov4, lie 01
II. Doka1tte!

II , pr4vi! kdyz exietuje mnozina 0 C E
r

= 0 nil. Obdobn4 tvrzen1 plat! pro mno-

--j,/,Sjednocen1 libovoln4ho ayst4mu a pronik konel!n4bo aysUmu mnoUn otevfe­

njcbv 14 je mnoUna otevi'en4 v II. Sjednocen! konel!n4bo ayst4mu a pro­

nik libovolnl!ho eYst4mu mnoUn uzavfen$ch v 14 Je mno!ina uzavi'en6 v II.

Doka1tte !
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cl Prazdna mnozina a mnozina M jsou soueasne otev~ene i uzavrene v M.

Pomoc! uzavrenYch a otev~enYch mnozin lze zaj!maV1m zpOsobem charakterisovat

spojite a polospojite Iviz definici na str. 23 / funkce. Dokazte. nasledu­

jicf tvrzeni.

ID 1.2J

sua M C Er• f bud funkce definovana na mnoZine M a konecna ,

Potom plat!:

al f je spojita v mnozine MItj.

vzhledem k teto mnozine I ~

a C EI je mnozina {x EM;

v mnoZine M,

f je spojita v kazdem bode mnoziny M

pro libovolnou otevrenou mnozinu

f(x) E a } = M n f-l (a) oteuena

bl f je spoji ta v M ~ pro kazde a E E1 jsou mnoziny

{x EM; f(x) > a } , {x E 14 f(x) < a }

otevrene v 14 ,

cl t je spoji ta v 14 ~ pro kaMe c E EI jsou mnoziny

(x E M j f(x) ~ c }, , { x E 14 f(x) < c }

uzavrene v 14 •

IDr.3·1
sua M C Er, f bud funkce definovana na mnoZine 14.

Potom plati:

al f je polospojita zdola lresp. shoral v mnoZine 14 *"'* pro kazde

a E EI je mnoZina {y EM; fey) > a} lresp. mnoZina

{ y E M j fey) < a} I otevrena v 14,

bl f je polospoji ta zdola

je mnoZina {y EM;

{y E 14; fey) ~ c }

ID1. 4.!

Iresp. shoral v M ~ pro kaMe

fey) ,,; c} Insp. mnoZina

I uzavrena v 14.

Tvrzen!, ktera jsou uvedena v D 1.2 a D 1.3 zOstenou v platnosti, omezi­

me-Ii sa pouze na racionaln! hOdnoty a e1 c.

Dokazte !

Obecnej1, bua N C ~, EI = N luzlivlir. mnoZiny

v EI• Potom v tvrzen!ch uvedenYch v - D 1.2 a v
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pouze hodnoty aE N ci c EN.

Doka~te I

II Pouzijte vztahO.

E M fey) ~ a} = fey) "';3}

a pod~

Bua nyn:! N C Er, N # I2l a bui! f funkce definovana na mnoz1n~ N. Pro

kaMe x E N a kddl! 0 > 0 poloZme

•93' (x) = sup fey)
oo. y)<"
;rE'N

~ (x) = inf fey)
prx,Y)<o
)EN

Pro pevne x E

ro stoue:! pro

N je funkce

6 E (0,+00

~ (x) neklesaj:!c:l:, funkee

). Pro kazde x E N enstuj:!

~ (x) ne­

tedy 11m1ty

Funkee M
f

,resp~
,N

Ipr:!slu§na k funkci

Dokazte nasleduj:!e:!

mf N se naz;Yvli hom:!, resp. doln:! Baireoya tunj:ee,
f a mnoz1n~ N I.

tvrzen:!.

Bua f funkce definovana na mnozin~ N C Er ,

m =mf N pf:!slu§ne Baireovy funkee.,
Potom pro kazde x E N plat:!:

al m(x) ::; f(x) ::; l4(x) ,

N # I2l ,buate 14 = I4f if ',

,
N I, prliv~ kdyz

x Ivzhledem k NI,

bl funkee 14 je polospojitli shora v bod~ x Ivzhledem k N I,

funkee m je polospojitli zdola v bod~ x Ivzhledem k N I

~OUZijte definiei Qolospojitosti na str. 23~

el f je shore polospojitli v bod~ x Ivzhledem k

f(x) =M(x) f je zdola polospojitli v bod~

prliv~ kdyz f(x) =m(x) ,

dl je-li f koneenli v bod~ x, je f spojitli v bod~ x Ivzhledem

k NI, prliv~ kdyz m(x) =M(x) I =f(x) I ,

el bua g polospoji tli shore v

g=J4;

N Ivzhledem k N I,

bua g polospojitli zdola v N

Ivzhledem k N/, m ~ g ~ f =9
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Uvedme jeAte v,Yslovne ddlez1tou charakterisaci meritelnjch funkc!.

!DI.7.!
Bud 14 E m r • Potom tEAM ,prlive kdyz pre kazd~ a E El jest

{ x EM; f'(x) > a} E m r .

rDO.kaz viz ve skriptechI.C!emj - J.l4ai'ik, Integrliln! poaet I , 4. kapi-,

tola ai provedte podle 8,31. Viz t'z 7,35 a 8,40 .~

Na zliklade t~to dOlezit~ vety lze snadno do~zat nlisleduj!c! vztahy Iviz t'z

7,24 a 7,23/.

B
al Necht f'n E AM' kde II E m r • Potom pro funkce

plat! ~ E AM 1 j = 1,2,3,4 1 ,

bl je-li f'(x) = a E El pro vAechna x E 14 , jest tEAM

cl je-l1 f' ,g,h E AM , f' a g konean' , je

{ x E II •, If'(x) - g(x) I > h(x)} E mr

D 1.3

def'inovanli na mnoZinl! N.

a toho, ze mnoz1ny otevren' v N

VAechny dOkazy provedte podrobne.

Bua N E 'llt.,. ,nech~ t je tunkce

Potom 1If',N E AN' mf',N E AN
~ Pouz1jte D 1.6, D 1.7 ,

jsou mliHteln'..J •

Poznlimka.

• Dokazte I

Uvlldomte ai pfoekvap1vost tvrzen! D 1.9 a D I.6b. 0 f'unkci f' nepfoedpo­

kllidlime totiZ vObec nic lonlie tedy bit i nemlli'i telnli I I.

Jinj pfoekvapuj!c! v,Ysledek tohoto druhu Je uveden v knize V.Jamik, Integrlil­

n! poaet II, veta 87 •
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ID II·I Jegorovova a Luz1nova vl!ta.

Zajimavou vlastnost ml!r1telnYch funkci uv6di Jegorovova vl!ta /v1z tak~

V.Jarn1k, Integralni pocet II, kap. II, § 2/:

ID 11.1·1
Necht" 14 E rx; ,~~M < + 00 • B1M f n E AM posloupnost funkci

konecnjch skoro vllude v 14, necht lim f n = f existuje skoro vilude v 14
n.. oo

a funkce f je skoro vllude v. 14 konecna.

Potom ke kazd6mu c- > 0 existuje mM'1telna mnoZina N C 14 takova,

Ze Al-r 'N < E- a 11m f n = f ste jnoml!rnll v mnozinll M - N. Dokaz to
l 11...,.00

~VOd k ddkazu:

a/ existuje N
l

C

f(x) , fn(x)

M, CUr Nl = 0 tak, Ze pro X E M - Nl jsou

In = 1,2, •••1 koneCn' ciela a 11m fn(x) = f(x) ,
" .. 00

bl pro prirozen6 m a k b1M

jeat

N
m,k

pro vllechna pr1rozena m,k Ipoulijte D 1.8 I,

pro'kazd6 pr1rozena k, a tedy 1 lim
",-+00

cl je-l1 E- > 0 , zvolme pro kazd6 pr1rozen6 k pr1rozen6 cislo

~ tak, ze

CUr ~Nmk,k)
00

poloZime-11 N = Nl V U
kz1

, jest

a 11m f n = fete jnomllrnl! v M - N • Jj
" ..eo

Budte splnl!ny predpoklady Jegorovovy vl!ty. Potom lze

nalazt otevrenou mnoZinu N tak, ze ~r N < &

morne v M - N

~ul1jte 7,19 - 21 c1 7,20 ~ •
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Jegorovova veta tedy r:!k8, l\e pos1oupnosti metitelnjC:h :funkc::!, kterll kon­

verguj:! skoro v~ude ke kone~nll f'unkc:1, se c:hovaj:! "velm1 rozumne", odbllld­

neme-l1 od mnol1n, jej1c:hl m:!ru lze vo11t 11bovolne ma1ou. Tvrzen! Jegoro­

vovy vety nelze podststne zee:!l1t.

ID II.3·1
Pro 11bovolnll ptirozenll n baa f'n(O) = f'n(~) =

1
a f' bUll. linearn:( v intervalec:h <0, -2 >,

n n

f'n(l) = 0, f'n(~) = n

<2~' ~>,<~ ,1>.
zre jme 11m f',. = 0 v <0,1) • Overte na tomto pf-1k1ade Jegorovovu vetu

,..... 00 .

s ukalte ,. l\e pro Mdnou mnoUnu N C <0,1> CUt N = 0 nen:! konve.r-

genc:e posloupnost1 f'n k f'unkc:i 1dent1c:ky rovnll nule stejnomerna na mnol1­

ne <0,1> - N •

ID II.4·1
Ukalte, l\e p!'edpoklad carM < + 00 nelze v Jegorovove ve1!e yYnec:hat.

Jegorovova vets napov:!d8, Ie J1J1Ue byt u!1te~nll vyeetf'ovat me!'1telnll f'unkc:e

s odhllldnut:!m mnolin, jej1c:hl mira je mala. Skute~ne, lze d0k8zat nasledu­

j:!c::! Luz1novu vetu.

ID II.5·1
Baa M E M r ' f' E AM ,f' konel!n8 skoro vhde v 14 • Potom ke

kaMlImu f- > 0 e:r::l.stuje meriteln8 mnoUna N eM, CUrN < & ta-

kova, Ie f' je apoj1t8 na mnol1ne II! - N Ivzhledem k M - N I.

I Navod k ddkazu

1/ Bu! nejprve ca-r 14 < + 00 ,
al e:r::l.stuje posloupnost :funkc::! f'n E Z, f'n~ f'

sk.v~. v II! , f'n~ 0 sk.d. v Er - II! Ivets 34/,

bl k danllmu c- > 0 e:r::l.stuje dle Jegorovovy vety me!'1teln8 mnoUna

N eM, ca-rN < & takova, l\e f'n ~ f' stejnomerne v II! - N ,

c:1 :funkca f' je apoj1t8 na mnol1ne

Ivzhledem k M- N I.

21 Je-11 ("-.. II = + 00 ,0 < C <
n ~,reap. ~ mnoUna veec:h

II-N

1 ,bull. pro kaid4 p!'1rozen4

x = [~'''''XrJ E M takovyc:h, is

I x j I ".,. n pro vllechna j = 1 ,2 •••• ,r ,
resp. I x J I = n pro sleapor; jedno j = 1,2, ..••r •
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zrejme CUr~ < + 00 • c«-,.~ = 0

Inakrea1ete a1 uvedene mno!1ny napf. pro n =1.2.3 I.

Pou!1jeme llJ'll! dok8zanou Mst tvrzen! na fWlkc1 f. mnoUnu IIln a lS!s10

e:7 . Existuje tedy pro kazde pHrozene n meHtelna mnoUna Nn C IIln •

e:
eu,.Nn < 2n takova.!e fWlkce f je spoj1ta na mno!1ne ~ - Nn

00 00

Ivzh1edem k teto mnoUne/. Po1oUme-11 nyn! N = ( U Nn uU ~) n Ill.
1l-1 'n-1

je N C 14 mef'1te1n& mno!1na. CU'rN < e. a snadno zj1stime. Ze f

je 8poj1ta na mnoz1ne III - N Ivzhledem k teto mno!1ne I. ~

v Luzinove veta 1ze poitadovat. aby mno!1na N by1a otevfena.

Dokazte I

~ul1jte 7,19 - 21 lS1 7 ,20~

IDII.7.!

J1nj dllkaz Luz1novy vety Ibez poul1t! Jegorovovy vety. provedte podrobne II.

BUdte splneny phdpok1ady D II.5 • necht CU,.14 < + 00 •

al Bu(\ {rn }:~1 pos1oupnost vilech rac1onaln!ch lS!se1 ; mno!1ny

jsou mef1telne ID I.B I.

bl BU:l. C- > 0 existuj! uzavfene mno!1ny Fn a Gn tak, Ze

/n. (A _ F ) < E-'-r n n 2n+1 •

(?-,. N < e ; pro kazdll n je

poulijte 7,20c/.
00

cl Bud P = U (An_- Fn) •n=1

CU,.Q < e.
"'2 •

dl Po1o!me N =P U Q• je

Q = je r:!"r P <t I

{ x E 14 - N f(x) <:: r n } = (11 - N) n Bn = Gn n (14 - N) ,
{ x E 11 - N f(x) z r n } = (Ill - N) ("\ An =Fn

("\ (101 - N) •

el FWlkce F je spojita na mnoz1ne 101 - N ID 1.4/.

f/ Je-l1 ~rM =+ 00 • postupujeme jako V DII.5 •
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D III. Ex1stenmt! vita pro R1emanndv 1lltegrlil. Jorden-Peandv objelll.

v prednliilce 0 Lebesgueovi intebl'lilu byla bez ddkazullvedena nlisleduj!c! dd­

lel1tIi vita Iv1z vity 49 a 57/, kterli pochliz! od Lebesguea.

ID II1.1·1

Bu(1 f OIIlezenii funkce na kOlllpaktn!m 1ntervalu I C Er • POtOlll R1emanndv

1ntegrlil (R) f f ex1stuje, previ kdyz mnoZina bodd nespoj1tost1 funkce

f v 1ntervalu I IsPoj1tost chlipame vzhledem k II mIi r - rozmirnou

Lebesgu80vu lIl!l'Il 'Illa.

Dodatek : ex1.stuje-l1 (R) ( e , ex1stuje 1 (L) / f a plat!

(R) J t = (L) J f •
I I

Ddkaz lze provest nlisleduj!c!m zpdsobem Ipro.vedte podrobne vilechlly krokyl/:

al pro x E I buC1 lI(x) =Mf,I(X)' m(x) = mf,I (x)

Iv1z Ba1erovy funkce v D I I,

bl jest m £, f ~ )(; m E AI

Iv1z D 1.6, D 1.9 I ,

cl je-l1 D= {Jk}:=1 dillen! 1ntervalu I , definujme funkce ri
IJ

a sPlJ
vztahy:

¢, (x) = sup fey) , 9b (x) = 1nf fey) je-l1 x E J~ = Int J
k

'
IJ !IE 7" !I€ 7"

11-

~(x) = ~ (x) = 0 je-l1 x E I - w., ~ ,
dl .¢.D E AI ,~ € A I lnapf'. dle D 1.7 I

el je-l1 If(x)1 ~ K pro vilechna x E I ,kde KEEl'

je ' Im(x) I ,;; K, III( x) I ~ K , I ri]) (x) I,;; K,

I~ (x)1 6 K , tedy m , II , % ' ~]) € ~I
fl 9'1~m, ¢.D ~ )( skora vilude v I ,

(L) (PD

,..
s/ = L sus. fey) • car(Jk) = S (f ,D)"-1 YE "

,

(L) I :Pp
,..

= L- inf fey) • (!ir(J
k

) = " (f ,D)"-I ,e~

/horn! a doln! sou~et pf'!sluAnY k funkc1 f a dl!len! D / ,

hi je-l1 Dn posloupnost dlilen! 1ntarvalu I , jej1chi norma konverguje

k nllle pro n --+ + 00 a
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je 1111
'II .. 00

14 € ,'(:1

11m S (Dn,fl .. (Rl;r f ,
.... 00 I

•

!PJ) .. II slcoro vAude v I /odtud dost'vUe znovu, lie
It.

/ , ted;y po41e I.ebesgu8ovy vllty

i/ po41e

lilll (Ll ;r¢D
. I It

g/ a hi dostenelll8

.. (L);r II ,
I

(R) J f =
I

a obdobntm zpd80belll dokalellle

(R) J f ..
r

j/ protole Ill": f ,.: II', je

(L) J II
I

tek'
(L) / III

I
,

(R) / f .. (L»)'
T I

III ~ (L) / f ~ (L) J f
T I

~. (L) j' II .. (R) J f ,
I I

z t'to nerovnos~ dostenellle ihned tvrzen1 dodatku,

k/ (R);r f .. (R) ;r f DBstene 41s j/, pmll kd;yl (L) ( (II - Ill) .. 0
I I

a odtud dost4vUe vzhledem k nerovnosti Ill':; II a vzhledem k D I.6d

tvrzen1.

Pozn'mka. Bua II C Er , 14 omszeM mnoUna. Protole nosill funltee .~ /po41e

definiee v 7,25 II/je mnoliJ)a II , existuje kompaktn1 interval I C Er
tekovy, lie pro x E Br - I je ~(x) .. 0 • Snadno zjist1me, Ie hodnoty

(Rl ;r ~ ,
I

resp. (R) ;r 411
I

nezll.vis! DB volbi interValu I • Tato ll!sla obvykle nasivll.me yni! 'IS, resp.

vn1tfn! Jordan - leandv obrism mnoliny II. Jsou-li stejnll. /tj. ja-li

ebarakteristi~ funkee mnoliny II Rie~ovsky integrovatelMl j hovof'1me

tak' 0 Jordan - laanovl! ob-jeinu mnoUny II.

ID III.2·1

loInoUns II C Er mlI. Jordan - Peandv objem, pmll kd;yll je OIIlezeM a jej!

hraIrl.ee '"' I.ebee&\l'8ovu a1ru nula. Dokallte I

/Poulijte D III.l.1 Jordan-Peandv objem je v tomto pf'!padll roven ~1"1I ,

tj. speeill.lnll II E 'J7tr ' .

/Viz t'l p~. 8,52 a 8,53 II.
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Me Er
je roven

omezena mno~ina. Potom vnejAi Jordan - Peandv objem mno~iny
"-

infimu viiech l!:Ceel tvaru t= cUr( I j) , kde 11'12., ••• ,In
J."

je l1bovolnY konel!nY 9Ys'tElm kompsktnich,1Dterveld, pro ne~ plat!

M

?l-

UI:>M.
j_1 j

Doka1l1te

Formulujte a dokalteprisluAne tvrzen:C pro vnitrni Jordan - Peandv objem

l!isel tvaru

• Potom vnejAi Le~esgueova m:Cra cUr M mnoUny M je rovna

.z= (!Lr(I j), kde 11,12 , ••••••• je libovolna
J=1 00

posloupnost kompaktnich intervald, pro niZ plat! U I j :> M • Dokalte
j=1

~UZijte vetu 55 l!i 7,19 a toho, Ie kaldou otevrenou mnolinu lze vy-

jadrit jako sjednoceni spol!etneho systemu neprekr,tvajicich se kompakt­

nich intervald. Viz tel 5,5 I:-J

ID III.4.!

Bua M C Er

infimu vAech

Poznlimky.

11 Tvrzeni D 111.3 a D 111.4 nazorne ukazuj:C rozdil mezi vnejAim

Jordan - PeanovYm objemem a vnijA:C Lebesgueovou m:Crou a tedy v podsta­

te take mezi Riemannovym a Lebesgueovtm 1Dtagnilem.

21 JinY dllkaz tvrzen:C D III.l a podrobnejA:C inf'ormaci 0 prilehl.ych

otazkach lze nalezt v knize V.Jam:Ck, Integnilni pol!et II , kap , XI

ID IV. IAbsolutni spoji tost Lebesgueova integralu.

Z teorie Riemannova nebo Newtonova Ipripadne zobecneneho Newtonoval inte­

gnilu je zname toto tvrzeni :

promenne

dt ,

~f(t) dt jsou spojite funkce

tel veta 66, pozn8mka 3,14/.Iviz(a,b)

potom funkce

"necht - 00 < a < b < + 00 a necht ex1stuje Riemanndv INewtondv

nebo ZObecnenY Newtondv ~)I integral
Ir

x I f(t)

ff(t)dt a
a.

x v intervalu

Pro Lebesgueflv 1Dtegral lze dokSzat dokonce tzv. absolutni spojitost.

UveCke nejdr:Cve nasledujic:C tvrzen:C•

• ) V pr:Cpade zobecneneho Newtonova nebo Newtonova 1Dtegnilu mdleme pripustit
ihodnotya=-oo l!i b=+CIO •
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ID IV0101

Necht 14 E mr , f E:e
M

0 Potom ke kddllmu

J > 0 tak, l!e plat:!

e > 0 u:1stuje

N eM, N E m r ,

II Nlivod kdllkazu :

al If1E :eM Iveta44/,

bl bua pro n p~1rozenll f n =min ( If 1 ,n); potom

f n E.t'M Iv1z cvHeni 6,27 , 6,26 I, fn »" I f I

a tedy lLev1ho vetal

,
cl je-l1 e » o , eJdstuje no tak, l!e

J ( If1 - f ) = Jlfl - jf <4:M no M M no

dl bua 8 6
necht N E mr CU'l'N < s= NCI4,2no

, ,
potom Je

,

ID IV0201

Nk C 14, Nk E mr' k = 1,2, 000

J I r] ~ C 0

NK

eporem Iuvedenll v D IV 01

[ > 0 a mnoUny

(U-l'Nk <* a
tak, l!e

Dokazte tvrzeni

~ Existuje'

00 00

Bua N .. n u Nk Je tedy CU'l'N = 0 0
1L-1 K =?t.-

oo
Ozna(!ime-l1 Pn

.. U N ::J Nnk="" k

col! je spor s J I f I ~ J
1'"" N'It.

Bua nyni - 00 < a < b < + 00

1nterva1u <a,b) 0 BUdeme i'ikat,

va1u <a,b) ,jestlizekekal!Mmu

, N =

a bua F funkce definovaM na

h F je abso1utne spojita v inter­

e. > 0 ex:!. stuje 0 > 0 tak I

Je podle vety 29

.....
,

J If1
N

0=

Protol!e
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Ie pro kaldY kone~ syst6m a!sel

,..
(bj-aj) (,Jpro nlijl plat! L/_1

plat! tak6
,..

I F(b} - F(a j) IL. < e.
jd

Funkce abeolutnli epojita v intervalu (a,b > je zi'ejmli taka stejnomlirnli

spojit8 /atac! vol1t n = 1 / a tedy tak6 spojit8 v intervalu <a,b > •

[DIV.3·1.

Necht - 00 ( a < b < + 00 , r E .;c(a ,b) , Ie E El •

Potom funkce F,

F(x) =

x

ff(t) dt + Ie
a.

/tzv. neurci~ Lebesguedv integral funkce f /

je abaolutnli epojit8 v intervalu <a,b > • Dokalte

l!Zf:ejmli f E:t:-( ) pro l1bovoln6 x E <a,b>
11. a,x

pro N = lJ <aj,b j> , kde;-1
••• ~an"::::::'bn~b

tj.

atac! te~ poul!t D IV.l.-.J

!DIV.4·1

,
•••

dt ,

, F(O) =0 •
•f = F v intervalu

Dokalte, Ie tvrzen! D IV.l neplat!, nahrad!me-l1 Lebesguedv integral

Newtonovym neb zobecnlintm.NewtonoyYm integralem I

II Buli F(x) = -rl- coa -7 pro x E '(0, 'JT')

Po tom funkce F je prim1t1vn! funkc! k f'unkci

<0, 'JT') •

Pro kalda pfirozena Ie vAak je

1 1
= +

Ie 'J{' (Ie+l) s: •

Pro l1bovolna pi'irozena c!ala man, m > n je te~
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1 ) =
!('K.+l)T

1--
tnT

1 <---l..
I (m+l)T I n'lf

a

Odtud ihned dosteneme /harmonickli i'ada/,!ie F nen! absolutn~ spoji ta

v intervalu <0, :IT> • --lI

PoznlUnka.

'l'vrzen! uvedene v D IV.3 1ze tormu1ovat take slovy: naurl!itj Lebesguedv

integral. je tunkce absolutn~ spoji ta. Naak$ta se pi'irozed opal!na otazka.

Bua - 00 <a < b < + 00 a bua F tunkce absolutn~ spojita v <a,b>.

Existuje potom tunkce f: E :e(a,b) tak, aby pro vilechna x E <a,b>

platllo x
F(x) = J f:(t) dt + 'K. ,

a

kde 'K. je vh0dn8 konstenta? OdpovilCl Mva nasleduj!c! vMa /viz V.Jarn:l:k,

Integra1n! pol!8't II , v~ta 94 /.

Necht - 00 < a < b < + 00 a necbt tunkce F je abso1utn~

spooli ta v intervalu <a,b > • Potom pro ekoro vilechna x E <a ,b)

existuje vlastn! derivace F'(x) ,jest F' E :t(a,b) a existuje takova

konstanta 'K. E El ' lie pro ka!ide x E < a,b) plat!
)(

F(x) = J F'(t) dt + 'K. •
a

Na zaklad~ teto v~tJ doka!ite nasleduj!c! v~tu.

Bud -00 < a < b < + 00 •

a/Je-11 F absolutn~ spojita tunkoe v intervalu <a,b)

F'= 0 skoro vilude v <a,b) , potom F je konstentn! v <a,b) •

bl Tvrzen! uvedene v 'a/ neplat!, nahrad!me-11 slova absolutn~ spoolita

slovy spojit8 /viz cvil!en! 8,71 /.

•<a,b >
dt = 0 pro vllechna

•b < + 00-oo<a <
)(

al Necht ~ € ;e(a ,b) a necht! :f' (t)

:It € <a,b>. Potom SO = 0 skoro vilude v

IDIV.6·1
Bua
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F absolutne spo-

<a.b > •
Potomje

~ Bull. 101 = {X E <a.b>; 9'(x» o }, nechl c",lI) o ,
Podle 7.20 ex1stujEi uzavi'ena moUna F C )I • (!L. F > o ,
Protde (a.b) - F je sjednocen! spolSetn4ho syst4mu otevi'enich

intervalo.. je J 9' = 0 • co! .1", spor •.J1
r

bl Bull. f fWlkce definovana skoro vlude v <a.b> •
Potom f E :t (a .b) • prave liayl ex1stuje fWlkce

j1t4 v <a.b> takova. la F'= f skoro vlude v

-4
J f(t) dt = F(b) - F(a) •..

r;ouu. ,e D IV. 6a a vlltu uvedenou pi'ed D IV. 5 .:.JJ

Posledn! tvrzen! udliva vlastne tzv. deskr:l.ptivn! def1nic1 Lebesgu8ova­

1ntegralu pomoc! j1st4ho del/l!ho zobecnen! pojmu pr1m1tivn! fWlkce. Tvrze­

n! D IV.5a zarulSuje nazav1slost t4to dafinice na volbe fWlkce F • tvrze­

n:! D IV.5b ukazuje. Ie pi'edpoklad abaolutn! spoj1tosti nelse nahrad1 t

pouze spoj1tost:!.

ID V-. 1 R1eJllB.lUl - Lebesgueova vets 0 10kal1sac1.

V tret:!m s&mestru studia je prob!rana elementarn! teor1e FourieroyYch rad

Iv1z skripta V.Jarn:1k. IIatematick4 analysa pro tret! semestr. kap. III.

§ 71. Pamoc! Lebesgueova integn11u lze zav4st Fourierovy rady pro obecnej­

II:! tUdy funkc:!.

Bull. 0 <L < + 00 a nechl funkce f je definovana v ceUm ~

"a me per10du L Itj. f(x + L ) = f(x) pro kald4 x E El I. Nechl dale

f E ;e (0,1)1 je tedy tak4 f e :C(a.b) pro l1bovolnAl. a.b E El •

a < b ; oddvodnllte I I. Funkc1 f mO.!eme pr1i'ad1t jej! Fourierovu radu

00
1 a + L. 2kJr x 2krx )
:! 0 K.f (~cos 2 + bk sin --r · (1 )

D

kde lS:!sla ak a b
k

jsou dana vztshy Ic
c+l

2 J 2kr.x
a k = :l f(x) cos L dx

e
c+l

b = a J rex) ain 2kj I dx
k L t

lukalte. !e integn1ly ex1stuj! I I.

je l1bovoln' realn' lS!slo I

, Ie = 0,1,2,•.•

, Ie = 1,2, ••••

Je nyn! pi'1rozen' zaj!mat se 0 nasleduj!c! otlizq: kdy i'ada (In)

konverguje. kdy konverguje ate,1nOlReml! a jall;f je jej! soulSet. Y7hOYUj!c!
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odpovllCi d4V1i nlialeduj!::! D1riehlet - Jordanova vllte.

Bu! 0 < 1 < + 00 • bU! t definovenli v ee14m ~ a necht r m4.

periodu L • Neeht - 00 < a < b < + 00 a neeht l' m8 v inter-

valu ( a.b) konecnou variaei II!

Potom plat!:

1. V ka!d4m bodll x E (a .b) je Fourierova ~ada (lD) t'unkee l'

konvergentn! a m4. aouce t

lim
1'(x+h) + 1'(x-h)

It .. 0+ 2

Ije-li tedy t apoji tS v boM x • je aoucet ~ady 1'(x) I.

2. Jeo-li nade l' apojitS v (a.b > • je jej! Fourierova ~ada atejno-

ml\mll konvergentn! v kdd4.i intervalu <a' ,;:J ';> C (a.b) •

IlO.kaz t6to vllty la hdu dalll!ch vllt. kteN Be tYkaj! FourierovYch redl

lze na16zt v knize V. Jam:!k. Integrliln! pocet II • kap. XIII. Celj text

prvYch §eati pal'agref'd tHo kapitoly lze etudovat bez podrobn4 znaloeti

predchoz!ch kapitol. tj. bez ohledu na to. znlime-li Lebeaguedv integrlil

zaveden$ na zliklade Daniellovy metody nebo jin$m zpdaobem. UveCime proto

jen jednOduU! ddkaz tzv. Riemann - Lebeagueovy vl\ty 0 lokal1saci.

B
BuCi -oo~ a < b ~ +00

funkc! definovan$ch na intervalu

• BUCi 8n In =1.2 ••••

(a.b) • neeh1;

I poaloupnost

.al 8". E A(a.b) pro ka!d6 n.

bl existuje konatente II E El tak,!e 18".(x) I ~ II pro vliechna

x E (a .b) a v§echna n ,

01 pro kazdj interval <ex,;9 > , a ,,;;; ex ,!5;3 ~ b plat!

19

lim J lln = 0 • ()D)
7f -i'OO IX.

Potom pro ka!doufunkci l' E ~ (a.b) a ka!dj interval

IJ

lim J1'.8".=O.
?l"'OO a

Je-li nav!c konvergence v ()D) stejnomllrn4 vzhledem k

la '" ex "" ;3 :; bl, plat! i (4D) atejnoml\mll v IX,1l
IX, ;1

la 0;; ex ~;9 .,; b/.
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HI Viz V.Jamfr, Di1'erenoialni pocet II, kap. V, §9; tento poiadavek znamenli toUI
jako existence dvou konel!n$ch a neklesajicioh f'unkc! 1'1' 1'2 v <a.b) takov;fch,
!e l' = f'l - £2 V <a.b) •

1.3535 .'



r-;6vOd k dl\kazu fprov6dlljts podrobne/:

je

6> 0 •

• L. aL.A "" b I

-.ן

M11 t - g I < f
a

af Necht f E :t(a,b) ,necht je Mno

Podle 8,70 existuje fUnkce g lelementarni jednoduch8 fUnkcel....
tvaru g = L <X-j • cr ' lode r j , C (s ,b) jsou disjunktni

j-'1 j
intervaly, pro nil

.4-

JI1'-g/<..L
IZ 2M

bl Jsou-li a • 11 libovoln6 l!isla,

.4-

,;;) i ; ~ l!f11 f - g I . 1~ I ,,;;;
IZ

" .
I I

cf Mle je

13 1>/. 1>/.-

Ij g.~ 1= I~ IX j • J~I ,,;;; L /<X-./ • IJ~I'" J-'1 Ij /='1 J I,
J-

d/ VyuUjeme-li odhsdu
,Q ,(J 4

II f·gn I~ I/(1' - g) .~ I + Jg
~IX

dostaneme ibned tvrzeni~ ,

...

, ,

jD V.2.1
Bu1l. Q < 1 < + 00 ,bud l' fUnkce de1'inovan6 v ce14m El s periodou

L a necht f E ;e (0, -l) • Definujm~ l!isla a k , bk podls (2D) •

Potom lim a
k

= lim bk =0 •
k-t-oo k~oo

r;OuUjts D V.l ~

ID V.3·1

! ,'j Bud -00 ~ a < b ~ +00
.~

, " .,

/.Ya "'" a "'"
.L. b je

, f E ;;C (a ,b) • Potom pro

lim
t-t'+OO

IJ

J f(x) cos tx dx =lim
« t~+~

r3

j 1'(x) sin tx dx =0 ,
(J(

p~il!.m! konvergence je stejnomllrna .zhledem k

a "'" a L. ~ .L. b. DokaUe.!

II PouUjts D V.I :J

pro
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