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Pre d m 1 u v a

Tato skripta vznikla z potreb posluchaaO II.roooiku d~lkov~ho studia na
MFF KlJ, u nichl! 4. semeatr studia je v metemet1ck~ analyze vyhral!en prednliiice
z teorle Lebesgueova 1ntegr!ilu. zatimco pro teorl1 a zavedeni LebesguBova 1ntegrli
lu meji posluchaa1 k dispoz1c1 skr1pta I.aero! - J.Marik, Integrlilni pol!et I ,
meni pro pol!it.mi prikladd v aesk~ literature vhodna sbirka. JedinYm zatim dostup
nYm meter1Qlem je kn1ha V.Ja.mik, Integralni pol!et II, v nil! jest odem vybudova
na teorle Lebesgueova lntegralu od11llnYm zpdsobem nell ve skr1ptech aero! ~ Marik.
Vzhledem k tomu, Is .an1 pOsluchaa1 Mdn~ho studia nemaji ucelenou stl!rku pHklsdu
k tHo latce, rozhodl jsem ee. do s1trlpt zaradi t 1 priklady teUi.

Ul!elem ~to sbirky prikladd neni - na rozd1l od mnoha jlnYch sbirek tohoto
typu - naul!1 t posluchal!e spol!itat vilechny mow' typy integrQlO. Chte1 bych, aby
se pomoci techto skrlpt podar1lo preklenout pos1UChaMm mezeru, ktera. vznlk8 mez1
teor1i Lebeagueova 1ntegralu a jeji apl1kaci na konkr4tni priklady. Byl bych velm1 •
spokojen, kdyby se ukaza10, l!e tatoskrlpta pomohla pochop1t zakladni myiilenky
teor1e Lebesgueova 1ntegralu a ukllzala pos1UChaMm cestu, jak reUt rozn' typy
prikladd. DomnivQm se, l!e je ul1teooa dQt posluchaal priklad - byt s velmi podrob
nYm nQvodem - a pol!adovat, aby dale precoval samoatatne (viie s porozum~im provedl).
Jlnak hl!eno, je mnohem lepiii spoaitat jecl.en priklad do vilech nejmeniiich deta1l0,
vile dokonale podlol!1t teorii, nel! poaitat podle l!lste mechanlckYch pravidel mnol!
stvi prikladO.

Viiechny priklady ve skriptech jsou s podr0bnYm nQvodem (velm1 oosto je uMno
dokonce vice zpdsobd reiieni) a daji se rozde1lt do atyr skupln. V prvni skuplne
jsou vetiilDou priklady na "kBlkulus", jednQ sa 0 standartni typy pHkladO, tyto by
mel kBld)' bezpOdmine ooii umiit feUt. Do druba skuplny jsem zaradi1 pfiklady bl1le
lluetrujici teorll, jsou to viitillnou teoreticka prik1ady a protipfiklady na teoril.
I pHklady z t~to skupiny bYlllel mit kBld)' posluchaa velm1 dobfe promyiilena. Do
tfeti skuplny jaem zaradll pfiklady UUi, priklady ZBj1maV~, kte~ by ml!ly tvo-
ri t jakousi nadstavbu cel~ teoria - ch4pana spiile jako priklady vYbl!rov~ pro lep
iii studenty. Tim neni pochopl telnii rel!eno, l!e jejich studium by oatatnim uilkodllo.
Do posledni skupiny jsam zatoadi1·pi'iklady ve1m1 U!ka, prob14mova, url!ena spiiie
k reiienim v samostatn)'ch .'JaQV)'ch kroulcich. I kdy! ne1ze diilat presnou hrenlcl
mezi jednotlivYmi akup1nam1 prikladO, rozhodl jsem sa pfesto pro lepiii orientaci
jednoUlva skuplny v taxtu ~Cky lrOzliiiit, a to takto:

typy,

teoril,

7,51 - atandartni

7,510- pf1klady k

*7,51 - zajimava a tiiliii
pf'iklady,

**4. skuplna - oZDllaeniU~ s dvllma hvilzdll!kBm1 - napr. 7,51 - prob14mova
pf'iklady.

l.akupina - pouh' osna~i aisla prikladu - napr.

2.skuplna - oznal!eni l!is1a a kroulkem - napr.

3.skuplna - oznaaeni aiela ahviizd1akou - napf.

Ve skrlptech je ve1111 lIInoho pf'ikladd; nalze - a ani to nema amyal - lI:adat
na poalUChaa1, aby vlechny· .IIPOClital. 0 vhodnosti vYbllru jednotl1"ych pf'ikladd by

mel ka!d)' konsultovat s pf~.j1c1m a ovla1cimi.
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Vetil1 mnohtv1 pi'1kladd s sebou nese tak~ nedostatek - je totU velm1 ne
pravdepodobne, ie by vAeehny p~1k1ady byly bez chyb. P~1klady nebyly jednak n1kYm
p~epo~1teny, jednak jej1eh op1sovan1m a t1skem zaj1st~ vznikla ~ada drobn$eh ehyb.
Budu proto kaiMmu vdll~n$ za upozomeni na jakYkOl1v nedostatek tl!chto skr1pt.

Abyeh se nemusel neuatele odvolll.vat na jednotl1v~ vl!ty skr1pt I.l!em! - J.Ma
~1k, Integrll.lni po~et I, pokus11 jsem se v 1.kap1tole vyloi1t zll.klady teor1e a
sepsal jaem vlleehny p~1aluAne vety. Jako dodatek k teto kap1tole jsem p~1poj11

def1n1c1 a zll.kladn1 vlastnost1 zobecnen~ho Newtonova 1ntegrll.lu, ktere jaou v nall1•
11terat~e teiko doatupn~. V druh~ kap1tole bych doporu~oval ·kaidemu poalueha~i

a1 proj1t alespon jeden z p~1kladd 2,5 - 2,23, na kterem je moino a1 11uatrovat
eelou prob1ranou teori1. Ve 3.-6.kap1tole jaou uvedeny p~1klady vztahujie1 se
k Lebeagueovu 1ntegr,,'lu z rel!lmleh funke1 v En • PH vybl!ru tllehto p~1kladd jsem
vyeMzel hlavnl! z kn_.lY V.Jarnik, Integrll.ln1 po~et II, z ktere kap1tolu VII by
si ml!l kaidy t~i prostudovat. ~iklady v tl!ehto kap1tolll.eh jsou vybrany z rdzn$eh
kn1h a sbirek, neni nutne, abyeh je zde c1toval. V eedm~ kapitole jsem se snai11
ukll.zat, jakYmi j1nYmi zpdsoby by bylo moino zav~st Lebesguedv 1ntegrll.l. Kone~nl!

v oame kap1tole jsem shmul a uvedl vl!tll1no~ tl!ill1 p~iklady a problemy, z n1chi
alespon nl!ktere lze doporu~1t lepll1m poslucha~m k ~elleni. Posledn1 kapitolu 
Dodstek - sepeel RNDr B~etislav Novll.k, esc, ve forml! cV1~eni. Jednll. se 0 dallii
pokra~ovll.ni a prohloubeni teor1e Lebesgueova 1ntegrll.lu, ktere se sice nep~ednll.lIi

ve 4.semestru, ale s kterYm se setkaji poslucha~1 matemat1ckYch spec1a11eeci ve
vyllllich ro~nicich. ~ehled a seznam vllech ddlei1tych pOjmd a symbold je uveden
na zaMtku akr1pt.

Do techto skr1pt nebylo pochop1talnl! moino zarad1t vAe. Zeela je vyneeMna
partie 0 Lebesgue-Stieltjesove 1ntegrll.lu, ve skr1pteeh chybi p~1klady k proev1~e

ni lll.tky na spoj1tost a der~vae1 1ntegrll.lu podle parametru pro vieerozmllme 1n
tegrll.ly, mene pozomosti je vl!novll.no homim a dolnim lntegi'lilpm, vn1~ni mii'e aj.

~1klady z tl!ehto skr1pt je moino studovat 1 p~1 jinem zpdsobu yYkladu a za
vedeni Lebesgueova 1ntegrll.lu (napr , podle sedm~ kap1 toly) , pouze Mat p~ikladd

z 2.kap1toly je zeela spee1f1eka.

Jelltl! bych sa chtl!l zmini t 0 stylu peeni tl!chto skript. Z ddvodd, aby se
sbirka nestala nep~ehlednou a pri11l1 rozvlll.~ou, Jsem zvo111 krll.tk~ zpd~oby zll.p1
sd obvykl~ v matemat1ck~ 11terat~e. Vyiaduje to ovllem sehopnoat poslucha~d uml!t
s1 vlle "ptepsat do bllineho jazyka". Uvedu ptiklad. VlItu

je nutrio ~ist takto:

1
(x-a)'" - me kone~ Lebeaguedvrell.lnll. ~isla, a < b. Potom funkce

do b, prevl! kdyi a < 1 " •

"Buche a: ,a,b
1ntegral od a

Zaverem bych chtn podllkovat RNDr B.Novll.koV1, esc, kterY eelY rukop1s ph~etl

a mnoha podnetn$mi nll.vrhy pomohl ke zleplleni tllchto skript, RNDr J.M11otov1, kterY
ptecetl aedmou kap1tolu a upozom1l mne na tadu nedostatkd a aekretll.tee katedry
ZMD Helene Fry~ove za skute~e nevAedni ochotu a pomoc pr1 technickem zpraeovll.n1
techto skr1p t.

Praha, 11stopad 1967. Jaroalav Lukall
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Pfeh1ed neJddlel1tiJi!ch aymbo11l a pOJmd.

AI NeJdd1el1tiJI1 pou!!van4 aymboly: etrana

.4
(R) J t =

a.

J.
(R) J t(x) dx

a.
•••• R1emanndv integrll.1 z tunkce

t phs interval <a,b> ••••••••••• 12,44

zobecnllnY Newtondv integr'l ••••••••••

l
(N) It..

.s.
(ZN) J e

a.

••• •

••••

Newtondv 1ntegri1 ••••••••••••••••••• 44

27,45

(L) J t •••• Lebesguedv integr41 •••••••••••••••••• 45

x z mnoliny J,I , pro nil

obor re6lnYch a11181 rozl!feDt 0 aymboly

+ co a - 00 e obvykl$m1 operacemi

•••• euk1e1dovek$ prostor dimenee· r

....

.... mnoUna vlach prvkd
plat! virok V( x)

t n ---+ t na 14 •••• pos1oupnoet tunkc1 t n konverguJe k tunkc1 t
na mnolini .14 , tJ. pro kald' x E II plat!
11m tn(x) = t(x)

'It ....""

t n /t na 14 •••• poe1oupnoet f'unkc! t n konverguJe monotonni
k f'unkc1 £ na mnolini II, pfoeeniJi pro tald'
x E II plat1 11m £n(x)" rex) a.......
£1(x) ~ £2(x):!: £3(x) ~ •••••••

{XE 14 ; V(x)}

£n~ t na 14.... obdobn' pi'adeiUIIIU

tn:::t £ na II.... poeloupnost tunkc1 t n konvarguJe J!1i!.1pogim!
k f'unkc1 t na mnoUni II

s(P) •••••• eyet'm vlach t'unkc1 na mnolini
zde rozlD1me zobrazen1 mnoiiny

P , pod po"...m tuDll:oe na P

*P do Bi •...•••..••.•
z •••••• z8kladni 8Yst'm tunkc! ••••••••••••••••••••••• ~ ••••••••• 15

A •••••• zikl,dn1 f'unkc1on'1 Da syat'mu Z ••••••••••••••••••••• 16

(Z.A) ••••• zBkladni praetor ••••• ;................................. 16

'1Ji , ZX ••• ayst'~ tuDll:01, vzn1kl'f ze z4kledn1bo syet'mu Z peaoo1
monotonntCh l1m1tn1Ch p~.cb046 ••••••••••••••••••••••••• 16

Z* = _RV..x:
2I~ z- 16

N
At •••••• hom! abstraktn! 1ntagr41 z lUakoa £ ••••••••••••••••• 16
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A£ • •••• dolo! abstrektn! integrli1 z fUnkoe £ ••••••••••••••••
N

e "" E ~ ••••••••• " ••• •••• 8,Ys~m vliech fUnko!, pro nli! A£ .. A£
N

2 R, Z K ••• • systllmy fUnkc!, vzniklol ze 8,Ystolmu . J! pomoo! monotonn!ch

A .....
11m!tnich pfechodO. •••••••••••••••••••••.•••••••••••••••

system v§ech mif1teln$ch tunkci •••••••••••••••••••••••

16

17

17

17

·.... charekteristickli £unkce mno!iny 14 ••••••••••••••••••• 17

·.....
.....

ekv1v81ence dvou funkci •••••••••••••••••••••••••••••••

syst~m v§ech m~r1telnYch mnolin •••••••••••••••••••••••

17

18

'"A14t' '~l4t •• homi a doloi integI'll.l z f'unkce £ phs mnoi:!1nu 14 ••• 19

syst4m vliech t'unkc! s kone~ abstrektnim integrlilem
pres mnozlnu M ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

·....
.....

abstraktn! integrlil z t'unkce t pfes mnoi:!1nu ••••• 19

19

Je*
14 ·....

·....
·....
·....

system vliech f'unkci, pro nlii:! existuje abstrektn! integrlil
pres mnoiinu M ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

syst4m vliech mlifltelnYch £unkc! na mno!1nli 14 ••••••••

mira mnoziny M ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••.

vnej§i mira mnoziny M •••••••••••••••••••••••••••••••

kladnB 8 zapo~ ~ast f'unkce f' •••••••••••••••'•••••••

19

19

18

18

21

••••• syst~m v§ech spojlttch t'unkc! v Er s kompaktnim
nosacem •••••••••••••••••••••••••••••••••••••• • .• • • • • • • 22

Nt' ·.... nosle funkce t podle definlce v 1.kaplto1e ••••••••••

N(f) ... .. nosle f'unkce t podle defln1ce v 7.kapitole ..........
ca-r • •••• r - rozmlOrnli Lebesgueova mira •••••••••••••••••••••••••

m- ·.... "yst~m vliech lebesgueovsky mliflteln$ch mno!1n v Er • ••r

M * ,x *, M
X

' fezy mnoZiny 14 ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••

(R) J s ..•• RlelllElnnOv lntegrlil t'unkce. f' phs Er
E,..

••••••••••••••• 23

23

211

23,208

23,208

24

...........................................

£ * ,x r'*,

[
F ( X) ] x=b

x=a

.......................................................
tento symbol je definovlin jako hodnote rozdilu
F(b) - F(a)

24

27

47..............je-l1 x > 0 •1

x c 0

sign x •

je-l1

symbol je def'lnovan tskto:

sign 0 =0, sign x =-1,

sign x •••••

log ••••• funkce lO&arltmus, je zde v!dy minlina pfl zlikladu e
Itzv. pfirozenY lO&arltmusl
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1T' ·.... syst~m vAech PBeudom~~itelnYch funkc! ............... 233

..It ·.... syst~m vAech pseudome~itelnYchmnozin ·............... 234

.A (<j» ·.... syst~m vAech ~ - m~rite1nYch funkc! ·............... 209

m~") * 206·.... syst~m :v§ech ~ - m~ritelnYch mnozin ·...............

B/ NejdtlleZi tej§! pOuZ!van~ pojmy:

A

absclutn1 spojitost funkce •••• 269

absolutn1 spojitost inte~lu ••• 268

axiomy: axiomy lZ - 3Z ••••• 15 axiomy 4A - 7A .... 16

Stonetlv axiom 8s ... 227 • axiom 8; , axiom 9 .. . 235,234

B

c

D

Daniell: Daniellova metoda •• ,200, Daniellovo rozll1foen1 •••• 200

Darboux : Darbouxova vlaetnost derivace •••• 46

definice : deskript1vn! def1nice Lebesgu80va inte~lu ••••• 272

derivace integralu podle parametru ...... 25
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E

F

determinant Jacobi~v ••• 25

f\mkce: abso1utne spoj1t!i .... 269. Ba1reova .... 261 I

def1n1~ni obor funkce •••• 190,
D1r1ch1etova .... 42 • ekviva1entni funkce ..... 17 •
e1ementarni jednoducha funkce .... 221.
chsrakter1sticka funkce mnoZiny •••• 17 • jednoduch8 •••• 212 •

k'Ladna Mst funkce ••••• 21 met1telna funkce ..... 17 •

funkce na mnoz1n~ •••••

pseudomeHtelna ......
15

233

po1ospoj1ta •••••

Riemannova ~ •••• 42

23 •

J? - mer! te1na •• • • 209 I sign x •••• 6,47. zapoma Mst

funkce •••• 21 sobeenena prim1 tivni funkce •••• 26

G

H

funkciona1: •• • • • • 12 • zak1adn1 funkciona1 ••••• 16
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B - integr~l ••••• 246abstraktn:! ••••
I

integral: ••••• 13

divergence integr~lu

•
• • • • 47 •

17

doln:! abstraktn:! integr~l .... 16 •
."

E - integr~l •••• 247. horn:! abstraktn:! integr~l •••• 16 •

integral pres podmno~iny

konvergence integr~lu •••• 47.
Lebesguedv integr~l •••• 23.208.
neur~itY Lebesguedv 270

Laplacedv .... 152 •

.... 19

Newtondv •• •• 44 • Q - integr~l •••• 245 • Riemanndv •••• 12.44.

Riemanndv pres Er •••• 23 • zobecnen$ Newtondv •••• 27.45

J

K

interval: kompaktn:! interval •••• 22

otevren$ interval ••••• 207

Jacobi~ = Jacobiflv determinant •••• 25

objem intervalu •••• 207

konvergence integr~lu •••• 47 konvergentn:! majoranta •••• 163 •

L

II

kri terium Abelovo a Dirichletcvo •••• 28

majorante konvergentn:! •••• 163 • metcda Dan1ellova •••• 200 •

m:!ra : Lebeegueova •••• 23,208 , LebSsgueova vnl!jii:! •••• 206 ,
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N

regulari ta miry •••• 208, d - koneilnli •••• 212 ,

vnl!jii1. •••• 18,2051 vnl!jlli metrick8 •• ;... 206 ,

mnoUna : ml!foi tel.n4 •••• 18 , nulov' •••• 17 , omezen' kfoivkam1 •••• 107 ,

omeze'" p1ocham1 •••• lOS , p seudoml!foitel.n4 • • • • 234 ,

souml!rn' poelle osy •••• 111 , mn. typu GJ a Fd •••• 209

nosi<! funkce •••• 23,211

o
objem interva1u •••• 207 , Jordan - Peandv •••• 267

. obor defini<!ni obor f'unkce •••• 190

okruh (J' - okruh •••• 201 , generovan,1 d - okruh •••• 202

p

R

po1'mi souf'adnice •••• 125 , proetor: e mirou •••• 209

dkladni pro stor •••• 16 , promit mnoUny • • • • 24

rozllifoeni Danie11ovo •••• 200
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s

T

u

v

z

skoro vsude •••• 18 • soui'adnice : cylindrick~ •••• 138.

po1am! •••• 125 sf~rick~ •••• 137. systtlm : eyst~m Cr.... 22

zak1adn! systtlm funkc! •••• 15

veta Baireova •••• 261 • Dirich1etoya. ••• 273 Fubiniova •••• 24

Jegorovova ... 263. Lebesgueova.... 20 Leviho .... 20

Luzinova •••• 264 • 0 sOOsti tuci pro Lebesgueovy integra1y •••• 25

o substi tuci pro Newtonovy integra1y •••• 28 • 0 integraci per

partes pro zobecnen~ Newtonovy integra1y •••• 28 • 0 spojit~ zavis-

losti integra1u na parametru •••• 25 0 derivaci integra1u pod1e

parametru •••• 25 • Riemann - Lebesgueova 0 lokalisaci •••• 272

zak1adn! funkciona1 •••• 16 •

zak1adn! syst~m funkc! •••• 15

zak1adn! prostor •••• 16 •

zobrazen! regulam! ••••
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1. Zavedeni abstraktniho Lebesgueova integralu

Ze zacatku se ,pokusime strucne vylozit, proc se zavadi Lebesgue~v integral,
proc nevystacime ani s Riemsnnovym ani s NewtonovYm'integralem a - co to vubec

integral je.

ZScneme se zodpovMenim posledni ot.azky , co je to vlastne integral (mame
pritom pochopitelne na myslt urcitj integral). Zopakujte si proto, jak se zavadel
Riemann~v integral. Mejme tedy dan l1bovolnY uzavrenY interval <a, b >C El a 11

bovolnou realnou omezenou funkci definovanou na <a, b) • Kazd~mu deleni D in
tervalu (a, b) m~zeme priradit dve realna cisla - tzv. horni a dolni soucet
funkce f - vezmeme nyni veechna mozna deleni intervalu <a,b> a vsechny moi!n~

prisluen~ horni a dolni soucty. V pfipade, ze sa infimum mnoziny veech hornich
souct~ rovna supremu mnoziny veech dolnich souctu, nazveme tuto apolecnou hodnotu
Ri emannovym integralem funkce f pres interval < a,b > • Vime dobfe, ze ne pro
ka zdou omezenou funkci na intervalu <a,b) existuje' Riemannuv integral, oznacme
proto symbolem R(a,b) mnoZinu tech omezenych realnYch funkci na <a,b >, pro
kter~ existuje Riemannuv integral od a do b. (ZSjist~ je vam znamo, ze na
priklad kazda spoUtS funkce v <a,b> patri do syst~mu R(a,b) ). KaM~ funkci
ze syst~mu R(a,b) jsme pfiradili prave jednim zpusobem jist~ realn~ cislo, to
tiz Riemann~v integral. S takto zavedenYm nOvYm pojmem - Riemsnnovym integralem 
jsme pak dale pracovali a odvodili si fadu jeho vlastnosti.

Pokusme se nyni podat naznak obecn~ definice integralu. Mejme proto dan opet
libovolny interval (a,b) C El ' tentokrat ne jiz nutne omezenY ci uzavrenY a na
tomto intervalu bud dan nejakY syst~m realnYch funkci, kterY si oznacime ~ (a,b).
Definovat integral pro funkce ze syst~mu EI(a,b) znamena vlastne udat pfedpis,
podle ktereho bychom umeli pfiradit kazde funkci z e (a,b) jiste realne cislo.
Toto prirazeni nem~ze vesk byt zcela libovolne (nema napriklad smysl kai!d~ funkci
pfifadit cislo 11) , musi mit jist~ "rozumn~" vlastnosti. Mame-li treba dve funkce
f,g ze systemu 1& (a ,b), ktere msji integral, chceme, aby i soucet f + g byls
funkce ze syst~mu 61Ca,b) a aby integral z teto funkce byl roven souctu inte
gral~ z funkci f,g. Jinou takovou vlastnosti integralu by mohla byt vlastnost,
ze integral z nezaporne funkce v intervslu (a,b) je nezSporn~ cislo anebo napri
klad tate vlastnost - ma-li funkce f integral pres interval (a,b) a interval
(c,d) je casti intervslu (a,b), me. funkce f i integral pres intsrval (c,d).

Muzeme tedy rici - zhruba - ze zsdat integral na nejak~m syst~mu funkci
e (a,b) definovanYch na intervalu (a,b), znamena udat zobrazeni, ktera kai!d~

funkci f ze sysMmu 19 (a,b) pr!fazuje jist~ realn~ cislo, a pritom takovym
zpusobem, ze toto zobrazeni splnuje urcit~ axi0W3' Tedy - kazd~ funkci f€19(a,b)
se priradi jiste realne cislo, m~zeme proto rici, ze integral je realna funkce,
definovam\ nc sys t.emu funkci @ (a,b) (pod pojmem realn~ funkce na l1bovoln~

mnozine M rozumime zobrazeni, ktere kazd~mu prvku mnoziny M prirazuje realn~

cislo); realn~ funkci, definovan~ na syst~mu funkci, budeme rikat fuokcional.

Kdybych orn nyni chtai podat trochu presnejei definici integralu, mohla by
vypadst nasledovne.

- 12 -



"Mejme d8.n nejakj system f'unkci @(a.b) def'inovanych na intervalu (a,b).
Integralem na eyetemu e (a ,b) budame nazyvatl1bovoln,Y f'unkcional I def'ino
vanY na 6I(a.b) (tj. zobrazeni I ze systemu e(a.b) do El ) , ktert spolu
ae syatemem e9(a.b) ap~uje jiate axiomy (uvedeme alespon nejd~lezitejei):

1) f'.g E e9(a,b) ~ f'+g E @(a.b) a I(f' + g) = I(f') + I(g)

2) f' E e9(....b) c E El =9 cf'EB(a.b) a I( cr) = c I (f') •
3) f' E e (a.b) • f' ~ 0 na (a.b) ~ I(f') ~ 0

Vratime-li se nazpet k Riemannove integralu, vidime. ze tento integral je
vlastne f'unkcional na aystemu R (a.b) • 'ktert vaechny naie axiomy sp~uje.Pro

l1bovolnou f'unkci f' to R(a,b) osnaeme tedy Rf = (R) .f f(x) dx •
a.

Je-l1 (a,b) C El l1bovoln,Y interval, m~Zeme pro jistou tHdu funkci def'i
novanYch na (a.b) def'inovat take Newton~v integral (viz 3.2 ). System veech funk
ci na (a.b) pro nez exiatuje Newton~v integrjl znacme aymbolem N(a,b) a pro li
bovolnou funkci f' E N(a,b) bud Nf = (N) I f(x) dx. Opet vidime (vety 68. 69).

ze f'unkcional N sp~uje na ayetemu. N(a,b) naee axiomy.

JakJ je vztah Newtonova e Riemannova integralu? Z obecnYch vet virne, ze
kazdS funkce epojita na uzaytenem intervalu <a ,b > ma jak Riemann~v. tak Newtomlv
integral a oba tyto integraly jaou si rovny. Tedy libovolna apojita funkce v <a .b>
leU jak v aystemu' R(a.b). tak v ayatemu- N(a.b) a plat! pro ni Rf~(! Nf' • Je
take znamo. ze exiatuji funkce, ktere maj! Newton~v integrSl (N) 1 f(x) dx

~ '"
a nemaj! Riema~v integral (R) ~ f(x)dx (viz p~. 3,4) a take naopak (viz 3,5).

l2.

Syatemy R(a.b) a N(a.b) nejaou tedy zcela totozne. ani jeden nen! podayatemem
druheho. Kdybychom ai aymbolem S(a.b) oznacili ayatem.~ realn,Ych f'unkci na
intervalu (a,b). mohli bychom ai graf'iCky znazornit aituaci asi takto:

Obrazek c.l
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Vime tak~, ze dokonce existuji funkce (a je jich hodne!) kter~ nemaji ani
RiemannOvani NewtonOv integral (viz pl'. ),). Plati v~ak velmi dOlezitS veta

f E R(a,b) n N(a,b) ~ ar » Nf

tj. pro funkce (ne nutne spojite v < a,b > !), ktere maji jak RiemannOv tsk Newto
nOv integral - oba,integraly jsou stejne.

Jak jame jii podotkli, existuje mnoho funkci, ktere nemaji ani RiemannOv ani
NewtonOv integral s nasi snahou nyui je definovat "novY" integral (a "novy" system
funkci ns intervalu (s,b) ) , kterY by byl zobecnenim jak Newtonova tsk Riemanno
va integralu a kterj by zahrnoval pok~d moino co nej~irsi okruh funkci. Idealni
by bylo, kdyby se nem podarilo def1novat integral na systemu~ funkci S(a,b) ,
ale toto bohtiZel netrivialne nelze.

Tedy jeste jednou - nasim cilem je definovat system funkci L(a,b) a inte
gral L ns L(a,b) (tj. funkcional L, sp~ujici jiste nase axiomy). tak. sby
pokud moino L(a,b) byl co nej~ir~im okruhem funkci a aby pro funkce, ktere jii
maji RiemannOv ci NewtonOv integral, se novy integral rovnal Riemannovu ci Newto
novu integralu. Presneji, hledeme system funkci L(a,b) a integral L na L(a,b)
tak , aby platilo

1) R(a,b) C L(a,b)

2) f E R(a,b) ~ Rf = Lf ,

) f E N(",b) n L(a,b) "* Nf = Lf

Podminku, sby novy integral byl i rozsiranim Nawtonova integralu (tj. aby platilo
N(s,b) C L(",b) s i klast nebudeme (viz pl'. ),4).

Je nyni mnoho zpOsobO, jak tento novy integral zavest. Podle toho dostavame
r~zne tl'idy integrovanYch funkci a ~zne druhy int8gralu (napriklad zobeenenY
RiemannOv, Lebesgueuv, PerronOv, zobeenenY LebesgueOv a jine). My se podrz1me
metody, kterou vypraeoval matematik P.J.Daniell (1889-1946), a protoze v podstste
tato metoda vede ke stejnemu vysledku, jakY dava metoda matemat1ka Henri Lebesguea
(1875-194), budeme novemu integralu l'ikat LebesgueOv integral.

Naznacime jestD strucne, byt ne zeela preane, myslenku eeleho postupu. Mejme
tedy op e-t danu • nspl'iklad na. cmez enem uzavrenem intervalu <a,b > - !!!22Y2~2!!

realnou funkci f. Vezmeme vseChny moine spojite funkce g na <a,b) , ktere
jsou na intervalu <a,b> vetsi anebo rovny nasi funkei f, oznacme s;ymbolem

g ~ f na g spojita } ;

pro funkce ze systemu Hf(a,b) existuje RiemannOv integral a mOieme polozit
-?

L f " inf (R) J g( x) dx ,
a

kde infimum se bere pres vseChny funkee g E Hf(a,b).

Obdobne muzeme de.f'inova t

-?
L f " sup (R)jh(x) dx
~

,
a.-
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axiom (lz)

axiom (2 Z)

axiom (37,)

kde supremum se bere ptes mnol\1nu vllech funkci h I kterE! jsou spojit' v <a ,b >
a na tomto intervalu menlli anebo rovny nalli funkci f. Nakreslete si obrazek!

.i> J?J:
. .ffJ / h,

b

Obrazek c.2

'"V ptipade, ze nastene rovnost Lf; Lf , mohli bychom tuto spolecnou hodnotu na-
'"zvat Lebasgueovym integralem funkce f ptes interval <a,b>. Ukazuje se, ze ta-

to mylilenka je vhodna, ovllem majorisovat naiH funkci f pouze BP0.iit1m1 funkcem1
N

neni jellte nejleplii (zkuste spocitet podle t'to definice Lf a Lf pres inter-
'"val <0 ,1) pro Dirichletovu funkci! Viz pi'. 3,3 j 2,31 ); pro tuto mylilenku vy-

budovani integralu je ti'eba vzit 0 necO llirlli tt:1du funkci·nez jsou funkce spoji
t'. Pi'esne je celY tento postup vylozen ve skriptech I.1!eI'nY - J.Mai'ik, Integral
n:1 pocet I.

Shrneme-li, lze i':1ci, ze zavedeni Lebesgueova integralu je vhodn' ze~na
z techto dvou ddvodd:

1) syst'my funkci, kterE! maji Riemanndv ci Newtondv integral jsou pf'ilU
Uzk', je zapoti'ebi nalazt nejakou liirlii ti':1du funkc:1, ktera ma integr41,

2) vety odvozena v teorii Lebesgueova integralu jeou velm1 eilna za hodne
obecnYch pi'edpokladd (viz napHklad Fubiniova veta), teorie as proto dll.
velmi dobte aplikovat na konkr'tni ptiklady.

V tomto kratkam Uvodu jsem se pOkusil - casto ne zcela prssne a korektne 
nastinit problematiku zavedeni Lebesgueova integralu.

V dallii casti tato kspitoly podame zaklady teorie Lebesgueova integralu a
ptidame soupis jednotl1yYch vet.

Mejme d4nu neprazdnou mnozinu P , symbolem S(P) znaeme mnozinu vllech funkci
na mnoZine P (pozorl - pod pojmem funkce na mnoZine 14 budeme vzdy v dalliim ro
zumet zob1'8zeni mnoziny 14 do ~*; pi'ipoulitime tedy, is funkce mohou nabYvat
i nekoneC!nYch hodnot).

BuC\ Z C S(P) mnoZina tekoyYch funkci, !e jsou splnliny nasledujici axiomy:

fEZ =+ f je konecna na P (tj. f(P) eEl) ,

f l ' f 2 E Z IX 1 ' IX2 E El ~ a: 1f l + IX2f'2 E Z ,

fEZ ~ If I E Z •

- 15 -



To znamena, ze mez1 veem1 funkcemi S(P) vydelime j1stou tridu funkci Z
a to tak, aby byly splneny nase ax1omy.

Na mnoZine Z bud'd8n funkcional A (tj. kazM funkc1 fEZ je pi'1i'aze
no jiste realne cislo Af) tak, ze jsou splneny nasledujici axiomy:

axiom (4A) f E Z ~ Af €h
axiom (5A) t e Z t ~ 0 na P ~ Af :? 0 ,
axiom ( 6A) : f l ' f 2 E Z , eXl ,a2EE1~ A(a'lfl + a 2f2) =

= IXlAfl + a:: 2Af2 ,
axiom (7A)

f EO Z· f ""-.0 na P ~ Af
n
~O •

n ' n

Systemu Z budeme i'ikat zSkladni system funkCi, tunkcionalu A na Z pak
zakladni funkcional na Z ,dvojici (Z,A) budeme nazjvat z@kladni prostor.

Zakladni system funkci Z dale rozsii'ime. Definujeme systemy ZR , ZK z*,
takto:

ZR = { t E S(P) existuji fn € Z f n ,? f },
zK = { f E S(P) existuji s:o » , t n '-.,. t },n

* ZR U 'l!- .Z =

Rovnez tak funkcional A - ktery je prozatim definovan na systemu Z - roz
sii'ime na system Z *. Pro libovolnou funkci t E Z* detinujeme At takto:

je-li f n E Z monotonni posloupnost funkci , f n --+ f na P, definujeme
Af = lim Af •

1'I:~OO n

Je nutno si uvedomit, ze

a) lim Af vzdy existuje (Objasnete proc!),
a-e co n *

b) cislo Af (ktere pro funkce ze sy'stemu Z m~ze jiz byt rovno + 00

nezavisi na vyberu posloupnosti f n E Z (nem~ze se tedy stat, ze by
existovaly dye posloupnosti funkci f n € Z , iln E Z, ktere by obe mono

tonne konvergovaly k funkci f a pro nez by bylo lim At ~ lim A~ ),
11. .... 00 n Il~OO -n

c) pro funkce fEZ splYva nova detinice Af se "starym" At (na systemu

Z byl totiZ jiZ funkcional A definovan a Z C Z * !) •

Mame tedy prozatim def'Lnovan funkcional A na systemu Z*. Pro libOVplnoU
funkci f E S(P) definujeme nyni jeji h2Ini a~ abstraktni integrel (znaaIDe
Af a At).

~

Af = , . Af =
N

Poznnmenejme pi'i te to pfilezi tosti, ze inf (8 = + 00 , sup (8 = - 00 (v nll
kterych pi'ipndech by se totiz mohlo stat - viz napi'. 2,7 ci 2,10 - Ite k dane fuhk
01 t E S( P) neexi stuje zaOOa funkce g E zR ,resp. h E ZK takova, Ite g~. e ,
r e sp , h 6f).
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Plat! nyn!:

Ivl!ta 81 t E Sep) -+ At '" AtN

Ivl!ta 91 Z*'=+ At
.v

t € = At = At· •N

Detinujme nyn! dall!! system tunkc!, a to 9':

e = { t E sep) ; t-t =At E El } •

Pro tunkce t E :e
opl!t symbolem At

Obor tunke1 Je

N

zna~e spolecnou hodnotu At a At
N

evl!ta 9 ru1m k tomu Mva opravnl!n!).

je~tl! dll.le roz~i~e, bUd

eco! je konecne cislo)

:eli = {t E Sep) existuj! t n E :e <> t } ,
:e k = {f E Sep) exl.stuj! t n E :e , t n"-.. t } ,
A = { t E Sep) ex1stuj1 t n E s: t ~t },n

:e* = .:e;VU £K

Plat! tato do.le!1tll. vl\ta:

*- N
t E fe ~ At = At

N
•

Pro 1'unkce t E :e *- znacme tuto spolecnou hodnotu ektera jU nemus1 byt konecnal)
*opl!t symbolem At. Funkcional A na systemu f'unkc1 if:, nazYv8me abstraktnLrn

Lebesgueoytm integrll.1llm a system 51!: * je nejUrliLrn systemem f'unkc!, pro ktere
je tento integral de1'inovan. Funkccze systemu A nazYv8me ml!t1telne.

Ovl!i'te, !e plat1 nasleduj1e1 vztahy:

z*c:e* ,

Jak je mo!no tyto inkluse graticky znazomit viz na nasleduj!c! stranll enahoi'e) •

...
MnoUna 101 C P se nazYva nul0v8, jestlUe A~ = 0 e~ je tzv. l!l!tEY;~:;

rt!!!!l!~L~~l!L!!!!!!!Um__!L, je detinovll.na tekto: ~ ex) = 1 pro x E iI ,

~ ex) = 0 pro x E P - 101). iekneme, !e t'unkce l' a g jsou na mnoUnll P

ekyivalentn! (budeme znacit t", g), jestlUe mnoUna {x E P; t(x) If. gex) }

je nulova.

Plat! tate vl!ta:

Ivllta 11 I :

25535 P2

.v .v
t '" g -+ At = Ag, At • Ag.

N N
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Tedy ho",i a dolni integr'l funkce l' ee neZlll~i, ZIIl~ime-l1 1'unkci l' na nulov4
mnozine. PrQto def'inujeme homi a dolni lntegrlll i pro f'unkce, kteN jeou de1'lno
v'ny: jen "skoro yliude" v P, tj. jeou def'1nov'ny vliude all na nulovou mnoUnu.
Je videt, lie f'unkci l' mOlleme na t6to nulov6 mnolllnli dodef'inovat jak chceme,
ani!! tim zl!!~ime hodnotu jejiho homiho ISl dolniho integr'lu.

Bua Mn nyni urlSltj "yrok V( x) tjkl;ljic:1. ae prvkd DlDoll1ny X C P • Aememe,
lie Vex) plati skoro vliude (v X), jeatlUe DlDoUna { x € X; vex) neplsti}

je nulov'. Mdlleme tedy kuprikladu ricl,lIe 1'unkce l' a g jeou ekvlvalentni,
pdve kdyll 1" = g skoro vliud.e (v P) •

Pro l1boYolnon mnoUnu 14 C l' de1'lI\ujeme jeji roll lii1 miru c" II. pi'edplsem

'" '"ca- M = AC1I.
",,*. Je-;ll 'cM€ do- ,de1'iI\njeme tzv. !!I1ru !PJ)olllny Jl

,,",14 = AcM •

>I<
System vsech mnoUn M CP " pro nU C1I € £. ,znal!me eymbolem m. MnoUny

ze systemu m nazh~e' Ret! telne, f'unkcl c"- pak i'i~e mL1:A na m.
25535 22
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Je-l1 tedy nl!Jakl!. mnol1na nemi!i'1telnl!., mil. pOIIZe vnl!Jli:! m:!ru, nikol1v m:!ru. Pro
ml!i'1telnl!. mno!1ny m:!ra eplYvl!. s vnl!Jli:! m:!rou.

Bua nyn:! M C P mi!i'itelnl!. mnoUna, f ~ S(P) l1bovolnl!. funkce na P. De

'"finuJeme funkc1 f takto:

'" '"f(x) .. f(x) pro x eM, f(x)· 0 pro x ~ P - M ,

A
tJ. f .. f"CM (kde pochop1te1nl! chl!.peme O.:!: 00 .. :!: 00 • 0 = 0).

Plat:! nl!.sleduJ:!c:! vl!ta:

I vl!ta 12 1 : t E.n. ~ '£ € n ,kde .n m~!e znamenat kterikol1v
ze BYBtllmd Sf I at'7i , at'K , :e * I

A.
Je-1i oplit Me P mlii'1telnl!. mno!1na a f'unkce f Je def1novl!.na R2Yil na mno!1nli
M , def'1nuJme funkc1 f nl!.sledomli:

f(x) .. f(x) pro x€.l4, f(x) = 0 pro x € P - M.

fEn ,kde n oplit md!e znamenat l1bOV;ln,1
. 'R cP K <I * Aze BYBtl!.md 2: ,:t: ,0(.- ,0(.. •

Upozornlime znovu, !e tyto ByBtemy definuJeme pouze v pr:!padli M€ ~; nap:!lieme-11
proto v dalli:!m :eM ' automat1cky pi'edpok1l!.dl!.me, !e mnoUna M Je mlii'1 telnl!..

*Pro f'unkce ze BYBtl!.m6 :eM definuJeme All - intem1 pi'eo MoUnu M-
pi'edp1sem

~ e .. A 'f' (= AM f' .. ~ f') •

Nyn:! 1ze odvod1t nl!.sleduJ:!c:! vlity:

AI 0 m:!i'e a m~1teln,1ch mno!1nl!.ch

Ivl!ta 13

Ivl!ta 14

Iveta 15 I ==>!'-( UM ) ~
?f.-I n

Jscu-l1 nav1c mnoU~ Mn po dvou diBJunktn:!, plat:! rovnOBt I
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Ivllta 16

Iv~ta 17 I

BI Pro 1ntegrac1 pos1oupnost! a ~ad fUnkc!

Iv~te 18 I : al f'n € ~: , t n ./' t akoro vliude na M -+ t E :£; ,
~ t n ---+ ~ t ,

bl f'n € 2: ' f'n '" f'
K

sk.vli. na M ~ f' € ~H '

Iveta 19 I

Iveta 20 I

AM t n ~~ t Itzv. Lev1ho vete/,

t n € AM' t n~ t sk.v!l. na M ,ex1stuje fUnkce

g €:eH tek, ~e I f'n (x) I ~ g(x) pro vilechna n a sk.vil.

x € M "'* f' € £M a "M f'n~ A,. t

Itzv. Lebeagueova veta/,

f'n € ;eM ' .:aM < + 00 , t n ~ t na M k'tj. posloupnost

fUnkc! t n konverguje stejnomerne k fUnkc1 f' na mno~inll

M 1 =9 f' € XM a A,. f'n --+ A,. f' ,

Iveta. 21 I al Vn eA
M

, v ~ 0 sic. vil. na II: ,n
00

:L 7iv = L v sic. vil. na Il ~ v € a ~v =
71.-4 n M

: 7tf;., "'u vn ,

bl vn€AM
, v ~ 0 sic. vil. na Il ,n

v: ~ V
L- n

11.-1
00

= L Lv
?t-1 --. n

sic. vil. na Il =+

ILev1ho vllta 1 ,

u>K
v € ~

M
a "Mv:

ILebesgueova vetal ,

Iveta 22 I 00

vn E AM ' v = L. vn sic. vil. na Il, nech\ e%istuje
11.-1

fUnkce g e:£M tek, Ie pro vilechna k a sIc.vil. x € II

jest 00 I;f;1 v iX> I ~ g(x) ~ v € £.H a Ax v =
: L Lv

••., -. n
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Ivliu 23 I Vn € :eI'1' ~II < + 00

II -+ v E:;e1'1 a All v ..

00

Lv .. v 8ujnoml!mli ne
n-t n

!Ax Vn •"-1
0/ Pro zlivialoat na integre<!n!m oboru

Ivliu 24 *: II nulovli, t E S(P) ~ t E :£1'1 a ~r .. o,

Ivlits . 25 I M,N em, Nell. r €:£1'1 "* t E :£.N

/obdobnl! pro. syat~my Jt'R.:e.K.:e ". A /,

dvou diajunktn1
.....
t;~i t •

Ivlits 26 I III ..... ~ E m po
""-

II" .U Mi ~ All r ..,-1
mli-l1~ atrana smyal

*/tj. je budto f E:£.I'1 anebo

=l •••••n a aoucet vpravo mli

je t E :t;.
I

smysl/ •

pro vAechna i"

I vlits 28 1

I vlits 29 1

00

~ E m po dvou diajunktn1. II " U14 •co ;-1 i

fE.:e* ~ A r = LAx r.1'1 II ;-1 i
00

lin Em. 1I1C~C143C .... II .. UII ,
;-1 i

*f E':£' ~ ~r"lim~ e ,JI1
"' .... 00 n

00

~E m. ~ .J ~ ::> 113 ::> ••• • • II .. nil
i=1 i

fE:eJl1 ~ Ayf" l1m A»n r •
1 .... 00

D/ ° mli~ite1nYch runkc1ch

Ivets !OJ r n E AM' f n -7f sk.vA. v 14 ~ f EAI'1 ,

[VMS 31 1 r EAH ' g €:eM • If I ~ g sk.vA. v 14 ~ r E:t1'1 •
:;(;11 RIveta 32 1 r E A H ~ f+ E r E :£.,41M

+
/kde t = max te .0) je tzv. kladnli Mat funkce r • r- ..
= max (-r.O) zlipormi Mat f / •

Iveta 331 a/ rEAM' r ~
R

° ~ t E :£1'1

b/ r E A H • r ~ ° ~ r E :£K
1'1

c/ rEAM ~lfIE~:' •
/odtud specililnl! plyne, !e
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Ivita 34

'ilEAII~ liE m,
tj. mnoUna je mi!'l telnli, pnl.vi kdyl! jeji charakterletickli

~unkce je mi!'lte1n6/,

t € A 4=+ erletuji t n E Z, t n -+ t ek. vii.,

jvita 35

Ivita 36 I

EI 0 lntegr!lu

Ivi!ta 37

Ivita 38

, ~t=-oo

t. E:e =* t je konel!n6 ekoro dude ,

'H
. al t E f;f: ... t > - 00 sit. vii.

bl t E :e K ~ t < + 00 sit. vii. ,

•

Ivita 39

Ivita 40

Ivllta 41 :

Ivita 42 I

Ivita 43
1

:

Ivita 44 I
Ivita 45 I
Ivita 46 I

*~ ,g E XI H ,r ~ g sit. vii. v I( =+ ~ r ... ~ g ,

* *t E IeJI1 ' c € ~ ~ c.r E :eH a ~(cr) = c.~ t ,

t E :£;, ,g E Z Z ,necht m6 1IIIIye1 8Oul!et

Ay r + ~ g =* sltoro vllude v 14 m6 IIIIIys1 soul!et r + g ,

*jest t + g € :eH '

Ay (r + g) =~ r + Ax g ,
•* + 1? 'Hr E :£JI1 ~ r € :eJI1 , r: € :t:H a m6 1IIIIye1 rozd!l

~ r+ - Ax e: Ipotom ovllem je ~ r =Ax r+ - Ax r 1 •

*t E :t:. M =+ IAx t I ~. ~Ir I •

r €AH+~ € :eM ~ l r l e:£M] •

r l!o. 0 ek.vil. v I( • Ax r =0 =+ r '" 0 v I( ,

r €:t:. -+ existuji rn € Z a tunkce S e:e take Ie

Irn I ~ s a rn ---. t. sIt.vI.

NejdO.1e1itlljliia pi'ikladem ZllkladDiho prostoru (Z,A) je pi'ipad. kdy zvo1ime
P = Er • za ZllkladDi syetu funkci zvo1ime &yetcllR runkci Or a za ZIlkladZli funk

claM1 A RiellWll1dv intagnl.1 pl'ea Er • Podrobnij1 - Crje &yeti.. vhch epoj1
tjch t.unkci v Er • kalM II nichl je rovna nule VIlli nlljak'ho kOlllpaktniho intarva
1u. Jeliti j1nak l'el!eno. def':l.nujeme-ll pro llbovolnou t.unkc1 r v Br jej! noeil!
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Nt = l x E Er j 1'( x) #- o} Ikde pruh znamenli uzlivlir v Er I,

je Or syst'm vilech spoji ttch f'unkc! v ,Er II kompaktn!m nosil!em. /Uksitte, Ie

Or tVllf! zlikladn! sysUm f'unkc!, tj. spliiuje axiomy lz ' 2Z ' 3z ! I

Pro libovolnou f'unkci l' E Or def'inujeme A1' jako Riemanno'v integrlil

f'unkce t pi"e s Er •

lI'""'Je'-li l' E Or ' existuje kompaktn! interval leEr ' vnli ktero!ho je l' = 0 ,

de1'inujeme

Uka1tte, is

(R) I l' =
£,.

(R) 11'(x) dx •
I

11 l' E Or ~ existuje· (R) J s ,
. I,.

21 (R).f t nezlivisi na vyMru intervalu ~
E,.

Lze uklizat,. ~e Riemanno'v integrlil pi"es Er spliiuje axiomy 4A - 7A /pro Z =O~.

Rozilii":1me-li nyn! zlikladni systllm Z = Or se zlikladn!m f'unkcionlilem A = (R)l '
r

dostaneme teorii, v n:£~ plat! jei!tli navic nliktero! deli!i do'le!! til vlity Iktero! obec-
nli nemusi platt t/. Rozi!!i"enllmu f'unkcionlilu i"!kejme v tomto pi'ipadli kretce Lebes

gueo'v integrlil, pi'islui!nll mil'e Lebesgueova m!ra. Je-li zapoti'eb! zvllii!tli vyznal!it

zlivislost na dilllensi Er, i'!kejme podrobnliji r - rozmlim;Y Lebesgueo'v integrel,

r - rozmlirnli Lebesgueova mira /znal!me ji Symbolem eu,. I. SysUm vi!ech mlii'iteln;Ych

mno~in v Er znal!me symbolem lit,. • Lebesgueo'v integrlil pi'es mno~inu MC Er
znal!me (L).f anebo - nehrozi-li nedorozU1lllini - krlitce f .

M H

Ivlite 47 I al '1' E zR # l' > - 00 vi!ude v Er, l' ii= 0 vnli nli jakllho

kompaktn!ho intervalu, l' je polospoji 1;6 Y
zdola v Er,

bl l' E zK # l' < + 00 vilude v Er, l' ~ 0 vnli nli jakllho

kompaktn!ho intervalu,

l' je polospojitli 1/ ahora v Er,

01 Z = zR n zK ,

l' je spoji tli na mlii'i telnll mnoZinli M => l' E AM '

bud leEr kompaktni interval, necht existuje

Ivlita 48 I
Ivlita 4"9]

(R)J s
I -

l' € 5eI a (R).! l' =
r

(L).! l'
r

,

11 FUllkce f se nazyva polospo ji tli zdola I ahoral v bodli Xo E Er ' jestli!e

ke kaZdemu IX < 1'(xo) (IX >1'(xo» existuje okoli U(xo) bodu X o ta-

kove,::e 1'(x) > IX (f( x) < ex) pro vi!echna x E U(Xo) •

Funkce f se nazyva polospojita zdola lahorsl v mno!inli Me Er ' je-li polo
spojita zdola Ishora/ v kazdem bodli mnoziny M.
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veta 50] Me Er otevrena nebo uzavrena =* M Ii: m r

veta 51 I leEr bua interval /libovolnj/ =* I E m r a

c"',.I = vol I

Ikde vol I znamena objem intervalu I • viz tel! pi'. 7,18/,

veta 52

I veta 53 t

Iveta 54]

al kal!da jednobodova mnozina v Er je nulova ,

bl kal!da spocetna mnoitina v Er je nulova ,

a/ a >0 ~ [ :« E ,;era, +00) {=) a > '1 1
bl a,b E El I a < b ~ [(.x~(1';« E ~(a,?) # a: < 1]

existuji nemeritelne mnol!iny a nemeritelne £unkce, presneji

al M C Er I ~M > 0 ~ existuje n c x , N ¢ m r ,

bl M C Er • M E m,. • CUM > 0 "* existuje f takove I

ite f ¢ AM '

bud f omezena na intervalu <a,b> C El po toz
-4-

(R) J f ex:l.atuje ~ mnoZine.

{ x'" E <a ,b) f neni spo.]i t8. v bode x} je nulova

[iita 55]

Iveta 56 I
§_iiJ

Oznaceni,

,...,
M C Er ~ ~l'M = in£ ~G

G:>M ~

G otevrena

f EA
M # pro kazde C E El je { x E M f(x) > c} E m,

Je-li M C Er+a I necht pro kaMe y E Ea je

iii *. 't = {x E Er ; [x IY ] EM}

a pro kaMe x E Er je

11\"'* = {Y E Es j [x,yJ€ iii} /krealete v rovine !/.

Je-li funkce f definovans v mnoZine AI C E + ,oznaeme f*'Y
J

resp. f",*
* Y r a

funk d f ' " • .x,*ci e 1novanou v ~ • reap. M vztahem

..x,* (y) = .. (x Y)
~ ~,.

I veta 58 1 /Fubinioval

Bua M C Er +a meri telna mnoZins I bua M promet mnoitiny M

do proatoru Er prvnich r souf'adnic I tj.

M'={XE Er; existlije s e Es tak, ite [X,Y]€M}
01<

Ikre slete v E2 ! / ,bua £ E :t:1'1 •

Potom pro ok.vii. x E Er je £x,* EO .:c: «, * ,
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ozna~ime-li F(x) = (L) J e" '" , je
»>»

a (L)! f = (L)~F.
/1 /1'

Pripomenme si nyni definici regularniho zObrazeni.

Rekneme, ze zobrazeni f = (fl.···' f r ) mnoziny

regularni v mnozine~ • jestlize

je

11 M je otevrena,

21 funkce f i Ii =.l, ••• ,rl maji v mnozine M

31 Jacobi6.v determinant zobrazeni f

'd/,
(Ju (u))

1

'l' oji ttl parcUlni derivace ,

'31,
.. , -- (u)

'Ju ro

......................... # 0

afro (u.), ......... , afro (u )
(J u 1 chI.. ro

pro vsecr~a u = (ul •••• '~) EM.

Iveta 59 I Iveta 0 substitucil

Bud f proste a regularni zobrazeni mnoziny P C Er na mno
zinu RCEr Itj. f(P) = R/.
Potom

J F(x)dx = J F (f(u» .IDf(u) !dU •
'R l'

ma-li jedna strana rovnosti smysl.

f*''''£A I
I'f '

A jakoz-

v AI.

Ipresnejif( x, IX) e :t:.M pro vsechna

a funkce F
r

F(a:) = J f(x, a) dx ,
H

v mnoZine Aje spoji ta

Ivota '0 spojite z8vislosti integralu na parametrul

Bud f( x , a: ) funkce definovana v mnozine M x A , kde

MC El ' A C El ' necht

11 pro kaMe a E A je f(x, a:) E A,H Ipt'esneji

21 pro sk.vs. x EM je f(x. a) spojita v mnozine
to .funkce a Ipresneji funkce f x,>I: je gpoji ta

31 existuje funkce g E Je/1 tak, ze nerovnost

I f(x,a:)1 ",; g(x) je spLnena pro sk. vs. x EM a vsechna

<xeA.
Potom funkce

f "',a: E d£H I

\ veta 60J

Iveta 0 derivaci integralu podle parametru/
8ud f(x. a) funkce definovana v mnozine M x I • kde MC E1
a I je inte~ v El ' necht
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l/prokald4l afiI je f*,(I(.fiA..., ,
2/ alespoil pro jedno a fi I je f * ,«- fi it!,., ,
31 exl.stuje nulov' lII1o!1Da Nell tak,!e pro vliechna

x €' II - N a pro vliechna a E I

al ex1stuje ken.lIn' :t (x, a) ,

b/ exl.stuje f'unko. G E ;J!.H tak,!.

I;~ (x, a +lO G(x) •

Potom

•
,

je lII10Una

v R , je

IvlIta 62 I

II pro ka!d4l Of E 1 j. f *, a E ieM ,oznellm. opAt

P(a') =jt(x, a') dx ,...,
III pro ka!d4l a fi 1 je

p'(a) .. j' .!L.- (x,Of) d Jt
H '(Jet

1geometrick$ vyznam 1ntegri1ul

aul\ R C Er lII1oUne, f E S( R), oznel!me

N1 (t) ={ [x,y] e R x B1 0 < Y < t( x) }

N2 ( f ) ={ [x,y] E R x B1 o.so y I!i: t(x) }

grat f =rtx,yJ € R x ~ y =t(x) } •

1/ Je-l1 t spoj1U v R, R uzavf'eM, jsou mnoUny grat t,
N2(t) uzavf'en4l v Er+1 a

11 (U-r+1(grat t) =0 ,

21 je-l1 navic t 01t 0 v R , j.

eu-r+1(N2(t» =(L)/ t(x)dx •

III Je-l1 t spoj1U v R, R otevf'.n' ,

otevf'eM v Er+1' Je-l1 nevic t" 0

ca-r+1 ~N1(t» .. (L»)t(x)dx •
'R

Jako dodat.k k t4lto kap1to1e uvedeme jelitA det1D1c1 a zikladn:1 vlastnost1
Z'Obecnl!n4lho NewtlOnova 1ntegri1u.

Idef'1n1ce 63 I : Idef'1n1ce zobecnlln' pr1m1t1vni 1'unkoel

aua (a,b) C B1 1nterni l1bovolMho druhu. FuDltc1 P nalll

v... zpbtcpAnou Pr',' 1;im! t'mkg:l k t,mkgi t Da int.'na1u
~, jestlUe

11 P je spoj1U v (a,b) ,

21 exl.etuje keneaM IIllO!1Da Ie tak, Ie,
P .. t v (a,b) - Ie •
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Iveta 64 I Jsou-l1 F, G dve zobecnllne primitivn! 1'unkce k f'unkci l'

v intarvalu (a,b) ,existuje konstanta k € ~ tak, its
l' - G =k v (a,b) •

I def'in1ce 651 : /def'inice· zobecnllneho Newtonova integrll1u1

Buii (a,b) C El interval, l' f'unkce na (a,b). Necht existuje
zobecnenli primit1vn! f'unkce F k funkci f v (a,b), necht
existuj! vlastn! lim F(x) , lim F(x) •

x-+a+ x-+b_

Potom rozd!l lim F(x) - lim F(x) nszty4me zobecnen!m Newtono-
.x",/J- ..r.. 42+

v:Jm integralem funkce f v (a,.b) a znal!!me Msledovne
"6- + ~

('llI)j1' = ('lJl)jf(X)dX = lim F(x) - lim F(x) = [F(X)] •
a. a. x-+l. x-+a.+ a.-

a-
('llI)If existu-

F k funkci f v intervalu
lim F(x) , lim F(x) vlastn!,

..1'-+4+ X-+b_

Iveta

Poznlimky: :B-

al ('lJl)! f nezliv1s! na volbe zobecnene primit1vn! :f'\Ipkce k f'unkci f
v (a,b) ,

bl neexistuje-li zobecnenli primitivn! funkce
(a,b) anebo neexistuje-li nekterl! z limit

"6-
i'!kame,!e ('lJl) J f neexi stuje,...

cl v defin,tci zobecnene primitivn! f'unkce k f'unkci f v (a,b) a v definici

('lJl)/ f nen! ti'eba pi'edpokllidat, !e funkce f je def'inovlina v celem

intervalu (a,b), stal!!, je-li definovlina v (a,b) - M ,kde M je ko-

ne l!nli mnoZina,

d/ je-li F zobecnena pr1mitivn! funkce k funkci f v intervalu (a,b) ,

kde a,b€ E
l

a je-li na~!CF ~ojitli v(a,b) , je

('lJl)J f = F(b) - F(e) ,
... "'"el exi·stence ani hodnota ('llI) J f se nezmlln!, zmen!me-l1 hodnoty integro-...

vane funkce f v konel!nem pol!tu bodd v (a,b),...
fl pro l1bovolne a E El definujsme· ('lJl) J f = 0 ,

c4-... co.
e/ je-l1 a >b ,definujeme (ZN).I f = - ('lJl) rt , pokud

je, ... t
hi sopekujte ai til! definici Newtonove integralu, porovnejte tuto s definic!

'lJl - integralu,

kl rovne! tak nasleduj!c! vety formulujte pro Newtondv integral.

-&-
'-- 6_6--'1 : Necht existujs (ZN) f f , potom C

al pro l1bovolne e €(a,b) existuje ('lJl).If,

bl oznel!ime-l1 pro kalde x E (a,b) I/(x) =a.('lJl)!f je!l

zobecnencu primitivn! funkc! k funkci f v intervelu (a ,b) ,
I

pi'Hem! tj (x) = f(x) v tech bodech, v nich! f je spoji tli.

Iveta
!

Je-li a < b <c , potom
e 4-

(Ztn.! f = (ZN)/f +
a Q,

e
(ZN)If ,
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existuje-li bu!to integr~l vlevo anebo oba integr~ly vpravo.
-I- .t-

Neoht ex13tuj! ('Zm/ e , (ZN)/g , neoht e:t:,;& e El• Po
c. ~

tom existuje tak~ (ZN)'/(af + /i g) a plat!
~ ~ ~ ~

(ZN)/( eX f + ;:J g) = CnZN)/ f + /i (ZN)J g
~ .tJ. a- ....

Nechi existuje (ZN)'/ f , neoht f ~ 0 v (a,b) - M , kde M
a

je konec~ mno~na.

Potom (Z!1) J f ~ 0
4

01
-(ZN)/f.G,

t~to rovnici smysl.

Iv~ta 68 I

I-vllta 69 I

Ivl!ta 70 I /integrace per partes pro ZN - integral/

Neoht F, resp. G je zobeonl!n~ primitivn!
resp. g v intervalu (a,b)

~ Potom -& -I-
(ZN)j'F.g= [F.G]

~ a-
maj!-li alespon dva vYrBzy v

funkce k funkci f •

Potom

Necht f je

Ivl!ta 71 I

I veta 72 1

Iveta 73 1

Ivl!ta 14 1

/substitucn! metoda pro ZN - integ~1/

Neohi

a/ funkce g je spoji ta a ryze monotonn! v intervalu ( IX ,;3) ,
bl g (( a ,;3» = (a,b) ,

cl existuje vlastn! g'(t) ~ 0 v (a,b) - M, kde M je

konecna mnozina.

Potom -t. ,9

('l1:iljf = (ZN) j'f(g(t» • Ig'(t) I dt,
" ot

existuje-li alespon jeden z tl!chto integrald.

spojiU v <a,b) ,

+ .tJ.I (ZN)! f I ~ (ZN)/lf I .

Neoht f je spojita a omeze~ v (a,b) - K, kde~ K je

koneen8 mnoZina, nechi a,b E El• Potom (ZN)! f exi3tuje.

Necht funkce f je spoji ta v interva1u <a ,b) kde b E E
l

anebo b = + 00 • Necht If I ~ g v < a,b) a necht existuje

(ZN)/~. Potom existuj! tak~ (ZN~f a (ZN)/~fl •

Necht funkce e , g jsou spojito! v < a,b) Ib e E
l

nebo

b = +00 I , neoht funkce g je monotonn! v <a.b) •

Potom (ZN) fi.g existuje, jestlUe" bu!
46-

11 (ZN)I f existuje a funkce g je omeze~ v <a,b)

IAbe1ovo kr1teriuml anebo
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Jt

2/ (ZN)/ £ je omezenou £unkci promenne x Y (a,b)....
a lim g(x) =0 /D1r1chletoYo kr1ter1um/.

X.. ,,_
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2,1. Znovu si zopakujte definice z~k1adn!ho systemu funkc! Z, z~ladn!ho

funkcion~lu A na Z i definici z~ladn!ho prostoru (Z,A). Uv~domte ai,
jakym zp~sobem se roz~!r! zSk1adn! system Z s funkcion~lem A na system
~ vAech integrovate1nYch funkc! s kone~ .abatraktn!m LebesgueovYm inte
gr~lem A

Zhruba re~eno - nejdr!ve se z~ladn! system Z /kter,y je pr!liA "uzkY"
/rozA!r! na AirA! obor funkc! Z* a pro funkce z tohoto systemu se definu
je "pi'irozenYm" zp~sobem integrel A • FoU se pro 1ibovolnou funkci defi-

'"nuje jej! horn! a doln! integr~l Af, ~f a v, pHpade, ze tyto dv~ hOdnoty
sp1Yvaj! a jsou kone~ne, i'!~e, ze f 1ez! v systemu Je • Spo1e~nou hod
notu Af a Af pak nazveme abstraktnim LebesguBovYm integr~lem funkce f.

~ *Odtud jiZ 1ehko utvorime aysUm funkc!:e a system m~rite1nYch funkc!A •
Kone~n~ m~zeme definovat system m~i'ite1nYchmnoZin m. a inte¢l pres 11
bovolnou mnozinu z tohoto systemu.

Schematicky by bylo mozno cel1 postup zn~zornit 'asi ~sledovn~:

ue*, A)

z~kladn! prostor

prvn! rozA!i'en! pomoc! monotonn!ch
1imitn!ch pi'echod~

definice horn!ho a doln!ho inte¢lu
z 1ibovo1ne funkce

definice oboru funkc! s kone~ abstrakt
nim LebesgueovYm inte¢lem

definice oboru funkc! s abstraktn!m Lebes
gueov,fa integr'lem /kter,t m~!e mit i ne
kone~nou hodnotul

system vAech m~i'ite1nYch mno!in

integr'l pi'es mii'itelne mno!iny

- 30 -



Jednotliv~ kroky, definice i jejich opravnen! je zapotreb! si veimi podrobne
rozmyslet. AI si celou teorii projdete, pOkuste ai ji ilustrovat na nekteram
z konkratn!ch pi'!kla~ 2,5 - 2,23.

Rozhodnete, zda nl!.sleduj!c! mnolliny tunlcc! tvoH Zlikladn! syst~m Z
(p je libovolna nepr4zdn8 mno!ina):

al Z = { f E S( P) i f je kone/!n4 na r }, tj. Z je syst~m viiech kone/!
.njchre4lnjch funkc! na P ,

bl Z = { f E S(P); f = °na z }, tj. systolm Z sastolv4 z jedin~ tunlcce
identicky rovn~ nule na P ,

cl Z = {

dl Z = {

r E S((0, 1T» ; f( x) = a. aimt, a prob!M mnoUnu viiech rdWch
/!!sel } ,

t E StEl' t je spojit4 v El},

el Z = S(P) , tj. Z je SY8t~m viiech funkc! na P ,

II Z ={ f E S(P) r je kone/!na a nez4porna na P } ,
g/ Z = { r E S(P) I je kone/!na a z'porna us. P } ,

hi Z ={ f E StEl' ; existuje vlastn! derivace r' v El} ,

il Z ={ f E S(P) i f je omezen4 na P }.
rv pHpadech ai, b/, c/, d/, il tvor! v pr!padl! e/, g/ nan! sp lniino

lZ' 2Z ' v pHpade r/, hi nen! splneno 3Z J

o Definujme syst~m Z na intervalu (0,1) takto:

fEZ, pr4ve kdy! f je spojit' na (0,1) a existuje kone/!na

11m f(x) •
x->o+

Pro funkce ze syst~mu Z deIinujme Af =lim f(x)
x->o+
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Ukdte, ze

a/ Z tvo~! z~kladn! syst~m funkc!,

hi funkc1on~1 A splnuje axiomy 4A' 5A' 6A,

cl f'unkc1on41 A nespbuje axiom 7A •

Jak4 by byla s1 tuace, kdybychom ayst~m Z 1 funkc10Ml A definoval1
ate jnl! - ale na uzavhn~m 1ntervalU <0,1> ?

~ Bul1 Z mnozina vilech funkc! definovanych na 1ntervalu (O,l) tvaru
f"{ x) = ax, tj.

Z = { f" E S ({O,l» ; f"{ x) =ax pro xe{O,l)}

Pro f" e Z , f"{x) = ax definujme Af" =a •

Dokazte, Ze

1/ (Z,A) tvor! z4kladn! proator,

2/ ZR = Z U{f"+oo}, zK = Z U { e, 00 } , kde f"+ 00

resp. t je f"tmkce rovnli 1dent1cky +00
-00

resp. - 00 na rc,n
-r.; =+00 , Af" = -00

-00

:£ ,:e* * A= Z =Z = ,
f" lOA , g eA # f.g eA ,

31

41

51

61 jed1n4 ml!riteln4 mnozina je pr4zdn4 mnozina,

7/ f '" g ~

81 ('O,l) ~ m ,
91 bud A C (O,l)

f" = g na (O,l) ,
~

CU{O,l) =+00

, A '" fa , ozna<!me x = 1nf" A , potom

f{x) > c} E m

x =°
x> ° ,

, je-l1

je-l1

E Z ,

c E ~ je { x E (O,l)

Iv1z vl!tu 56/ ,

12*1 f E,:e , 1" = f" V (O,~) 1 = ° V <~ , 1) ;(+ 1 E ~

luvlldomte a1 vilak, ze <~, 1) ¢ 17t, v1z vl!tu 121 •

'"al (tl. A = + 00

hi (itA = x-l

*10 I f" e Z * m1n (f" ,1)

11*1 f" eA ~ pro kaZd~

•

Necht aystem Z je stejn$ jako ve cv1~en! 2,5 , tj.

f" E Z ~ f € S ({O,l» a existuje kEEl tak, lie f'(x) = kx

pro x E (O,l) •

Pro 11bovolnou fEZ polozme Af = ° .
Dokazte, ita

11 (Z,A) tvoH z4kladni prostor,

21 ZR=ZU{f+oo} zKU{f_ oo} /def1n1cefUnkc! f+ oo
f"_ 00 je v p~edchoz!m cv1lSen! 2,5/,
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3/ Af+oo = Af_ oo = 0 ,

4/ Je =Je*= A =S «0,1» ,

5/ ka~d8 mno~ina v (0,1) je metite1na a nulova,

6/ t E S «0,1» =*frv 0 a Af = 0

7/ f,gE S «0,1» ==+ f N g ,

8*/ fEZ ~ min (f,l) E Z ,

9*/ f E ~ ==+ min (f,l) E ie

<0,1)Bull Z
f(x) =

system veech funkci definovanjch nS cintervalu

kx , tj.

Z = {f E S ( <0,1») i f( x) = kx pro x € <0,1) } •

tvaru

Pro fEZ, f(x) =kx po1o~me Af =k •

Dokazte, ze

, tj. jedina metitelna mno~ina je prazdna mno~ina.

1/ (Z,A) tvoti zak1sdni prostor ,

2/ ZR =Z U {f1} , ZK =Z u { f 2 } , kde· f 1 '

rovna + 00 , resp. - 00 na (0,1),

3/ f(O) > 0 ~ f (: Z* , 'Af = + 00

f( 0) < 0 ~ f f Z* , t,t = - 00

4/ .Ie = Z, £*= z* = A
5/ m = {2I}

resp. f 2 je funkce

=f 2 ( 0) =0 ,

Definujme zak1sdni system funkci Z stejne jako v p~edchozim p~iklade

2,7. Pro 1ibovolnou fEZ po1o~me Af =0 •
Dokszte, ze

jsou

,

+9 f(O) = 0

1/ (Z,A) tvoti zak1adni prostor,

2/ zR = Z U [ f 1 } , ZK = Z u { f 2 } ,kde funkce

definovany stejne jako V p~. 2,7 ,

3/ f(O) > 0 ~. f ¢ Z * , Af = + 00

f(O) < 0 ==+ f ¢ Z * , ~f = -00

4/ f E :f-

5/ f E Je ==+ Af· = 0 ,

6/ de = :e*= A ~ S « 0,1» ,

7/ A € m 4=9 A C (0,1) /tj. kdyz 0 ¢ A / ,

8/ A € m ==+ caA = 0 ,

9/ P = (0,1) ~ m ,
10/ 0 € A =9 !1A = + 00

11/ f rv g # f(O) = g(O) ,

*12 i fEZ ~ min (f ,1) € Z ,

13*/· f E J'!: ~ min (f,l) G £:
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~ Bud Z = ( £ E S(El ) s Je konstantn! na El } . Pro l1bovolnou 1: E Z

de£inuJeme A£ =£(0) •

Dokazte, ze

li (Z,A) tvoi'! z~kladn! prostor,

2/ ZR = Z U { £+oo} , 'lJ'- = Z U { £-oo} ,kde £+ 00 /£_00 / Je £unkee

identieky roVM + 00 I - 00 I na El '

3/ £ ~ S(El ) ==+ A£ =. eup rex) , A£ = in£ rex) ,
xEE

l
.... XEE

l

* *4/£=Z, £=Z =A,
5/ m = { 0, El } , tJ. Jedine m~i'1telne mnoziny Jsou pmzdn~ mnoZina

a eely prostor El ' pi'icemz

eu-(0) = ° , CUE1 = 1 ,

6/ A ¢ m. ~ ;tA = 1 •

I2.10~1 Bud

pro

Z = { £ e S ( (0,1) ) £ Je konecoo a rex) = ° pro deehna

x E (0,1) s viJimkou snad konecneho poctu boM } ,

£ € Z de£inujme A£ = L... rex) / Jedn~ se 0 konecnY soucet / •.
XE(O,l>

,

£( x) il ° pouze pro spocetn~ mnoho

Doj<azte, ze

1/ (Z ,A) tvoi'! z~adn! prostor,
....

21 rex) > ° pro neepocetni! mnoho x E <0,1> ~ A£ = + 00

~Jist~te neJdi'!ve eharakterist1ku systemu ZR a uvMomte ai,

ze int: 0 = + 00 --ll ,
rex) ( ° pro neepocetn~ mnoho X £(0,1) ~ A£ = - 00....

31 Jedinll. nulov~ mnoZina Je pmzdn~ mnoZina,

41 ~ = { £ E S «0,1» ; rex) ~ ° pouze pro epocetn~ mnoho xE(O,l)

a .L... I£(x)/ < + oo} ,
XE<O,l>

51 £ € :t: ~ At: = L.. rex) ,
x E (0,1>

61A = {£ E S «0,1»

x E(O,l)},

7/ m = { A C (0,1) ; A je spoce~ } ,

8/ A E m ~ ("A = + 00 ,je-li A nekonecoo spoce~,

(UA = n ,Je-li A konecoo a u pmvi! n prvJcd ,

9/ A C (0,1) Je neepoce~ ~ itA = + 00 •

Pro

P epoce~ nepmzdmi mnoUna, nechl Z = { 1: E S (P) ; £ je

konecoo na P, £ ~ ° pouze na koneene podlllnoliini! z},
£ E Z de£inujme A1: = L. 1:(x) / jednll. sa 0 konel!Dt &Oueet!

XEP

255)5 Z3
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pro

• potom

definujme

>pro j = n

Dokal te. 1te

11 (Z,A) tvoi':C z'Jcladn:! proetor

2/ f·~ 0 na P =+ f E zR
n--je-li P ={~. X2' 2)••••• } •

j <n. f j (xn) = min (j; f(xn»

f j E Z. f j » t JI •
3/ A = s(P)

Iff ES (P) =+ f+ ~ 0 => f+ e t" c :e R a pouUje se vllts 3~ •

~/ kaldQ podmnolina P je ml!ritelna •

5/ Me P =+ ("},\ = + 00 • je-l1 14 nekonel!n8

C" 14 = n • je-l1 },\ konel!n8 a ma pravll n prvkd.

·\2.12.1 Bua P dvoubodova mnoUna. P ={ a, b}, necbt

Z ={ f E S (P); f je konel!n8 na p}.
Pro fEZ definujme. Af =f (a) + 2f(b).

Dokalte, 1te:

1/ (Z,A) tvoi':C z'Jcladn:! proetor,

2/ f ezR 4otf.> - 00 na P

fe'l!-qi!J f<+oo na P,

3/ :e = z. A = S (P) •

4/ A - Je* # II ,

5/ kaldS podmnolina P je mlli'iteln8, pi'i l!eml

c"-( II) =0, (Ii fa} =1 • C"{b} =2 • ~P = 3 •

Bua opllt P dvoubodova mnol1na. P = { a,b },

necht Z ={ rES (P) t je konel!n8 na a f( b) = 0 }.

Pro r E Z definujme Af =f (a).

f 2 jeou definov8ny

, fl(b). f 2(b) =0 •

Dokalte. Ie:

1/ (Z,A) tvo!':! zBkladn:! proetor,

2/ zR = z v {fl}. 'l1' =Z U{ f 2 t, kde' fl'

tekto: flea) = + 00 , f 2(a) = - 00

3. feb) > 0 -+ f ¢ Z * • 'Af = + 00

feb) < 0 ~ f ¢ Z*, ~f = - 00 ,

4/ Je = Z , Je*= z* = A ,
5/ definujeme-li funkci sP pi'edpisem

'!I' (b) =1. 5"(a) = + 00 ,

je ~ '1' = 1.'1' = + 00 a pi'eeto 5"; A
6/ jedin~ mlli'1teln~ mnoUny jeou II , {a} , pi'i l!eml

cU (16) = 0 • cU {a} = 1 ,
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7/ mnoUny {b }, P Jsou nemlli'1 telnl! 8

cUi b} = ~P =+ 00 ,

81 je-l1 .ftmkce yr rovna 1dent1clcy + 00 na P, je r ~A •

de.f1nujme A.f = a 1 •

£=al9'1+ a29"2 na

£ € Z, .f = 8 1 9" 1 + a 2 9"2Pro

su1i P = (-1,0) U (0,1), de.finujme .ftmkce 9"1 ,9"2 takto:

9"l(x) = ° pro x E(-l,O) , 9"l(x) = x pro x E (0,1>,

9"2(x) = ° pro x E (0,1'>, 9"2(x) = x pro x E(-l,O).

su1i Z = { £ € S (P) ; ex1stuJi a 1 ' ~ E E1 tak, lie

P }.

bui'ito £ E Z, nE!bo £=+00 na < -1,0) a £ = k 9"f
na (0 ,1> , nebo .f = K.~ na <-1,0) a £ = + 00

na (0 ,1> , anebo £=+00 na P •

obdobnll systl!m.funkci ZK I

s (P); £ = K'9? na (0,1>, £ l1bovolna na (-l,O)},

£ = K.~ na (0,1) ~ A£ = K

*¢9 £ = K. S1 na (0,1> ,kde KE E1 , .f l1bovo1na na
(-1,0) ,

Charakterizujte

3/:e ,= { .f E

41 .f E ie ,
51 £ E A

Dokallte, lie:

1/ (Z,A) tvo:l'i z~ladni prostor,

2/ £EZR ~

6/MEm#Mn (0,1> =(6 # MC(-l,O) ,

7/I4Em~IoI=0 ,

81 £'" g ~ £ = g na (0,1) ,

91 P , m
101 pro AC P ,ozna/!me xA = in.f {A n ro.i» ] , potom

(U-A = + 00 ,je-1i xA = ° ,
(fLA = xA1, je-l1 xA> °.

na p}
De.finujme P, 9"., stejnll jako v pi'edchozim cv1c. 2.14.

Su1i Z = { t € S (P) ; ex1stuJe kEEl tak, ie .f = k. ~

Pro .f E Z, .f = k. ~ de.finujme A£ = k •

DOkaite, ie:

11 (Z,A) tvo!'i zakladni prostor,

2/ £ E ZR # bu1ito .f E Z anebo £ = + 00 DB (0,1,),

£ = ° na <-1,0) ,
obdobnll charakterisujte "",

* *31 Je = Z , Je = Z .. A ,
41 necht pro nlljakl! xoE <-1,0) je t(xo) > 0, potom

t ; Z*, A£ =+ 00 ,

je-l1 pro nejakl! xoE '(-1',0) t(xo) < 0, je t, z*, y .. - 00 ,
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b/ Af = - 00
N

c/ Ar = +00

(specililne aby 1.f = 0) ,

(spec1alne aby Af =0) ,
N

d/ Af = -1,
N

e/ Af = 2,
N

N

Af = -1 •

<0,1> ,

viz za vetou 46/.

Doka~te, ~e:

Bud P = El x <0,1>. Definujme zlikladni system funkci Z takto:

fEZ~ a/ f E S(P) ,

b/ x € El ~ r'*(y) je konstantni na

c/ f(x,O) E Cl /defin1c1 systBmu Cr

Pro fEZ def1nujme Af = (R) f t(x,O) dx •
El

guje}

,
£ (!) absolutne konvern

00
Pro £ E Z definujme Af = L t (~) •

n=l

1/ (z ,A) tvoi'{ zakladni prostor

2/ f eA # a/ x E El ~ r' * je konstantni (pi'1pouitime 1 : 00)

b/ £(x,O) je lebesgueovakt mei'itelnB v El ,

.3/ obdobne charakter1sujte systemy zR, 'l1' ,.Ie ,.lie*,
4/ m = { 14 x <0,1) ; kde 14 C El jelebesgueovskY mei'itelnB },

5/<O,l>X<o,~>¢m,{[x,x]e E2; xe<o,l)}; m :

~ BUll. M= {l, ~, 3' ~, .... } , necht

Z ={ £ E S (El ) ; f je kone~n8 v

Doka~te, Ie':

je nekone~n8,

m8 prave n
prvko..

Ie mno!t1na B n 14

Ie mno!t1na B n 14

v pi'ipade,

v pi'ipade,

1/ (Z,A) tvoi'i zakladni prostor (do.kaz, Ie funkc10nal A spJiiuje
axiom 7A je ponekud obtHnejliil)

co by se stalo v pi'ipade, kdybychom poftadoval1 pouze kon

vergenc1 ~ £ (~) ?

2/ f ~ ° na mno!t1ne M t > - 00 v El ~ £ e ZR ,

3/A= S(E
l)

,

4/ kalda podmnolina El je mei'ltelnB,

5/ B C El ~ C'" B = + 00

CUB = n
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6/ ZR ={ t € S(E1 ) t >- 00 na E1 a

ab801utnl! anebo 'f:. t
n=l

charakter1zujte obdobnl! eystem zK,
7/ mno!1na N je nulova ~ N" 14 = II

8/ f tv g .. t = g na mno!1nl! M.

00

L f (-n1) konverguje
n=1
(1) = +00
n '

12,18~1 Bud

14 =

f!:.
n=l

P l1bovoln8 neprazelna mnoUna, bud M C P spol!etaa, necht

{~. ~, x3·, ••• }. BUdte Ot'n E E1 ' an ~ 0 a necht

IXn < + 00 •

f je omezena na

Af = f:. an f(:I<c)
n=1 -~

Bua Z = { f € S (P)

Pro fEZ def~ujme

Dokaitte, ite:

11 (Z ,A) tvoi'! z8kladn:! prostor,

2/ udejte charakter1stiku syetllmO. ZR, 'l!' ,
3/ 11bovoln8 podmnozina P je ml!~1te1nli

(je-l1 Be P, je CaE Z I)

4/ B C 'P'9ctlB =f;1 an • Ca (lm) ,

5/ B C P, B" 14 = II ~ B je nulova

(v jakllm p~:!padl! 1ze toto tvrzen:! obratlt?)

1 2 ,19 . 1 Bud Z = C1 (system vliech spoj1t!ch tunkc:! v B1 e kcmpaktn:!m noe1l!em).
Pro f e Z definujme Af = rroi,
Dokaitte, its :

1/ (Z,A) tvor:! z8klaeln:! prostor,

2/ funkc1ona1 A je nav:!c multipl1kativn:!,

tj. A (f.g) = Af • Ag pro f, g E Z ,

3/ fEZ * ~ Af = f (0),

4/ f E S(E1) ~ !l =Af =f (0),

5/ f e £' .. rto) E B1 '

6/ .:e * =A =S(B1) ,

7/ kaitdli podmnoZins ~ je ml!~1te1nli, p~1 lieu <;«- II = ex (0) ,

8/ f '" g # f(O) = g(O).

~ Bud Z mnoitina vilech funkc:! na <0,"> tvaru f(x) = a.s1nx.
Pro f € Z dafinujme Af· (R)J" f(x)dx.

I)
Dokaitte, ite:

11 (Z,A) je z8k1acln:! p1"Oetor,

2/ a podejte charakteristiku &yetllma zR, zK, L 1
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Dokallte, lie

Ijedn8 se 0 konea~ souaet/.Pro

P mnoUna viieeh pi'iroze~eh a!ael, necht

Z .. ( t E 5(1') j t je koneana, t(n) = °
a vi jimkou soad kone1!nlSho poatu }.

t E Z definujema At = L ten)
n=l

pro viieehna n E P

11 (Z,A) tvoi'! z4kladn! prostor,

2/ f fE ZR # t) - 00 na P a existuje N wk, lie

ten) ~ ° kdykoliv n ~ N ,
co

31 t € it # L It(n) I < + 00 ,
n=l

00

41 f E :e =9 At = L f(o) ,
n=l

51 A = 5(P) ,

61 kalldlS podmnozina P je mlli'1teln8 laemu je rovno ~ Id pro 14 C P? I.

Jak lze interpretovat funkee na mnoUnll P? Charakter1sujte potom ayst'm
funkc! 5e !

Pomoe! tohoto cviaen! a vllty 42 dokallte naeleduj!e! zaj:Cmevou vlltu z teo

rie i'ad Iviz tlSlI V.Jam!k, D1tereneial.n! poaet II, kap. III, §2, pozn.l/:

"Bu1\. dana i'ada rel!.ln$eh a!sel f.. ~ ,oznaama an+ = max (an,O) ,
n=l

a~ = max (-an,O). Potom i'ada ~ 'a konverguje abeolutnll, pravll kdyll
n=l n

00 00 co
i'ady L. a;; , )" ~ konvsrguj!. V tomto pi'!padl! pak je L an =

n=l ii=l n=l
00 + co

=~ an - ~ a~ ."

Jako deli! aplikaei viz pi'!klad 8,21.

Z stejnll jakO v pi'edchoz!m cvi

At = f:. f~n). Dokallte, lie
n=l

charakter1stiku eystemO. Z *, :e ,

ayetlSm

polozme

Definujme mnozinu P a zakladn!

aen! 2,21. Pro l1bovolnou t € Z

(Z,A) tvoi'! zakladn! proetor a podejte

*~ , Jl , 1dt I /Viz tell pi'. 2,18/.

Bud (a ,b) C El ,bud Z mnoZina viiech spoji t;;'ch tunkc~ na in1l8rvalu

(a,b>. Pro l1bovolnou s e Z definujme At= (R)!t.

Ukallte, lie (Z,A) tvoi'i zakladn! proetor.

Uvazujme nyn! (a,b) = (0,1) a tunkce

Ukc~te, lie viiechny tyto funkce lez! v

Defihujme Mole funkci ';:> ,

f: f(x) = 1 pro

g: g( x) = +00 pro

h: h(x)= 0 pro

x E (0,1)

x E (0,1) ,

x E (0, ~ >,

f(O)

g(O)

h(~)

= °
= 0

=- 1 , hex) =1
2 2
(1- , 1).
2

•
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?J (x) .. 0 pro x€<O, ~>, 9't~) = C j 9'(x) .. ~ pro

x € (~,l> I ukalte, Ie rN; 'l! # C €(- 00 ,0> .
Pou!ijeme-li nyn! teorii abstrektn!ho roz~!reni, obdrl!me

9yst~my z*, f£ ,:£*, A ,m. . Jalr! bude vztah tllchto syst~mO. k syst~-

*mdm 5e (a,b), .se (a,b), A(a,b),~ " - k 'syst<lmdm vzoiklim rod!renim

Z .. C1 a Af" (R)..( f

(toto je tlll§! otaZkat.

~ Ukal!te, Ie nakter~ Z axiomd lZ - 3Z ' 4A - 7A by mohly byt nahrazeny

jinYm1, s n1mi ekvivalentn!m1:

al <3
Z

) ~

bl <3zl #

cl (5A ) #

(f € Z =+ min(f ,0) E Z) ,

(f,g € Z c+ max(f,g) € Z, min (f,g) E z),
(fE Z =+ Alfl ~O) •

>g = f ,

hif
g E Z ,

hE Z ,

Dokazte, Ie plat!:

al f € 'l!- ~ Af .. io£ Ag,

f E zR =+ Af = sup Ah,

b/ f € S(P) ~

1.f = inf Ag, g ~ s , g E Z ~

Af = sup Ah, h ~ f, hE Z *
~

u-;;.ka!te, Ie pIa t!: h E 'l!-, h ~ f .. Ah ~ 1.f~ •

Dokalte, Ie plat!:
00

a/ f n E Z, g = L I f n I -+ g € ZR ,
.n=l

b/ f n E ZR, f n ~ 0 =+ f: f n E 'l! ,
n=l

c/ f, g E ~ =+ A(max(f,g» + A(min(f,g» = Af + Ag ,

d/ s, g E :t:*=+ min(Af ,Ag) ~ A(min( f ,g» •

Necht ~,~ jsou <iva zakladn1 sysUmy funkc1 ned lII1o!1nou p.

Hecht ~C z:' Z:!C ~. Potom ~ = ~ • Dokalte a vyslovte obdobnou

vatu pro systamy . zf, ~. I

Ve v§ech deU1ch pf'1kladech - al do kepi toly 7 - pi'eclpokl-'Mme, Ie

Z .. Cr , Af .. (R) '- f II '

r

DokazuJte n'eleduJ1c1 tvrzen1:

al f(x) =1 pro 1E(O,l), f(x) =0 jindev ~~f; Z, fE'll',

f ; 'l!, f E Je • Af =1

r-;rzen1 dokezujte pf'mo z def'1n1c i pCllaoc1 charakteriet1k jednotliv!ch
sya"t<lm - viz napf'. vUe:~,
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b/ .t(x) = 1 pro x E(a,b), .t(x) = 0 Jinde v E1 ~ .t; Z, r E zR,
r;, 'l!-, .t f. Z++ interval (a,b) Je omezen$, Ar = b - a ,

c/ t(x) = 1 pro x E (0,1>, .t(x) = 0 Jinda v B1".t; z", r ff:t:,

Ar = 1 ,

dl r(x) =1 pro x E E1 " f f. ZR - 7!', Af =+ GO ,

e/ f(O) .. + 00 , rex) = 0 pro x ~ 0 ... r ¢ ~*, r E :e, Ar .. 0

r-;" protoIe plati implikace f E 7!' ~ f <+ 00 vliude, nemdle byt

rE7!',

b/ necht existuJi fnE Z, fn/,f, potom exiatuJe no a 8> 0

tak, Ie n ~ no ' x E (- a + 0) =+ rn(x) > 3 (oddvodni!tel) ,
tedy t41 nemdle byt f E ZR ,

>cl zi'e Jmi! Ar = 0
N

dl ukUeme, Ie Ar = 0 b~ tedy e > 0 , definu,jme flJnkci g
takto:

n 1 . 1
g(O) .. +00, g(x) =:if- .(+) pro xE (3n+! ; 7)

n = 0,1,2 •••.. ,

g( x) = 0 pro x E <1, + 00 ), g sud4 flJnkce v ~,

potom 1/ g E ZR ,

2/ Ag = E, ,

3/ g ~ r •
el pOd1e vi!ty 52 UI 1ehko uk4iete, Ie r tV O. ,~

s/ reO) = l,r(x) = 0 pro x ~ 0 =+ f tj. z, fE 7!', f ¢ zR ,
r E:II;, Ar = 0 ,

gI rex) =+ 00 pro xE(O,l), f(x) =0 Jinda v E1 ~ ftj. Z ,

rE'l!, r¢ r, A.t .. +00 ,

hI .f( x) = - 00 pro x E ~ :at r E r - zR ,tedy A.t = - 00 •

~ Dokal:te, Ie:

al
coax ¢ Z *, d/

1 er!---z ~
,

l+x

bl 81nx ¢ Z * , e/ e-~ E zR

c/ x 'I z * ,
[tvrzeni dokdte pf'!mo z definic i poulitim vi!ty 47 • [

12,30.1 DOkalte, l:e:

al A sinx = - 00 ,
N

Ax = - 00
~ ,

A ainx= +00
N
Ax=+OO

,

rr-ukaUe, Ie plaU: g E ZR, g ~ aim =+ Ag = + 00~ •.
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I2,31·1 sua D Dirichletova tUDkce v .~ 'llJ.
D(x) .. 0 pro x iraci0D4ln1).

Dokal!te, l!e:

*a/ D; Z ,

b/ AD~O,-

D(x)- 1 pro x raci0D41D1 ,

'.

c/ AD =0 •

IrK ddkazu posledn1ho tvrzen1 mus1te dClk4zat po~e Vlastn08ti
1n£111l8 toto:

1) g E ZR, g ~ D =+ Ag i: 0

2) ke kal!dlSmu E, > 0 ex1stuje takovli f'unkce g E ZR , l!e g ~ D
a Ag < E, , toto u]ga1tt8 nlis1edovnl! - bUCi E. >0 11bovolnlS a1s1o;
protolte mnol!1na rsc1onaln1ch a1se1 je v E1 spoaetnli, be j1

erovnat do poe1oupnosti {~,~,x3'"'' }. Okolo kdd'ho Xn
opUte interval I n - (Xn - ~. Xn + +) a def'1nujte f'Unk-

2 2
ce f' tekto:

n

f'n(x) = 1 pro x E I n , t n - 0 j1nde v ~.

Potom - napr. podle 2,28 b - je f' EzRa Af' = ~.
00 n. 211-1

Po1ol!1me-11 g = L f'n ' dostlivlime
n=l .

(X) g E zR (viz 2,26. b) ,

jJ) g~D,

7) Ag=2~

d/ D",O, te~ D E ~ a AD" 0 •

1IV1z pi'edchoz:! Debe vlitu 52 , tlSlt 5,6 ---.JI
12,32.1 awl x E (0,1> , x = ~ , kde p, q j80U celli ne80udlilmi a181a ,

q> O. Po1ol!me f'(x) =~; pro ostatn1 x E E
l

.,ua ,f'(x) .. O.

(f' je tzv. R1emannOVD f'Unkce).

Donltte, Ite:

1/ f' je spojltli v keltdiSm lrac10D4ln1m bodl!,

2/ v kal!d'm rac1onli1Dim bodli interva1u (0,1> mli oatr' lokli1n1
max1Jllum,

3/ f' E zK (ukal!te primo z def'1nice 1 charall:ter1stilQ' r."
4/ Af''' 0 , .,

5/ ex1stuje (R)!f'(x)dx .. 0

r ukaltte pi'imo al pomoc1 vlit,r 57--=J

6/ Ex1stuje (N)!"t · al (ZN) f'f'?
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auCi 0 C ~ otrri'eDll _oUna. Potom Co E zR , doblte I

n-Libovolnou oteTfenou _o~1nu v 11 lze vyj'df~t jako sjednocenf
spolletn4ho syst4mu otevi'eD$ch di8junktnfch interveld, pouUjte
2 ,28b • 2 ,2 6b --.:.JJ

* ~Je-l1 f e:e , je Af = Af Iviite 10/. Obr4t1 t toto tvrzenf nelze, tj.
N N *je-l1 pro nejBkou f'unkc1 f Af" Af, pak nemu81 jeitii bit f € ~

'"Ivzhledem k viiU 36 je pak pochop1telnii f f A I. 11veCime DIl81edujfd pH-
klad.

au! NC~ lebesgu8OVsk;y nemiii'1telDll _oUne, necht f'unkce t je
1dent1cky rovne 5 ne 11, potom

11 ! (~ + f) =A (~ + f) =+ 00 ,

21 ~ + f tjA .

Dob!te I Vlf:l.mniite 81 tIS! pi'. 2,13 •

12 ,35.1Rozhodniite, zde plat! n4s1edujfcf 1mpl1bce:

al f E ~ , f;a 0 ... fEzR,

b/ fEi', f~O =+ f E ~ll,

c/ R fn ....... t =+ f e zR (f E i' , ~*, A ) ,fnE Z ,

dI f n e i' , f n......... f =+ f E '11-,
e/ t e AI'1 ' Igl ~ t ne 14 =+ g eA M '

fEA"1 * , If I~ g *f/ , g€£,., na 14 ~ f € :£.I'f ,

'.
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3. Zkoumani konvergenee integralo..

Jednou ze zakladnieh uloh integralniho poctu je ~loha zjistit, do jakeho

systemu funkci zadel)a funkce patri. Jedna se hlavne ° urceni f'unkci ze systemo.
Je, /£ *-:e ,A - :1:*. S funkcemi, ktere by nepatrlly do systemu A Isystem

vsech metitelnjch funkcil se nesetklime. Funkee ze systemu A - e: jsou meti
telne, ale nemaji integral; funkee ze systemu .:e * -:e maji Lebesgueo.v imtegral,
kter1 me vssk nekonecnou hodnotu Iv tomto pripade rikSme, ~e jejieh integral di
verguje/. Funkce ze systemu :e maji.konecnj Lebesgueo.v integral Irikame, ~e je
J1ch integral konverguje/.

Mame k disposiei hlavne nasledujici vety - vety 28, 31, 33, 35, 48, 49, 53,
jeste jadnou si je zopakujte.

~ PoznWnke

polozime
...

a existuje-l1 If,
libovolnou funkei

a

b<a,;O+oo
a

./ t "0 pro
a

-00 ~Je-l1

Dale polozime

Je;611 I jednorozmernj interval, I" < a,b) , pilleme misto I ObYCete

j' . Je-l1 J nekter1 z intervalo. <a,b) , (a,b) , (a,b) , plati J f "
a ~

"~f , jakmile me alespon jedna strane rovnosti smysl Imnoz1na 1- J

je totiz nulova, odo.vodnete podrobne ! I.
Obdobna je s1 tuaee se symboly

Ja J+OO
-00 '-00

~ Vztah Lebesgueova, Riemannova, Newtonova a zobecneneho Newtonova integra
lu v El

Riemanno.v integral - je definovSn jako spoleena hodnota horniho Riemannova
integralu I " infimum hornieh soucto.l a dolniho Rie
manno:,a integralu I = supremum dolnieh souctO./,

- je definovan pouze pro omezene funkee a uzavrene
intervaly <a,b) ,

- existuje napriklad, je-li funkee f spojita v(a,b)
Iviz te~ obecnou vetu 57/, oj.

- znacime jej symbolem (R)J '
4

Newtono.v integral - baa F primitivni funkee k funkei f DS intervalu
(a,b) [tj. F'" f v (a.b)], necht ex1stuji
ylastni limity lim F{x) • lim F{x) , pak definuje-

x...4+ x...1-_ .
me Newtono.v integral vztahem
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I-
(N) r f = lim F(x) - lim F(x)i x-+J_ x-+cz+

Ije-li a nebo b nevlastni , chapeme pochopiteln~

x -+ b jako x -+ + 00 x~ a+ jako x -+ - 00 1
- existuje napriklad , je-li f spoji~ v uzavrenem

intervalu <a,b > I

- je-li f spojita v otevrenem intervalu (a,b) ,
pak je~te N - integral nemusi existovat ,

zobecnenj N - integral - viz definice 63 a 65 ,

- bua F zobecnena prim1tivni funkce k funkci f na
intervalu (a,b) [tj. F je epoji~ v (a,b)
a F'= f plati v~ude v (a,b) a! snad na kone~nY

po~et bod>1 ] , necht exietuji ylaetn1 lim1ty
lim F(x) , lim F(x) , pak definujeme
x~ ""+ x-.b_

~.

('Ol)! f = lim F(x) - lim F(x) I
... x~lJ_ x-oa+, *

Lebeegue>1v integral - je definovan pouze pro funkce ze systemu:e ,
- je-11 zapottebi jej rozlUit od ostatn1ch integral>1,

budeme jej ozna~ovat symbolem (L)!, jinak pouUva-

me pouze symbolu J ,
- poznamenejme, !e Lebesgue>1v integral mMe nabyvat

i nekone~ch hodnot, co! se nem>1!e stat u R , N I

ani 'Ol - integralu.

v~ty: II

(R) J f =9
Q. 6

(N) ./ f =9..
kterekoliv dva

Plati nyni d>11e!ite

11 existuje-li

21 existuje-11

31 existuji-li

existuje

existuje

z Uchto

Mohou nastat tyto pripady:

a) existuje (L)}' a neexi stuje (Rif (viz pro 3,3 )

b) existuje (L)J a neexistuje ( 'OlY' (viz napr. 3,3 )

c) existuje (N)! a neexistuje (L)'/ (viz napf'. 3,4 )

dl ex1stuje (N)J a neexistuje (R>.! (napr. neomezenY interval ~i

funkce, viz te! pro 8,54 )

e) existuje (R)'/ a neenstuje (N).! (viz napf'. 3,5 )

fl existuje (RV a neex1stuje ('OlY' (viz napf'. 3,5 1
g) existuje (ZNy a neexistuje (N).! (viz napr. 3,6 )

3,3. Bud D Dirichletova funkce (viz napf'. 2,31). Potom
•

a) existuje (Lli D(x) dx

r-Lze ukazat primo jako v 2,31 anebo v 5,6. J1nY ~vod 
mnozina racionalnich ~isel v 0,1 je spo~etna, tedy nulova.
TudiZ D '" 0 v <0,1 >~

1
b) neexistuje (R)}' D(x)dx

a

- 45 -



n-I]kazte, ze 11bovolnY horn! eoueet je ! a 11bovolnY doln!
soueet je nula .11

#

c) neexietuje (N)! D(x)dx

flcrkazte, ze neexistUje prim1tivn! funkce k Dirichletove funkc1
v (0,1). Tvrzen! dokazte pomoc! jedne z nasleduj!c!ch vat:

AI Bud F funkce, maj!c! v lntervelu <a ,b > vleetn! derivec1
F', bud <~ .;9>C (e,b> libovoln,Y 1ntervel. Potom ke keZde
mu f leUc!mu mez1 hodnotam1 F'(a) , F'(;.S') existuje

?[ e <a,;9> tak, ze F'('l) '" f Itzv. Darbouxove vlestnost
derivece/.

BI Bud F funkce, maj!c! v 1ntervelu (a,b) vlastn! der1vac1 F'.

Potom funkce F je funkce tzv. Ba1erovy 1.tHdy Itj. -jest
11m1tou posloupnosti spojitych funkc! ns (a,b)/ a mnoHna
bodd spojitosti fUnkce F' je husta v lntervalu (a,b) Itj.
oznseime-li A mnoz1nu bodd spojitosti funkce F' v interva
lu (a,b) , je A= (a,b) ,kde A znamena uzaver mnoZ1ny A
v (a,b) I.
Viz tez pr. 3,16~

1
d) neexistuje (ZN)~D(X)dX.

+00 D

J sinx
Uvazujte --x- dx • Ukazte, ze

D

a/ existuje jako Newtondv

~unkce sinXX je spojita v (0,+00) ,11m s1
x
nx =1 , tedy

X-+O

funkce (N)~ s1i
t

dt je prlmitivn! funkc! k funkcl ~
D X

na (0,+ 00) ; zb;Yva dOkazat, ze existuje koneena limita
x

lim J~ dt
x-+co t•

Aby tate existovala, je nutne a stae!, eby byla splnans (B - C)

pOdminka, tj.

x d

l ei n t
Odhadnate , ~ dt pomoc! 1ntegrace per partes pro Newtonovy

integraly /vata 701. V1z tez vatu 75 ID1rtchletovo kr1teriuml.1I

bl neexietuje jako Lebeeguadv Iv1z pl'. 3,47/,

cl neex1etuje jako R1emanndv.

V 3
1'.)0 x.>o

v
x'

V (x') X x:» XV D' D
X"

dt .( c ) .

~ Def1nujme funkc1 f takto:

f (~) = 1 , n = 1,2, •••• , f = ° jlnde v <0,1 >
Ukazte, ze

al exietuje
1

»J t
D
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IIviz napr. v~tu 57. Dokaite toto tvrzeni take primo z definice.
Je ihned vid~t;j ze libovoln$ dolni sou1!et je nula a ze k libo
vOlnemu G> 0 existuje dUeni D intervalu <0,1 > , pro nez
prisl~nY horni sou1!et je menlli nez f-:J,

•
bl neexistuje (N)If

~iz napr. obecnou v~tu A v 3,3c •
Ukazte tez primo, ze neexistuje primitivni runkce k funkci f

na intervalu (0,1>-:.J '
cl neexistuje ('lJI)J' f

rNecht . P je z~becn~na primitivni funkceek funkci f na inter
valu (0,1> , potom nutn~ je F konstantni v intervalu <0,1),
tudU

, 1 1
F (ii) ~ f (ii) •

Ukazte, ze neexistuje zobecnena primitivni funkce k funkci f
na <0,1> tez pomoci vety A v 3,3<:..-J1

f{x) = sign x na El Itj.

f{x) = -1 pro x E (-oo ,0)
. +1

al neexistuje (Nt! f ,
-f +'

bl existuje ('lJI)'/ f •
-1

f{x) .= 1

• Potom

pro X E{O,+OO ) f{O) = 0,

~ PoznSmka

Rikl1me, ze "J f konverguje" , Pr8V~ kdyz f IE :e!'l •
• H *Hikame, ze "If existuje", jestliZe f IE:eM ; v pripad~, ze

integral existuje, ale nekonverguje Itj. v pripad~, ze flE:e;: - ~IVI,
budeme tez n~kdy i'ikat, ze " J f diverguje" •

IV

13,8~1 Buaf spojita v intervalu (a,b). Potom f 1E~(a"n,
dokdte.! -6-

Ull Existuje (R) I f a poul!ije sa vllta 49

21 Ukazte, ze fIE A (a, fl.) Iv~ta 48/, f je omezena na (a,b > ,
poul!ije se veta 31~

Bud - oo(a < b < + 00 , bud f spojita v (a,b) • Nacht existuji
vlastni limity lim f{x), lim f{x)

x-+4+ . x-b_
Potom f E :era., do) • Dokazte 1

Plat:! tate v~ta i pro a = - 00 1!i b" + 00 ?

*< + 00 , necht f E it:(a, rf.) /tj. necht existuje

f{x) dx •
, ! 1

dx=lim -ii
l'l""t'+ooil2.

-6
jf{X)
a

Bud -oo~a<b

(L) /r ! I. Potom
a.

Dokazte!
lIViz vHu 28 ~
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*Predpoklad f E :£(a, 4-) je podstatnj, ukalOte, lOe jej nelze vYl'lechat

[3,n·.IBud -ooo;;.&-a<+oo ,~echt f€.:e~a.+oo) .

Potoin J f =. lim j f • DOkazte !
a ".. 00 a

Opet nelze vynechat predpoklad existence integralu vlevo, ukazte

1 3 ,12° ., Bull. - ~ .,; a < b 0;; : 00 , nech~ f E:e ;a.~) . Potom

J f = lim jf = lim if. Dokazte !
a x~Q_ a x-+ Cl+ 'I ' .

~uzijte vetu 28 a nasledujioi vetu IHeine/:

"bud S" funkce v intervalll (a,b) , bud A € Et, potom

lim s;?(x) = A #
x.. 1>_

{bn }"" , bn < b ,
n-r

pro kazdou posloupnost

viz taz cv. 4,14~

7/.

x
j'f(t) dt =
c

zjist1, ze

steei nyni uZit vetu 26-:J

a E (a,b) , je pro kazda x E (c,b)

Obdobne sa= F(x) - F(c) a aplikujeme 3,12.
e

j' f = F(c) - lim F(x) ,
c:z.. x.. Q+

Dokazte!

uzvoHme-li

I3,13°.1 Bud -00';; a < b ~ +00 , bUd f spojita funkce v (a,b) •

Necht F je primitivni funkce k fUnkci f v (a,b) Iproe existuje

Jestlize f E Je;a,~) , pak existuji limity lim F(x) , lim F(x)
Ine nutne vlastni ! I a x-+a+ x-+/)_

(L)jf = lim F(x) - lim F(x)
11 .x~lJ_ .x~a...

~ Poznamka

je spoj1tli v (a,b)., necht f

Pfipomenme naaledujici vety.
b

AI Necht.,.existuje (N)! f • Potom pro kazda x if (a,b) existuje

(N) ! f a oznaeime-li tento integrlil ~ (x) , je p primi tivni

funkce k funkci f na intervalu (a,b)

BI Vyslovte obdobnou vetu pro ZN - integral Ivete 66/.
t ~

al Necht existu.li (N)J f i (L) / f nech~ t (l a. # Q.' je spojita v a,b).
Potom (N) / f '" (L) J f • Dokalte I

a a.

W-POuZ1jte pfedahozi pozn8mku 3,14 A , vetu 28 a He1neho vetu v 3,12
e1 pi'imo av. 3,12~

~

bl Neaht existUji (ZN) 1 t 1 (L)
"

Potom jsou s1 rovny. Dokazte
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x E (a, b) ,bud n takove prirozene Cislo, ze

fn(x) = n • [F (x +~) - F(X)] a ukaZte, ze

Iz definiee/.

existu

(a,b) •

x+~E(a,b).
n

lim fn(x) =
... -t""

takto

derivaeL Potom
F'= lim fn v

"..""

f
n

vlastni
tak, ze

a (b _ L
no

n ~.n funkeio

no E N takove, ze

nyni pro libovolneDefinujme

Polozte

= F' (x)

Bud nyni

Bud- F funkee, majici v intervalu
ji spojite funkee f n v intervalu
Dokdte !

r-;.olte

f (x)
n

=/n.[f(x+~) - f(X)] pro xE (a,b -~),

\n. [f(b -~) - feb -~) ] pro x E (b - ~ ,b) •

Lehko uka~ete, ze posloupnost f n je hledanou posloupnos~

Srovnate-~i tento vYsledek s 3,3e , vidite, ze derivaee libovolne funkee
v intervalu (a,b) Ipokud v tomto intervalu existuje!1 je funkee Baierovy
1. tridy. Derivaee libovolne funkee v intervalu (a,b) nemusi byt spoji
ta ve v§eeh bodeeh (a,b) luvedte priklad !/, ale z 3,3 e plyne, ze
bod~, ve kterYeh je derivaee nespojita, nem~ze byt "mnoho". Pi'esneji,
mnozina bod~ 'Pojitosti derivaee libovolne funkee v (a,b) je v tomto
intervalu hus ta ,

Bud F funkee, majiei v intervalu (a,b) vlastni derivaci. Potom
F' E A [a , 6) • DokaZte !

r-Pouzijte predehozi cViceni 3,16 , vetu 48 a vetu 30~
.g.

Necht existuje (N) f f. Potom f E A (a, I) , dokaZte !

rJ?ouzijte predeh~zi cviceni 3,17~

I3,19~1 Vyslovte a dokazte obdobne vety k vetem ze cviceni 3,16 - 3,18 pro zobee
nencu primitivni funkei a pro ZN - integral!

Neeht funkce F ma v intervalu (a,b) vlastni derivsei.

Dokazte, ze- FE Jt (a,&) Isrovnejte s 3,171

I3,2t.[ I r ] E ~~a,-&)
-&-

Neeht f E.I\. (<>,6-) - £(<>,(,)' Potom a flfl = +00 .
Dokazte ! a

rPouZijte vetu 35 a vztahu If I = f+ .. f--=..1l

13,22~1
-& -t

Neeht existuje (N)J f a neexi stuje WJ s
Ukazte, ze Q. a.

f E A (4,(,)

f !Joni na
f ~ 0 ne

n/

bl

*- £ (a,t) ,

intervalu (a,b)
(a ,b) ,

sve znamenko, tj. neni anebo
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-t
cl (L)/Ifl; +00

a ~

dl (N) j1fl neexistuJe..
Srovnejte tez pro zajimavost s cvicenim 8,50 •

PoznB.mka

tj. ze funkce

jici pHklad.

-&
Podle predchozich cviceni je zrejme, ze pro vypocet (L)J f nestBci

a.
nalezt primixivni funkci k- funkci f na (a,b) a ~pocitat rozdil prislu~-

nych limit. VZdy musime nejdHveoverit, ze (L).! f skutecna existuje,
<L

f patH do systemu £'~,-t) • Prostudujte peCliva na aLedu-

_13,24] Definujme funkci _ f takto:
,

f(x) ; 2x sin ;z 2 cos +- pro
x x x E < -1,0) U (0,1) , f( 0) ; ° .

Lehko zjistime, ze funkce F

F(x) ; i sin ~
x

pro xe(-l,O)U(O,l) ,

F( 0) ; ° ,
je primitivni funkci k funkci f na intervalu <-1,+1 )

f neni v intervalu (-1,+1 >

I.

omezena, uva-

+1

(N) J f ; ° ,
-1 +1

bl neexistuje (R) J t-,
r--ukazte, ze funkce

Iv~imnete si, ze derivace funkce nemusi byt spojita funkce

Dokazte, ze

al existuje

zujte napr. posloupnost
-c.

cl neexistuje (L) J f
a.

Hukazte, Ze 2x sin ~ E ;t: (-1, +1) , zlltimco
x

rj J:'~-l,+l) , viz tel'. obdobnY pI'. 3,56~ •

~ cos 1z d
x x 't

uZijte

druhou

vatu 5,3 , tj. vatu
00

potom J ~
a x

a,b E E
1

, a < b ,

konverguje, prava kdyz a: > i ,

J-c. dx
potom It konverguje ++ a < 1-

a (x - a)

fUkaZte, l!e funkce ....l... EO :e~ odle Xt 48 53 t'x lt (a,+oo) p ve a a po " po-

cviceni 3,11. Tel'. pak mdzete pOuZit pI'. 3,13. Obdobna pro

Ms~

al bud a) ° ,
bl budte

~ Dokazte

I3,26°J Dokszte nasledujici vatu:

"Budte

I - 00

f,g

< a

spoji te a nezaporne funkce v intervalu <a ,b)

< b ~ + 00 I. Nech~ existuje lim.tin()" A •
x-+b_ g x
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Potom

11 je-li 0 <A < + co , plat:! [£ E £(4,1) ~ g E ~ (a, I)] ,

21 je-li A = 0 , plat:! [g E :e(Q,~) =9 s E :e(12.,-&) ] ,

31 je-li A': + 00 , plati [g E .:e;a,I)-£(Q,t)-+£ E.:er:,-&j-.:erQ,J.)]:'
~uzijte det:inici limity a vetu 31~ •

Jak by bylo mozne pozadavky kladene na £unkce £,g zeslabit?

13 ,27 ~.I DokaZte nasledujici vHy:

,

fUnkce v intervalu (a,b) ,

(b - X)fL = A

a nezaporna

lim f(x)
x->b_

II Bua £ spojita a nezaporna £unkce v intervalu <a,+ 00) , a > 0 •

Necht existuje lim £(x) • x
Q = A ~ Potomx... +00

11 A E (0,+00) =9 [£ E .:erQ,+CO) 49 eX > 1 J '
21 A = 0 =9 [a > 1 =9 f;, ~ (a, _] ,

31 A = + 00 ~ [a 6 1 ~ If = + 00 ]

rr-J?ouzijte bUdto cViceni 3,25 a 3,26 anebo primo definici li

mity .:.J
III Bud f spojita

Necht existuje

Potom

11 A E (0,+ 00 ) ~ r t E :£ra,'6) # a < 1 ]

21 A = 0 ~ [a (1 ~ f E ~(a,-e) ] '

31 A =+ 00 ~ [a :!o 1 ~ fr =+ 00 ] •

Vyslovte obdobne vety pro nekladne £unkce !

Jak je mozno oslabit predpoklady 0 funkci f ?

IDokazte, lie 1 2 E:£ (0,+00) !
, 1 + x

1 +

( R)//

1.....:.

1--;:

+ x
2

El dale plati

existuje

Jeliko~ v

dx , tedy 1 +lx2 E.ecO,l) 1 veta 49/.

odhad 0 ~ 1 ~..J....
1+x2 x2

a j- E ~(1,~"!1/veta 53 ci cvic. 3,251 , je i 1 +
1

x2 E :£(-1,+00)

/veta 31/. POuZi tim vety 26 odtud plyne, ze 1 E ae
1 + x2 (0,+00),

fl7 Funkce ---1..-2 je spojitB v intervalu (0,+00) , tedy
1 + x

1 EO A (0,+00) Iveta 48/. Jelikoz je ta to funket> kladna,
1 + x2

1 <L)71
je E "'" Iveta 33/.1 + x2 (0,+00)

,21 Protoze funkee 1 je BP" ojita v (0,1 > ,
x2

3/ Pouzijeme-li cviceni 3,27 , dostBvame ze vztah~

lim 1 • ~ = 1
X'HOO 1 + x2

a = 2 > 1
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tvrzen1, ~e
1

2
1 + x

€.Jt:(f,+OO) •

41 JinY zpOsob dOkazu:

jeliko~ jame zjistili, ~e

00

(L)/l 1 dx existuje+;

co

, tedy i (L)J 1 2 dx
• 1 + x

;{'

/ 1,l- E 5e(0,+00) / a je11ko~
1 +

(N)JOO 1 2 dx = [arctg x] x=+oo =
.1+x x=O

integra1y nastat rovnost Ipr. 3,151

je konecnY, tj. 1 2 E:e/0 +00)
1+:x;· ",

51 PouUjte ta~ cviC. 3,13~

JL
2

, ~us1 mezi'ob~ma

hlediska dobraho proc,icen1 1atky - v~dy vsemi

jame mohli postupovat i

pro chovan1 integra1u v

Pochopiteln~, ~e

O~ 1 "'" 1
1 + x2

duj1c1 tvrzen1 dokazovat z

mO~nYmi zpOsObY.

jinak, napr. vyuUt odhadu

interva1u (0,1) j zkuste nas1e-

13,29, Baa
co

a E E1 , potom J ~ = + 00
o x

lfPoUUjte v~tu 26 a 53 •

3,30.
co

Uka~te, ~e J dx
o fx3 + 1

= + 00

1

= + 00

l.

pro x> %0

Jak doka~eme tuto posl.edn1 nerovnost? ~ejm~ je tato nerovnost
ekviva1entn1 s nerovnost1

21 1 E
flx3 + 1

;

00 d
3/ dale ukazte, ze oJ x

1 Yx3 + 1

al posledn1 tvrzen1 dokazeme treba nasl.edovn~:

tvrd1me, ~e existuje takova %0> 0, ~e 2i ~

flI Uka~te, ze

=1 , existuje napr. k c1s1u

pro % >% •o

%

....l.-:6~
2 Yx" + 1

Protoh ale 11m
.x.. 00 Yx3 + l.

C = ~ takova %0 Ipodle definice l.1mityl ,

%>%0 ...... 1-
2
1 "'" % "'::1+l.-, - rx3 + 1 - ~ ,
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+ 1

X o ) · 1 ?

dx=+OO •

jiMho, nez

J oo 1

je }'x3
.x.
, je-li

1

Icoz vlastne neni nic
I, je vzhledem k

coz jsme vlastne chteli ukSzat.
00

Jelikoz nyni J ~ dx = + 00

~o ~.

Jak je to s integrtilem J dx
., jlx3 +

bl pOuZijete-li cviaen! 3,27
rychle provedenti Mst af

lim~.X=l, Ot=l
Hoo fx3 + 1

doktiztino, ze J~ = + 00 ~..
., i,;J+l

3,31.

Celj postup

Dokazte, ze

si dobfe rozmyslete a jednotl1ve kroky podrobne oddvodnete!

J"log (1+x2)
2 . dx konverguje I

4 l+x

~ Ukazte, ze integrtil existuje jako R1emanndv-.!JI

,

, ....
lim~
)(+0 X

lim 10g( 1+x)
X+O X

e X- l
lim

x+o X

,lim 'I!:.
x...+oo eX

arctg x
lim

)(+0 X

x ,

Pf1 vylletfov!ini konvergence integrtild, je tfeba velmi dobfe zntit chov!in;(
jednotlivjch funkci - zvlti~te v okoli "nepfijemnjch" bodd. Zopakujte si
proto, jek vypadaji napfiklad ntisleduj;(ci 11mity:

xk
lim

X++OO log x

lim l-cosx
)(+ 0 x2

pro x ) xo •

-,} <4
e E e: (0,+00

existuje tekove

Pro~?

Nase nerovnost je ekvivalentni nerovnosti

rv Funkce e-,1- je spoj1tti a kladnti v intervalu (0,+06) ,
-,1- U) ~

tedy e -,1-E ... (0, +00) •

21 Zfejme;. E se(O, 9) Iproa?l; protoze

lim e- .,1- =0, je podle cviaeni 3,25
.x-.+oo ,1-
Tud:!Z e- E it: (0,+00) •

31 Lze take postupovat tak~o Icoz neni nic jineho, nez ddkaz vet ze
cviaeni 3,25 I:

DokaHe, l!e13 ,32 .

a z detin1ce l1mity.

1 pro x > xo
-x?- .

lime .,}=O,)(..,.+00

Lehko

vyplyva ze vztahu

~~ dX' je kone~nY pro Xo > 0, je koneeny i integrtil

ukazeme, ite e-,i2€ :e (o,x.) .

ktera

Proto~e
00'

J -re . dx •
.>I.
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1s POlllOC:! jek;Ych vl!t ? I....:JJ

->f... -zx + 1 Iprol! 11,

lodAvodnete I 1 •

41 Je§te j1n$ ~az:

pro kazde x E E1 jest

tedy tez e-Xl- ... e-2x+l
co

Zi'ejme (L) J e-2x+l dx
00 •

a (N) ~ e-2 x+1 dx =~
o 00 2

lle 0'"' Je- X dx"': ~
D

existuje Itj. je

• Odtud j1ll lehko

-2X+l 7i!
e € ~(O,+OD) 1
•

ul!1nime zaver,

€ ;((1,2)

•
fl/OpCt

eX Jr
ukaZte, ze f x2_J.

e ;((1,2)

21 Protoze

x ].

11m . e (x - 1)2 = ....L , tedy ex = :!: < 1
.... ,... 1,.2-1 (2 2 . ,

je podle 3,25

31 UkaZte, ze existuje tskova konstsnts k > 0 , ze

k.

Ix-l
Toto dokazte napr. tskto:

o ~ = •
1

a f'unkce

i omezena v

Ze vztshu

eX < >- je spojita v 1ntervalu 1,2, tedy
1X+1

<1,2 >
~ € ~(', 2) pak p1yne tvrzen~

x-l

13 ,34.
1

Dokazte,!e J ~ dx = ... 00
D l-x

r- , cpR
U11 Opet ----*'r € "'- (0 +00)i-x- J

21 Proto!e 11m~ (1 - x) = :!: ex =1 ,
X"'_ l-r 3

plyne podle 3,25 tvrzen:!.

31 Ukafte, !e existuje takovl!i kladnS konstants K, l!e

1

x € (0,1) ",. ~
1-:C

2
l+x+x

;a.-L
l-x

e f'Wlkce 1
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naby;.1i v intervalu <0,1 >
doklizete tvrzeni.

41 Spo~teteprimitivni funkci

a pOuZije cvi~. 3,13~

kladn~ho ~inima , odtud jiz lehko

F k funkci ..J........ na intervalu (0,1)
1-~

3,35. Dokazta, ze

IrU Ukazte, ze K
log x E ;e(O,f;

- ~
a x 4 7i'

log x E :e (.,,+00) •

log x E*'

9
x 8 =0 ,

al ex:l.atuje K > 0 tek, ze

pro velkli x,

21 Ukazte, Ze

al x- i log x E:t:('1,+00) , nebot

lim rx- i log x] •
X.l)+OOr

bl x- i log x ;. :Lro,.,; , nebot napf'.

lim ~- i log x ]. x = - 00 •
)(.." 0+

31 Ukazte, ze

bl existuje C > 0 tak, ze

- 2. -0
x 4 log x ' --- <0 pro x E (0,1) •x

41 Naleznete primitivni funkci a pOuZ1jte 3,~

13,36.1 Dokazte, z~

lukazte podle 3,28 v§emi zpdaoby, yYeledek a1
pamatujtel ,

21 log x E g((0,")

31 10g~l-as) E:L(0, 'f)

41
10g( 1+x) .,

x E N(O,f) 91 --l.... E £r,Ko'1,- :teo 'f)
log x , " •

10gx u>
51 E ~ (0,1)

1 - x

61
log x u>

E "" (0, + (0)
1 + x2

101 1 E V'
""'(0,.,)

f x -x)x(e -e
co

J artg x
111 dx=+oo

° x

71 log sin x E :;((o,f) 12/ ;

00 dx

~~
1 x. Yx-+1

< + 00

- 55 -



13/

00

15/ ..f 3x
o x + 1

1

f y:3+x

oo~

14/ J-";4=-- <be
a x + 1 konver

guje

konver
guje

+1 1:

/
eX

29/ ( Isin ~ I )
-1

00

30/ / e-x sin x dx

"
1

31/ / 10gx sin ~ dx

"

konverguje

konverguje

konverguje

konver
guje

JDO~+ 1
35/ - dx '" +00., i'

36/ /OD10g(1+x2> dx '" +00
., x

konverguje

konverguje

diverguje

konverguje

konverguje

konverguje

"

dx"'+oo

sin 1: dxx

1 E ~(.,,+oo)
i(x + 1)

34/

DO

/..f . x+1 dx '" + 00
4
2.,

x3-1'

x..
43/ 1+x4 E:e(O,+DO)

COrx
44/ J %2 dx

" l+x

, 1
32/ J x- j

"

-I dx

40/ J x
" e - cosx

, I'~ log sinx
411J ~ dx

" , x

DO

J log x
33/ --

!l. x

., IX <be
39/ J sinx

o e - 1

38/

37/

2 1 Je16/ sin X E ('1,+00)

:r
171..f <be

• fsin x

00

/
log x

23/ "x.l:x2_1' konverguje .

/
.;f dx

24/ ,r- konvergujeo ,tgx

I'oo_(~+~)
25/Je x dx konver-

o guje

00 1

26/ /(X)X dx '" +00
•

j'f ...J...... konver
18/ e- if <be guje

o

.,
22/ J lQ "'-00

o x. I-x

., -.£
19/ j' log x e x <be

" konverguje
00 1

.I sin x
20/ <be

• ~ konverguje
., 1

I cos i konver
21/ I 2 dx guje

o 1 - x

L

271/~ dx '" +00
" 2 - x

+1 [ lJ
28/ .J'cos sin ~ + eX dx

-1 konverguje
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451 x € ~(O,+oo)
(1+X)3

+3 1
491 J - dx

-f ~
konverguje

00

461 J dx

o I x3+5x+3 konverguje

+1

501 .I .-4f- dx
-f x-l

diverguje

471
00J dx

o r 2x + 5 diverguje

~

48/ J
1

dx
x.logx diverguje

13,37°.1 II Bud r derinovlIDa v intervalu (a,+oo ) • Necht f EA (0,+00) ,

f ~ 0 na (a,+oo) Necht existuje 11mite 11m f(x) = A • Je-11

J
~ x.+~

A > 0 ,je f = + 00 • Dokazte !

rr- a 1l
II Zrejm~ f E :f.(a,+oo) • Podle definice 11mity existuje tekovl!

xo > a , ze- 0 <~ ~ f(x) kdyko11v x ~ X o • Telly nutn~

ee

./!
x 2•

= +00 ~

Co lze r!ci v pr!pads, ze A =0 ?

III Bud f E :t:(a,+oo) , f;;o 0 na (a,+ 00 ) •

Potom

1/ bUdto

'"2/ nutne

lim f(x) neexistuje, anebo lim f(x) =0 ,
)(-+00 .x.. tOO

11m inf f(x) = 0 •
)j' .... +OO

f ~ 0 na (a,+ 00 ) ?

Uvedte pHklad funkce f E 2(0,+00) ,

neexistuje ! /Viz kupr. 3,52/.

Jaka je si tuace v pr!pads, ze nen!

f ~ 0 takovl!, ze 11m f( x)
x.. +00

I3,38·1 Pozn8.mka

Srovnejte V1sledky predchoz!ho cvi~en! 3,37 s obdobnjmi vlastnostmi
konvergentn!ch red

""I L a konverguje =9 11m an = 0 I.
1t.=1 n 11.. 00

Velmi casto se stava, ze funkce jej!z integral zkoumame, je funkc! jests
nejakeho dels!ho parametru, tj. jest funkc! dvou leventuelne v!cel promen
nych. Pro nejakl! hodnoty tohoto paremetru mil.l:e integral konvergovat, pro
jinl! divergovat ci vUbec neexistovat. Nes!m Ukolem je pak zjistit, do ja
kllho systemu runkc! dana -funkce patH pro roznl! hOdnoty parametru.
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V~imn~te si, !e obe vety ze cvi~en! 3,27 dSvaj! nejsilnej~! tvrze
n! v p~!pade, !e limite A je konecn~ a rdzn~ od nuly. V pt!kladech se
vzdy snazime tedy nal11zt exponent a; tak, aby skutecne by10 0 < A <+ 00 •

V da111ich prik1edech vzdy x znamena promennou,. ostetni pismena parametry.
~ten~ri by nellkodi10, kdyby si jiz nyn! ptecetl odstevec 4,14.

3,40. Dokazte, ze
a-l

x
l+x e .f£(0, +00) # 0 < a < 1 •

fll FWlkce

pro vliechna a E E1 •

a-1x
l+x

(0,+00) , tedy

je pro kazdll a E E1
a-I 7i>_x-eZ

l+x (0,+00)

spoji~ a kladn~ v interva1u

21 Pouzijeme cvi~eni 3,27.
a-I

Protoze lim x x1-a = 1 , jest
Je-+o+ l+x

a-1x
l+x 1 - a < 1 , tj. a > 0 •

a-1x
D~le 11m-

x-++.. l+x
?-a

JC =l,tedy

a-1
x
-- E .K{-t+oo) # 2 - a> 1 ~ a< 1 •
l+x '

a-1
Celkove je !.-- E :t:. # 0 < a < 1 •.

l+x (0,+00)

31 Jinl! i'elleni:

v podstete -t;ymz - v~ jiZ znamYm - zpdsobem uk~zete, ze existuji

kladnl! konstanty IS. ' K2 ' Cl ,C2 a re~ln8 c!sla ~ > 0 •

xc> 0 tak, ze

I-ax

a-1x
l+x

C
x E (x ,+oo)~ ....:l....- 6

e z-ax

a-1x

l+x

Odtud opet vyplYv~ tvrzeni.

41 Ukal!me na tomto pHklade, jak by ai mU asi poc:(nat zkullenlljU
posluchac.

Phdne si uvedomi, ze integral enatuJe pro kazdou hodnotu
a E ~ • Zjist!, Ze jedinYm1 -nepi':(jemnYmi bo~ Jaou body -0.

a - + 00 - • V okol:( nuly sa integral bude chovat jako integr~l

z f'unkce -z!'-1 Inebot f'UDkce l~X neDUl ., oko1:( 0 na konvergenci integnl-:

4 a-I
1u !~clDt v11v/,tedy lntegraV !.-- dx buds konvergovat, pnlve kdy!o l+x
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- (a - 1) < 1 • V
integrl1l z f'unkce

..J...l+x jako runkce

okol:( nekonel!na ee bude 1ntegril chovat as1 jako
xa-2 InebOt v okol:! nekonel!na ee ahov' runkce

+ I, tj. bude konvergovat, pr'vl! kdyl

7?
~ (0,+00) - Je(o, +00) ,do syst~mo.

-(a - 2) > 1 • Odtud jU zjist:! .,ysledek, a protoh je zkullen$ po

slucha~, lehko sva tvrzen:! podrobnl! OdO-vOdn:!-=....IJ

a+2x
3,41. Zaraate runkci

£(0,+00) v zavislosti na parametru a I

~oveate diskusi jako v predchoz:!m pr:Ckladll integral konverguje,

pravll kdyl a E - ~ ; - ~ ) ~ .

3,42.

00

j arc¥.xDokalte, Ie .
D X

dx konverguje, pravl! kdy! k E (1,2) I

G Ukalte, Ie arcts x €.l: 7?
k (0,+00)

X
pro kalda kEEl'

21 Pou~ijte cviaen:! 3,27:

arcts x e:t: (0, 1) ~ k - 1 < 1 ,
xk

arctg x k 'Jf
lim 'k- x =

.... +00 X 2 tedy

arctg x U>

~ E o<.(1,+DO)#k > 1 •

31 Odhadneterunkci arctg x

~
jako v pro 3,40 - 3 1 •

4/ Zkul!eny poslucha~:

--l-- y arctg xu nuly se runkce chova jako runkce ~ Inebo~ je asi
x x

1 1 • u nekone~na se chova jako runkce ~ / nebot arctg x je asi
:Jr
:2 / , odtud odvodi vy sledek~

konverguje ~ s E (0,+ 00 ) •

- 59 -



1/ Integrll.l existuje pro ka!de s E E1 •

2/ Pouzijte cvi~eni 3,27

3/ Lehko ukll.!ete, !e
-1

...... e ~
x /iE(O,l) -... 'l=S-

x

odtud plyne tvrzeni

Viz te! pro 8,6~

B Doka!te, !e

o
11 j' ePx dx

-ee

21 x2 cos ax

31

konverguje

E ~rO,.2) #

€ £-(o,Jrj ~ a E (-00 ,2) ,

konvergujeCOB 2bx dx

.lU.nl:r. -ax UJ
41 aE(O,+OO) =* x e E ....(o,+oo).

co

5/ J e-x2
o .,

61 a ..:; -1 ~ J xa log x dx = - 00
o

71 (tg x)a € :ero 2:.) # a E (-1,+1)
, .2

8/
xn

E ~(OJ) ~ n € (-1,+ 00 )

11-x2
,

.,
91 J xP-1 (1 - x) q-d, dx konverguje # p > 0 • q > 0

0

10/ ~ E :t:ro,+OOj ~
2+x

a€(2.+ 00 ) ,

diverguje pro v§echna kEEl

*11/ pro kteni

00

121 J?- dx

°

n, k
oo~

konverguje J
IJ 1+zIl

,

,

13/

14/

l-COBX U1
~ E ....(O,Jr) ++ k < 3 ,

1
-"::;""-a E :e(0 7r) <=> a < 1
(sin x) ,

,

15/ k E (-1,+ 00 ) ,

,
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171
~ x?

J-dX=-+OO
/) l_X4

,
00

181 j' log(l+x) dx konverguje ~ n E (1,2) ,
I) yf

191 J~ arctgax dx konverguje ~ a EEl
" x.h-~

201 dx konverguje ~ a E <-1,+1 > ,

211
00

j cos ax dx
2 2

D a +x
konvsrguje a#-O ,

:T

221 j'log (sin ax) dx konvsrguje ~ a e (0,1> ,
o

241 bua a > b, potom

,o <,b < a < 1dx konverguje
/) l-x

00

J a-l b-lx - x

,

diverguje pro v~echna a,A E E1

251 j''':in ( I x2a + 1 - xa) dx konverguje ++ a e (1,+ 00 ) ,
o

J " , 2t
261 X

s (1 - x) dx konverguje ~ s > -1, t > -1
I)

I x -Y!' u:J
27 x e € ~ (0,") # keEl '

~ Jf-l '
281 n e E1 "* J - dx = + 00

I) l-x
00 2

291 J...:.- dx
A a2+~

Dal§im typem pr:O<lad\\, kter' budeme reA'i t, jsou tllohy, v nichi 1118me

'"uk'bat, ze dana funkce nema integral, tj. ze neleZi v syst'mu :e . Pro-
toze v praxi ae neaetkame a nemeritelnYmi funkcemi, jde 0 to dokazat, !e
dana funkce leZi v syst'mu .A. - £ "'. K tomu budeme hlavne pou!:!vat
naaleduj:!c:!ch vet - vety 26, 27, 35 a 44 , zopakujte si jejich znen:! I

3,45. DokaZte, ze sin x E A (1),+00) '"- :t (o,+IJO)

IDopo~time se zde jedn' nekonkretnosti - m:!sto abychom spravne peeli
"funkce sin", p:!~eme "funkce sin x" , atenari tate men~! nekonkret
nost snad nebude vadit./
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k funkci

existovat3,13

funkce

*sin x ¢ Jf:(0, + 00), tedy

fiI Funkce sin x je spojita v intervalu (0,+00) , tedy

sin x E A (0,+00) • Odtud plyne, Ite (sin x) + f ;e (0, +(0) ,

(sin x) - € ;;,f ""(0,+00) /veta 35/ a podle vety 27 je

00 00 (:: 11 +1) 'Jr

.!(sin x)+dx = L .I. sin x dx = +00
o n=o ;1.711.

00

obdobne J (sin x) - dx = + 00
o

/vete 35/.
'*2/ Kdyby sin X € ~(~+OO) ,musel by mit podle vety 27 ·smysl soucet

00 (1l+1)%L J. sin x dx , colt v§ak neni splneno.
?t-o 1t:Jf *

3/ Kdyby sin x € it? (0,+00) ,musela by podle cviceni

limite lim F(x) ,kde F je libovolna primitivni
x->_

sinx na (0,+00 ) • Ale napr. F(x) = - cos x a uvedena limite

zrejrne neexistuje.

4/ Definujme si funkci g na El takto:

g(x)

_______ sin x

=<----0

pro

pro

xE(O,+OO)

x E (-00 ,0)

Ukaltte podle definice, obdobne jako v pro 2,30 I Ite

OJ

Ag = + 00

""00

tedy i J sin x dx = + 00
o .

definici za vetou 12 /

Odtud je videt, Ite nem~lte byt

Ag = - 00
OJ

00-1 Binxdx=-OO

'"
* .

sin x E :e(o,+OO) .-.1l

/viz

+00
3,46. Dokazte, Ite neexiBtuje )' x dx

-00

IllI Ukazte opet, Ite x € A a dale, Ite

,*"
x € ~ (-oo +(0)
~ ,
~ ,lim

x... -oo

+00 00

.!(x)+dx = ./ x dx = ... 00
-00 0

+00 0J (x)-dx = /'(-x) dx = + 00
-00 -00

*2/ Kdyby bylo x f ~(-oo,+OO) ,muBel by mit smysl Boucet

o 00

JXdx+Jxdx
-00 0

3/ PouZijte tllit cviceni 3,13 - kdyby bylo
+00 ~

museLo by byt J x dx = lim ~
. -00' x++oo

ale rozdil poslednich limit nama smysl.

4/ Poultijte tllit pro 2,30~
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00

(Ll ! SinX x dx3,47. Dokazte, ze neexistuje
o

!Viz tez pro 3,4/.

rv Pomoci vztshu

(2n+1l.1T

x E(k7l", (k+1llf)

s vety 27 ukszte, ze

2

! > _1,,-~
x (k+1)7I"

= + 00

Obdobne
00r sin x _

J (~) dx = + 00

•
•

2/ Pouzijte tez primo vetu 27 •

3/ Lze poilZit cviceni 3,13 pro dO.kaz neexistence tohoto integra1u? U

3,48. Provedtc diskusi existence
00

J sin xs konvergence ---a- dx
• x

r;; a E <2,+ ex> 1 ""*
:II'J sinsx dx=+OO

o x
,

b/ a E (1,2) '* sinax E :1:(0,+00)
x

00

c/ a E (- 00 ,1 > ~ J ~ dx
• xa neexistUj~

Jsk6 bude diskuse, budeme-1i chapst tento integral jako Newtondv ?

,-- ---,
, 3,49.' Dokazte, ze
L_ ... __ J

1/ pro a E (- ex> , 1) ,

"in x *E A -;f pro a € 1,+ 00 )
(1_x2 ) S (-1,+1) (-1,+1)

,
+00

2/ nee xt atu te f sign x dx ,
-00

3

3/ neetistuje J cos x dx
_00
. +CD

4/ neexistuje J ~:1 dx ,
-00

00

5/ neexistuje 1* cos x dx
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00

61 neexistuje .I sin x2 dx
II

r;; ukal!te, Ie

1

!fPouUjte vztehu

(
(2k+1)T

x € 2 '

a pos1edn! f'ada divllrguje,
00

obdobn~ J (sin ~)- dx = + 00 ,
II

bl pomoc! v~ty 0 subst! tuci uks!te, !e
00 DO

JSinidx=!J~ ~
II 2 " .17

tato rovncet plat! co do existence i co do hodnoty ,

pod1e pi'. 3,48 vilak pos1edn! integrli1 neexistu~,
00 l

71 J~·dx = +00

" X

f;"iz obdobn! pi'. 3.47--.Jl I....
J sin ax81 neexistuje dx pro !adn4 a # 0
" fx2

-x+1

r;ua a > 0 • vyu!ijte odhsdu

2k" (2k+1)". I 2 L (2k+1)"
x E (- =::..;:~~ )~ :c - x + 1 a x ~ a:.JI

a' a

13 .50.!lJefinUjme 1'unkci

(_l)n
1'(x) = -

n

l' takto:

pro x E <n-1.n) • n=1.2.3 ••••••

A <1*
Doka!te,!e l' E (0,+00) - oc.- (0, +00)

Ir1i Ukal!te.!e l' E A (0,+00)

al pou!i tim v~ty 56 anebo

bl nasledovnli:

1'n takto In· 1.2 ••••1

pro x E <0-1.0) •
l' (x) = 0 jiode
o •

potom 1'0 E A (0,+00) Iproi! tl a
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s = f. £n·
00 00 71-'"

21J t+!! J t- = + 00
o 0 ,..

31 Kdyby t E ~(o.+oo , psk nutn~

Co lze Hoi 0

tate l-ada konvarguje,
00 00

.11£\ = L. ~ =
D 7\-" 00

(N) J £
o

co! je ve sporu s v~tou 44 , nebot

+00 -:Jl
00

l!i 0 (ZN) J t ?
•

...
3,51. Zkoumejte

00

j---=---
a

dx pro (J ~ 0 , a>o •

IrtJkazte,

11
1 +

!e 

x 13 1!

e :e (0,+00) pro a> 0 ,

21 plat:! vztah

« 2l+(n:J") • sin X

x E (n Jr , (n+l) 11"
(n Jrl) =+-------

1+ [(n+l)"f. sin
2x

[ (n+l) ,,1 13

2sin x

,

=

('1+1)11" dx

c+ J 2
'1'/1' 1 + A sin x

3/ A > 0

:;r
xiS dx

, ;J ~ 0 ~ .I41 a> 0 a 2 konvergujs ,
• 1 + x sin x

f.. tr (n 7' l 00
x lJ 00 [ (n+l).1Tt

~ I~+
dx

5/ ~ L ,
"'.~ /1+ [(n+l)"t x« • sin2x '1l-1 11 + (n1f)a

" 00 13 ~a.
61 mH\ integral tedy konverguje, pravt\ kdy! konverguje l-ada L n -:0 ,

1 X-4
tedy pravt\ kdy! ~ - 2 a <- 1 tj. pravt\ kdy! a> 2 (fJ + 1~

o Pozn!imks

Podla prede§leho cvil!en! konverguje napr!klad integral

/00 xdx •

o 1 + x5 • sin2x

je spojita v intervalu (0,+ 00 )

x

Funkce
1 +

si, ze pres

x

x5 •
tyto

2sin x
dye podm!nky nen! lim

.x~+"" 5 2l+xsinx

a vil1mn~te

=0 • Stal!! tl-eba
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?
x

a doat4vame,!e 11m
XoO+- 1 + ~ a1n2len

~emu je tedy rovna 11m
.xoO+ClO 1

uvdovat poaloupnoat len = n :r

= + 00

dx konverguje
Isin x I

/V1z t6! pro 3,37/.

l3,53.1 Buche ex) 0, 13;l!!, 0 • Potom

/'0 x lJ

o 1 + xe:t •
+=+ a > jJ -~ 1 .

Doks!te

b+c)2a.konverguje +-+

a,b,c kladn~. Potom
eax

Budte
00

/-------- dx
o

Dokezte !

rr-clbdobn6 pro 3,51 • Je nutno spo~1tat

N'li integral pak konverguje ...

konverguje ~ b + e ) 2a -=J
I ebn+cn

13,55~1 zarahe funkci £ , do ayat6mO.

R
, K(Q,+OD) - Je{O,+OO) v zavialosti na parametru a

/3,56.I/ViZ t6! pro 3,24/.

Definujme funkci £ na intervalu (0,1) predpiaem

rex) =-JL (i Sin+ )
dx x

Ukazte, !e

,vyplyne

'I

al (N) J t = 0
" f '

bl (L) ~ £ neex1stuje.

"~ zreJml! t E A (0,'1) 1'(X) = 2x sin -:; - 2: cos ,.,f
Funkce 2x sin ~ ld1 v syat4mu :eftu " vyietruJme 1'unkci

x I .I *
g(x) = -~ cos; • tlla'!~me-l1,!e g ¢ if (tJ,1)

odtud a z vl!ty 41 1 1',:e(tJ,'1) •

g ,

25535 25
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•
Bua tedy an = (n + if I" , bn = (n - j)-f, xe (an,b

n
>. Potom

n1f -}7T'~+~n:»'+~:T ,
x

tud!i a
.1-,

00 "

Icos L Idx ~ Jf L. J ~ dx =
;t- 1/-1 411.

=.!L. f log~ =+ 00 •
2 11-1 3n-1 . *

Podle v/\ty 44 a pi'. 3,22 nemMe byt g E ~ (0,1)" Jl

13,57.1 Bua f funkce spoji til De intervalu <0,1 >.' teO) = 0 •

Necht ex:l.stuje vlastni t;(O) • Potom / a dx konverguje.

Dokaiae !

r-uka!te, ze a pou!ijta 3,2~

,

•

13,56.1 Rozhodnl\te, zda plati nasledujiCi impl1kace:

al f E ~M =+ I E :t:M

bl f E~:' IE:£M "'tE~M '

cl f E AM' ~ E ;;eM , ~ 14· < + 00 =+ t E ~M

~u!ijte vztahu It1~ ~ (1 + ~U'
* 2", 2u<> U'dl f Ed- M ,g E ....1'1 ~ t.g E oI-JIf

ellEZM ,l€;tH ,t.EAM ' g€A
M

=+ t.g·E:eM

rP<>u!ijte vztahu I t·gl ~ ~ (~ + i).-J '
fl ~E:t::M ,i€{£M ~ (t+g)2€:t:H

s/ j2 E :eM ,iE:t:M ,t,g E AM ~

!rPouZijte vztahu (f + ,g) 2 ~ 2(~ + glJ

, necht funkce

• Potom enstuje

13 ,59.1 Dua - 00 ~ a < b L. + 00

(a,b) ,&.a necht f €:t: (a,-d-)

(L)J f I, dokaZte !

4 ~uZijte cviceni 3,~.

13,60: IDokazte nasledujici tvrzeni:

11 f monotonni v intervalu (a,b)

t je spojita v intervalu
~

(N) I t la je roven...

f E A (Q,~)

~ouzijte vetu 56~ ,
21 f omezena De mno!in/\ Ll, tEAM 'CUll < + 00 =* t e:eM •
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pro x e (0,1> •£(x) : q(x) • (-1) q(x)

"./1£/ : + 00 •
D

Je-l1 x E (0,+ 00 ) , Je

mena! anebo ramo t
Polozme d~le £(0): 0 •

Ukazte, ze £, :e(tJ,+OO) •

13,61~' Definujme f'unkei q na intervalu (0,+00 ) takto:

q(x) nejv~ti! eel' ~!slo, kter4 Je
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4. Integrace poa10upbosti a ~ad fUnkci

Necht na mnoZin~ M je dana po skoupnoat funlcc1 f n , kterll na teto mnoZin~

konverguje k funlcc1 f (tj. pro kdde x E 14 pla ti 11m fn(x) = f( x) ). BOOeme.,....
se zaby.,at otlizkou, za Jak;Ych phdpoklado. je tel ,,1..1:, Allfn " ~f. I48me p~1 tom

k d1spos1c1 vny 18 (Lev1ho), 19 (Lebesgueova) a v~tu 20 •

\4.1.1 Pozn4m!sy :

al uvMomte si,!e v~te 20 je v1astn~ do.s1edek Lebesgueovy v~ty. Tedy 
nepodaH-11 ss ne najit fUnkc1 g E:eM (pro ct'll < + 00 ) tak, aby

pro vllechna n a sk.vll. x E II platllo Ifni ~ g , je zbytel!ne vy

lle~ovat stejnom~mou konvergsnc1 posloupnost1 f n · na II (fn pak

nekonverguji na II stejnom~m~ - pro!! .,) ,

bl pfi vylle~ov4n1 stejnom~me konvergsnce posloupnost1 f n na mnoZin~

M pou!1vee nesledujic1 viltu:

"Necht f n ~.f

ozna!!me ef
n

Potom

na mnoz1n~ 14 , pro kaMe n

= sup I f n ( x) - f( x) I .
X€,.,

(n " 1,2, ••• )

je interval 11bovolneho druhu s koncovYmi body
< b :;i .+ 00 ). Necht H je spoj1tIi funlcce v 1nter

existuji 11m H(x) "A, 11m H(x) = B • Necht M1e
.1....+ . .x.../J_

jsou vllechny body 1nterva1u I , v nieh! der1vace

Jak na1ezneme v jednoduchem p~1klad~ supremum funlcce
nesledujici veta:

"Necht leEr
a,b (- 00 ~ a

valu I , nllcht

na mnoZin~ ukazuje

H' neexistuje anebo je rovna nule.

Oznacme

Qx [H( x) , I] mnoZinu {A ,B ,H ( {I)' ... ' H ( ! n i} .
•

Potom SUI' H(x) "max Qx [H(X) , I J • "
JlE I

K teto vete jen dYe strucne poznemky:

11 je-11 I" <a,b> ,pi11eme kretce A" H(a) , B" H(b) ; vime, !e
v tomto p~ipade funlcce H naby.,e v 1ntervalu I sveho maxima (kte
re tedy mOoze naby.,at buato v krajnich bodeeh 1nterva1u I anebo
v bodeeh kde je prvni der1vaee rovna nule c1 neexistuje).

2/ neex1stuji-11 11m H(x) ,11m H(x) , zOo steve veta v p1atnost1,
oX" ca. JI-.,-

polo~ime-li A" lim sup H(x) , B" 11m sup H(x) ,
. ~~ x~~
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3/ pri pouU t1 Lebe sgueovy vllty byvli vyhodne poloU t

g(x) =sup If (x) I (kde N je mnozina prir. ~1ael)
'IH!N n

pro kazde xE M. V tomto pr1pade zvol1me x E M pevne a hledBme

sup Ifn(x) I prea mnoz1nu v~eeh pr1rozen;Yeh ~1s~1 (anebo aleapon

pro v~eehna n ~ no ,kde no je pevne pr1rozene ~1alo). Jak po

stupovat v tomtopr1p~de uk4zema na pr1kladeeh.

POZOR - pr1 vy~etrovlin1 stejnomerne konvergenee hled4me

sup
X~H

d4me

Ifn(x) - f(x) I
sup Ifn(x) I
"-eN

, kdezto pr1 pOuZ1t1 Lebesgueovy vety hle-

1 4 ,2 • Ukazte, ze

.,
lim it dx = 0.,,"'00 (J

[:11 Pro kazde n E N existuje 1ntegrlil jako R1emannOv 1 NewtonOv, ukazte,r 1 1·ze .,f1 n- dx = (+1) ,odkud plyne t~ rzen1.
(J n n « , '1

21 VyuZijte tez odhadu 0 ~J x:: dx ~ J-L dx ~ -L
~ (} n n

31 POuZ1jte vetu 20

0::; .,f1 ..:: ;L )- -n n
'I

fo dx = 0
D

I ) .

xn
al I1mitn1 funkee f(x) = lim -- =0 pro kazde x E (0,1),

12-+00 n

bl t: ~ 0 na intervalu (0,1) (zrejme
n ., .,

tedy lim J~ dx =./ lim ~ dx =
1L~OO (J D 1f-+ClD

(Jako ev1~en1 ukazte, ze a'n = ~

41 Pouz1jte Leviho vetu:
n

al ~ € ~(O,l) pro kazde n € N (pro~? I ,
n+l

bl _x__ ~ t: pro kazdex € (0,1) a kaMe n EN.
n+l n

z5t' (z)

) .+00

je funkeelibovolne x E(O,l)

Dokazte posledn1 nerovnost pr1mo anebo pOuZ1t1m tvrzen1, ze pro

= ~ jakozto funkcez
klesaj1c1 v intervalu (I,

51 POuZ1jte Lebesgueovu vetu:

Hled4me funke1 g tak, aby

I~ I~ g( x) pro v~eehna n

g E ~(O,l) a byla aplnena nerovnost

ENs deehns x E (0,1), sta~1 zi'e jme

poloz1t g =;L na 1ntervalu (0,1).

Zkusme apo~1tst aup:l:. pro x E (0,1)
'/feN n

(tim vlastne dostanema nejlep~1 odhad) , je v1det, Z8 sup ~ = x
,,-eN n

pro x E (0,1), stac1 tedy poloUt v Lebesgueove veta g(x) = x na
(0,1) .-.1/

- 70 -



--
1 nx

4,3. Dokaitte, ite l1~ [ 1+n2x2 dx = 0

Ill/ Ukazte prtmym vYpoetem.
~ 11

( nx dx
2/ O;:;;J nx / nx dx ~VyuZijte odhadu dx = 22+ _~' 1+n2~o 1+n2x2 o l+n x

/. -,. 1

< /nx dx + I n~ dx = J... + lOG n
2n n

0 %.
Zkoumejte, zda

nx - (0,1)3/ 2 2 - 0 v
l+n x

(nekonverguji stejnomerne, nebot

(J'
n

= max ,{ 0
n

--Zl+n

4/ Pouzijte Lebesgueovu vatu.

Z predchoziho odstavce vyplyva, ze

x E (0,1) , n E N '"* 0 ;:;;
nx

staei tedy po10zit

pok1ady Labesgueovy

dostav&1e

g = !
2

v8ty,

na intervalu (0,1)

J...
2

a overit podrobne pred-

1

J
nx

lim 2 2
x-toOO Len X

o

1

dx =)' lim
" .. 00o

dx = 0 •

.Jako cvi cenf 'se p okuame nalezt "lepsi" odhad, p oLozme

g(x) = sup
?tEN

nx
pro kaZde x E (0,1) •

Zvolme tedy pevne x E (0,1), misto abychom poeitali

nx

H (n) =
x

nx

Zde t-::G..Y j.ovazu jeme n za ." spoji te" pr-omenno u a hIe de jmE:

o( x) =
nx

Od~vo~~~te, proc

Op"t zjistcte, ze

g(x) ~ 0 (x) pro kaZde x E (0,1)

o ~}= 1
2

7,adn,i "lapsi" odhad jsme tedy neobdrzeli. UvMomte si, ze funkce 0
ue n f "nejlepsio" odhadem, je'to zpOsobeno tim, ze misto abychom vy-
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iieti'o'(8li supremlllll pi'es mnoUnu viiech pi'irozell$oh at8el N, vyiieti'o
va11 jame vlastnll supremlllll pi'e8 mnoUnu viiech re'lII$ch atsel v ~nter

valu <1, + co ) (podrobnll rozmyalete I). Kdyby tedy vylllo J G =
1 •= + 00 ,stille by mohlo byt J g <+ 00 •

•Viz nllsleduj!c! obrezek:

--------::- ,
~'r

o 1., j i..
Ii.__-:h

I ..

o 1 o 1

Obrezek l!.4

4,4.

5/ Ukazte, ze nelze p~1mo pOuZ!t Lev1ho Vllt~

;
1 &. x

Dokazte, ze 11m dx = 0 I
'IE"'" () 1+n2~

1/ Ovlli'te pi':C.mYm yYpol!tem.

21 VyuZ1jte odhadu

o
J

n T dx ) ..

3/ Ukazte. Ze

valu (0,1)

= n-l-

posloupnost

jest

log n
+-n-) •

nekonverguje stejnomllmll k nule v 1nter-

fY 0: s\IP
n XE(D.1)

o:max{o; £}2 •

je8t

-I-
=max {~ j 0;~ } =

l+x 4 fi

jsou eplnllny pfoedpoklady Lebe8gu8OVy vllty,

D x
~sup ~

11£(1.10) 1+n x

4/ Ukazte. ze

E ~(O.1) JJ

14•5• l ' 7fUkazte, ze 11m -----
71-+00 . ldn dx = 0
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xn
Irii Uka~te, ~e ~ 0 pro n ~ + 00

:!.+Jfn
ale nekonverguji tam etejnom~rn~.

Poeledni tvrzeni dokaite

al tim, ie uklliete O"n = ~

bl podrobn~ z nlleledujicich vzta~:

na 1ntervalu (0,1),

11m"..... (11m )n) = ~ ".
JI-+t. 1+x

21 Poui1jte Lebeagueovu v~tu:

anebo "lepsi" odhadO ~

(0,1 )

n EN.

v

x E (0,1) ,pro

o :iodhad dIIvll"rychlj", ale "hruby"

, 31 POuZ1jte Lev1ho v~tu.:.JI

4,6. DokaZte, ie lim JOO~ dx =0
?l"OO 0 l+in

n-ll Vyuz1jte odhadu

;

00 ,(l
O~ --dx

o 1+x2n

1 00

:Ii J ,(l dx +J x-n dx
o 1

1
= n+i"

1
+-

n-l
pro n ~ 2 •

21 L1m1tni funkce f: f(l) = ~ f = 0 j1nde v (0, +00 ) •

xn
31 Ukazte, ie posloupnost ---,- nekonverguje k f etejnom~rn~ v inter

l+x-n

valu (0, + 00 )

(vyuz1jte vieledku z pro 4,5 anebo neepoj1toet1 funkce f ')
r'1.

Kdyby n1cmtln~ b;,'10 ~. ~ f v(O, + 00 ), nemohl1 bychom stejn~
l+x

pOuZit v~tu 20 (pro~?).

41 Poui1jte Lebesgueovu v~tu, vyjde

n ~ 2 ,

,(l
-- = -JL. tedy g f/ ~
1+x2n 1+x2 (f),+oo)

+00

ie J f = + 00 ). omezme ee proto nas ' 1

= --4 E:e /0+00)
l+x (',

g(x) = sup
"EN

(jc okem"1tc v1det,
n

potom sup-z..
.. 11: 2 1 2n+x

V'e si podrobne rozmyslete a provedte I

51 Fouiijte Leviho v~tu~

= !.r;:
dxE. 7 . Doka zte , ie 11m J""--------

.... DO 0 (1 + If) n
n
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4
"7

00

IflI 11m f
n(

x) =e-x J e-x dx =!
ll-+OO

0

21 Ukazte, ~e plat!:

1
~

1 ::= ~
n E N x E (0,1) ~ -- --

x n '0 v: (X(1+ii) •

> 1 <:: -n
n - 2 , x E (1, + 90 ~ = (1+ ~) =n y-;- n

( 1+ji)

= [}; (~) • (~jf1:; [~ n(n-l) ~
1

Polozime-li tedy g(x) = - pro x E (0,1) • g(x)
fX

pro x E 0.',+00) , jest g E :e/ ) (oMvodnete I ) a mu~eme
(0,+00 .

pouzit Lebesgueovu vetu~

4,8.

00

J log( x+n) -x
Dokazte, ~e lim --------- e cos

1t~OO '0 n .
x dx =°

~I Limi tni funkce je rovna nule na (0, + 00 ) •

21 Po~ijte Lebesgueovu vetu a vyuZijte vztahu:

e/ n EN x E (0, + 00 ) ~
log (x-n) < x+n ~ 1 + x

n n

bl e-x (l+x) E

A

4,9. Bud 0< A < + 00 ,potom lim J--e_
11"''''' 0 1+nx

dx =0 •

!rP.>uZijte Lebesgueovu i Levlho vatu, vy~ijte vztahu

e
x3

<: x3
x E (O,A) , n E N ~ - = e E :ero,A).:Jl

l+nx

Ne v~dy je pravda, ~e

t, --+ f
n

Uvedme pi'iklady

na

4,10.1 Definujme pro kaZdll n E N

fn(x) = n sin (.7'nx)

fWlkci f n ne <0,1) takto:

1pro x E <0, ii ) ,

f (x)
= ° pro x E<g , 1>.n

Potom ef r -+0 v <0,1> ,n
~ •

bl Jr =~ , J 11m rn = °o n :r
II " ...00

MO.~e byt r ::::::to v <0.1 > ?n
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1 4 ,11.1Def'1nujmef'unkce f'n na <0,1) jako v pt. 4,10,

poloitme l!n= (_l)n • f'n v <: 0,1 >
~

Potom: a/ 11m l!n = 0 v <0,1) , tedy 111m l!n = 0 ,
ll+'" (_l)n 2 D

b//Bn = ". tedy 11m IBn neexistuje
11: ....00

D D

J:ak je to sa stejnomernou konvergend posloupnosti l!n na <: 0,1> 1

I4,12~1 Naleznete posloupnost spoj1tych a nezapornYch f'unkc! f'n def'1nov8nYch

v E
1

tak, sby

s/ lim f'n =0 v E1 '
Il+DO

, ...
b/ lim ~f'n neexistovala •

... 00 _.

14,13:\ Naleznete posloupnost spojitych a nezapornYch f'unkc! f'n 'def1novanYch

v El tak, aby

(pro/! 1),

* 0

f' \,0 v
n

DO

11m J rn
,,~oo -00

bl

al

00

Zi'ejme v tomto pi'!pade vitdy bude existovat 11m Ls;
OCt 7t ... 00 _GO

lze najit r tak, aby 11m J f'n byla kone/!na 1
n 1!'+00 -00

fNelze, to by byl spor s Lev1Qo vetou - odllvodnete .:J

v dalii!m se budeme zabyvet 11m1tami integralll "zav1slYch" na parametru.

Bull. f'(x, ec ) f'unkce dvou realnYch promen"ych a), ptedpoklade.1J!le, ita pro

urHt~ hodnoty oc existuje, J f'(x, a: ) dx (phsnej1 - exist~je 1nte-

l'
*IX If,

gral f' (x) dx pouUjeme viiak prvn!hO, byt ne zeals korektniho

ozna/!e':,!). Je v1det, ite hodnota integralu l' f'( x, a )dx zav1s! obecne
""na volbe parametru a (a Uit pochop1telne DB funkc1 f' a mnoitine 101),

tedy J f( x I a )dx je vlastne f'unkee promenn~ a , znal!me
If

F( (J( ) = J f'( x, a )dx •
If

Souborem otBzek, kterYmi se budeme zabYvat, je, jak vlastnost1 funkce F

z8v1sej! DB vlastnosteeh f'unkee f'. Abychom mohl1 vllbec mluvit 0 f'unkc1

F ,mus!me urHt, pro jek~ hodnoty parametru a existuje I f(x,a)dx

a je kone/!nY. T!mto jame se zabYval1 v 3.kapitole, kdy jams urllova11, do

jek~ho systemu dana f'unkce patH. D81e nas zaj!mal., za jakYch podminek

ex1stuje 11m F (a ) , kdy je f'unkce F spojita, kdy existuje F· ( a ),
a .... «4)

xl Obecne f'unkcem1 vice promennYch a pt!padem, kdy parametr a prob!bal.
body nejak~ho metr1ck~ho prostoru, se zabyva kn1ha V.Jarnika"Integr61
n! pollet II H.
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I-
kdy IF (a ) d IX a pochop1telnll, jak se da limita, der1vace c1...
integral tunkce F poc1tat. Otl1zkou vYpoctu 11m1ty 11m F (a) ae bude-

a~«.

me zabYv'at v tomto parsgraf'u, ostetn1m1 otl1zkami al! v llest~ kepitole.

Zopakujte s1 znovu Lev1ho a Lebesgueovu vlltu. kter~ budeme v dal1l1m

pouUvat. Rovnlli tak s1 pr1pomente nasledUj1c{ vllty (Heine):

1/ Buche c. A EO E: • necht tunkce f je def1novana. v j1sUm reduko

van~m oko11 bodu c. Potom

11mity!

11m f(x) = A ... pro. 11bovolnou posloupnost
.x-+c
a. --+ c .• (pro kterou je definov4no f( e::t'n) )

(Vyslovte t~i obdobnou vetu pro jednostrann~
/

vjznam t<!to vllty).

2/ Necht runkce r je derinovana. v 1ntervalu
Potom

an •
jest

an ~ e ,
11m t (an) = A........
a uvlldomte s1

~ pro 11bovolnou posloupnost11m rex) = A
x .. b_
an /" b jest 11m r( an·) = A

" .. co
V cem spoc1vQ rozd11 obou vet?

Uve:lme nyn1 jednoduc!l.Y pHklad.

a ....... 0
n

polo~me

a a > 0 ,
n n

(n = 1.2.3 •••• )a pro kaido! x E (0.+00)

viz pt. 3,32 •

(0,+ 00 ).

2/ Spocteme 11m f' ( a) •
a...,. 0+

Zvolme tedy I1bovolnou posloupnost

'S/ Ukazte, ze . e-a.x
2

u> /.)II U € 0<. (0,+00) 4=+ a € f 0, + 00 ,

"Der1n1cn1m oborem" tunkce F jest tedy interval

J"" _ax·
Vylletrujte F( a) = e dx

D
14 ,15 .

•«o:.. .)(= e£n(x)

ztejmll £n E A (0.+ 00) (proc?). £n> 0 v (0.+00)

kaid~ x € (0.+ 00 ) jest £l(x) ;:;i £2(x) ;:iii £3(x) ~

Odtud podle Leviho vety dostBvame (provllrte.deta1lne!).

• Mle pro

••• •

ie 00 00

11m j£n(X) dx = J 11m t (x) dx • tedy
""00 II " ..00 no CD • ;00' a Xl

00

11m J e-«"x dx = lim e- .. dx = J! dx= +00 •.... 00 (J 71' ..CD• D

Podle predelll~ poznQmky je tUd1i

pou!1t t~i Lebesgueovu vlltu?

l1mF(a) = 11m
a .. 0+ a ...0+

Mohl1 jame pr1 vjpoctu

00

J -«x·e dx=

°l1mF(a)
«"'0+

+00 •
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31 Doklileme. h 11m F( a ) = 0 •a..+...
al Zvolme 11bovolnou pos1oupnost an' an > 0, an~ + 00 '

(nemust bit monotonnt! ). pfedpok1adejme napi'tldad. Ie a'n== 7

(pro~ to mOleme p~edpok1adat7). Po1olme opet

-t% x·
fn(X) = e x pro x E (0.+ 00 ) • n =1.2 ••••

7i'
Zfejme opet f n E ~(o + 00 ) (pro~7) a pro kdda n E N

-, ' . -7.x%
a kalda x E (0.+ 00) p1att o;lii fn(x) ~ e •

Protole e-"X' E ~(O.+ 00 ) (odo.vodnete jako v pi'. 3.32). jsou

splneny ptedpok1ady Lebesguaovy vety a tudH

a E (0.+00) • x E (0.+00) =+

a€(o.+oo) •pro

"0 mOleme tal pouztt nerovnoeti

-ax2
L -a(2x-I)(vi' '"e ~ e z p.'. 3.~

11m
'f~OO

co

J 11m fn(x) dx • tedy
() ......

co I . 00 I ,,00

11m je-a"Xdx = j'11m e-a• x
dX = J 0 dx = 0 •

...00 0 () "..... 00 ()

opet v1dtme. Ie 11m F( a' ) = 11m le-ax'dx =0 •
a'''+OO 11'..+00 ()

bl PouUjte p~1 do.kazu vztehu 11m F (a' ) = 0 Lev1ho vetu.
/1'.. +00

cv1~entm 5.84 b • pod1e kteraho je41 Vis1edek porovnejte sa

F( IX ) = ! 17f
2 a

51 PH Mkazu 11m F( a' )
a.. +00

Postup pi'1 v!Po~tu shora wedenich 11mit nas vede ke dvema nas1edu
jicim vetam. ktera s1 snadno sem1 dokalete.

V1z tal V.Jamik, Integralnt po~et II. veta 106).

Bua M C E1 mefi te1n8 mnoZ1~. bua -00 l!!iO a < b';;; + 00 • necht

f'unkce f(x,a) je derinovana v )4 X (a.b).

Necht plati:

11 Pro sk.VB.

a € (a,b) je

jakozto funkce

21 pro kaMa

'f(x.a)

x E M existuje 11m f( x. a') .. 9' (x) •
a..b_

t*'/ZE A (tj. nepfeenej1 - tunkce
, )4

x je mei'1telna v M).

11m
«-+6_

(Je-li b .. + 00

symbol (){ ---+ + 00

31 existuje funkce g €:eM tak. le nerovnost

I teXt a )I ::5i g~ x) je splnena pro vlleohna a e (a .b) a pro

sk.vs. x E f;l •

Potom je Sf' E J(.M a plati

j' f(x. a )dx" .If!' (x)dx •
,of ,of

, .rozumime pochop1te1ne symbo1em a ~ b_

). Vyelovte obdobnou vetu pro lim1tu zpraval
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I 4,17~ I (Viz t41 V.Jam:!lI:, Integr4ln:! pollet II. etr. 300).

Bua M C E1 mil!'1teln4 mnoUne, bu! - 00:;;; a < b:si + 00 ,necht

funkce f( x, IX) ole definov4na v· M X (a ,b) •

Necht plat:!:

1/ pro ek.vii. x E M exiatuole 11111 f(x,ex) = y(x) ,
« ..IJ..

2/ pro kddd ex € (a,b) ole f*/Z fi ~:

3/ pro ek.vii. x fi M ole r(x,IX) ::: f(x,;.1>, kdykoliv

a<a:S;3 < b.
~

Potom ole y € it!11 a plat:!

11m J t(x, a:) dx· J y(x) dx •
«-00_ 11 11

Ddkszy techto vet olaou vlaatnii olednoducnymi ddaledky Lebaagueovy a Lev1ho

vety. Tyto vety a1 nemua:1me pamatovat, v praxi mlliete vzdy poatupovat

jako v pf:!kladu 4,15 - col nebyl0 vlaatne n1c jin~ho nez dllkszy vet 4,16
a 4,17 •

r /'00 $-1 -oX ]4,18. Spol!tete 11mity f'unkce (a) = -{ x e dx v kraoln:!ch bodech

ole ol:1ho -def'1n1l!n:1ho oboru-.
aD

ri7 Zolist:!me, Ie .I xS
-

f e-~ dx je konel!nY, prive kdyl a e (0,+ 00 ).
o

(Viz pr. 3,43).

2/ Dokslte, l!e 11m r( a) =+ 00 •
S-oOO

Zvolme 11bovolnou poaloupnoat an' an /' + 00 • Potom

x E (0,1) =9 x S. - 1 a-x ~ X S ..- f e-.x ~ x&&-f e-x ~ ... ~ 0 ,

x € (1,+ 00) .... 0 :Ii xs..--t . e-Jl;:!i x S.. - 1 e-X =r XSr1 e-Jl~•••

Odtud je v1dilt, Ie nelze poul!:!t Leviho vetu ( poaloupnoat f'unkc:!
S ...-1 -x

x e nen:! monotonn:! v celilm 1ntervalu (0,+ (0) ) ani
&..-1 -x

Lebeagll80vu viltu (sup x e = + 00 pro x E (1,+ 00 ) ).
"~iV

N1cmme lehko zj1at:1te (provedte podrobnii I ,pokud molno podle

obou vet), Ie
..

11m f x S - 1 e- x dx =
$0++00 "

ted,y 11111 r (a) = + 00 •
$ ..00

3/0bdobne dokalte, Ie

0, lim
S ..+1lO

= + 00 -=..JJ

dx =+00 ,

4,19. Dokalte, Ie J f dx

D log( a -siDx)
= - 00 I

IIZYOl te 11bovolnou poaloupnoat an' a L: (-2. 1) "" -" 1
n ~ 10' ' ......n" -'

log( (%.2 - s1nx)
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Podle Leviho vity (provlidijte vile podrobni I) jest

11m J:f = = Jf =
tit .. 1_ • loge Q: -s1nx) D loge 1-s1nx)

posledn:! integril je roven - 00 --.JI
Lze v tomto pi':!kladll UI uUt Lebesgueovu vitu?

a

4,20.
GOc-Ukalte, Ie 11m e •

k-.+oo D

sinax
~ = = 0 pro 11bovoln4 a €. E

l

r;olte posloupnost ~ , ~> 0 , ~)" + 00 • Ukalte, Ie posloupnost tunkc:!

e-k.,Ji.. .ainu nen:! monotonn:! v 1ntervalu (0,+ 00 ), nelze tedy uUt
x

p~:!mo Lev1ho vitu.

~eJmll viak plat:!

I -k,..x
e • s1nax I '" e-k • x Ie~Mx I Y'x == E .v(O,+ 00 ) ,

tedy Lebesgueova vllta dlivli

GO Ii- sinax11m !e k.x - dx = 11m
.~+OC/I II x 1t~OO

00

e-k71
" .~ dx = j' 0= = 0 •

X D

00

1 -a C(a)
e dx=--

D II:: '

Pi':!klady tohoto druhu viak nemus:!me vldy feU t automaUcky pomoc:! Leviho

C1 Lebesgueovy vl!ty, leckdy mdleme postupovat p~:!mo.

Ke p!'ikladu, polol:!me-11 C(a) =max ls1naxl pro a E E
l

,
)(E(O,+IID) x

jest 00 00

11~-k.. s1;X ~ I~11 e-a .

odkud snadno plyrie naie tvrzen:!..:..lJ

.. -t:t.x
4,21. Dokaite, Ie 11m J:--r= = 0

ex .. +... D l+x

rv Ukaite, ie
-axe

1+x2 E ~(o,+oo) ~ a E (0,+ (0) .

2/ pouz1jte Lebesgueovu 1 Lev1ho vl!tu

3/ vyUZijte t4z odhadu

14 ,22. DokaZte, ie 11m 1:-.111. dx = .!.
110+00 D

~ Pouzijte Lebesgueovu vl!tu a vztahu..
n ~ 1, x E (0,+00 ) ~. e-X ~ ~(x) E :1:-(0,+00) ,
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k4e ¢(x) =l' pro x E (0,1>, ¢(x) =e-x

pro x E (1,+ 00 ) I

21 pouUjte Leviho vetu - tuto nell,Hete pou!:!t primo na ce;Ly interval

(0,+ 00 ), ale lehko ji lze aplikovat zvU.llU na, intervaly (0,1)

a (1,+00 ),zi'ejmll

1 00

j _ X 1t f-.x71. II
lim a dx = '1, lim J e dx = O..L.-li

11. ... DO D ,.. -+GO .,

~ Rallte Msleduj!c! pi'!klady •

11 Zkoumejte, zda lze provest limitn! pi'echod za integral!n!m znemen!m

v Msleduj!c!ch prikladech (tj. zkoumejte, zda plat!

llimf = lim ft )
Jf Il+ClD n n.. co H n

al fn(x) = i pro x E (n,+oo ) , fn(x) = °
jinde v E1 , 14 = E1 ,

bl fn(x) = n2x(1 _ x)n , 14 = <0,1 ) ,
cl fn(X) = n x-n,2- , II = (0,1)

dl fn(x) = nx e-n,2- , 14 = (0,1) , (1,+ 00 ) , (0,+ 00 )

cos x dx ,

,dt

21 Spol!!tejte nesleduj!c! limity:
00

J -xyal lim e sin x cb:, lim
Y++CO 0 2 1 Y++GO

f x+
bl lim a dx ,

<l+o+ 0 x2+ 1
• -Jt'(t"+ 1)

cl lim 1-e- .,,-- 
.x"'+CO 0 t 2+ 1
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31 Ukaltte, 1te

:f-
lim J (cos 2ax) log sin x dx ..

41 .. 0... 0

41 Bua t € :eM' 'P E AM • potom

of
flog sin x dx •
•

• lim arctg[n $O(X)] dx •"...- .

lim fl(x). arctg [n rp (x)] dx" f t(x)
• ,,+00 H H

Dokalte I llemu je rome posledn:!. lilDita ?

51 BuC\ 11" {[x.y] E ~; x E (0.2) • Y E <O.l) } • Potom

lim ffarct.g n (x
2 - -r) dxdy" r

...+00 H

61 Bua K mno1t1na vlech racionA1n1ch a:!.sel int.ervalu (0.1) •

necht K" {rl ., r 2 • r 3 •••• }. Oznal!me ~ .. {rl •••••r n} •

f'n = ,/f'n je tedy charakteristiclai f'unkce mno1t1ny ~ I.

BU<l. D Dirichlet.ova .t'unkce v int.ervalu (0.1) Iviz 2.31/.

Dakalte. Ie

a/f'EZ
K

n •

bl t n /' D v (0.1) •

cl fUnkce t jsou spojit~ v E
l

alt na konel!n$ poaet bodd.
n 1 ,

existuj1 tedy (Rl f, t n • (ZN) f, tIl •

d/ (R) j'f'n = (ZN) f'tn =° .
• ' f t

el naexistuj:!. (R) f J,.im t n • (Zlf) /11m t n •
• • ...CD· .• ....+CIO

Lze pou1t1t v t.omto pHpad~ Leviho v~tu pro Lebeagueovy integraly.

tj. plat:!. lim (L) l'tn = (Ll /'11m f'n ?
.. -.- 0 II .... GO

. Mdle byt f'n E ZR ?

71 Pi'edpoklll.dejma. Ie f'unkca tn' In = 1.2 ••••1 i f'unkce t jsCf

riemannovsky integrovateln~ na <a.b) Itj. axistuj1 (R).! f'n •

j
et Q.

(R) ... t I. Pi'edpoklll.dajme. Ie existuja K E EJ,. tsk. Ie

If'n(x) I ~ K pro ka1td~ x E <a.b) a ka!d~ n EN. Nech{ dlila

Co lze Hci v pf'1pad~. vynachll.ma-11 ''pi'adpoklad existence

8/ Nech1. f'n jsou spojitil f'unkce v interva1.u <0.1.>•

f'n---+f' na <a.b)

Plat:! potom •. ze I
--+ (R)/t ?

(R)/r ?
it-
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Doka~te ! Lze vatu zobecn1t ?

91 Necht £n '" 0 v mnoiana IU, £ = 11m £
" ..+"" n

v 14. DokaHe I

101 Necht £n' £ E ~H' 11 £n - £ I ~ 0 •
11

dokal!te

v 14. Potom £ fV 0

otazkou, za jakjch pi'edpoklado. je

v daUim Sf! budeme zabyvat 1ntegraci i'ady f'unkci. Necht na mnoiane

~ Vil ,necht pro k.al!d~ x E II existujs sou-ft·, ~

(koneeny nebo nekoneeny), oznacme v = L Vn na II •.,,-1
14 je dana i'ada £unkc:£

00

cet L. vn(x)
It-'

BOOeme Sf! zabyvat

Jv =
GO

L. r, tj.
H 11.-'" n

kdy plati Jfv = f /vn •/WI ...., n 1t -1

Mlime opat k d1~poa1c1 hlavne vety 21 (Leviho), 22 (Lebesgueova) a vatu 23.

Opat si uvidomte, lie veta.23 je dOsledek vety 22

4,24. Dokal!te, l!e

.,J log(l + x)
D x

Ir"i"I Nejdi'ivs vl!dy zkoumejte existenc1 tohoto 1ntegralu (jako cV1ceni,
nebot pro vlastni pouia t:! vet 21 - 23 je to zbytecnll). Uka~te,

l!e tento 1ntegral ex1stuje jako RilllllSn11o.v.

21 Pro x E (0,1) jest

log (1 + x) =
n+l

x
n+l

x

(rozvoj £unkce log(l+x) ; tento rozvoj odvoate

al pomoci Taylorova rozvoje,

bl ze vztehu [log(l + x)] I = l~ =

aD

te<iy log(l+x) = L.(_l)n~
ll-" l+n >

.,f1 )
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n ,/'
3/ Polozte vn(x) = (-1) ~

je stejnomcrne na intervalu

a ukazte, ze fada L vn konvergu
7f·1J

(0,1). K Mlcazu tohoto tvrzen! pOuZij-

te napf!klad Dirichletova kriteria, kde pOloz!te

pro xE(O,l) ;

mus!me overit, ze

al ~(x) ~ b2(x) ~ > ° pro x E (0,1)... - ,
bl funkce bl je omezena na (0,1) ,
cl b ...... 0 (0 ,1) (odhad Ibn (x) I <: 1 ) ,n ...... v = ii+I
dl exi stuje takove C >° , ze

I,t a (x) I~ C pro vllechna x E (0,1) a vllechna KEN.
,,=D n .

4/ POuZitim vety 23 dostedme tedy

a/
log (l+x)

E .:c:(O,l)x ,
• fJ log (J,+x)

00

j(_l)n x!' 00 (_l)n
dx';'L Lbl dx=

(n+l) 2D X 71=0 D n+l "=0

a pOuZijeme-li vysledku cviceni

•J log (l+x) dx =
D X

5,85 , dOstavame

J
~------------------------,

r'J-

'6dx = -
(l-x)

,
J_1o-,g~__
D x

Dokazte , Ze4,25.

1/ Jako cviceni ulcazte primo, ze integral konverguje.

21 Ukazte, ze plati

log(l-x)
x E (0,1) ~' x =

00

L1/_,
n-l-x- n

3/ Pouzijte Leviho vetu 21 (predpoklady podrobne overte!),

dostavate tvrzeni
a/ log( l-x) E;e k'

x (0,1)

bl

,
/ log(l-x)
D x

dx =
00

L1/_,
-1

~

7f'J

6

pouZijeme-l1 opet vysledku z pro 5,85.........J1

(Zaroven jame tim uJ<ezal1, ze log( l-x) E
x

~ r •
(0,1)
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4,26. Ukdte, l!e f eX: 1 dx konverguje

•
fl; Dokal!te pi'!mo, metodBlll1 -jako v 3. leapi tole.

21 Uka l!te, :te plat:!

x x
xE(O, +00) =+ =

eX _ 1 aX
• ( 1 ) =

1 - e-x
00

=z.... -(n+l)x
xe ,

tedy podle Leviho vl!ty (prove:ite podrobnl! I )

Jak nyn1 spol!1tmne

00 00
L /xe-(n+l)X dx •
lI-D •

00J xe-(n+l)x dx ?
'Ij

V1me, l!e existuje jako Lebesguedv (prol!?), lehko jej spol!1t8me

podle vl!ty 0 integraei per partes (vllte 70 - uvlldomte si, l!e nemlime

k disposiei vl>tu 0 integraei per partes pro Lebesgueovy integrlily!) jako

Newtondv, tellY
00

J -(n+l)x
(L) xe dx

•
=

co
(N) )" x e -(n+l)x dx =. '

1-
(n+l)2 •

Konel!nll tedy dostlivmne - opl!t s pouUt1m pi'. 5,65

= Tf.
6 •

T1m jame uklizali konvergenei tohoto integrlilu a Dav1e jej 1 spol!1teli.--1

00

J xdx .".1-

e X+ 1 = U
D

r-t/ Opl!t nejdf1ve ukaite - l!1atll jako cv1l!en1 - l!e

2/ Jako v minullim- pl'1kladu ukalte, Ie

x
x E (0,+ 00) =+ ~x~-

e + 1
=

00

L (_l)n xe-(n+l)x •
."..

(pro!!?) ,

Lsv1ho vlltu nyn1 poui1t nemdieme (prol!?),
pi'edpok1edy Lsbeagueovy vUy 22 :

a/ (_l)n x e-(n+l)x EA
• (D, +110)

ovlll'1me, Ie jaou IIIlnllny
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00

bl pot~ebujeme odhadnout aasteanY souaet ~ady 2: (_l)nx e-(n+l)x ,1/-.
N N 00

IL (_l)nx e-(n+l)X! ~ LI(-l)nX e-(n+l)x I ~ Lx e-(n+l)x
n.o "_, n_D

(d~kladne s1 tento obrat prornyslete I).

Aveak podle minul'ho cviaeni vime, ~e

00

Lx
11=0

e- (n+l ) x = x € <Px-- .... /0 +00) .e - 1 (',

Volime-li tedy g(x) = , jsou splneny p~edpOklady

Lebesgueovy vety a jest

00

J~ =x .
• e + 1·

n
(-1)

(n+l)2

4,28. Bu1i q ) ° , p > ° , potom dx=
(_l)n

p + nq

ll1.1 Je-l1 q ) ° , potom integral

konverguje, prave kdy~ p >°

1 xP-l11 + xq dx

• Doka~te p~imo jako cviaeni

q 0-1 1
= (l - x ") • r· 2

1 - x q

2/ PouUjte nasledujici upravy

0-1x·
~nq

a Leviho v~ty (prove1ite podrobne I) •

31 Zkusme denY integral spoaitat pomoci Lebesgueovy vety.

Pro x e (0,1) plati

y?-l

1 + xq
= p-l + nq• x

polozime-li nyni pro x E (0,1)

pokusme se 0 to stejne

je

neni jiZ

00L y?-l+nq =
1/-'

p-l
x

g(x) =-q
1 - x

aastean' souaty, aleg majorante pro

=

sice funkce

Pot~ebujeme hlavne odhadnout aasteen' souety,
jako v minul'm p~1klade 4,27 , dostavame

N NIL. (_l)n ro-l+nq I :a' L I(_l)n xP-l+nq I~
'11.. 1 1/- 0

y?-

1 - x
q

g E :t(O,l) (uka~te I) •

Je to zp~sobeno tim, ~e nae odhad byl p~ilie "hruby" , odhadneme
proto casteen' so~ty "jemneji".
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I~ (_l)n Xp-1+nq l =Ixp- 1 ~(_l)n. xOql =I' xp- 1 .1-
"-0 "-0

2

1 + x q

a posledni funkce jiZ leH v syst~mu ~O,l) •

M~zeme tedy pouzit Lebesgueovu vetu,

(_X)Nq+l I~
1 + xq

00 1

dx = L /(_l)n xP-1+nq dx =
11-0 11

f. ,_l)n

1/=0 p + nq .~

B Poznamky k pfikladu 4,28:
xP-1

II Ukazte, ze ~unkce
l-xq

'R
E :;e (0,1) - :t'(O,l)

~I Dokazte toto tvrzeni pfimo,

bl dokazte tvrzeni t~z pomoei Leviho vety:

1J xP-
1

dx =
D 1 - xq

1

J f xp- 1 +nq dx =
o lI w l)

00

L.
71=D

=

00

.L
11=0

1

p + nq
= +00

2/ Zkusme do daneho integralu a fady dosedi t urcit~ hodnoty p,q

dostavame:

log 2 = 1 1 1 1 (p=q=l)- 2 + 3 - + ......
4

,
7T = I - ! + ! - ! + (p=l, q=2) •T 3 5 7

......

nemohli jame tUdiz uzit vetu 23

rkdyby dana rada konVerfi,Ovnla .st,,;;: jno:n6rnb,,~ (0 ~l)

vergovat fade f lim (_1)ll "p-l+nq = L (_l)n
11=0 X-t 1_ 11=0

4,30.

31 Ukazte, lie

Dokazte, ze cos

nekonve r-gu.ie stejnomerne v (0,1),

muse 1a by kon-

rl/ Lehko ukazete J ze integral konv ec.ru.je ~

21 Pouzijte vztahu

cos y =

a ukazte, ze

00

L (-1) n.
11 =0

o
y~n

(2n)
pro

e-X • cos -xe •
xO

(2n)l
pro XE(O,+OO).
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3/ POuZiJte Lebesgueovu vetu, Jest

N

(~) 1I
00 Y!'IL (_l)n e-x <: Le

-x- (2n)!71-0 ."./7
00 "J1l

Polozte g(x) = L e-x • a ukazte, ze g E :t(0,+ 00 )11-0 (2n) !

(posledn! tvrzen! plyne napHklad z Leviho vety -

n
X

- ,<be =
(2n) !

00 n rL-:""
71=0 (2n)!

a posledn! ~ada konverguJe, Jak zJist!te lehko nap~. pomoc! d'Alem

bertova kriteria anebo odhadem ..AL ~ 2-n) •
(2n) !

Tedy

00

j -x
. e cos

D
(Xdx

=
n!

(2n) !

00

kde Jsme pOuZili, ze J e-x • Y!' <be = n I "' odo.vodnete U-J
D

I 4,31°·1 Poznamka.

Funkci g pro pouzit! Lebeegueovy vety Jsme hledali v pt!kladech 4,27,

4,28 a 4,30 ve tvaru s = t; Ivn I . Bylo-li g E ~14 ' mohli Jsme po

uZ!t Lebesgueovu vatu, vylllo-li Jg = + co (nap~. v 4,28), museli Jsrne
H

volit lepe! "JemneJe!" odhad ~i postupovat Jinak. POuZ!vSme tedy vlastne

tuto vatu (viz vatu 3,5 skript /:lem! - Mai'!k) :
00

"Buche vn E AM' k ,~ I vn 1< + 00 • Potom ~adaoo

konverguJe absoluu{e sk.ve. , L vn E.:e14 a ~ ( L
00 .,,-., 71-1

= ~ ~ vn • "

Dokazte Ji !

1

4,32. Ukazte, ze .IxP

o
pro p+l >° .

rLehkO zJi st!te, ze integral ex! stuJe Jako Lebesgueo.v, pomoc! vety
o integraci per partes pro Newtonovy integraly JeJ pak spo~!tate jako
Newtono.v ..:JI

1 4 , 33 , Dokazte, 'Ie

r;:i SUbsti tuci (a~ jiZ pOuZijete vetu pro Lebesgueovy ~i Newtonovy
integraly) se ptevede na integr6.1 z pt. 4,25 • Provedte detailnl!
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2/ Integral spo~tite tell pomoc:! Leviho vaty, vztahu

00
log x = L xn • log x pro x E (0,1)
1 - x 11=0

a pt'!kladu 4,32 .:.J

~ DokaZte, lie
~ ,

IX.log ! .".%
al dx = 6 -1

• 1 - x
~

b/
J x2.1og ~

dx
7[2

-1 - ..J.= 21.o 1 _ x 6, 1
71'2

c/ / log it
dx =

D 1 + x 12
~ 1

d/
JX.I0g 51

dx = 1-
71'%

0 1 + x 12

j'~ 2 1 7T2. 1x .log i
e/ dx = -- -1 +-

0 1 + x - 12 22

/4 ,35. Dokallte, lie

,
J ' 1
log

o 1 - x
dx=.1.

~/ Integral spoctate jako Newton~v - per partes.

2/ POuZijte tell Leviho vatu a vztah

1
log ------ =- log (1 - x)

1 - x

Nezapomente, lie

pro xE(O,l).

=
00

L
11=1

(.1:...
n

1
n+l ) = ~.J

4,36. DokaZte, lie
~ 1 7Tz.

a/ J log i
2dx = 8o 1 - x

, 1
7T2.

b/
lX.IOg x

dx =
• 1 - x2 24,
.I. 2 1 7T"

c/
x .log it

dx = -1o 1 _ x2 8
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~v~ech prikladech pOuZijte

1/ rozvoj funkce --1--2 , Leviho vatu a priklad 4,32 ,
1 - x

2/ anebo vztahu

1

1 - x2
=

1
2

. (
1 1

...,..;~- + -)
1 - x 1 +x

a

vYsledk1l pHkladO. 4,33 a 4,34..:J1

4,37. ,DOkazte, ze
•J log x •

D

7fl
log (l-x) dx =2 - -g-

~Uzijte Leviho vatu, dostanete
1

flOg x • log (l-x)dx
•

log x dx =

co
= L

k·1

00

=L
k-1

7f~

1 )=2--
6

II
(k+l)~ J

4,38. Dokazte, ze
~

flog x
D

.".1
• log (l+x) dx =2 - 210g 2 - ~

rPouZijte vztahu

x E (0,1) ~ log x • log(l+x) =
k"k- . log x

1/ Dale pOuZijeme Lebesgueovu viHu (ci vztahu z pozn8mky 4,31), dost9.
vame

I t.. (_l)k+l
k-' I

oo;r
• log x ;;a L k . log x = log x .' log(l-x) E

k.1

E .:e(0,1)

(podle prikladu 4,37) anebo

2/ pouzijeme vatu 23 - ukazte, ze rada

konverguje stejnomarna v

te Dirichletovs kriteria,

a (x) = (_l)n
n

~ (_l)k+l • x: . log x
k·1

(0,1). K dllkazu posledniho tvrzeni pOuZij-

kde polozfte

xn
= - --- • log x ,

n

anebo pouzijte Weierstrasova kriteria

(ukazte, ze (_l)k+l x: . lOgXI;;;; * v (0,1» •

co

Lk., k

V kazdempripade obdrzite, ze
~

flog x • log(l+x) dx =

•
- 89 -

• (k+l) 2
=



k 11"%.
( ~ _..l... - --l.-2 ) • (-1) = 2 - 210g 2 -12

J< k+l (k+l)

kde jsme pou!lli v,YsledkO. z pi'. 4,29 a 5,85..J1

_ yZ

12
loge l-x) dx = 1

7TZ
_ ..:l..

• loge l+x) dx = 24 2

Dokalte, Ie
1

a/ .lx.10g x •
o

1

b/ /x.10g x
D

4,39.

4,40. Dokalte,

., p

ze J_x
l-x

D

log;l; dx =x
1

pro pe(-l,+oo ) •

r-i/ Ukazte, Ie integral pro. p) -1 konverguJe.

2/ Pouzijte Leviho vatu, rozvoj funkce -l-- a priklad 4,32 .11
l-x --=.JJ

4,41. Dokalte, Ie

.,
JxP
o l+x

log;l; dx =
X

00

L
/c-O (p

pro P E(-l,+OO) •

~/ Ukalte, Ie integral pro p >-1 konverguje.

·2/ Pou!ijte Leviho vatu a vztahu

00

L log ~ = (l-x) • xP • .Log! • L x2k
l+x x ksO

3/ POuZijte Lebesgueovu·vatu primo, "hruby" odhad castecneho souctu

tady L (-1) k • xP+k log ~ d8 majorantu l~P log ~ , "jellUlejai"
"00 2xP " x

odhad d8 majorantu --. log -xl , oboji lze uZit ."
l+x ~

Dokazte, ze.,
a/ J~

o l-x3
411"Z

log ;I; dx =-
x 27

•
J l - X

b/ ---..
o l+r'

log ~ dx = •

~ Mdzeme pou!it rozvoje £unkce

dostaneme

1

kJ pro x E(O,l) a Leviho vatu,

1

f~
o l-x3

log log ~ dx +
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00 • CO 00

L J ~k+l • log ~ dx L 1 L 1
+ = + =

k-D I k-D Dk+l)2 k'D (3k+2)2

00 co
1 .".2- 72-

= L ~ L. Dk)2 = 6" -t Tk-1 k-1

bl Mllzete pOuZit rozvoje funkce
bodu ai, dostanete

1
l+;! , Lebesgusovu v~tu a vjsledku

J I - X 1
~ log - dx =

•.1+~ x

=
(-1) k-l . .".&

=
Dk)2 12

- !
9

4,43. Dokazte, ze ~~Og ~:: dx = 2 • log 2 •

~I Integral spo~tete metodou integrace per partes jako Newtonllv.

21 Ze vztaM

[ log l!:!]' =
l-x

log 1. = 0

odvodte, ze

1+%
log • l-x =2

00

L
k.·D

2k
%

2k+l
pro % E (-1,1)

dale pOuZijte Leviho v~tu, dostanete

.,
J l+x

log - dx = 2 •
IJ l-x

00 1
, = 2 •L- .
k=D (2k+l)(2k+2)

1 1
(ik+l - 2k+2) =

4,44. Dokazte, ze

.,
J ~ log
D

~ l+x
II 1/ POuZijte rozvoj funkce log - v intervalu1-x

jako v pro 4,43 a Leviho v~tu, dostanete

(0,1)

.,
J;I, . log ll+x dx = 2
o x -x

2/ Pouzijte vztahu

(viz pro 4,85)

l+x
log ~ = log (l+x) - log(l-x)

a vysledkll prikladll 4,33 , 4,3~
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4,4'. Bua P E (0,+ 00 ), potom

J \ og (1 - xP) ...
a/. x dx=-6p'

4

bl/1og (1 + xP) dx =r."
x Up

}'
4 Jt-l

cl ----- log.! dx =
D l-xP x

,

/
' xP-l

dl ------ log ! dx =
• l+xP x

a,bl

c,dlpHltlady

jsou analog1ck4 k prtkladdm 4,24; 4,25 ,

lehko odvod!te rozvojem fUnkc! --!- --!-
. l-xP l+xP

Viz t4z pro 4,33, 4,34 lsubstituce xP =t I I anebo pro 6,61--0

lI;r!klady

4,46. DOkazte, ze
00

al )log
•

,

dx = 11"2
12

,
00 -X

.I l-ecl log -----
D l+e-x

~I Substituc! e-x = t ¢evedte dan4 1ntegI'lily na integI'lily z pHkla
dd 4,33 a 4,34.

. -xIII Pi'!klad al reiite pomoc! rozvoje .funk:ce log(l-e ) a Leviho vl!ty,

pr!klad bl pomoc! rozvoje .funkce log(l+e-x) a Lebe8gu8OVy vl!ty
'_A-X

a kone /!Ill! pHklad c/. pomoc! rozvo je .funkce log...:z...,;,; (viz obdob-
l+e-x

n:i prMad 4,43) a Leviho vl!ty.

IIII V pr!kladu cl pOuZijte t4z
'_A-X

vztehu log~ = log(l-e-X ) - log(1+e-X)....:.JI
1+e

4,47. Dokazte, ze

00

I - a x b
e • sin bx dx = -2----2

a + b
pro I b I < a •

Irl7 Jako cvil!en! ukazte, ze integI'li1 konverguje pro a E (0,+00).

21 POuZijte rozvoje fUnkce sin v B
1-
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sin y =
(_1)k y2k+1

(2k+1) !
pro kald4 Y E ~ ,

teay a-ax • sin bx .. a-ax
00 . (b )2k+1L (-1) k ..:.;;;;;x~_k-, (2k+1) I

D'1a pouUjte Lebesgueovu vetu, odhadneme Mstel!nll soul!ty, "hrub;1m" odha
dam dost4vllme

g(x) =.-ax

e-ax • (bx) 2k+1 I~
(2k+1) !

( Iblx)2k+1

(2k+1) I

g(x) , kde

pro x E (0,+00) •

Poulijte dol1e vztahd
00

In = fe-ax .. 7f!1 dx,
dost4vll.me

= ....!L
a

00

jg(x) dx =

"
~.

a (ovl!f'te I) ,

tedy g E Jero, +(0) ,prlive kay! I b I< a

V tomto pfoipade

(prall?).

• sin bx dx = ..Jl..
a2 •

Pi'i tomto zpdsobu vYpolltu integrli1u by10 nepfo!jemnll omezen! . Ib 1<: a.

3/ Integra1 til! spol!tete jako·Newtondv pomoc! dvojnlisobnll integrace
per partes, jedinli podminka na parametry a,b bude pfoi tomto zpd
90bu vYpolltu pOdm!nka a> 0 •

'"4/ Pokuste se tako! spoll!tat inte~1 pomoc! nlis1eduj!c:!ho postupu:

00

j e-8X

o

00

sin bx dx = Imjex('-a+ib)
o

dx = Im...J-- .. ~ .11
s-ib a +b ---0

4,48. Dokazte, ze 00.fe-ax a
Ibl< acos bx dx =."7'"2 pro

0 a +b

lrVo1te stejn;;' pOstup jako v minu1E!m ptik1ade .:.JJ
00

le-ax sinbx
dx =arctg b I bl< a4,49. Dokazte, ~~ a pro

x
0
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[lPostupujte stejne jako v pr. 4,47, uvcdomte si, ze

aretg y = pro Y E <-I, +1>.

Vypocet nam opet nedliva nie v pt;(pade Ib I ~ a > 0 ,

viz tez pr. 6,22 ~

Obdobne jako u pos10upnosti funkei, nemusi byt vzdy pravda, ze

=

Uvedme pt;(k1adt

(4,50°.1 De:finujme :funkee vn na interva1u (0,1) predpisem

= nJ1l-1 _ (n+1) x?

na (0,1)

,

Potom .,
al v(x) = :Ii pro x E(O,1), tedy )v(x)dX= 1 ,

., 0

bl pro kaMe oEN je .!Vn(X)dX = 0 tedy
0

00 .,

L lv (x) dx = 0 •
71_1 "0 n

Jako eviceni ukazte primo, ze
-00

II L vn nekonverguje stejnomeme v (0,1)... .,
00

(uvazujte L lim v (x) a ukazte, ze tato rada oekonverguje) •
" • ., ;C"1_ n

21 nemOze byt t [', vn(x) I dx < + 00 - viz pro 4,31

(pro x E (0, ....!L)
n+1

je vo > ° a

vo(x) dx =(1 + -01 )-0 • -l
n+1

~e~te nas1edujiei ptik1ady.,
al J log (I-x) dx =- 4

(1 11-x
Ifll Integral spoctete jeko Newtondv.

2/ PouZitim Leviho vety a rozvoje f'Unkce 10g<1-x) vyjde
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t
'(lOg (l-x) ax = _ :1

11-x 3
(1 + ~ + ~ •

5 5
i + 2
7 5

. i
7

§ +
9

..... ) ,

srovnM!m obou v.Y sleclkll dostSvl1me vzorec

i § +• 7 • 9 It •••• = 3 -:JI

t -1
bl Jl-xP dx =

D l-x
~ (....L _..J,...)'''_0 n+l n+p

pro p E (0,+ 00 ) •

CD,.
j -x e-ax)cl e • (1 -
•

rv Integrl11 konverguje pro

21 Ze vztahu

x-1 ax = log (1+a)

aE(-l, +00,).

pro a E (-1,+1)

nx

dostavl1me pOuZit!m Lebeagueovy v~~ - pouze pro

a, E (-1, +1)
DO

d~ 1e-a,2
D

- "yaledek-=.JJ

bS

cos 2b x dx = ~ I: .e-"& pro a E (0, + 00 ) ,

b EEl '.

(2bx)2n

(2n) I
cos 2b x =

IrU Integrl11 konverguje pro a E (0,+ 00 ), b EEl.

21 Ze vztahll

al e-a,2 •

00

bl J e-a ,2
D

00 2
cl Je-&X

D

2n-l
dx=-

2.
2n-2 ax• x

(Laplacellv integrl11, viz pro 5,84 b),

pro ka!de a E ~ •

pomod Lebesgueovy vMy plyne vYaledek

Viz tez pro 6,49 .::.JI
CD 00

eiJ~ax-L.~
o e X

_ 1 - k=1 a2+K?-

fOmezme se na a E (0,+ 00 ) pro kaMe x E (0.+ 00 ) jest

sin ax = f:
eX _ 1 /(=1

-lete .ainax.

,

Pouzijeme Lebesgueovu v~tu , odhadn~me

IV co
1/ IL. e-kx • sin ax I <: L e-kx =

k-1 k-1

MsteC!ne ao~~:

1
eX_ 1
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J
f. 1

ale' -x- dx = + 00
o e-l

pro libovoln~ e >° ,
mus!me proto Mstelm~ so~lSty odhadnout, "ltlpe"-

21 It. e-lex • sin ax I ~
k-1

ax

V tomto pi'ipade jsme uUli odhadu B1n ax :a ax, kter,;' je 'sice
"pro velkli x pi'iliil hrubj", ale m;vadilo t~

14,52.1 iieilte nasledujici pi'iklady.

11 Zkoumejte, zpa lze integrovat i'adu lSlen po lSlenu (tj. zda

L I u = II:. u )
11. H

n H 1t n

al Un(x)=ae-nax _be-nbx 14 = (0,+00) ,

bl Un(x) = p >1 , 14 = (0,1) ,

cl Un(x) = (_l)n • iB 14 = (0,1) ,

,

21 Ukaite, ie

/e
00

al - = L (_l)k 1
1+x5 k-o 6k • 2 6 k ,

.,.I e X
_ 1 co

bl dx = L -L.
o X .,,-, n.nl

.,
~a_ 1cl ./1+X log ! dx =

" l-x x
.,

flOg ~
00 (_l)n-l

dl dx = L.
o 1 + i ft., (2n _ 1)2
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el /» i 2 ax log 2= •
tJ (1 + xl

t• Jl-X dx 2
il • - = log? •tJ l+x logx

t

g/ .I (1 - x) e-x log ~ dx =1 - -1e •
tJ

t z:.&hI I~ ax = 4

00

11 .lax =+ 00 pro a >0 •
() ea x_ 1

00

jl .I dx
log 2

a> 0= pro
() e a x+ 1 a
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•
5. Mira mnoZin, FOO1nioira vata, aubat1tu<!ni met~da.

Znovu s1 uvedomte, is uval!ujeme pouze pi'ipad Z = Or ' A£ = (R) f £ ,
E,.

mdhme proto poul!ivat nasledujici vety: veta 50, 51, 52, veta 58 IFub1n1ova/,

veta 59 Iveta 0 sOOst1tuc11 •

Zopakujte s1 je

Pi'1pomenme jeste, !e symbolem ~r oznaeujeme syst~m vsech mei'1telnjch

mno!in v Er, symbolem ~r r - rozmernou Lebesgueovu miru v Er•

Ze zaeatku t~to kap1toly s1 uve&ne neko11k prikladd na jednorozmernou miru

~ Naleznete pHklad mno!1ny A E Ml tak, aby

11 A byla neomezena v El ' <'<lA = 0 ,
21 A byla neomezena v E1 (U1A = 1

31 A byla neomezena v El I A ~ El (U1A =+00

Ve vaech pripadech - pokud to ovsem je mo!n~ - volte mno!1nu A jeste
tak, aby

aI byla otevi'ena , bl byla uzavi'ena

cl nebyla an1 otevi'ena ani uzavi'ena •

~ 5astrojte pHklad posloupnost1 mnoUn En E m., tak, aby

~ C ~ C E3 C •••••• ,,",En < + 00

11 ~(Q En) = + 00

pro ka!d~ n ~ N a

21 •

a

17(, tak, aby

pro ka!d~ n E N

,11

Sestrojte priklad posloupnost1 mno!1n En E

El J E2 J E3 ::> • • • • • • ,,", En = + 00

00

('1lA f.) EnJ = + 00

•

21 calD En) = 3, ,

calf.) En) = 031
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-Je dana poaloupnoat nezapornYch c:isel an' bUll. a = L. an •
71-"

Sestrojte pi':iklad posloupno.~t1 mno!1n En € m
1

Ipokud to lzel tak, aby

c«,En = an a

1/ C'".(QEnJ = 0,

21 O</l.tQ En) < a

15,5~ [ Bull. A e m ,potom

(",A = in.f
00

L (b - a ) I
11=1 n n

je matiteln8 a me m:iru

00

kde (anI bn) jsou l1bovolne intervaly takove, lie U (a ,bn) ::> A.,,-1 n
a infimum se bere pres vaechny moline takoveto soucty. Ukalite, lie tvrzen:i

zl1atsne v pletnosti, budeme-l1 uvaliovat jen .disjunktn:i lanebo disjunktn:i

omezenel intervaly. Viz teli dodatek D 111.4.

rJPoul!ijte vatu 55 a tvrzen:i, ze libovolnou neprazdnOu otevtenou mno
zinu v El lze vyjadtit jsko sjednocen:i epocetna mnoha disjunktn:ich

otevtenYch intervall1 •.J

Ukazte, ze mnozina veech racionaln:ich c:isel v El
nula.

["";1 Viz vatu 52 •

bl Tvrzen:i dokazte pt:imo z derin1ce - viz pt. 2,31.

cl Poul!ijte tez ptedchoz:iho cVicen:i 5,5 :-n

15,7; I Veta 52 nam i'!k8, lie kazd8 spocetn8 mnoZina v El je nulova.

Naskjta se otazka, zda.vl1bec existuje najak8 nespocetna Izopakujte si de

rinici spocetne a nespocetne mnoziny II mnozina v El miry nula. Odpovall.

je positivn:i - uve1l.me si pi':iklad.

zave1l.me nasleduj:ic:i oznacen:i Ikresletel/:

Ro = <0,1 )

Rl = <0,1)- (~,~)=<O,~)U <~,l)

R2 = Rl - [ ( ~, ~) U (~, ~ )] = <0, ~>U<~, ~ >u< ~, ~ >U
u <~ , 1), •••••••••••••• atd.

9

mame-li jiz eestrojenou mnozinu R ,dostaneme mnozinu R tak ze
n -;n+l '

ze vsech intervall1 mnoziny Rn vynech8me prosttedn:i ttetiny Ipodejte
ptesnou derinici pomoc:i mat~maticke indukce !/.
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Zrejme

1/ Ro ) R1' R:1 ' ••••••
21 Rn pro libovolne n je mnozina uzavi'ena •

00

Oznacme C = (1 R • mnozina C se nazYva obyce~e £~~~2~~2_~~:_".0 n

Ukazte. ze

3I mnozina C je uzavi'ena

rrc je pronik uzavi'en$ch mnoZin-lJ •

4/ <:",C = °
rmnoZina Rn E m.. je disjunktnim sjednocenim 2n interva11l

1
delky -n- tedy

3

ca,Rn =

51 libovolne

2 n
( 3" )

cislo

nyni se uzije veta 17-.J '

Gt: €<0,1) 1ze peat ve tvaru

,kde a = 0,1 nebo 2 lrozvoj cis1a an

v "trojkove- soustave/, tento rozvoj je jednoznacn$, pozadu

jeme-li, aby
/(

ana > L --n- pro kazde prirozene k ,,,_.
3

00
~61 x {i C ... x = L kde an F 1 pro kazde nE N
3n , ,

1'1-"
7/ mnoZina C je ne apoce tna

rr- ~ an ~ ..
II 1ibovolnemu X E C, x = L-- ~ pi'ii'aame bod

,,-. 3n

CD (x) -- ~ ~ { ()T L-- a ukazte, ze mnoZina S" x j
."• ., 2n

je ne spocetnB. -.J ,

x E C}

81 MnoZina C je ridka , tj. vnithk mnoUny C je praZllna mno

Una - anebo ekviva1entne - doplnek mnoZiny C v <0,1> je

mnoUna husta v <0,1 >•
Viz tez V.Jarnik, Dif'erencialni pocet II •

15 ,e: I Bud G C E1 otevi'ena mnoUna, <f'L..G =°. Potom G = f6 •
Dokazte I

~ch-£ x E G , potom existuje <5 > 0 tak, ze (x - 0 , x + 0 ) C G

lodllvodnetell •

Tedy ("..G ~ ,4.(x - J. x + 8) = 2 J ....:-J
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15,9~1 Bu<l. FC(O,l> uzavfeIUi mno1tina, CU.F = 1 • Potom F =<0,1 > ,

dokazte I

ll'PouZijte pi'edchod cvil!en! a vlltu 15~

15,10J Ukazte, ze plat! Inemus! se ani jednat 0 mnoziny v Ell:

al II nulod .... II e 13(.,

bl III ell, II nulov' ~ III nulod.

15,11:1 Ukazte, ze piat!:

A em, II nulov' -+ A - II e 111., c"A" ~(A - II) ,

~dle vllty 13 a cvil!en! 5,10 al jest A - II Em, dlile pOuZijte

vztshu 'A = (A - II) U (A 1"'1 II) , vlltu 15 a cvil!en! 5 ,lOb....JJ
.... .

Recht A Em, II nulovti, t e :eA " Potom t E :t:.A-H'

a It = '/r. Dokazte
A-H 'A

l"PouZijte cvil!en! 5,11, vlltu 24 a vlltu 26 .:.....JJ

COOldi tll II ).

Ukazte, ze Fubiniovu vlltu .1ze uJjt v IUieledlij!c!ch specitiln!ch pl!'!padech:

II mnoZina 14 C Er+s je otevfeIUi nebo uzavfeIUi, funkce t je spojiU

... neztipomli (reep. nekla~) na II,

III mno1tina II C Er+s je otevl!'eIUi nebo uzavl!'eIUi a omezeIUi, funkce t

je spojiU a omezeIUi' na II.

IIV obou pUpadech lehko Uklizete, ze t e~~ .:JI

15,14.1 Oznal!en!:'

*'Bull. f funkce dvou promllnntch, f E~,., • Potom budeme zna/!it

~ f = .!j'f = .£ff(x.y) dx d::f

fft
H

a

x • tj.

Ze' [x,y] Ell}.II. <I'"xEE1 t' E--H", ....
....

FE'LH.
x

je

IIx znamenti prOmllt mnoZiny II do osy

~ = { x e E1 ; existuje y E E1 tsk,

a tento integrel budeme nazYvat dvo~ integrelem funkce t pl!'es mnozi
nu II

Recht

Potom podle Fubiniovy vllty je pro

a ozna/!!me-l1 F(x) = f fX' *'
H~l·

M~zeme tedy pstit. ze
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II f =,.,
Zf'ejme tez

I(
HX

kde

JJ f = J ( ..1 t*'':1 )
,., . Ny ,.,*,Y

My ={Y E El , existuje·

= J (/r: (xl dx) dy •
Hy ", .. y.

x E: El pro neli [x,y] Ell}.

-& y{x)

j' ( j' f (x,y)dy)dx.
4 ,!,{X)

je prOmet mnoZiny II do osy Y •

Posledni 1ntegraly budeme naz$Vat dvojnasobnYmi 1ntegraly funkce t pres

mnoZinu I(

V pHpade, ze IIx je 1nterval (a,b) a I(K,* 1nterval (9"(x), yr(x) ) 

krajni body mohou pochop1 telne zaviset na x! I - p1ilme kratce misto
. :I- Y"rX).I ( j fX'*(y)dy) dx 1ntegral·J ( J tX,*(y) dyj dx

"," ",X,fIt 4 <f'{x)
X

a zprav1d1a se budeme dopou§tet nekorektnost1 a misto posledniho 1ntegralu
budeme psat

x*Jsou-11 Ilx ' II' j1ne 1ntervalynel otevrene (uzavrene, polootevrene),

ponechme stejne oznaceni (viz poznamku 3,1) .

Obdobna pozn8mka plati pro obracene poradi integrace.

Nakonec je§te pripomenme definic1 miry mnol1ny:

definujeme ~M =

dx=

podle predeUe pozn8mJ<y a Fubin10vy vety je pro

X,*
II = (ljQ(x) ,V(x» c1

(W(y) , 'l (y) )

./
:1- cl 'l{y)
(y(x) - 9'(x) ) dx = J (J dx)

... e 4]{y)

d

= J (~(y) - (J) (y) ) dy •
c

[
s t e jn8 poznll.mka se tjk8 1 vicerozmlirnjch 1ntegralo., kde pak mluvime 0 troj
nYch c1 trojn8sobnYch integralech apod.

5,15. Bua 14 ...{ [x,y] E E2; ~ + y2 = 7 }. Potom II E m,2

a ~.z 14 = O. Dokalte !
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[IN;kreslete si obrazek mno!iny M I

Zi's jmll Iol" ~ U 1ol2 ' kde

M1 " {[X,y] E E2 Y " h - -2-

~ ,,{ [x,y] E E2 Y " - h--2- ,
Podle vllty 62 - avllfujte

x f < - fi, + 17> },
x E < - f7, + 17 >},

1d2E 'lnz. a A~"

opaoo6m pHpadll
f, f(x) = ax + b ,

libovolM pHmka, potom p E ml. a ~p = 0 •

= t«z. ~ " 0: Nyn! staC!! pouUt vlltu 12 a 15 C!i.f'aktu, !e sjednocen!

spoC!etn6ho syst6mu nulovYch mno!in·je mno!ins nulova.

Viz t6! pf. 5,103 ..:.JJ

Bull p c E2

Dokdte!

rNecht nspf. pf!mka p nen! rovnobll~ s osou y - v
pouze prohod:l:me osy - potom ex1stuje linsarn! fuqkce

v E1 tak,!e -,

.y " ax + b, x E E1 } •

Tedy opllt podle vllty 62 dost'vue,!e p je nulovll. mnoUns v ~.:.JI

Bull .p c E2 libovolnll. pHmka, X C p libovolM podmnoUD/l p. Potom X

je nuloVli mnoUns v E2 '. Dokdte I

[]?ri ddkazu pou!ijte cviC!en! 5,10 b) a 5,16 ~

je-li nspf. X C E1 lebesguBovsky nemllfitelnll. mnoUns v ~ ,

{[x,y] E E2; x f X; 11 " o}· ddy mllritelnll. '<a nulova)

bull . M' prdmllt mnoUny 14 do prostoru

14'" {x E Er ; exietuje s E Es tak,

SpeciBlnll,

je mnoZins

v E2 •

15,18.1 Don!te toto specill.ln! 'zni!n! Fubiniovy vllty:

buCi M C Er+s' 14 E 'mr+s '

Er prvn!chr soufadnic, tj.

!e [ x ,11J EM} •

Potom pro sk.vil. x E Er je Iol
lC
•• E 7'1ts a oznsC!!me-li

11
F(x) " ~s(Mx,.), je F E ~1'11 a

" IF
HI
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Nakre81ete, 81 pr!81u!nj obr'zek

,I
I,

,
I
I
I--------'1-----,
I,
I

!'I' •

Obrazek <::.5

fVe veta 58 stall! poloU t t = 0101.Jj

K IE m:z. a (Ii,. K = 6:1f I

IfU Mnoz1na K je uzavren' v E2 (dokazte!). tady K IE ~ podle vety 50.

21 Oznallme IS.: promet mnoUny x: do osy x. tj.

Kx = { x IE El j existuje y e El pro nli! [x.yJ IE K} .

Zi'ejme IS.: = <- (6. + f6 >- doka!me toto tvrzen! pof"dne

a podrobne. Abychom tedy ukazal1. Ie

IS.: = <-16. + 16 > • je nutna a sta<::! dokSzat. Ie jednak

Kx C <- 16. +" 16> a jednak 1Sc:l <- 16. + 1(;).
al awl x E ~ =+ existuje y IE El • pro nlil [x,y] E K. tj. pro

nel x" + y1;; 6 • Potom ovllem x·:i 6 - y.z:li 6 =+ lxl:i 16.
001 jest xe(-I6. + fi>.T!mjemeukazal1.ze ~c<-(6.

+ Y6>.
bl awl x E <- 16. + 16> =+ urMtl! existuje Yo IE E1 - napf'.

Yo = 0 - pro nil! x.l + y: ~ 6 , te~ [x'Yo) IE K =t x E Kx •
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Tim jsme ukll.zal1, Ite <-16, + 16> C ISc •
3/ Zfe jmll dll.1e

K X'* =(II pro x E (- 00 , - (6) v ( f6 , + 00) ,

K"·* = <_/6_x2, + /6-; > pro :i:Ei<-I6, + 16> = ~ ,

(zde chll.peme <a, a> = { a } ) - opllt podrobnll vysvlltlete!

Tedy ~ K"'* - = 2 ./6 - ; (pod1e vllty 51) a
f ff

(UZ K =/2 /5 - ; dx =671".
-Ii

V prax1 obyl!ejnll poetupujeme rych1ej1 (musime ovllem UIIIllt vllechny

jednotl1v4 kroky oddvodnitl) :

Mno!1na -K je uzavi'enll., tedy mlli'1telnll.; ~ = <- /6, + /6>,
pro x e <- 16, + 16> jest K

Jt
,*= <- ~ - ;; +~ - .; >,

tedy
ff 1'6 -.x%

cUz K = J (J 1 dx) dx = 6 :r.
-rr -16-X'

Jako cv1l!en! zkuste zmlln1t pofoad! integrace 1.Jl
.

5,20. B~ II = {[x,yJ E E:!; x2 + y2 <6}. Potom 14 E m.z a ~II = er ,
Dokaltte I

1114 je otevi'enll. mno!1na v E:! ' tedy II e m2 • Oznal!ime-l1

H(l4) = {r x ,y] E E2 ; ; + y2 = 6 } ,

je H(II) e m z
Potom ('La(M U H

a ,,",2 H(ld) =0 .(Yiz obdobD$ pi'. 5,15).

(II) ) = ~z. 14 ,podle pi'edchoziho cYil!en! je

potom

caz. (14 U H (14) ) = 6 1f.

Jako crtl!en! spol!tl!te C"Z 14 pi'im0..:J

15 ,21.\ B~ K l1bovolD$ kruh v E2 ' tj.

K={[x,yJE~ (x_m)2+(y_n)2;:i r 2 } ,

K e 7l'tz a ~zK = r s , Dokaltte 1

5,22. B~ 14 ={[x,yJ E ~

Dokaltte !

f(iznsl!!me-l1 (kree1ete I)

K ={[x,yJ E E2 ;
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x = 0, Y e (0, +oo)},

je N nw.ovll mnoUna V ~ (viz pi'. 5,17), X otevi'enll v E2 , tedy

X E m a z v~ty 13 vyp1$Vll,!e 14· X U N E m•.
1

Podle v~ty 15 pak dostllvllme - <"!I 14 = ~X.

Oznal!ime-l1 Xx prOm~t mnoUny X do osy x, je Xx = (0,+ 00 )

a pro x e (0,+00) je XX,>I< = (x.+-oo ) .

Zi'ejm~ ~Xx,* =+ 00 pro x e (0,+ 00 ) ,tedy ~X = + co

V praxi postupujeme rychlej1 a rovnou p:!lieme

= ~K = If1 dxdy =
1 K

dx = + 00 ,
anebo t~! - zam~nime-l1 poi'ad:! 1ntegrace

cal' = AX
Zkuste doklizat

00 00

= //1 dx dy = J (.I dx) dy = + 00
k 0 '¥

jelit~ j1nak,!e ca!14 = + 00 -.U
•

1 5 , 23 . \ Def'in1ce:

V mnohjch sb:!rklich pi':!kladd 1 v mnohjch ul!ebnic:!ch se setkllme s uloham1

nllsleduj:!c:!hO typu:

"mno!1na M je v rov1n~ omezenll ki'1vkami

x = 2 , Y = x, xY = 1, spol!t~te A M I "

00 se rozum:! slovy "~~!en!J~!:!!~!!!"? Toto jest nejakY pojem - kterf,

1 kdy! je 1ntu1t1vn~ zi'e,jm$ - by byl0 zapoti'eb:! def'inovat. Pokusme sa nej

di':!ve na nailem pi':!klad~ 11ustrovat, co by sa mohl0 timto pojmem rozum~t.

Nakresleme s1 tedY "ki'1vky" x = 2, Y = x, xY = 1 (viz obrllzek l!.6

na nllsleduj:!ci stran~).

l4noUna {rx,yJ E E2 ; x = 2} je pi'imka a dill:! nllm rovinu E2 na dv~

polorov1ny, oznal!me je A1 ' A2 • Rovn~! tak "mnoUna y = x" d~l:! rov1

nu na dv~ polorov1ny, ktere s1 oznal!me ~ , 52 • Konel!n~ ti'et:! mnoUna

{[x,y]fE2; xY = r ] jest rovnoosll hyperhola a 1 ta nllm dU:! rov1nu

na dv~ - byt ne aouv1sl~ - mnoUny (tzv. vniti'ek a vn~jliek hyperboly) 

oznal!me je °1,°2 •

Nyn:! utvoi'ime vliecbny mo!n~ prdn1ky.

N~ktere z t~chto prdn1kd jsou prizdn~ mno!iny. n~ktere neomezen4 1ID0!iny

a pouze jedna mno!1na - jeden prdnik - je omezenll a neprizdn4 IIDo!1na.

A ~to mnoUn~ budeme zprav1dla i':!kat, Ie je "omezen!l" dantm1 kfo1vkami".
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Obrazek l!. 6

Pokusme se nyn! vys10vit obeenou detiniei:

M~jme d~no p tunke! dvou prom~nnYeh

Neeht ka!M f'unkee f'i (i = 1,2, ••• ,p)
loIi x Ni , oznal!me

.S".,~,"".,S"p .
je detinov4na 118 mno!in~

Ki = {[x,y] E ~" l XEloIi, Y E Ni ; ~ (x,y) = 0 } ,

1 = 1,2, ••• ,p , (Ki jsou tedy naile -ld'ivky"). Oznal!me M1e

~ = {eX,y] E E2 X E loIi ' Y € Ni ~ (x.y) > o}, i = 1,2, •.• ,p,

Ki = {cx,y] EE2 X E loIi ,. Y € Ni 5'7 (x,y) < o}, i = 1,2, ••• ,p.

Utvofme vileehny mo!n~ prdniky:
A A A AA V V V V
~ n IC.z rv ••• ,., xp ,~n IC.zn ••• f"I xp , ,••,~",,1C.z n ••• n xp
(preeizujte l) •

Potnm pod pojmem -mno!ina omezen~ ld'1vkam1 JS.'IC.z" ••• ~ 
rozum!me 1ibovolnY z t~ehto prdnikd, kterj je

al nepr~zdnY,

bl omezeny V E2 •
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Je nutno 3i uv~domit, ~e·

1/ takov~ "mno~ina" vdbec nemusi exiatovat (uve dte p!'!klad!) I

2/ techto "mno~in~ m~~e bit i vice (uvedte priklad!).

Obdobne derinice ae de uvest i pro proatory vy§~i dimense, bude-li se
jednat 0 mno~iny v E3 ' budeme zpravidla tikat "cno~ina omezene plochami".

5,24. je omezene ktivkami

Potom M e m~ a

8
y = --..

4+x~

~M = 2( 7T - ~ ) •

·------1

rrv Nakresleta a). prislU§n1 obrezek, tj. mnoUny

~ = {ex,y]e E2 y = 4:;' },

~ ={Cx,y] E ~ 4y = ~ }.

2/ Oznal!me Mle

"" ={[x,y] y < 4=~ },IS. E E2

v ={[x,y] r > ...IL}IS. EE2 4+,.2 ,
A ={[x,y] ~ },~ E E2 4y.<

~ ={[x,y] E E2 4y) ~ l-
"" AUk8i1ieme, ilie mnoUna IS. n ~ je neomezenll. v E2 ._

Zvolme posloupnoat bodd An = [n,o], potom

(prol!?) ,

A A

tady ~Ers.n~

na (oddvodnllte I).

A A
a odtud vypljva, ilie mnozina K n K

1 2
nemO.ilie byt omeze-

nejsou omezenll

A A
~n ~ , oznal!me jl 101 , tedy

y<~}n {[It,7] E~ ;

a 47 > ~ } ={[x,y) E ~ ;

ze mnoZiny

M= {[x,y] E E2
y< _8_

4+~

3/ Obdobne ukailite,
v E2 !

4/ Uvailiujme mnoZinu

x
2 8}-<7 < --

4 4+~
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, neexistuje ztejme z6dn8

(pro~?) ,

mnoziny M do osy x? - pOdle derinice

existuje s E El tskov4!, ze [x,y] EM}.

:l- 8
tsk, aby - ~ --

4 4+x2

[x,y] EM. Naopak, bude-li pro nejak4! x E El pla-Y E El takov6, ze
2

tit L <~ , bude zhjme
4 4+x

Co bude prdmetem Mx

Mx "' { x E El

Zvolime-li x E i l

tedy

AeAenim posledni nerovnosti dost6vame

x E ~ ¢=> x E (-2,+2) ,

tj. M "'x (-2,2) •

Nyni pro kazd4! x E ~ jest

[x,y] EM} "' (:l
4

5/ Mnozina iii je omezen6 v E2 ' toto je ihned videt z mnozin Mx
a IiI

x , * , nebot

,~ [x ] < 2 , O~ .f-<y<......lL
4 4+.f-

tedy M C (-2,+2) x <0,2> •

[x,y] E M

6/ Mnozina iii je metite1n6 v ~

kter4! jsou obe otevten4! v ~

, neboi je prdnik mnoZin

(dokaztsl) •

7/ Mdzeme pouZit Fub1niovu v~tu, dost6vllme,
2 ~+J(j

Ai. M "' JJdx dy "'J(1. "y) dx "' 2 (Jr - ~ ) • II
( --2 M -2 t oJ ....:.JJ

V dal§ich ptikladech budeme zpravidla postupovat rychleji, je v§ak
zapotrebi umet jednotliv4! kroky - tsk jako jams to provedli v tomto
priklade - podrobne oddvodn~t.

5,25. Uillozina M je omezen6 n6sledujicimi kt1vkami

x "' 2

Potom M E 7lt~ a

y : x; xy = 1i x = 0

<U M = ~ -log 2 • Dokazte
, 2 2

r11 Nakreslete

2/ UksZte, lOe

si pHslull~ obrazek !

~ <y < x x E (1,2) },
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dx • , -log 2 •

1(y,2) ,

(y,2) .,pro

tedy .a J4 =JI (r dy) dx =./'(X - I)
t --2 1;r "

3/ Zkueme integrovat v obl'll.cen'm poi'ad:!.

Bua)l prdml!t mno!1l1Y" )I do osy y ,
Y 1

zfejml! Ny • (2,,2).

Pro y E. (~,l) je )1*' V =

pro ostatn:! y je)l*' Y = ~.

Pou!ijeme-linyn:! Fubiniovu vl!tu, dostavame

%

ca:14 = .£.. F(y) dy ,
r .

kde F(y)" 2 - 1 pro s E (1 1)s 2 '

F(y) = 2 - Y pro y E 6 1,2 ) •

Kone~l! tedy

" 2.
AI- 14 = .£ (2 - 1 ) dY + 1 (2 - Y ) dy =J - log 2 •,-. r y" 2

4/ Opl!t mO.!eme postupovat rychleji, oznal!:!me-l1 si

141 = {[x,y] E ~

142 = {[x,yJ E E2

143 = {[x,y] E ~

~ < y < 1, X E (1,2) } ,

s = 1, x E <l,2) } ,

1 < y < x z E <l,2) } ,

jest mno!ina ~ nulovli, mno!1l1Y" 141 ,~ otevfoenll ,

r-log 2-.:11

5,26.
Bua 14 = {[x,y] E ~

Spol!tl!te ca.14 I

l~ z ~ 5

Ifli II E m (prol!?)
2. r 3 r

2/ .AL II = /./ dx dy = J (..! dy) dx = .I (3 - !) dx • 12 log 5 ,
(--1 H r x 1 x

3/ ctL.1I = // dx dy = 1"( .t~X) dy + .I3

( I~) dy = 12 log 5 JI
1'1 s y f ...-.JI

Ve1m! mnoho mno!1n, s kter;Ymi se satlable, by,rli souml!rn$ch pocUe jedn' l!i
obou os. PH v;1pol!tu ml!r takov;1ch mnoUn l!i integrllld p!'es mnoUny tohoto
typu mO.!e byt pak uUte~ll se omezi t jen na l!llst tl!chto mno!in, nap!'. jen
na Mst ld:!c:! v prm:!m kvadrllntu apod. Teorstick;1m zllkladem je nllsleduj:!
c:! vl!ta.

- 110 -



x)O, y)O}

15,27: Ial Bull 14 ( ~ , 14 E m2 ' nechl: 1ID0UIl8' II je.soumilrn4" pocUe osy s,
t.1.

[x,YJ E II ~ [-x,YJ Ell.

OIlIl8l!me

Ii' ={[x,YJE~ [x,YJ E II , x ) 0 } •

ii' E 'Nt2

....
DokaUelPotom a eu-. 14 = 2 cUiM •

ITOznal!!me-l1

K = {[x,;yJ {E2 j x) 0 } ,

.1e K E m
2

a 'ii = M n K , tedy 'ii E- m:t (oddvo&lilte l)

Podle vilty 59 lehko z.1ist!te, Ie

,.., ....ca-2 II = cU. (14 - 14) ,

tedy ~II = ~iI + cUi(14 - 'ih = 2 ~M ~

bl Dokaite obdobnou vlltu pro 1ID0Uny soumilrn' pocUe osy x.

cl B~ 14 C E:! mili'i telM mno!i1l8 soumilrn4 podle obou os x i y.
-Oznal!me

ll:l <01
Potom -14 E m 2 a ~.14 = 4 ~14. Dokalte I

•
d/ Vyslovte obdobn4 vllty pro prostory vyllli! dimense I

5,28. B~ 14 = {[x,y]E E2 1 < x2 + i < 4 } (kreslete l)-
141 ={[x,y] E E2 1 ':ii x2+y2~ 4 }.
142 ={[X,y]EE2 1 < ~ + y2 < 4 }.

Ukazte, ze kaMa tato mnozina .1e mili'itelM a

eu-.14 = ~141 = ~~ = 3Jr.

~I Ukazte, ze kter4koliv dvll z tllchto mnozin sa lil!! 0 nulovou mnozinu

a ze mnoZina l1. .1a uzavi'ena.

2/0znal!me 14x prOmllt mnoziny M do osy x, zi'ejmll IIx = (-2,+2)

(dokazte podrobnlll).

~le plat! implikace:

x E ( _00, -2> V{2,

x E ( -2, -1> U (1,2)

x E ( -1, +1) => M
X'*

+ 00 ) ~ 14"'* = {I/

9> 14"'* = (-/4 - x2 +~ _ x2) ,

= (-/4 - x2 ; -h - x2) U( h_x2 ; /.~4---~).
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Tedy pro

x E ( -2, -1) U <1,2) je ca1 I11 X,* ·2 14--2 ,
x E ( -1, +1) je II x,* = 2 (/4 --2 - 11--2 )(f'-, . •

Odtud podle Fub1n1ovy v~ty' dostliv4me
-1 L

""',111 = J 2 14 - .z?- dx "" / 2 14 - i
,-~ -2 1 '

= 3 J(.

3/ Poul1jeme-11 predchoz!ho cv1~en! 5,27 a postupujeme-11 rychlej1, dostli

vlime
1 (If-X'

= 4 [(k,)(. ely)dx + 4

4/ Poul1jte t~l'. vztshu

• h-.l"
• / (/ ely)dx .. 3 r .

M={[x,y]EE2; .z?-+l<4} -{[X,y]EE2; x
2

+ l < 1}

cv1~en! 5,21 a v~tu 15 ~

5,29. Bua M = {[x,y] E E2 .z?-< y < x + 2 } • Ukal'.ts, Ie

ME m
L

a ~II = +. (Nakres1ets a1 obrazekl ).

fl/ Ukal'.ts, l'.e mnoUna II je otevrena v E2 •

2/ Je-l1 "f<~2, je III
x,* = (.z?-. ~2), pro oststn! x je II x,* = r6

Nerovnost ,;. <x + 2 je splna, prav~ Itdyl x E (-1,+2) , teely
2

~ II = I (x + 2 - .z?-) dx = 2
9

•
-1

3/ Integrujeme-11 v ·obracen~m· porad! - prove~te podrobn~ - jest

., ly l' flY
~2.111 = f (1 dx) ely + I ( dx) ~ ...2...2 ."

o -IY Y-2 ~

r;,30.1 MnoUna M bude v da1li!m ddy omezeus kfo1vkam1 (viz 5,2).

Ukal'.te. l'.e II E m
2

a spo~Ute CUlM I

a/ M omezena kfo1vkam1:

2x - Y = 0 , 2x - Y - 7 = 0, x - 4y + 7 • O. x - 4y + 14 = 0 ,
potom cU. II = 7 ,

.,2+82
x.. 2a (O <b < a ) ,

,b/ 101 omezenli :

x .. y2+b2 .

2b '
_ 2

~M - 3 (a-b) • tab ,
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el I(

41 )4

eme••IUi: 7" -2; 7"' x + 2

222x + 7 .. a

7 "' 2

a> 0

; ~"' x (~)4" -¥ ),
a2

( ~I(.. 12 (J T - 4»,

11 )4

el II ~ + ; .. a2 ; x + y "' a; :It ~ 0 , 7 ~ I) 0

1 2 a2 ~
(~)4" 1;'" a -!l (1 + ,3» ,

rl )4 : 7 .. 4 - ~ 3x - 27 - 6 .. 0 (ca.1( "'~ ) ,

g/ II : ~ .. a2; ~ .. a7, Y" 2a, :It ii: 0, a/,O

(~)4 .. ~ a
2

+ a 2 log 2) ,

hi M X2 + 72 .. a2 ; Y" ~ , a >0, n >1

a2 Irf.:l 1 I 2(j, II = (arcsin -- - n.... n - 1 »c-.. ~ n nO<

.. 1) ! +~ .. 1, a >0, b> 0a 1).

(~)4 .. i ab (:Jr - 2 ) ,

j/ll:i+l ..
16 9 1 ; Y=X; xliO; 7 ~ 0 (~II = 6 arcsin ~) ,

kl II je omezena i + ; .. 5; 7" 0; tel!nou ke kru!n1e1

11 11 ]17=3; x+y"4

[l,2J (AL II .. 5 - ~ arcsin -L) ,
l-" 2 f5

( ca.. II .. 4 - leg 27 ) ,

) .

x .. 0, y.. 0, x.. a ,

a2
1«"..I( = 2' ( e - e-»,

, O(7<f-}

O(Y<~ }

a >0

x > 2

x > 1 0 < Y < f;. } (ca:..)4 .. + 00 )

o < :It < 9, 0 <y < *"} (eu.. )4 .. 6

.
x > 2

ml 1.1

nl )4 .. {[x,y] E E2

01 1( .. {[x,y] e E2

pi fA .. {[x,7] e ~

q/ M" {[x,Y] E E2

v denim sa budeme zabivat vYpol!ty jednoduch$ch dvojn$ch 1ntegrli1o.
pres danou mnoUnu M. Metody vYpol!tu jsou v podststl! stejnt! jako v pi'e
desljch cv1~enich - obyl!ejns hledlime prO-mst mno!1ny M do nsktert! z os,

pHslu!ln<! hzy mno!1ny Iol a apl1kujeme Fub1n1ovu vstu. Ne! v!lak tuto
vatu pouUjeme, musime v!dy zj1etit, zde dan$ dvojn$ 1ntegrll.l vdbec Ilnam
j~~
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/5,31:IBua M (E2 mllfiitelnli mnoZina soumllm4 podle osy y ,

bU! t tunkce dvou promllnn$ch na 14 "sud'" vpromllnn~ x, tj.

t( - x , y ) = f (x,y) kdykoliv [x,y] E lot •

*Necht dile t E :eM
Oznal!me M = { [x,y] E M x> 0 }.

*Potom t E :e;:; a

t t = 2 -£ f • Doke!te

r-viz obdobn~ cvil!eni 5,27 ~

Vyelovte vllty anSlog1ck~ k vlltam ve cvil!eni 5,27 b) - d) •

5,32. Bu~ M={eX,y]EE2; [x ] + Iyl~ 1} (nakreslete!).

Potom .It (,1 + i) dx dy = j . Doke!te I

M ,

uzavi'ena v E2) •

je apojita a nezaporn8 v

lot E m~ (mno!ina lot je

2/ Funkce f(x,y) = ,1 + i
"R

tedy f €:e
M

(viz vety 48 a 33)

Lze tedy ufit Fubin10vu v1ltu (viz t~! 5,13), poufijeme-li pi'edchoziho

cvil!eni 5,31 dostaneme (provedte podrobnll ! ,naleznllte M a IJ
x,* ) .

x

JJ;, (x2 + i) dx dy = 4

~

= 4 J (x2(1-x)

"
3/ Zkuste taz integrovat v obracen4m p~adi~

5,33. Ukezte,!e 4 e-(rry) dx dy = ~ , kde

lot = {[x,y] E ~; O:iii x ~ y }

lIMnoZi118 M je uzavi'ena, integrovana f'unkce apOji ta .a kladnS 118 M , tedy

00 00 co

ff e-(rry) dx dy = I (1 e-(rt-y) dy) dx = 1 e-2x dx = !
M • JC " 2 :.J

5,34. Spol!tllte Jl %3 dx dy , kde.,.,
a "ki'ivkou" {[x,y] E E

2
(viz definice 5,23).

I( C ~ je mno!1na omezena oaami

IX+ fi=l}.

x e y

"Ukazte,!e M = {[x,y] E ~ 0 < y < 1 + x - 2 IX
x E (0,1) } tedy (proVlldlijte podrobnli I)
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1 (r-li)'II xy ax dy =.I (.I xy dy) dx =
H '()"

5,35. (Viz t4! cvi~ent 5,47).

Uka!te,!e .If Il~~y2 = 21T , je-l1 14 = { [x,yJ E E2

x2 + y2 ~ 1}

5,15); je f'unkce f definov!l.na
N

je mnozina II! otevrenli v E2 ,

nent definovlina vllude v 14, proto!e
1=

th-71--y2
{[x,YJ E E2 ; x2 + l = 1} je nulovll. (viz cvi~ent

skoro vllude v 14. Ozna~tme-1i 'i4 = 14 - N,
N

f spojitil. a k1adnll. v . 14 a

N =

f( x,y)

vllak mno!ina

UFunkce r ,

/ f =1 f
H H

,
tedy s pOuZittm 5,31 dost!l.vll.me

= 4

= 4

. 11

( ~ dy ) ax =
• a /1-~-;

('1 Y = !l-~
-I ([arCSin ~ J )

fl-~ y = 0
1

=4!f dX=2Jr • ~
a

ax=

5,36. (Viz t4z cvi~ent 5,49).

Spo~tete
JI dxdy

H 171-+;
kde M = { [x,yJ E E2

k1adnll.

U ,oJ

)ax=2~

si mnozinu II! , je
12' Opet funkce

// dxdy

H 10+1

a po1omeru

to vlastne "kruh" 0 stredu

f( x,y) = ,j 2
1

2 nent vllude v M
r x +y

def'inovana ([0,0JE 14). Ozna~tme-l1 vilak Il = {[x,yJ E E2 j

x
2

+ l < x } I je 11 otevreml. v E2 ' funkce f spo ji til. a

v ~ a J f = .£ f (vile podrobne provedte !) , tedy
M H

= 2/'
a

rr-;,kres1ete

\5 ,37. Ukazte, ze .It x
2y

-2 dx dy = ~, je-l1 mnozina II! C E
2

i omezena krivkami x = 2, Y = x, xy = 1! (Kres1ete!).
L- .. ._---'
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dx =1' anebo t6!r .IIi y-2 dx dy =
I'f

15 , 38 . 1 Dokazujte nasleduj!c! tvrzen!:

pro 14 = <0,1> x <0,1> ,

25
= log 24 pro 14 = <3 ,4> x <1,2 >

(t:l:m rozum:l:me 14 = ([X,yJ E E2 ; It E <3,4>, y E <1,2>},),

rr x2
J(

bf JJ ~ dx dy = 12
H l+y

sf JJ dxdY
I'f (x+y)2

2+ 12
= log pro

1+13
M = <0,1> x <0,1) ,

•

ef JJ(x2 + y) dx dy _ ....:u kde M je omezen~ krivkami- 140 ,
H

x2, y2Y = = x ,

£I ././cos (x+y) dx dy = - 2 • kde 14 je omezena krivkami
I'f

x = o , y = x , y = Jr

g/ ..I/(2X + y) dx dy = 2J
H

kde 14 je omezena krivkami

x=O, y=O. x+y-3

- i dx dy = ! (..ll.
3 2

..L. )
3

y =

, kde 14 je omezena Id'ivkami

0, x = 1, Y = x ,

if JJleY dx dy = ..L pro M = {[x.y] E "E2 ; x2:;y < O~ x ~ 1},
H 24

= x ,

jl JJ(i + i) dx dy = j pro 14 omezenou Id'ivkami
I'f

y = 0 • y = l-x. y = l+x ,

k/ j](x3 + y3) dx dy = 752 pro 14 omezenou Id'ivkami
I'f 5

_ x
y = x , x =4 ,y - 2 •

11 JJ(~ + y) dxdy=Y pro 14 omezenou Id'ivkami
I'f 3

x =0 , y=J. x; s = 4_(x-l)2(x 1: 0).
2
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5,39. Bua 14 = {[x,y,z] E E
3;

x ~ 0 , y ii: 0, 0 ';li z ~ l-X-y} •

Ukaitte, ite 14 E 7lt, a ("JM = ~

~akreslete s1 mnoit1nu

[l,O,OJ [0,1,0] ,
14 - je

[O,O,lJ

to ~tytst~n s vrcholy [O,O,oJ,

, podle stf'edoikolsklS llitky je

je plocha zakladny a v dlSlka"objem 14" roven ! z.v,
3

vjiky. V naiem pi'!pad~ je

kde z

z = !
2 '

v =1 , tedy vol 14 =~ •

AI 14 je mnoit1na uzavi'ena v E
3

(iJkaitte I), tedy 14 E m
J

•

BI Ukaiteme, lie cUJ14 = ~. Zde mditeme postupovat podle Fub1n1ovy v~ty

v podstat~ dvba zpdsoby, ukliiteme oba dva.

@ Ozna~me I4x ,y

= {[x,y]E E2

Dokalleme, lie

prdm~t mnoZiny 14 do "rov1ny ry" , tj. I4x ,y =

ex1stuje z E El pro nez [x,y,zJ E 14 }.

I4x ,y = {[x,y] E E2 j x i: 0, o s s :I l-x }

(tj. Mry je trojUheln!k. s vrcholy [0 ,0 ,OJ , [1,0 ,OJ , [O,l,OJ) I

ddkaz tOho'to tvrzen! prove~e pOdrobn~:

al zvolme [x,y] E I4x , y ~ ex1stuje z E El tak, lie [x,y,z] E 14, tj.

plat! x ~ 0 , y i: 0, 0" z ~ l-x-y.

Odtud plyne, ite pro nai bod [x,y] E Mx,y plat! x ~ 0, y ii: 0 ,

o s l-x-y ,tedy [x,y] E {[x,y] E E2 x 1: 0, O:li Y :Ii l-x} •

Tim jsme ukazal1, ite Mx,y ({ [x,y] E E2, j x;: 0, 0 ... Y'" i-x}.

bl Zvolme bod [xty) E ,{ [x,y] E E2; x 1: 0, 0'" y ... l-x } , tj. zvol!

me takovj bod [x,y] ,ite je spln~no x s: 0, 0 ~ y ... l-x.

Potom ur~1te ex1stuje Zo E El - napfo:(klad Zo = 0 - pro n~it plat!

x <= 0 y;;;O, 0";; z ;;; l-x-y,o

o :=;: z ,.;; l-x-y } =

tj. ex1stuje takove Zo E El ,lie [x,y, zo] EM. Odtud plyne, Ze

[x,y] E Mx,y •

T!m jame dokliza11 obracenou 1nklus1 a jame hotov1.

Nyn! pro l1bovolne [x,y] E Mx,y je

MX'Y'* = { z E El; [x,y,z] E 14} = { z ,E E
l

= (O,l-x-y)

tedy (U~MX,y,* = 1- x- Y (delka 1ntervalu I)

Fub1niova vllta kone~n~ dava

AL M = jJJ'dx,dy dz
(--J M

=..1/' MX'Y,*
MX,y c<'f
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Posledn:l integrill spo/!:ltilme j1l zniI~m zpdsobem (oplitn$m pouli tim

Fubiniovy vlity. tentokrilte dale j1l pro dyoJrozmlimf integrill funkee

1-x-y p~es mno!inu Mx , ; ) .

D~stilvilme

~ I-X

JJ (1 - x - y) ax iJ¥" J( / (l-x-y) iJ¥)dy .. ; •
Hx.y • • "

V praxi po/!:ltilme ryehleji a primo pOems

AI.)4 .. .flI ax iJ¥ dz .. .I"(./'-")!'.X-;Z) dy) dx ,
c.-;' H D II

kde si poehop1-telnli predem spoll:ltilme ·pr:lslulln~· meze. Zkuste m:lru

mnoUny II sPoll:ltet va vliech jln3eh poi'ad:leh integrace I (napfo. nej

dr:lve integrovat podle x, pale podle z a nakonee podle y).

@ Oznal!me tentokrilt liz prdmlit amoUny Ii do ·osy z· , tj.

liz .. { z f ~; existuje [x,y] E ~ pl'O nlii [x,y,z] Ell} •

Opet podrobne ukAl!eme, ie liz" (0,1) - II: tomu je nu~ a stall:l ukAzat,

ie jednall: liz C(0,1) a jednak <0,1) C liz •

al Bu! teiJ¥ z E liz ' tj. exiatuje dvojiee [x,y] takova,!e

[x,y,zJf II , tj. takovil dvojiee [x,y], pro n1l plaU x i: 0 , \

y;::;O,O";;z"'l-x-y.

Odtud je lehko vidlit, l!e 0 ,,;;; z ,,;; 1 , tea:Y z E (0,1) •

bl Bu! naopall: z E (0,1> , mame ukAzat, !e existuje bod [x,y J , pro

nliJ! [x,y,z] Ell.

Polome napf'. , y .. 1::1.
o 3 (Il:reslete I)

z E liz - tuto 1110hu viall:

tj.

dB,

pro

potom xo~ 0 • yoil: 0, 0,.;; z!lli: 1 - X o - Yo (uka!tel),

bod [xo' Yo' zJ Ell, teiJ¥ z E liz •

Fub1n1ova vlita n8m nyn! dilvil

~.J1l .. ..( (£*.% ax ely ) dl:

kde 11*·7 .. {[x,y] E B
2

Stall! tady spo/!!tat c«-.Il*' %

J1I IlIIdE v roviDli foetit.

Je lehko vidl!t, l!e (oplit podrobnli ukaite I)

II*.% .. {[X07] E ~; x il: 0 , y i: 0, x + y :Ii 1 - z },

Col neznamen;i nie ,j1.nb, nell Ie II .,% je pro I: E <0,1>
romoatr8nD,f a prBYoo1h1I tro.)1be1JUk II d'1Il:ou odY6l111;f l-z , tea:Y

,-«...11*'% .. t (1 - z)2 •
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.. z
(Zde se nlim podai'llo pf:1mo spoC!!1:$t m!ru mnoUny II' z jej!ch

geometrickYch vlaetnoet! - jeko cV1C!en! zkuete spoC!!1:$t <".11 *,%

pomoc! Fub1n1avy vl!ty 1:$k, jako jame to udUal1 v minu:LYch cv1C!en!ch).

/
' 1 2 1

KoneC!nl! 1:$d;y caJ II = • 2" (1 - z) dz =6

Opl!t zkuste vol1t jinll pofad! 1ntegrace 1-lJ
T!mto pf:l:k1adem jame se I1myslnl! zaby,ral1 velm1 podrobnl!, znovu e1 jej

peC!l1vl! projdl!1:$ a hlavnl! s1 uvl!domte rozd!l mez1 obl!ma metodam1 I

a II. V da1ii!ch pf:l:k1adech, jej1ch! rWvod;y jH nebudou 1:$k de1:$1ln!,

sa ana!te opl!t viie sami podrobnl! odo.vodn1tl

5,40. SpoC!tl!te objem tl!leaa

z = 1, z2 = z2

(viz defin1ce 5,23)

r;:/ 0ZD8C!me

T C E3 '
2

+ Y •

omezenllho p1ocham1

~ = {[x,y.z] E E3 z > 1 },

~ = {[x,y,z] E E3 z < 1 }.
N1 = {[x,y,z] E E3

z2 > ,l- + I}.

N2 = {[z.y.z] EE3
z2 < .f- + I} .

Pro rWzornoet s1 p10chy z = 1 (rovina) a z2 = .f- .. I (kula-

lovli p1ocha) nakree1ete

Uklileme, Ie mnoUna' ~ () N1 je neomezenli - zvolme 1:$d;y poe1o~

nost bodo. An = [O.O.n] i n = 2.3.4 •••

Zi'ejml! An E ~ () N1 (proC!?) pro kddl! n. odtud plyne tvrzen!

(odo.vodnl!1:$I).

Obdobnl! ukal te, !e mnoUny ~n N2, ~ () N2
loInoUna ~ () N1 je omezenli

jaou neomezenl!.

(c .x,y.zJ E 112 () N
1

"'* I z I s 1. I y I~ 1, I z I ~ 1) ,

tedy T = 11
2

() N
1

•

2/ Z minull!ho vypl,yvli. !e

T = {[x,y.z] E E3 ; f.f-+I<z < 1},
odtud 1ehko uklilete. Ie T je o1:$vfenli mno!ina v E3 • ted;y

T E m 3 •

- 119 -



3/ Lehto zj1st:l:te, Ie l' je kuiel s vreholem v bodl [0,0,0] a ZIl.

kladnou· v rovini I" 1 , pololllir z4kladDy je };, podle zn8m;feh

1
vzorcd Je ·objem T- roven 3:Jr·

4/ Spol!!Ume l' podle obou metod (rtz pi'edchoz:( cv1l!an!):

® oznal!!me-ll 1'X'7 prdmit l' do rortny X,7 ,

jest

TX07 .. {[X'7J E ~

a pro [x,7] E Tx,7 jest

'.... Jl,y,* { E B.. .. z 1;

= !:J(3 •

-s?:+/<l},

• 47)dx =

Opl!t mdieme lI:r4tce psat

~ I,-x' ~

(")'t = 4 • .f (./ (.l. dz) 47) dx
o " 'x'+y'

anebo 'Wi

of :r I":r'..y'
= 4. J (/ (.1 dx) 47) dz

" " "
a podobnl! •

@ Oznal!!me-ll 'tz prdal!t T do 087 z, Jest 1'z =: (0,1)

a pro z E (0,1) jeat

1'*,% = {[X07] E ~; -x?- + ?- s .,.2 } ,

te47 (U~1'*,7 = Jr z2 (rtz pf. 5,21),

odtud podle Pub1Jli.cw;y vl!t)' dos'WvliM

of

ALT = I (I ~) dz .. J r.2 dz .. I,3 •
'-oJ ~ ~.,z II

Opl!t z1I:uste vollt ,11D6 POS'tup7 intepace~

Z uvedeD;fch pf!1l:laM je rtdi't, !e _dn08't vtPol!'tu vela1 Arts! na
tom, ja1I:4 pal'&d! in'tepace a .f81I:ou _todu lIYo:U-. Jest url!1 'W vl!e
cv1ltu a il11I:09no8't1, ab7Ch_ vtalede1l: obdrIell co neJ.1e4noduH:(
ceetou. UYe~ n4sledu.1!c:( pi'!1I:lad.
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JJJ
11

Bua R) 0 • o_Cae J,!. {[X.Y.Z] e E2 ; ~ + I + z2 ~ ~ •

~ + I + z2::i 2Rz} •

z2dxdydz • ~ T R5 • Dokallte IPotOlll

GI Uka~te. Ie mnoUna 101 je uzavi'en' v E3 a fuDkce f.

f( x.y .z) = z2 • je spojitIi a nez4porrW. na 14.

Lae pollitt Fubiniovu vlltu (jak vypad4 mnollina II 1).

2/@ Bua 10\ prdmllt mnolliDy, II do roviDy x.7. ukallte. lls
x.y

II = {[x.y] E E2x.y
x2+v2;:S~R2}

" 4 '

Pro [x.y] E ~.y je

IIx,y,* = <R _ I~ _x2 _ y2 I~ - x2 -I >
(vile podrobnll zddvodnllte n. tedy

IR ~J('-y'JJJ z2.d:J: dy dz = ff (/ ' z2 dz) d% dy
M If 1( '1l'-x'-y'cr.Y r

a vid1me. Ie jame Be doste1i k velJDi nepi'tjeJDDim integracla.

@ Oznal!1me-1i liz prdmllt mnoUny II do osy z • jest

Dli1e pro

R 14~'z ={[x.y] E E2 x2 +i ~ 2Rz _ z2 }z E(o. ~> je •
z E ( R je II *,2 ={[x.y] E E

2
x2 + y2 <- If _ z2}2 • R) - •

tedy *.Z
(a.1I =

11*·2 =....'L2
2- z )

pro

pro

Rz E (0. 2 )

R
&E(i· R)

•

a Fubiniova vllta dliv4

= ~ 7lR5 .!1
480 ~
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/5,42.1 Dokazte Msledujici tvrzeni:

al ~Uesa je omezeno plochami x = O,y·: O,z = 0 ,

+.y + 1, potom ~J~ : ·i
x+2y=1,

omezena

je omezeno y = 0 ,

y : ~ ,z = o· ,

y =!l x ,a .

y =1 ,

z =0 ,

,
bl Mnez1na ~ C E3 je

potom A ~ : 1W;

cl ~

( a ;> 0, b) 0, c "1 0) ,
1potom ~JT : 3 abc ,

dl ~ je omezeno x: 0, y = 0, z = 0, .zf + ; : a2 ,

Z : X'f (x ) 0

el T je omezeno

,y>O,z)O),

: 1 a4
8 '

~ + y2: 1, z = 0 ,
4

z =x-Y+5 , c"..T .. :Jr 10 ,

£1 T je omezeno az : y2 , ~ + ; = r 2 , z = 0 (a > 0, r > 0) ,

7Tr+-
=9LLT'" -'-J 4a

*gl T je omezeno ; + z2 = 4ax ( a ) 0 i , <!,,, ~ =

16) ,
3

hi T je omezeno ~ + :i ~ ax, ~ + ;

se n~kdy f>ik8 Viv1an1ho ok4nko), ~T

+ z2 = ~ (a ;> 0, mnoz1ne T

=!3a3(I:-~)
2 3 '

11 T je omezenO z: 0, ~ + z2. '" a2
y '" 0 y '" 3 (z ;> 0 , R;> 0),

AL.~'" ~r~
L-:.g 2 '

jl T je omezeno z : 0 X '" 1 , x'" 3 , y = 2 , Y = 3 ,
z '" :x;y =* ("jT = 10 ,

kl ~ az"'x2+; ( a ;> 0 ) ~
ra3

je omezeno , z '" a ~~ =-
2 ,

11 T je omezeno p1ochou 5+ ~= 1 ( a> 0 , b> 0 ) a dale
a b

A x + c"Y + h ( h ) 0 ) ~ ~.J~ '" s: ab h ,

= ~ +; ~ eu..~ = ~ ab (a
2

+ b
2

) ,

= X'f ~ eu..~ = ~ a2
b

2
,

2 2 2
x+L+!.... };;;2 b2 c2 ~ ! a,b,c kladlui ~ cU:J~ =

z =

{[x,y,z] E E3

'" ! r·abc ,

21 p1ochou 2z

31 p1ochou z

11 p1ochou

m/ ~ =
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nl T je omezeno z = 4x2 +2;+1, x+y-3=O ,
x = o , y = 0 , 'z = 0 =9 c'ST = 45 ,

01 T je omezeno y = ~ + 5 y = b , a,b,e kladn' ~ ('L:,T =
e

= ! r ab2e
2 ,

pi T je omezeno 3x - 2y = 0, ax - y = 0, 2y + 3y - 13 = 0 ,

2x + 3y - 26 = 0 , 17x + 6y - 13z = 0 , z=O ='} = lJJU
24 '

ql T je omezeno

X +y - 5 = 0 ,

6x - 9y + 5z =0 ,

z = 0 =9 CU3T

3x - 2y = 0

= l.2
2 '

4x - y = 0 ,

rl T je omezeno 2x + y - 2 = 0 , 4x + 3y - 2z = 0 , x = 0 y = 0 ,,
z = 0 ~ ("jT = 2 ,

3

sl T je 4 - x2
Y = 5 0 0 =9 CUJT

160
omezeno z = y = z = = --,

3

tl T je omezeno z = a 2 -2- , x + y = a, s = 0 , z = 0 ,
y = 2x ; ca3 T = ...ll a 4

162
,

u/T je oinezeno z = a 2 -2- , -2- + ; = a2 , z = 0 , y = 0 ,
x = 0 '9 ~T = .:L :;r a4

16

l~,43·1 Dokazte nasleduj1e1 tvrzen1:

al ff/ dx dy dz =
sr abe2 pre J,\ = {[x,y,z] E 'Ez
4 3

M

x2 y2 z2 <: 1 , 5; 0 },-+ -+ '"2 = z
a 2 b2 e

bl J0r dx ely dz
= ~ (log 2 _ 2 ) je-li mnoZ1na M plollbamiomezena

(l+x+y+z) 3 a
,

.'1

x = 0 , y =' 0 , z = o , x+y+ z = 1 ,

el !JI !7( R2h2 z2 h
2 -2- +i)z dx dy dz = je-li III o.:nezena =~( ,

4
,

R..../
Z = h

d/J;J x dx dy dz = 4 , je-li Ll omezena x = 0 , y = 0 , z = o ,
N

Y = 3 x + z = 2 ,

e1J1/ (x2 + y2 + z2) dx ely dz = !l"abc (a2 + b2 + e2) , je-li
M 15

2 5 + ~ &1}~: = {:x,y,z] E E3 ;Z+ b c
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~ Stal!:! pol!:!tat pouae J)J' ~ dx dy dz , pak vyuUjta symetrie .!..J
H

f/ .$' xdx dy dz =' q je-li M omezena x = 0 ,
1'1

y = 0 , z =0 , 2x + 2y + z - 6. =0 ,

<:.~ gI/JJ xyz dx dy dz = ..J. je-1i II OIIlezena s =~ x =y296 , , ,
H

z = xy , z =0 •

5,44. Bua 14 ={[X,yJ E E2 j x2 +:1 ~ 6 }. Potom 14 E ?1l
2

a

caiM ' = 6J{ • Dokazte I (Viz t4z pi'. 5,20) •

hi Oznal!1I8

N = {[x,YJ E E2

H (II) = {[x,y] E E2

y = 0, x E (- 00 , 0> },

K = 14 - ( N uH (M) ) •

Ukazte, ie mnoZina N U H(M) je nulovll., K E m1. a

2/ BuCl. dll.1e

~M = c'iK •

L = {[r, S"] E E2 irE (0, (6), S"€ (- 'Jr, 'Jr )

a definujme zobrazen:! F mnoUny L C E2 do E2 pi'edpisem

F ( r , S" ) = [x,yJ~ x = r cos '1'

y= rainS""

(zavll.d:!me tzv. po1ll.rn:! souradnice).

Ukazte, ze

,

o F(L) = K - k tomu je nutn4 a stal!1 ukll.zat, ze jednak F(L) C K

a jednak K C F(L) •

existuje [r'l'JEL

< 6 "* [x,yJ E K U N

!r •arc cos'1' = sign Y •r =

a/ F(L) C K : zvolme libovoln4 [x,yJ E F(L) =9

tak, ze F(r, S") = [x,y] ~ x2 + :I = r 2
,

a ukazte, ze neml1ze byt [x,y] EN,

b/ K C F(L) : zvolme [x,yJ E K a po1oime

Ix2
+ i

Mus:!me ukll.zat, ze

1/ [r, 'PJ E L

2/ F (r, 'P ) = [x,yJ
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® F Je proet4' na lII101&1nli L:'

vaZllllite tedy, [rl ,<?t] E L, [r2 , ~] € L takov', Ie

F(rl ,so, ) .. F(r2 , Cf'z) a dokdte, Ie [rl' 9JJ .. Lr2 , IPzJ •

® F Je res;uJAm! na mno1&1nil L, (viz defin1ci za vlitou 58) :

k tomu mus:(me do~zat. Ie

1/ L Je otewewl.

2/ F ma apciJit' parci4ln:! derivace ns L ,
3/ IT( r , cp ) ~ 0 pro [r, CPJ € L

(vyJde IT(r,cp) .. r ) .

,

PouUjeme-l1 nyn:! vlltu 59 0 subsUtuci (ovllfte p!'edpokladyl)

ci)1I" ~K ...f!d% dy .. f r dr d 9'

doet'vue

CUiIl .. /I r dr d r
L

pouUJeme-l1 na posledn:! integl'41 Fubin10vu viltu, Je koneC!nil
ff :r.. t (1 r d "I' ) dr .. 6 'Jf' .:JI

15,45.! (Po14m:! soul'adnice v rovinli).

DefinuJme zobrazen:! F z ~ do ~ pi'edpill8m:

F( r ,CP).. [x,y] ~ x .. r coe "I' , Y .. r sin cp •

Dokalte, Ie

1/ F Je reguUrn:! v kal&~ otewen' _011n1l II takov', Ie

II C E2 - {[r, cp] € ~; r" 0 ,}

2/ necht P C ~ Je tekov4 mnoUna, Ie

[r,"I']E P ~ r > r6 , <f'€ (-Jr,+:Y)

(reepektive obecnilJi: ex1stuJe takov' a E ~ , Ie

&,9']GP ~ r ') 0, CP€ (ajtr+Z'Jf) ,

potom zobrezen:! F Je prost' v _olinli P.

~ Viz wl.vody ve cvil!en:! 5 ,44 ~

5,46. au! II" {[x,y] E ~; l::iii -2- + I- <4 • Potoa II E ma a

CU111 II ) T • Dokalte I (Viz t41 pi'. 5,28).

1/ Pololte

K" II - ({[x,y] E E2; x2 + I- .. l}u{[x'Yl E E
2
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r > o , x ,\-'00 ,O>})
a ukdte, lie X .;; 1'1t:z. , ~X = c"LII.·

21 zave;!!te "polal'l1! soufoadn1ce", oznal!te

r e (1,2), <p€(- 7T', 7T' )}

a ukallte; lie

AI F(L) = X ,

BI F je regularn! a pros~ v mnoi1ni L,

t.I = {[x,yJ E E2

-2-+y2~ 1}.

je-l1

tedy
2 7r

ALX= .JJdxdy=;Jrdrd<p =/(Jrd'f')
('~ K L 1 -7

----,-,.._._---,._ ..

Ite ff dxdy =2 JT
.'1 A--2--1

5,47.' Ukdte,

(V1z t4l1 p~. 5,35).

~ .Oznal!me opit

X = 14 - {[x,yJ € E2 -2- + I = l} U([x,y] E E:2 ; y = 0 ,

xE <0, + 00 ) }.
bua L = {[r, 'PJ E E2 r E (0,1) , 9' E (O,2.1n } ,
bud F zobrazen! z p~. 5,45 (po18rn! aoufoadn1ce).

Ukaltte , Ze

AI F(L) = X (tj. ukallte, lie F(L) C X a X C F(L» ,

BI F je regul8rn! a prosta v L,

1 (,pR
01 E.t...- •

11-i-l X

Lze tedy pouHt vlltu 0 aubst1tuci a Fubiniovu vitu, dostavUe

15,48.1 Poznub :

11 V pHkladech 5,44 - 5,47 jlllle ae _lIlli uklI.zat na jednoduchou apl1ka
01 vllty 59 0 eubst1tuci. Byl0 ~i vidllt - ve Brovnan! " vitou 0 eubet1
tuci pro jednorozmirna integnUy - Ie ve dcerozmimlch I>:;'!kledeoh,
je-11 Mna lIDolina II a Bobrasen! F, bude hlavn!m probl':'811 naj!t
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mnol!inu L tak, aby F(L) = II • V tom bude spolS:1vat tak6 hlavn:1
obt:11 n4sleduj:1c:1ch pi':1kladd,

21 Jako evilSen:1 ae pOkuste porovnat vlltu 71 (substi tuce pro Newtonovy

integrlily) a vitu 59 (substituce pro Lebesgueovy integrlily) pro jedno
roZlllirn,1 pi':1pad.

pro 14 = {[x,yJ E. E2

'II Oznal!me K = 11 - {[x,y] € E
2

; ,l + i = x }. Zfejmi It E m•.
Zave<1me zobrazen:1 F dsn6 pOllirn:1m1 soui'adnicemi (pf'. 5,45). z pod-

, '2 2 ~_,_. 2 '
m:1nky 0 <x + y < x dostlivliJne podm..,.,... 0 < r < r • cos 9" ,

odkud plyne, Ie jednak 0 < r < cos 9" a jednak cos 'P > 0 •

OznalS:1me-l1 L· {[r, 'PJ E ~'; 0 < r < cos 9" , ~ E (- f + f) }
je

AI F(L) =K ,

BI F regullirn:1 a prost6 v L,

c/ 1 E ~R
I x2+; K'

tedy

11 dxdy =

H 'I~+;
=.IJ rdrd S"

L r
=

T
T ~S"

= 1 ( J dr) d 'P = 2 •
_J! D •

, 2

Vie proveate podrobne2-]

5,50. Bua a ) 0, 14 = {[x,yJ E ~ (x2 + ;)2 ~ 2a2(-sf_; )}.
Potom ME~. a ~.M = 2a2 • Dokal!te 1

111/ Kf'ivka 11 = {[x,yJ E E2 (-sf + 1)2 = 2a2 (~-i)}
se nazyva lemniskata, mliJne tedy vlastne' spolS:1tat "plochu" mnol!iny,

omezen6 lemniskatou. Ukal!te, Ie mnoUna N je nulovli (veta 62 lSi

cvilSen:1 5,103').

2/ Vzhledem k symetrii (cvilSen:1 5,27) a k pf'edchoz:1mu je

ca. r.; = 4 ca.K ,

kde K = {r ' E E2 (~ + l)2 < 2a2(~ _ I)L x'Y.J ,
X > 0 , y > 0 } .
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Definujme zobrazen! F z E2 do E2 takto:

F( r , 9" ) ,= [x,y] ~ x = r cos 9", y" r sin 'P

(polll.m! soui'adl\ice). Mus!me na14zt mnoZinu L C E2 tak, aby F(L) = K.

Z podm!nky

[x,yJ E K ~

dostav8me

, sinSO>O

Odtud plyne, zll

o < r 2 < 2a 2cos 2 If' (tedy specialn6 cos 2 'f' > 0) r > 0 ,

cos SO > 0 , sin sP' > O.

Ozna~!me-l1

o < r < 12a2 cos 2 9" ,5" E (0, f )} ,
je

AI F(L) = K ,

BI F regUlarn! a proste v L.

Dostavame

~II = 4 ~K =4 1/ dx dy =4 • .17 r dr d 5" ..
K L

f "r2m 2<;> ;f
= 4J (J . r dr) d If' .. 48

2/ cos 2'1' d SO = 2a2
D D D

Pokuste se nakresl1 t 1emn18kat~

5,51. Bua a > 0 , If = {[x,y] E E2 ; (~+ y2)3 < a2(x4 + y4)} ,

potom 14 € m~ a ~~II = i T a2• Dokazte I

(Pokuste se nakresl1 t mnoZinu II).

rv lInozina 14

2/ozna~

je otevrena v E2 '

K = {[x,y] E ~ X)O, y)o}.

zavelIme zobrazen! F (polll.rn! soui'adnice) a necht

0< r < a

Potom:
AI F(L) =K

BI F je regu18rn! a proat' v L,
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tedy

~AI" 4 • ~K .. 4 II r dr d cp
2 L

15.52.1 Definujme zobrazen! F mnoZiny L" {[r, 9'J EO E2 ; r >0 , tp E (0. ~ ) J

do E2 predpisem:

F(r,9') .. [x.yJ ~ x .. 2r • cos tp ,

Bua M" {[x.y ] E ~ ;

Ukene, lie

x> 0, y > O}.

11 F(L) .. AI

21 F je prost~ v L,

31 F je regu14rn! v kei!d~ otevren~ mnoZine L1 C I,o •

W Zi'ejme F(L) C M Pro [ x.y ] E AI po10llte

r" x + Y. <:f' .. arctg r' i '
potom [r, tpJ EO L a F(r. tp) ", [x.yJ •

21 Delli! je snadn~.

Z8pamatujte si.pouze, lie JacObin~v determinant zobrazen! F

IT (r.9') .. r. sin 2 tp .:JI

15.53.1 Definujme zobrazen! F z E2 do ~ jako v pI'. 5.52 ,

F(r, tp ) .. [x.yJ ~ x .. r cos2 tp , Y .. r sin2 cp.

Oznacme L' .. {[r.tpJ€E2 r E (0.+00 ) tp£(~,:Jr)} ,
M .. {[X,YJE E2 x > 0 , y > o } .

Potom:

AI F(L') .. M

BI F je prost~ v L'

c/ F je regu1arn! v L'.

Dokazte!

5,54. Bu1i a >0 , M .. {[x,y] E E2

Ukazte,:oe M E mz a ~2A1 ..

; (x + y) 4 <
L
210

a"f y ,

rrv M je otevremi a zrejme y > 0 pro libov0lni bod [x,YJ EM.

21 zave1ime zobrazen! jako v pi'. 5,52, pro r. tp dostlivlime n4s1edu
j!c:! podm:!nky:

r cos2 cp >0 , r sin2~>O. r 4 < ar3 cos4 rp sin
2 9'
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z tichto poclmtnek vYPJ.tri, Ie (OIII8dme-l1 se na 9' E (0;2 ". ) )

9' E (0, 2 :r ) • r < a 00s4 rp fJ1.;D.2 r.p •

Kdybyc:hom tady oznaalli napl'.

L'= {[r.9']€B2 ; 9'€(o.f)U (f,JI') , 0<r<aeos4 so
sln2 t:p } ,

bylo by 81ee F( L') = 101 , ale zobl'8zen! F by nebylo prosU v L' (v1z

pl'. 5.52 a 5,53 - 'rozmysletel ).

Polo!DIe proto napl".

L = {[r,9']€ B:! ; 9' € (0. of)" 0 < r <aeoe4 sP s1n
2 t:p},

potom

AI F(L) = II •

BI F je regul'rn! a prost4 v L (viz 5,52).

taely

=JJ dx ely =JJ 2 r 81n 9' COS SO
M L

Jf fa ",'"SMI'",=2. ( r s1n9' cos$" dr) d$"

a2
= - •

210

Co by sa stalo, kdybychom polol!1l1

5,55. aua a > 0, II so {[x.y] € E2 ; (x + y)4 < a ~y , x <0 }

UkaUe, Ie II E m
2

, (fL211 = + t:JO (Nakre81eta II I).

~ Poul!1jte zobl'8zen! F z B:! do B:! c1an4ho pi'edpisem

F (r, cp) = [x.y] 4=+ x = - r eos2 $" • y" r s1n2 rp~

. 15,56.1 Uvedeme cIalii! typ pl'!kladd, kter;t 88 velm1 aasto vyakytuje.

IIUe napl'. v B:! intagrovat pl'es obor

II .. {[x,y] E B:!; a < ~ (x,y) < b, e < S1(x,y) < d },

Iede 9'. sP.r jaou re'ln4 .tunltee dvou proalinD,teh.

zavada.. zobl'8zen! F .. B:! do Ba takto:

F(u,v)= [x,y]~ u .. 9', (Xt7) , ~. ~.f(X,7)

Poloble

L" {[u,v] E Ba u E (a,b) , v E (c,d) } •
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Je-l1 nyn!

AI F(L) .. 14 ,

BI F prost' a reguUm! v L,

tj. rovnost1 u.. ~ (x,Y) .,... 5'i (x,Y) B8 daj! -feUt- pro

u E (a,b) , v E (c,d) pod1e x,Y rovnicem1 x.. 1'1(u,v) ,

Y .. 1'2(u,v), Je

I;; fi (x,y) dx dy .. ..[! £1(1'1(u,v) • .t'2(u,v» .: IDF o! (u,v) I dudv,

existuje-li jeden z nap8lUl$ch 1ntsgl'll.1o..

Nejdi':(ve vilak jelltli uvedeme nl!kolik pf'!klsdo. na zobrazen! z E2 do Ez •

15 , 57 ·1 De1'1nuJme zobrazen! F z Ez do 12 pf'edp1B8m

F(u,v) = [x,y] ~ x=u+v, Y = u.v .

Oznal!me

S = {[u,vJ E E2 u = v}.

'1 = {[x,y] fi E2 ~ ) 4y }.

Potom

11 F(E2 - S) = '1 (kresletel) ,

21 F nen! prost' v E2 - S ,

31 F je regullim! v kaZd' otevf'en' mnoUnl! Q C E
2

- S •

Oznal!!me-li Mle L = {[u,v] E E2; u ( ·v }, je

4/ F(L) = ''1 ,

51 F prost' v L. Dokal!te I

ITl/ Zvolme [ x,Y] E F (E2-S) ,potom [x,y] E '1 •

Nebot pro [x,y] E E2 - '1 neexistuje Udn' [u,v]E E2 - S t:akov' ,

l!e F(u,v) = [x,y].

Zvolme naopak [x,Y] E '1 , f'ell!me-l1 soustavu rovn1c

x = u + v

dostlivlime dvl! dvoj1ce f'ellen!

, y = u.v

~ = 1 (x + (702 - 4y) vI = 1
(x - /702 - 4y)2 2

"2 = ~ (x - 1702 - 4y) , v2 = i (x + I~ - 4y)

Zi'ejml! F(~ , VI) = F{"2 ' v2) = [x,y] , . [~ , V1]E E2 - S

tsdy [x,y] E F(~ - S ) •
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2/ Okam~1ti p1yne z ptedchoz!ho.

Delil! je jU snadn':...JI

~ Definujme zobrazen1 F z E2 do E2 ptedp1sem

F{u,v) = [X,yJ *"* x = u.v y = y
v

Ozna(!me L1 = {[ u,vJ E E2 v = 0 }

~={[U,VlE~ u = 0 },

L3 = {[\l,V J E ~ u > 0 , v >0 }.

Ukaite, ie

11 F nen! prostt\ v E2 - ~ ,

21 F je regularn! v kaidl! otevtenl! mno~1ni L C E2 - L1 U ~

31 F je prostl! v. L3 •

Jak vypsdsj! mnoZiny F{L1) pro 1 =1,2,3 ?

1 5,59.1 Zkoumejte v nas1eduj!c!ch pr1k1adech, kde je zobrazen! F z E2 do E2
regull!rn! (!1 prostl!.

11 F (u,v) = [x,y J ~

al 2x = u+v , y = (u + v)

bl = u + v2
u2x , Y =

cl x = ----!!... y = ---:l-

u2
+v

2
,

u2+v2 ,

dl x = u.v y = u{1-v), ,
>i. 2

el x = y = L-
v u •

£I x = ~ (u+v), y =~ ,

g/ v u.vx = , y =
fl+u2 11+u2_v2

,

hi x = ~ (u+v), y = ~ (u-v) , a,b e E1 •

*21 F(r, ep) = [x,y] 4=+ x = ar· C08(£~

a,b Of € E1

, y = br 81n(£~ ,

(zobecnlln1: poUrn! soul'adn1ce) •
.

5,60. Bua J( ={[x,y] E ~ ; y ::ii ~ ~ 4y, 2x 6 y2 ~ 3x } -

kreslete

Ukaiie,!e J( E 1J1tf/. a rUltll. 1.
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lGI Oznal!me K .. {[X,y] E E2 i Y < x2 <4y i 2x <y2 < 3x}

l4noUna 14 ja u.zavi'en6, K otevhn6 v E2 , tecly

K, II E~ a

2/ Postupujte ·stsrYm" zpo.sobem, dostanete

JH'i f'~x' .:
(".11 = 1 (J~ cly)dx +

T 'fiX 1: f.i
3/ Po1oime

/" ,1'& .dx + Y. dx)dx= 1.
fi X'

u = i. v .. T!
x Y

a def1nujme zobrazen:! F z E2 do ~ pi'edp1eem

2
v .. t # j/u'iF( u,v) .. [x,YJ ** u .. L, x ;:

x Y

y .. TI u2v
•

Oznal!me

L .. {[u,v] E E2 u E (2,3) , v E (1,4) } •

Potom

AI F(L) .. K ,

BI F je prost~ a regulArn:! v L ,

01 fUnk/!n:! determinant zobrazen:! F-1

tedy

~-1 (x,y)

~ (u,v)

.. -3 ,

.. _!
3

(Jak~ jame zde pouz1l1 vety? Zkuste .uz spo/!:!tst ~(u,v) pi':!mo).

Odtud p1yne, ze

C"zK = If dx dy .. JJ I- t: Idu dv .. 3t:[J( j""dV) du .. 1.1
K L 3 '1 ...=J

15,61.1 Ukazte, .ze MEm. a spo/!tllts ett.M v nas1eduj:!c:!ch pUk1adech (po-

stupujte pi':!mo anebo pomoc:! substituee:

X(Y<3x}

1 J-;X t JJI1 (J ely) dx +1 (J ely)
T 2-X : z-x

al M .. {[x,y] E E2; 2 < x + Y ( 3 ,

r;f.ejmll
J;' J-X

-If M =J (1 dy)dx +
(-2 1 X

anebo t~z po subst1tuc1

dx .. :i
B

u".x+Y,
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je ca,,1 =;J -..lL... du dv = 2
(f,J)X(Z,J) (v+l) 2 aJJ'

b/ M = {[x,y]E E2 py < ~ ( qy, ax ( i ( bx , kde P(p(q,

o <a < b }.

r:5tejna substituce jako v pro 5,60,

a<x;y< b , py < x <qy , kde

fPo10l!me

O<a<b,

v = =, tj.y

(xt"y) 3 < a • x;y, x > 0, y) 0 },

F(u,v) = [x,yJ ~ x = (UV , y = If
L = {[ u,v ] E E2 ; u € (a ,b), v E (p ,q) }

Potom

CUzM =.If I~I du dv = ~ (b-a) log tJ,
d/ M = {[x,y] E E2 ; {x2 + y2)2:;o 2ax3} ,kde a) 0

~HI.I'll:! souradnice, (UzM = ~Jr a
2-.-J

e/ M = {[x,y] E E2 ;

a ) 0 •

[;Ubstituce z pro 5,52, <,"zM = ~O ~,

(x + y)5 < a ~ i ,s/ M = {[x,y] E E2 ;

a ) O.

rsubSti tuce z pro 5,52, ~M

g/ Mnol!ina M je omezena krivkou

k1adna

~ Ukal!te,!e M = {[x,yJ E E2 ;

x > 0, y) 0 },

2 2:l }
(!z+L

2
) < El.

a b c2

(doplnek teto mnol!iny je mnol!ina neomezena, sta~:! zvo1it pos10upnost

bodl1 An = [an , 0] ; zat:£m~o mnozina .II! je omezena, col! je nspr.

1ehko videt z vyj8~en:! v zobecneDYch po18I'll:!ch souradnic:!ch),

zaveate zobecnene polSI'll:! souradnice (viz 5,59 - 2)

x = ar cos "f' ,
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x2 2
hi M je omezena kf1vkou (-+ ..L)2 = 'P (x,y) , kde

a2 b2

1/ rp (x,y) = x2 +l pak cU:&M = Z ab (a2 + b2)
2

2 a3b
2/ t:p (x,y) =~ e >0 , pak

""'. M
= 7£..

c2 ,,
2c

3/ t:p (x,y) =
X2y

pak cU.M 1f a5b3

c3
, -- • --r ,

32 e

1/ mnozina M je omezen~ nasledujicimi kf1vkami

1/ =
2 l = bx , o < p < q, O(a<b,ry'= p , xy q, y = ax ,

potom <:«.11 = '!( q - p ) • log !! ,
3 a

2/ .;f =py i .;f =qy , y = ax , y = bx , o ( II < q , O(a(b,

potom (UM=!( i _p2) ( b3 _ a3 ) ;• 6,.,
j/ mnoz1na '" je omezena kf1vkami

(~a)2 + y2 = a2 ,

n zavedte po~rni souf'adn1ce,

f fa .... cp

ctt.),\ =1 (/' r d r)
D D

2a C8I 'f'
if r d r)

D

a > 0

k/ mnozina M je omezena kf1vkami

~ + l - 2ax = 0, x2 + l - ax = 0

~l~rni sOui'adnice,

1/ mnoz1na M je' omezen~ kf1vkami

~l~rni soui'adn1ce,

" 0

mI mnozina M je omezena kr1vkou

, x

(r + ~)~ ,

x3 + .; - 3ary = 0, a > 0

r;;kreslete s1 kf1vku 14 I a ukazte, ze Jak mnozina

{[ x,yj E E:!

{[x,YJ E E2

,,} + .; < 3axy }, tak 1 mnozina

.;J +.; > 3a:x;y }

jsou neomezenll v E2 (v prvllm pf'ipadl! uvazujte napf'. posloupnost

bod'" An = [,-n,O] , V clruh4m Bn = [O,n].

Pf1dejte proto dal§i podminku, ze M leU v l.kvadrantu, potom

M= {[X,yJE E2
= ~ a

2
~

x3 + .; ( Ja:x;y , x) 0, y) o} a ca..l1=
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Dokazujte nasleduj1c! tvrzen!:
2

al M ={[x.yJ f E2 ; . ( ~ +

~ ff x;y dx dy = aio,., •

• xl?:O. Y

bl M ={[x.yJE E2 ; fX+ fi ;rii 1. x ~ O. Y 2 a } =+

~ Substituce XI = r cos4 'P • y " r s1n4 9".-J •

cl M = {[x.yJ E E
2

if+ If :;; 1 • X ~ O. Y 2: a}. a) a •

b > a ~ .4 (If + 1f)3 dx dy = h ab •

~ Substituce x = arcos4 Cf'. y = b r SUl
4 Cf'..J •

dl mnozina 14 je omezena ki'1vkam1 ,l- = ay, ~ = by, y2 = px •

i " qx. a (a < b. a < p ( q • potom

ff ,l-sin x;y dx dy "

1'1 Y
sin pb - sin pa _ sin gb - sin ga

p q •

el mnoZina II je omezena ki'1vkam1

y"ax3, y=bx3, ;"px"i"qx. O(a<b. O(P(q,

potom

6 ~ " IfJ;,x;y dx dy" ~8 (;7 _ b-s ) . ( qS _ p7 ) •

fl mnoz1na M je omezena kfivkam1

potom

-4 x;y dx dy " 4t ( b4 - a4 ) (a-~ - 4-1'0) •

2 '2
g/ mnozina II je omezena kf1vkou (~+ Z )2 " "iCy •

3

potom

hi M
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Pt1 vjpoctu troJnYch 1ntegrB1~ pomoci subst1tuce budeme pou!ivat zejm~na

tzv. S£~r1ck6 a cyl1ndrick6 (vlilcov6) soutadn1ce.

[5,63.1 (Sf'6r1ck6 soutadn1ce).

Definujme, zobrazeni F z E3 do E3 ptedp1sem:

F{r, rp, Jo ) = [x,y,z] ~ x = r cos S" cos -Jo, y =

= rs1nrp cos J' , z=rs1n J> •

Nakreslete si obrazek a ptedstavte a1 zobrazeni F "geometricky".

l

,k---+-----+------ry
/",

...................... ,,/

. ,,/
...... "

............... '
<, //_______________ ------------'::.V

JC

Obrazek c.7

Ukal'.te, l'.e

1/ zobrazeni F zobrazuje mnoz1nu

prosti! na mnozinu E3 - Ii , kde

N = ([x,y,z] E E3 x E <0, + 00 ) , y = 0 }

je nulov8 mnoz1na (v E3 ! ) ,

21 Jacobil1v
zeni F

determinant zobrazeni F je roven r 2 cos ~
je regularni v kal'.de otavtene mnoZine ~ C L

- 137 -

, tedy zobra-



15,64.1 Leckdy se "sf'llrickll soui'sdnice" zaMvaj! takto:

F( r, rp ,.J> ) = [x,y,z]"" x = r COs 'T' sin J> , y = r sin 'f' sin.J>

z =r COs .,:r
( {} tsdy znamsnll Uhsl mszi provodil!em bodu [x.y,z] a oeou z).

Zkoumsjte prostoru aregulal'itu tohoto zobrazen! qbdobn<! jako V minul4m

pro 5,6J.

15,65.1 (Cylindl'icke l!ili dlcov'e eouradnice).

Definujme zobrazen! F z EJ do EJ predpisem:

F(r, rp , z) = [x,y,z] ~ X = r cos 'T' y=rsin9', z=Z.

op<!t s1 zobrazen! F predstavte geometricky a porovnsjte s polarnimi

souradnicemi v rovin<! II

Ukazts, l!e

11 zobrazenf F zobrazujs mnol!inu

L = {[r,9', z]e EJ j r E (0, +(0) ,g>e (0,2'" i , Z EEl}

prost<! na mnoUnu EJ - Ii , kde

x E <0,+ 00 ) , y = ° }
je nulova mnol!1na,

21 Jacob1tlv determinant zobrazen! F
regularn! v kalide otevrene mnol!in<!

je roven r, tedy zobrazen! F

~ C L •

je

5,66. Spo~t<!te objem jednotkove koule v EJ ' tj. mnol!iny

K = {[x,y,z] E EJ j ~ + .; + z2 < 1 } •

f;:"/lInoUna K je otevrenll v EJ ' tedy Ie E m
3

•

21 Bull

Ii = {(x,y,zJ e EJ

r E (0,1), 'T'E(O,2:Jr) , 1)e(- f, f)},

x E <0,+ 00 ), y '" Q }

a zave;§me zobrazenf F z EJ do EJ jako v pl'. 5,6J

(sf'erick4 8Ouradnice).

Ukal!te, l!e

al F(L) =K-Ii

F(L) C Ie - Ii

(k tomu mIls!te uk8zat, l!e jednak

a jednak F(L) :> Ie - Ii ) ,

bl F je prost' v mnol!inl! L,

ci F je regul8rnf v mnol!1nl! L.
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Potom podle v~ty 0 eubstituci a Fub1niovy v~ty je

(U K =.111 dx dy dz =IJ! dx dy dz =JJJ r 2coe J dr dcp d J1 =
J K K-N L

# 27 Z
. =.[ (f (i; r 2coeJ diJ') d<f') dr = iT .:JJ

5,67~ Bua 14 = {[x,y,z] E E3

(nakree1ete!) PotOlll 14 E m, a c4'"M = :Jfa3• Doka/te I

I J.I lIno/ina 14 je uzavi'erni v E3 ' tedy 14 E m J

Oznal!1me-U

N = {[x,y,z] E 1113 x
2

+ l + z2 = 2 az} U {[x,y,z] ,E ~ ;

x2+i=z2}u{[x,y'ZJEE3; s = 0, XE<O,+OO)},

je mnoZina N nulovll. (uka/tel) a ~14 = ~(I4-N).

21 zaveaze op~t "ef'~r1ck~ souhdnice" (tj. zobrazen1 jako v 5,63). H1.edee
nyn1 mnoZinu L tak, aby

F(L) = 14'- N •

Z podm:!nky ~ + i + z2 < 2az doetl!.vll.me r 2 < 2a r sin .". ,

l!iU 0 <r< 2a sin {}> a sin if > 0 •

Z druM podm1nky x2 + i < z2 pak r 2 cos2"" < r 2 ein2 .£h, l!iU

cos2/} < sin2 .J. col dohromady s pOdm1nkam1 .po E (- f, f) ,
sin .{} » 0 dll.vll. kone l!n~ ~ € ( r. f).
P010lme tedy

L = {[r, cp , JoJ E E
3;

r E (0 ,2a sin"") ,

." €( f, f) , <f'€(O,2"') } •

Uka/te, Ie

AI F( L) " 1.1 - N •

BI F je regulll.m1 a prost~ v L.

Tedy

~14 = C«,(I4-N)

= 7fa:..J
=Iff dx dy dz =.fI/ r 2coe {) dr d cp d.p."

H-N L

5,68. Necht mnoZins

z = x2 + y2 ,

je omezenll. p10chami

(kres1ete!) •

Potom J1I
H

, dokaltel
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III OSll8l!111e ~ .. f[x,;y,z] €EJ z>~+;},

~ ={[x,;y,z] E 13 z<~+;},

Nl = {[x,;y,z] E BJ z > 2 } ,
N2 = {[ x,;y,z] E EJ z < 2 }.

.(O,O,n] E ~"Nl

~ n N2 jsou neolD8zen4.

lInoUna ~ n Nl Je neOGllzeM (nebot nap!'.

pro n > 2), rovnllli tak lII1o!iDy ~ n Nl .'

IInoUna ~ n Nz. .je omezen4, nebot

~n N2 = {[X,;y,Z] E E3 j ~ + ; < z < 2 } ,

te~ J,!

do rov1.rl¥ x,y, zi'e,jmll

2 } (dokazujte I).

tedy ffJ
'"

2/ OSll8l!me IIx , ;y prdml!t mno!iDy II

II = {ex,;yJ E E2 j x2 + l <x,;y

Pro [x,;yJ E I4x ,1' Je

IIJl ,:y,· = (x2 + 1'2, 2) ,

z2 dx ~ dz =1£ <'~JI.y,* z2dz)dx ~ =
2 Jr"

(l.d Z2dz) dx ~ =4 Jfa _ (~ + ;)3]
Jl +:1 Jr.Y l'

Zde .111 "lIIlielll8 integrovat p!':(mo podle Fubiniovy vllt;y (zkustel) , v;1bod

nl!jli1 bude ale pou!1t poUrn1 soui'adniee, poto..

JJI z2 dx dy dz = 3! j[j[ (a - r 6) r dr d 9'] = 4 • r .
H t1 t1

3/ OSll8l!1me-ll liz prdmllt 1II10iiDy II do os1' z, Je

Tedy

liZ = (0,2) a pro z E liz Jest

11*'·'% = {[x,1'] E ~ j ~ + ; < z } •

.IJJ' z2 dz dx dy =.1 ( (. l dx dy) dz _ '/:2 .-11*'*'%
H H% it*, ~ . IJ l ~-1.

ak II *.*. Z je vn1"tl'sk kruhu 0 poloaAi-u IS, tedy

**Z("ill ., = Jrz a

"JJI z2 dx dy dz .. J "a3dz .. 4 r .
H t1

dz,

x-rcos'f',

OSll8l!1me-ll

L .. {(r, ¥' , z] E ~ r e 10,VZ) , 9" € (0,2 T r, Z E (0,2)} ,
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Iff .24%, ~ dlI .. III rZ2 dr 4 rp 4Z"" r ~
}f L

1,,69.1 Spol!;(tajte m1.ry Dll.B1a4uj;(c;(ch lInolin:

al _olina II C 1:
3

ja OII8ZeDll. p1ocham1

x .. 0, x.. 8, Y" 0, Y" b ,
x2 i

31 .. 0, 31" -- +
2p 2q

• 2 2
.. Ia(!:. +]C)

6 p q'

,

bl _oliDa II OIIazeDll. i + 7 2 + 312 .. R
2 , ~ + ;:i! r 2, r < R =+

.J..-
==t cU-il" ~ r ( a3 - (R

2
- r 2

) . )

0/11" {[X,7,.]EE
3

(~+i+z2):::i 83 31 , x.~O, y20,

31 2: o}
fSf'lirickli soui'admoa, Ak II .. ! :r 8 3 "(:t 6 -e-.Jl ,

4111 .. {[x'7'z] E E3 ;

al _oliDa II ja OmezaDll. p1oChou (x2 + i + z2)n .. ~D!-l, n > 1

r;Ololte x.. r cos cp, 7" r sin rp 008 j. , 31" r sin 'P sin .p.

:J(

c"JII " 3(Jn-1)~ ,

/i mnol1na 14 OIRllZaM (~+ i) 2 + 314 " 7

co 2
~ ~II " ! J .......i.. dt" rf2 /I,

3 D 1+t4 3 -lJ

;_OliDa II omazane (x
2 +;l)3+z6.Jz~

a,b,c,h

~lolte x .. 8r coa tp • cos iJ>, Y .. br C08 cp • CO.8 IJ. ,
z"cr sinJ.,

.. .JL
192

2
(~+

8

• •
~ abc ,
If
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JI J(" ([x,y,zJ E E
3

r
~Ja ,. 60 abc,

k/ 14 Je Omezena ~ + i + z2 ,. 1, ~ + i + z2. = 16 ,

z2 = ~ + i, z =.0, y = 0, y = x

~ 21.~~
II sf'~r1clc~ souf'adnice, ~ J( ,. , II;, 4 .Lll

11 II = {[x,y,z] E EJ ( I t + ( t t + (~,t:;. 1} ,
4

~14 = J5 :II' abc

r;oloh x = ar sin3(j' cosJ.f} ; Y = br sinJ (j' sinJ.f} ,

z =cr • co~ <p ...!....II

(x + y + z)2 < ay, x > 0 , Y>0, z > O},

II po10Ue x = r s1.Ja2 <p coi .f} , y = r sin2 <p sin2 J. ,
z = r C08

2 .f} -.J ,
(~ y2 2

nl Ja = {[x,y,z] E EJ + + !.... )2 ~ a ) O} "*(fSM =;}: ~ c2 ax ,

1 2= 3 Jf a bc ,

01 M je omezena c( ~ + y2 ) + a2z ..- a2c , z = ° . a ,. ° .
c > °
~ cy11ndr1ck~ souf'adnice.

pi Ja je omezena p10cbam1 2 2 2
X + Y + z - 2z = 0 ,

ql M jeomezena ~+i=4Z,

,. ~:r (613 - 5).

rl 101 je omezena ~ + i + z2 = 16, ~ + i ot z2 - 8z ,. °
80

~II = 3':r

2 222sI II jeomezena y "pz, x +7 =a ,

Ja _ Ta4
ca.J - 4'P '

z=o, p)O,

tl II omezena x2
+ i =~, ~ + I- = z, z = 0 ~ c«.tll
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u/ spolSHejte pi'tk1aely v 5,42 pomoc1 substituce (pOkud je to vYhodn4).

15,70.1 DokaJte nasleduj!c! tvrzen1:

al 14 = (ex,y,z] E E
3

;

2
+ Z ) dx ely dz = :i

5
7l' abc ,

"l

dxelydz =

bl II = . {[x,y,z] E E3

~j)( x·+ y + z )2
H

5
= ~~ (18 13

-2 + l :5 2az, -2 + l + z2 = 3a2 } =+

.fIJ (;,f + l + z2) dx dy dz =
H

21)
6 '

(2 - (2) ,

• Z = 0-+./JI-F2dx dy dz =
H x +y

je omezena

= a
4

144

cl II = {[x,y,z] E E3

JJJ ( ;,f + l + z2) dx ely dz
H

dl 14

x z 0
•

X3z 2e .xydxdydz

~ve~te substituci x =u ,

e
= - -12

y = .l!!f.
u '

u+v+w ~Z = t
u+v

13= - Jr •
4

;,f + y2 = 3z ~.IlIz dx dy dz =
fof

Fubiniovy vety 1ze tez uZ!t k vYpoctu nekter;Ych integrlill1.

I.ietode, pod1e kter4 bud8llle v nas1eduj!c1ch pi'!k1adech postupovat.

se nekdy i'1ka "fntegrace podle parametru".

•
arcts ax - arcts bx dx

x

(viz tez pi'. 6,44 • )["~no . --'
~hkO zjist1te viz obdobnY pi'!k1ad 3,42 - ze pro a ~ O.

anebo pro a > 0, b ~ 0 integre1 I(a,b) diverguje.

a >0, b) 0 , necht napi'. je b < a •

Uvazujme n6.s1eduj1c! integra1 I ,

b > 0

Bu~ tedy

I =./1 ; 2 dx dy • kde 14 = {[x,y] E E2
H 1+ Y

x E (0,+00) y € (b,a)}
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Funkce
1. je spojita a kladna na mnoZine III I teely

1

l+-2-i

a JIll1l!eme poul!i t Fubiniovu vetu.

Dostav.ame

I = 4 J2 dxdy = ./', ,a. j2 )dx =
1+ y 0 1+ Y

00 [ JlI=a=/ aNtg yx _
o X y-b

= 'I(a,b) ,

dx =./00 arctg ax-arctg bx
• x

dx=

na druhe strane, provedeme-li integraci v obracemlm pof'adi ,

I =/1
11

... 00 ... [ ] x=+oo
1 dx ely =.1 (./ 1 dx) ely = I arctg XX dy =

1+x2i ~. l+ii y x=o

...
=/~ely=

Odtud vypljva, l!e

:IT a'2 • log b

I (a,b) = I = ~ • log ~ •

a mnol!inu Id musime naUzt, obllcejneV praxi ov!em funkci

postupujeme takto:

arctg ax-arc~ bx =
x [ ]

y=a
arctg yx =

x y=b

a.
f ( arct~ YX ) dy =

Z uvedeneho pf'ikladu bylo videt, v cem. spociva metoda integrace podle pa
rametru. Oklikou pres dvojn$ integrlil.lI8 n8m podai'ilo spocitat intl!gr81 ,
s kter,tm bychom si jinak tel!ko vedeli ·raely. J1ne zpdeoby vYpoctu techto
integrlild, pomoci metody derivace podle parametru, jsou uvedeny v ruiele
dujici 6. kapitole.

5,72. Dokal!te, l!e

b E (-1,+ 00

/1~ dx =
o loglt

) .
log 2:!!

8+1
pro a E(-l,+ 00 ),

~ Zjistete jako cviceni, l!e integral konverguje, prave kdyl! a = b

anebo a > -1 I b) -1 •

21 Bud -1 <a < b. Potom
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= [ J
y=b It,(Y _ a (

~ y=a - a '8y

y
...!- )
logx

ely = J-? rY
a

ely.

Ukalte, Ie na integral

dx ely , M = {[x,y] E E2 ; x E (0,1) Y E (a,b) }

mo.lete pouUt FubinioVll vl!tu, dostanete

" b ~ t IfJ ~ dx =.IJ rYdx ely = J ( rY dx) ely =
a logx I'f a 0

b+1log
a+1

15 , 73 . I PoznamJea :

Spec1a1ni vo1bou hodnot a,b dostavame z minu1olho pf'ikladu napf'.

"J x-1
- dx =

o 10gx
1ag 2 (b =1 , a = 0 ) ,

r' !i-1 dx = 10g J. (b = ;b a = 0), atd.,J. 10gx 2 2 ,

kterollto integra1y bychom asi jinak tUko pocitaU.

5,74. Uka~te, Ie

!Y

I~ 10g
o

a+b sin x
a-b sin x

•
dx

sinx
= s: arcsin ~ pro 0 <b ~ a •

~ Poulijte vztaho.

1/ 10g
a+b sin x

s -b sin x
1

sinx
= 2ab

pro 0 < b ~ a

2/
1

222 2
a -b y sin x

u>1?
E ~M pro M = {[x,y] E ~

pro IA I > IB I1
•= L..

2A
dz

x E (0, f ). Y E (0,1) } •

:If

3/ JT

• A
2

B/ Pou~ijte tol~ vztahu
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1-.
sinx

log
8+b s1nX

8,:,b II1nx •

Jak! bude vYsledek pro 8:!O b < 0 .!JJ

5,75. lJka!te, !e r 8rctg x dx = f . 10g(1+ fi>.
Ox 11-x2

~u!1jte vztahd

11
arctg x

x
,

./

1 dx
21

• (l+,f-/) 11--2-
=

2/1+y2 J'

Dokal!te IUisleduj:!ci tvrzen:!

/

00 _ax' _bx 2

e - e
pro a ... 0, b ~ 0

fPOu!1jte pf':!kladu 5,84 , viz t41! 6,35--'1 .
00 1 2

j -ax -bx
1 log !!bl e - e dx= > 0 , b > 0 ,pro 8

x 2 a

.roo -ax -bx b
c/ e - e = log ii

° x
pro 8>0, b>O,

00 <l' b'

el .I (e
-Xl -Xl

) dx = ffCb-a) a,b E Bl- e pro ,
°
~

18
2+b2+bfl f -1:- arc tg bs1nX dx = Z log 8 > 0pro ,

° s1nx 8 2 a

b ~ 0

r 1 b s1nx -f
ab-arc tg = ! 8 2 ~-is1nx 8

+ b2/ s1n2x

Dallli l!'st t4lto kap1tolJ VllnUjelU oU~ konvergence 8 divergence 1nte
grild f'unkci vice proml!nn;fch. Ddlel1tau roll zde buds brllt vAta 0 lIUbeti
tuc1 - jslltA jednou s1 .11 IIOpakujte I

- 146 -
25535 Z10



Pro kter4 hOdnoty a konverguje..f/ dx~-~-~
11 (X2+y2)a.

je-li II = {[X,y] E ~; ~ + y2 ;; 1}. ?

1 jest kladn4 a spe j1til. v mnoUnl! M- {[°,0]}
(x2+y2)ot. R

1
tedy zaj1stll 2 2 « E;e pro jakllkol1v a € E1 (znovu s1 uvlldom-

(x +y) . M

te, Ite dan4 funkce nen:! def'inovaD4~ v mnoZinl! M - nen:! toti! def'i-

nov4ne v po~'tku - ale proto~e jednobOdov4 mno~1na je nulov4 mno~1na,

ma~eme nall1 :f'Unkc1 dodef'inovat yo poMtku jak chceme, ani! t:!m cokol1v zml!

n:!me na ex1stenc1 ~1 konvergenc1 integr41u).

Zevedeme zobrazen:! F z ~ do ~ (po14m:! soui'adn1ce)

F (r, cp ) =

dost4v4me, lie

[x,yJ~ x = r cos Cf', y = r sin tp ,

kde L =

~

(~+y2)a

{[r,<pJE E2 ; r E (0,1) , rp E (0,2 sr )} •

V:!me , lie drul\Y integr41

27 f

Cf' =J (j r l - 2 a dr)d Cf'
a a

konverguje, pr4ve kdyi 1 - 2 a > -1 ,~il1 pro a < 1 •

Podle vl!ty 0 subst1 tuc1 te~ n4il po.vodn:! 1ntegr41 konverguje, pr4vil kdy~

a < 1 •

Vile s1 do.kladnl! a deta1lnl! rozm;yslete a prove!te .!-II

5,78. Bu!

al

II = {[x,y] E E2 ;

1 E 2",
(2x2+3/)/%

ukaite, ie

r;;stupUjte stejne jako v m1nuHm pro 5,77,.zave!te ·zobecnl!n' po14m:!
soui'sdn1ce·

x = r(3 r cos Cf' ,

bl rr4
dx ~

2 2 a
(x -xY + y )

r » r2 r sin tp--l! ,

konverguje ... a < 1

r-;;-kazte, lie 1 E ~R
II
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pi'il!em! prvni integral eziBtuje jako RiellllUlli.dv pro jak'kol1v IX € ~

a drub;t integral konverguje, privil kdyl IX < 1 ~

5,79. awl II = <0,1> % <.o,i> , potom

konverguJe # a < 1 •

~ulijte vzteM

% e 2< O,l} ~ T % ::; s1nx :!O %, COB 1 :;i eOB % == 1 ,

tedy 1'unkce

! , pi'i odhadsch nutno rozl1ilit

se bude ·chovat· asi stejnil Jako1

IX < 0 .---.lI

(~lcoi% + s1n2x ) a

- provs!te podrobnil
1

pHpady

f'unkce

15,80.1 Zkoumejte konvergsnci a divergsnci Msledujicich integrald:

af )I = {[x,y] E E2 ;

konverguje ~ IX <1 ,

dxdy

2 2 a(l-x--y )

bl II = {[%,Y] E ~ ; ~ +; ~ 1}, pak

konverguje # IX> 1 ,

cf )I = {[x,Y] E ~;
IZ + xII ~ 1 , x~ o , ;> o }x 7 =

a> 0 , /1> 0 , potoa

1/ .If, dx¥
# k + ~ >(xa +7,8 )11.

konverguje II. ,

2/% dxd7 >diverguJe +=+ • 1 ,
tV (l_xlZ -719 ).

~uI1Jte eubetituce
2 .z. 2 2

X = r" • C01l
4 tp 7 = r 7

a1D
H

tp-.J ',

d/ )I = {[X,7] E ~ ; « + 711 ii: 1 , x~ o , 7~ },x 0
a) 0 , /1> o , potoa
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el 14 je OIIIezena ki'ivkami y = 0, y

x)O, y)O,

POtOlll konverguje

~vedeme..,ll pol'm! souf'adnice, ex1stuje takov6 ~ € (0, f)
(neZlilei! Mm te~ na jeho vel1kost1), ie

posledn! integrlU je roven coi",
sin 9'

L =

Jl dxdy

If .X!- + i

Hr, '1'] E E2

=11'L

r E (

~. dr d 'I' , kde

s1n9'
2 ,1), tp € (0,

cos '1'

J
~

l.og
•

o kter6m zjist:l:me, ie konverguje~ ,

rr II = {[x,y] E E2 ; >x = 0 , y ii: 0, x + Y ;::1i 1}, potom

JJ dxdy

11 l-Xl-i
u-z;.vedeme-l1 pol'rn! souradnice, bude

konverguje

1T
= _ 112-

2 •
log s1n2 9'

l+s1n 2 'P

a posledn! integrU konverguje -ll '
gI definujme f'unkci f pfedpisem f(x,y) =

potom

,

11 ),; = {[x,yJ E E2 ; x ;;; 0 x ::i y~ 1 } ~ fff = + 00,
H

r;f!m! "ypol!et anebo poUm! souf'adnice ....J ,
2/ N ={[x,yJ E E2 ; Y ~ 0 , 1 ~ x ~ r ] ... Iff =-00 ,

N

31 P = <0,1> x <0,1> =+ ff t neex1stuje
p

r-;;uiijte·dVOU pfedchoz!ch vtsledkd a vl!ty 26, /li vl!~ 42, viz

t6i pro 5,81--.J '

4/ 0 = {[x,y] E ~ x E <0,1 >,
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5/ Q = {[x,y] f E2 ;

14 je omezena ki'ivkami

x ~ r , x ~ 1} ~ ff f nekonverguje,
dI

y = 0, x =:r , y = x, potom

-4 log sin (x-y)

~veate substituci x

ukazte, ze

dx dy konverguje

= ~ (u+v) , y = ~ (u-v) a

ff log sin
M

konverguje;

1r

(x-y) dxdy =:r! f' log sin 'v dv , posledn! integI'lil
2 oJ.

pouzijeme· _i vYs1edkll cvi1:en! 6,30, 5,87 1:i 8,64,

:Jr
= :IT j' log

2 "

dostav~me nav!c, ze
:;r

sinv dv =r / \Og sin v dv =
a

(0, + 00 ) x (0, + GO ) ~ ff e-XY smx dx dy
M

jl

konverguje

r&.n! integr~l odhadnl!te a pouzijte vztahu

14 =
nekonverguje

~ Ukazte, lie

-x
!-
IX

,

ff Ie'-XY sin xldX dy =
H

00j' JSin x]
a x dx=+oo

(viz p~, 3,47) a pouzijte vl!ty 44 ,

*Mo.ze bit e-XY sinx e £14 ? .JI '

k/ M = (0,+ 00 ) X (0,+ 00 ) ~ .JJ;, sin (~+l)dxdy' neexistuje

rr;hdpok14dejte sin(~+y2) f ;c:, ozna1:te pro n = 1,2",.

I<h = {[x,y ] E E2 ; ~ + y2 ~ n, x;; 0, y iii: o} ,
Potom podle vl!ty 28 must bit

./I sin(~ + i) dx dy = lim
M "..-""

zavedete-li

.1.1 sin(~ + i)dx dy ,
K..

do posledniho integI'lilu pol~rn! soufadnice, jest

a posledn! v;fraz nemli pro n ~ + 00
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Obdobne se vy§e~uje konvergence a divergence troj - i vicerozmernyoh
integr61~. Nebudeme se tim v§ak zsbtvat.

Fubiniova veta nBm tedy zaru~uje. ze dvojn$ 1nte~l sa rovn~ kter'muko
l1v dVQjoosobnemu. toto obecne nemusi byt pravda (potom ovilem dvoJnj 1n
tegr~l ne~ze ex1stovatI ). Uvedme p,riklady.

De:f1nujme :f'unkc1 :f takto: :f(x,y) potom

al ff :f neexistuje, je-l1 M = (0,1.) x <0,1.)
I'f

bl r. J~(x,y) dx) dy = f '
° o

01 r (J~(x,y) dy) dx = 7T
D • -"4

~ prvnimu bodu viz prik1ad 5,80, ostatni overte prim;Ym vyPo~tem~

15 ,82 .1 Ukazte, ze

1 1

I «( (:~)~ dy) dx =!
2

Odtud odvolhe pod1e Fubin10vy vety, ze ff ~ dx dy
<o,n" <0,1) (r+-y) 3

neexistuje. Posledni tvrzeni dokazte take primo~

Ukazte, ze

~J
.x

- )" dx) dy 1.e = ,
e

- ;f ]e - ;. dy) dx = - ! + !
e 2

dy) dx = 0

+00 +00

= J (J :f(x,y)
-00 -00

na mnozine M =

dx)dy

=

+00 +00

11 i (1 :f(x,y)

21 t ¢ ;e;

bl bud :f( x,y)

cl bud

:f(x,y) =

1. pro 0 < y < IX - ~ I

o j1nde v E2 '

,

bud d61.e M = (0,1) x (0,1.) ,
1 1

1.1.1 (.I :f( x,y) dy) dx
D D

potom '

neexi atuje ,
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Zbytek t~to kapitoly vanujeme rdznjm ptikladOm.

5,84. al Spoctate ,00e_>1- dx (tzv. Laplacedv integral).

rv v pl'. 3,32 .Jsme ukazali, lie tento integral konverguje.
00

21 Oznacte I = J e..:>1- dx, 14 = (0,+ 00 ) X (0,+ 00 ).
D

Pomoci FUbiniovy vaty ukalite, lie

JJ e->1--1 dx dy = 12 •
H

Do integralu ff e->1--1 dx dy "zave<l.te polarni souradnice",
H

dostanete

="2 •odtud vzhledem k podm!nce I ~ 0 p1yne I

ff _x2_ 2
Y dx~" =He...,

'IT

.iT co 2
D (1 r e-r dr) d 'P :IT=

4
,

31 Jinj zpdsob:

do integrSlu prove<l.te substituci

x = u, y = u.v , dostanete

/'00 roo 2 2
dx dy =~ (./ e-u (l+v) •

a 0
udu)dv = f.

*4/ Jeeta jinj zpdsob:

Pro n = 1,2

f (x)
n

••• pololite

x2 n
= (1 - n )

-------- 0

pro x € (0, rn),

pro x € <rr;; + 00) •

Uka lite, lie

al ->1-,.,; e pro x E (0,+ 00 ), n = 1,2 ... ,

bl lim fn(x) = e->1- pro kdd~ x € (0,+ 00 ) •
1t-+OO

Podle Lebesgueovy vaty je tedy

00 00 fit

J e->1- dx = lim .I fn{x) dx = lia J (l _ -2 )D dx.
D .....00 D .....00 I) n

Zbyva spocitet p~sledni integraly a jejich liJaitu. Po provedeDi substi

tuce x.. rn. cos t , dostav~ s pouUtim Wallisovy f'ormu1e "ysle-
dek.
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Viz tez V.Jarn:Ot, Integralni pocet II..:..J

1'00 e-a ,{2- dx _- 1
2
- ,IK

a
probl Substituci odtud lehko odvodite, ze ~ {El

o
a E (0,+00).

15,85., Uvedeme jellte jeden ddlezity priklad.

(0,+00 ) X (0,+ 00 ) , I =JJ
M

dt dx

(l+t) (l+ti)

Na posledni integral pOuZijte Fubiniovu vetu (pokaZde v jinem pof'adi inte

grace) a dostenete jednak

I

jednak

I ) dx = 2./
00

o

log x
x2_1

dx •

Ukazte Mle, ze /000 log x dx =
,.2-1

1
3 J log(l-x)
2 0 x

dx

~ FouZijte v prvnim. integralu sUbstituci x = ~ na intervalu (1,+ 00)

a pak vztahu

1J log(l-x)
o x

1

dx = J log Y
a 1 _ Y

dy = 1" 12Ll2o 1 _ Y

1

dy +.1 y log y dy =
• 1 2- y

1

= j12.&...Y dy
o 1 _ ;

1

+!f~dZ'1I
4 0 1- z --lI

Konecne s pOuZi tim pf'ikladu 4,25

[J1 log(l-x)
o x

dostavame

1
;T = .a,

2 + •••••
3

=

Fodafilo se nam timto zpdsobem s pomoci Fubiniovy vety secist konvergentni
00

f'adu L ~ ,
'1't=1 n

(jinjID zpusobem lze secist tuto f'adu napf. pomoci teorie Fourierov;Ych f'ad).

Fomoci tohotov;Ysledku ukazte, ze

00

L 1 = 1 + + •••• = Jl
8

(Fouzijte znamjch vlastnosti absolutne konvergentnich f'ad a nasledujici
myslenku:
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II 00 00 00 00

L=L:t-= L. ( 1 2 + (2~)2 )
= L 1 +1 L ...l....

2 4 n26 '11=1 n 11=1 (2n-1) 'n,:::r.1 (2n-1) '11-1

jeWlotlive kroky podrobne oddvodnetel)

Ukail!te tel!. lie
00 (_u n- 1= I 1 :tr

ll

L 1
1-
2"

+
3"

-.---;:- + ",". =-
'71.=1 n2 4 12

00 (_l)n-l 00 • •L L ( 1 1 ) :Jr _ 1: L.)'" = • •
11-1

2- 11=1 (2n_l)2 (2n)2 8 4 6n-

, kde
du dt

(l+tu) (1+tu2 )

I = If _.=...l!~_
H

>I<
5.86. Spo/!tete

t E(O.+ 00 ) , u E (1,+ 00 i }.

~ Poullijete-li Fubiniovu vetu, dostanete jednak

=joo(j 00

dt
du =J log u

du •I )
1 0 (l+tu) (1+tu2) 1 u ( u-1 )

jednek
00 00 00

:Til=/(! du 1 .f10gx dx +I
(l+tu) ~1+tu2)

) dt =- - 4 •
D " 2 ? x(x-l)

Odtud dostavllme Iviz tell pl'. 4,26/. lie

Opet se nO podarllo ae/!ist radu

r ll

6
log u

du =
u(u-1)

1

7"

Lehko zjistite, lie pro A E(O,+ 00 )= ,. • ~
2 1+:l

JI .,_dx:;::._..::.,d~:t
2. 2 , M =

M 1+ X tg x

"J.f dx

D X"_:l1+ tg x

Pol!itejte

(viz tell pl'. 6,17), te~

r .,

JT( J ~"-:l)
D 0 1+ x: tg x

dx=

zatimco
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1 Z.J (J2 ~ 2 ) dA. =
o 0 1+ X ~ x

Odtud podle Fub1n1ovy vety dostavate, !e

:IT
2

log 2 •

:IT
dx = ~ log 2

existuje jako R1emann~v i jako Newton~v, budellle-li

:ITJ2 x

:r 0 tgx
2

Integral .f ~ dx
D tgx

jej 1ntegrovat jako Newton~v per-pertes, obdrz:!ms

:Jr ".

-" (N) JT~ dx = _ (N) r Tlog einx dx
tgx J

D T 0

/v/UlIIIlete s1, !e integral J r log s1nx dx neexistuje jU jako R1elllSnn~v,
D

existuje pouze jako Lebesgue~v l!1 Newton~v/. Odtud plyne, !e

Z. T

/

1 . IT s:
(L) log sinx dx = (N) log sinx dx =- 2"" • log 2

D 0

Iv1z t~! p~iklady 6,3Q a 8,64/.

15,88~1 Pozn8mka.

Znmvu na tOllltO lII!ste p~1polllenme, !e nemame prozat!m zadnou vetu 0 1ntegra
c1 per partes pro Lebesgueovy integraly. Chceme-l1 p~esto 1ntegrovat per'
partes, ~!el!le tuto lIIetodu pouUt pouze pro Newtonovy 1ntegraly /veta 70/;

v!me-l1, !e dana f'unkce ma jak Lebesgue~v tak.Newton~v integral, IIIUS! pek

lIIezi tem1to 1ntegraly nastst rovnost /v1z 3,15/.

,

pro ks!d~ III E El •

dx dtX
1 Z

• a e- a (l+x )

1 '
-tX(l+X)"'A

ae '" Mcos IIIX

F(m) = ff cos IIIX
M

) X (0;+ 00 )

ZkoUlllejte

~l = (0,+00

lrVUka!te, ilie

2/ Ze vztsM

Icos IIIX
1 21 1 '-ae-a(l+x )Lae-tX(l+x ) ,

dx da =L
4

plyne, ilie daIlY integral pro kaM~ m E El konverguje /vets 31/, lze

tedy pou!it Fubiniovu vetu.

3/ PouZijete-l1 vYsle~ ze cv1l!en! 5,84 a 6,51 dostanete pro III ~ O,!e

F(m) =

00

J _az
ae•

00 ••

(1cos mx • e-a.x dx) da
D ="2 00 2 •

J -a-b
e fa da=

D

Jr -m
= -- e4
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a takl!

F(m)

00

= J COB IDX
a

00 2 %

(/ -a(l+x)ae .
o

da) dx " !
2

00f coe mx
o 1:" x2 ~.

15 , 90 . 1 UkaittB, ite pro !<aitdl! m ~ 0 jB

C(m)

00

=/
a

COB _ Jr
2 dx =""2

1 + x
.-me· ,

00=/ Bin mx
a x(l+x2)

rv Jako cviceni ukaitte ,ite oba integraly konverguji.
T -m21 POdle pi'edelill!ho cviCBni 5,89 jeBt C(m) = T e •

31 UkaittB - viz kapitolu 0 dBrivaci integralu podle parametru - ite

5'(11) = C(m) ,

odtud vzhle~em k podm!nce 5(0) = 0 dOBtavame tvrzen.:..:J

ualeY bude vYsledek pro m <·0 ?

/5 ,91~IUkaitte, ite fOO log
o

• cos mx dx = L (e-b~e-am)
m

pro a >0, b > 0, m > 0 •

~ PoUZijte vztahu

2 2
log (~)

b +x
cos mx =

a.

I
2y cos _

y2+ 12
Ijak jej odvodite? 1 ,

Fubiniovu vlltu a vYsledak pi'edchoziho cVil!eni 5,90.

Viz tl!it pro 6,68--:]
Jakj bude vYsledek pro m < 0, a ~ 0, b 6 0 ci pro m = 0 ?

15,92:1Ukaitte, Ze

al JOO cos mx dx=.7' e-ma
a > o , > o ,

a2 + x2 2a
pro II

0

00

bl J sin2 -dx =..L (1-e -2ma) pro a > o , m ~ o ,• 8
2 + ;- 4a

00

coi mxcl J dx =L (1+e-2ma) > o , 2: o •
a2 + x2 pro a m

0 4a

~ Lehko plyne z 5,90 substituci.
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bl Pou!ijte vztahu sin2
JD:1t = ~ (l-cos 2mx) a odstavce e/',

cl Pou!ijte vztshu cos2mx =1 - ain2mx a odstsvce b/.

lSi vztshu cos2mx = ~ (1+ cos 2mx) a odstsvce a/....:JI
00

l!e J
°

/5 ,93~ IUkal!te,

hUd

ain
2

2
mx dx -- 7f

2
11l 00x: Pl'O m ~ 0 •

I sin2 mx
m E <0,+ 00 ) pevnll, oznalSme F(a) = ~ 2

fJa+X-
dx •

Ukal!te, l!e runkce F

pitola/, odtud spo1u

je spoji tll v interva1u (- 00

s vYsledkeD pi'. 5,92b p1yne

,+ 00 ) Iviz 6.ka-

;

00 2
.san mx

dx, = F(O)o 2x

•

=

Viz tlll! pi'. 6,7~

Jak! by byl v,fs].eak pro .< 0 ?

15,94~1 Ukal!te, l!e pro a E (0,+00 'i , mE E]. jest

ICa,m) = je.,.a~ . cos ~ dx = [if la+/a2+
m

2

a 2 f2' a2 + m2

II Postup je stejn! jako pH vYpoctu Laplaceova integr'lu Ipi'. 5,84/.

Ukazte, ze

12(a,m) = ~ ff e-a(x
2+l)

[ cos m(~+l) + cos m(~-I)]dxdy.

(0,+00)X(0,+00)

Do pos1edniho integrUu zavedte po1'rni soui'adnice a vyuUjte vYs1edku
cviceni 4,48 , dostanete

r
12(a,m) 1 fr f a + a )

= 4" 0 a2+m2 a2+ri coi 2 'P d <f'

+.JL
8

].

2+m
,

odkud jiZ p1yne vYs1ede~,

x
15,95.1 Ukazte, 'Ie

00J e-ax 1
o

- cos x dx = !
2

pro a E (0,+ 00 ) •

f;;;UZijte vztshu

-ax 1 -cos x [ -axe = e
X '

a cVlceni 4,47. Viz tllz pi'. 6172~
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v 4ali1m ukAllellla, Ie v oboru r1emannov8lQr intergrovatelnlch t'unkc:! Ja
Bituac. pM pouU t:( Fub1n1ovy viti poniikud J1M.

15,96:IJa-11 x E (0,1) rac1on4ln:! l!:!alo, X" ~ Ip,q D8eoudiillll., q > 0),

polo!me 9' (x) .. q • D41a polo!llls '"cp (0) • 0, <p (1)' • r, Definu,1me

f'unkc1 f na lIIIlOl!inii II" (0,1) x (0,1) tall:to:

Jinds v II.

Ukal!te, lie

f(x,y)

1

9'(y)
Jeou-11

11 f Je neepoJ113 va viech bodach mnoliiny II maJ:!c:!ch obi! eoul'adnice

rac10naln:l:,

21 f Je epoJ113 va viech oetatn:!ch bodsch 1IIl0liiny II

IporovnaJte s pl'. 2,32/,

31 (L) Jl f .. 0 ,
If

41 (R) JJ f .. 0 ,

If, r
51 (R)! ( (R) D f(x,y) dx) ~ ,

neex1etuJ:! •

15,97:I DefinuJme nyn:! fWlltc1 g na III1OUni! II • <0,1) x <°,1> tall:to:

pro. x ,y rac101Ulln:l: ,

Irlz pl'. 5,96/,

J1nds v II.

cp (x) • <p (7)

Ukalite, lie

11 (L) Jl s > 0 ,
If

21 (R) 11 g neex1atuJe ,
If ~ ~ 1 f

31 (R) .f ( (R)! g(x,y) dx) q ... (R).f ( (R)! g(X,7) q) cbt • 0.
•• •

15,98~ IDefinuJu t'wkc1 h na .ulUnii II .. <0,1) :II: <0,1) pf'edp1•• :
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1
je-li x E <0,1> rae1onaln:!, y E < 0, 2 >

libovoln' anebo je-li x E (0,1> 1rae1ou'1
1

d, Y E < 2 ' 1) libovoln' ,

je-li x E (0,1> rac1ou'ln:!, Y E (~ , 1 >

anebo je-li x E < 0,1> 1rac1oMln:!,

Y E <0, ~) •

neexistuje ,

,

Ukalte, Ie
f •

1/ (R)J ( (R)1 hex,y) dy) dx = 2! ,, . ' .
2/ (R) J "( (R)J hex,y) dx) dy

, D

3/ (R) ff h ·neexietuje ,
H

4/ h EA
H

5/ (L).If h '" ~ •
H

• Dolralte. /i
a.

15,99.1 Bua II • <O,l) x (0,1), potom

•ff (Jl;f)llY dxdy = J ZZ dz • Dokalte I
H D

~ PouUjte Fub1n1ovu v~tu, 8Ubst1tuc1 Jl;f = t a v~tu 0 1ntagrac1 par

part8s.:JI

15 ,loci Buate t ,g E ~(a,~) • Potom

-I- 01-(J f.g)2~ J ~
.. «

I'fsv. Cauchy - Bunjakovskllho narovnoat./

~ul1jte nerovnost 1M '" <a,b) x (a,b) /

o ~ ff (f(x)
H.

01-

= 2 J ~..
)2 dx d8 •

-I-

(/ f • g)2 ....:J
15,101.\ Bua f kladn4 a .~i'1tala' v intervalu < a ,b > •

-I- 0I-

If. I ~ ~ (b - a)2 •

I Dobl'.te pi':!mo anabo pOtRoe:! cv. 5,loo..:J

PotOtR

Doblte I
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15, 10" . 1 Bu! t spoj1tli a-nezll.porn4 v 1nterva1u (a,b). Bu!

Dakalte I

'!!of( x)} .x E (a·,b), o.!!O;y

. [:I-
~II = t(x) dx •Potom II E l1l1l. a

fViz till vlltu 62..J1

15 ,10; ~IBudeme ae ~i zab!Vat otlizkou, kd;y nllJak4 1II10lina N C Er mil. Lebeagueovu

miru nub. Pi'edeviitm v1me podl.e vllt;y 62, Ie -grat"kaldll spoj1tll tunkce

r-1 promll~c!;l mil. v Er nulovou miru. Pi'edpoklad spoj1tosU tunkce f

ve vllt!!· 62 je zbytel!nll s11.n$, v daliitm vYslov1me da1eko obecnll jili vlltu.

II fiu! M C Er ' II E 'mr , necht tEA,., • Oznal!!me-U

M1 = ([ x,Y ] E Er+1 x E 101 , Y EEl , Y < f(x) },

"'2 .. [IX,Y] E Er+1 x E lit , Y E E1 Y > f(x) },
grafll f = ([ X,Y] E Er+1 x E II , Y E E1 , Y . =f(x) },
jest III , 112 E 7llr+'1 • grafll t E m,.+., •
Zhruba rel!eno - graf ml!r1telnll tunkce je mllr1telnll. mnolina.

IIlli V.Jam:l:k, Integrll.ln1 pol!et II, vita 75-=.JJ

III Necht jsou splnMy predpokla~ z II. Potom

,..u.r+1 (grafJf) =0 •

Toto jest te~ sl!benl! zobecnlln! vllt;y 62.

~ul1jte Fubin10vu vlltu~
•

Ve1m1 l!asto se stlivll., Ie molina N C Er je dafinovana jako lIIIlolina

bodd [~'••"~] E Er , kter6 v;yhovuji nlljakll rovnic1 F(" ••• ,::ar) ..
= 0 Debe je Mst takovll mnol~. Zej1mll. MS, za jall;Ych pfedpokladd

bude lIIIlolina N nulovll.. Dakslte Msledujici vlltu lviz V.Jam1k,

Integrll.ln1 pol!et II , ksp. VII, §2, poznllmkp 3/.

IIII Necht rell.lnll. funkce F(~,•••~) mil. v otevrenll lIDolinl SeEr ko

nel!nll spoj1tll pare1l11D! derivace· d do rll.du n-tliho In) 01.

Bu! N ={ XES; F(x) =0 }, bu! Nn 1ID0lina tllch bodd xES,

v Diehl f'unkce F 1 viiecllDJr jej! der1vace d do n-tllho Hdu jeou

rovny nule.

Potom N, Nn C 11&,. a

lte~ je-U ~Nn = 0 ,

ct',.(N - Nn) = 0

je ~N" 0 I •
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Na z4kladi t'to vity lal t'l podle vity 62/ ukaite. Ie nasleduj!c! mnoil
ny jaou nulov':

al N = f[ :;,•....~J E Er 8 1;' + ... + ar~ = b } •

a~ + ... + 8
2 ) o •1 r

bl N = {[;,.....~] E Er ~ + ... +x2=R2}. R >0r

c/ N = {[:;,.....~J E Er P(x1•• ...~) = 0 } . kde

P( ;, •••••xr) je realnY polynom n-teho stupnil takovY.
¥ ~ ~

ie alespon jeden alen tvaru aX
1

••• : xr
~ +•••+kr = n/ me. koeflclent a ~ 0 •

speclalnil napl'.

1/ N = {[x.y] E E2 (x + l)2 - ~ - YJ = 0 }.

21 N = {[x.y] E ~ x + y2 = I~ + y3 } •
31 N = {[x.y] E ~ ~ + y2 = 2a(~ - l) } •
4/ pl'edchoz! lll'!klady a j.

dl N ={[x.y] E E2 4y sin x - arcsln X::f =0 } •

15.104~1 Bua ~ = {[;,.....~]E Er; ~ + ... + ~ ~ '1 }

Ijednotkova koule v Er I. Ukaite. ie

1.3.5.... (2r+l)

e!emu je rovna 11mta 11m, Al-Kr ?
,.. .... +(X) t'-r

15.105.\ Dokaite nasleduj!c! tvrzen!:

00

al f E ~(,,+oo' ~ J f(x +
00 ,J D

b/~ logx • f(x +!) dx =0
o X X

15.1061 Dokaite nasleduj!c! tvrzen!:

ME m~ ~

25S)S F11

00 f

Ix
2 +1) dx =~ [!f(X)dx +! f(~)dx ] .'

• existuje-li tanto integral.
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/5,107.1 De£1nujme tunkc1 t na mnoUnli 14 .. (0,1) x (0,1) pf'edpisem:

£(X,7) .. ~, je-11 7 rac1onaln!, £(x,~)·" X je-11 7 1racionaln!.

Ukaltte, !e

II t € 2~ , ./7t .. 1
H

H 2
.,

1

21 oznaC!~l1 F(y) .. I t(X,y) dx , je tunkce F V intervalu

(0,1) epoJiU., aC!kol1v tW1kce' t pf'i .pevn~m X nen! Is vY jimkou

X .. 1 ; viz t~! nasleduJ!c! kapitolu/•2'

15,108~ IBua 14 E m;
Detinujme 1'rulkci

, N E m$ , t E ~H

'f' na 14 X N pf'edpisem

, 8 E:eN

'P (x,y) .. t(x) • 8(y) , XEI4, ;YEN

ltunkce l' je tedy tunkc! r proml!nrijch, tunkce 8 tunkc! s promlin

njch a tunkce 'P 1'W1kc! r + 8 promlinnjch/. Potom :f' € IeM x N a

Jg .
N

Dokal:te I

25515 ZU
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6. Integrli1y zlivisle ns parametru

I.lej!ne dlinu funkci dvou promennjch f'( x, cc ) ne mnoHne MxA, kde )0\ je

ml!i'itelnli mnoHne v Ell A prozatim libovo1nli mnoZina. Pi'edpokllidejme,

ie pro kaidou hodnotu ex If: A existuje J f(x, ex ) dx • Obecne pro
H

rO.zn41 hodnoty ex € A mdl'.e tento integrlil nebyvat rO.znYch hodnot, vidime

tedy,!e t f'( x, a. ) dx je f'unkc:! promenn41 a: ne mnoHne A.

Ozna<!me F( a: ) = If(x, a:: ) dx pro ex € A (viz t41z 4,14). zaj:C.maji

nlis nyn! v1astnosti f'unkce F - jej! 11mity, spojitost, monotonie, deriva

ce, atd. Jde 0 i'adu otlizek, kdy ur<!it41 v1astnosti f'unkce f' (chlipan41 jako

f'unkce IX ) implikUji tyt41i vlastnosti funkce F. V daUim budeme po-

ti'ebovat hlevne vetu 60 (0 spOj1t41 zlivis10s'l(i integrli1u ne parametru)

a vetu 61 (0 derivaci integrli1u pod1e parametru) - zopakujte si je.

[poznlimka - f'unkci g z v~ty 60 i'!kame konvergentn! majoranta k ~unkci

f'( x, a: ) na mnoZine M pro ex € A , rovnez tak funkci ~ z vety

61 i'!kame konvergentn! majoranta k f'unkci ~ na mnoi1ne M pro a € IJ

VlIimnete s1 nyn! ana10gic!cYch vet k vetlim 60, 61, kter41 plat! pro i'a

dy f'unkci:

veta A: "Bu<l.te f'unkce f'n def'inovany ne mnoZine M, bua
00

f = L. f' ne M , necht
-n..='1 n

21 f'n jsou spojite na M,
00

31 i'ada L t konverguje stejnomerne ne M.
7l-1 n

Potom je f' spoji.tli ne M" •

veta B: "Funkce f'n bUdte def'inovany na interva1u I C E1 , necht
00

21 L f'n konverguje al,espon v jednom bode interva1u I ,
?l-'

31 al pro kaMe n E N

a kazM x E I ex:!. stuje v1astn! . f'~(x) ,

konverguje s.tejnomerne ne I
00

L f n'?l"r:. f' konverguje ne ce1em interva1u I • Ozne-
1te1 n

f' = f. f'n' mli f'unkce t viiude na interva-
n-1 00

vlastn! derivaci, pi'i<!emi f" = L: f' ne I".
'11.-1 n

a B jsou zce1a ana10gick41 vetlim 60 a 61 ,

konvergentn!ch majorant zde hraje stejno-

Potom

Hme-li

1u I

bl i'ada

Vidime, ie vety A

pouze roli existence
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predpo

konvergu-

merna konvergence. ZdS sa,

klady nel! analog1ck6 ve~

l!e ve~ 60 a 61 maj:1 tedy "s1lnejli:1"

A,B ;., v:1me totU, l!e!'ads L f n,. '1..-1

je stejnomerne ne M podle We1erstrassova kriter1a nap~iklad tehdy,
00 .

ex1stuje-l1 k rade L f na mnoUne M konvergentn:1 majorantn:1"-1 n ~
rads s konstantnimi /!leny - mo.l!e se ovliem stat, l!e. ~ada L f n kon-"-1
verguje stejnomerne na M 1 tehdy, kdyl! Mdnll. takova konvergentni majo-

rantni rads neex1stuje (uve<l.te p~!klad!). Uvedomte ai viiak , l!e rady ,ne

musi bytna druh~ strane absolutne konvergentni, zatimco Lebesgueo.v in

tegral je "abeolutne konvergentni" (veta 44).

Pozn8mka

z vety 60 bYva vYhodn~ polol!1t

g € :tM a jsou-li splneny

konvergentni majoranty g

If(x, Cl: ) I • Je-l1 ·nyni

Pi'1 hledam
gf x) = SUP.

IXE"jI

ostatni predpoklady I mdl!eme vatu 60 poul!it. Velmi /!asto se stava I !e tak

to ziskan8 f'unkce g (col! je vlastne "nejleplii" majoranta) nele!! v syst~

mu :it:H. Z toho oviiem jeiite neplyne I !e by f'unkce F( a:) nebyla na mno

Une A spojita. Uvedom:1me-l1 ai, l!e (podle defin1ce) f'unkce F je

spoj1ta na mnozine A tehdy a jen tehdy, je-li spojita v kal!d~m bode

mnoUny A , v1d:1me I l!e sta/!i dokliza t spojitost f'unkce F v kal!d~m bode

mnoUny A (ostatne v:1me I .l!e spoji tost f'unkce F je pouze "lokalni"

vlastnost, nebude proto aai nutn6 hledat konvergentni majorantu v ce16

mnoz1ne A).

je spoj1t8 v ka!dam

Necht nepi'iklad mnoUna A je otevrenY interval (p ,q) I chceme do

klizat , ze f'unkce F je spojita v tomto intervalu (p,q). K tomu je nutn6

a sta/!i dokazat , jak jame ji! poznamenali, ze f'unkce F je .spoj1t8

v kazd~m bode 1ntervalu (p,q). Bull. tedy a o E (p,q). Abychom doklizal1,

l!e F je spoj1t8 v bode a o I sta/!i (neni to viiak nutn~I), dokal!eme-li.

l!e funkce F je spoj1t8 v nejak6m 1ntervalu (POI qo> C (p,q) takov6m,

l!e a o E (POI~). (Odo.vodnete I). Pr1 dllkazu spojitosti funkce F v inter

valu (POI~> pouUjeme opet vatu 60 , ale klademe nyni g(x) =

= sup If(x , a ) I I tedy supremum se jU nebere pres cel$ jlo.vodni 1nter
IX E <Po .9..)

val (p,q).

Dokal!te s1 nyni semi nasledujici ve~:

11 1'unkce F je spojita v intervalu (p,q) # F

intervalu (polqo> C (p,q) I

2/ F' je spoj1t8 v (p,q) # F je spoj1ta v ka!dam 1ntervalu

(P,qO) C (p,q) I
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3/ ~' je spojitS v (p,q) ~ F je spojitS v kazdem intervalu

<Po,q ) C (p,q i.

T~chto jednoduchjch v~t tedy budeme v dal§ich ptikladech pouzivat,

podrobn~ si je prostudujte a promyslete!

TatSz poznBmka plati i pro pouziti v~ty 61 , hledSme-li konvergentni

majorantu (j ,kde opet bpa nejlep§i zkusit

(j (x) = Q'~~ /:~ (x , en I.

6,3. UkaZte, ze funkce F, F(C\:)

... intervalu <0,+ 00 ).

= j e-
a x

2
dx , je spojita

o 1 + x .

~Ukazte nejdtive - jako cviceni - ze tento integral konverguje, prav~
kdyz a E" <0,+ 00 ) •

2/ Ukazeme, ze F je spojita v <0,+ 00 ), poU!ijeme v~tu 60 , kde

klademe M = (0,+ 00 ) , A = <0,+ 00 ). Ov~Hme phdpoklady:
-/Xx

1/ pro kaMe aE"<o,+oo ) je funlcce !.....- (jakozto funkce x !)

-ax 1 + x2

(0,+ 00 )
e

E A (0,+00)spoji ta v , tedy -
1 + x2

2/ pro kazde x E (0,+ 00 ) je funkce
-/Xx

e

1 + ~
(jakozto funlcce

a: ! ) spoji ta v <0,+ 00 ) ,
3/ PoloZime-li g(x)

e- ax
g(x)

1
= s~ 1 + ~

je = 1 + x2ae: 0/+00)

na (0,+ 00 ) a tedy g E ~(o,+OO)

Tim jame ovUili v§echny phdpoklady vety 60 a podle tvrzeni teto

vety je funkce F spoji ta v intervalu <0,+ 00~

a E (0,+00 i ,

je spojitS v (0,+ 00 ).

00J e- <X x dx
o

ze integral konverguje, prave kdyz

funkce F( a) =~zt_e_,_ze ~ --J

~ 1/ UkaZte,

=g( x)

x E (0,+ 00 )g(x) =! pro kazde

nejvyhodn~j§i je zkusit

(0,+ 00 ), polozte ve vet~ 60 A =

a ov~tte ptedpoklady 1/ a 2/

konvergentni majorantu,

e -a: x , odtud plyne, Olesup
cr E" (0,+(0)

anenitudiZ g E ;;e(o,+OO) (proc?).

Zkusme postupovat podle poznamky 6,2. Staci, ukazeme-li, Ole funkce F

2/ UkBzeme, Ole F je spo jita v

= (0,+00 ), 11 = (0,+ 00 )

Hledejme
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je spoj1t8. v kaZdlSm 1nterva1u (po,+OO ), kde po) ° (v1dime toUit,

ite pi'1 h1eMn! konvergentn! majoranty, ·vad~ bod 0). Bua tedy Po) °
a aplikujme vetu 60, kde k1ademe A = <Po'+OO ), 14 = (0,+ 00 ).

Opet aam1 ovei'te predpoklady 11 a 21 a hledejte konvergehtn! maJorantu

ve tvaru

) ,

x E (0 ,+ 00 i ,,g(x) =. sup,
a l' <.Po ,+(0)

= .e-Po xV1d:!me, ita g(x) pro x E (0,+ 00 ) , tedy g E :;ero, +00)

Funkce F Je spoji t8. v 1ibovolnlSm interva1u <p ,+ 00 ) C (0,+ 00o
tedy je spojHa. v (0,+ 00 ).

31 Jako cv~ceni spoctete F(a) !~

Pi'iklad 6,4 je!lte jednou podrobne projdete a rozmys1ete'i sit vam bude

jasnlS, proc jame nemohli pouitit vetu 60 na ce1y interval (0,+ 00 )

najednou, pi'ejdete k dal!lim pi'!kladom.

6,5.
+1~_~

Bull F(a) = f I~ + a 2 dx • Dokaitte, ite
-1

11 integr'l existuje, jako Riemannuv pro kaMe a E E1
(spoctete jej!),

21 £unkce F je spojita v E1 •

~itte, ite F je spo jita v kaMlSm interva1u <-p,+ P >, kde p > °
majorante g(x) = I ~ + p2 na (-1,+1) pro a E <-p,p >-.:J

Bull F(a) = • Ukaitte, ite

1/ integm1 existuje jako Riemanno.v pro kaitdlS a e E
1

, a '# °
(spoctete I) ,

21 F(O) = + 00 ,
31 F je sudA fUnkce ,

41 F je spojita v (- 00 ,0) U (0,+ 00 )

~Ukaitte, ite F je spojita v kaitdlSm intervalu (p, +00 ), kde p) °
1

majorante g(x) = na (0,1) pro a E <p, +00 )-.:JJ
fx2+p2

Dokaitte, ite: 00

11 F( ~) = f.- ()( ~ dx je spoji t8. fUnkce v (0,+ 00 )

[viz pi'. 5 ,84 ] ,

21 F(a) = !~ . c.os ax dx je spojita £unkce v E
1

[spoctete I] ,
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3/ F(a) = J1xa dx je spojita funkce v (-1,+00 ) ,
0

4/ F(n) = lx? dx je spoji ta funkce v (- 00 ,-1) ,
r 1

5/ F(y) = .I arc tg ! dx je spoji ta funkce v (0,+ 00 ) .
0

y

6,8. Dokazte, ze funkce

(2,+ 00 )

F(a) = je spojita funkce v intervalu

ij 1/ Ukazte, ze integral konverguje, prave kdyz a E (2,+ 00 ),viz pr.3,44-10.

2/ Ukazte, ze F je spoji ta v libovolnem intervalu <p ,+ 00 ) , kde

p > 2 •

PoloZite-li

je

g(x) = sup
ae (p,+oo)

x pro x E (0,+00 )

=/"2 pro x E (0,1)

g(x) -, x
e<l,+ 00 )pro x •

2 + xP

(ProI:lyslete a oddvodnete! )

Protoze ~ E :e(O,1)
x

E :t{1,+OO)a je2 2 + xP

g E X(o,+oo) (opet oddvodnete!) a jsou splneny predpoklady vHy 60.~

6,9. Ukazte,

(1,+00

ze funkce

) .
I(a) 100~ dx

=; xa
T

je spojita v intervalu

rv Ukazte, ze pro a E (1,+ 00 ) integral konverguje.

2/ Ukazte, ze f'unkce I je sPOjita v kazdem intervalu <p ,q> C (1,+ 00 ) ,

Icos xl

xP

mnjorante g(x) =sup
QE<P.rP

cos x /

' [cos x ]

x q

I =-.
pro x € ( ~ , 1 )

pro x E (1,+ 00 ),

snadno nah19dne te, ze g E :er-i .+(0)

3/ Jako cviceni ukazte, ze i nasledujici funkce jsou konvergentni majoranty
cos x ,

k iUnkci xA na intervalu (~, +00 ) pro ae:(p,q) c (1,+00):
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al ~(x)
J998 ,I

7P
,

bl g (x)
2

pro x e" ( ~ , 1)

Pl'O xE <1,+00)

cl g3(x) ( 1 ...!..)= max
xP xP

dl g4(x) = ..L + ...L
~xP xq

00

6,10. UkaZte, ze funkce res) = l' x s-1 -x dx ( tzv. GaJDJ:la funkce,• e
D "

v1z ~z pi'. 8,63 ) je spoj1t8 v 1ntervalu (0,+ 00 ) •

ru Ukazte, Ite res) < + 00 pro s E (0,+ 00 ), res) = + 00

pro s e (- 00 , ° ) .
2/ Ukazte, Ite funkce r je spoj1 t8 v kaM'm 1ntervalu

<p,q) C (0,+ 00 ) •

Majoranta g(x) = sup e-x •
S~<?,~>

e-X
• xP-1 pro x"£(O,l) ,

x....1 =/
\ -x q-l
e x pro x E (1,+ 00 ),

opl!t ;j1stite, Ite g E ~(o,+OO)

3/ Ukaltte, Ite l n~sledujici fUnkce Jaou konvergentni maJoranty k funkc1

xs-1 e-x na (0,+ (0) pro II E <p,q> C (0,+ 00 ):

al 8J.(x) = max (e-x xP-1 , e-x xQ-l),

bl ~(x) = e-x (xP-1 + xq-1 ),

p-l_____ x

-~C(q) •

pro x £ (0,1)

)(

e-"1 pro x E (1,+ 00 ) .-.11

6,11. Ukaltte, Ite funkce F(b)
00 s-i

= .I !..- dx
11 1+%

Je spoj1t8 v 1ntervalu (0,1).

~I Intagr'J. konverguJa, pnivl! kdyl b E (0,1), viz pr. 3,40.
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21 F je spoj1t4 v l1bovolnom 1ntervalu (p,q) C (0,1),

konvergentn! majoranty:

.<
xP-l

l+x pro x E (0,1)

SJ. (x)
q-lx

x E (1,+ 00 )
l+x

pro ,

p-l
x E (0,1)

___ x
pro

~(x) =.i->
~q-2 pro x E (1,+ 00 )X ,

g3(x) = xP-l + q-2
apo~x

16,12.1Doka~te, Ze

11
x

2+1

al F(a) a
(0,+ 00= -dx je sp 0 j1t4 t'wlkoe v )

b ~ +1
,

00 !
bl F(a) I sin x

(-1,+00 )= dx -"- v
x(x+a)2

:r

01 F(a) ! s1nx
dx -"- (- 00 ,2 ) ,= v

xa(Jr - x)

1

dI F(a) ! xa
(-1,+ 00 )=

h-,J- dx -"- ,
1

el F(a) ! dx
= -"- (- 00 ,1)

!log xla
,

00

fI F(a) = I s1nx e-ax dx -"- (0,+ 00 )
X

,

g/ F(a) =
/1

log (x2+a2) dx -"- (0,+ 00 ) .
0

00 . 2
6,13. Uva~ujeme F(a) = J a e-a x dx

0

11 Doka~te, ~e integral konverguje pro kdd~ a E El.

21 Dokahe, ~e F je funkce 11 olu\..

31 Dokdte, ~e F je spoj1t4 v (- 00 ,0) U (0,+ 00 ) •

~ Vezcete l1bovoln$ interval {p,q) C (0,+ 00 ) I potom zi'fljmll
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)-fs
1.

l~

4/ Zltoumejllle nyn:! spojitoat funkoe F '{ bodf a = O. Abyohom ulaizal1, Ie,
F je epoji104 v bodll a = 0 , atal!llo by uk4zat (a1.e nen:! to nutn'l) ,

Ie F je apoji104 v nlijaka interva1.u (-p-, +P) ,kde p) 0 •

Zkoumejme, jak vypadal.a majoranta na interva1.u (0,+ 00 ) pro

a E (-p,p)

g(x) = sup lae-
a2x l = max (pe-

p2x
;

aEf,.-P,p)

(proveate podrobnll!). Protole t; ~(O.+/1O}t nemdle byt ani

g ~ :e. (0.+<0) . • V~d:!me, Ie ee 114m nepodai'! nal.4zt konvergentn:! majo-

rantu k fWlkci ae-a x na (0,+00 ) pro l'dnY interva1. <-p,+p)

(z toho odem jeliti! nep1.yne, Ie by funkce F nebyl.a spojit4. v bodll

a = 01 ). Spol!tllte vliak, Ie F(O) = 0, F(a) = 1 pro a -; 0 - tedy

F nen! spojit4 v bodll a =0 •

I kdyl tedy fWlkoe f(x,a) byl.a spojit4 pro kald' pevn' x E (0,+00)
00

v bodll a ='0 , nen:! funkoe F(a) = .I' f(x,a) dx spojit4 v bodll
D

a = 0 •

•
16 ,1.4~1 Uvalujllle F(a) = I sigiJ.(x-a) dx •

11 Pro kald' a E E1. je s1gn (x-a) €.A (o,t) (oddvodnllte l) •

Protole I sign (x-a)/;;; 1 pro x € (0,1.), je a1gn(x-a) E :t:..(O,1)

pro kald' a E E1. •

2/ Bua x E (0,1.) pevn', potom fWlkce aign(x-a) (jakolto funkoe al)

je apoji t4 ve vliech bodech a E E1. a vi jimkou bodu a = x , kde je ne-

spoj1t4.

3/ Lehko zjiat:!te, Ie

-:
1 pro a E (- 00 ,0 > ,

F(a) = 1. - 2a pro a E (0,1.)

-1. pro a E (1.,+ 00 ) ,
tedy F je spoji t4 v oe1.o E1. •

Proti pf-:!kl.adu 6,1.3 je nyn:! !'(x,a) nespoj1t4 (pU pevno x jako

f'Wlkoe a/ a funkoe F(a) spoj1t4.

J

16,1.5.1 UValuj8llle F(a) = ! sign a dx •

1./ Ukalte, Ie pro l1bovol.n' a E ~ integr'1. konverguje.

2/ FWlkoe sign a je nespoji104 v bodli a =0 •
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3/ Pro a e E1 je F(a) = 2 aigll a , ta~ i F je neapoji tB v bodll

a = O.

I6,16·1 Uva!ujte obacnil

1/ Je-l1 9'(a)

2/ je-l1 ~)I >

F(a) = J 9' (a) dx pro call < + 00
11

kone~n' pro a E A , integral pro teto a konverguje,

o , potom

3/ je-l1 ca II

DOka!tel

F je apojitB v bodll

= 0, ja F apojitB v

a ~ <P je apoji tB v bodll

A (nebo{ F =0).

a •

16,17.1 Uva:fujte F( "-) =

DokaHa, :fe

11"

J' dx
D 1+ ;.'}tlx

1/ pro l1bovoln~ A. E E1 integral ex:l.atuje jako Riemanno.v,

2/ F je f'unkca suda ,

3/ F( A.) =~ • 1

1 +1 "-I
pro

~uifijte sUbstituci tg x = t~

'41 ukazte odtud, :fe F ( A.) =!. 1, I pro viiechna
2 1 + A.

r- " JT 1II funkce F( 1\.) i 2" 1 + I"-I jsou apojit~ v E1 a

viiechna A. -# :!: 1-.ll ;
rovnaji se pro

I6,lB·1 BUdte

C(y) =
00J coa (xv)

, 0 1+x2
dx, s (y)

00

= f sin (xv) dx

D 1+~

Uka:fte, :fe funkce C,S jsou spojit~ v E1 !

V da1iiim budeme vyiietrovat derivace integralo. z8visl$ch na parametru.

Mo.ze se stat, ze neumime sPo~itat integral J f(x,a) dx (bUn$mi metoda
/>f

mi, obvykle jako Newtono.v), ozna~me jej F(a). Naprot1 tomu ae nam podari

spo~itat J ! f(x,a)dx, zaj!m8. nas, jalcY je nyni vztah tohoto integra-
H ua -

lu a funkce F'(a). Za ur~itych predpoklado. (vilts 61) mezi niai plati rov-

nost. Takze 1 kdy:f primo neumime "spo~itat F(a)", umime "apo~itat F'(a)"

a ur~enim pHs1uiin~ primitivni f'unkce doatBvame F(a).

Prostudujte ai podrobnll znovu pozn8.mku 6,2 - chceme-l1 spo~itat

F'(a) v 1ntervalu (A ,B) , sta~i, spo~itame-li F(a) v ka:fd~m interva1u

<p ,q) takov~m, ife <p ,q) C (A ,B) •
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Spol!tl!te F(a)
.. Ifarets (ate)

D tp:
dxl

~ I kdy! to v tllchto pfo!k1adeoh nen:( nutn4, budeme v!dy zkoumat, pro

jak4 hodnoty parametru ! denY integl'a1 konv~guje.

Ukalte, !e integl'a1 eltietuje jako Rielll8lUldv pro vkchna' a € E1

2/ Podle vllty 61 spol!:(tame' F'(a), vzhledem k tomu. Ie f'unkoe F je'

lioM (prol!?), omez1me ee jen na hodnoty a ~ 0 , tj. ve vlltll 61 po10!:(

me II" (0, {), It. .. (0,+00).

Ovllfoujeme jf>dnotlivl! pfoedpoklady vllty 61:
arctg(atsx> .A

al pro ka!dl! a e <0;+ 00 ) je tgx € ~f) (proll?),

bl inte¢l konverguje pro a" 0 (my jame vlaatnll uJaizali da1eko

v:(ce -!e konverguje pro vAechna a e E1 I ),

01 pro kaidl! a E (0,+ 00) a ka!d4 ' x, EO (O,!%) exiatuje

...1.. (arotg(stgx» ..
~a tgx

1

dl mue1me naj:(t konvergentn:( majorantu k tl!to derivaoi,po10ime

c; (x) pro x E (0, ~) ,

zi'ejmll q(x) .. ! pro vlieohna x IE (0, f) , tedy fi € ~(o, -: ) .

Pod1e tvrzen:( vAty 6! integl'a1 konverguje pro vAechna a EO <0 ,+ oc )

a

F'(a) .. Jf 1 dx
• 1+a2tjx '

Podle pi'. 6,17 z,jist1me,!e

a e <0,+ 00 ) •

F'(a) .. z... 1
2 l+a a IE <0,+ 00 ).

existuje takova konstanta C , pro nil F(a) ..Odtud p1yne, !e

:r.. 2"' 10g(1+a) + C, a E < 0,+ 00) (odllvodnllte I) •

ZJ)yva nyn:( jan urlli t hodnotu konstanty C • V:(me vliak, Ie pfoedchoz:(

rovnost plat! pro vliechna a e <0,+ 00 ), tedy i pro a" O. Proto

Ie F(O) .. 0, dostav8me ihned, Ie

.,.
o .. F(O) .. '2 • 10g(l-+O) + C ,

t.J.' c .. 0 •
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Uvldo.~e-U si kone/lnl!, ie

!J1'
T__ J arotg (ate)

F(a)
• tgx

F je lichi fUDkce, doBt4v4me

dx = sigp. a. ~ • 10g(1+ [a] ). a E E1 .:II

6,20. Dokaite, Ie

CDJ aretg ax
• x(l + .;.)

dx = sigp. a., ~ • log <1+ Ia I ) pro a E El"

r;:; Ukene, Ie integrlil 1I:0nverguje pro vliechna a E ~ , oznal!te jej F(a).

21 Poulijte '1ll1edku cvil!en:! 6,19 a BOOBti tuce tg x = t.

3/ Ukaite, ie F je tUDkce lichli.

4/ Ovl!i'te. Ie jsou splnl!ny pi',edpoklady vl!ty 61 - 14 = (0,+ 00 ).

A. <0,+ 00 ).

NejdOlei1tejll:! je opet nalezen:! 1I:0nvergentni majoranty:

Odtud plyne, !e

_ 1 E ~
-~ (0,+00)

00

!
Ukeite, !e

, :Jl'...L
F (a) = 2· Ha

dx
pro a € <0,+ 00 )

pro a E <0 ,+ 00 )

(nutno roz1iAit pi':!pady a = 0, a = 1 anepo uklI.zat, ie F'(a) je

spoj1U v <0,+ 00 ) oboji proveAte podrobnel). Odtud vzhledem

k podm:!nce F(O) = 0 a vzh1edem k 1ichoBt1 F dost4Vllme tvrzen:!~

I
- JOO 1- e-ax

6,21. Zkoumejte K(a) - x . dx •
,oxe

~ Uke!t8, ie integrlll konverguje pro a € (-1,+ 00 ), pro a E (- 00 ,-1)

je K(a) = - 00 •

21 Overte pi'edpok1ady vety 61 (14 = (0,+ 00 ) ,A= (-1,+ 00 » - p010i~e-li

G(x) = sup 12...
a€}1 8a

je

1 - e-ax I
( x)

xe
pro x € (0,+ 00 ),

G(x) = sUI! e-(~+l)x = 1 pro kaild~ x E (0,+ 00 )
a€ (-1,."")

a tedy G ¢ 2(0,+00) .
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Musime se proto omez1t - obdobnl! jako u ptik1add na spoj1tost - na libo

volnY interval <p, + 00 ) C (-1,+ 00 ).

Potom konvergentni I18jorantu na1ezneme snadno:

-(a+1)x ' -(p+1)xG(x) .. sup .. .. e pro
a e <p,+oo)

tedy G E. ~(o,+ao) (jel!to n >- 1 I).

Pod1e vl!~ 6! ,jsst

x E (0,+ 00 ),

pro a E <p ,+ 00 ) •

00'

K'(a) .. J e-(s+l)x dx • -!-
c a+1

Protol\e <p ,+ 00 ) by1 llbovoJ.n,t interval s p > -1, jest

, 1
K (a) .. 

a+1
pro vllechna a E (-1,+ 00 )

( rozmyslete ! ) •

Vzh1ede. k podmince K(O) = 0 doetav4me

K(a) = log (1+a) pro a E (-1,+ 00 ).:JI

k € (0,+ 00 ), a E E
1

6,22.
00

1 -kx sin ax
Bua F(a,k) .. e dx

o ~.

a
PotCIIR F(. ,k)" arc tg"F pro •

Dokal!te!

1\1/ Integrll.1 je v tomto ptipedl! dokonce 1'unkci dvou perametrO - a ,k •

Ukal!te, l!e integral konverguje pro k E (0,+ 00 ), a € E
1

•

2/ V to.to ptipadl! m4me na vybranou, ID.dl!eae deriv,ovat podle "a" i pod1e

"k" • Probereme oba dva zpdsoby.

II Bua k e (0,+ 00 ) konstantni a derivujeID.e podle a •

Ovlltte ptedpoklady vl!~ 61 • Nejdd1el!1tlljlli je opU na111zt konvergentni

.. jOl'8Dtu, ale

1
2.. (-a sin ax ) I
8e e • x .. Ie-a. cos ax I ~ -kxe ,

e-a • cos ax dx ..

= e-a pro x € (0,+ 00 )

00

gF J;;- (a,k) ..
Cia D

q E [£(0,+00))'a

sta~i tedy polol!it G(x)

(runkce G "*sz'visi na a"

Tedy

F(a,k) .. aro tg ~ + C(k) ,

(viz kuptikladu 4,48).

Odtud p1yne, l!e
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kde "konstanta" tentokr4t mite z4v1set na zvol.enl!m k E (0,+ (0) (prol!?).

Z pdvodn:!ho 1ntsgr4l.u js ovilem 1hnsd ·v1det, ze

F(O,k) = 0, tj. O(k) = 0 •

III Zkusme n;yn:! derivovat podl.e "k", neC;ht tady a E El. je pevnl!. Opl!t

ovei'te pi'edPokl.ady vety 61 ,

sin ax )
x

-kx= - e • sin ax •

Zde se n4m jU nepodai':! naj:!t majorantu spol.el!nou pro vilechna

k E (0,+00 ), to vllak nevad:! - omez:!me se opU pouze na k E (p,+OO),

kde p)O.

Potom

, x E (0,+ 00 )

m4 v intarvalu (0,+ 00 )

- I
a £unkce G(x) = e px je hledan4 konvergentn:! majoranta. Integrac:!

opl!t dostliv4me (proveate podrobne!, viz 4,47)

F(s,k) = arc tg : + O(a) ,

kde "konstanta" opet mdze z4v1set na (ze zaMtku pevnl! zvol.enl!) hodno

te a. Rovnost plat:! pro vilechna k E <p,+ 00 ), kds P > 0 bylo

11bovol.nl! l!:!sl.o, tedy vYsledek plat:! pro vliechna k E (0,+ 00 ).

Zbtv4 jeilte url!1t O(a), zds n4m nen:! n1c platn4 do z:!ekan4 rovnost1

dosadit a = 0 (prol!?). Zkus:1me prov4st 11m1tn:! pi'echod pro k -++t>O ,

bude-l1 tot1z ex1stovat 11m F(a,k) (pi'1 pevnl!~ a E El.)' buds
k-++OO

11m F(a,k)= l.1m [arc tg t + o(a)] = O(a) •
k-+ 00 k-+OD

Podl.e 4,20 (proveate jeiltl! jednou)! je lim F(a,k) .0 pro l1bovol.n4
k-+OO

a E El • Teda O(a) = 0 pro kdd4 a E El a jl!Ollle hotov::JJ

Z tohoto pi':!kladu bylo vel.m1 dobi'e v1dl!t, ze nebylo tak docela

jedno, dsrivoval1-11 jams podl.e jedn4 l!1 druM proml!nn4. V prvn:1m pi':!

pade byl pi'ec1 jenom postup 0 nilco jednoduilil:!. V dalil:!ch pi':1kladech

sa vl!dy snazte derivovat podl.s vlisch proml!nnYch a jednotl1vl! metody

po rovnsvejta !

16 , 23 •. Ukazte, ze funkce F(a) = .[00 e-ax dx

L_~er1vacs vilec._h_i'_Sd_d_'._S_p_o_/!_t_et_e_j_s --.J

~ Lshko zj1st:!ms, l!e F(a) = ~, odkud plyns tvrzen! a vztah

- 175 -



(n) . n nl
F (a) = (-1) n+r

a
a E (0,+00 ).

21 Na drub4 stran~ uka!te, !e

ee
F(n)(a) .. (_l)n J ,[1.e-e.:X dx ,

o
a E (0,+ (0)

v~ta 61 a matamat1clai 1ndukce I~

Porovn4n:!m obou v;tsladkO. dostavee vztah

00

J n -ax'dx _ nl
x.e -Ii+'!

o a
pro n > 1,2, •••a E (0,+ 00 ).

16 , 24 .1 Uka!ta, !e n4s1eduj1c1 £unkce maj1 v uveden$ch oborech derivace vlech tadO,

spol!t~te je, a s jejich pomoc1 pak odvo~ta dalli1 vztahy.

"AI F(a) .. J ~ dx , a E (-1,+ 00 ) ,
a

J " xa • lotfl x dx ..
o

(_l)n • nl

(a+l)n+l
, a E (-1,+ 00 )', n EN.

00

51 F(a) - I' ~
- -{ za , a E (1,+ 00 ) •

""1' - - a J1_ • log x dx
f

nt
a E (1,+ 00 ). n EN,

01 F(a) ..

+00

J
-00

a € (0,+ 00 ) ,

DI F(a) a E (0,+ 00 ) (viz 5,84) ,

~

EI F( a) .. J cos ax dx ,
o

FI rc e) .. 1''''' zS-l e-x dx ,
a

s € (0,+ 00 ) .

dx t,if
xe

00

fSpol!tlite H(a) =I··,,·
~ al Uka!ta, Ie 1ntagNl konverguje pro a E (-1,+ 00) .

bl Ov~t1ta-li ptedpoklady v~ty 61, jest

.[

00 -(a+l)x2 1
H'(a) .. xe dx .. -- pro ka!d4 a E (-1,+ 00 ) ,

2(8+1)

proto!e H(O) .. 0 , Jest H(a) .. ~ log (8+1) -:JJ
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6,26. Spol!t~te F(a,b)
-b..f- e

x

~ Ukaite, !e integrlil konverguje, prliv~ kdy! a =b anebo a > 0 ,

b >0 •

bl PouUt!m vl!ty 61 dostlivlite

? F(a ,b) = 1'00-xe-a,f- dx = _ .l: , konvergentn:! majoranta je
~ D 2a

G(x)

Tedy

pro x E (0,+ 00 ), a E <p,+ 00 ) , p ) 0 •

F(a,b) = ~ '~ log a + C(b) ,proto!e F(b,b) = 0 ,

je C(b) = ~ log b, tj. F{a,b) =log ~ ~

( ) r:Jl' log (l+acos x)
Spol!tl!te J a = J dx

D cos X

ral Ukdte, !e integrlil konvsrguje pro a E <-1,+1> ,pro ostatn:! a nen:!

.t'unkce 10g{ 1+acosx) viiude v (O,:JI') det'1novlina.
cosx

bl Omezte ee na a E (-l,+l) a uka!te, !e

= r:Jr dx
J'(a) J

D l+acos x
•

(Majoranta: bua 0 <p <1 , potom pro a E <-p ,+p >
x E (0, Jr) plat:!

a pro

11+ac~sx
1 <: 1 <: 1 <: 1

= = = ,
11+ acosx I 1 -/acosxl l-/al l-p

stall:! tedy poloUt G(x)
1

(0, sr ) )=- pro x E •l-p

Pomoc:! substituce t = tg ~ uka!te, b

J'{a) sr= 11-a2

tedy vzhledem k J(O) =0 dostanete

J(a) = 7f arcsin a pro a E (-l,+l) •

cl UkaHe,!e J(a). = :IT arcsin a pro viiechna a E (-1,+1> ,

stac! ukB7-R+.• !e t'unkce J{a) je spojitli v intervalu (-1,+1) (proll?),
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k ddlmzu posledn1ho tvrzen! pou!ijte vitu 60 a vztahu

a E (-1,+1)
10g( l-collX)

coex

10g( l+acoex)

cosx

10g( 1+cosx)

"" cosx

proveate podrobn~ ~

6,28. Spo~t~te J(a)

:J1'

J T l+acosx
= log

D , l-acosx cosx

r;;:; Uke.!tte, Ze intesr~l konverguje pro a E (-1,+1 ) •

bl Spo(!Ute J(a) pomoc! v~ty 61 , doetanete

.s:
J'(a) .. JZ ~ax 2 s konvergentn! majorantou

D l-a coe x

tg x = t doetanete

J{a) = :;r arcsin a pro

a e <-p,+p) C (-1,+1) •

tedy,J' (a) = :ITl1_a2

a E (-1,+1) •

, :IT
x E (0, ~) ,pro

(J CO) = 0)

G(x)

Po eubetituci

ax •

cl Uke.!!te, l!a :f'unkce J ja epojit8 v intervalu <-1,+1 > ,odkud vy-

plyne,!!e J{a) = :;r arcsin a pro a E <-1,+1 ) - viz pi'edchoz! '

pHklad 6,27.

d! Pou!ijte tIS!! visledku pi'. 6,27 , dostaneta

.7r 2f
J 10g{1+e.cosx)ax J 10g{1+acosx)

:IT • arcsin a = = ax +
T D COllX D cosx

+h 10g{1+acosx) dx = jfl0g(1+e.Coax) ax :If 10g{1-acollX)

71 coax D cosx " COllX

6,29.

?..J log
D

Spo(!Ute IC{A)

l+e.coex ax = J{a)
l-acosx

:r...I log{ 1+sinAcoax)
D coax

pro a E <-1,+1 >~

ax

~ al Ultal!te, lIe intagrlll konverguje pro vilechna A E ~ •

bl Uvildomte si, Ie IC{A) je periodicil:ll :f'unkce s periodou 2 'Jf' •

cJ Pi'i vlastn!m v!Po~tu (pou!1t! vl!ty 61) je ti'eba vyloul!it hodnoty, kdll

I sin A I" 1 (pro(!?), vyjde IC{A) .. JT arcsin (sin A) pro viiechna

A E E1, A oj. f + k JT , k ceU.

d! Ultal!te, lie :f'unkce IC je epo jit8 v ~,tedy IC(A) = JT arcsin (ein A)

pro vilechna A E E
1

•

el Ulta!!te, lie IC{A) .. JT A pro A E <-f , + f >.
25535 Z12
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rl Ifakrealete pr f'lmkce X(A)

tIl 114 f'lmkce X(A) dude" ~ der1vaci?

hi Porcmejte ytaledell: " pfo. 6,27 - stal!110 poloUt a = &in~

T

6.30. Spol!tl!te F(a.b) = JT10g (a2"1n2x + b2co,,2z'J dx I
o

I at UlI:dte, Ie integrlll lI:on"erguje pro 1ibo,,0ln!i a E El • b E El
s ytjimltou a = b "' 0 •

bl Funkcs F(a,b) je sud' "

b ~ 0 •

N,a 1 ,b', omezte ee proto na a ii: 0 ,

cl Z"olme 1ibovoln~ b E (0,+ 00 ) pem', bu3 a E (0,+ 00 ) •

Podle "l!ty 61 dostanete

_ ('.2f..L
- J a •

o

(majoranta pro a E <p,+ 00) , kde p > 0

2
a <::= Ia

2 I<::- p2 U'E <X-(q, rJJ

Substituc! tg x =t dostanete :T=-
a+b

•

Ze "ztahu F( b ,b) = J!'. log b 17YP~ lI:onel!nl!

F(a,b) "'
a+b

J!' • log T pro a > 0 , b > 0 •

d/ Ukalte, Ie \'taledell: plat! 1 pro a"' 0, b > 0 (l!i a > 0 ,

b = 0 ) •

Bua tedy b E (0,+00 ) pem', stall! uII:lI.sat, Ie rucJ<ce F(a,b) jakol_

to funlcce a je apojit.6 "bodl! 0 zpra"a. Pouiijte "Uu 60

(x E (0, f) , a E <0,1 > ) a odhaciu

log b2colx :i 10g(a2s1n2x + b2coiz'J t!i log(l + b2)

el Pomoc! pi'edchodho \'tsledku odtud od'Vo(\te, Ie
:II' T/T10g sin x dx = jT10g cos x dx ={ log ~ ,

viz t81 pfo. 5,81; 8,64.:J
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6,31. Spo~tAte I(a,b,lt)
• I'" ....x _ .-bX

~ x
II1n kz dz I

4,47)

~ al Ukaitte, !e pro a >0, b > 0, It E B1 integril konverguJe.

bI Zvolte It E B1, b € (0.+ 00 ) pevnA, bua a E (0,+ 00 ).

PotOlD
00

'() I r ...x .,.ItU (a.b.lt) = J -e Bin kz dz· 2 _:I (V1Z pi'.
" a +10

konvergentn:t maJ91'Bnta G(x) =e-Px pro x € (ei.+ 00 ).

a E <p.+ 00 ) C (0,+ 00 ).

OdtOO p~"" ite

I(a,b.O) .0 (pi'imo vidit) ,

I(a.b.lt) • arctg i - arctg ~ . pro It ~ 0 •

neboi I(b,b.lt} = 0 •

cl Vysledek 81'09I18Jte e pi':Otlad_ 6.22 , podle kteNho Jest

I(a,b.lt) =
co 00

I' -ex 1I1DIa: .._ .£ -bx e1nkz..L e -\,1.,&.- • _.
o X 0 z:

dz •

• arctg l- arctg l pro a > 0, b > O. It € ~.

Nent to ve ep01'l1 e pi'edeill1a v;tpo~t.lT Ukalte. Ie D••

Pro It = 0 doetliv4te v obou pi'tpadech I(a,b.O) • O.

DUe ukaitte. ite pro llbovoln6 • ~ 0 platt

arctg z + arctg i = f. 111811 • •

odkud JU "7P~, Ie pro llbovoln4 ~ ~ O. ~ ~ 0 platt

arctg .... - arctg ~ =arctg;L - arctg ;L
-.L ~ ~ :J

6.32. Spo~tite J(a.b.lt} J
oo e-ax-e-bx

= coe kz dz
" x

~0bn6 pi'tkladu 6,31 • (lJldrItte

1 b2+~
J(a.b.lt) = 2 log a2+'..2 pro It E ~, a > 0 • b > 0.-:1J

6,33. Spo~tite P(a.b.,c)·
Bin bz - Bin ex

dz I

~ at Ublta. Ie pro a E (0,+ 00) , b E ~. c E ~ integri1ltoJ1nr
guJe.
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bl PClIIlOct vit;, 61 a pi'tkl.adu 4 148 ukal te 1 Ie

00

= J a-ax coa bx dz = n
• a +b

(majorenta G(z) • a-ax) 1 te~

F(a1b1c) = arctg ~ - arots I
cl Zkuste 1i41· apol!1tet * 1 M .
d/ Porovnajte t61 a pi'. 6 122 • --ll

pro a > 0 1 b1c e ~ •

00

61)4. Spol!tite F(a1b1c) = ~ a-ax
o

cos bx- coa cx dz I
x

pro a >0, b,c E ~ :J

00

:!..L (a,b) =~ e-e.~ dz = -1. i:r (viz pi'. 5,84),'
~a 0 2 c

-px
(majo1'llnta G(x) = e pro a € <p,+ 00 ), kde p > 0),

ted7 - vzhledem k F(b,b) =0 - jest

F(a,b) = ('If b - ITa pro a > 0, b ~ 0 •

cl Ukalte, Ie F(&,b) = rTb - ;:;;. dokonce pro a ii: 0, b ii: 0 •

Toto tvrzen:! dokslte

11 Um, Ie uklllete, Ie pro ksl~ b > 0 je f'unltca F(a,b) jakolto

1'unk:ce a apoj1tli. v interva1u <0 1+ 00 ) ,

21 anebo takto: rovnost F(a ,b) = l1fb - ITa ja si"ejalai pro

a = b = 0 ,pro a > 0 , b 2 0 jlllle ja .111 ,,0!c4sel1 a pro

a ~ 0, b > 0 .11 obdrl:!me derivoveu pod1a b uebo sa lQIIlatria.

Vie podrobni provecite !

d/ Porovnejte tlll s pi'1k1adem 5,76 a~

SpOl!tete J(a) =f
o

dx I
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rr-;7 Ukalte, Ie integrli1 kOnverguJa pro a E <-1,+ 00 ) •

bl Pro a E (-1,+ 00 ) Ja podla. vilt;y 61 a pi'. 5,84
00

JO(a) .. .[ a-(a+1)~ 'dx .. l 1:'1 ' te~

J (a) = ff ( fa + 1 - 1) pro a € (-1,+ 00 ) •

01 Ukalte, Ie J( -1> .. - fi" . I: tomu stallt dokllzat, la ~ca J Ja

aPoJit1l v bodi -1 zprava (proll?) ,

k ddkazu tohQto tVrzani pouUJte vitu 60, kde po1olite II .. (0,+00 ),

A = <-1,0) a pouUJate odbadu

1 _ a-a~

~a~

6,37. Spolltite K(s,b) =}(a-;:
D

a:2--1
2 E :t:(o,+oo} II

,.2ar ~

r;t Uka!ta, Ie intagrli1 kOnverguJe pro l1bovolM a,b E B1 •

bl Protole .f'unkoa K(s ,b) Ja lIUd4 flmkca Jak v prollimul , a', tak
,

v.b ,omaztlll8aena a"O, b;;"O.

'ilK
~ (a,b)cl Bud tedy b ~ 0 pevn', a E (0,+00 ) • PotOlll Ja

1'00 2a -~
=D -;1.e)( dx

(III8Joranta - pro a € <p,q> , kde 0 < p < q < + 00

pod1e n4eleduJiotbo odbadu - proVlldte

- url!tma

1-~ e-~I ~ zs . e-1j.2 E if; ,)
x- ~ (o,+OO)/

1Subat1tooi t .. i pi'lIVa~ poeledni 1ntep1 na Laplaoadv integrli1 -

pi'. 5,84 - dosteneme

~ I: rz:?a (a,b) .. - (r ,

te~ vBhledem k I:(b,b)" 0 V;Y~de

K(a,b) .. ""(b - a) pro b Olt 0 , a > 0 •

d/ Ukalte, Ie K(a,b) .. ff(b - a) pro vlaellDa a,b E ~

(viz obdobllt pi'tklad 6,35).

al PoroyneJte till a pl'tklad_ 5,76 e....:J
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6,38. Spoatlte J(a)

r;t Integril konverguje pro a E <-1,+1> •

bl Uka!t8, Ie f'UPkce

( a E ( -1,+1)

J je 8Jlojit' v intervalu

, :I: E (0,1) ~

( -1,+1)

2 2log (1... x )

~./l-i

hog (l-bl
~h-i

cl Pro a E (-1,+1) jest

J" -2a

=0 22 .~dz
(l-a x-)., l-X-

pro a E <-p,+P) C (-1,+1) )
2p

(majorants G(x) =
(1_p2) h--2-

Pomoc! subst1tuc! x = sin t, tg t = u dostanete

blted.y s pMhllidnut!m k a4st1
:lfa

= - ,r? I

I 1...2

J(a) = Jr. ( 11 - a
2 - 1) pro aE (-1,+1) .-.Jjs

6,39.' Spoatlte F(a) = J'
a

log (1-a2~)

11-x2
dz 1

~ Intsgril konverguje pro a E <-1,+1) •

b/ FUPkce F js epojit' v

c/ F(a) = Jr. log Q+l
2

(-1,+1) •

pro a E < -1,+1> ..:JJ

dx

~ Integr'l konvergujs pro v§echna a E E1 •

bl Funkee F je l1eM, omez!ms sa na a E ( 0,+ 00)
Potom

F'(a)

•
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- 1 je

1
(majOranta G(x) =---===~ E ie (1,+00) )

X Ix2- l

u= ./x2
Pomoci 9ubstituce

7'( a.)2 1- la2+ 1

a vzhledem kF(O) = 0

F(a) = f (l + a

cf ~emu je rovno F(a)

pro a E ( 0,+ oa

pro a ( 0 ?~

) .

6,41. Spol!tl!ta
('1 arctg ax

F(a) = J.
ox. !l-yf-

dx

~ Integral konverguje pro v§echna a E E
l

•

bl F je funkce licha.

cl F(a) = f log (a + ;/a2 + 1) pro a ~ 0 ~

6,42.
/" log (a2+i )

Spol!tl!te K(a ,b) =..L 2 2 dx
o b + x-

~I Uka!te, !e integral konverguje pro l1bovolnS a,b E E
l

, b to 0 •

bl Proto!e funkce

a E (0,+ 00)

K(a,b) je sudS v

b E (0,+ 00 ) •

aN
N i v b 'p , omezime sa na

cl Uka!ta, b pro kaUE! pevnE! b E (0,+ 00) je funkce K(a,b) epojiU

jako!to funkce a v El

(pro a e(-p,+p) , kde p ) 0, x € (0,+ 00 ) jest

.~ )

d/ Omezime sa na a € (0,+ 00 ) ; b e (0,+ 00 ) bud pevnE!.

Potom

00
~K .I 2a :Jr 1
~ (a,b) = dx=

o (a2+x2).(b2+x2) b (b+a)

(majoranta pro a E (p,q) C (0,+ 00 )

tedy K(a,b) = f. log (b + a) + C(b)

je

pro

29 E ~ )
(p2+x2) (b2+x'!) ~+oo)

a)O, b)O.
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Mus!me je~t~ ur~it "konstantu" C(b). Vzhledem k ~aeti c/ doetavame

K(O,b) =11m K(a,b) =11m [f. log (b + a) + C(b)] =-{. log b + C(b)
a ... 0... a .... 0+

1
00 log ,I-

a zbYva nBm tedy pouze spo~!tet K(O,b) = 2 2 dx • Pamod
o b + x

. 1 T
sUbetituci x = bt, t = u zjistime, ~e K(O,b) =b log b ,

tedy C(b) =° .
e/ Lehko zJistite, ~e

K(a ,b) = I~I • log ( I a I + I b I )

6,43. Spo~tHe F(a,b, IX , j.J ) J
OG -ax

e •
= •

-OCxcos bx - e

x

r;;-/ Ukene, Ie integral konverguje pro a) 0, ex > 0, b,,8 E El •

b/ Uke~te, ~e (viz pt. 4,47 a 4,48)

'OF
'0 a (a ,b, IX ,,8 )

00.. .I -e-ax cos bx

•
a

dx = - -r-
a + b 2

(majoranta
-px

e pro a E <p ,+ 00 ) , kde p ) 0) ,

sx:3b (a,b, ex,;8)
00

= J _e-ax

•
b

sin bx dx = - ~2
a + b

(majorante e-x) •

Odtud plyne , ~e

ex > 0, b,l3lE EUa > ° ,·pro

F(a,b, IX ,!J ) = - ~ log (a2 + b:2) + C( ex ,;8) a

vzhledem k podm!nce F( ex ,;& , ex ,13 ) = ° jest

IX' +13 2

F(a,b,IX,;8) =~log 2 2
a + b

6,44. SpoM~te J(a ,b)

00
= J arctg ax - arctg bx dx

• x

b ) °pro a = b anebo pro a) 0,Integral konverguje

a(O,b(O.

b/ PfedpoklBdejme, ~e b > ° je pevn~, bUCi a E (0,+ 00 ) •

Potom

/ /00 1
(a,b) = 2;2

o l+a
dx =

pro a E <p ,+ 00 ), kde p ) 0) •
1

(majoranta 2 ,
l+p x""
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Vzhledem k podmtnce J(b,b) = 0 je

". a
J(a,b) = 2' log Ii pro a > 0 ,b > 0 •

ef Jak;Y je vYaledek pro a <0, b < 0 ?

d/ Porovnejte t~f e pf:Otladem 5,71.!...lj

*6,45.
00( J arctg ax • aratg bx

Spol!tl!te H a ,b) = • Xl dx

II al Integral konverguje pro ka!d~ a E E1, b E E1 •

bf Sua a E E1 ' potom funkee ~,* (b) je spojita v E1 (pro be<-p,+p)

kde, p > 0 je

Iaretg ax • arctg bx

x2
Iaratg ax I. laretg px I

~

*,-8- ( )cf Obdobnl! f'unkce H a je spoj1t8 v E1 pro ka!d~ b e' E1 •

d/ sua b ~ 0 p~, a E (0,+00 ) , potom

pro a E (p,+oo ),(majoranta

"".l1! (a,b) = J arats bx dx
'0 a • x(1+a2~)

arats bx E ;e
x(1+p2Xl) (0,+00)

kde p ) 0) •

Je nutno nyni spol!itat tento 1ntegrli1.

11 Podle pi'ikladu 6,20 je

log (1+ a) pro a > 0 ,

provedeme-11 telly v nailem integrlilu substituc1 ax = t ,

bude
3H T a,f-b;ra (a,b) = ~ log a

2f ~ychom neznali vtaledek pfik1adu 6,20 , by11 bychom nucen1 postupo

vat stejnl! jako v 6,20 , dostal1 bychom vlaatnii, fe

.L1!
(1sO'b (a,b) dx =£ •

2

1
a+b

a odtud vzh1edBm k podmince t! (a,O) = 0 by by10* (a,b) =flog a:b
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Z kte"hokol1v tohoto "ysledku obdrl!me, Ie

H(a,b) -rl- + b) log (a + b) - (a + b) - alog a + a] + C(b) •

Zbyv~ ur~1t "konstantu" C(b). Vzhledem ke spoj1tost1 (~~st e/)

obdr!:!me

1f .
0= H(O,b) = 11m H(a,b) =-2(blog b - b) + C(b) •

Q-+ 0.

b ii: 0a ~ 0 ,proH(a,b)

Odtud vzhledem k ~stem b/ a el dostav8me

a+b
1f 1 (a+b)

=~ og
aa • bb

(kde eMpeme .00 = 1 !!)-II

,------------------_._--_._---------------,

*6,46. Spo~ti!te H(a,b)
rOO -ex

=..L (e -
o x

-bx 2
e ) dx

~i Integral konve·rguje pro a = b anebo ·pro a ~ 0 , b:;:: 0 •

je f'unkee H
a

,* (b) spoj1ta v intervalu

*~b € <0,+ 00 ) je f'unkee H t (a) spoj1ta

b/ Pro kddl! a E < 0,+ 00 )

<0,+ 00 ) a pro kaldl!

v <0,+ 00 ) •

e/ Bua b > 0 pevnl! , a E (0,+ 00 ) • Potom

M(a,b) =
00

.I -2 •
o

• e-&X ax =

(majoranta pro a E <p,q) C (0,+ 00 )

1-2 •

-ax -bx I
e : e e-ax;a 2

<=
-qx -bXIe - e ) E

x {£(o,+ooJ .

Je nutno spo~!tat posledn:1 1ntegl'll.l

1/ Podle pf'. 6,32 je

oH
~ (a,b) =- 2 •

1 (a+b)2
~ log 2 =

4a

2a
210g;.;t;" •

2/ Jako ev1~en! zkuste spo~:1tat

2 00

.2..! !a,b) = - 21 e-(a+b)x dx =~ (s majorantou e-ax) •
<Ja a4- 0 a+b

Odtud vzhledem k H(b,b) = 0 a k epoj1tost1 dOst6V8me
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H(a,b)

(opl!t 00 =1) .:..J

= [(2a)8 • (2b) bJ 2
a+b

(a+b)
pro a ~ 0 , b ~ Q

6.47.

00
/' sin ax

Spo~tl!ts H(a.b,k) =.1 •
o x

sin bx
x •

r-;;.; Integrli1 konvergujs pro a.b E El • k ~ 0 •

bl Bu1!te b E El •• k) 0 psvnti. potom

'H,js (a,b.k) =
00.I cos ax •

4

sin bx
x

Spo~tl!te tento integr~l,

11 s pouUtim vztshO. cos a sin j3 = ~ [sin(a' +(1) - sin(a' -;6')J
8 prikladu 6,22. dostanete

'(/H 1
~ (a,b.k) = ~

~21 tim, le apo~i~te 'dad&'

Obdr~ite vYsledek

a+b a-b
(arctg k - arctg T) ,

(a,b,k) •

a+b a+b a-b a-b
H(a,b,k) = 2"" arctg k - 2 arctg k

01 Diskusi k pripadu k = 0 viz V cvi~eni 6,73-=.J1

*6,48 •

00

Spo~tete H(a ,b) =J
D

2 2 2 210g(l+a X) • log(l+b X-) dx

x4

~ Integral konverguje pro v§echna a,b E El •

,,'H
bl VyJadi'ete ~ (a.b)~

Spo~tE!ts J(b) = j e-~ cos 2bx dx
o

~ al Integrlil konverguje pro vllechna b E E
1

•

bl Podle vl!ty 61 Jest

, 00 2

J'(b) = -2 J xe-x Bin 2bx dx
4
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6,50.

(majoranta xe-,l e 2(0,+00)

Integrae1 per partes pro Newtonovy 1ntegraly lodllvodnlite I I

dost4v4me J'(b) =-2 J(b) •

Toto je dif'erene1ll.ln1 rovn1ee pro f'unke1 J(b) jej1m! hlien1m vzhle

dem k J(O) = J1- (v1z 5,84) z1sk4me

.liT _b 2
J(b) = T e •

el Porovnejte Be ev1aen1m 4,51 d~

00 -tx

Bua p( x) =J ~ dt •
o l+t

al Uka!te, !e pro x ~ 0 tento integral konverguje.

bl Uka!te, !e pro

rovn1e1 y" + y

x E (0,+00)

=:J: •x

f'unkee P( x)

*6,51.
00 2:,)(2

Spoatlite F(ox) = J e - t - t Z

o~

dt I

r-;.I Integrli1 konverguje pro vliechna x E ~ •

bl Funkee F je spoj1ta v E1 '

~=

el BuC1 x E (0,+ 00 ) , potom

00, J 2xF (x) = - ~ •
o t

2 )(2 /

e-t- -p. dt

(majorante pro x E <p,q> C (0,+ 00 ) je

, x'
2x -t- t1

--:2 e
t

promlinna je t !!

d/ UkaHe,!e 2F(x) - F'(x) = 2 e-2x • fiT

(poulijte subst1tuci z = t - f apr. 5,84).

fte§en1m teto dif'erene1aln1 rovn1ee dostanete

F(.x) = ( r' e-4x +' 10 e2x pro x E (0,+00 ) ,

ze spoj1tost1 obou stran v bodli x =0 pak plyne K =0 •
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Tedy F(x) pro x € (0,+ 00 ) .
e/ Ukalte, Ie je till spln~na rovnice

F'(x) + 2 F(x) ='0 a

1./ vypo/!Ute z Uto dif'erenc1lUn! rovnice F( x) ,

2/ ralite eoustavu

2 F(x) - F'(x) = 2 e-2x • IT
,
2 F(x) + F'(x) = 0

jako eouetavu dvou 1.1nearn!ch rovn1C-:]

16,52.1 Poe1.edn:!m Uko1.em, kter,1m ee bUdsme zeby,rat, je etud1um a nakresl.en! graf'u

f'unkce zadanll 1ntegl'li1.em, podrobn~j1 - je d8na f'unkce F, F( a ) =

= J f' (x, IX ) dx , ~ mlIme nakresl.it graf' Uto f'unkce F.
H

Pr1 reAen! tohoto prob1.IImu budeme poetupovat takto:

1.1 zj1st:!me maximAln! obor Dp ("def'1n1/!n! obor"), ve kterem je f'unkce F

def'1novlina a konel!nll, tj. zj1et!me mno!1nu t~ch a € E1. ' pro ktera

konverguje J f'(x, a ) dx ,
M

tedy

2/ budeme zkoumat epoj1toet f'unkce F v mnoz1n~ DF,

3/ BPo/!!t6me 1.1m1~ f'unkce

je-ll napr. Dp =(a ,b) ,

F v "krejn!ch bodech" mno!1ny

spo/!!t8me

Dp , pi'esn~j1 -

1.1m F( a )
tIf-+ D_

4/ bUdeme zkoumat monotoni1 F,

,

5/ eventueln~ pro podrobn~jA! etudiUIII vylietHlle extre~ f'unkce F " resp.

konkavitu a konvexitu.

I,·,,· .......... _ ....... 00 -ax
F(a) = J!-.- dx

o 1.+x2

rv Zj1st~te, Ie Dp = <0,+ 00 r ,

2/ Uka!te, Ie F je BPoj1t4 v <0,+ 00 ) (viz pl'. 6,3 ) •

3/ Uka!te, Ie

4/ Uka!te, !e

11m F(a) = 0 (viz pl'. 4,21).
a .....
F je neroetouc! v <0,+ 00 ):
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al zvo1te 1ibovo1n6 at' at, E' <0,+ 00 ) , a, « a. , potom

ze vztahu

e - a;x e-a-2.X ,

1+lC
2 "'" 1+,1

x € (0,+ 00 )

plyne i F( ex1 ) ~ F( (X2 ) (ukazte, ze dokonce F( a,) ) F( a:-
2

) i ,

bl F'(e) <: 0 pro a E (0,+ 00 ), odtud plyne, ze F je k1esajici

v (0;+00 ).

51 Ukazte, l\e F je konvexni v interva1u (0,+ (0) (epoctete F" )

61 Ukahe, l\e

max F(a) =F(O) =f in!' F(a) = 0 ,
aeco, +00)

minima funkce F nenabyv6.

•*71 Ukal\te, ze F~(O) =- 00

(Podle zn6m6 vety - vys10vte ji a oddvodnete - 'jest

F~(O) = lim F' (a) a zjistite, ze
Q~o+

00 -ax 00

F' (a) f lim (-
xe

) -./ xlim = 2 dx = -2 dx=-oo ) .
Q4o' 0+ o a~o+ 1 + x 0 1 + x

Jednotliv6 kroky si znovu podrobne provedtel Nakres1ete graf ..!..J

J 1

o --:;::;=:=::--F(a) =I'.54. ,.,,,.....:' __c_e _

illl Dp = (- 00 ,0) U (0,+ 00 ), F je funkce sud6,

21 F je spojit6 v Dp ,

31 lim F(a) = +00 lim F(a) = 0 ,
a.~ 0+ a->OO

41 F je klesajici v intervalu (0,+00 )

51 F je konvexni v intervalu (0,+ 00 ).:JJ
r-=-._-~;

16,5~ Nakreslete
1

sin it
x( x+a) 2

al

grafy fWlkci
00

r
F(a) = J., . dx ,

J' 2 2
bl F(a) log (l-a x )

dx= ,
0 2 II -,1x
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cf F(a)

co

J arctg ax= dx
f x2 .li-1

,

d! F (a) = Joo ~l;:-e:.-_a...,x,--_-=a=-x
- dx .

" ~

Uvedme nyni v dalliim, jU niktarak systematiclcy, rozn~ pf'iklady.

16,56:1 BUC\ a> 0 ,

t E :t'-(0, s)

PotOlll

f'qnkce

" necht

l' necht je de1'inov8na v intervalu. <0 ,a :>

l' je ~ojit8 v bod~ 0 zprava.

, necht

f
a. h

o h2+ ~ (1'{x) - 1'{O» dx •

11'(X) - 1'{O) I ~ Ie pro x E (O,XO) . Uka!te, l!e

11m
""0

~ Polo!te I{h) =

BUCl Xo E (O,a)

!T
1'{x) dx = '2 • 1'{0) •

Odtud jU lehko odvodite, l!e lim I{h) = 0 a pot8 tvrzeni. ~
" .. 0 .

/6 ,57:IHecht f'unkce t ,g jsou definovq v ~,
BUCl X o E E1 ' p!'edpokl.4de jme jelitA,!e l'

v bod~ x • Potom
o

+00

nechi· (L) ~ g{x) dx = 1 •
-co

je omez~ v ~ a spojit8

,
..

J x e-ax •

"

Dob!ta!

~u!ijte s¢>stitoei x - Xo = ty B vl!tu 60~

16,58.1 Ukalte, Ie

00

J x .-ax
D •
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pro a )0, bE E1 •

~dvoate derivac1 vYsledkd z pi'. 4,47 a 4,48 .---.IJ

16,59:1 Ukalte, Ie

a.j 10g(1+x)

o 1+x2

~

dx +.1 199(1+ax)
a 1+x2

dx = ~(l.Og 2) • arctg a + ~ log (1+a2
) .

pro l1bovoln' a > -1 •

~ Ukalte, Ie

11 1ntegrily konverguJ1 pro a > -1 ,...
/J log (l+x)

2 2 dx Je primitivn1 t'unkc1 k tunkc1
D 1+x-

10g(1+a)

l+a2
~ 1Dterva1u (-1,+ 00 ) ,

3/ derivace lev' sUeny rovnost1 Je rovna derivac1 pray' strany

rovnost1 pro l1bovoln' a > -1 ,

4/ pro a" ° Je rovnost splnlina~

16,60:1 Ukalte, Ie

a.

I
of

!e.2 dx + r 10g(1+ax)(a+x)
2 J. 2l+x '0 l+x

16,61.1 Ukalte, Ie

pro l1bovolM a > ° .
r;;lte stejD;f postup Jako v pi'. 6,59 .:-J

of

(R) 1 10g(1+x) dx =:r • log 2 •

o 1d 8

~ Dosaate a = ° do rovnosti v pi'. 6,59 anebo a" 1 do rovnost1·

v pi'1kladu 6,60. ~

16,62~1 Ukal\te, Ie

F(a) =
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r-;;a!te, l!e

1/ pro a > -1 integrlil konverguje ,

2/ F'(a) = ° pro a E (-1,+ 00 )

3/ F(O) =log 2

16,63~1 Ukal!te, l!e

~al!te, h

11 je primit1vn! £unkce k fUnkci -Y!-e na intervalu

(0,+00),

2/ derivace leve i prave strany rovnost1 jsou stejne na 1ntervalu

(0,+00 )
/pozor pri derivovlin! slol!ene £unkce !I ,

31 provedte 11mitn! prechod pro x _ + 00

pr!kladd 5,84 a ~i dosadte x =0 •

Vile provedte podrobn~ a oddvodn~te

16,64~1 Dokal!te, l!e

a vyul!ijte vYs1edkd

F(a,b) 11 xa-l
= (-------

o l-x

bxab-1
--'::6-) dx = log b
l-x

pro a IE (0,+ 00 ) ,

II Ukal!te, l!e

b E (0,+ 00 )

•

1/ integrlil pro a >0, b) 0 konverguje,

2/ ~: = 0 pro kal!de b) 0 na 1ntervalu

3/ F(l,b) =log b

(0,+ 00 ),

16,65~ IVyiietrujte £unkci

Ukal!te, l!e

1/ 1ntegrlil konverguje pro vAechna 8

2/ funkce F je spojita funkce v E1

3/ F(a) =10g(1+82) - 2 + 2~ 8rctg :
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41 F'(a) =2arctg i pro a '!- 0, F;(O) = :If' F':(O) = - 7T •

l4echan1ckYm der1voVlln!m - bez ov~en:! pi'edpoklado. - doeUvue cbybn! V'$ele
dek

pro a = 0

F'(a)

Rozmyelete !

16,66~IVyiletfujte :funkc1

Ukazte, ze

11 F(a) = - 00

~O

=~ 2arctg 1
a

1 a
F(a) =f ~ dx •

. 0 10gx

pro l1bovolnll a € El '

pro a ~ 0 •

21 mechan1ckYm der1vovA!1!m 1nte8ralu za 1ntegraan!m znamen!m dostanete
, 1

F (a) =~ pro a € (-1,+ 00 )

(ktert pi'edpoklad vllty 61 nea:! eplnlln T ).

16,67., Pi'edpoklBde jte, ze jete odvod111 vzorce

1

j _10....;8:....;._....;.. dx =
o x

:Jf~

l2p

pro p € (0,+ 00 ) (viz kUpi'. 4,45).

OdvOdte odtud pomoci der1vace 1ntegralu podle paz:ametru, ze

1'1 xP-1 r'
J - log! dx = ::-"Z'
o l-xP x 6p

pro p € (0,+ 00 ) •

16,68;1 Vyiletfujte £unkci

1 xP-1

11+xP
1log x

T:J.
dx = :::-2

l2p

00

f a2+,{-
109(T2) coe mx dx •

o b +x

Ukazte, ze

1/ integral konverguje pro libovolnll hOdnoty a,b,m E E1 '

2/ je-li a,b E El pevnll, je £unkce F(a,b,m) epoj1U jakozto £unkce

m v E
l

Ipi'esnllj1 £unkce F" ,b, * Je ~oj1U v E1 pro l1bovolnll

a,b E E1 / •
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Spo~tete ~~ s po~itim pl'. 5,92 a a odtud spo~tete F(a,b,m)

Inutno rozliiHt pHpady m = 0 a m -F 0, viz U~ pi'. 5,91/.

16,69 .\ Doka~te, ~e

"J 0-1 ( )x- • sin qlog x
o

", / xP-1

o
p

• cos(qlog x) dx =~
P +q2

pro libovolnoi q E E1, P E (0,+ 00 ) •

~~ijte VYsledkO. pl'. 4,47 a 4,48 spolu sa substituci log x = t ~

16,70.1 Doka~te, ~e

/

1 0-1
r . sine qlogx)

al ~-.:...;~..:....:.--";...;;..dx =
o 10gx

arctg ~ pro p E (0,+ 00 ) ,

cos( q 10gx)

10gx
diverguje pro libovolnoi hodnoty p,q •

~Odvo;J.te derivov'nim integralu Iderivujte podle p i q!1

s po~itim pro 6,69 •

bl Zkoumejte chov'ni integralu v okol! bodu 1 .~

Co nBm dB mechsnickoi derivovan! ?

1 6 , 71~ I Dokazte, lie

F(a,b) ..

s:
/ 10g(a ! b
o

a +
cos x) dx = :;r log ~-~~.:....-

pro 0 <b L a

rr-- fJF
II Ukalite, l!e 'da (a,b) = -,~==;- a po~ijte vysledku pr!kladu 8,66 -

~ast 11 ai pl'. 5,87 nebo pl'. 6,30 e .---il

16,72.1 Ukel!te, ~e

F(a)

00

J -ax l-cosx 1· a2+1
= e dx=-log

o x 2 7 pro a E (0,+ 00 ) •

C a provedete limitn! pi'echod pro

" Lehko zjist!te podle pi'. 4,48, l!e

a2+1
plyne, l!e F(e) = ~ log ---2-- +

a

odtud tedy

a ---'> + 00 •

Viz toil! pl'. 5,95 .~
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(6,73.! Ukal'te, l'e

pro b E E1

dx = ?!.. I b I 
2

= /
00 e-a1-

- cos bx------
o x2

F(a,b)

~uZijte pr!kladu 6,47 , kde provedete limitn! prechod pro k ~ 0+ ,

viz tel' pro 5,93 •~

(6,74:1 Ukal'te, l'e

pro a € <0,+(0) I

rv POuZijte vztshu

/

00e-a1- _ 1
F(a,b) = 2· dx +
. 0 x

cos bx
x2 dx

a vYs1edlro pHkladl\. 6,35 a 6 173

21 Ukal'te, l'e F(s',b) = - ;;Ji + C(b) Iderivace podle "a" s pro 5,841 I

odtud vyplyne, l'e
00

C(b) = lim F(a,b) /1- cos bx
= dx a opllt

a.., 0+ 0 x2
pouZijeme 6,73 .

31 Dostanete vYs1edek tel' derivovan!m podle "b" ? • ~

[~~5; I Ukazte, l'e

11

21

00 la2J e-
ax .7T (8+ + m2 )

(0,+ 00 )• cos mx dx =
(a2 + m2)

pro 8 E

°IX 2
m E E1 •00

J
-ax

IIa2e jI2iT 2sin mx dx = + m - a·
xf;.0

pro 8 E (0,+ 00 ) , m ;:: o •

r 11 Sub sti tuce x = t 2 8 pro 5,94 •

2/ Derivace podle "m" a vYsledek prvn! ~asti .---ll

Bud f E

Je-li f

'-P
""(a, (j-)

spoji ta

Pro kal'M x E (a ,b) bua

v bode Xo I existuje F'(xo)

.x
F( x) = .J f( t) d t •

a-

8 F'(xo) = £'(xo) •

Dokn:;te

(Vice 0 funkci F viz' dodatku D IV).

Odhadne t.e
F(xo+h) _. F( xo)

h
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IfU Integ1"lil konverguje pro b 6 (0,1) •

21 Dokdte, l!e F(b) =:Jr nejdi'!ve pro
. sin~b

pro b E (0,1) •
sin.Tb

dx,

00 b-l
F(b) = ~ !--- dx =

o l+x

6,7'7.*1 Ukdte, Ie

31 Ukalte, Ie fUnkce F je spojit4 v (0,1) - viz p~. 6,11 •

41 Odtud dvoate jil tvrzen! •

Viz 1;;\1 V.Jamik, Integ1"liln! pollet II, kap. VII, § 5.---J

6,78.1 Spol!Ute n4s1eduj!c! integr4ly •

1

J (I-xl') (l-xq)
al dx ,

o 10gx

s:
bl J' 10flj(1+aeinx) dx ,

o einx

s:
cl j'Y10g(l+asin2x)

o sin2x

It.

J . 2 2
d/ cotg (a tg x) dx

o
,

00

el/ cotg ax.
o

cotg bx dx ,

co 2

£1 J log (1+ ~ )
o· x

b2
• log (1+ "7 ) dx •

:r

g/ J'10g (a2coa2x + b2ain2x) • cos 2nx dx ,
o

00

hi J log (1..2 x'!) • aretg bx

o ~
dx,

00

illo
x

x • arc coot! ji

x'! + q2
dx,
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J f 2 2 2
j/ log (a + b tg x) dx

a

k/ J'{ log (l + P sin2x) dx
o

•
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7. J1n4- pojet! Lebeegueova 1ntegralu.

v t6to kep1tole ukQ!eme, jak lze vybudovat teori1 Lebesgueove 1ntegr6lu,

vyjdeme-l1 z prvotn!ho pojmum!ry. Bylo by vhocln', kdyby s1 \!tenar nejdt'i

ve prostudoval dodatek ke 4.kep1tole ve akr1ptech I.~ernY - J.~!k,
Integraln! po/!et I , kde -88 auto~1 t:!mto prob16mem zabpaji - ?'Fllem pouze
za omezujicich p~edpokladd luva!uji tot1! pouze podmno!1ny eukle1dovsk6ho
prostoru/.

Zopllkujeme jelltl! jednou, jek jEllle my vybudoval1 teori1 1ntegr6lu a
miry. Vylll1 jEllle ze zQkladn!ho prostoru (Z,A) , tj. ze zSkladniho syst6
mu tunkc! na nl!m! byl detinovan z8kladn! tunkc1on4l A , tanto prostor jams
rozllfr111 a obdr!el1 jame syst6m :;e viiech tunkc! s konel!n;fm abstralttn:!m
integr6lem A ; pomoci tohoto syst6mu jsme pak detinoval1 syst6m vllech
mii~1te1Jl;lfch tunkc! A , sys~m vllech m~1te1Jl;lfch mno!in m.. a miru
eu. na m . Oe16mu tomuto abstraktn:!mu postupu Ukejme kritce' Daniello

ya metoda, abstraktn:!mu rozll!Nni pak Ilaniellovo roziifren:!.

JestlHe jsme zvol1l1 za zakladn! &yst6m Z syst6m vllech spoj1 tY,ch
tunkc! Or s kOlllpaktn:!m nos1/!em v Er a za z8kladn! tunkc10nal A R1e-

manndv integr6l p~es Er, doste11 jsme spec1alni taorl1, a sice teori1

Lebesgueova 1ntegr6lu v Er; syst6mu :;e odvozenamu v t6to teori1 jams

~fral1 syst6m vllech tunkc! s konel!n$m LebesguBov1m 1ntsgr81em, mlilv111

jame t6! 0 &yst6mu mr vllech lebesgueovsky mllf.1te1Jl;lfch mnoUn v Er
1 0 LebesguBovii mfre cfbl' •

Pr1 budovan! teorie LebesguBova 1/!1 abstraktn!ho- 1ntsgralu je mo!no

tek6 zvol1t poetup zcela ope/!n$, tj. je mo!no vyjit z teorie m!ry a na

zSkladii tHo teorie pak vybudovat teorl1 integr6lu. V delllim nazna/!ime,

jek toto lze prov6st. Vzhledem k tomu, !e teto kep1tola ma vllak pouze pro

b16mo"y ~harakter, omez:!me 88 v delll:!m jen na etru/!n' mylllenky, nen! mo!

n6 De tomto m!stii Vybudovst celou teorl1 dete1lnii. Je nutno tak6 ~edem

upozorn1t na Ilkute/!nost, !e mnodeutoM sa zabpej! tiim1to prob16my za

rdzn$ch ~edpokledd a bpa jej1ch anahou vybudovat celou teori1 pokud mo!

no co nejobecniij1. Domn!vam 88, !e nen! l1/!elem t6to kep1toly upozom1t De

vllechny mo!n6 dete1ly rdzn$ch teorli, budame preto v dalll:!m pouUvet ~eto

zna/!nii omezuj!c!ch' pl'edpoklaM a nebudeme se uvedenou problelll8t1kou zabt

vat vce16 llfr1.

A jelltii jednu pozoamku. 'rak jako p1'1 Ilaniellovii metcdii jElllS mohl1 vy

jit z abstraktn!ho prostoru (Z,A) /!1 tanto spec1t1kovat - mohl1 j8llle vy

jit z konkretn!ho eyst6mu Or vllech spoj1tYch tunkc! s kOlllpaktnim nos1/!em

v Er e z R1emannovs integr81u - tak tek' pM opa/!n6m postupu IIIC11eme vyjit
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z abstl'6ktn:! teorie m:!ry anebo ze specililn:!ho pf':!padu - Lebesgueovy m:!ry

v Er• Aby se ctenaf' v Uto kapitole ll!pe orientoval, budeme za c:!sly

jednotlivjch odstsvcd v!dy uv'd~t, zda se je~ 0 obecnou teorii ci 0 spe

ci'ln:! teorii v eukle1dovBkjch prostorech. N~kol1k odstavcd bude pak vy

hra!eno cVicen:!m.

~ /obecnll/: De£1nice !5' - okruhu

Bua d~ 1ibovoln' nepr'zdn' mnolina X. Nepr'zdnY systl!m 9? podmno!in

mnoUny X nazveme /mnoUnovjm/ d - okruhem, jestlUe plat:!:

B€SO =9 A-BE:F

(n = 1.2, ••••

To znamen', Ie ('j' - okruh :f' se svjmi l1bovolnYmi dvema mnoUnaiDi

obsshuje 1 jejich rozd:!l a se spocetne.mnoha mnolinami 1 jejich sjednocen:!.

Je-l1 nav:!c jeliU X € l' , budeme sysUmu :f/ Hkat a: -algebra.

~ /cvicen:!/.

Bud Y CJ' - okruh podmnoUn mnoUny X. Ukalte, Ie plat:!:

a/0E::! ,
bl An E '.f' (n = 1,2, ••• ) ~

00
(lAnE::!,,-1

~ I cVicen:!l.

Rozhodn~te, zda Msleduj:!c:! systl!my podmno!1n mno!1ny X tvoH a - okruh:

al systl!m veech omezenYch podmno!in eukleidovskl!ho prostoru Er '

bl systl!m veech spocetnYch podmno!in El '

cl systl!m vAech otevrenYch podmno~in metrickl!ho prostoru,

dl systl!m vAech uzavrenYch pOdmno~1n metrickl!ho prostoru,

el systl!m vAech kompaktnich podmno!in metrickl!ho prostoru,

£1 systl!m vAech jednobodovych mno!in v El '

gI systl!m vAech podmno!in danl! mno~iny X ,

hI systl!m m. vAech m~i'1 telnYch podmno~1n z~ladn:! mnoUny P

ziskanY pf'i Deniellov~ roz§if'en:!

Itvori m a - algebru ? , viz napf'. 2,5; i! ,101.
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a' - okruhu •~ lobecn~, cvi~enil. Definice senerovan~hO

Jako cvi~eni uka~te nasledujici :

AI prOnik libovoln~ho syst~mu o: - okruhd podmnoUn mnoUny· X

je opl\t er - okruh podmnoUn mnoUny X.,

o: - okruh IvizBI system vlech podmno~in dan~ mno~iny X tvofi

pf. 7,4 e/,
cl bua a libovolnj syst~m podmnoUn mnoUny X , potom existuje

privll Jeden cr - okruh jP podmnoUn mnoUny X takovY, ~e

II 1Jl c Y'

21 je-li :1'1 libovoJ,n$ (J - o:Cruh podmnoUn mnoUny X tako-

vy, ~e acyl, potom ,97 C 9 1 •

r-;ezmllte vAechny o: - okruhy, kte~ obsahuj! a ,podle

B existuje aleepon jeden, a utvofte jejich prdnik..JI

Je-li tedy a libovolnj syst~m podmno~in mno~iny X, existuje

podIe phdeAllSho ne jmenA:( cr - okruh Y' obsahuj!c:i IX •
Zna~e tento 0' - okruh aymbolem 6' (a) , budeme fikat, !e

o' ( a) je generovlin Ivytvofenl syst~mem a
Uka~te, !e

- okruhy generuji eyst~ mnoitin ve cvi~e-

DI je-li a er - okruh,

Zkoumejte tel!, jak~ a'
nich 7,4 al - hi •

potom •

B /eukleidovak~ prostory/. Borelovak4 mnoitiny.

Oznal!me aymbolem 0,; eystm vAech otevfenich mno~in v En' Jak lehko

nah14dnete /rtz 7,4 c/ , netvofi syst~m a;. er - okruh. PodIe 7,5

viek existuje najmenAi d - okruh podmnol!in En takovY, ~e obsahuje

systm q;: ,tj. vlechny otevfen~ mnoUny. Znal!me tento systm aymbolem

£61...... /tj. t( = 0'(~ ) I a jeho prvky nazYvejme borelovakYmi mnoUnami

En •

/kaitdS uzarlenaF € dJ7(.

Ukait te, !ie

11 F C En uzavi'en4 _oUna ~

mnoUna je borelovaJuV,

2/ system tBn. vlech borelovak;fch mno~in je te~ generovM sysUmem

vlech uzavhnich mnoitin, tj. (JJ1I. = er (U,.) , kde U... zna

~i system riech uzarlenich podmno~in ~ ,

3/ system t8x. je tel! 8"nerovlln systmem vAech kompaktn:!ch mno~in

v En t
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0;; c m.....
je !!~.t!!!~!!~!

4/ IS'll C m1r. ' tj. kaMa borelovsk8 mnoUna je lebesgueovsky me!'i
telna

~dle ve~ 50 je kalM otev!'ena mnozina me!'iteln8., tj.

podle 7,4 g tvo!':! 77l7{ er - okruh a syst6m ~1/..

er - okruh obsahujici ~ J '
5/ aJ?[ je dokonce a' - algebra ,

6/ ozna~ime-li symbolem ~ systam vAech otevl'entch intervalO

(a,b) C El, je (J31 = e: ( :J..,) ,

7/ mnolina vAech racionalnich ~isel v El je borelovsk8,

8/ mnoliina vAech lracionalnich ~isel v ~ je bore1ov~,

.".9/ podmnoZina bore1ovska mnoliIiy nemusi byt bore1ovska,
'O'O

10/ mnoUna vilech bore1OVskYch podmnolin En ma mohutnost kontinua·

Itj. 2?C-o I •
*'O

111 existuji me!'i teln6 mnoliny, ktera nejeou bore1ovska, tj. neni

a1n = m?t.
rr-;;;;,oZina vAec'll podmnoZin Cantorova diskontinua C - viz pi'. 5,7 

ma mohutnost 2 'N.-t a kaliM podmnoZina C je mei'i telna • ~

~ lobecne/. Def'inice miry.

~2~!!!2Y2!!_~g! ~zumime f'unkci, je jiZ def'in1~i obor tvo!'i nejakY

systl!m mnoZin Itj. zobrazeni. ktera url!i1;Ym mnol1n8m pi'ii'azuje hOdnoty

*z ~ /; Mirou (!b rozumime takovou mnoZinovou funkci, Ie

1/ def'ini~nim oborem (U- je nejakY a' - okruh !?

Itj. existuje takovY 6' - okruh :P , Ie pro kaUou mnoUnu

A E yo je def'inov8no, ('i- A I,

2/ A E!f' =} <!L A ~ 0 1 <!L je nezapoma f'unkce/,

31 et'- (,,) = 0 ,

41 (.1- je cr - adit1vni na !?
00

n:f mnoZiny, potom ell- ( U An)
71-1

, tj; JSou-u An E Y

= I;, <:«- An

diejunk1;-

..---.l2. ,8 ·1 1cvHeni/ •

Zkoumejte, zda nas1edujici mnoZinova f'unkce jsou miry:

1/ X - E1, :f = systam vilech podrmoliin ~ ,

= 1

~o
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21 x =N Imnolina viech pfirozenYch ~!se1/,

jP = syat~m viech podmnolin N.

ca- E =

n jest1He E C N je kone~ll.

mnolina obaahuj!c! prll.v~

n prvled ,

+00 jestlHe E C N je nekone~nll.

mnolina ,

31 X , !I' t1e1'1nujme ate jne jako v pi'eden~m pi'!k1sd~ ,

=~:oo
je-l1 E = III ,

caE je-l1 E nekone~ll.

~L~ je-l1 E 11 III kone~ll.,

1I.EE n

41 m!ra ~ ns systemu viech m~ritelnYch mnolin ~

Iviz definici za vl!tou 12 s v~ty 14, 15 I,

51 X je 1ibovolnll. mnoz1ns,

mnoZiny X.

!I' l1bovolnY cr - okruh podmnolin

=~o

--------- +00

je-li E = III

je-l1 E E ~

•

E # III •

~ Icvi~en!1 •

Bua c!'-- m!ra na 6' - okruhu !f' podmnolin mno!iny X •

Potom

sl A , B E .J" , A C B =» eu- A .::;; (fl-B

00 00

bl An E .J" =» .« (7tl..l, A ) .::;; L etLAnn 11.-1
. ,

A =
00

U A ==9 -/1. A =
1t.-1 n <.-

.... , A =

-a. A =lim rfJ-An •
L~ 71:-+00

Doka!te tate tvrzen! z def'1nice m!ry v 7,7 I Srovnejta tel s v~tam1 15.

16, 17 •
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17 ,lO~ !/Obecnll/. Definiee \lplnl! m:!ry.

Bua (U- m:!ra na f5' - okruhu :P. Ukdte na pi':1kladll, ie namus:! byt spl

nlIna Msleduj:!c:! podm:!nka:

(*) CUE=O, FeE ~ F€:P I a ~F = 0 I •

A C41 A •

Je-l1 splnllna podm:!nka (*) , i':1k1l.me, ie ~ je \lpW m:!ra na ::P •

17,ll.l Icvil!en:!/.

Ukeite, ie m:!ra eu- odvozenll v Daniellovll rozll:!i'en:! je uplnll na m
Iviz pro 5,101.

17,12.1 (obeenll/. Definiee vnlljll:! m:!r;y.

*Bua X l1bovolnll mnoUna. Ynll.1l1:! m:!rou c!'< na X nazveme l1bovolnou

mnoiinovou tunkei tekovou, ie

11 ~* je det1novllna na systllmu vlleeh podmnoiin mnoiiny X

Itj. kaldll mnoUnli A C X je prirazeno l!:!s10 ca*A E 11 I,

21 A C X ~ (1'-*A a. 0 I eu* je nezllpornll/,

.*31 ct'- (Ill) = 0 •

17,13.j Icvil!en:!/.

Zkoumejte, zda nlls1eduj:!e:! mnoiinovl! funkee jsou vnlljll:! m:!ry:

11 tunkee (I'- z pro 7,8 - Mst 1/ - 31 •

21 l1bovolnll m:!ra definovllna na systllmu vllech podmnol!in mnoUny X ,

31 X je nespol!etnll mnoiina •

je-li E spol!etnll.

je-l1 E C X nespol!eti1ll •

pro E = X •

pro III # E ~ X ,

41 X je l1bovolnll mnoUna.

pro E .. III ,
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51 x = { 0, 1 , 2 , 3 , •••• }

n je-l1 E konecna mno~1na, ktera<-: n+l obsahuje prave n prvkd,
*Ec": =

~1 je-l1 E nekonecna mno:t1na,

61 X = E1 bud B = { l . n :;; 1,,2,3, ..• } •n '

obsahuje-l1 mnoUna E () B

prave n prvkd'

je-l1 mnoUna E () B nekone cna ,

Iv1z te:t pro 2,17/,

7/ X je Li.bovoLna mnoz1na •

~:
=

pro E = (Il •

obsahuje-l1 E C· X prave
jeden prvek

n obsahuje-l1 mnoUna E C X

prave n Prvkd' n 2: 2

'''"' +00 je-l1 E C X nekoneena ,

~

81 vnejAi mira (~~ odvozena v teor11 Dan1e11ova rozAireni Iv1z
deftn1c1 za vetou 11 I.

x •*~ vnejAi mira na podrnno:tinach mnoziny

lobecne/.

Bud X metrickY prostor.

ktera navic spliiuje axiom

(M) : E1 • E2 C X neprazdntl lIll1oZiny, ktere maji k1adnou vzdalenost ~

* * ~~ ,!L (E
1

U E2) = .:U- E
1

+ <!LE
2

/vzd61enost d(E
l•

E2) dvou mnoUn

J\, :&2 se def1nuje 't&.:'\":

lr.,;e (! je metrika v X /.

Pot(,,,, l-i".t""e, ie (il.* je '!'"t~ vnejlii .ura•

.a." vnej§,! mira na poc"1;nn~z1.nach 1;l.uoziny X. l4no!1na

cU* - me:HtelnA Ipodle Caratheodoryhol, prav/! kdy!

E C X

'" '"-a: T = ca (T () E) + '"eu(T - E)



pro l1bovolnou mno!1nu T C X /krealete! I.

Systo§m vlieeh c«-*- mli!'i teln!eh mnozin znsc!Die symbolsm m. (~> •
Plati n4s1edujiei velm1 ddle!1t11 vlita, pokustese ji doko§zat!

17,16:;1 lobeenli/. ~.
11 SysMm m «(!L"'> vlieeh c:t'-""- mlii'i teln!eh mnoUn tvoi'i

er - okruh podmnolin mnoliny X.

21 X IE m (~*> , tj. sysMm m (!'-*) tvoi'i dokonee o: - algebru.

'*eu- na m (r!'- > pi'edpisam

'" '"ca-B pro E IE tnt. (r!'- > ,

na m (!'-"') Iviz definiee 7,7 a 7 ,l{)/.

*(fV je indukovlina vnlljlii mirou cU ns

31 Definujeme-l1 funkei

(i- E =

je r:u- YIl;L!lt_!!;{n

Riklime till, Ze mire

m(ea-"") •

41 Je-l1 X metriekY prostor, ca* !!!.:!it!£ls! vnlijlii mire lviz 7,14/,

*potom je kalM otevi'en4 podmno!1na X c!'-- - mlii'i telnli. Spee14lnli -

oznsC!ime-l1. si symbolsm (jJ o:- okruh generovani systlimem vlieeh

otevi'enjeh podmnoZin prostoru X ,je (Jj c m(ea-"') - oddvodnlite I

L7.1~ leviC!enil.

'" '"Zkoumejte, jak budou vypadat systlimy m (<:!'-) vlieeh ('l - m!ii'i teln!ch

mnoUn v jednotliv$eh pHpadech eviC!eni 7,13 !

rK Msti 7 - vliimnlite si, Ze systo§m m. (t'-*> vlieeh· <!'-*- mlii'i teln!ch

mnoUn podle naifi definiee 7,13 se nemusi shodovat sa systlimem m
vlieeh mlii'i teln!eh mnoUn zisksn;Yeh v Deniellov!i rozliii'eni, nebot podle

7,16 jest vMy . P IE -m(et), zatimeo nemusi bYt P IE m.- - viz pH

klady 2,5; 2,10 aj. Viz UI eviC!. 8,30 • -.J
V dalliim by bylo moZno§ se zab;1vat otllzkami vytv4i'eni vnlijlii miry, otllz

ksmi rozliitoY4ni a zUIl:Liiovant miry aj., ktere vAsk v dalliim zeels opomineme.

Uk4zame pouze, jak tlimito postupy mO.zeme dosplit k Lebesgueovli mii'e v En.

/7,18.l Lebesgueovs mire v eukleidovakteh prostorech.

Buli Mn otevi'enj interval 1 C En ' tj. kart4zakt souC!in n jednorozm!ir

njeh otevi'enYeh intervsld, 1 = (~,~) x (~, ~) x ••••• x (~ , ~) •

Objemem intervalu 1 nazveme C!islo

vol (1) = (~ - a l ) • (~ -~). ••• • (bn - "n) •

1idleme pi'edpokUdst /neni to nutlltS/, Ie budeme uvelovatpouze omezentS
otevi'e~~ intervaly.
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,
Je-li Mna libovolM mnoUne E C En a Je-11 {In }OOspOl!etnll.....,

00

soustava otevfenjch lomezenjch/ intervalo. takov,Ych, l!e E C ...ld, In '

nazveme soustavu {I}OO Lebeslffi!!ovYm POkryt!m mnoUny E • Pro 11bo-
n 11.-( *

volnou mnol!1nu E C ~ def'inuJeme JeJ:! vnllJli:! Lebesgueovu m:!ru C'-- E

pf'edpisem

'"~E = in£'

kde inf'1mum sa bere pfes vliechna mol!nll. Lebesgu80Va pokryt:! mnol!iny E

Iviz pro srovnll.n:! 5,~ I.

DokaUe, h

*11 I C b interval ~ cU- I = vol (I) ,
n

*21 ~ Je metrickll. vnllJli:! mira na podmnol!inll.ch En Idef'1nice 7,12

a 7,14/.

'" '"Odtud podle 7,15 mdl!eme def'inovat syst6m 'JXtt «('L ) vliech <:"- - mll-

'"fi telnjch mnol!in v En' MnoUny ze I13'stll.mu m 1t (<:"- ) budeme tll.it
naz;1vat lebesgueovsky miji'i teJ.n;tmi mnol!1nam1 v En l,ja'k pozdllJi

uklil!eme - viz pf. 7,39 - splYv4 syst6m m11. (r!'-"') se syst4mem

m"1L- vliech mllfi telnjch mno1t1n podle Deniella - pochopitelnll vy

Jdeme-11 ze syst6mu Z =On a A.f' = (R) .f r ) . Podle 7,16 mOl!e
E...

me na syst6mu JJt.i (c«-*) def'1novat m:!ru cU.,.. -f:!keJme J:!

n - rozmllrna Lebesgu80va m:!re.

17,19,:1 Icvil!en! v eukleidovBk;1ch prostorech/.

Dokaitte, l!e

11 kaitM borelovekll. mnol!1ns Jelebeegueovs!l:y mllMtelnll.

rrtz 7,6, 7,16, 7,18 , ----I
21 E C En =9 (U-"'E = in£' { ~G; G otevfen4, E C G }

(viz t61 napf. vAta 55 l!i sn:ipta I. (jem;f - J.J(af':!k, Integr4ln!

pol!et I,' vllta 4,5 ),

31 E C~ =+ (U-"'E = in£' { ~If; If E m71. «('L*) ,.E elf}
Itzv. re@rita vnllJli:! m:!ry I.

17,20.1 1cv1l!en:! v eukleidovBk;1ch prostorech/.

Dokalte, ite n4sleduJ!c:! V!raq jsou ek'rivalentn:!:

al E E m
1t

(t!'-*) , tj. E ,1e lebesgueovs!l:y miji'iteln4 ,

bl ke kaitd4mu

E eGa

cl 'ke kaldau

€. > 0 exl.stuJe takov4 otevfenll. mnoUna G, Ie

CL*(G - B) < & ,

e ) 0 e:dstuje tak0v4 usav1'enll. _oline P ,
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!e F ( E a ~(E - F) < &

dl existuje mnozina Go

Itj. mnozina, pro niz

typu G,s a nulovli mnoZins N..eu- N = 0 1 tak, ze E = Go - N ,

el existuje mnoZins Fo typu FiS a nulova mnozina M tak, Ie

E =F' U 14o

lfoiklime, Ie mnozina G je typu G8 ,resp. Fcr'
exis~uji-ll otevhna, resp. uzavfena mnoZiny Gn tak,!e

00 00

G = n G ; resp. G = U Gn I.
1t-1 n 1fc1

Tato vllta velmi dobre charakterisuje strukturu lebesgueovsky mllritel

nYch mnolin v En.

Vratme sa vllak opllt k abstraktni teorii miry.

17 ,2l~ lob~cnll/. Definice prostoru s mirou (X, 'f , (!f: ) •

Trojici (X,:f', (-l-) nszveme prostorem s mirou, jestliZe

11 X je neprazdnll. mnozina ,

21 .'f' je e' - algebra podmnoZin mnoZiny X Itj. ,5P je 6 -okruh

a X€.'f'I,

3I ~ je l1plnll. mira ns .'f'

Upozomllni: vetliina autoro nazYva prostorem a mirou (X, Y', ctt-) libo

volnou trojici uvedenYch vlastnosti, pouze pozadavek lC € Y'

je u nich nshrazen pozadavkem };/y A = X a pozadavek

uplnost! miry je vynechll.n ; my se v dalliim podrzime nalli defi

nice, mnoho l1vah sa tim zjednodulii.

17,22.1 Icvil!enil.

11 Bua cU* vnejlli mira na podmnoZinach mnol1ny X , nechl mira c!'-

* .-rw *je indukovana vnejlli mirou cU na (/<7// «!l-) (viz 7 ,16). Potom

trojice (X, m (cll-*) ,(L' ) je prostor s mirou.

21 Ukazte, ze prostor (P, m, ~) zisk811Y Daniellovou metodou nemu

si byt prostorem s mirou Iviz napf. 2,5 I.

Bude jim vliak v pfipadll, kdyl P € m--.

sP - mefitelnjch f:unkci.17,23.1 I obecne/. ;:::;De;=.f:",i",n",i:.;c:.;e,--_,,-_-=====:...::===c

Necht (X, 'f, <!-'-') je prostor s mirou.

Funkce

fitelna,

*f: na mnoZine X Itj. zobrazeni X do El I se nazYva

prlive kdyz je sp1n~ jedna z nasledujicich podmtnek:
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11 je-l1 o ( E
l

otevi'enli mnoUna , potom 1'-1(0) E EP a

dale { x EX; 1'(x) =+ oo} E !f' , {x EX; 1'(x) =- 00 } E:I',

2/{x 1'(x) < c } eY' pro kald4 *e X c e El '

)I{x e 1'(x) c } [p pro \<ald4 *X ; > e c E El '

4/{x 1'(x) ~ c } [p pro \<ald4 c .6 *E X 6 El '

5/{x e X f(x) ~ c } E ~ pro \<ald4 c E E >I<
1

6/{x E X f( x) < c } E ~ pro \<ald4 c E. El •

Syetp~v~ech SO - m~ritelnYch f'unkc! ria mnolin~ X znaame eym

bolem A (EP).

/Pozn8mka: Jek bylo vid~t, 8ta~lo predpokladat, Ie X je dan4

mnolina B g:> je er -algebra jej1ch podmnoUn,

m!ra CU' v definici SO - m~ri telnYch fWlkc1 nikde

nevystupovala/.

17,24.1 Icvi~en!l.

11 Dakalte

*c E El

ekv1valenci jednotlivjch vyroll:O v 7,23

nahradit v~ude podm1nkou c E El ?

lze podm1nku

21 Do\<a!te nasleduj!c! tvrzen1:

je-li X metrickY prostor B jestlile \<a!d4 otevi'ena podmno!ins X

leU v !fJ Ispeci~ll je-li m!ra indukov4na metrickou vn~j~! m!

rou - viz 7,16 a 7,221, potom kalda spOji t4 f'unkce na X je J? - mll

riteln4.

31 Jak lze zjednod~it de1'1nici jP - m~iteln4 f'unkce ,je-li f

skoro v~ude ns X kone~? Itj. mno!ina Uch bodO, kde f naby-

vii hodnoty + 00 ~i - 00 ,je nulovli/.

41 Doka!te, Ie plat!:

al l' e A (!P) , g rv l' Itj. molina { x EX; f(x) oF g(x) }

je nulovW =9 g E A (!P) ,

bl jeou-li e, g SO - mllriteln4 ns X, a, /.J € E1,
skoro vllude _ 811\Ysl eou~et a l' + ;:Jg ,

IcMpeme O.! 00 = ! 00 .0 = 0 1 , potom f'WIkce a: f + ;:Jg,

f.g Jeou sP - mllHteln4,

E A (fP) ,, ex1etuje lim 1'n =* lim f
~.oo •..,.00 n

I l' I, 1'+, 1'" E A (fP) •

cl 1'n € A (fP)

dl l' eA(fP) ~
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er - okruh jejich podmnoz1n,

e/ t E A (<.P) ~ { x E x f( x) =O}E9'

fI e, g E A (:I) ... { x EX f( x) -#g(X)}EJ',

g/ E € ':f' # ~ € A (9') I~ je charakteristicJre funkce

mnoUn,y E I •

17,25.1 IObecn~/. Definice nosi~efunkce N(f)

Bua f funkce na mnozin~ X. Potom mnozinu

N(f) = { x EX; f(x) -# 0 )

nazveme D2§1~§m funkCe f Iv X I •

Upozorn~n!: tate definice nen! zcela ve shod~ s definic! za v~tou 46,

kde jamenosi~ 'definovali jako uz~v~r mnoziny N(f) ; v tete

kapitole vlmk pOuZivejme stale shoz-a uvedenou defin1ci.

Pozn~ Ipro pochopeni dal§!ho nen! nutne'~ist/.

V odstavci 7,23 jame definova11 ':f' - m~ritelne funkce v pfipade,

ze ':f' je ef - algebra podmnozin mnoZiny X , tj. v ptipade, ze

X E!:? • Pojem <.p - meritelnjch funkc! lze definovat 1 tehdy,

neni-li X E 'f

Definujeme IX je mnoUna, Y'

f funkce na X I:

funkce f je 5P - meritelna, je-li splnena jedna z Msleduj!c!ch

ekvivalentnich podmfnek:

pro kezdou otevfenou mnozinu

G C EI, {x E X j f( x) = + 00 } E 'f ,

21 N(r) "

31 N(f) ()

41 N(r) n

51 N(f) n

{x E X f(x) = - 00 } E y> ,
{ x X r( x) "" c } E Y' pro kaMe *€ C EEl ,
{x E x f(x) ?; c } E SO pro kazde *c E EI ,
{ x E X f(x) < c } E ':f' pro kazde c E E*

I

a {x E X f(x) = + 00 } E:f' ,
{ x E f( x) C}E':f' '"Xi > pro kaMe c E EI '

{x E x f(x) = _OO}E':f'

Opet symbolem A (!f) mllzeme ozna~it system v§ech

funkci na X.
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Uka!te, !e v pi'!pad~ X E ff' je ta to def1niee ve shod~ s def'1nic!

v 7,23. Ktera ~ tvrzen! ve ev1~en! 7,24 zdetavaj! v platnoeti1 nyn! ?

17,26j /ev1~en!l.

Bu'l (X,:F, ca-) prostor s m!rou. Potom

f E A (9) ~

rnz 7,24 e, f • ~

N(f) E 9 , doka!te

17,27. j /obeen~1 Definiee jednoduch~ funkee.

Kone~na f'unkc f def1novana na mno!in~ X «X, <J' , e:u- ) ~e stale proetor

s m!rou) se nazyva jednoducM, je-ll mnoUna f(X) kone~na Itj. f na

b$va pouze kone~~ mnoba hodnot/ a {x EX; f( x) = e } E 9 pro

kaMe e E El •

17,28.1 /ev1~en!l.

Doka!te, !e plat!

1/ f jednoduohQ na X f E A (:P) ,
·2/ f,g jednodueh~ funkee, a., /.3 E El ~ a: f +

jednodueM, f. g je jednodueM funkee.

17 ,29.1 lobeen~/. Definiee 6' - kone~ne miry.

;J g je

Neeh{ eu je mira na

Rekneme, !e mira eu--
En E yo tak,!e

<5 - okruhu J? podmnoUn mnoUny X.

je d - kone~a, prav~ kdy! existuj! mno!iny

< +00 , X =
00

UE
1t.-1 n •

Lze snadno nahlednout, !e ze er - kone~nost1 miry ~ plyne X E <J',
tj. g:> je pak nutn~ er - algebra.

Upozorn~n!: u mnoha autord je tato defin1ee troehu j1na.

17 ,30~ I /obeen~ - d111e!i tel.

Necht (x, <J' , eu- ) je prostor s m!rou. Bull. t E A (!P) /v1z 7,23/.
Potom existuje posloupnost jednodueh$eh funke:( f n na X takovYch,!e

f n --t f • Je-ll nav!e f ~ 0 , lze vollt posloupnost f n tak, h

f n =:, 0 na X, f n";;; f n+1 pro kdd~ n. Je-ll m1ra c"- & - kone~-

na , mMeme volit posloupnost f n tak,!e ("-(N(:f'ri)) < + 00 /viz de-

finiee 7,29 a 7,25 I.
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Viz t6! ekripta I. ~ernj - J. Mat!k , IntegrAln! po~et I , odatavec 4,12.

/7,31.l/obecnll/. Lemma.

Doka!te Ms1eduj!c!.

11 B113. (X, 9 'c«--) prostor s m!rou, bu<1 E E 9 .
Symbo1em S} ozns~me syst6m viiech mno!1n A E 5P tskovych,

!e ACE , tj.

sc; = { A j A E :P , A C E }.
Potom trojice (E, S'i 'c«-) je proator a m!rou.

21 Bu3. ~ E A (9") E E !? '", , de~inujme ~unkci ~ takto:

A
~(x)

pro x E E ,

pro x E X - E •

A
Potom ~ E A (!P) Iviz td! viitu 12/.

• Vytvotme prostor

~ - mlltitelnYch

31 Bu3. (X, 9 , ~) proator a m!rou, E E :P

(E I ~ , c:«-) pod1e Mati 1. SyaUm viiech

~c! na E zna~ symbo1em A (~) .
Doka!te nAa1eduj!c!:

al ~ E A (9) , ~1 = ~IE (tj. ~1 je ~unkce de~inovana

ns E a rovna ~ ns E)

~ ~l EA(~)

bl ~l E A (9"E)' t =

~ t E A(fP)

,
~1 ns E, ~ =0 na X - E

•

Nyn! llllime ji! vile pHpraveno, abychom mohli definovat abstraktn1

integrAl. Je mnoho zpdsobd, jak jej vhodnll zav~at, my zde ze zaMt

ku nszns~!me kla Bickou de~inici, velmi podobnou de~1n1ci Riemannova

integrAlu.

17,32.1 lobecnll/. Zaveden! abstraktn!ho integrAlu.

BU~ (X, 'P, eu..) pevn'! dan:! prostor s m1rou Idsfinice 7,21/.

AI Ze zaMtku pfedpokUdejme, !e ,"X < +00 a!e ~ je l1bovolIUi

!P - m'!titelnli a omezenli ~ce ns X •
Necht m < ~ rex) , )I > ~ rex) •x£x XI:

Vezma l1bovolnli dl!1.en:! D intervalu <m,Jl > , necht
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Ozna1!ma

E
i

= {X E X

Ukdte, ie

Yi-1 ~ f(x) < Yi }, 1 =1, ••• , n •

11 Ei E :P pro kaidli 1 ,

...
21 UE = X ,

i =1 1

31 mnoi1ny Ei jsou po dvou disjunktni

/: "slete s1 obrlizek !I •

D - definujeme

?t-

S(f ,D) = =Yi • c'l' Ei ,
1~1

s(f,D) = t: Yi-1 • ~Ei
Ic1

Nyni utvorime tzv. horni a dolni LebesgueOv sou~et funkce f prislU§

nY di!leni

Iporovnejte s klasickou defin1ci Riemannovou II I.

Lze uklizat Irozdil od Riemannova integrlilu II, ie

sup s( f ,D) =inf srr ,D) ,.
D D

kde supremum a infimum sa bere pres vAechna moinli daleni D intervalu

<m,M) •

Definujeme tady abstl'8ktni integrlil vztahem

J f dl'"
x

= sup a( f ,D) = 1nf' srr,D)
D D

,

Ilze uklizat, ie defin1ce nezlivisi DB volba hodnot m,M !/.

BI Bua

ie

X ,

(X, Of' ,ca-) l1bovoln$ prostor s mirou, E E ~ takovli mno!1DB,

('L E < + 00 • Bud f l1bovolnli S" - mllri telnli funkce na

'"kterli je na mno!1nll E omazenli. Ozna1!me f .. fIE Iviz 7,31/.

Potom definujame

I fd~
kde

= l£d~
t:

intagrlil vpl'8VO je jH definovlin podle

,
l!listi A •

CI Bu! nyni (X, Of' , (U-) l1bovoln.t proetor s mirou, f l1bovolnli!!!!!::

pornli S" - ml!ri telnli funkce DB X.
00

Pos1oupnost funkci {f}. na X nazveme aproximuj:(c:( posloupnost:(
n 11_1

pro funkci f, prlivll kdyi
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pro ka 1tdll n,

21 f n jsou omszenll na X,

31 f n jsou so - m~f'1 telnll na X,

Iviz 7,25 a 7,261 mll kone~nou m!ru ,41 ka1tdll mnoUna N(fnl

51 f n /f skora vllude •

Uka1tte, 1te plat! nllsleduj!c! tvrzen!:

"Bull f nezllpornll !? _ m~f'1 telnll funkce na X, bu:lte {f \00
n 1"'_1

dv~ aproximuj!c:i posloupnosti pro funkci f, potom

11m f fn d~ = lim f 8n d~ -
.,.-+00 IV(F.J 1/-+00 N&.)

Bu:l tedy f libovolnll nezllpornll SO - m~i'i telnll f\mkce na X. Funkci

f nazveme !!!:!;!8t2Y!!:!;1l!n2Y, existuje-li aproximuj!c! posloupnost

{f}OO pro funkci f.
n n-1

V tomto pHpad~ definujeme

f f d At- = lim f fn d Ai-
x ( .,.-+00 N(:f.) C

Iposledn! 1imita md1te b~t 1 nevlastn! II.

Podle pi'edchoz! v~ty nezllvis1 ~ f d~ na vYb~ru aproximuj1c1

posloupnosti {f}OO
n 1/ = 1

Ukazte, 1te v pi'!pade or - kone~nll m1ry Idefin1ce 7,291 v1tdy existuje

aproximuj!c1 posloupnost pro funkci f, tedy v tomto pi'!padll je 1ibovolnll

SO - meritelnll a nezllpornll funkce na X integrovatelnll Iviz lemma 7,301.

DI Pro 1ibovolnou

integral vztahem

so - m~i'itelnou funkci f na X definujeme abstrpktp1

f f de"- = J f+ de"-
x x

mll-li rozdll vpravo smysl.

System v§ech SO ~ m~i'ite~ch funkc! na X s kone~njm abstraktnim

integrlllem oznal!me symbolem ;e (~l • Nyn! bychom mohli definovat ob

vykljm zpdsobem integrlll piles mei'itelnll podmno1tiny X a odvodit v§ecbny

znllme vlastnosti integrlllu Itj. v~ty 18 - 46 prvn1 kapitoly I.

17,33.1 leukleidovskll prostory/.

Celou abstraktn! teorii md1teme nyn! aplikovat na speci11ln! pi'!pad euklei

dovs~ch prostoX'd. Vyjdeme ze systemu m .... (c"'*'l vllech lebeegueovsky

merite~ch mno1tin v En a z n-rozm~rne Lebesgueovy m1ry ~~ Iviz

- 215 -



det1n1c1 7. ,18/. Lehko se ukaite, ite (En' m.,. (c<'"*), cU-,.) je prostor

s m!rou a mira ~.... je na En 0' - kone~. Sye~m vllech m:z. (c«--*) -

m~ri teln$ch tunkc! na En det1nujeme jako v 7,23 a oznal!ime je j symbolem

A". (ca-l.

Pro libovolnou omezenou lebesgueovsky m~ritelnou mnoitinu A C En a libo

volnou lebesgueovsky m~ritelnou a omezenou tunkci t na A detinujeme

integral ~ t d~ jako v 7,32 A - B Iznovu s1 zo~~kujtel I.
A

Je-li nyn! t libovoln8 lebesgueovsky m~ritelna a nezapornS tunkce

v En - anebo primo v l1bovolnEl mni telnEl mnoUn!i 14 C En - mO.hme deti

novat aproxim~ :c! posloupnost pro tunkci t

11 buato jako v 7,30 Ito, jsou jednoduchEl tunkce/,

21 anebo takto:

pro x E II n [ < -n,+n) X .... x <-n,+n) ]

je-l1 - t( x) "" 0, ,

pro oetatn! x E 14

!Lehko nahlEldnete, ite t
n

tvo!'! aproximuj!c! posloupnost pro t na MI.

Lebesguedv integrEll I t d("- detinujeme nyn! jako v 7,32 C

Integral z libovolnEl lebeegueovsky mllritelnEl tunkce pak detinujeme jako

v 7,32 D •

i 17 ,34.1 IObecn~/.
Potrebujeme nyn! porovnat teor11 integralu, kterou jsme naznal!il1 v 7,32

s postupem rozii!foen! zakladn!ho prostoru (Z,A) lDaniellova metoda/.

Jelltll jsdnou zopakujme rozd!l obou metod - v Uto kepitole jems vy!ili

_z abstrsktn!ho prostoru s m!rou (X, <:p , eu--) , vybudovali jsma teor11

<P - ml!foitaln$ch tunkc! a potom jame teprve daf1noval1 integral a zavedli

sys~m :t: (<!k) vllech tunkc! s 'konel!n!m integralem. Daniellova metoda

naopak vychSd ze zSkladn!ho prostoru (Z,A) , def'in,uje se integrEll a

systElm :t: vllech tunkc! e konel!n;9m integrEllam a teprva potom se buduje

teorie mllriteln$ch tunkc!, mllr1teln$ch mnoitin a miry.

Nask;tta se nyn! naeleduj!c! otazka. Vyjdame ze z8kladn!ho proetoru

(Z,A) , provedeme Daniellovo rozA!foen! a dostaneme trojici (P, <m::, c;"V),

Dejme tomu, ite P E m - potom II.Ueme vyj!t z proetoru a m!rou

(P, m,~) Iviz 7,22/, vybudovet eye~m vllech m - mllr1teln$ch

tunkc!, mO.hme detinovat ·no~· integral ltd tv podla 7,32. Jakj

bude nyn! vztah pdvodn!ho eyetElmu mllriteln$ch tunkc! A a eyetlimu
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s m!rou (P, m,~) jame z!skal1 rozll!foenim

Dan1el1ovou metodou. a Ie P Em.

A. (m) vliecb m - ml!fo1 tel.n!cb funkc! 1 A ja~ bude vztab pdvodn:!

bo 1ntegr~lu ss a "nodbo" 1ntegrUu J f dl"? Odpovl!C!. na tyto
»

ouzky d~v~ n~eleduj!c! vl!ta.

b35~j tobecni!/. ~.
Pfoedpokl~dejme, !e proetor

z~kladn:(bo prostoru (Z,A)

Potom

11 A: A (m) Itj. systllm vi!ecb ml!foitel.n!cb funkc! A. SPlYv~

se systllmem m- ml!fo1telnycb funkc!, tj. plat:! n~sledu

j!C!

f E A.~ {x € P f( x) < c } E m pro kddll e E E1 I,

21 :e : Z (cU-) ,

31 t € ;e : Z0t--J =9 Af : J f d~ •
p

Je tedy vidl!t I !e obi! metody I jedna metoda - ne jdfo!ve 1ntegral, pak m!re,

druM metoda - nej~!ve m!re , pak 1ntegrall Mvaj! toU!. Pheni!j1, vybu

dujeme-11 teor11 1ntegra1u a miry Den1el1oVou metodou rozi!!foenim z~kladn!-

bo prostoru (Z,A) I a P € m I, potom existuje takovY e' - okrub

podmno!1n mnoUny P la sice m I a takov~ mire I ca- I , !e systllm mi!

fo1 te1nYcb ~1 1ntegrovatelnYcb funkc! jsme mobl1 takll obdr!et metodami tlIto

kapitoly 21 prostoru s m:!rou (P, m,ca-)'

17,36.1 lobecnl!/.

Je mo!no si takll poloUt obrecenou oUzku. De jme tomu, !e~ ~ prostor

s m!rou (X, <f , etL-) I znaams jej radl!j1 (X, <./', d-'-".) Iznovu podotkni!

me, h pod1e nal!:! defin1ce je X E '7' a mire c-u.." je up~ II ; mO.hme

vybudovil.t aYstllm 9" - ml!fo1 tel.n!cb funkc:! A. ('?) , BYstllm funkc!

s kone~nYm 1ntegralem .2 (ca-9") a kone<!nl! integral J f d!-,-", pro
x

funkce 21 It!! «('1-9"). PUme se nyn:!, zda existuje takovy zakladn! proetor

(Z,A) I!e A: A ( <P ) I m = CP, :e = :e (!-'-1I') , kde systll

my A I m 1;£ jsou odvozeny ze z~kladn!ho prostoru (Z,A) Dan1el

lovjm rozl!:(foenim.

~aste~nou odpovl!C!. d~ n~sleduj!c:! vl!ta, pokuste se j1 do~zat.

17,37;1 lobecni!/. Vl!ts.

BuC!. (X, 'jO I ~9')

C5' - kone~n~ na

prostor s m!rou Iv1z 7,211 , necbt 'm:!ra ea-9" je

X Iv1z'7,29/. Symbo1em Z oznaame systllm,vl!ecb jedno-
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duchYch funkc:! Iviz 7,271, pro ktl!rll c" [N( fl J < + 00 I viz rr ,25 a 7,26/.

Ukalte, ~e

II systllm Z tvoi':! zlikladn:! aystllm f'unkc:!, tj. Z splnuje axiomy

1 - 3z luka!te,!e je nav:!c l;lplnlln Stonedv axiom, v1z 8,11/.
Z ~

Pro l1bovolnou f'unkci fEZ, f = L Y1 • ~ Itj. :t'unkce
-/-1 1

f nab;Yvli na mno!1nach E1 E SO hodnot Y1 I definujeme

Af =

tva~ funkce f,
?t-

~Y1 • A.E1 =
I-I c.

Ukazte, ze

21 cislo Af nezavis:! na volb~

f=±X.C je
i-1 1 F1

; Iv1z tskll 7,40 AI,

31 funkc10nlil A spliluje na Z anomy 4A - 7A •

tj. je-11
k

L.x
i~1 1

tllz

At" = J t d c.«--S" '
x

Tedy (Z,Al tvoi':! zlikladn:! prostor,

- obdrz:!me systllmy :e, A , m
rad~j1 symbolem CU'm. •
Uka!te dlile, ze plat:!.

47 Z = z (-« S") ,
......
51 f E ~ = ;e (cU-cp) ~

md!eme provllst Dan1ellovo rozll:!fen:!

a m:!ru (u- na m , znacme j1

r-;;r
~/obecn~/. VAts.

a c"a>tA pro A E m = If'.

Z pfedchoz:!ho dokazte nlisleduj:!c:! v~tu.

Buil. (Z ,Al z9:kladn:! prostor, proveCl.me Daniellovo rozil:!fen:!, dostane-

me troj1c1 (p,m,ca-l. Pfedpokladejme,!e P Em. Oznacme symbolem

Z aystllm vilech jednoduchYch funkc:! na P a ~N(fl < + 00 • Pro
- -

funkce ze syatllmu Z definujme 1ntegral A ate jn~ - jako v 7,37. Rozil:!f:1-

me-l1 takto z:1skan! zakladn:1 prostor (Z,Al , doataneme aystlllQ' se, m,
A, miru ("' a integral A.

Potcm

1/ ::e = ::e
21 A .. A. ,

a Af=Af pro

31 m = m a ~ II = CUll pro II Em.. m.
Tedy - vyjdeme-11 z j.dnod~ch funkc:1 a utvof:1me Dan1ellovo rozl:1feni,
dostaneme pfesn~ totll!. V1z til! 8,42.
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[7 ,39:*/leuk1eidOVSk4 prostory/.

Vretme se nyu! k Lebesgueovu integralu v En -. Ten ImUeme vybudovat roz

n;1m1 zpo.soby, uvedli jame s1 dvl! podstatnl! roznl! metody - De.niellovo roz

'iifioeni zakladn!ho prostoru Z = On , A1' = (R) J t a klssickou metodu
II< .

z teorie miry 17 ,32, 7,33/. Opl!t ozna(!me aymboly :t:, m , cU'm syst411l3'

a miru z!skanl! De.niellovym rozii!foenim. Symbolem J'-n- ozna(!me syst4m

viiech lebesgueovsk;y ml!foi teln;1ch mnoZin V En l:'1iZ 7,15, 7,181, aymbolem

cU-?L- n - rozml!mou Lebesgueovu miru na st;,. 17,181, riecht A ( ~ )
zna(!i syst4m viiech lebesgueovsky mefoite1n;1ch f'unkc! v En 17,231 s kone(!-

nl! dt!: (("'11-) a J t d C<&", syst4m viiech f'unkc1. s kone(!n;1m integra-
E....

lem a.Lebesgueo.v integral v En 17,32, 7,33/.

Potom

11 :L = :e (~11-) a A1' .. J t d C«--'" pro l' E ;e = ;e (c:U'..) ,
E...

21 ~= m?/. , (U- S",,-=, (Ibm'

31 A= A(~) •

V dalli!m jelitl! uka;!eme nl!kter4 dalii! Iv podststl! ekvivalentni defini

ce integralu

AI Nejdfoive de1'inujeme integrB.1 z

l' jednoduohl!., l' tvsru l' =

!7,40.j/obecnl!/.

Pfedpokladejme, ;!e je dan prostor

Je-11

s mirou (X, St', eu--) •
~noduohjch f'unkoi Iviz 7,27/;

. Yi' ~ , definujeme
L=1 1

=J l' d~x

ma-l1 sou(!et vpravo amysl Ichapeme O.:!: 00 = + 00 .0 = 0 I .

Je nutno ukazat, ;!e

al definice I l' d eu- nezavis1 na volbl! tvaru f'unkce l'

Iviz t4;! 7,37 - 2/,

b/j sou-l1. f n jednoduch4 funkce, f n ,/' f ,

t jednoducha funkce. potom 11m If' d c'V =
1t..,.OO n

01 jestlUe fn, ~ jsou dvl! posloupnosti jednoduchYch f'unkci.

f n »" s , ~ /" l' , potom

•
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S/ NYu! detinujeme integral z libovoln4 ;:n;;.ez:;a:;!p:..:o:.:;rn=4_~_~::;;.;:~=;.....;;;.:;::;=

Je-li £ ~ 0, £ E.A. (5"') , e:d.stuje podll! 7,30 poeloupnost jedno

duchYch £unkc:1 £n tak, h £n /'" £ - definujeme

•

Je nutno ukazat, !e

al cislo I t dca- nezavis! na volbl'i poeloupnosti £n'

bl nova de£1nice J £ dca-nan! v rozporu s de£1nic!
XJ .. dca-pro jednoduch4 £unkce •

:Y

cl Pro libovolnou

v 7,32 D •

9? - ml'iritelnou funkci de£inujeme inte~l jako

S(£ ,D) =

17,41.1 Necht (X, 5'" '('l') jl! prostor s mirou, cU-X < + 00

"Dlllenim mno!iny X" nazveme libovolnou koneenou soustavu {E }N
• "71-'1

pOdmno!in mno!iny X takovou,!e

11 E
i

E :P pro i - 1, ••• ,N ,

. 21 mnoUny Ei jaou po dvou disjunktn! ,
N

31 UE=X.
L-1 i

Pro libovoln4 "dnen:!" D = {En}:=1 mnoUny X a pro libovolnou omeze

nou funkci £ na X utvorme veliciny

Nz:
1- 1

s(£,D) =

- IS(£ ,D) a st e,D)

inf rex) •
X€£i

jsou tedy "horn:!" a -doln:!- soul!tyi.

11 £EA (SO) ~

Uka!te, !e

inf S(£,D) = sup s(£,D)
J) IJ

linfimum a supremum sa bere pres vAechna dl'ilen:! D mno!iny X ,

t E A (<P) •2/ inf S( £ ,D) = sup s( £ ,D)
D IJ

Pro libovolneu :P - ml'iri telnou omezenou :f'Unkci na

se nam tedy opl'it podarilo definovat integral vztahem

X Ipro ca- X (+ 00 I I

J £ d.M. = in£ S(£,D) = sup s(£,D) •
x t]) ])

RozAtren:! definice na pr:!pad obecn4 mnoUny X E <P a libovoln4 9" -mli-

riteln4 £unkce na X je pak stejn4 jako v cvicen:! 7,32 •
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17 ,42~ 'sua 'd'n opet prostor s m:!rou (X, 'f' , (U-) ,

t € A (<f') • Definujme integral l' f d~
x

~X <+ 00 , necht

nspr:!klad jako v cVi~en:!

7,32.

,Pro libovolna cela n a libovolna C- > 0 polo!me

Potom plat:!

A~={XE

S(f,&)=

x ;
+00

L
1'l c -co

n E. ,:= f(x) < (n+l) e. } ,

n , e. ' eu- (A;) •

1t_- OO

konverguje absolutne pro ka!d8 " >0 a

! t d('" = lim str, E- )
e... o+

Iviz tal pro 8,61/,
+00

21 reda nL;;oo n E., c<.t.. (A~) konverguje absolutne pro kaMa

E, > 0 ,=? f E 2«('l-) .

Odtud je tal videt, jak by bylomo!no def1novat integral.

Proveate

1'7,43.[ Uveame jdU jednu pouenou definici Lebesgueova integralu v E
l•

Zopakujte si proto definici ~!~~~~~~~_~c:! v intervalu <a,b >
Iviz 7,27., kde polo!:!te X = <a,b > , sP = systam vllech lebesgueovsky

mef'i telnjch mno!in v <a ,b > , cU- = Lebesgueova mra/. Funkce 9? se

nazy-va elemenUm:! jednoduch8 funkce v intervalu <a,b > , jestli!e

existuje d~len:! D intervalu <a ,b) ,

D : Yo = a < Yl < •••• <Yn = b

1 = l, ....n •

Uka!te,!e

1/ kaZda elementam:! jednoduch8 funkce je jednoduch8 funkce, ale ne

naopak Inapr. Dirichletova funkce - viz pro 2,31 - je jednoduch8

f'unkce v intervallo1 <0,1 > , ale nen:! elementam:! jednoduchS

f'unkce v <0,1) I •
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Je-li f jednoduch8 £unkce v intervalu <a,b > lat jU elementam! ci

ne/, definujeme ~ fstejn~ jako ve cvicen~ 7,40 A Icemu je pak roven
~ a

integrlil J f pro elementam! .jednoduch<! funkce ? I.
I>

Sua nyn! f libovolnli omezenli lebesgueovsky m~ritelnli funkce v inter-

valu <a,b) eEl' Oznacme symbolem J, resp. E system veech jednodu

chjch, resp. elementlim!ch jednodl1chjch funko! na interval\). < a ,b) •

Definujme nlisleduj!c! veliciny:

-? 1'-tg
-t

1'~(R)j f = inf , (R) j' f = sup
a 9iE £ a -a hiEE a

9~f h~/

-s-
J~

c&-

J~(L) I f = inf (L) /' f = sup
a giEJ a -a- hiE:! a

9~/ h~f

-d!
(R) J e •

a

jest hom! a dolo! Riemanmlv intsgrlil
-t

(R) J f
-a

-t
21 (R) If,

funkce f,
:6- -t -d-

31 (R) l' f ~ (L) J f = (L) J f ~
-a -4 Q

t -#-
Spoleenou hodnotu (L) J f a (L) J r pale prohllis!me za Lebesgue.lv

-Q. a.

integrlil funkce f pi-es interval <a,b> •

Odtud jill lehko uklizete, lie
~ ? ~

41 enstuje-li (R) J f ,jest (R) Jf =(L) Jf
a a a

Jale by se nyn! roze!rila definice (L) J~f na neomezena intervaly ci
a

Ukallte, l!e

na neomezena funkce ?

I7,44:*!AI OznaCms symbolem K system vesch nezliporn$ch a nerostouc!ch funkc1

*Izobrazen! do El II na intervalu (0,+ 00 ) • Lze uklizat, l!e existujs

priv~ jeden funkcioool. I na systemu K Ipi'ipouAt1me, l!e If.oo.l!e byt

i + 00 pro f E K 1 takovY, l!e jsou spln6ny oosleduj!c! axiomy:

IZi'ejm~ je f E K 1 =9 lim Itn = If ,
'It ......

21 f ,g E K IZi-ejm~ je f + g E K 1 =9 I(f + g) =If + Ig ,

3/ I Cz = z pro libovolne z > 0 ,pricem! Cz ZDamenli cha

rakter1st1ckou funkci intervalu (o,z> •

BI Sua nyn! (X, cp ,~) libovoln;Y prostor s m1rou. ~ f nezapomli

:P - m~i-i telna funkce na X, bua x >0 •
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Oznal!llle E; = { y € X j f'(y) > x} ,tedy E; E :p. Ka!de f'Wlke1

t € A ( 'P ). f' 2 0 pi'1i'aame relilnou f'Wlke1 hf' def'inovanou na 1nter

valu (0,+ 00 ) pi'edp1sem hf'(x) = c'l-(E;) • Zi'ejme hf' E K Iv1z od

stavec AI. Ex1stuje tedy Ihf' a polobe I t d ('I-- = Ihf"

Pro l1bovolnou f'Wlkc1 f' E A (:P) polobe pak

, mli-l1 rozdil

Mlime-l1 nyni odvozeny zlikladni vlastnost1 f'Wlke1onlilu I na systemu·

K , v~lynou nlim vAeehny vlastnost1 ~f' d~ zeela automat1eky

z pi'isluAnYeh vlastnosti f'Wlke1onlilu I •

1 7 ,45.1poznl!mky

11 0 dalAieh zpdsobeeh zavedeni Lebesgueova 1ntegrlilu sa lze do~ist

nap!'. v kniMeh

V. Jarnik. Integrlilni po~et II ,

I.~ernY - J.Mai'ik, Integrlilni po~et I Iskriptal.

21 V eele teto kep1tole jsme pi'edpokllidal1,!e X' E SO •
Lebesguedv abstraktni integrlil lze def'1novat a zavest 1 bez tohoto

omezujieiho pi'edpokladu, nebude,me se tim dak zabyvat.
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8. 'lUI! pf:1klacl;y a probl~

V Uto kapitole uvedeme rozn' - vlltl1Jlou tillii - pf:Otlacl;y i probl~.

JeJich v,tbllr IrovnU tak i pofadU nen! nill:terak aystematick;t; JIIOU url!eny

pfevll.!nll pro lepll! student7 sa z41,1Iae1ll 0 problematiltu Lebesgueova 1Jlte~lu.

~ Bua z .. { l' E S(~); existuJ!1Jlterval.7 (&i' bi) , i" 1,2, ... ,n.

-00 <al~,bl~Bz<b2";;; ... ";;;~<bJl<+oo ,arell.lJlII.

l!!sla 71 , .... 7n tsk, Ie f<:d" 7i pro x € <ai' bi ) • f(x)" 0

J1Jlde v ~ }.

Tedy ayst411l Z Je &Yst'lIl vlech elelllllntll.rn!ch JednoducQtch funkc! Iviz t'i

7,431 s OIIl8zentm nosil!8IIl v E1 • Ukaitei ie Z wof! zll.ll:ladn! S7SUIIl

funkc!, tJ. ~80U splnllny axi~ l z - 3Z •

Daf1JluJme funkci SO v E1 tskto:

so (x) .. 0 pro x < 1. SO (x) .. 1 pro x 2: 1 •

Na &yst4I1lu Z def1JluJme t'ImIl:cion41 A p1'edpisem:

Je-li fEZ, f( xl .. 7i pro x € <ai' bi ) , polo!:1u

.....
At.. "'{; 7

1
(SO (bi ) - SO (ai ) ) •

Dokaite, ie

I! funkcionll.l A ,1e JedDoznal!nll definOVG.

nl funkcionll.l A spliiu,1e llJl:iCIIII;T 4A - 6A '

Inl fuDltcion41 A spliiU,1e llJl:iOIll 7A •

I nI! Oznal!ta ~.. <. n:l • 1) a uvaiuJta posloupnost

cbaraktaristick;tch funkc! 1Jltarvald In ..:J
* *1 Jail: v;ypsdaJ! aysUIIl7 'J!i , z1' ,

f .. c
In n

8.2. Def1nuJme ayst4. fuDlto! Z sta,1DlI,1ako v pf. 8.1. Bu! cP libovolJlll.

spoJitll. a neklesaJ!c1fuDltce v E1 • Pro fEZ Ir(x)" 7i' Je-li

x E <a i • bi ) I def1JluJ8118

>t-

At .. ~ 7i' (cp (bi ) -
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Spliiuje funkc10n4l A na Z anomy 4A - 7A? JestlHe ano, zkolllllejte,

jak vypadajt sysoWmy Z *, ~ , A , ?:It. Srovnejts oW! s teorit Lebee

gue - St1eltjesova 1ntegto'lu. Co se stane, vynechUe-11 pi'edpoklad epoj1

tost1 tunkce '? a definujemSTl1

....
At .. L

i=1

- tj. existu-

prim1t1vnt<a,b)

t je lomen' Mra v <a.,b >o Bud Z = { t E S ( <a,b> )

jt to' ••• '~' a .. to<~< •••• <~"b tsk,!e

v ke!d4m \1ntervalu <t 1, t 1+l) je t linelirn!}.

Ukel!te, !e. syst~m Z ~buje anomy lZ - 3z •
Je-11 t EZ , existuje k tunkci t v 1ntervalu

tunkce F Iproa?l. Polo!me

At =F(b) - F(a) •

Dokelts, Ie

B Bud Z .. {t E S(El )

tsk, Ie

t je loman' Mr$v El , tj. existuj! a,bE El

al t je lomen' alira v <a,b) - v1z cv1a. 8,3 ,
•

bl t(x) .. 0 pro x E (- 00 , a) 1I <b,+ 00 )}.

Dokal!te, Ie 8ys~m Z epbuje axiomy lZ - 3z •
Je-l1 t E Z , existuje k tunkc1 t v ~ pr1m1t1vn! tunkce F (proa?),

pololme

At = 11m F(x) - 11m F(x)
X...,.+OO .)(-+-00 •

Doka!te, !e

II tunkc1on'1 A je jednoznaool! definovlin,

III tunkc10Ml A epliiuje anomy 4A - 7A •

**Dodatek

IIII jak vypadaj! 8YS~my z*, ge , A , m ?
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la,5: IBud (Z,A) z8kladn1 prostor. BIlC1

Z' ={£ E S(P) ; ke kaldl§mu E > 0 existuj1 funkce

£1' £2 E Z talc, lie £1';:; £ ~ £2 a

A (£2 - £1) < e }

Dokalite, lie:

II z C Z' C ;e •

III Z' tvoi'1 Z8kladn1 Ilj"s~m £unkc1, tj. eplJillje anomy 1z - 3z •

De£inlljeme-1i z8k1adn1 prostor (Z,A) jako v pi'. a,3 jest

(R) j -#- .. }
Z' ={ £ E 8 ( <a,b> ) ; existllje _.. •

18,6~ I BuC1 (Z,A) z8k1adn1 prostor. BuC1

z = {£ E 8(P) ; £ E :e a £ je omezena na P } •

Domlite, !e
A

II Z C :e ,
A

III Z tvoH z8k1adni Ilj"st6m £unkci ,

IIII za C {£ E :e R; £ je zdo1a omezena na P } • Napi':1kladl!

ukali te, lie nemuei plati t rovnost.

18,7~I Bu3 (Z,A) z8k1adni prostor. BuC1

£ = {£ E 8(P) ; £ E ;e a £ je koneC!nli na P } •

Dokane, lie

II Z C Z c ;e ,
o

III Z tvo!'i Z8kladni syst6m £unkci.

<>R, l!XJak TYPadaji Ilj"s~my z : z- ?

Ia,8~ [ Idd1eliit61/.
=

BuC1 (Z,A) z8k1adni prostor. BuC1 Z syst6Ja £unkci, kter,t eplJillje anomy-1Z - 3Z a pro nlijli plati Z C Z C ~ • V ddeledku poeledni ink1uee... -mdli_ na Ilj"s~DIU Z definOYllt £unkcionQ. j, nas1edovnli:

je-U £ E Z, je £ €:x: ; e:l18tuje te~ A£ a pololi:1me

A£-A£ •
... =

Ukalite, Ie (Z,A) je oplit z8k1adni prostor.

25535 Zl5
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-
- =SystlSm Z s f'unkeiemaJ.em A mO.lU18 teily rozli:Uoi t Dan1eUovou metodou,

=
dostsnelll8 &yst4m V! a IlA nim f\lIIkeioMJ. A •

Dokalte, Ie
=

I/:t'=2 ,
=

III f €;;e ~
=Af=Af.

10dtud je t'l v:l,dllt, Ie "rozli1ten:1m (:e, A)" podJ.e pi'. 8,7 nedost'va

me ji1 nie nov'ho/.

~ Ukdte nasJ.eduj1c1 ekviva1enei axiomu 7A Iza pi'edpokJ.adu, Ie pJ.at1

axiomy J.z - 3z , 4A - 6A I:

j8 ,J.O;! Ukdte, Ie pro llbovoJ.nou f'unkei fE S(P) jest

00

'Klfl= 1nf L A Ifni ' kde fn E Z ,
...·f

18 , U . [ Pi'edpokJ./Idejme, Ie krOmll axiom J.z - 3z , 4A - 7A je spJ.nm jelitli

daU1 axiom:

fEZ ~ min (f,J.) E Z

Itzv. Stonellv axiom!. Axiom 8S nemus1 byt obeenll spJ.nlln - viz Imp!.'

2,5, 2,6, 2,8 aj.

Dokalte, Ie potom pJ.at!

II a >0, fEZ ==9 min (f,a) € Z,

III f E;;e ~

IIII f E A ~

miil (f ,J.) E ;e
min (f ,J.) E A

,
•

18,J.2~ IBua (Z,A) zakJ.adn1 prostor. Dokalte, Ie

ex1stuj1 g,h E .z! tak, Ie

Ag<+oo , Ah < + 00 , f = S.- h sk. vli.

Potom zi'e jm.1I Af= .Ag - Ah •

IOplit jeden ze zpllaobll, jak by bylo momo definovat integNl a vyIlnout

se pHtom defin1ei hom1ho .a doJ.n1ho integraJ.uI.
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18,13 .1 Ukal!te na pf':!klade, l!e nemus:! vldy byt Z = 'lfl- () ZK •

~ Viz napr. 8,3 ~i prostor Z z pro 7,37 v pr:!pade jednoduchYch fUnkci

v E1 • Srovnejte t~i s vetou

18,14~*IBUa Z = { £ E S «0,1» ;

a existuje vlastni

Ukaite, ie pro libovolnou f E

47 ~

f(x)
x je spojitl$. v intervslu (O,l) ,£(0) E El

lim x-1 • £(x) } .~
X~O+ ~

Z oxistuje (N) J f(e-t)dt , definujeme
o

tedy 00

Af = (N) ~. f(e-t)dt
o

pro fEZ

Ukal!te, ie (Z,A) tvo:l'i zHklsdn:! prostor a zkoumejte, jak vypadaji sys~

myz*,.;e,A,m

f E S(P) , pro nei!

tj.,
J' system veech funkci

1'/£1<+00

symbolemIs ,15;' , Oznaeme

.r = { £ E S(P)

Pro libovolnou funkci £ E ~
, "-" + ....... -

poloi!me N£ =A £ - A £

Dokaite, ie

,=9 gEJ"

ani A c y:

,

J'cA4/ nemus:! byt

3/ fEY:

11 :e c y: c S(P) ,

2/ ;e = AnY:

jsou ttidy ekvivalentnich
A

,5e mnoiiny, je j1chi

elementy
A

, Z

A
nyni mnoz1nu S(P), jejiz

A

S(P) ; obdobne bUdte .'/:'

Uvaiujme

funkci z

elementy jsou ttidy funkci ze sys~JIIll

veech funkci S(P) , (resp. sys~m

, z. ,
Z lSi

Tedy syst~m

jame rozdUili

do ttid tak, ie <iT/! funkce £ ,g patti do ~ze ttidy, prave kdyz £ rv g

definujme

£ rv g je skutel!n/! ekviva1ence/. Pro .libovoln~(v P).

ttidy

!Ukaite, i!e vztah
As . r « ,J:'

f, ( eft , y) = A I'F - "VI kde Cf' E p, "V E Y .

Obdobn/! definujeme

c;; (Cf' , v: ) = Ii: ICf' - y Ipro

Dokaite, ie
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11 ·!isl0 PI ( <P, 7jJ) nez'vie! na vybllru fWlkc!

ti'!d l ,'!f , tj. je-11 ~,st'2 ( ff
potom 'J: I st'1 - )II; I .. 'J: I <;'2 - 1"2 I ,

2/(

3~>r(

41

**51

A

.f:', P,) jel metrick;t prostor ,
A

1', PI) je l1p1nY lIletrick;1 prostor ,

~ nen! metrika na §:' ,

0; je pseudometrika ne j:,

*61 runkciolllil

f E F
N je spojitt na

plat! :

!F, tj. pro 11bovo1nou funkci

A

je uzevi'e1\1m podprostorem ( ff:', p, ) .

,je roven

~(f,g)< e..}
I.~ernY - J.Maf1k,

je l1p1nY metrickY prostor ,

\;I ::3 V ei(f, 9) < 0 ~ INI - N91 ~ e. .)
00 ~>o ,(;;1'

71fEZ ~ Nf=U,

SI x = {f E y: ; eYo 9~l
~iz t4! lemma v odstevci 2,9 akript

Integrll.1n! po~et I -.J
A

91 uz'vlir IIIlO!1nY Z v prostoru

** /\IO/(:e, PI)
/\

111 ( :e , PI )

**Dodetek :
/\

charakterieujte konvergenci v proetoru (:;:, 9., )
nutn4 ~i poeta~uj!c! podm1nky, sby P7/. ~ !f
I~i st'1I. ----t st' v peeudometrice e; I.

, tj. udejte

v metrice 9.,

!S,16.*!BUCl X = {A Em, c::!i'A < + oo} •
Aekneme, ie dvl! mnol1ny A,B C P jsou ekrtvelentn! Ip!i1eme AN B/,

A

pnvl! kdyi mnoiina (A - B) U (B - A) je nulov'. Bu3 ?t- lID.oiina,

jej!i elementy jeou ti'!dy ekvivelentn!ch lIIloiin z n luka!te, ie vzteh

A N B je skuteC!nl!. ekvivelence II.
A A A

Pro 11bovo1n4 dve prvky A ; B z mnoZiny -n Itj. 'pro 11bovo1n4
AA

dvl! tUdy ekvivelentn!ch mno!1nl poloime P:/. (A,B) .. c«-(A-B) + (U-(B-A) •

... ("- [(A-B) U (B-A)] ,kde A E A, B E ~ ;

Mle poloZme

~ (A ,B) .. <!'- (A-B) + (U (B-A) .. <!'- [ (A-B) U (B-A)J
A,B En.

pro 11bovo1n4
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DokaUe, ie

11 Hsl0 P" (1 ,8) nezavis! na vybllru lIZloUn A,B ze tHd 1 , 'B ,
A

21 ( dt:, p:z. )je lIetrick;f prostor,

* A.31 ( 'X, p:z.) je liplnj metrick;f prostor,
...... ....... A A .......

41 pro A E A , B E B, A,B E ;n; jest

6;; (A ,B)

Itj. - zm'uba i'el!eno - ct<-je spojit8 f'unkce ne proetoru
A.

(?t, p:z.) I,

*51 ( n, 6.:) je p eeudOlletrick;f prostor,

*'"61 posloupnost mnoUn All. E n koriverguje k lIZloUnll A E n
v peeudolletrice ~2 Itj. 11m ~ (All. ' A) .. 0 I, prave kdyl!

"' .. 00

je splnllne nasledujic! podm1nke:

pro kel!d~ e > 0 je 1111 C'- {x E P
"'-+00

I" je charekterist1~ f'unkce mnoUny 14 I.

18,17~l/viZ pi'. 2,18/.

BUC! P spol!etnl\. mnoUne, necht p.. {~':1!2 , %3 ,....} •

Hecht Z. = {f' E S(P) ; f' je omezen8 na P }. Pro 11bovolnou

f' E Z definujlle Af' .. •

Dokene, Ie

11 (Z,A) tvoi'i zSkladni prostor,

21 kai!~ podmnoi!1ne P je lIei'iteln8 ,

3/ca-{JIli}" ~n'

41 r:!"P .. 1,
A

51 IIStrick;f proetor (It,)O,,) - def'inici viz Y cvil!eni 8,16 - je

kompektn!

" 'IkaIte, Ie proetor (it, {J,,) je hoIIeOlllOrf'n! s ClmtoroyYa die

kontinuem C I viz pi'. 5,71 - pro .l C P, .l ..

.. {~, ~ , JIli
3

••••• }, ~ (1I:i! <r1,) < ••••• poloilte

2 2 2
h(A) .. - + - + -=- + E C II3"-' 3'" 3"'3· ••••• --11.
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'" {x E P jpro kazd~ c E El je

f(x) < c } E m - viz pi'. 8,30 ,

f.g E A - viz ph 8.4121 r.s fA =;

18,18; IV txlmto cviceni predpoklll.dejJDe, ze P E m
Potom plati

11 f E A <=?

31 f,g EA

Dokazte, ze potom tek~ plati nasledujici tvrzeni:

'li!
E;t: ,

41 M E m eu- M < + 00
!f-g I

1+ !f-g I
E 'i:H •

Bud nyni ~I Em,,, C" M < + 00 IsUle Pi'edpOklaM~e P E m. I.

Definujme mnoZinu A H obdobne jako v pi'. 8.15. tj. A H je mnoZi-

na, jejimiZ prvky jsou ti'idy ekvivalentnich funkci (na 101). Pro

polozme

= '\ ( I f-g I )
1+ !f-gl

, kde f E g5 •
Dokazte dale, ze

51 cislo P.1 ( p , y!) nezavisi na vYberu funkc:! f.g ze tUd

* ,A

41 ( A H' P.1) je metric1cY uplnj prostor ,

**51

jest

Itj.

f E P
lim 9.1 ( 1., ep )

n -t' 00 1t

eu-{XEM;

• potom

= 0 I

v metrice

pi'. 8,16/.

Zmenila by se nejak si tuace, kdybychom nepi'edpok18del1 P E m.. ?

18,19~ loznecme aymbolem fit sys~m viiech ti':!d ekvivalentnich mnoiUn z m
Idve mnoZiny A.B jsou akvivalentn:!. jestliZe mnoZine (A-B) U (B-A) je

nulova - viz t~z pi'. 8,16/.

Definujme funkci <p takto:

t E < 0.+ 00 ) =9 <p( t) = 1 _ e- t •

polozme nev:!c <p (+ 00 ) = 1
1'\ 1\. .A.

Pro A,B E m polozms

" "P
tr

(A ,B) = cr ( ~ [(A-B) U (s-A) ] ) • kds
A

A E A , B E
A

B •
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Dokaitte, Ie

AA AA"

11 ~!e10 JD¥{A,B) nez~vie! ne vyb6rumnolin A,B ze ~!d A,B ,
A

2/- ( m, IfJIf) je I1plnY metrickY proetor.

Pro 11bovolnou mnoZinu 14 E m ozne~e ~olem s(l4) ~!du vliech

mnolin elcviva1entn!ch e mnoZinou 14.

Potom plat!

31 A,B E m =*
al e{A U B)I = e{A) u e(B) ,

bl e(A n B) = e(A) n e(B) ,

cl e{A-B) = e{A) - e{B) ,

A '" '"4/ def'inujeme-11 zobrazen:l' 1'1' 1'2' 1'3 z m x m do m pi'ed-

pieem

A A A '" /'..1'1(A,B) =AuB=AuB

AA A A ..............
F2 (A, B) =AnB=AnB ,

AA A '" /'..
F

3
(A,B) fI' A - B = A-B

..... A

jsou zobrazen! 1'1 ' 1'2 ' 1'3 na m "X m Is obvyklou metrikoul

spoji~,

51 pi'edpok1~~e-11 nav!c P e m a def'inujeme-11 zobrazen! 1'4
..... .....

z m do m pi'edpieem

A A 1'\ ..........

1'4(A) = P - A = P-A

A

je 1'4 epoji til na m IvAe e metrikou fJlf- I I.

(
... 00

rHlnYch ~!se1 Inekone<!n~, u )"',m n 111 =1
I

I**l
~ studujte vz~jeamy vztab jednot11v,Ych metrik z pi':Oc1add 8,15 - 8,19 Itj.

je-11 napi'. pravda, Ze fl.. (E,F) = fl1 (~ , <7) aj./. Studujte UI kon

vergenci ~ jednotliv,Ych prostorech !

18,21~IBud d.ma matics

Pi'edpokUde Jme, Ie

11 pro kald' DEN
00

v = L u.
D 1Il_1D,m

i'ada

,
Un.m konverguJe abso1utDA, ozna~

21 ,ro kalM • E N existuje lia Un ' ozna~ u· 115 u m '
1t ... oo ,a ---. n.. OO &1,

pro kald4 DEN a vlechna • EN,

31 budto a/ u ,;i",.m

b/lu I<!!:sn,m m.

pro kald' m,n anebo
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Potom lim vn =
" ..00

pfil!eml rada
00

];-1 Um ' tj.

00

~ s. konvergUje •
.,. .1

lim
" .. 00

00

L u =
m_"I n,m

00

L lim u
• =1 n.. oo n,m •

Dokslte

G;jdllte ze zlikladn:!bo prostoru ve

a LebesgUeovu vlltu

cvil!en:! 2,21 a pouZijte Levibo

-'------.JH

j 8,22';Isua P zakladn:! mnoZina, (Z,A) zakladn:! prostor, necbt ~ je systllm

viiecb funkc1. na P s konel!nYm abstraktn:!m integralem.

Definujms nyn:! systllm 1"unll:c:! 'If' s .efinHn:!m oborem P :

f E j(' ~ pro libovoln4 1"unll:ce g,b E ~

takoV4,!e g";; 0 .,;; b , jest max(g; min(f,b» E ~

POzn8mks.: veW mnobo autord definuje syst4m miif'iteln,)'cb funkc:! pravii Um

to zpl\sobem; v dalii:!m uvid:!me, jaJcY je vztab eystllm A a Y .

Funkce ze sysUmu "W' naztvejme pseudomiii'iteln4.

Dokalte nasleduj1c:! tvrzen:!:

II f
1

€ 'V' , f
1

rv f
2

21 ;e C 1(' ,

31 t € Y , b € ~ If I,,;: b ~ f € ~ ,
41 f n € V , f ~ f sk.vl. ..... f e »:n

[f;ouZi jte Lebesgueovu viitu II '
51 A C 'hi' , na pi'1kladll 2,10 ukslte, Ie nemus! byt A = 'W",

61 f E ¥' , a E El ..... af E '].V"' ,

71 f 1 ' f 2 E IV ~

a/ max (fl ' f 2) E V,

bl min (f1 ' f 2) E N

cl f
1

+ f
2 E 'hi' , ma-li soul!et emysl ale.vl. t

81 f E . '}V' =* f+ , f E W' ,
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*9/ f n" € 1/'.,." sup f'n E 'V' , in! f'n € 7,/' ,
..... ?I-

11m sup f'n E 1./', 11m in! f'n E 'V',..... 11. -tOO .

101 t € '"V' g,h E z , g""- f' L. h ~ f' E .~ ,,

111 f' E 1¥' , g,h E X':~ max (g; minff ,h» € :e

~lolite gl = min(g,O) , ~ = max(h,O) a Ilkdte~ ite

min(~ ,h) ""- max( g; min( f' ,h»": max(g,~) ~ •

/8,23: IDef'1nujme nyni syetem mno!t1n .« ta.kto:

/viz pfedchozi cv. 8,22/.

MnoZiny ze syetemu Ji

Dokaitte,ite

11 system Ji tvofi

nazYve jme p eeudomi!fi telne.

0' - okruh podmno!t1n mnoZiny P /viz def'1-

nice 7,21

~ou!tijte v,teledkd pfedchoziho odstavc~ ,

2/ Ji nemus:£ byt (J' -algebra /viz 7,21, tj. nemus:£ byt

P € Ji ,

rr-;iz napf. 2,5~ ,

31 m c :«, na pf:!kladi! ukaitta, ite nemuei byt m -..4 .

18,24:1 Pfedpokladejme, ite Daniellovo rozi:!feni sp~ujs jeiti! dalii axiom,

axiom 9 : existuje f'unkce g E ~ takova, ite

° <" g( x) L. 1 pro kaitde x € P ,

tj. k axiomdm lZ - 3Z' 4A - 7A pfid&me jeiti axiom 9 •

Ukaitte, ite

11 axiom 9 nemus:£ byt vitdy splni!n , tj. pfeani!ji - existuj:£ prostory,

spliiujici lZ-3z , 4A-7A a nespliiuj:£c:£ aXiom 9

r;1z napf'. 2,10-.J •

2/ plati-l1 aX:l.om 9 ,potom .A. = 'h/' /viz 8,221

r;-aa g € ~ takova, ita ° <g(x) ~ 1 pro kald' x E P ,

baa f' E 1Y ; pololta f'n =max (-08 , min(f',ng» a ukaitta, Ie

f'n €;e , f'n ~ f'~,

31 plat:£-l1 axiom 9, potom m- =...,;It. /viz 8,23/,

4/ viz tel pf. 6,25 •
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pro vllechna

(fl,P > 0 •

f n /' ep • ,

Un > 0

Potom je axiom !I lviz 8,241 spl.nlln.18,25.1 Bua P E 11t •

Dokaltel
'"

II Je-l1 c:U P = 0 , je tvrzen:! zi'ejme. Bud tedy

POdl,e deflnlee existuje pos1.oupnost f n E ;c ,
Mdleme pfoedpok1.4det, Ie f n;;' 0 Ipro~?I 'a Ie

n Ipro~?/. Po1.ol:!me-l1

Q(x) = g(x) = min(Q(x) 1.)

Ivlz telt 8,2811 , vyhovuje f'linkee g poltadavkdm axiomu 9 .-.JJ

Ha konkretn:!eh pr:!k1.adeeh jame vld~1.l, Ie nllktare obeene vl.aetnostl rdz

nYeh syetemd mohou byt v Danlellov~ rozll:!ren:! .spl.n~y, a1.e take nemue:!. .

byt spl.n~. KupHkl.adu mle, a1.e nemue:! byt P E m Ipr. 2,5/; mdle,

a1.e nemus:! byt spl.n~ Stonedv axiom 8s lviz pi". 8 ,111 ~l axiom 9

Ivlz pl". 8,24/, eystem;y A a ¥' vlleeh mllrltel.n1eh a psaudomllrl te1.

njeh funke:! Ivll1l 8,221 se mohou, a1.e nemue:! shodovat aj. Budeme sa zaby

vat nyn:! \lImi to prob1.emy troehu podrobnllji - po1.ol:tme tedy kromll axiomd

1.Z - 3z , 4A - 7A na ee1.ou teodl jeliU da1.ll:! axiomy a budeme zkoumat

jejleh vZ4jemqy vzteh. V da1.lI:!eh pr:!k1.adeeh proto vldy pi"edpok1.4d4me, Ie

po.vodn:! axiomy l.z - 3z ' 4A - 7A j80u spl.n~.

*'Kroml!. Stoneova axiomu 8s Ivlz ev. 8,111 uvaltujme jelltl! da1.ll:! axiom 8s
I jakYsi "zes1.abenj" Stonedv axiom!

*axiom 8s f E :e, , f ~ 0 9 min(f ,1.) E :e.
laby na tomto m:!et~ nedoll1.o k nedorozum~:!, uml.uvme se, Ite symbo1.em 1.

budeme zna~l t funkel, kteri na mno!t1n~ P nab;llva vllude hodnoty 1. I •

1.1 'Ukaltte, "-e z p1.atnosti axiomu 8s pl.yne:

" al f E Z ~ max(f ,-1.) E Z ,

bl f E z , a > 0 9 min( l' ,a) E Z ,

el l' E .'l! 9 min( l' ,1.) E ZR , mex(1',-1.) E 'l! ,
'"d/ axiom 8s ,

el l' E~ ~ min(1',1.) E ,~ ,
1'1 t EA 9 min(1' ,1.) E A •

2/ Na pr:!k1.adll 2,8 ukalte, Ie axiom

'"8s niko1.lv, tj. z alCiomu 8S

'"8 5 mOb byt spl.n~n a axiom

nep1.yne axiom 8S •
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31 Dale ukazte, ze z platnosti axiomu 8: plyne:

al celj proetor je peeudomei'i telnll mnoHna, tj. P E J£ Iviz

8,231

~~te ukllzat, ze cp E Jr0 - k tomu je nutne a stac! dokllzat

Iviz derinice 8,22/, ze

max (g ; min (cp ; h) E s:: ,kdykol1v g,h E Z
g £ 0 ~ h , coz je et jiZ anadrie-.lI ,

b/ r E ~ =} min(r;l) E ~

r-;;;:Ln(r;l) ; min(r+;l) - r:~ ,

cl rEA '9

41 Na pf!klade 2,8

min(f'; 1) EA

mine!'; 1) E W' .

*uk8zte, ze z axiomu 8 s neplyne jeiite P Em.

\a,28.1 Pfedpokl9.dejme, ze P E~ Iviz 8,23/. Potom plat!:

al I' E;e ~ min(!';l) E :e

,

a ze vztahu

~def'inice systemu ~ - viz 8,22 - lehko ukllzete, ze

min(f'+; 1) E :£- a dale pouHjeta vztahu

min(f';l) ; min(f'+;l) - r- --lI,
*bl axiom 8s '

cl :f E W ~ min(f'; 1) E 'Jr'

~ plyne primo z pl'. 8,22 - 7b a ze vztahu cp E fY'

tj. ze vztahu 1 E tv' Iviz Umluvu v 8,27/--11,

dl rEA ~ min(f';l) E A

~ p,lyne z definice systemu mei'i telnjch f'unkci A
f'n ~ I' ~ min(I'n;l) ---7 min(f';l) ---.1l •

Ukazte, ze tvrzen! al - dl z>1stanou v platnosti i tehdy, predpoklad9.me-

11 P E m.
rr-;lyne okamzite ze vztahu m c ~ - viz 8,23 --.11 •

18,29.1 Ukazte, za plat! nasledujic! akv1valence:

PEJ(.~ [I' EX

r---;iZ 8,27 a 8 ,28 ~
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18,30~IPodle cv1l!en:! 7,13 - 81 ma mira (it- I .. Aex 1 definoVaM na sysWmu

v~ech podmnoi1n mnoiiny P vlastnost1 vn~j~! miry Iv1z 7,12/. M~ieme

tedy definovat systllm m «(if-) v~ech ciU - mM-1 teln$ch mnoUn podle

7,15. V DIln1el1ov~ rozli:1ten! mama nyn! tf1 aystllmy - syst~m m vliech

met1teln$ch mnoi1n, syst4m ~ v~ech pseudomet1teln$ch mnoi1n Iv1z

8,231 a nyn! 1 sysplm m (?) vAech c!1- metiteln$ch mno,Un.

PWme sa, jakj je vztah techto jednotlivjch aysWm.;,

Dokaite n'sleduj!c!:

11 m c J1., Iv1z pt. 8,231

21 J1., c m(r:!Z).'

~te'dOkBzatn'sleduj!c! imp11kac1:

A E J{, =9 pro l1bovolnou mnoUnu Of e

etrT < + 00 j .. st Jt(Tn A) + eU(T - A) L. cit T

lrozmyslete !1•

Bua tedy A € vi{, ,~T < + 00 • Ukal\te, Ie existuje f'unkce

h €:£ tekov', ie cT ~ n , Ah" eti T • Poloite ~ .. min (n.cA,;h).

ProtoIe ~ ---+ cA.h , plyne odtud, ie cA.h E Y ,zevztehu

o L. cA.h ~ h plyne dokonce, i:!e cA.h €:t: Iv1z 8,22 - 31 I.

Odtud j1i 1ehko Odvod!te, ie

c!t(T - A) L. cUT - A (CA·h) -:J

Z dokBzanjCh vzteM n'm nyn! plyne, i:!e vi:!dy m c Jt c m(It).
Na pt!kladech ukai:!te, i:!e mez1 temito systllmy nemus! nastat rovnost. Pro

dalli!pouze jelite poznamenejme, ie kaidi ze sysUm m , v4!.
m (!1-) tvoH (j' - okruh podmnoUn mnoi1ny P Iv1z 7,2 1 a

,,? e m (ciZ) Iv1z 7,16/.

jokaite ~le, ie

,
Ie vidy

31 plat!-li axiom 9 =1 m .. ~ Iviz 8,24/,

41 je-li m.. J{, ,nemus! jelite plati t axiom 9

~ z'kladn! syst~m funkc! Z vezmete aysUm vliec~ f'unkc! tvaru

f(x) .. kx na 1ntervalu (0,+ 00 ) , pro fEZ, f(x)" kx

po1ozte ss:» k~ ,

**51 •./'1. .. m(;:t) ~ P E J{,
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~. V Je-11 .it. m Cr!Z) ,. Je P E J{, polUe pi'edchoid pom'mq.

bl au! te~ P E..x • B € mc~) . I14te ,*,..10, Ie

~ E 'W'. It tomu mustte .....a1o, Ie II1I1CC.;h) € :(, ,

kdykol1v h E ~ • h ~ 0~ •

61 m· mccft) ~ P E m
rr;; Opl!1o Je P Em. Je~l1 'm. m c;z).

bl Bua P E 7Jt • PolUe 8,25 je aplnlln anOli 9. te~ m·./'i
I

Inz 8 ;241 a pocUe pf'edchoz:! MeU. - jel1kol je P E~ je

1 .,4[= mCcfL)~.

Z privl! dok4zan$ch .,.yalecDDl te~ plylle. Ie

r-::-=*l.
~ Obdobnl! jako j_ def'1noval1 NZI14 lI7eUm,y -miHtelDlch- 1Ill011l1 - toUI

eyeUm,y m. Jl{, a m c~) - a11_e def'1nova1o 1 NZI14 oB)'eUm,y

-ml!f'l1oelDlch- 1'UDkc1. Pf'ednl! JIIllme def'inorin lI7et'm A vlech ml!f'ltel

nich funkc1 a lI7et4m '),r' vlech peeudoml!f'l telDlch f'unkc1 lvi. 8.22/.

Vzlledam k 1oClllll1, Ie lI7eUm,y m, Jt • m (~) tvaf'1 (J' - okruh,y

podmnol1n 1IIlO11ny P, 1II\1e_ dll.1e def'inovatIl7BUm,y A ( m) ,
A (v'(.) , A ( 71t (It») vlech m - ml!HtelDlch. Jl - mif'itel

nich a lit (JL) - ml!f'lte1Dlch 1'uakc1 pocUe 7,23 a pod1e poBl1Ulky v 04

etavcl 7,25 luvl!domte ai, Ie ~ue1 bit P E m ani P € ~ II.

JekY bude u,yn1 vstah tl!chto eyet4!ll\ ,

Doksl1oe n4eleduj1c1

a/ACY"

rvia 8,22 .r.
bl pla~1-11 anOIa 9, jut .A = ¥'

frl. 8,24 .r,
cl A (m) c A (..x) c A (m(!lJ) ,

d/ P E m ~ A (m) - A(.){.) = A (mrcflJ)
n.vi. 8,30 - 71-1.

tr A (..x) c 1Y J

*'..fl P E J(, ~ .A (Jl-) .... ?Y',

BI [! E Y ... (z E P; fCz) < c } E J{, pro l1bOY01n4 0 C: ~ ]

-t P€.Jt
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pro Ubovoln4

P -II,
< c}e m

r;_atw-u t tuPkcl I'O'mOU 0 Da lIDol1Dl P, Jest d"e,1lll
. 0

to E ')(' a nap!'.

{x E P; to(x) < 5} •

hi [t eA=* {x E P; t(x)

c E ~ J'~ P e m
~stupuJta sta JIll jako v BI~ •

OdtOO jill lehko d0k4l1eta, lie

11 P E m ~ A = W' = A (m) =: A(Jt) = A (mrllJ) ,
apac14lni ta~-

J/ P E m # [t e.A. # pro kalld4 c E B
l

Jest

{ x E P; t(x). < c} Em]

V poaledna tvrsen:!' Je obaallena velm1 dllleU1:' cbaraktarlet1ka mit'ltalnYch

funkc:! pomoc:! miRtelnYoh mnollin.

~
~ Necht plat:! ax10m 9- vb 8,24 - potOlll

(1): enatuJe poaloupnost f'unkc:! t n e z takov4, Ie
00

Lit (xl I = + 00 pro kalld' x E P •
-11.-1 n

lrB"u! 8 E ~ takov4 tuDkce, Ie 0 < 8(X) .... 1 pro kalld' x E P •

Potom ex1stu,1e funkce h E .;t takov4, Ie h ~ 8 • DlUe poulllJta

det1n1cl systllmu .;t ~

18,33: INecht plat:! (1) v 8,32. Potaa '.

(2) : ex1stuJe posloupnost tuPkc:! Sn E Z tskov4, Ie

00

8n~ 0 a cu( n G) = 0 , Itde1/.., n

~= {x E P ; 8n(x) = 0 } •

lfSt;.C!:! poloUt 8n = I tnl :J
18,34~IPfedpokUde,1llle, Ie P E ..)l, Ivb det1n1cl 8,231 a lie plat! (2) z cv1

C!en! 8,33. Potom plat:! ax10m 9 Ivb 8,24/.

~ Je-U <!L P = 0 , Je tvrsen:! d'e,1m4. Bu! ta~ 8n poaloupnoat 1'uPkc:!,

JeJ:!1 ex1stenc1 zaruC!uJe (2) v 8,33.

Ukallte, Ie

al ASn > 0 alelllloii. pro ,jednu hodnotu n ,
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bl lze pi'edpoklll.dat, Ie ASn > 0 pro vi!ieehny hodnoty n.

POlo!te hex) = , g(x)

/ IIl1n(h(x); 1) je-ll
= h(x) > 0,

~l je-ll h(x) = 0 •

Uka!te, !e funkee g mil. vlastnosti potf'ebn' v axiomu 9 -.:J

I8,35~1 ~edpoklll.dejma,!e P E~ a!e plat1 axiom 9 Iviz 8,24/.

Potom plat1

( 3) e: ,Jtuj1 mno!1ny En E m
00

P = U En:::t1 n

(Toto je vlastnost, vy jadi'uj1c1 tzv. d - kone~noat miry - viz 7,29/.

~Momta ai prednl!, !e podle 8,24 jeat m = o../V.- •

awl g fwlkee, jeji! exiatenei zaru~uje axiom 9 • Polo!te f n =

=IIl1n (1; ng) , En = {x E P; fn(x) = 1 } ~

18,36.1 ~edpoklll.de jme, !e je splnl!na vlaatnoat

(3') : exiatuji mno!1ny En E J{. takod, !e P =

ef'i En < + 00 pro ka!M n

00

U En '11-1

luvl!domte ai, !e miru r:u- mlime definovll.nu pouze na syatll.mu m
a !e z uveden$eh pi'edpokladO. neni ihned zi'tjm',!e m = J-{ I.

Potom P €....4 a je splnl!n axiom 9 1 a tedy m = ..K 1 •

IrP E...Ji, plyne z toho, !e ayst'm ..x woi':! o: - okruh •

Je-ll c£l P = 0, je tvrzen1 zi'ejm'. Uka!ta dlile, !e mno!1ny En

V (3') lze volit dokonee diajunktni, polo!te potom

1
o~ , g = IIl1n(l;h) ~

11 axiom 9 a vlaatnoati ( 1) , ( 2)

dl! c«-- P = 0 ,

21 axiom 9 a jednotliv' vlastnoati

ekvivalentn1, jeatl!!e P E ~
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]8,38.1 Z pfoedchoz!ch Tfeledkd odvo1l.te MsleduJ:!c:! velm1 zaj:!mavou vlastnost:

,

je splnl!n podle 8,25 axiom 9 a podle 8,30 - 71

D81e poul1jte 8,35. Ostatn:! je j11 snadna.

,

ex1stuj:! mnoU~ En Em, ~~ < + 00
00

p .. U E
71.=1 n '

~ - konei!nou odru, pravl! kdyl je ml!foite1nY.tj. proetor P m'

~ Je-l1 P E m
jest A .. m .

•

z 8,32. Bull. b E A
f~b}<+OO

Dokalte oststnl! toto tvrzen:! t4! pfo:!mo. Je-u P Em, existuj:!

funkce f n e s: tak, Ie f n ? cp • Phdpokllldejme, !e ("- P > 0

a uvalujme mnoUny En" {x E P; fn(X) ~ ~}. Pod1e 8,31 - jl

je st En E m a zhgml! (!'-~ < + 00 Obracena tvrzen:! plyne

z vl!ty 13 ~

18,39;IPhdpok1adejme, i:\e je splnl!na v1astnost (1)

h ~ 0, C" sup {Af; t E:e. ,0 ~

Potom h E:c:. a Ah" c. Dokalte I

r-;u1l. f n pos1oupnost funkc:! II: vlastnosti (1) ,pololte

hn .. min ( If11 + ••• + I f n I; b) ~

Poznamka: tato vl!ts plat:! 1 tehdy, phdpok1adame-li pouze bEY.

18,40;1 Projdl!te s1 jeAtl! jedoou cv1~en:! 8,27 - 8,39 a analte se pfoeh1edol! a gra

ficky s1 znazom1t vl!echny 1mp11kace. Sep1Ate si tal, co 1ze vl!echno tvrdit

v pHpadl!, Ie P E m I

uP E m ~

al exi stuje funkce g E :e tak, Ie 0 < g( x).;;; 1 pro kalda

x E P /ax1om 9/, ne1ze obratit,

bl [f E ~ =9 min(f ,1) E ;e J /ze8labenY Stonedv axioml,

ns1ze obrat1t,

pro libovolnajest max(g; m1n(f,h» e :t.

cl m.. Jf. .. m (;:t) , lze obratit

Ispecialnl!: E Em<==} pro kaldou mnolinu T C P jest

c!i T" JL(T (\ E) + etr(T - E) 1

d/ A .. hi' .. A (m (c!1-») , lze obratit, tedy

f E A ~ pro libovolna funkce g,h E ~

, { x E P f(x) < c } E m
?')') 35 FIG
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el mnoZine P IIlli

eu-En < + 00

fl v1z t~i jeAt~

(J' - konel:!nou m!ru, tj. exl.stuji

"", p.. U E , lze obrllt1t,
71-1 ~

cv11:!eni 8,41, 8,42~

18,4l~IBuC1 P Em. Potom

Ii f E A =* -s1gn t E A • Dokaite

ze skr1pt

pi'edpokla-

Plati tato impl1kace 1 bez pi'edpokladu P E m 1

Plyne z platnost1 ~to 1mp11kace jU P E m l'

II. f,g E A =* f.g E A

~dl~ 8,31 jest it = ~(c")' a podle 7,24 je soul:!1n dvou

dZ - m~i'1 teln,Ych :f'unk:c:! op~t ci1 - m~i'1 telrui :f'unk:ce --lJ.
Lz", posledni tvrzeni dokllzat 1 bez pi'edpokladu P E m 1

Plyne z tHo 1mpl1kace .111 P E m 1 /V1z ~i odstavec 4,3

I.l!emj - J.llai'ik, Integralni pol:!et I - co sa v ddkazu vlastn~

M?I

18'42~*IUveame j&AU jeden abetraktni probl~m. Nejdi'ive s1 vAak dokaita nasleduji

ci jednoduchou, ale uUtel:!nou v~tu.

"Buche (~, Al) , (Z:/, A2) dva zakladni pro:>story ned etajnou mnoZi-

nou P • Bu(1ta £.~, Xa pi'ieluAnol systol~ 1'unkci s konel:!n,Ym

abstl'llktnim 1ntagrlllem Al ' A2 • Potom plati:

a Alf =A2f pro f e 2., = ~.2}=t [~c ~ ,
a Alf = A2f pro f E Zl i pro. t E z2]' "

Ve cv11:!eni 7,38 jame uvedl1 nasledujici v~tu - bu(1 (Z,A) zllkladni proetor,

proveC1me Daniellovo rozliii'eni, doeteneme troj1c1 (P, m, c«- ) • Oznal:!me

symbolem Z systolm vlech jednoducb$ch funkc:! na P 8 c:«-(N(f» < + 00 •

Pro funkce ze s7s~mu Z mdieme definovst 1ntegral A jako V pi'. 7,37

Ivle si zopakujtel/. Ziskolme op~t zllkladDi prostor . (Z,A) , mdieme op~t

provolst Daniellovo rozlii'eni, dosteneme sys~m 5e a 1ntegrlll A ne

n~m.

Ptal1 jame sa, je-l1 spln~ podrllinka

(LS) : a Af=Af protE.:e =;e.

V1d~11 jams tai, ie odpovlid DB tuto otazku .1e posit1vn:! v pi'ipad~, is

P Em. To te~ znamena, ie pom.inka P E m .1e postal:!ujici pod

minkou pro platnost vztahu (LS). Hledejme nyni nejaka dalili postal:!uj:(ci _

l!1 nutn~ - podmink;y pro platnost vztahu (LS) •
25535 Z16
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Dokaite n~eleduj!c!:

11 (LS) nemu..! byt vldy eplneno

~z pro 2,5 , kde jedi~ merite~ mnozina je pr~zdnB mnoz1na~,

21 pradpokUMme-li, ze A = if Iviz 8,22/, dokaZte, ze libovoln~

z n~eleduj!c!ch podminek je poetacuj!c! pro platnost (LS)

E z,
r2eAdl fEZ ,

bl zeeleben.j

cl f ,S e z

al Stone~v axiom 8. IViz 8,111 ,

'"Stone~v axiom 8. Iviz 8,27/,

Je nekter~ z techto podm!nek i podm!nkou nutnou?

JaM je situece v pHpade, ze nen! A = V?
,

**) V tomto pr!pade je nutn4 trochu pozmenit definici jednodUChYCh fUnkc!

vzhledem k syet4mu ~ •

V dal§!cih nekolika prikladech ee opet omezime pouze na Lebeegue~v integr~l

v eUkleidovskYch prostorech Itj. predpokl~~e, ze z~ladn! syst4m Z =Cr
a, Af je Riemenn~v integrlil pres Er I. Nekte~ tvrzen! by bylo momo

tez vyslovit obecneji, nebudeme se tim v§ak zabYvat - prenecMme toto cte

n~i.

I~,43~ IPro libovolnou mno!inu A C El a pro libovolne k > 0 znecme A(k) =

= A n <-k,+k > ,pro libovolnou fUnkci f, f:" 0 a pro libovoln4

k > 0 znaeme aymbolem r'k) funkci Inep14st s derivacemi!/ definovanou

n~eledovne

.i->: f( x)

-~k

pro ta x, pro ne! f(x) ~ k ,

pro x takov~, Ie f(x) > k •

Dokaite, ie

A(k) E m 1 ,
=9 f(k) E A •/'1

f ~ 0 na II , potom

pro kaid4 k ) 0 a

11 A E m
1

k ) 0 =9

21 t E AM f ;;" 0 k) 0

31 je-li M E m1 t E AM

'-P 'k) '-P
f E "'--I'f *'9 f' E oL /'10<)

lim 1 f(k) je kone~
k -HJO I'f (k)

IV tomto pHpad8 pak zre jme J f = lim
M k",oo

/.
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~ N4vod k ddkazu pOS1~dn!hO tvrzen!:

al je-l1 s E 'i:,M I jest r(k) E ;eM 0tJ pro kaid' k > o
a pou!ije se Lebesgueova v~ta I

bl oznal!me a = 11m 1 i( k) I pro libovolntl -cell! r oznalSte
,,~OO 11M

Q = { x Eli; 2r ~ f(x) < 2r+l } .r

dale polol!te

Q- oo = {XEIi f(x) =o], f400 = { xE Ii f(x) =

=+ 00 }

a definujte tunkci F takto:

F(x)

~o pro

= L.....-- 2r+l pro

~+oo pro

x E ~ I

lehko uk4bte I ie F E i:-M a It I ~ F I odkud jU vyplyne

tvrzen! .--ll

PoznBmky:

11 Jak by bylo momo vyslovi t uvedenou vl!tu pro proetory vyliA! dimense

lSi pro abstraktn! prostory ?

2/ Uvedenou vl!tu by bylo momo zobecnit. Plat! n4s1eduj!c!:

·bul\ f E AMI t ~ 0 I II E m., . Potom

f E JeM ~ f(q) E ~M{/') pro dechny hOdnoty p,q

a lim J f( q) je konelSn4 •
)::t: ,.,~) _

Bylo by ov~em tf'eba vysvl!tl1t , co se rozum! ·dvojnou· lim1tou

11m - lStenM-e je momo odk4zat na knihu V. Jarn!k • DiferencUln!
P++QO
1.. + 00

polSet II.

pro x E II takOT4 , Ie rex) <a •

Lf(X)

~~b

•
(x)

Doksl!te n'sleduj!c' tvrzen!.

Bul\ f 11bovoln4 funkce na mnoUnl! III C Er • Pro 11bovoln' a,b E ~ •

a < b oznalSme feb) funkci definovanou pfedpisem
(a)

pro ta x E II I pro nil

a ~ f(x) ~ b I

pro x E II I f(x) ) b I
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Je-U f E AM ,potom je f~:~ E A H pro Ubovolnol a,b E El '

a < b •

rr--;;l dOkazu pouJljte vetu 56. Je vldet, ie veta zOatene v platnoatl

1 obeenll - atal!! predpokUdat - jak vyplyne z provedemlho dOkazu - Ie

A.. A (m) , tj •. atal!! pouze predpok14dat, ie P E m Ivlz

8,31/.-11

\8,45.1 ZObacnllme nyn! troehu tvrzen! z 8,43. BuCl. opet t 11bovoW funkee na

mnoiUnll II E m 1 ,ne nutne jU nez4po1'nli, bUCl. k ) 0 • Podle pi'edeillol

ho evll!en{ 8,44 mO.ieme utvoi'l t :f\uJ.kel t(k) ,znal!me jl pro kr4tkoat opllt
(-k)

f(k)1 ukaite, ie toto oznal!en! nen! ve aporu a oznal!enim z pi'. 8,43/.

Potom plat!:

je-11 t E ~M

a !r=l1m
H k-+~QO

Dokaite I

~ PouJljte vztahO

al f = f+ - r ,

pro kaidol k > 0

a evll!en! 8,43 ~

Pozn4mka:

,

Opllt nebylo podata tnol, is jame uvaiovaU pouze Labeagueovy lntegr4ly

v El ' pokuate ae uvedenou vlltu zobeenlt.

18,46.1 Na tomto m:1stl! ae doaUv4me k teor1l "zobecnlln$eh" lntegr410. Vete z pred

choz:1ho odatevee n4m k tomu Mv4 vhodnou pi'!leUtoat. VidllU j81118 totU,

Ie za pi'edpokladu f E ~M je 1 f(k)E XH(lt} pro kaidol k > 0

a plat! rovnoat J f = 11m jf(k) • IIOIe ae nyn! aUt luveCl.te pi'!-
H ... k.." +00 H{It)

klad !/, ie posledn! 11m1ta exlatuje, anU ex1atuje konel!n$ LabeagueOv

lntegral Jr. V tomto pi'!padli l1m1tu 11m l..lk) budeme na~at
M k-++OO ""k,

Q-lntegro\lem funkee r pi'ea mnoUnu II. Pi'eanejl, bua 14 C

funkee na 14 , ~eeht pro kaidol k > 0 jeat lk)E ~MM

ex1atuje ylaatn! 11m i f (k) • Potom hodnotu 11m J f(k) naaveme
/(..,.+00 !'I(k k-'tHIO /10f)

Q - lntegro\lem funkee r pi'ea mnoilnu II , znal!me tanto lntegr41 ~bolem

(Q) J f • Neeht Mle aymbol ~ znameM aysUm vAech funko:1 na mnoiinll

II , ;ro nei exlatuje (Q) ~ r •
H
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"

Ulcallte, Ie

11 (Q)

21 (Q)

Iv nul. det1nu,1e1l8 tuDkc1 Ubovollli/,

Uviz pi". 3,4.J1 '

31 £ E ~, g.tv £ =+ g E ~ ,

,
51 £,g E 0._, £ '= g JIll. =+(Q) J £ s!i: (Q) J g ,

.. H H

61 £ E ~, £ ~ 0 na • '* t E :eH • (L) J t .. (Q) / t
H H

" viz cvil!en1 8,43 , viz t41 8,50 - I U,
71 £ E ~, 8 E ~ "* at E ~, (Q) I at • • • (Q) j' £ ,

H '"
8/£E~, IIC., 1I€71t', ~tE~,

~ viz kupi"1Idadu (Q) [1~ cb:;~ ,

91 £,g E ~ ~ t + g E ~ •

wi £.g E ~, t + g E ~ ~ (Q) ! t + (Q) ! . = (Q) let + s).

V ddal.edltu poal.edD1ch tH IMIpUvmch v;tll1edJltl Je vic1i~. Ie Q - 1ntegriJ.

I18IIli potfoebIW vlaatnoaU 1ntegN1u ItaII:. ,1aII: ,.1- ,1a t01'llu1ovaU v I1vo4l1

prwni bpiwql. z tobo d6vodu .vedalle D48I.eduJtd ·ZObeCDl\Qt 1ntegriJ.·.

18.47:1 Bull £ 11bovo1Da1 t'lmkce JIll _lin/! • € 7ll~ • Puakcl t DIlsvne

B - 1ntegrovatelJlou JIll _11nl! •• Jeatllie

81 t E ~ I~J. ,18-11 t Q - 1ntegrova1ia1D.6 • vis 8.46 I.

bl 1ia 7. AL { :II: E .; t(:II:) > 7 } • 0 •y ... +C8 (. ..~

S7St4_ vilech B - 1ntegrwatellVch t'aDkc! .. _11DI • _.-e Qllbo1ea

1\1 , pro tuaItce t E 1\1 lJe~ B - iIltegriJ. va1:aball

(Q) It.
H

Dailalw. Ie

lI.f!H C 1\1 C ~

rri.. It~ pf. 8,6'2-' •

211\1 -:eN ~',
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31 f E By. f ~ 0 =+ f E :t:. M

~ vi. pi'. 8.46 - 61 lSi 8.50 - I!.l.

4/ (B) J' ~ ax neexistu,je •
-1

51 f E By. g tv f

6/ f E By. a E ~ 0=9 af E .By. lB) f 11£ = a • (B)'/ £ •
/'f H

7/ f.g € By ~ (£ + g) E l\I. (B) f (£ +g)= (B) 1£+ (B) j'g •
/'f /'f /'f

8/ t E By. N eli. N l: mt ~ t E Bw •

18.48.1 Ulr4i_ JaiU jedDO ·zobecnlln:l:· Lebeagueova integrlUu. Dokaite viiak neJdf':l:

ve n4a1.eduJ:1c:l: tvnen:l:.

Bua o ~ a < b'" + 00 , f E :e(a,b) • Potoll pro llbovolD4

7 e (0.+ 00 ) jest e-Jq.f(x) e seca,b) a

l- I-
(L) J f(x) ax· lia f .-Jq.£(x) ax •

a y-+o+ ..
~ ubfte, fe

x E (a,b). 7 E c0,+ 00) ~ 1.-Jq.t(x)1 ~ I£(x) I E ~(a,b)

a pouifljte kupf1kladu vl!tu 60 ~

au! nyn1 opl!t 0 ~ a <: b ~ + 00 , bu1I £ f'UDltc. de1'1J:lcmulA v inter-

va1.u (a ,b) , nech\

a/ pro }add6 7 E (0,+ 00) Jest e-ll;Y.1'(x) E ~ (a,b) ,

b/ existuJs YlaBtn:l: l.1lD !e-ll;Y.1'(x) ax •
. Y-+ 0.,. a.

S7s~. vlach f'mkc:l:, v"bovuJ:l:c:l:ch obilE tl!ato po&dnkM, snal!lae QIIIb01.ea

E(a,b) ; pro llbovolDou f'UDItc1 l' E B(a,b} pelt daf'inuJ118 JsJ1 B - in

tegr4l. pf'es intel"981_ (a ,b) vztahea

I-

= liaJe-ll;Y.£(x)
s-« 0+ a.

ax •

Doblte, Ie

11 ~(a,b) C E (a,b) C

2/1'.g e B(a.b) , a..j3 € ~ =+ at + /Jg € B(a.b) •

(B) fa. l' +,8 g)= t:£(B)/r + jJ(B) h.
4 .. 4
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3/ f E ECa,b) If1E E(a,bl '

4/ f E E(a,bl ' f ~ 0 =9 f E :t(a,b)

~ dokaZte primo M pOuZijte 8,50 - II~ ,
00 00

5/ (E) J sin x dx = 1 (E) / cos x dx = 0
0 0

II viz 4,47 a 4,48~ ,
00

6/ (E) J~ dx =Z
o x 2

~ viz 6,22 -.J,
00

7/ (E J i-cos x dx neexistuje
) 0 x

~ viz 6,72.J '
00 00

8/ (E) J sin x I2ii (El J cos x ifdx= , -dx =
0 x.(X ofX

~ viz 6,7U •

~49.1 0 dalllich"zobecn~njch" integralech se zde nebudeme zminovat.

o ttech velmi ddlezitYch pripadech je mozno se do~ist v knihAch V.Jarnik,

Integralni poce t I /nevlastni Riemanndv integral/, V.Jarnik, Integralni

po~et II /nevlastni Lebesguedv integral, Perrondv integral/.

Porovnejte navzajem jednotlive "zobecn~ne" integraly II

1 8 , 50 ;- I Bua M E m 1 ' symbolem TM oznaeme system vllech funkci na mnoZine Y

takovych, ze

L. (T) J g
H

(T) j' f ,
H

Io! '9 (T)Jr
H

naf ~ gc/ f,g E Ty ,

Nechtkaz,de funkci f E TM je prtrazeno jiste realne ~isJ.o - zna~e toto

symbolem (T) J f - tak, ze
/'1

b/ f E ;e/'1 =} (Ll / f =

/lze tedy rici, ze (T) J je JakYsi "zobecneny integral", i kdyz se ne
H

pi'edpokladS napr. ani linearitel.

Potom plati

(I) f E TIo!' t ~ 0 na Io! =9 f E ;;e/'1 •

Dokazte !
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!unkce

ep"R
! ~ 0 • Potom ! E d-

H
de!inovan6 ptedpisem

• Pro J.1bovo1Jlll. k:> 0

/!(x) pro x E Mn <-k,k) , je-J.1 rex) ~ k

!(k) (x) E 1.1 n <-'k,k ) , je-J.1 rex) > k ,= k pro x

~O pro ostetn:!· x E 1.1

le!:! v systll.mu ;e!'1 lukal!te!, viz t6l! 8,43 I, tedy podle ptedpokla-

du je r'k) E T
M

• Ze vztehu !(k)..<. ! pak plyne , l!e

(L) I !(k) = (T) I !(k) .,;, (T) I ! •

Odtud napi'. podle Leviho vllty I!(k)./"! I plyne, l!e ! E :t'H~ •

POZIUimk;y.

1/ Jelikol! vi!lechny zObecnllnll. integrAly IQ - , B - , E - I sptiiovaly

vlastnosti ai, b/, c/, vypljv6 Odtud, l!e f'unkce, maj:!c:! "novY

ZObecnllnY" integr61 a nemaj:!c:! Lebesgueo.v integr61, mohou byt pouze

funkce, kterll. mlln! svoje znamll.nko Iviz 8,46 - 6/, 8,47 - 31 ,

8,48 - 4/, viz tll.l! obdobnY pi':!klad 3,22 - bl I.

2/ Ukal!te, l!e tekll. p lat:!:
~

(II) f E TM - ~M ~ If1¢ TM

~ kdyby Il' I E TM, bylo by podle I tll.l! 11' I E ~H

a podle vllty 44 tll.l! t E ;eM --lI '
(III) l' E TM -:,eM =9 (L) [11'1 = + 00

~ plyne okaml!itll z pi'edchoz:!ho, srovnej pro zaj!mavoet ee cviae-

n!m 3,22 - cl ~.

Je tedy vidllt, l!e zObecnllnll. integr6ly, kterll. nejsou Lebeegueovymi integrll.

ly, jsou vlastnll "neabsolutnll" konvergentn:! integr61y. Lebesgueo.v integr6l.

je pak podle vllty 44 "absol.utnll" konvergentn!. ISrovnejte t6l! s teori:!

tad a s teori:! zobecnllnYch souato. ! /.

18,51;IUvedeme nyn:! pi':!klad omezenll. funkce s na interval.u (O,l.) tekovll., l!e

J' 1
existuje (N) r a neerlstuje (R) J!.

o 1 0

Protoze Riemanno.v integrAl (R)! l' nem6 existovat, mus:! mit !!!2!~

g2g\L!!~lm2jH2l!U funkce f v intervalu <o.a > Ipodle vllty 571 ~;I,~OO2Y

!!!frl!. Na druhll. strane mus:! enstovat primitivn:! funkce F k 1'unkci l'
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na 1nten'alu ( 0,1 )

byt DY§~ v 1nten'alu

, tud1l !9Q2UD!!..22~jLm2JU2lnf'unkce f mus:!

( 0,1) Iv1z vitu v pi'. 3,31. Pod4me tzv. VolterrOv

F =n,1

< J

pf:!klad takov' funkce f; nejdi':!ve adem mus:!me aeetroj1t mnal.1nu v 1n

tervalu (0,1) ,ktel'li by milla kladnou m:!ru a je j:!1 doplnllk by byl hua1;Y

v <0,1> • UveC1me n'sleduj:!c:! pHklady - .konetrukce mnoUn s uvedell$m1

vlastnostmi je ssma 0 80M zaj:!mav4.

18,52; I/zobecniln' Cantorovo diskont1nuuml.

V pf1kladu 5,7 jame aestroj111 mnoUnu C v 1ntervalu <0,1> , tzv.
00

Csntorovo d1skont1nuum. Uks.lte, Ie C =<0,1> U En ,kds En je".f
sjednocen:! disjunktn:!ch otevf.enYch 1ntervald En,1 11 = 1,2, ••• ,2n- l I,

Mlka kaZd'ho 1ntervalu En,1 je 3-n a kalldY 1nterval En,1 je "um:!stlln

v prostfoedn:! tfetinll" nilkteriho z n disjunktn:!ch uzairfenYch 1ntervald,
1l-~

kteri tvof! mnol1nu <0,1> - J-!~ E j Iprec1zujte I, zfe jmll En =

= <0,1> - Rn ' kde mnolliny ~ jsou def1noWny jako v 5,71.

Bu:i nyn:! k;;' 3 a provei§me obdobnou konstrukc1. Bu:i Ck = <0,1> 
00

- U Fn ,kds Fn je sjednocen:! otevfeD,jch diejunktn:!ch 1ntervald Fn 1
~31 •

I n~ n1 = 1,2, ••• ,2 I, ka!dY z 1ntervald Fn ,1 me. d'lku k- • Je-ll

= (an,1, bn,1) , predpoklliMme, Ie bn,1 < an,j , kdykollv 1

Ipodejte prec1zn:! def'1n1c1 pomoc:! matemat1ck' 1ndultce II.

Doksllte, Ie

-?'IV ~11 Ck E Q'(..1 pro llbovoln' k O!: 3, ~ Ck = k-2 '

21 Ck Je uzarl<ena mnoUns ,

31 Ck Je Hdk8 mnoUns Itj. me. pl'lizdnt vn1tfoek/ - anebo

JeJ:! doplnllk v <0,1) je hustS mnoUns v <0,1) ,
j111Bk fel!eno,

**51 jak;f bude Jordan - Peandv obJem mnoliny Ok'"

Idef'1n1c1 v1z v dodstku D III I.

18,53;1 Bu:i {~, X:! , .... } mnoUna' vliech rac1onaln:!ch l!:!sel v 1ntervalu

(0,1). Zvolme posloupnoet re4lnYch l!:!ael Ok tak, ab7

•

pro bid' 11:,

Polo!ms
F = <-0,1>- •
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Potom

al mnolina F je UZBvrena ,

~F > ° ,
cl F je Hdka mnolina, tj. mnoUna <0,1) - F =

=
00

8(~- Ok' l1t+ (\) jehustav (0,1) •

**) ,Jakj bude Jordan - Peandv objem mnoUny F" lviz D III I.

18,54; r Bua nyn1 ,A C (0,1) l1bovolnB uzavi'ena, l'1dkB mnolina kladnll m1r:y

Iviz pl'. 8,52, 8,53/. Potom mnoUna <0,1) - A je otevi'ena, existuje

tedy spocetnll mnoho disjunktn1ch otevi'en!ch interva1o. (an' bn) tak, ie

<O,l)-A.=

Def'inujme f'unkci F v in1;erva1u <0,1) 1;akto:

pro x E A "

1

Dokazte, ie

11 F je spojita v interva1u <0,1) ,
21 existuje v1astn1 derivace F' v <0,1) ,
31 F' (x) = ° pro x E A

4/ F' je spojita vs v!iech bodech mnoUny <0,1) - A ,

51 F' je nespojita ve v!isch bodech mnoiiny A ,

, J'6/ neexistuje (Rl P'(x) dx ,
•

71 existuje (N) J1 F'(x) dx = ° .
" .

Existuje (L) J F'(x) dx ,.
•

!8,55~ Def'inujte f'unkci G obdobnll jako v minD1l1m pl'. 8,54 pl'edpieem

pro x E A ,

G(x)

~o

=~ c

~ 2. 2.
(x - a ) (b - x)n n

pro x € (&n, bn)
- 251 -
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•

Dokalte, Ie

1/ 0 Je spoji1;4 v <0,1 > ,
,

2/ existuje vlastn! derivace 0 v <0,1) ,

3/ G' je spoji1;4 ve vliech bodech mnoUny <Q ,1> ~ A a nespoji1;4

ve vliech bodech mnolin)' A •
•

4/ neexLstuje (R).f O'(x) dx •
• D

5/ (N).1 O'(x) dx =0 •
D

6/ je~li x EA. je O'(x) ~ 0 a fUnkce 0' je neomezena v libovol~

n4m okol! bodu x.·
•

Existuje (L) I O'(x) dx ,
•

/e.56:1 Bua {~,~, x
3
..... } mnoUna vliech l'8cionaln!ch l!bel v intervalu

<0.1) • Pro libovolne E. > 0 oznal!me

E. E.
Fi( E. ) = (21 - 2i +l • 21 + 2i +1 ) • i=1.2 •••••

Pololme Mle

F(E.) •

Dokalte, Ie

F =
GOn 1'( ! )

11.-1 n

11 F( E. ) je otevi'ena mnolina pro kald4 e > 0 •

21 cUl (1'( e n ~ E. •
3/ I' je nespol!etn4 mnolina ,

a ~F =0 •

le.57;1 Bua E E m r • cal'E < + 00 •.~ E A£ • ~ ~ 0 ;

oznal!me Ek = (x E E; k ~ rex) < k+l} pro libovoln4 k.

Potom

~ E :e
E konverguje •

Dokalte I

r;:;Ukalte nejdl'!ve. Ie ~ E '17tr
2/ Plat!

~ 252 ~
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3/ ~le ukalte. Ie

..:: "= (k+l) •

Co lze tvrd1t v pf!padA. ie

1 na obecnAjil! pX'ostory ?

AE=+OO

~?

? Lze uvedenou vAtu zobecn1t

18.58~1 Bua E E m,
oznal!me "Fk =

Potom

+ 00 ,r ~ 0, r E A E

rex) ~ k} pro k E ~

t E :£E # konveX'guje •

~ Ukaite; Ie Fk = M~i ' kde mnoUny E j jeou def1nov'ny atejd

jako v predchoz! uloze 8,57. Pot' pouilijte 8,57~
18 ,59.1Bua E E m" , r E ~E • Potom pro kaild' e->O ja

cU,,{ x E E ; rex) 2 t..} < +00 • Dokalte"

fiBua e. ) 0 , oznal!te 14e, = {x E E ; rex) ~ eo }.

Pouil1jte vztehu

flrl = flrl + flrl ii: flrl >-E Mf. E-Hr. M£

a vety 44 ~

la,6O:1 Bua r E A
E

, E € mr , cUrE < +00 •
Potom

"
00

D }f E :£e # L cUr{x E E ; Ir(x) I ;::: konveX'guje •
1l a1

18.61~1 Bua f E A
E

, E E 'llt r , ~ .. {x E E • D-l ,,; rex) < n }.,
Potom

konveX'guje •

j~.6?J Bua t E :eE ' E E dlt", !CD" {x E E i Ir(x)1 2 n } •

Potom lim n. eu-,.~ .. O. Dokalte I
11.-+ +00

18.63.1 Gamma funkce.

Funkc1 r j8llle def1noval1 predp1sem
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res) = i xs-l• e-x dx

a uk<\zali jame, ie f'W1kce r js def'1novana pro s E (0,+ 00 ) •

je na tomto 1ntervalu spoj1t8 a me zde der1vace v~ech r'dd. Dale jame dok'-

zal1, ie 11m res) = lim res) = + 00
S-tO+ s~+,oo

Iv1z pr!klady 3,43, 4,18, 6,24 I.

Ukaite ~le, ie

11 r(s+l) =Ia. T(a) pro II E (0,+ 00 ) ,

21 T(n+l). n I pro n pr1rozen' ,

31 /'(1) = /'(2) = 1 ,

41 existuje bod Xo E (1,2) tak, ie

~ui1jte Rolleovu v~tu na interval

)r (xo) = 0

(1,2) ~ ,

51 v 1ntervalu

v 1ntervalu

je f'W1kce r klesajic!,

) rostouc!, v bod~ Xo nabtv'

dx I

sa lze dol!!at v kn1-

~Jkaite, ie r'» 0 v intervalu (0,+ 00 ), tedy is f'W1kce

r' je v intervalu (0,+ 00 ) roatouc! a vyuUjte toho, ie

r' (xo) = 0 .-J ,
61 lim y. {'(y) = 1

y~ 0+ 00

!lukaite, Ie J e-,,? dx =! r (!)
o n n

't'-7!'
a ie lim J e dx = 1 - viz pro 4,22----lJ ,

1 l'I.~+co 0

71 J log r (x) dx konverguje
o

rvyui1jte pradchoz!ho vYsledku ~

o mnoha dal~!ch zaj!mavYch vlaatnostech f'W1kce r
ze V.Jam!k, Integr'ln! pol!et II, kap. XVIII

".

Vy~etrujte 1ntegr'l I(a) = I log (1-2acos x + a2)
o

Ukaite, is

11 a E El . =9 I(a) konverguje,

21 I je spoj1t8 f'unkce v Ei '
31 I je f'Unkce s~ v El ,

41 oznal!:!te-li pro kaid' pr1rozen' n E N

2", 1
x -= 2
X - 1

- 254 -



1( 2 21( 2
.. (1-2t cosii+ t) .(1-2t cosii"'" + t) .....

7l'
Jest (R) 1 log (1-2e

o

~Jclf1ve ukalte, Ie

t 2n _ 1

t 2 _ 1

cos x + a 2) dJt .. lim! log Pn(a)
11.+(10 n

(n-l) 1( 2
••••• (1-2t cos + t) pro t ~ ! 1

n

a pote· pouU Jte defin1c1 R1emannova 1Dtegr41u I

sr
(R) ~ 10g(1-2a cos x + a 2) dx"

o
n-1 rt 2 II

.. 11m z:. t= 10g(1-2a cos n + a )--lJ ,
'7l:"00 n ll'll:1

pro a E <-1,+1 )5/

1(a)

10glal pro lal > 1

,

~ul1 jte vztehu 4/ , l1m1 tu lehko spol!tete --ll '
6/ I(a) .. ~ I(a2) .. i I(a4) .

~.I(a) .. I(a) + I(-a) .. ~ I(a2) + ~ I(_a2) .. I(a2)

a dAle tI'eba 1ndukce ~ •

7/ 1(:) .. I(a) - 2 JT • log 'a I

r¢:1mY yYpol!et ~ ,

,<-1,+1)

,

,
~unkce I Je epoj1ta V 1ntervalu

buo! 1( .. max I(a)
a£<-1,+1)

potom z 6/ 'plyne, Ie

6/ Ha) .. 0 pro a E (-1,+1)

pro kaldo! n EN,

odtud jU lehko plyne tvrzenU '

9/ l(a) .. 2 1r • log [a] pro lal ) 1

[f;lyne anadno z 7/ a 6/~

10/ 1(1) = JT • log 4 + 4 ~f log ain t dt ,
0
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11/ Jf log ll1nt dt .. - ~ log 2
o .
fPlyne z 101 vzh1edelll k podlll1Dce 1(1) .. 0 •

viz t41 p~. 5.87. 6.30

121 a E (-1.+1) ~ I'(a) ..

-B.
'Jr. 2J -200s:ll: + ~ . cb:" 0

o 1-2a cos x' '+ a2

f;ubst1 tuce t.. tg t J .
131 I(a) .. 0 prO a E <-1.+1 >

/rPlyne okalllUti z 121 vzb1.edelll k poclm1nce 1(0) .. 0 JJ •

18.65: IUk418111e nyni jednu vellll1 za jilllavou vlastnost aySt'IIIU Or I ayst4111 Or

jS1118 definovali jako syst4111 vAech spojittch runkci v Er • jejichl nosia

je omezen' mnolina v Er I.

Dokslte n'sledujici vAtu.

Bu1i A l1bovolnt runkcion'l na syst'lIIu Or' kter,Y splDuje anolllY

4A - 6A (nAkdy sa ~ik4. Ie A je poe1t1vni linalirni runIl:ci0n41 na Or).

Potom fUnkcion4l A splDuje i anom 7A •

~!te nej~ive. Ie ke kald4 kompaktni mnoUnA K C Er enstuje

konstants !Ix tskov4. Ie

IAfj .:: !Ix. sup { /f(:II:)/; :II: E Er }

pro vAechny funkce f E Or pro nU H(f) C K,

IN( f) je noe1a funkce rI.

Odtud jill tvrzen:! vyplyne s pomoci D1n1ho vAty-.J.

18,66~*ICv1aeni 8.65 je molno jeAtA zobecn1t.

Bu1i S l1bovolnt lok4lnA kompaktni Bauadori'f'O.v prostor, Qlllbolem O(S)

oznaamB ayst4m TAech spoji1;ich re4lnich :1'unItci na S Itj. zObra~en:! S do

Ell. noe1a ksld4 z nichl lviz der1n1ce 7.251 je obaalen v nAjak4 kompakt

ni podmnolinA S. Lehko uk:4!tete, Ie syst'm:1'unltci O(S) splDUje anomy

1z - 3z • Bu1i A l1bovolni funkcion'l na ayat4mu O(S) , kter,Y splDuja

aziomy 4A - 6A •

Potom funkcion'l A IIllDuje i anom 7A • Ukalte, Ie je t'l splnin Sto-

neOv anom 8s /viz 8.1lI.

/8 .67~IDokslte n'sledujici saj:!mavou charakterl,st1ku nuJ.ov;tch EIOlin lde1'inici

viz p~ed vAtou 11 I.
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lInoUna )I C P je nulovli, prlivi kcly! ke ke!dlimu

posloupnost 1'Wlkc! 1'n E Z s vlastnostm1

e. > 0 enstuje

na P,

pro viechna n EN,

cl sup 1'n(x) ~ 1 pro viechna x EM.
"'EN

Bua A C P ; pfedpokUde jme, !e mnoUna

Bua l' takovli 1'Wlkce,!e ...' = 0 na A,

t E:L ,resp. l' E A ?

Kcly ?

A nen! mifitelnli,

l' ~,O na· P - A

tj. A ¢ m .
• MO!e byt

r.:-:::*l
~ Doke!te n1isleduj!c! vi~.

II ICe keUamu e. > 0 a keUa 1'Wlkci l' E :e
.s E Z tak,!e A Il' - g I < e. •

enstuje 1'unkce

III Bua P Em-, potom ke ke!damu e. > 0 a ke!da 1'Wlkci

l' E :>:':: enstuje jednoduchli f'W1kce g Iviz 7,271, pro nil!

cU-(N(g» < + 00 /de1'inic! viz v 7,251 a A If' - g I < e- •

rv Viz sltripta I. ~en1$ - .1.I4ai'1k, integrliln! po~et I , odstavec

2,9 • Viz t4! cvi~en! 8,15 - 8/.

III Doka!te pomoc! cvi~en! 8,42 I~i 7,381 a pfedchoz! ~listi I~.

18,70~1 V tomto cvi~en! pfedpokUdejme, iiI> Z = 01' A1' = RiemannOv integrlil pfes

El • Doka!te n1isleduj!c! v~tu.

• Potom ke ka!damu

<ex,;J> , a o!O ex <,/.1":: b

Bua l' E ;era,t.) , - 00 !!!O a

f.- > 0 exi stuje kompaktn! interval

a 1'Wlkce '1" takova,!e

al 'fJ je elementlirn! ,jednoduchli f'W1kce v intervalu <(X,;S >lviz

7,43/,

a poznat

spojitli

•dx < e-

bl '1" = 0 vn~ intervalu <ex, /J > ,
$

cl JI1'(x) - 'fJ(x)1
a.

f1I Pou!ijte 8,69 - II, de1'inici systlimo. ;e(a,-&) a 01

ku, !e libovolnli 1'Wlkce ze syst'mu 01 je atejnom~rni

21 Pou!ijte tal! 8,69 - III ; sta~! potom ukazat, !e k libovolnlimu

f.- > 0 a k libovolna omezen4 m~fitelnli mno!ini E C El existuje

Kone~~ mnoho disjWlktn!ch intervalO .11"" ,J'n takovjch,!e
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l-
f I<l;:(X) - cJ(X) I dx < E-
~

, kde J =

K ddkazu posledn:(ho tvrzen:( pouUjte cv. 5,5 .-.J

18,7l~lpOdejme je!t~ jeden zaj!mavy pr:(klad tzv. Cantorovy funkce.

BuA C Cantorovo diskontinuum Iviz pro 5,7/; Ponechme ozna~en:( En i,
Ito jsou vlastn~ "sty~n~ intervaly" mno!iny c/, En z pr:(kladu 8,52

je-11 En,i = (an,i' bn,i) , predpok18dejme nav:(c,!e tln,i < an,j

kdyko11V i < j •

Definujme nyn" funkci f na intervalu <0,1) • Polo!me

2i - 1
f(x) = pro x E E i'2n n,

n-li = 1 t • • • ,2 ,. n EN. ,

T!m je funkce f definovana na

IX I x,y E f(x) ,;:;; f(y) '.

existuje rostouc:( posloupnost Ukene, !ex •

(0,1) a nen:(-li je!t~

f de£inovana 7/,

1 • Je-11fa) =

Iv JakYch bodech je!t~ nen:( £unkce
00

:zn E ~1 En' :zn /'

£(0) = 0 ,definujeme

definovBno

Dale

f(x)

;:J / 11m f( len)
11:++00

exietuje ,

'7 I je-11 len' Yn E

jest 11m f(x ) = lim f(Yn) •
1l-++OO n '1l-++oo

Definujeme tedy

Uke!te dale, !e

f(x) jako hodnotu limity lim f(:zn) •
1l~ +ClO

J I f'unkce f je neklesaj:(c:( a spojitB v (0,1) ,

E: I f'(x) = 0 . pro v!echna x E tj. f'= 0

skoro v!ude v intervalu <0,1) •

Poda11 jame tedy pHklad spojit~ nekonstantn:( f'unkce v intervalu <0,1),

pro kterou f'= 0 sk. v!. v <0,1> •

Viz t~! dodatek D IV.5.

25535 Zl7
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n~kteri jeho okol!. l4noilinu F C Er nazveme uzavfenou, je-li mnozina

otevren4. Jak- zn4mo, ejednocen! 1ibovoln4~o ayst4mu otevfenyCh mnoilin

Dodatek.

V tomto dodetku jsou uvedeny ve tormi cvil!en! nikteri dd1eUtl! vity, kter4
doplDuj! z!skan4 zna10sti 0 Lebesgueov~ integr41u a mite. DOkazy jsou vit5inou

pouze naznal!eny; pH studiu je prov4d~jte podrobni. V5ellhny yYs1edky jsou formu

lov4ny pro Lebesguedv integr41 v euk1eidovsk4m r - rozmirn4m-prostoru Er•
V ce14m dodatkU bude proto st41e Z = Cr a pro t E Z je Af Riemanndv inte

¢1 z f'unkce f- phs Er; llY"'bo1em ~ znal!!me euk1eidovskou /l!i jinou s n!

ekviva1entn!1 metriku v Er•

~ Charaktsristika n~kterYch ti'!d f'unkc1, Baireovy f'unkcs.

Pripomenms nejprve zn4mou ~f'inici; mnoUna G C Er se naz!v4 otevi'en4,

jeetlize pro ka!d4 x E G exietuje tekov4 C. > 0 ,Ze Y € G kdykoliv

y E Er a ~ (x,y) < C. , tj.jeet1iZe mnoUna G obeahuje s kaild!m &ViII.

bodem i

'E - Fr
a pronik konel!n4ho syetl!mu otevfen$ch mnoZin je otevfen4 mnoUna ; ejednocen!

konel!n4ho pol!tu uzavi'en$ch mnollin a pronik 1ibovoln4ho syst4mu uzavi'en$ch mnoilin

je uzavi'en4 mnoilina Er a priizdn4 mnoUna jsou soul!aani! uzavi'enl! i otevi'en4

mnoiliny.

Zave&ne nyn! ma14 zobecn~n!. Je-1i II C Er 1ibovoln4 mnoUna, nazveme mno

lIinu 0 C II otevfenou v mnoilini! II /kr4tce : v II I, jeetlize ke kazd4mu x E 0

existuje f. > 0 tekov4, z.eje-li yEll, ~ (x,y) < e. ,je tek4 y EO 0 •

MnoZ1hu Fell nazveme uzavfenou v mnonn~ 14, je-li mnoUna II - F otevi'eM

v mnoZ1n~ -_ II • -l4noZina otevfen4 je tedy mnoilina otevfen4 v Er; obdobni! pro

uzavi'en4 mnoUny •. -

DI·_-l.I·

Bua 14 C Er
81 Mnozina G

1
C' II

otevfen4 v Er
Uny uzavi'en4 v

je otevi'en4 v

takov4, lie 01
II. Doka1tte!

II , pr4vi! kdyz exietuje mnozina 0 C E
r

= 0 nil. Obdobn4 tvrzen1 plat! pro mno-

--j,/,Sjednocen1 libovoln4ho ayst4mu a pronik konel!n4bo aysUmu mnoUn otevfe

njcbv 14 je mnoUna otevi'en4 v II. Sjednocen! konel!n4bo ayst4mu a pro

nik libovolnl!ho eYst4mu mnoUn uzavfen$ch v 14 Je mno!ina uzavi'en6 v II.

Doka1tte !
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cl Prazdna mnozina a mnozina M jsou soueasne otev~ene i uzavrene v M.

Pomoc! uzavrenYch a otev~enYch mnozin lze zaj!maV1m zpOsobem charakterisovat

spojite a polospojite Iviz definici na str. 23 / funkce. Dokazte. nasledu

jicf tvrzeni.

ID 1.2J

sua M C Er• f bud funkce definovana na mnoZine M a konecna ,

Potom plat!:

al f je spojita v mnozine MItj.

vzhledem k teto mnozine I ~

a C EI je mnozina {x EM;

v mnoZine M,

f je spojita v kazdem bode mnoziny M

pro libovolnou otevrenou mnozinu

f(x) E a } = M n f-l (a) oteuena

bl f je spoji ta v M ~ pro kazde a E E1 jsou mnoziny

{x EM; f(x) > a } , {x E 14 f(x) < a }

otevrene v 14 ,

cl t je spoji ta v 14 ~ pro kaMe c E EI jsou mnoziny

(x E M j f(x) ~ c }, , { x E 14 f(x) < c }

uzavrene v 14 •

IDr.3·1
sua M C Er, f bud funkce definovana na mnoZine 14.

Potom plati:

al f je polospojita zdola lresp. shoral v mnoZine 14 *"'* pro kazde

a E EI je mnoZina {y EM; fey) > a} lresp. mnoZina

{ y E M j fey) < a} I otevrena v 14,

bl f je polospoji ta zdola

je mnoZina {y EM;

{y E 14; fey) ~ c }

ID1. 4.!

Iresp. shoral v M ~ pro kaMe

fey) ,,; c} Insp. mnoZina

I uzavrena v 14.

Tvrzen!, ktera jsou uvedena v D 1.2 a D 1.3 zOstenou v platnosti, omezi

me-Ii sa pouze na racionaln! hOdnoty a e1 c.

Dokazte !

Obecnej1, bua N C ~, EI = N luzlivlir. mnoZiny

v EI• Potom v tvrzen!ch uvedenYch v - D 1.2 a v
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pouze hodnoty aE N ci c EN.

Doka~te I

II Pouzijte vztahO.

E M fey) ~ a} = fey) "';3}

a pod~

Bua nyn:! N C Er, N # I2l a bui! f funkce definovana na mnoz1n~ N. Pro

kaMe x E N a kddl! 0 > 0 poloZme

•93' (x) = sup fey)
oo. y)<"
;rE'N

~ (x) = inf fey)
prx,Y)<o
)EN

Pro pevne x E

ro stoue:! pro

N je funkce

6 E (0,+00

~ (x) neklesaj:!c:l:, funkee

). Pro kazde x E N enstuj:!

~ (x) ne

tedy 11m1ty

Funkee M
f

,resp~
,N

Ipr:!slu§na k funkci

Dokazte nasleduj:!e:!

mf N se naz;Yvli hom:!, resp. doln:! Baireoya tunj:ee,
f a mnoz1n~ N I.

tvrzen:!.

Bua f funkce definovana na mnozin~ N C Er ,

m =mf N pf:!slu§ne Baireovy funkee.,
Potom pro kazde x E N plat:!:

al m(x) ::; f(x) ::; l4(x) ,

N # I2l ,buate 14 = I4f if ',

,
N I, prliv~ kdyz

x Ivzhledem k NI,

bl funkee 14 je polospojitli shora v bod~ x Ivzhledem k N I,

funkee m je polospojitli zdola v bod~ x Ivzhledem k N I

~OUZijte definiei Qolospojitosti na str. 23~

el f je shore polospojitli v bod~ x Ivzhledem k

f(x) =M(x) f je zdola polospojitli v bod~

prliv~ kdyz f(x) =m(x) ,

dl je-li f koneenli v bod~ x, je f spojitli v bod~ x Ivzhledem

k NI, prliv~ kdyz m(x) =M(x) I =f(x) I ,

el bua g polospoji tli shore v

g=J4;

N Ivzhledem k N I,

bua g polospojitli zdola v N

Ivzhledem k N/, m ~ g ~ f =9
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Uvedme jeAte v,Yslovne ddlez1tou charakterisaci meritelnjch funkc!.

!DI.7.!
Bud 14 E m r • Potom tEAM ,prlive kdyz pre kazd~ a E El jest

{ x EM; f'(x) > a} E m r .

rDO.kaz viz ve skriptechI.C!emj - J.l4ai'ik, Integrliln! poaet I , 4. kapi-,

tola ai provedte podle 8,31. Viz t'z 7,35 a 8,40 .~

Na zliklade t~to dOlezit~ vety lze snadno do~zat nlisleduj!c! vztahy Iviz t'z

7,24 a 7,23/.

B
al Necht f'n E AM' kde II E m r • Potom pro funkce

plat! ~ E AM 1 j = 1,2,3,4 1 ,

bl je-li f'(x) = a E El pro vAechna x E 14 , jest tEAM

cl je-l1 f' ,g,h E AM , f' a g konean' , je

{ x E II •, If'(x) - g(x) I > h(x)} E mr

D 1.3

def'inovanli na mnoZinl! N.

a toho, ze mnoz1ny otevren' v N

VAechny dOkazy provedte podrobne.

Bua N E 'llt.,. ,nech~ t je tunkce

Potom 1If',N E AN' mf',N E AN
~ Pouz1jte D 1.6, D 1.7 ,

jsou mliHteln'..J •

Poznlimka.

• Dokazte I

Uvlldomte ai pfoekvap1vost tvrzen! D 1.9 a D I.6b. 0 f'unkci f' nepfoedpo

kllidlime totiZ vObec nic lonlie tedy bit i nemlli'i telnli I I.

Jinj pfoekvapuj!c! v,Ysledek tohoto druhu Je uveden v knize V.Jamik, Integrlil

n! poaet II, veta 87 •

- 262 -



ID II·I Jegorovova a Luz1nova vl!ta.

Zajimavou vlastnost ml!r1telnYch funkci uv6di Jegorovova vl!ta /v1z tak~

V.Jarn1k, Integralni pocet II, kap. II, § 2/:

ID 11.1·1
Necht" 14 E rx; ,~~M < + 00 • B1M f n E AM posloupnost funkci

konecnjch skoro vllude v 14, necht lim f n = f existuje skoro vilude v 14
n.. oo

a funkce f je skoro vllude v. 14 konecna.

Potom ke kazd6mu c- > 0 existuje mM'1telna mnoZina N C 14 takova,

Ze Al-r 'N < E- a 11m f n = f ste jnoml!rnll v mnozinll M - N. Dokaz to
l 11...,.00

~VOd k ddkazu:

a/ existuje N
l

C

f(x) , fn(x)

M, CUr Nl = 0 tak, Ze pro X E M - Nl jsou

In = 1,2, •••1 koneCn' ciela a 11m fn(x) = f(x) ,
" .. 00

bl pro prirozen6 m a k b1M

jeat

N
m,k

pro vllechna pr1rozena m,k Ipoulijte D 1.8 I,

pro'kazd6 pr1rozena k, a tedy 1 lim
",-+00

cl je-l1 E- > 0 , zvolme pro kazd6 pr1rozen6 k pr1rozen6 cislo

~ tak, ze

CUr ~Nmk,k)
00

poloZime-11 N = Nl V U
kz1

, jest

a 11m f n = fete jnomllrnl! v M - N • Jj
" ..eo

Budte splnl!ny predpoklady Jegorovovy vl!ty. Potom lze

nalazt otevrenou mnoZinu N tak, ze ~r N < &

morne v M - N

~ul1jte 7,19 - 21 c1 7,20 ~ •
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Jegorovova veta tedy r:!k8, l\e pos1oupnosti metitelnjC:h :funkc::!, kterll kon

verguj:! skoro v~ude ke kone~nll f'unkc:1, se c:hovaj:! "velm1 rozumne", odbllld

neme-l1 od mnol1n, jej1c:hl m:!ru lze vo11t 11bovolne ma1ou. Tvrzen! Jegoro

vovy vety nelze podststne zee:!l1t.

ID II.3·1
Pro 11bovolnll ptirozenll n baa f'n(O) = f'n(~) =

1
a f' bUll. linearn:( v intervalec:h <0, -2 >,

n n

f'n(l) = 0, f'n(~) = n

<2~' ~>,<~ ,1>.
zre jme 11m f',. = 0 v <0,1) • Overte na tomto pf-1k1ade Jegorovovu vetu

,..... 00 .

s ukalte ,. l\e pro Mdnou mnoUnu N C <0,1> CUt N = 0 nen:! konve.r-

genc:e posloupnost1 f'n k f'unkc:i 1dent1c:ky rovnll nule stejnomerna na mnol1

ne <0,1> - N •

ID II.4·1
Ukalte, l\e p!'edpoklad carM < + 00 nelze v Jegorovove ve1!e yYnec:hat.

Jegorovova vets napov:!d8, Ie J1J1Ue byt u!1te~nll vyeetf'ovat me!'1telnll f'unkc:e

s odhllldnut:!m mnolin, jej1c:hl mira je mala. Skute~ne, lze d0k8zat nasledu

j:!c::! Luz1novu vetu.

ID II.5·1
Baa M E M r ' f' E AM ,f' konel!n8 skoro vhde v 14 • Potom ke

kaMlImu f- > 0 e:r::l.stuje meriteln8 mnoUna N eM, CUrN < & ta-

kova, Ie f' je apoj1t8 na mnol1ne II! - N Ivzhledem k M - N I.

I Navod k ddkazu

1/ Bu! nejprve ca-r 14 < + 00 ,
al e:r::l.stuje posloupnost :funkc::! f'n E Z, f'n~ f'

sk.v~. v II! , f'n~ 0 sk.d. v Er - II! Ivets 34/,

bl k danllmu c- > 0 e:r::l.stuje dle Jegorovovy vety me!'1teln8 mnoUna

N eM, ca-rN < & takova, l\e f'n ~ f' stejnomerne v II! - N ,

c:1 :funkca f' je apoj1t8 na mnol1ne

Ivzhledem k M- N I.

21 Je-11 ("-.. II = + 00 ,0 < C <
n ~,reap. ~ mnoUna veec:h

II-N

1 ,bull. pro kaid4 p!'1rozen4

x = [~'''''XrJ E M takovyc:h, is

I x j I ".,. n pro vllechna j = 1 ,2 •••• ,r ,
resp. I x J I = n pro sleapor; jedno j = 1,2, ..••r •

- 264 -



zrejme CUr~ < + 00 • c«-,.~ = 0

Inakrea1ete a1 uvedene mno!1ny napf. pro n =1.2.3 I.

Pou!1jeme llJ'll! dok8zanou Mst tvrzen! na fWlkc1 f. mnoUnu IIln a lS!s10

e:7 . Existuje tedy pro kazde pHrozene n meHtelna mnoUna Nn C IIln •

e:
eu,.Nn < 2n takova.!e fWlkce f je spoj1ta na mno!1ne ~ - Nn

00 00

Ivzh1edem k teto mnoUne/. Po1oUme-11 nyn! N = ( U Nn uU ~) n Ill.
1l-1 'n-1

je N C 14 mef'1te1n& mno!1na. CU'rN < e. a snadno zj1stime. Ze f

je 8poj1ta na mnoz1ne III - N Ivzhledem k teto mno!1ne I. ~

v Luzinove veta 1ze poitadovat. aby mno!1na N by1a otevfena.

Dokazte I

~ul1jte 7,19 - 21 lS1 7 ,20~

IDII.7.!

J1nj dllkaz Luz1novy vety Ibez poul1t! Jegorovovy vety. provedte podrobne II.

BUdte splneny phdpok1ady D II.5 • necht CU,.14 < + 00 •

al Bu(\ {rn }:~1 pos1oupnost vilech rac1onaln!ch lS!se1 ; mno!1ny

jsou mef1telne ID I.B I.

bl BU:l. C- > 0 existuj! uzavfene mno!1ny Fn a Gn tak, Ze

/n. (A _ F ) < E-'-r n n 2n+1 •

(?-,. N < e ; pro kazdll n je

poulijte 7,20c/.
00

cl Bud P = U (An_- Fn) •n=1

CU,.Q < e.
"'2 •

dl Po1o!me N =P U Q• je

Q = je r:!"r P <t I

{ x E 14 - N f(x) <:: r n } = (11 - N) n Bn = Gn n (14 - N) ,
{ x E 11 - N f(x) z r n } = (Ill - N) ("\ An =Fn

("\ (101 - N) •

el FWlkce F je spojita na mnoz1ne 101 - N ID 1.4/.

f/ Je-l1 ~rM =+ 00 • postupujeme jako V DII.5 •
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D III. Ex1stenmt! vita pro R1emanndv 1lltegrlil. Jorden-Peandv objelll.

v prednliilce 0 Lebesgueovi intebl'lilu byla bez ddkazullvedena nlisleduj!c! dd

lel1tIi vita Iv1z vity 49 a 57/, kterli pochliz! od Lebesguea.

ID II1.1·1

Bu(1 f OIIlezenii funkce na kOlllpaktn!m 1ntervalu I C Er • POtOlll R1emanndv

1ntegrlil (R) f f ex1stuje, previ kdyz mnoZina bodd nespoj1tost1 funkce

f v 1ntervalu I IsPoj1tost chlipame vzhledem k II mIi r - rozmirnou

Lebesgu80vu lIl!l'Il 'Illa.

Dodatek : ex1.stuje-l1 (R) ( e , ex1stuje 1 (L) / f a plat!

(R) J t = (L) J f •
I I

Ddkaz lze provest nlisleduj!c!m zpdsobem Ipro.vedte podrobne vilechlly krokyl/:

al pro x E I buC1 lI(x) =Mf,I(X)' m(x) = mf,I (x)

Iv1z Ba1erovy funkce v D I I,

bl jest m £, f ~ )(; m E AI

Iv1z D 1.6, D 1.9 I ,

cl je-l1 D= {Jk}:=1 dillen! 1ntervalu I , definujme funkce ri
IJ

a sPlJ
vztahy:

¢, (x) = sup fey) , 9b (x) = 1nf fey) je-l1 x E J~ = Int J
k

'
IJ !IE 7" !I€ 7"

11-

~(x) = ~ (x) = 0 je-l1 x E I - w., ~ ,
dl .¢.D E AI ,~ € A I lnapf'. dle D 1.7 I

el je-l1 If(x)1 ~ K pro vilechna x E I ,kde KEEl'

je ' Im(x) I ,;; K, III( x) I ~ K , I ri]) (x) I,;; K,

I~ (x)1 6 K , tedy m , II , % ' ~]) € ~I
fl 9'1~m, ¢.D ~ )( skora vilude v I ,

(L) (PD

,..
s/ = L sus. fey) • car(Jk) = S (f ,D)"-1 YE "

,

(L) I :Pp
,..

= L- inf fey) • (!ir(J
k

) = " (f ,D)"-I ,e~

/horn! a doln! sou~et pf'!sluAnY k funkc1 f a dl!len! D / ,

hi je-l1 Dn posloupnost dlilen! 1ntarvalu I , jej1chi norma konverguje

k nllle pro n --+ + 00 a
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je 1111
'II .. 00

14 € ,'(:1

11m S (Dn,fl .. (Rl;r f ,
.... 00 I

•

!PJ) .. II slcoro vAude v I /odtud dost'vUe znovu, lie
It.

/ , ted;y po41e I.ebesgu8ovy vllty

i/ po41e

lilll (Ll ;r¢D
. I It

g/ a hi dostenelll8

.. (L);r II ,
I

(R) J f =
I

a obdobntm zpd80belll dokalellle

(R) J f ..
r

j/ protole Ill": f ,.: II', je

(L) J II
I

tek'
(L) / III

I
,

(R) / f .. (L»)'
T I

III ~ (L) / f ~ (L) J f
T I

~. (L) j' II .. (R) J f ,
I I

z t'to nerovnos~ dostenellle ihned tvrzen1 dodatku,

k/ (R);r f .. (R) ;r f DBstene 41s j/, pmll kd;yl (L) ( (II - Ill) .. 0
I I

a odtud dost4vUe vzhledem k nerovnosti Ill':; II a vzhledem k D I.6d

tvrzen1.

Pozn'mka. Bua II C Er , 14 omszeM mnoUna. Protole nosill funltee .~ /po41e

definiee v 7,25 II/je mnoliJ)a II , existuje kompaktn1 interval I C Er
tekovy, lie pro x E Br - I je ~(x) .. 0 • Snadno zjist1me, Ie hodnoty

(Rl ;r ~ ,
I

resp. (R) ;r 411
I

nezll.vis! DB volbi interValu I • Tato ll!sla obvykle nasivll.me yni! 'IS, resp.

vn1tfn! Jordan - leandv obrism mnoliny II. Jsou-li stejnll. /tj. ja-li

ebarakteristi~ funkee mnoliny II Rie~ovsky integrovatelMl j hovof'1me

tak' 0 Jordan - laanovl! ob-jeinu mnoUny II.

ID III.2·1

loInoUns II C Er mlI. Jordan - Peandv objem, pmll kd;yll je OIIlezeM a jej!

hraIrl.ee '"' I.ebee&\l'8ovu a1ru nula. Dokallte I

/Poulijte D III.l.1 Jordan-Peandv objem je v tomto pf'!padll roven ~1"1I ,

tj. speeill.lnll II E 'J7tr ' .

/Viz t'l p~. 8,52 a 8,53 II.

- 267 -



Me Er
je roven

omezena mno~ina. Potom vnejAi Jordan - Peandv objem mno~iny
"-

infimu viiech l!:Ceel tvaru t= cUr( I j) , kde 11'12., ••• ,In
J."

je l1bovolnY konel!nY 9Ys'tElm kompsktnich,1Dterveld, pro ne~ plat!

M

?l-

UI:>M.
j_1 j

Doka1l1te

Formulujte a dokalteprisluAne tvrzen:C pro vnitrni Jordan - Peandv objem

l!isel tvaru

• Potom vnejAi Le~esgueova m:Cra cUr M mnoUny M je rovna

.z= (!Lr(I j), kde 11,12 , ••••••• je libovolna
J=1 00

posloupnost kompaktnich intervald, pro niZ plat! U I j :> M • Dokalte
j=1

~UZijte vetu 55 l!i 7,19 a toho, Ie kaldou otevrenou mnolinu lze vy-

jadrit jako sjednoceni spol!etneho systemu neprekr,tvajicich se kompakt

nich intervald. Viz tel 5,5 I:-J

ID III.4.!

Bua M C Er

infimu vAech

Poznlimky.

11 Tvrzeni D 111.3 a D 111.4 nazorne ukazuj:C rozdil mezi vnejAim

Jordan - PeanovYm objemem a vnijA:C Lebesgueovou m:Crou a tedy v podsta

te take mezi Riemannovym a Lebesgueovtm 1Dtagnilem.

21 JinY dllkaz tvrzen:C D III.l a podrobnejA:C inf'ormaci 0 prilehl.ych

otazkach lze nalezt v knize V.Jam:Ck, Integnilni pol!et II , kap , XI

ID IV. IAbsolutni spoji tost Lebesgueova integralu.

Z teorie Riemannova nebo Newtonova Ipripadne zobecneneho Newtonoval inte

gnilu je zname toto tvrzeni :

promenne

dt ,

~f(t) dt jsou spojite funkce

tel veta 66, pozn8mka 3,14/.Iviz(a,b)

potom funkce

"necht - 00 < a < b < + 00 a necht ex1stuje Riemanndv INewtondv

nebo ZObecnenY Newtondv ~)I integral
Ir

x I f(t)

ff(t)dt a
a.

x v intervalu

Pro Lebesgueflv 1Dtegral lze dokSzat dokonce tzv. absolutni spojitost.

UveCke nejdr:Cve nasledujic:C tvrzen:C•

• ) V pr:Cpade zobecneneho Newtonova nebo Newtonova 1Dtegnilu mdleme pripustit
ihodnotya=-oo l!i b=+CIO •
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ID IV0101

Necht 14 E mr , f E:e
M

0 Potom ke kddllmu

J > 0 tak, l!e plat:!

e > 0 u:1stuje

N eM, N E m r ,

II Nlivod kdllkazu :

al If1E :eM Iveta44/,

bl bua pro n p~1rozenll f n =min ( If 1 ,n); potom

f n E.t'M Iv1z cvHeni 6,27 , 6,26 I, fn »" I f I

a tedy lLev1ho vetal

,
cl je-l1 e » o , eJdstuje no tak, l!e

J ( If1 - f ) = Jlfl - jf <4:M no M M no

dl bua 8 6
necht N E mr CU'l'N < s= NCI4,2no

, ,
potom Je

,

ID IV0201

Nk C 14, Nk E mr' k = 1,2, 000

J I r] ~ C 0

NK

eporem Iuvedenll v D IV 01

[ > 0 a mnoUny

(U-l'Nk <* a
tak, l!e

Dokazte tvrzeni

~ Existuje'

00 00

Bua N .. n u Nk Je tedy CU'l'N = 0 0
1L-1 K =?t.-

oo
Ozna(!ime-l1 Pn

.. U N ::J Nnk="" k

col! je spor s J I f I ~ J
1'"" N'It.

Bua nyni - 00 < a < b < + 00

1nterva1u <a,b) 0 BUdeme i'ikat,

va1u <a,b) ,jestlizekekal!Mmu

, N =

a bua F funkce definovaM na

h F je abso1utne spojita v inter

e. > 0 ex:!. stuje 0 > 0 tak I

Je podle vety 29

.....
,

J If1
N

0=

Protol!e
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Ie pro kaldY kone~ syst6m a!sel

,..
(bj-aj) (,Jpro nlijl plat! L/_1

plat! tak6
,..

I F(b} - F(a j) IL. < e.
jd

Funkce abeolutnli epojita v intervalu (a,b > je zi'ejmli taka stejnomlirnli

spojit8 /atac! vol1t n = 1 / a tedy tak6 spojit8 v intervalu <a,b > •

[DIV.3·1.

Necht - 00 ( a < b < + 00 , r E .;c(a ,b) , Ie E El •

Potom funkce F,

F(x) =

x

ff(t) dt + Ie
a.

/tzv. neurci~ Lebesguedv integral funkce f /

je abaolutnli epojit8 v intervalu <a,b > • Dokalte

l!Zf:ejmli f E:t:-( ) pro l1bovoln6 x E <a,b>
11. a,x

pro N = lJ <aj,b j> , kde;-1
••• ~an"::::::'bn~b

tj.

atac! te~ poul!t D IV.l.-.J

!DIV.4·1

,
•••

dt ,

, F(O) =0 •
•f = F v intervalu

Dokalte, Ie tvrzen! D IV.l neplat!, nahrad!me-l1 Lebesguedv integral

Newtonovym neb zobecnlintm.NewtonoyYm integralem I

II Buli F(x) = -rl- coa -7 pro x E '(0, 'JT')

Po tom funkce F je prim1t1vn! funkc! k f'unkci

<0, 'JT') •

Pro kalda pfirozena Ie vAak je

1 1
= +

Ie 'J{' (Ie+l) s: •

Pro l1bovolna pi'irozena c!ala man, m > n je te~
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1 ) =
!('K.+l)T

1--
tnT

1 <---l..
I (m+l)T I n'lf

a

Odtud ihned dosteneme /harmonickli i'ada/,!ie F nen! absolutn~ spoji ta

v intervalu <0, :IT> • --lI

PoznlUnka.

'l'vrzen! uvedene v D IV.3 1ze tormu1ovat take slovy: naurl!itj Lebesguedv

integral. je tunkce absolutn~ spoji ta. Naak$ta se pi'irozed opal!na otazka.

Bua - 00 <a < b < + 00 a bua F tunkce absolutn~ spojita v <a,b>.

Existuje potom tunkce f: E :e(a,b) tak, aby pro vilechna x E <a,b>

platllo x
F(x) = J f:(t) dt + 'K. ,

a

kde 'K. je vh0dn8 konstenta? OdpovilCl Mva nasleduj!c! vMa /viz V.Jarn:l:k,

Integra1n! pol!8't II , v~ta 94 /.

Necht - 00 < a < b < + 00 a necbt tunkce F je abso1utn~

spooli ta v intervalu <a,b > • Potom pro ekoro vilechna x E <a ,b)

existuje vlastn! derivace F'(x) ,jest F' E :t(a,b) a existuje takova

konstanta 'K. E El ' lie pro ka!ide x E < a,b) plat!
)(

F(x) = J F'(t) dt + 'K. •
a

Na zaklad~ teto v~tJ doka!ite nasleduj!c! v~tu.

Bud -00 < a < b < + 00 •

a/Je-11 F absolutn~ spojita tunkoe v intervalu <a,b)

F'= 0 skoro vilude v <a,b) , potom F je konstentn! v <a,b) •

bl Tvrzen! uvedene v 'a/ neplat!, nahrad!me-11 slova absolutn~ spoolita

slovy spojit8 /viz cvil!en! 8,71 /.

•<a,b >
dt = 0 pro vllechna

•b < + 00-oo<a <
)(

al Necht ~ € ;e(a ,b) a necht! :f' (t)

:It € <a,b>. Potom SO = 0 skoro vilude v

IDIV.6·1
Bua
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F absolutne spo-

<a.b > •
Potomje

~ Bull. 101 = {X E <a.b>; 9'(x» o }, nechl c",lI) o ,
Podle 7.20 ex1stujEi uzavi'ena moUna F C )I • (!L. F > o ,
Protde (a.b) - F je sjednocen! spolSetn4ho syst4mu otevi'enich

intervalo.. je J 9' = 0 • co! .1", spor •.J1
r

bl Bull. f fWlkce definovana skoro vlude v <a.b> •
Potom f E :t (a .b) • prave liayl ex1stuje fWlkce

j1t4 v <a.b> takova. la F'= f skoro vlude v

-4
J f(t) dt = F(b) - F(a) •..

r;ouu. ,e D IV. 6a a vlltu uvedenou pi'ed D IV. 5 .:.JJ

Posledn! tvrzen! udliva vlastne tzv. deskr:l.ptivn! def1nic1 Lebesgu8ova

1ntegralu pomoc! j1st4ho del/l!ho zobecnen! pojmu pr1m1tivn! fWlkce. Tvrze

n! D IV.5a zarulSuje nazav1slost t4to dafinice na volbe fWlkce F • tvrze

n:! D IV.5b ukazuje. Ie pi'edpoklad abaolutn! spoj1tosti nelse nahrad1 t

pouze spoj1tost:!.

ID V-. 1 R1eJllB.lUl - Lebesgueova vets 0 10kal1sac1.

V tret:!m s&mestru studia je prob!rana elementarn! teor1e FourieroyYch rad

Iv1z skripta V.Jarn:1k. IIatematick4 analysa pro tret! semestr. kap. III.

§ 71. Pamoc! Lebesgueova integn11u lze zav4st Fourierovy rady pro obecnej

II:! tUdy funkc:!.

Bull. 0 <L < + 00 a nechl funkce f je definovana v ceUm ~

"a me per10du L Itj. f(x + L ) = f(x) pro kald4 x E El I. Nechl dale

f E ;e (0,1)1 je tedy tak4 f e :C(a.b) pro l1bovolnAl. a.b E El •

a < b ; oddvodnllte I I. Funkc1 f mO.!eme pr1i'ad1t jej! Fourierovu radu

00
1 a + L. 2kJr x 2krx )
:! 0 K.f (~cos 2 + bk sin --r · (1 )

D

kde lS:!sla ak a b
k

jsou dana vztshy Ic
c+l

2 J 2kr.x
a k = :l f(x) cos L dx

e
c+l

b = a J rex) ain 2kj I dx
k L t

lukalte. !e integn1ly ex1stuj! I I.

je l1bovoln' realn' lS!slo I

, Ie = 0,1,2,•.•

, Ie = 1,2, ••••

Je nyn! pi'1rozen' zaj!mat se 0 nasleduj!c! otlizq: kdy i'ada (In)

konverguje. kdy konverguje ate,1nOlReml! a jall;f je jej! soulSet. Y7hOYUj!c!
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odpovllCi d4V1i nlialeduj!::! D1riehlet - Jordanova vllte.

Bu! 0 < 1 < + 00 • bU! t definovenli v ee14m ~ a necht r m4.

periodu L • Neeht - 00 < a < b < + 00 a neeht l' m8 v inter-

valu ( a.b) konecnou variaei II!

Potom plat!:

1. V ka!d4m bodll x E (a .b) je Fourierova ~ada (lD) t'unkee l'

konvergentn! a m4. aouce t

lim
1'(x+h) + 1'(x-h)

It .. 0+ 2

Ije-li tedy t apoji tS v boM x • je aoucet ~ady 1'(x) I.

2. Jeo-li nade l' apojitS v (a.b > • je jej! Fourierova ~ada atejno-

ml\mll konvergentn! v kdd4.i intervalu <a' ,;:J ';> C (a.b) •

IlO.kaz t6to vllty la hdu dalll!ch vllt. kteN Be tYkaj! FourierovYch redl

lze na16zt v knize V. Jam:!k. Integrliln! pocet II • kap. XIII. Celj text

prvYch §eati pal'agref'd tHo kapitoly lze etudovat bez podrobn4 znaloeti

predchoz!ch kapitol. tj. bez ohledu na to. znlime-li Lebeaguedv integrlil

zaveden$ na zliklade Daniellovy metody nebo jin$m zpdaobem. UveCime proto

jen jednOduU! ddkaz tzv. Riemann - Lebeagueovy vl\ty 0 lokal1saci.

B
BuCi -oo~ a < b ~ +00

funkc! definovan$ch na intervalu

• BUCi 8n In =1.2 ••••

(a.b) • neeh1;

I poaloupnost

.al 8". E A(a.b) pro ka!d6 n.

bl existuje konatente II E El tak,!e 18".(x) I ~ II pro vliechna

x E (a .b) a v§echna n ,

01 pro kazdj interval <ex,;9 > , a ,,;;; ex ,!5;3 ~ b plat!

19

lim J lln = 0 • ()D)
7f -i'OO IX.

Potom pro ka!doufunkci l' E ~ (a.b) a ka!dj interval

IJ

lim J1'.8".=O.
?l"'OO a

Je-li nav!c konvergence v ()D) stejnomllrn4 vzhledem k

la '" ex "" ;3 :; bl, plat! i (4D) atejnoml\mll v IX,1l
IX, ;1

la 0;; ex ~;9 .,; b/.
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HI Viz V.Jamfr, Di1'erenoialni pocet II, kap. V, §9; tento poiadavek znamenli toUI
jako existence dvou konel!n$ch a neklesajicioh f'unkc! 1'1' 1'2 v <a.b) takov;fch,
!e l' = f'l - £2 V <a.b) •

1.3535 .'



r-;6vOd k dl\kazu fprov6dlljts podrobne/:

je

6> 0 •

• L. aL.A "" b I

-.ן

M11 t - g I < f
a

af Necht f E :t(a,b) ,necht je Mno

Podle 8,70 existuje fUnkce g lelementarni jednoduch8 fUnkcel....
tvaru g = L <X-j • cr ' lode r j , C (s ,b) jsou disjunktni

j-'1 j
intervaly, pro nil

.4-

JI1'-g/<..L
IZ 2M

bl Jsou-li a • 11 libovoln6 l!isla,

.4-

,;;) i ; ~ l!f11 f - g I . 1~ I ,,;;;
IZ

" .
I I

cf Mle je

13 1>/. 1>/.-

Ij g.~ 1= I~ IX j • J~I ,,;;; L /<X-./ • IJ~I'" J-'1 Ij /='1 J I,
J-

d/ VyuUjeme-li odhsdu
,Q ,(J 4

II f·gn I~ I/(1' - g) .~ I + Jg
~IX

dostaneme ibned tvrzeni~ ,

...

, ,

jD V.2.1
Bu1l. Q < 1 < + 00 ,bud l' fUnkce de1'inovan6 v ce14m El s periodou

L a necht f E ;e (0, -l) • Definujm~ l!isla a k , bk podls (2D) •

Potom lim a
k

= lim bk =0 •
k-t-oo k~oo

r;OuUjts D V.l ~

ID V.3·1

! ,'j Bud -00 ~ a < b ~ +00
.~

, " .,

/.Ya "'" a "'"
.L. b je

, f E ;;C (a ,b) • Potom pro

lim
t-t'+OO

IJ

J f(x) cos tx dx =lim
« t~+~

r3

j 1'(x) sin tx dx =0 ,
(J(

p~il!.m! konvergence je stejnomllrna .zhledem k

a "'" a L. ~ .L. b. DokaUe.!

II PouUjts D V.I :J

pro
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