














Tedy PF(x) = 'éﬁe'zx pro X €{0,+00 ) .
e/ UkaZte, Ze Je 'téz splnéna rownice

F(x) +2F(x) =0 a
1/ vypoltdte z této diferencidlni rovnice F(x) ,
2/ relite soustavu ‘
2 F(x) - F(x) = 2 e2% ., /T
2Fx) +F(x) = 0

jako soustavu dvou linedrnich rovnic . “

6,52.| Poslednim ikolem, kterym se budeme zabyvat, je etudium a nakresleni grafu

funkce zadané integrélem, podrobndji - je déna funkce F , Fla ) =

=‘/[f(x,a')dx,mynémenakreslitgmftétofuxkce F.

P¥i Pe¥eni tohoto problému budeme postupovat takto:

1/ zjistime maximdlni obor Dy ("defini¥ni obor"), ve kterém je funkce F
definovdne & konedné, tj. zjistime mnoZinu téch a € El y Pro kterd

konverguje ‘//w‘ Ax,a ) dx ,
tedy D, = {a'eEl; f*'“eZM},

2/ budeme zkoumat spojitost funkece F v mnoZind l)F .

3/ spo¥itéme limity funkce F v "krajnich bodech® mmnoZiny Dp , preandji -

Je-'li mpfc DF = (a’b) '} Bpo(!ité-m

lim Fla) , lim {ax ) ,
a5 A @,

4/ budeme zkowmat monotonii F ,

5/ eventuelnZ pro podrobtnZjsi studium vySetfime extrémy fumkce
konkavitu & konvexitu.

F’, resp.

oo

: -ax
6,53. Nekreslete graf funkce F(a) = / 2 ax !
: o l1l+x

“ 1/ Zjistéte, Ze Dy = (0,+ 00 ).
2/ UkaZte, %e P Je spojitd v { 0,4+ 00 ) (viz pF. 6,3 )
3/ mzt@, e 1lim F(l) = 0 (viz pfo 4'21)0
a-»oo

4/ Ukaite, fe F je nerostouci v { 0,+00 ):
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a/ zvolte libovolné & ,a, € {0,+® ), a, { @, , potom
ze vztiahu
-ax -a,x
e BE e

2

= x 6(6+00 )
1+x 1+x2 !

plyne i F(«&,) =2 F(&,) (ukaite, Ze dokonce F(a,) > F(a,) ),

b/ F(a) < O pro a € (0,400 ), odtud plyne, Ze F je Klesajici

v (0,+00 ).
5/ Ukaite, e F je konvexni v intervalu (0,+00 ) (gpodtite F* ! )

6/ UkaZite, Ze

mex F(a) = F(0) =% | int Fe) = 0 ,
a€o, +o0

minima funkce F nenabyva.

* -,
7/ Ukaite, e F (0) = —o0 ,
(Podle zndmé vEty = vyslovie ji a odivodn¥te - ‘jest
F (0) = lim F'(a) a zjistite, Ze
a->a,
oo -8X o<
. xe
lim F'(a) = lim (- —— ) dx = - X = - .
a0, ‘o/\a-&a, 1+ x * ‘o/\ 1+12 * )
Jednotlivé kroky si znovu podrobnd provedte! Nakreslete graf ! 1
7 ax
6,54. Nakreslete graf funkce F(a) = / -—-—2—-——2—- s
g
x~ +a

1/ Dp = (-00 ,00 U(0,+ 0 ), F je funkce sudé,
2/ P je spojita v Dg »

3/ lim Fla) = +00 , 1im Fla) =0 ,
@-> 0+ Q>0
4/ F je kKlesajici v intervalu (0,+00 )

5/ F je konvexni v intervalu (Q,+o ) , “

— ey

6,55. Nakreslete grafy funkci
L 0o 1

£ ain X

a/ F(a) = ax ,
T x+a)2
’ lo (1—a212)
o Fay = [/ gl

R NhR
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oo

o/ Ha) = [ SEEEEX = ax
X -ax
l-e - ax
= dx
d/ F (B) ‘/ 12

Uvedme nyn{ v dslsim, Jji% nikterak systematicky, rizné p¥iklady.

*
6,56.| Bul a > 0, funkce f necht Jje definovéna v intervalu. {0,a> , nechi

e x(’a s ° necht f Jje spojitd v bodd O zprava.

Potom

a .
h xr

1im f{x) dx == . £{0} . -
h+o ‘/ h2+ xz‘ 2

X
Polozte Im) =/ " (200 - £(0) ax .
/] +

Bud x, € (0,8) , |f(x) - £(0)] £ X pro x € (0,x)). Ukatte, Ze

[ A
h =
Jin f (£(x) - £2(0)) ax = O ,

X, h2+
X, n
v
f f(x)-f(O))dxlé-—.K.
A h2+ xz 2

Odtud jiZ lehko odvodite, Ze ,}im I(h) =0 a poté tvrzeni.
>0 )

+00

” .
6,57.| Necht funkce f,g Jsou definovény v B, » necht (L) f glx) dax =1 .,
-00

Bud x, € By , pledpoklédejme jJeBt, Ze f Je omezend v E, a spojitd
v bodé& xo . _Potom

+00

1 x~Xg -
y]-'.i?y :{ f(x).g(y ) dx f(xo).

DokaZte!
” PouZi jte substituci x - x =ty a vitu 60 . "

6,58.] UkaZte, Ze

2ab

\ﬂ/‘xe-'!‘x.n.‘.::ul:n::tlx!=

(a2+b2)2
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pro a >0, b€ B .

[ oavolte derivact visledkd z pi. 4,47 a 4,48 . ||

*x
6,59. | Ukaite, Ze

a 4
/‘ log( 1;-1) ax + f Lozt 1;3::) ax
/) 2

= 2(log 2) . aretg a + = log (1+a’),
1+x

pro libovolné a > -1 .

"Tkaite, Ze

1/ integrély i:onvqrguai pro a » -1

a -
2//‘ log (1+x) ax

Je primitivni funkci k funkeci
I P
log(l+a) -
—552—)— na intervalu (-1,+00 ) ,
1l+a

3/ derivace levé strany rovnosti je rovna derivaci pravé gtrany
rovnosti pro libovolné a > -1 ,

4/ pro a = 0 Jje rovnost splnina . |[

6,60.| Ukaite, %e

E ax + /’ og£1+ax)(a+x) -

7 1+x

A b ]

. log{1+a?)
pro libovolné a > 0.

“ Volte atejny postup jako v p¥. 6,59 . ﬂ

6,61.| Uknite, Ze

1
(R)f mdx=%.1032.

o 14x?
";aa&te a=

0 do rownosti v pi.
v piikladu 6,60 . - I

6,99 anebo a =1 do rowvnostl.

*
6,62.| Ukazte, Ze

! a +1
, 1+x-2x> ,
F(a) = _/ xf ﬂn;z ) dx = log2 pro a € (-1,+ @),
o 1 -

e
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ﬂ_——m—:aﬁte s Ze

i/ pro a > -1 integrdl konverguje ,

¥
6,63.

2/ F(a) =0 pro a € («1,+00 )
3/ F(O) =1leg2 .
UkaZte, Ze

a

“ UkaZfte, Ze

X
2 -
1/ u/n et at  je primitivnf funkee k funkci e
(7]

_

2
-tz 2 7 4e—x2(t +1}
-] dt =1—-0——2—dtproxEEl,
tT+ 1

=

na intervalu

(O4+00),

2/ derivace levé 1 pravé strany rovnosti jsou stejné na intervalu

(0,+00 )
/pozor p¥i derivovéni sloZené funkce !/ ,
3/ provedte 1limitni pRechod pro x—» + 0O a vyuZijte vysledkd
pifkladd 5,84 a ¥ dosadte x =0 .
Ve provedte podrobné a odivodnite ! . !
%
6,64.| DokaZte, Ze
7 _a-l ab-1 :
X bx .
Fla,b) = ~/F ( - - ) dx = log b
? l-x 1-%
pro a € (0,+00 ) , b € (0,400 ) 1
H UkaZte, Ze
1/ integrdl pro a >0, b > 0 | konverguje,
2/ -g—:: = 0 pro ka%dé b > 0 na intervalu (0,400 ) ,
3/ F{l,b) = logb . |
o]
6,65. | VyBetfujte funkei

<+
Fla) = _O/ 103(::2 + az)

UkaZte, Ze

1/ integrdl konverguje pro v3echna a € E

2/ funkce F je spojitd funkce v E,

3/ Fla) = 103(1+32) -2 + 2s8 arctg%
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1 *
/viz podobny pifklad 6,12 g/ ,

pro a #0 , F(0) =-2 ,
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[«
6,66.

6,67

%«
6,68,

4/ F'(a) = 2arctg% pro a £0 , F_:(o) =T , F(0O) =-7 .

Mechanickym derivovédnim - bez ovifeni pifedpokledl - dostdvédme chybny vyale-
dek

1 pro a =20

2arctga pro a £#0 .
Rozmyslete !

Vydetfujte funkei

UkaZte, Ze

1/ Fla) = - @ pro libovolné a € E, ,
2/ mechanickym derivovénim integrdlu za integraéniﬁ: znamen{m dostanete
. 1
F (a) = ol pro 8 € {(~1,+00 )

(xtery piredpoklad v&ty 61 nemf splnin 7 ).

PPedpokldde jte, %e jste odvedili vzorce

1 p .
/ log 0= __ /‘ log (14xP) . T~
o x 6p 2 x 12p
pro p € (0,+x® ) (viz kup¥. 4,45).

Odvodte odtud pomoci derivace integrdlu podle parapetru, Ze

7 2 7 _p=-1 2
«-1 1 T f xP 1 ay T

log = dx = —r log = =

af o 6p° ' % 1A x 12p

pro p € (0,+00 ) ,

VyBetfujte funkei
+x2
32
F(a,b,m) = f1°8('§'—2 ) cos mx dx .
e 0 b +x

Ukaite, Ze

1/ integrdl konverguje pro libovolné hodnoty a,b,m € E, ,

2/ je-1li a,b € Ey pevné, je funkce F{a,b,m) spojitd jakoZte funkce
m v E /pFesnsji funkce FoiP2¥
8,b € E, ’

Je spojitd v E, pro libovolné
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Spodtéte -g—g 8 pouﬁit:‘.m pf. 5,92 a a odtud@ spoltite F(a;b,m)

/nutno rozliit pripady m =0 a m#0 , viz téZ p¥. 5,91 /e

6,69.| Dokaite, Ze

1 7
‘ fxp°1 . sin{qlog x) dx = 2 qa. . /!;p—l . cos(qlog x) dx = 2p 5
0 p-+q g : P +q

pro libovolné q€ E; , P € {(0,+00 ) .

” PouZi jte vysledkd pf. 4,47 a 4,48 spolu se substituci log x =t . J

6,70.| Dokazte, Ze

, _
o/ / @1 . sin(qlogx) ix
0

Toax = arctgg pro p (0, ) , q€ B ,

-1

P oo (q lo
b/ ‘0/' : q gx) dx diverguje pro libovolné HOdnoty Psq -
, 0gX

“ a/ Odvodte derivovénim integrélu /derivujte podle p 1 q !/
8 poufitim pi. 6,69 .

b/ Zkoume jte chovéni integrdlu v okoli bodu 1 . ]l
Co nfm d4 mechanické derivovdni 7

*
6,71.| Dokaite, Ze

7 o+ Ja2p?
F(a,b) = /log(a:bcoa x} dx = 7 log
0
pro 0<{b < a .
A
/a2 - b2

(‘.ést 11 %% pfo 5,87 nebo pfo 6,30 e . I

ZF
: ” UkaZte, Ze >a (a,b) = a pouZijte vysledku piikladu 8,66 -

6,72, UkaZte, Ze

00

‘ l-cosx . 2

-ax 1 a“+l

F(a)=[a —5 4 =35 1log —3~ pro a € (0,+% ),
a

” Lehko gjiat{te podle pf. 4,48, %e F (a) = za -
‘ 2 a~+l
_1 a +1
plyne, Ze F(a) = 5 log 5~ + C a provedete limitn{ pPechod pro
a , .

R

y odtud tedy

a — + &0 .

Viz té% p¥. 5,95 .__ﬂ
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6'73- Ukﬂite, Ze

© 5 |
f sin®bx ax = I
A <2 z

H PouZi jte p¥ikladu 6,47 , kde provedete limitnf{ pfechod pro k — 0, ,
viz téi pi"- 5,93 - H

bI pro bEEl.

K
6,74. | UkaZte, Ze

o ‘
/ e—axz - ¢os bx T
F(a,b) = / dx = 5. b| - JaT

pro 8 € (0,4 ) , b € E .

1/ PouZi jte vziahu

[= =] -axz [o.a)
e -1 - :
Fla,b) = f =4 ax + f 1- cosbx .
. a x 7] xz

B vysledkd pFikladd 6,35 a 6,73 .

2/ Ukazte, %e Fla,b) =~ Ja T + C(b) /derivace podle "a” s pk. 5,84/,
odtud vyplyne, Z%e o
) - cos bx

C(v) = lim F(a,b) = / "—*—';2'—'""' dx a op¥ét

a-r 0+ a

pouZi jeme 6,73 .

3/ Dostanete vysledek téZ derivovanim podle "b"™ 7 . H

X
[6 yT5. ) UkaZte, Ze

o0
e_ax T {a+ a2 +m2)
1/ ., cos mx dx = 5 5 pro a € (0,+00 ) ,
¢ }/x_ 2 (a” + m®)
o0 ‘ m € El "
-8%
e
2/ / /_ ginmx dx = Jf2T . ////a2+m2-a-
5 xfx

\ pro a € (0,+® ) , m= 0.

[ 1/ substituce = =42 a pr. 5,94 .

2/ Derivace podle "m" a vysledek prvni Zdgti . "

- X
E,76. Bud féocf(’a’&) . Pro kazdé x € {(a,b) bud F(x) = _a/f(t) at .

S

Je=1i f spojitéd v bods X, » existuje F’(xo) a F'(xo) = f(xo) .

DoknnZte !
{(Vice o funkci F wviz - dodatku D IV).
o . [ F(xq+h) - F(xg)
. S - f .
,  Odhadnite | o (x,) ’_“
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71
6 ,77 ¢ | UknZte ’ Ze

o]

: b=1
F(b) = / X dx = T pro b € (0,1) .
° 1+x sin‘.rb ‘

" 1/ Integrdl konverguje pro b & (0,1) .

T

ne jd¥five pro
sin7b

2/ Dokaite, %e TF(b) =

b € (0,1) raciondlni .
3/ UkaZte, %e funkce F Je spojitd v (0,1) - viz p¥. 6,11 .
4/ 0dtud dvodte jif tvrzeni .
Viz té% V.Jarnik, Integrdlni poéet; I1I, kap. VII, § 5.__”

6,78. Spo¥t¥te nédsledujfof integrély .

4
f (1-2") (1=-xY)

[/} logx

a/ dx ,

k4
T
v/ / log(l+asinx) dx
. e sinx

x

T 2
of / lo§(1+a29:l.n x) ax

sin x

r .
]
2 -
d// cotg (a tszx) dx ,
J:]

o
e/ / cotg ax . cotg bx dx ,
a

o0
2 2
a
r/[ log (1+;z) . log (1+.:-zz-) dx ,
4
2
& / log (a%cos®x + b2sin’x) . cos 2nx dx ’
0

o0
log (1+a®x?) . arctg bx
b af g . gox o,

00
x
e & =
1// x.arcootgp 4.
? x2+q2
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g 2 2, 2
¥ / log (& + d“tgx) dx ,
2

T
'z
k/f log (1 + p sinzx) dx .
A )
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7,1.

7. Jind pojeti Lebesgueova integrdlu.

V této kapitole ukédZeme, jek lze vybudovat teorii Lebesgueova integrdlu,
vy jdeme~1li z prvotniho po.jniu,miry. Bylo by vhodné, kdyby si Etenéf ne jafi-
ve prostudoval dodatek ke 4.kapitole ve skriptech I.lerny - J.Mafik,
Integrdlni polet I , kde se autofi timto problémem zabjvajl - oviem pouze
za omezujicich pPfedpokladd /uvaiujl toti¥ pouze podmnoZiny eukleidovského
prostorw/,

Zopekujeme jedtd jednbu, Jakx jeme my vybudovali teorii integrdlu a
miry. Vy8li jsme ze zdkladniho prostoru (2,A) , tJj. ze zdkladniho systé-
nu funkel na némZ byl definovén zékladni funkciondl A , tento prostor jsme
roz8fiiili a obdrZell jsme systém &  vsech funkci s konedngm abastraktnim
integrdlem A ; pomoci tohoto systému jsme pak definovall systém vSech
néfitelngeh funkef A, systém videch m&Ffitelnych mnoZin 77 a miru
e na 7 , Celému tomuto abstraktnimu postupu rfkejme krétce Daniello-
ya_metods, abstraktnimu roz#f¥en{ pak Daniellovo rozdifent.

JegtliZe Jsme zvolili za zdkladni systém Z systém v3ech spojitych
funkeil C, s kompaktnim nosifem v E. aza zékladnf funkciondl A Rie-
mannivy integrdl pites Er y dostali jame specidlni teorii, a sice teorii
Lebesgueova integrdlu v E, ; systému Z odvozenému v této teorii jsme
#ikali systém viech funkel s koneinym Lebesgueovym integrdlem, mlavili
Jeme té% o aystému 77/, vSech lebesgueovsky m&Ffitelnych mno¥in v E,

r
i o Lebesgueové mife ., .

Pri budovdni teorie Lebesgueova /&i absatraektniho- integrdlu je moZno
také zvolit postup zcela opadny, tj. je moZno vyjit z teorie miry a na
zdkladé této teorie pak vybudovat teorii integrdlu. V dalsfim nagna&ime,
Jak toto lze provést. Vzhledem k tomu, Ze tato kapitola mé v3ak pouze pro-
blémovy charakter, omezime se v daldfm jen na struiné myﬁlenkj, neni moZ-
né na tomto mistd vybudovat celou teorii detailns. Je nutmo také pFedem
upozornit na skutednost, Ze mnogi autorl se zabfvajl t&mito problémy za
riznych pFedpokladd a bfvd jejich snahou vybudovat celou teorii pokud mo¥-
no ¢o nejobecnéji. Domnivdm se, Ze neni WZelem této kapitoly upozornit na
v3echny mo¥né detaily riznych teorif, budeme proto v dalZim pouZivat &asto
znalné omezujicich pledpokladd a nebudeme ge uvedenou problematikou zaby-
vat v celéd H1ipd, '

A Je8tZ jednu pozndmku. Tak jako pii Daniellovd metod¥ jsme mohli vy~
Jit z abstraktnfho prostoru (Z,A) &i tento specifikovat - mohli jeme vy-
Jjit z konkretnfho systému C,, viech spojltfch funkel s kompaktnim nosiZem
v E, a z Riemannova integrélu - tak také p¥i opaZném postupu miZeme vyjit
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7'2¢

7’3.

T34

z abstrekini teorie miry anebe ze specidlniho p#ipadu - Lebeégueovy miry
v E. . Aby se &tensaf v této kapitole lépe orientoval, budeme za Iisly

Jednotlivich odstaved vZdy uvéddt, zda se jednéd o obecnou teorii &i o spe-
cidlnf teoril v euklelidovakych prostorech. N&kolik odstaved bude pak vy~

hraZeno cviZenim.

/obeen’d/: Definice ¢ - okruhu

Bul ddna libovolnd neprézdnéd mno¥ina X . Neprdzdny aystém ¢° podmnoZin
mno¥iny X nazveme /mnoZinovym/ g - okruhem, jestlife plati:
/) A€ ¢ , BE€ ¢ = A-BE ¥ '

o
2/ An€ 50 (n = 1'2,.0-0 ) => H An € ‘90 -

To znamend, %e G - okruh ¥ e svymi libovolnymi dvéme mnoZinemi
obsahuje i Jejich rozdil & se spofetn® mnoha mnoZinami i jejich ajednoceni.

Je-1i navic jedt&¥ X € ¥ , budeme systému % fFikat & ~-algebra.

/evi&ent/.
Bud ¥ O’ - okruh podmnoZin mnofiny X . UkaZte, Ze plat{:
af 6 € ¥
0
o/ & €F (n= 125000 ) = {:} A, €8 .

/evideni/.

Rozhodn&te, zda ndsledujic{ systémy podmnoZin mnoZiny X tvor{ ¢ - okruh:
a/ gystém vSech omezenych podmnofin eukleidovského prostoru E,,
b/ systém vBech spodetnych podmnofin E; »
¢/ systém vdech otevienych podmno?in metrického prostoru,
a4/ systém vdech uzavienych podmnoZin metrickéhe prostoru,
e/ systém viech kompaktnich podmnoZin metrického prostoru,
£/ systém viech Jednobodovych mnoZin v E,
.74 systém v3ech podmnofin dané mnoifiny X ,

h/ systém P  viech mifitelnych podmnoZin zdkladnf mno%iny P
ziskany pii Deniellové roziiient
/tvorl X g - algebru 7 , viz napi. 2,5; 2,10/.
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T4

7,6-

/obecné, cviZeni/. Definice generovaného (& - okruhu .

Jako cvileni ukaZte ndsledujfef :

A/ pranik libovolného systému & =« okruhi podmnoZin mnoZfiny X
je opé&t @&’ - okruh podmnoZin mnoZfiny X ,

B/ aystém vSech podmnoZin dené mnoZfiny X tvort & - okruh /viz
pf. 7,4 &/, .

¢/ bul (£ 1ibovolny systém podmnoZin mnoZiny X , potom existuje
prévé jeden (7 = okruh podmnoZin mmo¥iny X takovy, Ze

v U ¥,

2/ je=1i ¥’ 1libovolny & - oxruh podmnozin mnofiny X tako-
v§, Ze ija/, potom .5”_(.?’/ .

ﬂ Vezm&te v3echny &’ - okruhy, které obsahujf (£ , podle
B existuje alespon jeden, a utvo¥te jejich pranik || .

Je-1i tedy ([ 1libovolny systém podmnoZin mnoZiny X , existuje
podle prede3lého nejmensf (& - okruh ¥  obsahujict (L .
Znafme tento O’ - okiuh symbolem O (CL) , budeme Fikat, Ze
O’ () je generovén /vytvoten/ systémem (L .

Ukatte, Ze

D/ jeedi & O - okruh, potom O (&) = &L,

Zkoume jte té&Z, jaké g - okruhy generuji systémy mnoZin ve cvide-
nich 7,4 a/ - b/ .

/eukleidovské prostory/. Borelovské mnoZiny.

Ozna&me symbolem C;: aystém viech otevlenych mnoZin v En » Jak lehko
nahlédnete /viz 7,4 ¢/ , netvofi aystém O, O’ - okruh. Podle 7,5
v3ak existuje nejmens{i & - okruh podmnoZin E  takovf, Ze obsahuje
systém C;; y tje. viechny oteviené mnoZiny. Znaime tento systém symbolem

&, /ty. & = O(C ) / a jeho prvky naz§vejme borelovskymi mnozinami
En .
UkaZte, Ze

1/ F C B, uzaviend mnoZina = F € B,  /waZd4 uzaviend

mno%ina je borelovski/,

2/ saystém @n v3ech borelovskfych mnoZin je té% generovdn systémem
vlech uzavienych mnoZin, tj. @z = O ( Up) , kde U, zna-
&1 aystém viech uzavienych podmnofin E .,

3/ systém ﬁ,_ Je téZ generovdn systémem viech kompaktnfch mnoZin
v E
n ]

- 202 -



4/ @B, ¢ I, , ti- ka2ds borelovskd mnoZina je lebesgueoveky mdfi-
telnd

[l_p_odle vity 50 je ka¥dd otevrené mnoZina méFitelnd, tj. & ¢ #Z, .

podle T,4 g tvort 7/, O’ - okruh a systém @®,  je nejmensi
&’ - okruh obsahujict Q;L_“ ,

5/ @w je dokonce & - algebra ,

é/ oznafime-1li symbolem Z systém v3ech otevienyjch intervald
(a,p) ¢ B , je @, =0607), '

7/ mno%ina vdech racionélnich &{sel v E, je borelovekd,

8/ mnoZina v3ech irasciondlnich ¥isel v E, je borelovskd,

9‘7 podmnoZina borelovské mnofiny nemusi byt borelovskd,

xx
10/ mnoZfine vdech borelovskych podmnoZin E, mé mohutnost kontinua

/tj. 270 7,
*¥
11/ existujf m&Fitelné mnoZiny, které nejsou borelovské, tj. neni
I mnoZina vaech podmnoZin Cantorova diskontinua € - viz pi#. 5,7 -
m4 mohutnost 2 7 & ke3dd podmnofina C je m&Fitelnd . |

7,7-| /obecn®/. Definice miry.

~~

systén mnoZin /tj. zobrezeni, které uriitym mnoZindm pFifazuje hodnoty
*
z Ey /« Mirou (% rozumime takovou mnoZinovou fumkei, Ze

1/ definiZnim cborem & Jje néjek§ (' - okruh ¥
/tj. existuje takovy O -~ okruh % , %e pro kaZdou mnofinu
A€ je definovéno: w4 /,

2/ a€e¥ = aa 2 0 / . je nezdpornd funkce/,

3 ey =0,

4/ e G’ - mditivaf na ¥, tj. jsou-li A €Y diejunkt-
[+2]

0o
nf mnoZiny, potom .(a.( !l;)f An) = ‘kzﬁ ALA .

"|7,8.! /cvideni/.
i

Zkxoume jte, zda n&sledujici mnoZinové funkee jsou mfry:

1/ X = Ey , hd systén v3ech podmnoZin E

Ca,E ) /1 JestliZe O € B '
\0 JjestliZe O ¢ E
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T49e

2/ X =N /mno¥ina v8ech pfirozenych &isel/,

¥ = systém vSech podmno¥in N ,

n jeatliZe E ¢ N Jje konelnd

mno#ina obsahujic{ prévée
n prvkdi ,

“E =
+00 Jestlife E C N Je nekonednd
mnofina ,

3/ X, ¥ definujme stejné jeko v predeflém prikladd ,

Jemld E=¢0,
4 +00  je=1li E nekoneénd
\Z Je-1i E #@ kone&nd,
neE n?
4/ mira .« na systému viech méritelnych mnoZin ?.?Z

/viz definieci za vitou 12 a véty 14, 15 /,

5/ X je libovolné mno%ina, % = libovolny & = okruh podmnoZin
mnoZiny X ,

0 je=11 E = @
CQ'E = / ]
TT— +00 je-1i E € &

, E£0.

/evigeni/.

Bud % nirana G - okruhu ¥ podmno’in mnofiny X .

Potom

a/ A, BEY¥Y , ACB = Ak £ 4B

o0
- :
A S A G R ) B Y
oQ
c/Ané.ﬁp,A]_CAZCABC...., A= UA =>auh=
T, Ay
o
d/ Ane y 1) Al .D Az D A3 D aa s e 2 A = ‘Rrjf An ] ‘
CaA1<+oo=> Ca,A:lim ca.A .

700
DokeZte tato tvrzeni z definice miry v 7,7 ! Srovnejte té% s vitami 15,



7.10.

7 ’l.l.c

7,12.

7,13,

~/obecn¥/. Definice \plné miry.

Bud ¢t mira na o - okruhu % . Uka¥te na pFiklad¥, Ze nemusi bt spl-
néna ndsledujici podminka:

(%) #B=0, FCE = Fe¥ /a wuFr=0/.
Je-1i spln¥na podminka (%) , Fikéme, Ze .t Jje Miplnd mire na &% .

/cviZeni/,
Ukaite, Ze mira ¢ odvozend v Daniellovd roz¥ifeni je uplnd na 77

/viz p¥. 5,10/,

(obecné/. Definice wn¥j¥i miry.
‘ x
Bud X 1libovolnd mno¥ina. Yn3j8{ mfrow ¢ na X nazveme libovolnou

mnofinovou funkel takovou, Ze

1/ (a.* Je definovéna na systému viech podmnoZin mnoZiny X
/tj. ka%dé mno¥in A C X je pfiPazeno &islo «*A € By /,

27 AC X = (tL*A =0 / (u* Je nezépornd/,

4
3/(tl(ﬂ)=0,
o *, 2 *
/4, BCX, AC U B = LM 2 2 JE,.
/ovideni/.

Zkoume jte, zda ndsledujici mnoZinové funkce Jsou vnéJjsf miry:
1/ funkce . z pF. 7,8 - ¥dst 1/ - 3/,
2/ libovolné mira definovéna na systému v3ech podmnoZin mno¥iny X ,

3/ X je nespoletnd mnoZina ,

©

Je=11 E spoletnd ,

(u. E = <
1l Je=l1 E C X nespodetnd ,

0 pro E=08 ,
* 4\1 pro @ #E #X,

2 pro E=X,
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5/%X={0,1,2,3, e } ,

%1 je=11 E kone&nd mnoZins, kterd
* / o obsahuje prdvé n prvkd,
ct E = \

1 je=}i E nekone&né mnoZina,

6/x=E ; bud B ={ L; n=1,23,.. b

___—— n obsahuje-li mnofina B N B
prévé n prvkd

T~ 4+00 je~1i mnoina E N B nekonedn4,
/viz té% pk. 2,17/,

7/ % je libovolnd mnoZina ,
pro E=4g ,

0
2 obsahuje=1li E C.X pravé
n

. /
cw E = jeden prvek
obsahuje=1i mnoZina E C X
prdvé¢ n prvkd , n = 2 ,
"

400 jeell E C X nekonednsd ,

8/ wné&js{ mira {/{Z odvozend v teorii Daniellova rozdifeni /viz
definici za v&tou 11 /.

P

7,14.| /ocbecnd/.
S ¥ .
Bud X metricky prostor, - wn&jdl mira na podmnoZinéch mnoZiny X ,
kterd navic splouje axiom
(m : El : E,C X neprdzdné mnoziny, které maji kladnou vzddlencst =
* * *
— - ; . . ot
AL (E1 U E‘z) i El e E2 /vzdfiencat :1(.E1 , E2) dvou mnoZin
El R E2 se definuje tskin:
d(El . Ez) = inf  Q© (x,5} ., x € By , ¥EBE,,
ke £ Je metrika v X /.
Yorom rikbae, Ie (1:{.* je meirickd vndjif mira.
;( ":H! Fobepond - Wlekldd 1/, Definice (zqu.* - a#il teingych nno¥in .
Tk _,‘-zs,:"‘: 3 j8{ mira ns podunciZinden muofiny X . Moo%ina E C X as

ILI‘:E':»::'Vﬁ‘ Ca*- m&Fitelnd /podle Caratheodoryho/, prévid kdy%
* * » ‘
AT = _(u(‘rnE) + Cu.(T-E)

Ty
= ol o~



pro libovolnou mnoZinu T C X  /krealete!/.
Systém viech (u*— né#itelnych mno¥in znad¥me symbolem 77 ( Cuik ) I
Plat{ ndsledujici velmi dlleZ¥itd vita, pokuste se ji dokdzat!

%
7,16./ /obecnd/. V&ta.

1/ systém 77 ( u*) vBech AL~ néFitelngeh moin tvort
& - okruh podmnoZin mnoZiny X .

2/ X € P (Ca.*) , tJ. systém ?95(((1.*) tvor{ dokonce & - algebru.

* .
3/ Definujeme-1i funkci 2« na M ) predpisem

ME = <afn pro EG?QZ(C(_L*).

Je .« vplpd pfra na X ((JL*) /viz definice 7,7 a 7,10/.
Rikédme té%, %e mira # je indukovéna vn¥ji{ mirou (u* na
CZAPVA NN

4/ Je-1i X metricky prostor, C“* gg;ﬂ.ggé wné j8§l mira /viz 7,14/,
potom je ka%dd otevfend podmozina X 4 - m&fitelnd. Speciéln& -
ozna&ime-11 ai symbolem & - okruh generoveny systémem vSech

otevienych podmnoZin prostoru X , Je (B C ??Z(Cd*) ~ odtvodn&te!

Zxoume jte, jak budou vypadat systémy 72 ( (a.*) v8ech C“*' m&Fitelnych
mnoZin v Jednotlivich p¥ipadech cvileni 7,13 ! ‘

“-E g4ati 7 - vBimndte si, ¥e aysténm ?QZ(C(L*) viech <a*- m&¥i telnfch
mnoZin podle nadi definice 7,13 se nemus{ shodovat se systémem 77L
v8ech m&fitelnyech mnoZin ziskanych v Deniellové rozdifenti, nebol podle
7,16 jest vidy P € ??Z(Ccf), zatimeo nemuei byt P € 77 - viz p¥e-
klady 2,5 ; 2,10 aj. Viz té% cvid. 8,30 . |
V dal¥im by bylo moZné se zabyvat otdzkemi yytivdPreni wnijii miry, otdz-

kami rozdifovéni a guplnovéni miry aj., které vdak v dalsfm zcela opomineme.
UkdZeme pouze, jak témito postupy miZeme dosp&t k Lebesgueovd mife v En .

1
7,E Lebesgueova mira v eukleidovskych prostorech.

Bud d4n otevieny interval I C E, , tj. kartézaky sou¥in n Jednorosadr-

nych otevienych intervald, I = (a;, b)) x (&, by) x ....o x (8, , b)) .
Objemem intervalu 1 nazveme &islo

V01(1)=(b1—al).(b2—ﬂz). e .(bn"an)o

MiZeme pFedpoklédat /neni to nutné/, Ze budeme uvaZovat pouze omezend
oteviferé intervaly.
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¥
7,19,

7,20.

g . o0
Je-1i ddna libovolnd mno¥ina E C By a je-li { Ij }"_f gpotetnd
- -]
soustava otevienjych /omezenych/ intervald takovych, 2¢e E C U I,

oo
nagveme soustavu { } , Lebesgueovym pokrytim mnoZiny E . Pro libo—-
volnou mnoZinu E C E, definujeme jeji wnd js8i Lebmovu miru & *E

pfedplisem )
A'E = inf > vol (1)) ,

n=
kde infimum se bere pres viechna moZnéd Lebesgueova pokryti mnoZiny E
/viz pro srovndni 5,5 /.
DokaZte, Ze

*
1/ I C b interval = .« I = vol (I) ,
n
2/ (a* je metrickd vn¥j3{ mira na podmnoZinéch E, /definice 7,12

a 7,14/,

Odtud podle 7,15 miZeme definovat systém 42, (&) vlech &'~ ms-
Fitelnfch moZin v E_ . MnoZiny ze systému 77, ( «') budeme t6%
nazyvat lebesgueovsky méfitelnfmi mnoZinami v En /Jak pozddji
ukdZeme - viz pF. 7,39 - splyvé aystém FIL (ca.*) e aystémem

77t,, viech m¥ritelnjch mnoZfin podle Deniella - pochopiteln¥ vy-

Jdeme-11 ze systému Z =0, a Af = (R) f £) . Podle 7,16 miZe~

me na systému 77 (ca.*) definovat m:‘.ru C“’-n. - ¥ikejme Ji
n - rozmérnd Lebesgueova mirsa.

/cviZeni v eukleidovskych prostorech/.
DokeZte, Ze

1/ kaZdd borelovskd mnoZina jJe lebesgueovsky m¥iFitelnd
|| viz 7,6 , 7,16 , 7,18 , |
2/ BC By=> fBE=1nf { «G; G otevfené, E C G }

{viz té% napf. vita 55 & skripta I. Serny - J.Maffk, Integrdlni
pofet I , vita 4,5 ),

3 ECE, = AB=tnt { uM; u € M, (", BECu}
/tzv. regularita wn¥jii miry /.

/evigeni v eukled dovakych prostorech/.
Doka¥te, Ze ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni:

a/ B €M (") , ti. E je lebesgusovsky miFitelns ,
b/ ke ka¥dému £> 0 existuje takovd otev¥end mnoZina G , Ze

ECa a L-m<E ,
¢/ 'ke kaidému € 7 0 existuje takovd usaviend mnoZina P ,
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7,214

7,22,

7'23-

¢ FCE a  MXE-F < &

d/ eéxistuje mnofina G  typu GS a nulovd mnoZina N

/tj. mno¥ina, proniy «'N=0/ tak, f¢ E =g, - N ,

e/ existuje mnoiina F, typu F, & nulové mnofina M tak, Ze
E = FOU M
/fikéme, Ze mnoZina G Je typu G s Te8pe Fy ;
existuji-1i otevfend, resp. uzavirené mnoZiny G, tak, %e

A O
G = Al G, ; resp. G = u-fGn /e

Tateo véta velml dobie charakierisuje atrukturu lebesguecvsky méiitel-
nych mnofin v E, -

Vralme se vSak op¥t k abstrakini teorii miry.

/obeecnd/. Definice prostoru s mirou (X, ¥, ).

Trojici (X, ¥, 4 ) nazveme prostorem s mirou, jestlide
1/ X Je neprézdnd mnoZins ,

2/ ¥ je (@ - algebra podmnoZin mnofiny X /tj. % je & =-okruh
a X€% / ’

3/ A je Uplné mira na N2

Upozorn&ni: v¥ti¥ina autord nazjvé prostorem s mirou (X , &, % ) libo-
volnou trojici uvedenych vlastnosti, pouze pofadavek X € &
je u nich nahragzen poZadavkem ALEJ.? A = X a poZadavek
Uuplnostl miry je vynechén ; my se v dal¥fm podrfime nasi defi-

nice, mnoho dvah se tim z jednodudi.

Jeviteni/.

1/ Bud (a* vn& j31 mira na podmnoZindch mnoZiny X , nechf mira e
Jje indukovéna wvndjii mirou (w* na 72K Ca*) (viz 7,16). Potom
trojice (X, 72 (C“'*) » (& } je prostor s mirou.

2/ Ukazite, %e proator (P, 3%, Cw) ziskany Daniellovou metodou nemu-
s{ byt prostorem s mirou /viz napi. 2,5 /.
Bude jim v3ak v pi#fpad®, kdy%t P € 77 .

/obecnd/. Definice % - m&pitelnjch funkei.

Necht (X, ¥, ({(,) je prostor s mirou,

¥
Funkce f na mno¥ind X /tj. zobrazeni X do E, / se nazjvd ¥ - mé-
Fitelnd, prdvé kdyZ je splnins jedna 2z nédsledujfcich podminek:
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7924+

1/

je-11 G C B, Otevkens mno#ina , potom £ 1(G) € ¥ a
ddle {xex; £(x) =+0°}€‘9° ’ {x € X f(x)-:_oo}e.f,

2/{:6){; f(x) < 0}65” pro kaZdé ‘ceEl ’

3{xe x; #m > c} €Y prokazds c € E*,

s/{x e x; 20 £ c}e ¥ prokmué ceE*,

5/{z€x;f(x)£"c}€5f’ pro ka%dé ¢ € E,

6/{x € X; Hx) < ¢} e P prokaldé c €E .

Systé— véech % - m&Fitelnych funke{f na mno%find X znadme sym-

bolem /A ( ¥ )».

/Poznémke: jek bylo viddt, stafilo predpoklddat, e X je dané
mno%ina a ¥ je & -algebra Je.j:fch podmno%in,
m:I‘Zra ¢ v definlel ¥ - méf-itelnych fux:kc:’. nikde
nevystupovalsa/.

/eviZeni/.

1/

2/

3/

&/

DokaZte ekvivalenci jednotlivych vyrokd& v 7,23 ; lze podminku
¢ € E; nahradit viude podminkou ¢ ¢ Ey ?

DokaZte nédsledujici tvrzeni:

Je=1i X metricky prostor a ,jeatliﬁalkaidé oteviend podmnofina X
lezf v % /specidlnd je-1li mira indukovéna metrickou wndJjsi mi-
rou - viz 7,16 a 7,22/, potom kaZdd spojitd funkce na X Je 5 - m&
fitelnd. '

Jak lze zjednodudit definici ¥ - néFitelné funkce , je-21i f
skoro v3ude na X koneénd 7 /tj. mnoZina t&ch bodfi, kde f naby-
vé hodnoty + ® 8 -o00 s Je nulovd/.

DokaZte, Ze plati: )

o/ e A(#) , gt /tJ.moiim{xe X ; f(x)'#g(x)}
Je nulovd/ = SGA(J'P) '

b/ jsow-li £, g ¥ - méfitelnéna X , &, F € B ,

skoro vSude mi& smysl soutet af+ Jdg,
/chépeme 0. + 00 = + 0 ,0=0/, potom funkce <& f + dg,

f.g Jsou ¥ - m¥Fitelnd, _
o/ £, €A(¥) , existuje Mar = une eA(¥),
&/ teN(F) = |el, £, £el(¥) ,

B535 71
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7,25.

o/t €eA(P)=> {xex; fm=0}ec ¥
£/t g ed(P) > {xex; 0 #gn Jeo,

g/ Ee¥ & %Eﬁﬂﬂfﬁ je charakteristickéd funkce
mnoZiny E / .

/obaend/. Definice nosiZe funkece N(f)

Bud £ funkece na mnoZind X . Potom mnoZinu
NP = {x € x; £ #o}

nazveme poglfem funkce £ /v X/ .

UpozornZni: tato definice nenf zcela ve shodé s definici za v&tou 46,
kde jsme nosil definovali jako uzdvir mnoZfiny N(f) ; v tétc
kapitole v#3ak poufive jme stdle shora uvedenou definici.

Poznédmka /pro pochopeni dal3tho neni nutné &fat/.

V odstavel 7,23 jsme definovali ¥ - mEFitelnd funkce v piipads,
e ¥ jJe & -~ algebra podmnoﬁin mnoZiny X , tj. v pifipadZ, Ze
X €% . Pojem % - m&¥itelnych funkel lze definovat i tehdy,
nenf-11 X € ¥ .

Definujeme /X Jje mmoZina, & &’ - okruh jejich podmno¥in,

f funkee na X /:
funkce f Jje % « méritelnd, je~=1li splndna Jedna z ndsledujicich
ekvivalentnich podminek:

1/ e nNDe F pro ka¥dou otevifenou mnoZinu
GCE, {xeX; flx=+n}ecP
{xex; flx) ==} € L
2/ Mo~ {xe x; £x) % c}e¥ prokasdé e €E; ,
3/ N(E) N {xEX; f(x)éc}éS" pro ka%dé c € E
o MDA {x€x; 2 < ¢ } €% proketaé ceB
.a{xex; f(x)=+oo}e5" ’
5/ N(f) A {xex; £ x) >c}65’ pro xazdé ¢ € E, ,
{x € X ; f(x)=-°°}e30 .

Opét symbolem .A. (30 ) niZeme oznadit syastém vBech » - mé¥itelnych
funkei na X .
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7426

?,27-

7,28,

7329,

b 4
7430.

UkaZte, Ze v pfipadé X € ¥ je tato definice ve shod& s definici
v 7,23. Kterd z tvrzeni ve cviZeni 7,24 zlatdvajl v platnosti i nyni ?

/OVi éeni/- i

Bud (X, ¥, @ ) prostor s mirou. Potom

’ e (P = NpHEY , dokaZte !

Mviz 7,24 e, ¢ .|

/obeen®/ Definice jednoduché funkee.

Konednd funke¢ f definovand na mno?ind X ((X, ¥, &) Je stdle prostor
s mirou ) se nazyvd jednoduchd, je-1li mno%ina f£(X) konelnd /tj. f na-

byvé pouze koneXn? mnoha hodnot/ a {x € X3 f(x) =c¢ }e ¥ pro
ka2dé ¢ € El .

/cviZeni/.
Dokafte, %e plati
1/ £ jednoduchd na X = f 6./‘.(50) ’
2/ £, jednoduché funkce, @, € B = af+ g je

Jednoduché, f.g Je jednoduchd funkce.

/obecnd/. Definice (& - konedné miry.

Nech¥ (¢ Je nira na. & - okruhu ¥ podmoZin mnofiny X .
Helmeme, Ze mira ¢ je @ - kone¥nd, prévd kdy% existuji mno¥iny
E, € ¥ tak, Ze

W By { + 00 s X = @E .

=t 1
Lze snadno nahlédnout, %e ze &' - xone&nosti miry .« plyne X € £,
tj. &% je pak nutnd & - algebra.

Upozornéni: u mnoha autord Jje tato definice trochu jind.

/obecnd - allezités.

Necht (X, ¥, %) je prostor s mirou. Bud £ € A (¥ sz 7,23/.

Potom existuje posloupnost jednoduchych funkefl f, na X takovych, %e
f,—f . Je-1li navic f 2 0 , 1lze volit posloupnost £, tak, Ze

fo 0 na X, £, <€ f ., prokeZdé n, Je-li mira & & - koned-
nd, mi¥eme volit posloupnost £, tak, Ze C“’(N(fn)) { +00 /fyiz de-

finice 7,29 a 7,25 /.
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7431,

7 .320

Viz té% skripta 1I. Jerny - J. Maffkx , Integrdlni polet I , odstavec 4,12.

/obecni/. Lemma.,

DokaZte ndsledujles.

1/

2/

3/

Bud (X, ¥ ,({J/) prostor s mirou, bud E € ¥ .
Symbolem 5@. oznadme systém vdech mnofin A € & takovych, '

¢ ACE , tj.

2 ={a; ,e¥ ,acsE}.
Potom trojice (E, 5§ y ¢&) Je prostor s mirou.

B relA(¥) , E€P , definujme funkei £ takto:

/f(x) pro x € E ,
?(x)=\
0 pro x € X -E .,

A
Potom £ €./ (%) /viz té% v&tu 12/.

Bud (X, ¥, (&) prostor s miron, E € ¥ . Vytvofme prostor
(E, Z,4) podle ¥4sti 1. Systém vech 2 =~ m&Ffitelnych
funkef na E znafme symbolem A (% ).
Doka%fte nédsledujici:
o/ £ e N(¥) y £ = £/E  (tj. f; Je funkce definovand
na E aroma £ na E)
= neA(L) ,
v/ £y €A(¥), £=2 pa B, £=0 pa X-E
= reA(¥) .

Nyni méme jiZ v8e pripravenc, abychom mohli definovat abstraktni

" integrédl., Je mnoho zplisobd, jak jej vhodné& zavést, my zde ze zaddt-

ku nazna¥ime klasickou definicl, velmi podobnou definici Riemannova
integrdlu.

/obecnd/. Zavedeni abstraktniho integrdlu.

Bud (X, ¥, ) pevné dany prostor s mirou /definice 7,21/.

A/ Ze zaldtku pfedpoklddejme, %e  wX { + X " a %e f je libovolnd
% - mEFitelnd a omezend funkce na X .
Nech¥ m ¢ x"?f' o(x) , ¥ fgr(x) .

Vezmdme libovolné d¥lenf D intervalu ¢ m,M > , nechl
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B/

¢/

D:y,=m < y3 { ¥p Cove (¥, =M.

Oznadme
Ei = {x € X H yi-'l = f(!) < yi } Il 1= 1, aes 4 D .
UkaZte, Ze
1/ Ei € ¥ pro kaZdé 1 ,'
n
2 E, = X
/ 1L=.)1 i ’

3/ mnofiny E; Jsou po dvou di g junktni

/i z8lete si obrdzek !/ .

Nyni utvo¥ime tzv. horni a dolnf Lebesguedv soudet funkce f pifslud-
ny dsleni D - definujeme ' '

™g

=&

S(£,D) ¥y o B

.

s(£,D)

Yi-1 - (‘“’E:i.

A
-~

{

/porowne jte s klasickou definic{ Riemannovou !! /.
Lze ukdzat /rozdf{l od Riemannova integrdlu !/, %e

sup s(f£,D) = inf S(£,D) ,
D D

kde supremum a infimum se bere pies viechna moZnd d&leni D intervalu
{m,M>» .
Definujeme tedy abstraktnf integrdl vztahem

£4a = a(£,D) = inf S(f,D)
i‘f Paat Sgp ’ ) ’ ’

/lze ukdzat, %e definice nezdvisi na volbé hodnot m,M !/,

Bud (X, ¥,#) 1libovolny proster s mirou, E € ¥ takové mno¥ina,
e 4« E { +00 , Bud £ 1libovolnd % ~ m&¥itelnd funkce na
X , kterd Je na mnoZind E omezend. Oznalme T = /8 /fiz T43Y/.

Potom definujeme
- Sran - f ?a
o fad y i
kde integrdl vpravo je jiZ definovén podle Zdati 4 .

Bud nyni (X, ¥ ,,%) 1libovoln§ prostor s mfrou, f Ilibovolné nezé-
porné ¥ - mdfitelnd funkce na X .

oo
Posloupnost funkei { fn }u , na X nazveme aproximujici posloupnostf
pro funkei f , pravé kdy: '
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{

D/

7,33

1/ 0£ £, = £ .4 pro ka?dé n ,

2/ f£_ jsou omezené na X ,
3/ £, Jeou % - mititelné na X ,

4/ xa%dé mno¥ine N(f)) /viz 7,25 a 7,26/ mnd konefnou miru ,
5/ £, 't sgkoro viude .

Uka%te, fe plati ndsledujici tvrzeni:

: [>-]
»Bud f nezépornd # - méfitelnd funkece na X , budte { S },,.1 ’
oo
{gn }-n~1 -dv¥ aproximujici pesloupnosti pro funkei £ , poton
1imffd-= s /g d ."
SR 1> ny,.)s“ 2 |
Bud tedy f 1libovolnd nezdpornd % - m&Fitelnéd funkce ns X . Funkei

o0
f } pro funkei f .
Diper

Vv tomto piipad definujeme

;ffd(a,= lim ffna(a,'

n-»00 N(fg)
/posledni limita miZe byt i nevlastni !/.

Podle pfedchozi vity nezévisi ;(/ £ad N na vybéru aproximujici
(v =]
posloupnosti { fn }n=1
UkaZte, Ze v pfipadd G’ - konedné miry /definice 7,29/ vidy existuje

aproximujici posloupnost pro funkel f , tedy v tomto pi¥fipadd je libovolnd

% - m&Fitelns a nezdpornd funkce na X integrovatelnd /viz lemma 7,30/,

Pro libovolnou % - m&Fitelnou funkei f na X definujeme gbatrakinf
integrdl vztahem -

+ -
}ffd(“"‘xffd(“‘;/‘fdé‘"
mé-1i rozdil vpravo smysl.
Systém v3ech £ - mEfitelnfch funkel na X s konednym abatraktnim
integrdlem ozname symbolem & ( (%) + Nyni bychom mohli definovat ob-
vyklym zpdsobem integrél p¥es mEFitelné pddmnoiiny X a odvodit v3echny
znémé vlastinosti integrdlu /tj. vdty 18 - 46 prvni kapitoly /.

/evkleidovské prostory/.

Celou abstraktni teorii mdZeme nynf aplikovat ne specidlni pFipad euklei-
dovskych prostord. Vyjdeme ze systému 777, ( (af ) viech lebesgueovsky
méfltelnych mnoZin v En a z n-rozmérné Lebesgueovy miry on /viz
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T34

definici 7,18/. Lehko se ukéZe, Ze (E, » m%(ca/*) y ¢tz) Je prostor

s mirou a mira (%, Je na Ej C - kone¥né. Systém viech %n(c‘:) -

mi¥itelnych funked na E, definujeme jako v 7,23 a oznalime JjeJ symbolem
A, ().

Pro libovolnou omezenou lebesgueoveky m&fitelnou mnoZinu 4 CE  a libo-

volnou lebesgueoveky mifitelnou & omezenou funkci f na A definujeme

integrdl f fan jakb vT7,32A=-B /zhov_u si zopakujte! /.
' A

Je-11i nyn{ £ 31ibovolnd lebesgueovsky méFitelnd & nezdpornd funkce
v E, - anebo pfimo v libovolné m&Fitelné mno¥ind M CE, - niZeme defi-

novat aproxim: .¢f posloupnost pre funkei f
1/ buldto jako v 7,30 /f, Jjsou jednoduché funkce/,
2/ snebo takto:

pro X e Hn[( _n".’n‘) x snes X < -n,m)]

f(x)
/ je=11 "f£(x) = n ,

j:.n(:“:) =\
(o] pro ostatn{ x € ¥ .

/Lehko nahlédnete, Ze fn tvoii aproximujfci posloupnost pro f na M.
Lebesguelv integrél f fa (a. definujeme nyni jako v 7,32 C .

Integrél z libovolné 1:bgeguoovslcy m&¥itelné funkce pak definujeme jako

v 7,32 D .

/obecné/.

+ Pot¥ebujeme nyni porovnat teoril integrdlu, kterou jame nazna#ili v 7,32

8 postupem roz3ifen{ zdkladniho prostoru (Z,A) /Daniellova metoda/.
Je¥t¥ jednou zopakujme rozdil obou metod - v této kapitole Jsme vySli

z abstraktnfho prestoru s mireu (X, ¥, ) , vybudovali jsme teorii

¥ - m&Fitelnych funkei a potom jame teprve definovali integrédl a zavedli
aystém £ ((_w) viech funkci s koneZnym integrdlem. Daniellova metoda
naopak vychdzi ze zdkladntho prostoru (Z,A), definuje se integrdl a
systém £ v#ech funkef s konefngm integrdlem a teprve potom se buduje
teorie m&¥itelnych funkcf, m&Fitelnych mnoZin a miry,

Neskytd se nyni ndsledujici otdzka. Vyjdeme ze zédkladnfho prostoru
{(Z,A) , provedeme Deniellovo roziifenf a dostaneme trojici (P,77%, e
Dejme tomu, ¥e P € 777 - potom miZeme vyjit z prostoru s mirou
(p, 32, 2} /viz 7,22/, vybudovat systém viech 77t - m&Fitelngch
funkef, mifeme definovat "novy* integrdl ‘Pf f 44 podle T7,32. Jaky
bude nyni vztah pivodniho systému miFfitelnych funkef L a systému
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A (7)) vBech 77/ - mé¥itelnych funkel 7 A Jjaky bude vztah pdvodni-
ho integrédlu Af & "nového" integrélu f fauw T Odpovid na tyto
P
otdzky dévé nésledujici véta.

*ﬂ
L’_? 435. | /obecn¥&/. Véta.

|7,35.

*
T437.

Predpokléde jme, %e prostor s mirou (P,77%, (u/) Jjeme ziskali rozii¥enim
zdkladniho prostoru (Z,A) Daniellovou metodou. a %e P € 77 .
Potom
v A= A /t;j. gystém viech méi’-itelnfch funkei A splyvé
se systémem 7/ - m&Fitelnjych funkci, tJj. platf ndsledu-
jied |

fe_/l_(:é{ze P;l f(x}{c}é??t pro kazdé ¢ € E, /,
2/ L = Jf(fﬂL) , |
/el = Lln) = ar = ffd(u/ .
P

Je tédy vid¥t, Ze obé metody /jedna metoda = ne jaffve integrdl, pak mira,

druhé metoda - nejdffve mira, pak integrél/ ddvaji totéz, Presn&ji, vybu-
dujeme=11 teorii integrdlu a miry Deniellovou metodoun roziffenim zdkladni-
ho prostoru (Z,A) /a P € 7/, potom existuje takovy &’ = okrub

podmnozin mno¥iny P /a slce 77Z / a tekové mira / &/ , %e eystém mé-
Fitelnych &i integrovatelnych funkc{ Jjsme mohli také obdriet metodaml této

kapitoly z prostoru s mirou (P,m,(w).

/obecnd/.

Je moZno sl také poloZit obrécenou otézlku, Dejme tomu, Ze mdme ddn prostor
s mirou (X, ¥, %) , znalme Jej raddji (X, ¥, 24,) /znovu podotkné-
me, Ze podle na3¥i definice Je X € ¥ & mira 2, Je Gplnd !/ ; miZeme
vybudovat systém % - m&Fitelngeh funkei A (¥9) , asystém funked

a konednym integrédlem &£ (%) ' a konednd integril xj‘ £ au, pro
funkce z & ((ﬂ—-go). Ptéme se nyni, zda existuje takovy zdkladn{ prostor
(ZyA) , Ze A = Atey, H=F , Z=if(ca¢), kde systé-
oy A, 2, ¥  jsou odvozeny ze zdkladnilo prostoru (Z,A) Deniel-
lovym rozdifenim.

8éatesnou odpovdd A4 ndsledujfci véta, pokuste se ji dokdzat.

/obeend/. Vita.

Bud (X, ¢ 1¢%,) prostor s mirou /viz 7,21/ , necht mira %gp de
7 - kone¥nd na X /viz‘7,29/ . Symbolem Z oznalme systém vSech jedno-
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duchyeh funkel /viz 7,27/, pro které C«[N(f)] < +00 / viz 7,25 a 7,26/,

UkaZte, Ze
1/ systém Z tvori zékladni systém funkcl, tj. Z splhuje axiomy

1; - 3; /ukaite, Ze je navic splnén Stonedv axiom, viz 8,11/,

Pro libovolnou funkei £ € Z , f = ;’ . e, /tJ. funkee

f nabfvéd ne mnoZindeh E; € a hodnot y; / definujeme

-
Af= 2. 3y . (B .

L=7
Ukaite, Ze
2/ ¥fslo Af nezdvisf na volb& tvarn funkce f , tj. je-li téZ
k ' .4
£ = ZE: X . ¢ je = X, . F
=1 1 B J ; Iy Ey ; S k!

¢ /viz také 7,40 A/,
3/ funkciondl A spliuje na 2 axiomy 4, - Ty »
Tedy {(2,A) tvofi zdkladni prostor, md¥eme provést Daniellovo rozdiieni

- obdriime systémy ¥ , A , 72 eniru % na 77 , znaime ji

rad3jl symbolem %
UkaZte ddle, Ze platf.

o X = £ (ty)
L5 & % f
5/ teXd = ZLfw,) = af = ) fay,

* .
6/* = P a (Ypb = C‘%zA pro AE W = ¥ .

¥
7’38- /ObEOTIé/Q Véta.

Z pFfedchoziho dokafte ndsladujic{ vé&tu.

Bud (Z,A) zékladni prostor, provedme Daniellovo roz#ifeni, dostane-
me trojici (P,7%, 4« ). Predpoklddejme, ¢ P € 777 . OznaZme symbolem
z systém v3ech Jednoduchych funkef na P 8 «wN(f) < +©° , Pro
funkce ze systému Z definujme integrdl ry gte Jn¥’ jako v 7,37. Roz3iFi~
me~1i takto ziskany zdkladni prostor (Z,A) s dostaneme systémy .‘8 ?.?Z ’
_/-L y niru (22 & integrél 4 .

Potom
1/ £ =% a A=kt pro tcL= £,
2/ N= A,
3 W= T e M = M pro M € 7% = .

Tedy - vyJjdeme-1li 2 jednoduchych funkcif a utvorime Daniellovo rozdifent,
dostaneme presnd totéZ., Viz téX 8,42,
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¥
T,39.

/eukleidovaké proastory/.

vrafme se nynf k Lebesgueovu integrélu v E_'. Ten mifeme vybudovat riz-
'njmi- zplsoby, uvedli jeme gi dv& podstatn® rizné metody - Deniellovo roz-

~ 5i¥ent zékladntho prostoru Z = C, » 4 =(R) 1_[ f & klaglickou metodu

7,400

z teorie miry /7,32, 7,33/. Op¥t oznaime aymboly . LAY A cty,,, Systémy
a miru ziskané Daniellovym rozBf¥enim. Symbolem ¥, oznaime systénm
v3ech lebeagueovaky mé&ritelnych mnoZin v E, /viz 7,15, 7,18/, symbolem
4, 1 - rozmérnou Lebesgusovu miru na %, /7,18/, necht A ( %)
znadl systém viech lebesgueovaky mEfitelnych funkef v E, /7,23/ a koneé-
né éf ((tb,b) a E/f a «;,  8ystém vBech funkei. s konelnym integrd-
lem a. Lebesguedv integral v E, /7,32, 7,33/.

Potom

VvV &= 2L () a af= %(,f dew, pro £eX = L),

2/ ‘%,: m?b ’ (‘“9",,,-“' (a/m:
v A= Lk .

]

V dalsim je#td ukdieme ndkteré daldfi /v podstatd ekvivalentni defini-
ce integrédlu .

/obecnd/.
Pfedpokldde jme, %¢ je ddn prostor s mirou (X, #, ) -

A/ Nejdfive definujeme integrdl z jednoduchych funkei /viz 7,27/¢ Je=li
£ Jjednoduchd, f +tvaru f = i . Cn definu jeme
J ’ — Iy cEi ' Jem:

M-
;/~r au = ?;; Iy - wE
mé-1i soulet vpravo amysl /chépeme 0.r 00 = *+ 00 ,0=0/.

Je nutno ukdzat, Ze |

a/ definice 2/:’ d(a, nezdvisi na volbé& tvaru funkce f
/viz té% 7,37 - 2/,

b/ jsou=li. f, Jednoduché funkce, f 7 f , ‘
£ hé d
Jednoduchéd funkce, ?otom xl&glo fn - =. }/‘f éd w ,
¢/ JjestliZe .f.‘n » &, Jsou dvé posloupnosti Jednoduchych funkei,

fn/'f. & 7 £ , potom

N - L LI
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7,41,

B/ Nyn{ definujeme integrél z libovolné nezéporné 5 - m&fitelné funkce.

Je-11 £20, £€/ (%) , existuje podle 7,30 posloupnost jedno-
duchych funkel £, tak, Ze £, A £ = definujeme

,‘/fd(““"',}}{,“o/fnd(‘? .
Je nutno ukdzat, Ze
a/ &islo ff d,« nezévisi na volb& posloupnosti f, ,
b/ novd definice f 4 d(dc. neni v rozporu s definici
/ d .« pro Jednoduché funkce .

C/ Pro libovolnou % - m&fitelnou funkei definujeme integrél jako
v 7,32 D . .

Necht (X, & ,Ca,) je prostor s mirou, “X <+ o,

N
"Délenfm mnofiny X ™ nazveme libovolnou koneZnou soustavu { £, }" -

podmnoZin mnoZiny X tekovou, Ze

1/ E, € ¥ pro i = 1l,...,N,
-2/ mnoiiny Ei jaou po dvou disjunktni ,
3/ _U E, = X.

[=7 1

: N
Pro libovolné "d¥leni®” D = {En }n - mnoZiny X a pro libovolnou omeze-
nou funkei £ na X utvofme velliéiny

N
S(f,D) = — ;lgp £f(x) . (“(Ei)
N .
s(£,0) = 2 inf £l . alB)
L

- /s(f£,D) a s5(£,D) Jsou tedy "horni® a "dolni" soulty/.

UknZte, Ze
1/ £ e A () = 13:' s(g£,D) = aup s(£,D)
/infimum a supremum se bere pfes v3echna d3%lenf D mnofiny X ,
2/ 1n£S(£,D) = aup o(£,D) = t e ().
Pro libovolneu % - miéfitelnou omegenou Ffunkei na X /pro X o0 Y/
ge ném tedy opé&t podaiilo definovat integrdl vztahem
ffd = inf S(£,D) = o a(f,D) .
I c“ > : z‘,‘P '

Roz8{fent definice na p¥ipad obecné mnofiny X € % a libovolné % -mé-
?itelné funkce na X Jje paek stejné Jjako v cviZeni 7,32 .,
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*
7442,

'7’430

Bud Qén op&t prostor s mirou (X, ¥, &) , .a¥X {+ 00 , nechl

£ € 4 (%) . Definujme integral f £ nap¥{iklad jako v cviZeni
X
7,32, '

Pro libovolné celé n a libovolné & > O poloZme

A§‘={xex;neéf(x)<(n+1)&},
+00 :
s(f, &) = . . A%y .
(£,8) = 2 m& . culd
Potom plati
. +00
&
1/ f,éif((a.) = {ada n-Z-oo n. & . Ca,(An)

konverguje absolutné pro kezdé <& >0 a
f £ a = lim S(f, &)
X (“I E-» 0+ !

/viz té% p¥. 8,61/,
+ 00

2/ tada 2 ne. Cu(arf‘) konverguje sbsolutnd pro kazdé
- N=-—00

€>0 = red(u).
Odtud je téZ viddt, jak by bylo moZno definovat integrdl.
Provedte !
Uvedme je¥tZ jednu pouZnou definici Lebesgueova integrdlu v E .
Zopakujte si proto definici jednoduchjch funkei v intervalu (a,b)

/viz 7,27, kde poloZite X = {a,b > , % = systém viech lebesgueovsky
m&¥itelnych mo¥in v <(a,bd> , ¢t = Lebesgueova mira/. Funkce $° se
nazyvéd elementdrni jednoduché funkce v intervalu ( a,b > , jestliZe

existuje déleni{ D intervalu {(a,b ) ,

D:yo-'—a{yl( o--n<yn=b

a reélné &1{sgla cl g0y Cn tak' Ze

?’(x) = ci pro X E <yi_.1 [} yi) ’ i-= l,aao’n .
UkazZite, Ze

1/ ka%dd elementérni jednoduché funkce je Jjednoduchd funkce, ale ne
naopak /napf. Dirichletova funkee - viz pF. 2,31 - je jednoduché
funkece v intervalu (0,1 s ale neni elementdrni jednoduchd
funkee v {0,1) /.
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Je-1li £ Jjednoduchd é‘m}:ce v intervalu {a,b> /at ji% elementdrni &i
ne/, definu,jemz f £ stejnd jako ve cvideni 7,40 A /%emu je pak roven
a

integrdl - f f pro elementdérni jednoduché funkce 7 /.
Q

Buld nynf £ 1libovoln4 omezend lebesgueovsky m&fitelnd funkce v inter-
valu (a,b) C E, . Oznalme symbolem J , resp. E systém v3ech jednodu-
chych, resp. elementérnich jednoduchych funkei na intervalu {a,b> .

Definujme nésledujici vell&iny:

R £ ‘ &
(R)Z f=;..€n£ a/g, (R):[f=és€11§a/-h,
2z f hsf
13 £ + 2
(L>Zf=;gng, cm_[f-—.;:%a/h.
gz f | A f

UkaZte, Ze

A v _
2/ (R) Jf , (R)ff jest horni a dolni Riemanniv integral
~a
funkce £ ,

" ¢ & #
Y, (R)fré(m[f=cm_‘z/r < w /[t
o . 4

£ &
Spolednou hednotu (L) :[ f a (L) / f pak prohldsime za Lebesguely
integrdl funkce f pies interval <(a,b) .
Odtud ji%¥ lehko ukéZete, Ze

2z ‘ Z
4/ exiatuje-li (R) a/f y Jest (R) aff = (L) /f .

.4
Jak by se nyni rozdfifila definice (L) / f na neomezend intervaly &i
a

na neonezené funkce T

**
Ty44.

A/ Oznefme symbolem K systém vlech nezdpornych a nerostoucich funkci

/zobrazent do E, 1/ na intervalu (0,+% ) . Lgze ukdzat, Ze existuje
prédvé jeden funkciondl I na systému K /piipousitime, Ze If mi¥e byt
i +o pro f € K / takovy, Ze jsou splndny ndsledujici axiomy:

]./anK, fn/f /zFejmd je £ € K / %t]_.}.lgli’n=1f,
2/ f,g € K /efejnd je £+ g€ K/ = I(£+ g =1f+1g,

/I ¢, =2 Ppro livovolné g > O , piifemf ¢
rakteristickou funkci intervalu (0,z) .

. gnamens cha-

B/ Bud nynt (X, ¥ ,4) 1libovolny prostor s mirou, bud f nezdpornd
% - mEfitelnd funkce na X , bud x > 0.

- 222 =~



Ty45.

Omaenes’f‘={yex; £(y) > x},tedy E’rfésp. Ka%dé funkci
feA({®), £ 2 0 priradme redlnou funkei h, definovanou na inter-
valu (0,+0c0 ) predpisem h,(x) = w(EF) . Zfejmé hp € K /viz od-
stavec A/. Existuje tedy Ih, a poloZme ¥ fam = The,

Pro libovolnou funkei £ € /A (¢ ) poloZme pak

./f au = /f" a - /f" a mé-13 rozdfl
4 fas= VAL S Y
vpravo smysl.
Méme~1i nyni odvozeny zékladni vlastnosti funkciondlu I na systému-

K , vyplynou nédm v3echny vlastnosti 3/ f de  zcela automaticky
z prisludnych vlastnosti funkciondlu I .

Pozndmky

1/ 0 dalsich zpisobech zavedeni Lebesgueova integrdlu se lze do&ist
nap¥. v knihdch

V.Jarnik, Integrélni po&et II ,
I.8erny - J.MaFik, Integrdlni pofet I /skripta/.

2/ V celé této kapitole jeme predpoklédali, fe X € ¥ .
lebesguelv abstraktni integrdl lze definovat a zavést i bez tohoto
omezujieiho predpokladu, nebudeme se tim v3ak zabyvat.
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8. T&28{ pfiklady a problémy

V této kapitole uvedeme rizné - vdtdinou t&231 - pffiledy 1 problémy.
Je jich ﬁbér /rovnd¥ tak i pofadi/ neni nikterak systematicky; jsou uréin_y
pirevAin® pro lepSi studenty se zdjmem o problematiku Lebesgueova integrédlu.

8,1.| Bud z= { £€S(E) ; existujf intervaly (&, , by ) , 1= 1,2,..0,n,

- 00 (algbléaal<b2£...éan<bn<+00 , 8 redlnd
t{sla yl geesy yn tﬂk, Ze f(x) = yi Pro x € <ai’ bi ) '} f(x’ = 0
Jinde v El } .

Tedy systém 2 Je systém vSech elementérnich jednoduchych funkef /viz té%
7,43/ s omezenym nosiZem v Ey . UkaZte; Ze Z tvori zdkladni systém
funkel, tj. jsou splnény axiomy 1, - 3, .

Definujme funkei ¢ v E, takto :

¥(x) =0 pro x {1, ¥(x=1 pro x 2 1.
Na aystému 2Z definujme funkciondl A piedpisem:
Je-li £ € Z, f(x}) =y, pro xe(ai, b; ) , poloZime
_ n _
Af = Ef yi({/?(bi)--so(ai)) .
DokaZte, Ze '
I/ funkciondl A Je jednoznain¥® definovén,
II/ funkciondl A splouje axiomy 4, -6 ,
III/ funkciondl A spliuje axiom 7, .

n n
II1I/ Oznalte I, = ( el l) a uvaZujte posloupnoat fn =c;
n .
charakteristickych funkei intervald I, -

%* %
/ Jak vypadaji systémy zR s zX ¢

8,2, Definujme systém funkei Z stejnd jako v pf. 8,1. Bul <% 1libovolné
spojitd a neklesajici funkce v By «Pro £ € 2Z /f(x) = Yi » Je-li

x € {(a, , b)) / definujeme

L2

Af = ?_:1 7 (P - @) .
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8,3

8,4-

Spliuje funkciondl A4 na 2 axiomy 4, -7, 7 Jestlife ano, zkoumejte,
jak vypadaji systémy Z*, L, A, 77X . Srovnejte té% s teorifi Lebes-
gue - Stieltjesova integrdlu. Co se stane, vynechdme-li pfedpoklad spoji-
toati funkce ¢ & definujemerli

-

A = . i - T
£ ; ¥y 9;;_ % (x) Jr1_3.:55‘:"}‘;0(::))
Bud Z = {f € S(<a,b>) ; £ Jje lomend dra v {a,b> - tJ. edstu-

di to,nco’tn 3 a=t°<t1 < XXX} <tn=b tak' Ze
v kaddén intervalu {4y, Yy,1)> Je £ Linedrnt T

Ukaite, Ze. systém 2 spluuje axiomy 1, - 3, .
Je=14 f € 2 , existuje k funkei f v intervalu (a,b) primitivni
funkce F /pro&t/. Poloime

Af = F(b) - Fla) .

DokaZte, Ze

I/ funkciondl A Je Jednoznadnd definovén,

I1/ funkeiondl A spliuje exiomy 4, =Ty -

* X
Dodatek :

II1/ jak vypadadd systémy Z°, 2, A , 7% ¢

Bud z = { £ € S(B); £ jo lomens %ra v E, , tJ. existujl a,b¢E
tak, Ze
a/ £ Jje lomend ¥ra v {a,b) - viz cvid. 8,3 ,
b/ 2(x) =0 pro x € (~00 , a) Y {b,+00 )}
Dokazte, %e systém 2 splhuje axiomy 1; - 3, .
Je=li f € Z , existuje k funkei f v By primitivni funkce F (prodt),
poloZime

Af = lim F(x) - lim F(x) .
X+-~00

X400

DokaZte, Ze
I/ funkciondl A Je Jjednognainé definovén,
II/ funkciondl A spliuje axiony 4, - 7, .
X % :
Dodatek H
*
I1I/ jak vypadajf systémy 2 , & , A , 72 7
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8,5,

*
8’6.

¥
8,7.

¥
8,8.

Bul (z,A) székladni prostor. Bud
2= {£€S() ; kekatdém € > O existuf funkce
£,, 8, €2 tak, fe $;£L <1, a '
AL, -2p < E ).
Dokafte, Ze:
i/ zczc? .
II/ 2° tvori sékladni systém funkei, tj. splhuje axiomy 1, - 35 .

Definujeme-1i zdkladni prostor (Z,A) jako v p¥. 8,3 Jest

&
z° { £ € 8 (<a,b) ) ; existuje (R)ff} .

Bud (Z,A) zékladn{ prostor. Bud
’z‘={res(r);re£ a f Jje omezend na P}.

DokaZte, Ze
i/ z2¢ ¥,
II/ 2 tvori zékladni systém funkei ,

111/ 2R ¢ {r € YR ; £ je zdola omezend na P } . Na pffklads
ukafte, Ze nemusi platit rovnost.

Bul (2,A) zdkladni prostor. Bud

2 ={rescp); fe ¥ a f jekonend na P}.

DokaZte, Ze
i/ z2¢czCc¥ ,
II/ % tvor{ zékladni systém funkci.
Jak vypadaji systémy %B ’ Zx 2

/adlezité!/,

Bul (2,A) zékladni prostor. Bul 2 systém funkel, ktery spluuje axiomy
1; -3, aprondjiplati 2 C 2 C ¥ . V dlslediu posledni inkluse
mifeme na systému Z definovat funkeiondl a néasledownd :

je-li £ € Z, jJe £€L ; -existuje tedy Af a poloime

AL = Af .
UkeZte, 3o (2,A) Je op8t zékladnf prostor.

353 215
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8,9.

%
8,10.

8,11.

8,12.

Systém Z s funkciondlem A mi¥eme tedy rozsf¥it Daniellovou metodou,
dostaneme systém <& a na ndm funkciondl A .

Dokairte, %o

1 L= 2 ’

I/ te X = Ar=ar.
/0atud je té% vidst, Ze ‘rozéﬁenim (£, A) " podle pF. 6,7 nedostdvé-
me ji% nic nového/. '

UkaZte ndsledujici ekvivalenci axiomu 7;\ /za pPfedpokladu, Ze plati
aﬂomy 12"3z ? 4A-' 6A /o'

| - | -
‘axiom 7, <> [f?fné z , |f|£;-|fn| = Alt] = RZH A]fn|] .
UkaZte, Ze pro libovolnou funkei £ € S(P) jest

o -OO o0 |
Xif|= inf g A|.fn] ) ke f €1, ]f]énz_;lrny.

Predpokldde jue, fe kromd axiomd 1, - 3, , 4, - 7, Je splnén jedt&
dal3f axiom:

adom 8 : £ € Z => mn(£)) € 2

/tzv. Stonelv axion/. Axiom Bé nemusi byt obecn? splnén - viz kuph. .
2,5, 2,6, 2,8 aj. |
Dokaite, Ze potom plé.ti
i/ a 0, £ €2 => min(f,a) € 2,
I/ £€ € = ma(f,be X ,
11/ £ e /L = wma (£, € A .

Bud (2,A) zékladni prostor. Doka%te, Ze
f € £ <  existujl gh € Zn tak, %o

Ag {+00 , Ah { +00 , f =g~ h gk. v8.
Potom z¥ejm® Af ='Ag - Ah .

/0pét jeden ze zplisobl, jak by bylo moZno déﬂnovat integrdl a vyhnout
se piitom definiei horniho a dolnfiho integrélu/.
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8,13.

Ukazte na priklads, %e nemusi vidy byt 2 = 28N zX .

| viz nap#. 8,3 &i proster 2 z p¥. 7,37 v pi¥fpadd jednoduchych funkef
v E . Sro‘vnejte té% s vitou 47 . |

*
8’14-

*Buﬁ Z --{f € 5(<0,1}) ;

£(
XX) Jje spojité v intervalu (0,1)'1-(0)531

*
8,15.

a existuje vlastni lim <1, 2(x } .
X = 0+ oo

UkaZte, Ze pro libovolnou f € Z oxistuje (N) ff(e"t)dt , definujeme
o
tedy o0
AF = (N) / e Yat pro f € Z .
0

UkaZite, Ze (2,A) tvo¥{i zékladni prostor a zkoumejte, Jjak vypadaji systé-
¥
ny Z ’ & ’ A ’ 2/

Oznadme sgymbolem F  aystém vech funkel £ € S(P) y DPro né&Z

~J

Al < v , ti.
f:{féS(P);'R’]f{<+oo}.

Pro libovolnou funkei £ € %  polo¥me Nf =4 £ -4 £ .
DokaZte, %e

v L£CFcsp,

2/ L= N n ¥,

3/t e ¥ , g~ f = g € ¥ ,

4/ nemusi byt FcA eni ¢ & .

UvaZujme nyni mno¥inu S(P) , jejiZ elementy jsou t¥idy ekvivalentnich
funke! z S(P) ; obdobnd buite & , 2 , & mnoZiny, jejich%
elementy jsou t¥fdy funkef ze systémy £ , Z , & . Tedy systém
vBech funkcf S(P) , (resp. systém F , Z7 & £ ) jsme rozddlili
do tfid tak, Ze dvé funkce f,g patil do téZe tididy, prdvd kdy: £ ~ g
(v P). /Uka%te, %e vztah f r~~ g Jje skute®n? ekvivalence/. Pro libovolné
t¥idy § ’ _Yf € 3? definujme

Q‘,(ﬁ,y) = i"ls&-yrlkde 99655, ‘;V‘E}”.

Obdobtné& definujeme

O (P, ) = K|P-¥|ro @ ye F.

Dokaite, %e
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1/ &slo o, ( @, ¥ ) nezévisi na vybsru funkel P 4 Y ze
we § L, Y, b el B, HED YUY
potom X |9 - %] Tle-wl, |

fa)
2/ ( ¥, ©,) Jjei metricky prostor ,
37*( f‘, €,) Jje uplny metricky prostor ,
4/ @; neni metrika na % ,

dek
5/ @ je psevdometrika na % ,

- 4
6/ funkciondl N Je spojity na ¥ , tj. pro libovolnou funkei
£ € F  platf:

V 3V 6(f9)< S = |NF-Ng| s E)

£>0 80 ge¥
7/ £ € 2 => N£=Af,
e/.‘zf={re3”;\7’ 3 d,(f,g)<6}

, £>0 gEZ
[ viz té% lemma v odstavei 2,9 skript I.Serny - J.Mabik,

Integrélni polet I __”
A ) A
9/ uzév¥r mno¥iny Z v prostoru ( F, ©,) Je roven & ,

X%k A .
10/ ( L, ©,) Jje tplny metricky prostor ,

A A
11/ ( £, ©,) Jje uzavienym podprostorem ( x, £, .

¥ X
Dodatek H
A

charakteriau;]te konvergenci v prostoru ( F y ©7) 4 tj. udejte
nutné ¥ postadujict podminky, aby $, —> @ v metrice O,
/4 B, —> 4 v peeudometrice O, / .

8,16.*Bu& A ={Ae?yz-,- A <+00} .

Rekneme, %e dvé mno¥iny A,B C P jesou ekvivalentni /pieme A~ B/,
prévé kdyz mnoZina (A = B) U (B - A) je nulové. Bud ’?L mnoZina,

jeji% elementy jsou t¥fdy ekvivalentnich mnoZin z 70 /ukaite, Ze vztah
A~ B Je skutein& ekvivalence !/.

Pro 1ibovolné dva prvky & ; Bz muozdny 2  /tj. pro libovolné

avé tridy ekvivalentnich mnozin/ polozme @, (8,8) = «(a-B) + «(B-a) =
.= uf(aB) U(B-a)] , xa¢ 4 € X, B€EB.

DAle poloime

G (A,B) = 4(A-B) + w(B=A) = [ (A-B)U (B-a)|  pro ibovolns
AB € L .
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"
8,17.

DokaZte, Ze
. AN ' . - ) -~
1/ ¥iglo @O (A,B) nezdvisi na vjbdru mmofin A,B ze t¥{d 4, B,
-~ .
2/ (2, £, ) Je metricky prostor,
* oA :
3/ (H#, ©,) Je Yplny metricky prostor,

N

4/ pro A€ A, BeB, 8B ed  jest

| wh - uB| = G, (4,B)
/tj. - shruba Fefeno = % Je spojité funkce na prostoru
(?/%, €, /7,
5’; (72, @; ) Je pseudometricky prostor,

*K
6/ posloupnost mnoiin A € 2.  kornverguje k mnofing€ A4 € JC

v pseudometrice O, /tJ. Ma G, (A, 4 4) =0/ , prévé kdy:

Je spln&na nédsledujici podminka:
pro kaidé €2 0 Jje lim Ca.{xéP;

NI
] cAn(x) - cA(x)I > & } =0

/cy Je charekteristické funkce mnoXiny M /.

/viz p¥. 2,18/.

Bud P spodetnd mnofina, necht P = {xl ' X 4 Xy ,....} .

Necht 2 = { £e€S(P); £ je omezend na P }. Pro libovelnou
-
(
£ € 7 definujme Az = L=l
ned 2!1
DokaZte, Ze

1/ (Z,A) tvoii zdkladni prostor,

2/ kaZd4d podmnoZina P je m&F¥itelnd ,

Yeuefm) = 5w

4 wP = 1,

A ‘ .
5/ metricky prostor (X » gD, ) - definici viz v cvileni 8,16 - Je
kompaktni

Fa¥
]] uka¥te, Ze prostor (7 , ©,) Je homeomorfni s Cantorovym dis-
kontinuem C / viz pf. 5,7/ - pro ACP , A=

= {xnl, xnz, xn3 .....}, ) < By (g { secee polofte

2 2
h(A) = 3% + + ;g *eeeo € ¢ |

Sl
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*
8,18. |V tomto cvieni predpoklddejme, %e¢ P € 77 .
Potom plati

x
1/ £ e/l ¢  prokarsé c € B Je {x € P;

f((x) < ¢ } e - viz p#. 8,30 ,
2/ f,gell => f.g el - viz pi. 8,41 .
DokaZfte, %Ze potom také plati nésledujici tvrzeni:
v tged = Al o 2"
1+|f-—g|
|£-g !

4/ WE MM , mM { +© ,f,geﬂ_é#
1+ |f-g |

E zM L
Bud nyni M € & e SR /stéle predpoklddédme P € 774 /.

-~ ~
Definujme mnoZinu A M obdobn¥ jako v p¥. 8,15, tj. A M
ne, jejimiZz prvky jsou tffdy ekvivalentnich funkei (na M). Pro

Q_Sv, }_Z) E_/TM poloZme

Jje mnoZi-

PJ(QS:‘ZV)=AM(IH'=E—), ke £ €O , ge¥ .

DokaZte ddle, Ze

5/ &islo o, ( @ y ¥ ) nezévisi na vybéru funkel f,g ze tF{d
Dy ¥

* ~

4/ ( /LM , 0,) Jje metricky Uplny prostor ,

ET

5/ Jjsou-1li fn € @'n s, £ € @ y potom ﬁn—-—a_@ v metrice
Oy /tde Um0, §,0) =0/ <> prolivovolné £> 0
jest lim Cto{x €M |£x) - fn(x)l\g E } =0 /viz té3
pt. 8,16/, '

Zmé&nila by se ndjak situace, kdybychom nepfedpoklddali P € 2 7

8,19? }Oznaéme symbolem ??Z systém vBech t#1d ekvivalentnich mno%in z 7%

. /dvé mnoZiny A,B jsou ekvivalentni, jestliZe mnoZina (A-B) U (B-A) Je
nulovd -~ viz téZ p¥. 8,16/.

Definujme funkeci ¢ takto:

t € ( 0,4000)=> () =1-¢"",

poloZme navic @ (+00 ) =1,

ey

Pro K,ﬁ € X poloZme

g, &5 = @ Al uea] ), e aci, BEB.
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* %k
.8,20.

¥
8,21.

DokaZte, Ze
AN AN
1/ &islo P‘?(A,B) nezdviei na vybéru mnozZin A,B ze tffd A,B ,

2/ 9% y ©,) je Uplny metricky prostor.
Pro libovolnou mnoZinu M &€ 77£ oznadme symbolem a(M) t¥idu viech
mnoZin ekvivalentnich s mnoZinou M .
Potom plati

3/ AB €W =

a/ e{A U BY = o(A) U e(B) ,
b/ e(A N B) = e(A) N e(B) ,
¢/ e{A=B) = e(A) - e(B) ,

4/ Qefinujeme-1i zobrazen! Fy, F,, Fy =z 7 x P do 7 pred-

pisem
A N
F,(8,8) =RuB=AuB,
A A ~ ) P
Fz(A,B) =ANB=A4NEB,
Valla) Fa) ) ~~
F3(A,B) # A - B = A-B ’

' S )
jsou zobrazent F; , F, , Fy na 9% x 7 /s obvyklou metrikow

spojitd,
5/ predpoklédéme-1i navic P € 7/ a definujeme-1i zobrazeni F,
Pl N\
z dX do J predpisem

Fa) e el P
F,(8) =P =1 =P,

-~

Je F4 spojité na 79 /vée a metrikou p% ! /.

Studujte vzéjemny vzteh Jjednotlivych metrik z prikladd 8,15 - 8,19 /tj.
Je-1i napf. pravda, %fe (@, (E,F) = @ (cg , ¢p) aj./. Studujte téZ kon-
vergenci v jednotlivych prostorech !

Bud déna matice redlnych &f{sel /nekoneZnd/, (u, m)+w
“on,m=v
Predpokldde jme, Ze
00
1/ pro kaZdé n € N fada Z W,.n konverguje absolutné, oznalme
) mef *
vn = MuT %'m ’

2/ pro ka%dé m € N existuje w]-.rigﬂ un.n » oznalme u, -nlilono%’m ’

3/ budto a/ Yo Yei,m PO kazdé m,n anebo

I\

b/|un’m| o pro kadé n € N a vlechna m € N ,
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pfidemi fada > s, konverguje .
oo mat
Poto imv_ = tJ.
° ‘ ™ %—aroo n ﬂg‘l Y 0 J
3 >
1 u = 1lim u .
n->00 mZ-»r n,m m=4 n>00 I,0

Doka%te !

“ VyJd&te ze zdkladniho proetoru ve cvifen{ 2,21 a poufijte Leviho
a Lebesgueovu vétu !

E
8,22.| Bud P zéklednf mnoZina, (3Z,A) zékladni prostor, necht & je aystém

véech funkef na P s koneinym abstraktninm integrélem.
Definujme nyni systém funkc{ ¥ s definisnim oborem P :

£ € W &> pro libovolné funkece g,h € &£
tekové, 2¢ g =0 = h , jest max(g; min(f,h)) ¢ £ .

Poznémka : velmi mnoho autord definuje systém méfitelnyech funkci prévé tim-
to zplaobem; v dal3im uvidime, jaky je vztah systémi A a W .

Funkce ze aystému W nazyve jme pseudom@fitelné.

DokaZte nédsledujici tvrzeni:
vV g€ W, vt = £ €W
2/ £ C W,
i/ £ € W ,ne & , |g|£n = r e & |,

4/ 2. € W , £ —> f kb = £ € W

ﬁouﬁijte Lebesgueovu vétu ” ’

s/ A C W , na priklads 2,10 ukezte, Ze nemusfi byt L = W,

6/ £ € W , a€E = a e W ,

7/ fl,fze’)f =3

a/ max (fy , £5) € W, '
b/ min (f; , £,) € W,
e/ £+ £, € W, wé-11 soudet smysl sak.v.,

8/ £ €W = ¢t e W ,
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*
8,23.

*
8,24.

* ' .
9 f. € W = s;:_pfne’lfl,atnffné’}f‘ ,
ul}gsupfne%/’,‘ lim inf £ € ¥

10/ £ € W ,

NS00 -

g,h € & g§=<f=h = fe£ ,

11/ £ € W, gh € £ = max (g min(f,h) € L

” poloite g; = min(g,0) , h, = max(h,0) a ukaZte, Ze

min(g ,h) = max(g; min{f,h)) = max(g,hl)J .

Definujme nyni systém mnoZin L  takto :

Ae N < e, € W /viz pFedchozi cv. 8,22/.

Mno%iny ze systému S
Dokaite, Ze
1/ systém M tvort
nice 7,2/
I’ pouzi jte vysledid
2/ M nemusi byt
PENM,
” viz napf. 2,5_"

nazjvejme p seudoméPitelné,

(¥ - okruh podmnoZin mnoZiny P /viz defi-

‘pPedchoziho odstavee | ,

0’ -slgebra /viz 7,2/, tj. nemusl byt

3/ N C M, na prikladé ukaite, %e nemusi byt 77 =M .

Piedpokldde jme, %e Deniellovo rozsifeni splnuje jedté daldi axiom,

axiom 9 : existuje funkce g ¢ ¥ tekovd, Ze

0 ¢ glx) =

1 prokaZfdé x € P ,

tj. k axiomim lz - 3z y 4, - Ta piiddme Jestd axiom 9 .

Ukaite, Ze

1/ axiom 9 nemusi byt vidy splnén , tj. pfeandji - existu.ji prostory,

splnujici lz-.:;Z ’

4,~7, a nespliujict axiom 9

[ viz naps. 2,00 |,

2/ plati-1i axiom 9 , potom A = B fviz 8,22/
”buﬁsebﬁ takovd, Ze O ¢ g{x) = 1 pro kaZdé x € P,

d £ € W
g, €X , £

poloite f = max (-ng , min(f,ng)) a ukaZte, Ze

—> |,

3/ platf-1i axiom 9, potom & = M /yiz 8,23/,

4/ viz téﬁ pio 8.25 .
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8,25.

8,26.

8;27.

Bud P € 774 . Potom jJeaxiom % /viz 8,24/ splnin.

Dokazte! )

mli AP =0, jo tvrzeni ziejmé. Bud tedy P > 0.
Podle definice existuje posloupnost f € z , S ep o -

MdZeme pFedpoklédat, Ze fn-l’-' 0 /pro¥t/'a %e AL » 0 pro viechna
n /pro&?/. PoloZime-1i '

o0

Ll x)
Gi{x) = - Z :: y &(x) =mn(G(x) ; )
ne1 oPap o

/vig téﬁ 8,28!/ , vyhovuje funkce g poZadaviim axiomu 9 . "

Na konkrétnich p¥ikladech jsme vidZli, ¥e nskteré obecné vlastnoati riz-
nych systémd mohou~byt v Daniellové roz3ifenf splniny, ale také nemusi
byt spln¥ny. Kup#ikladu miZe, ale nemusi byt P € 7722 /p¥. 2,5/; miZe,
ale nemus{ byt splnin Stonedv axiom 8, /viz p¥. 8,11/ &1 axiom 9
/viz pP. 8,24/, systémy /. a W vBech m¥fitelnych a pseudoméiitel-
nyeh funkei /viz 8,22/ se mohou, ale nemusi shodovat aj. Budeme se zaby-
vat nyﬁi témito problémy trochq podroimé;}i - poloZime tedy kromZ axioml
1, = 354 4, - Ty na celou teorii je#td daldi axiomy a budeme zkoumat
Jejich vzédjemny vztah. V dal#ich p¥ikladech proto vZdy pPedpoklédime, Ze
pivodni axiomy 1, = 37 , 4, = 7, Jsou splniny. )

Krom# Stoneova axiomu 8; /viz cv. 8,11/ uvafujme jedté dals{ axiom 8:

/ jakysi '_'zeslébemf" Stonedv axiom/

axiom a’; : £, £20 = mn(f,l) el

/aby na tomto m{st® nedo#lo k nedorozuminf, umluvme pe, e symbolem 1
budeme znadit funkci, kterd na mnoZfin®d P nabfvd viude hodnoty 1 / .

1/ Uka%te, Ze z platnosti axiomu 8; plyne:

a/ £f € 2 = nex(f,=-l) € 2,

b/f €EZ, a >0 = minlf,e) € 2,

e/t €} = ma(£,l) € B, mxif,-) € 3,

. *

d/ axiom 8 ’

e/ £ € & = min(f,1) € . £ ,

/e el = mng,) €A,

. : *

2/ Na p¥ikladd® 2,8 ukem¥te, Ze axiom 8 miZe byt splnin a axiom
' 8. nikoliv, tj. z a¥iomu 8: neplyne axiom 8, .

$
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8,28.

8,29.

3
3/ Déle ukaite, %e z platnosti axiomu 8, plyne:

a/ cely prostor je pseudomé¥itelnd mnoZina, tj. P € A /viz
8,23/

[ néte wézat, ze op € W -k tomu je nutné a stadf dokdzat
/viz definice 8,22/, Ze

max (g ; min {cp; h)) € L , kdykoliv gh € £
g < 0 £h , co jest jiZ snadné |,

b/ £ € XL = min(f;1) € £
I gin£;1) = minte*;1) - = |,
e/ £ €/ = mn(5;1) €4,

&/ £ € W = mn(f51) € W,

»*
4/ Na priklad¥ 2,8 ukuite, %e z axiomu 8, neplyne je#t& P € 77 .

Predpoklédejme, 3¢ P € . /viz 8,23/. Potom platf:

a/ £ € £ = min(r;l) € £

[[Tdefinice systému H" - viz 8,22 - lehko ukdlete, Ze
min(f+;l) e &£ a dale pouZijete vztahu
win(£;1) = min(£*;1) - £~ |,
b/ axiom 8: ,
e/ £ € W =  ninl{f;1l) € W7
mne piimo z pf. 8,22 - Tb a ze vztahu cp € W,
tj. ze vztahn 1 € " /viz dmluvu v 8,27/ |,
@/ £ el = minlf;n €4

” plyne z definice systému mEiitelnych funkeil A a ze vztahu
£, —> £ = min(fn;l) —> min(f;1) , .

UkaZte, %e tvrzeni a/ - d/ zdstanou v platnosti i tehdy, pfedpokléddme-
11 P € 77

| plyne okamfit® ze vztahu /7 C AL - viz 8,23 ” .

UkaZte, Ze plat{ ndsledujici ekvivalence:

PeM & [fex , £20 = mn(f;l)ex]

” viz 8,27 a 8,28 . "
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*
8,30.

Podle cviéeni 7,13 - 8/ méd mira (;Z /= Tcu / definovand na systému
viech podmno%in mnoZiny P vlastnostl wnéj3f miry /viz 7,12/. MdZeme
tedy definovat systém 270 ((l"f.) vBech 4 - méFitelnych mnoZin podle
7,15. V Daniellovd roziifeni mime nyni{ t¥i systémy - systém 777 viech
m&fitelnych mnoZin , systém <* vSech pseudoméiitelnych mnoZin /viz
8,23/ a nyni i systém 7% ((ﬁ) v3ech (Ifz - m&fitelnych mnoZin.
Ptdme se, jaky¥ Je vzieh t&chto jednotlivich systémi.

Doka%te nésledujici:

1/ 7 C M /viz pP. 8,23/
2/ M C (L)
” Mdte -dokdzat ndaledujici impi:lkaci:
A e M = pro libovolnou mnoZ%inu T 8
AT+ Jest  A(TNA) + A(T-A) = AT
/rozmyalete !/.
Bud tedy A € AL, (LT < + 0 , Uraite, Ze existuje funkce
h €L takové, ¥¢ ¢y £ h , Ah = 4T . Polofte h = min (n.c;;h).
Protofe h, —> c¢,.h , plyne odtud, Ze o,.h € W , ze vztahu
0 £ ¢,.h = h plyne dokonce, %e c¢,.h € X /viz 8,22 - 3/ /.

Odtud jiZ lehko odvodite, Ze

A NT) £ A (e,

AT -8 £ FT -4 (eun) .

2 dokézanych vztahd nédm nynf plyne, %e vidy 72/ C M C 332’(@)
Na pfikladech ukaZte, %e mezi t3mito systémy nemusi nastat rovnost. Pro
daldtl pouze je¥t: poznamenejme, Ze kaXdy ze systémd 7724 , A,
(ALY tvord (" - okruh podmnoZin mnoZiny P /viz 7,2 / a %e vidy
P E (L) [fviz 7,16/,
Soka¥te dédle, Ze

3/ plat{-1i axtom 9 == 7% = A /fviz 8,24/,

4/ je~ri W = M , nemusi je&td platit axiom 9

[ 28 zékladnt gystém funkei Z vezmite systém vBech funkei tvaru
f(x) = kx na intervalu (0,+® ) ,pro £ € 2, f(x) = kx

poloite Af = k- “ ’
* %

5/ u%:%/ﬁ)#—‘} P € M
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*
8'31U

"—a—/ Je-li S = WZ(C&:) » Jo P €M podle predchos! poznéuky.
v/ Bul tedy P € M a E€ D(AL) . Méte ukézat, He
cg € W" . K tomu musite ukézat, ¥¢ min(cy;h) € Z
kdykoldiv he & , nh 20 |,

6/ T = FL(AL) & P e
[aropst o P ozt , 3011 7% = (A% Ar

b/ Bud P e . . Podle 8,25 je splnin axiom 9, tedy 7 - M
/viz 8,24/ a podle predchozi dstl - jolikoZ je P € % A "

1 M= ]

2 prévé dokézanych vieledkd tedy plyne, Ze
7 W= M = ZAWAR A R

Obdobné jako jsme definovall riizné syetémy "m&Fitelnfch" mno¥in - totil
systémy 7 , M a @t(A) - mhieme definovat i rizné .eystémy
*m3#itelnfeh® funkef. Prednd méme definovén systém viech méritel-
nfech funkel a systém F~ viech pseudomdfitelnych funkei /viz 8,22/,
Vzhledem k touu, %o systémy 7t , M, W (&) tvoari O - okruhy
podmno#in mmo¥iny P , miZeme ddle definovat aystémy . (772) ,
Ay , A(PE(AL)) vBech 7¢ - miFitelngch, A - mEritel~
nfch &  #L (&) - m¥ritelngch funkct podle 7,23 a podle posndmky v od-
stavei 7,25 /uvddomte ai, Ze nemusi byt P € 7L ani P € M 1/,
Jakyj bude nynf vztah tdchto systémd ? '
Dokafte nésledujfct

of Nc W

If_ viz 8,22 __u,

v/ plati-11 axiom 9, jest A = W
8,2¢ |,
o/ A(W)c A(M)c A (i) ,

WPEW SAM) = NM) = A(W(AR))
Ir—a,3o-7/_]

o ALM)c W,
TreM = A(M) =W,

g/[fGV#{xGP; £f(x) < c}EJL pro libovolné céll]
> P €M
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: ¥
8,32,

*®
8,33,

*
8,34.

ﬂ_:muu-n ro funkei rovnou ) na mnoiiné P , jest zfejmd
£, € 7" & napt.

{xer; g0 < 5} = P _J,
h/[r e A = {x€P; fn < c}e® pro Livovolns
c € 31] ‘= P € WL
[ postupujte stejnt jeko v &/ | .
0dtud jii lehko dokéZete, Ze
i/ Pem S A=W =A(mw)=A(NM) =./[(?32((E)) ,
specidlng tedy-

J/PG??Z‘#[:EA & pro xataé ¢ € B, jgest
{xer; 2n < e}e ]
V poslednim tvreeni je obsaZena velmi adlleZitd charsakteristika m&fitelnych
funkei ppmoci néiitelnyech mnofin.

Necht platf axiom 9 ~ viz 8,24 - potem
(1) : existuje posloupnost funkel £, € Z takovd, Ze

00 .
2 |gtm|= +  prokaiaé x € P .
=7 ,
Bud g € £ takovd funkce, Ze O ( g(x) € 1 pro kmZaé x€ P,
Potom exiatu.je'funhce h € ZR takovd, ¢ h = g . Ddle pouiijte
defintcl systém z° . |

Necht platt (1) v 8,32, Potom

(2) : existuje posloupnost fumkei g, € 2 takovd, Ze
- oo .
g >0 a (u(,an)=0, kde

G, = {xe P; gn(x),=0} .

[ stast polazit g = |f£ | :_ﬂ

Predpoklédejme, %e P € A /viz definici 8,23/ a e plat! (2) s cvi-

Zeni 8,33. Potom plati axiom 9 /viz 8,24/,

H Je-1i AP =0, je tvrzeni zfejmé. Bul tedy g, posloupnost fumkct,
JeJif existenci rarufuje (2) v 8,33,

Ukaite, Ze

8/ Ag > O alespoh pro jednu hodmotu n ,
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b/ lze predpoklédat, %e Ag > O pro vSechny hodnoty n .

min(h(x); 1) Jje-1i

o
R A

PoloZte h(x) =
=7

28 A .
*n ~1 Je=1i h(x) =0 .

Uka¥te, %e funkce g méd vliastnosti potfebné v axiomu 9 . ||

8,35? Predpokléde jme, %28 P € AL a %e platl axiom 9 /viz 8,24/.

Potom plati
(3) : e stujf mno¥iny E € 77 takové, Ze
=]
P= nLg)fEn a 4B < +o0 pro kaZdé n .

(Toto Je vlastnost, vyjadfujici tzv. O - kone&nost miry - viz 7,29/.

” Uvddomte si piedn¥, Ze podle 8,24 Jest 7 = S .
Bud g funkce, jeJi% existenci zarutuje axiom 9 . Polokte £

=m1n(1;ng),En={xE P fn(x) = 1} _._”

-
b=

8,36, | Pfedpoklédde jme, Ze je splnna vlastnost

(37) : exiatujl mnoZiny E, € M. takové, Ze. P = nLjf E 6 »
(a:En { + 00 - pro kafdé n

/uvédomte si, %e miru 4 méme definovénu pouze na systému #L
a Ze gz uvedenych pifedpokladd neni ihned zf-e..jmé, e I = M /.
Potom P € M a je splnén axiom 9 /a tedy M = MM /.
"—P € M  plyne z toho, Ze systém A tvoirt & - okruh .
Je-li (&P =0, Je tvrzeni zfejmé. UkaZte déle, fe mnoZiny E,
v (3°) 1ze volit dokonce disjunktni, poloZfte potom
& 1

hos 2

n=1 R | Cr’z,“(nn)

cEn y & =min{(l;h) . "

8,37.] UkaZte, Ze

1/ axiom 9 a vlastnosti (1) , (2) , (3) jsou epluény v pFipa-
& wP=0,

2/ axiom 9 a jednotlivé vlastnosti (1) , (2) , (3) jesou
ekvivalentni, jestlije P € M a CZLVP > 0.
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8,38, Z pfedchozich vysledkd odvodte nédsledujici velmi zajimavou vlastnoat:

P € 7 & exdeatuii mnoliny E € 2 , wE ( + X ,
00
P = 7!L=J4 E ,
tj. prostor P mé @ = koneZnou miru, prévé kdy: je maFitelng.
l] Je-1i P € 7 , Je splnin podle 8,25 axion 9 a podle 8,30 - 7/

jest S = 772 . Déle pouiijte 8,35. Ostatni je jii snadné.

Dokaite ostatn® toto tvrzeni té% piimo. Je=1li P € 77 , existujf
funkece f € £  tak, Ze f  _7 cp . Predpoklddejme, e P > O
a uveiujme mnofiny E = {.x € P, fn(x) 2 % }. Podle 8,31 - j/
Jest B, € W o ztegnd wE < + o0 ., Obrécené tvrzeni plyne

zvéty],:i_._“.

*
8,39, | Pfedpokldde jue, %e je splnina vlastnost (1) 2z 8,32. Bud h € A R

h 20, c=oup {Af; £E€X , 0£r< n}<+c0 .
Potom h € &£ a Ah =c¢ . Dokaite !
[ Bud £ posloupnost funkef z vlastnosti (1) , poloite

by = min (5] + .+ (2] n) .|

Poznémka: tato v3ta plati i tehdy, predpoklédédme-1i pouze h € W~ .

*
8,40. | Projddte gsi Je5tE Jednou cvifeni B,27 - 8,39 a snaite se pifehlednd a gra-

ficky si znézornit vdechny implikace. Sepite si té%, co lze viechno tvrait
v p¥ipadd, e P € Pt !

ﬂ P € X =
a/ existuje funkce g € £ tak, e 0 < g(x) £ 1 pro ka%dé
x € P /axiom 9/, nelze obrdatit,

b/ [f €X = mn(f,l)€ XL ] /zeslabeny Stonedv axion/,
nelze obrétit,

o/ = M = T(E), lze obrétit
/speciélnd: E € ¥ & pro kafdou mno¥inu T C P Jest
AZT= A(TNE) + J(T-8 /

as A=W = A (@AY ) 5 1ze obrétit, tedy
feN & pro libovolné funkce g,h € & , E% 0£n
Jest max(g; min(f,h)) € £ <>  pro libovolné ¢ & E; Jest

,{xep; £ < }e @
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e/ mnozina P mé O’ - koneZnou miru, tj. existuji E, € 77 ,
. | s :
En { +00 P = n!;)f Er! » lze obrétit,

£/ viz té% jesté cvifeni 8,41, 8,42. |

*
8,41, | Bud P € WL . Potom

1/ frel = sign £ € N . DokaZte !

Plati tato implikace i1 bez predpokladu P € 37 ?
Plyne z platnosti této implikace ji¥ P € #¢ 7

1. f,g et = sfg e
[ Poar. 8,31 gest A = 72 (&) " a podle 7,24 Je soutin dvou
o - mEritelnych funkef opst & - méFitelnd funkce |-
Lze posledni tvrzeni dokdzat i bez pFedpokladu P € Z7£ *
Plyne z této implikace jiz P € 72 ¢ /Viz té% odstavec 4,3 ze skript

I1.8erny - J.Maiik, Integrdlni pofet I - co se v dikazu vlastn® pfedpoklé-
aé 7/ '

*%
8,42, [Uvedme jektd jeden abstraktnl problém. NejdFfive si viak dokaZte ndsleduji-
¢l Jjednoduchou, ale uZiteZnou v&tu. '
*"Budte (Zy, 41} 4, (Z,, 4;) dve zékladni prostory nad stejnou mnoZi-
nou P . Budte x,, ’ 0‘62 p*isludnéd sysiémy funkel 8 kone&nym
abstraktnim integrélem 4, , A, . Potom plat:

Z]e [ncg,

z, ¢ Z, a ME=Af pro £ € 2 & pro.f € Zp|.

[21=.2’,_ a MFf=Af pro £ € Z,

Ve cvifeni 7,38 jsme uvedli ndsledujici v&tu - bud (2,A) zékladni prostor,
provedme Daniellovo rozireni, dostaneme trojici (P, 7%, .« ) . Oznalme
symbolen E ayatém vdech jednoducbjch funkef na P 8 2 (N(E)) < +00
Pro funkce ze systému Z mdZeme definovat integrdl A jako v pr. 7,37
/vie ai zopakujtel/. Ziskéme op#t zékladni prostor (E,-A-) , miZeme op&t
provést Deniellovo roz¥ifeni, doataneme aystém .% a integrdl A na
ném.

Ptali jeme se, je-1i splnéna podminka

(1s) : &£ =& a ae=ir profex=£..

Vid¥li jeme té%, Ye odpovdd na tuto otdzkm Je positivni v pFipads, Ze
P € 77 . To tedy znamend, %e podminka P € 77 = je postadujfci pod-

minkou pro platnost vztahu (LS). Hledejme nyni n&jaké dalsf postadujicf -
#i nutné - podminky pro platnost vztahu (LS) .
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¥
8,43.

DokaZite ndsledujici:

1/ (1S8) nemusi byt vidy splnéno
” vig p¥. 2,5 , kde jedinéd m3fitelnd mnoZina Jje prédzdnd mnoﬁ:l.nf_JJ,

2/ predpokliddme-1i, 3¢ A = W /fviz 8,22 /, doka%te, e libovolnd
z hésledu,jicich podainek je postadujici pro platnost (LS)
a/ Stonedv axiom 8 /viz 8,11/ ,
b/ zeslabeny Stonedv axiom B:' /viz 8,27/,
c/ f,8 € 2 = f.g € Z,
a/frez, £tz0 = el .

Je n&kterd z téchto podminek i podminkou nutnou?
Jaké je situace v piipedd, ze neni A = W' 7

*¥%3} V tomto pfipadZ je nutné trochu pozménit definici Jjednoduchych funkef
vzhledem k systému M . ' '

V dal3ich nékolika piikladech se op¥t omezime pouze na Lebesguelv integrdl
v eukleidovskych prostorech /tj. pfedpokldddme, %e zékladni systém Z = C
& Af je Riemanndv integrdl ples E, /. Nékterd tvrzent by bylo moZno

r

téZ vyslovit obecné ji, nebudeme se tim v3ak zabjvat - pFenechdime toto Zte-
néfi.

Pro libovolnou mnoZinu A C E, & pro libovolné k > O znatme A(K) =
= AN <{=k,+k> , pro libovolnou funkeci f , f = O a pro libvovolné

k > 0 znadme gymbolem £¥) funkei /neplést s derivacemi!/ definovanou
ndsledovné

f(x) pro ta x, prond% f£f(x) « k ,

'k pro x takovd, %e f£(x) > k.
Dokaite, Ze
YV A€W, , x>0 = a®e k.,

2/ teld, ,£=0,xk>0 = f“‘)e/LM .
3/ je-li memf,fe/LM , £ = 0 na M, potom
red, o fPeZ pro kazdé k ) 0 a

1im f f(k) Je konedna |
k=00 Mﬂ;} ) (x)
/V tomto pPipad¥ pek z¥ejmé £ =1im _/ f /e

M k-s00 jalk)
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" Nédvod k dikazu posléd.niho tvrzeni:
o/ jo-11 £eZ, ,dest £¥e & )  prokazaé k> o
a pouZije se Lebesgueova viéta ,

b/ oznalme a = 112 ;!/(; )f“‘) s pro libovolné cel¥ r oznalte
*

= {xew; 2F< zm ¢ 277 N

ddle poloite

Q—oo {xell; f(x)=0}‘, Q4 o0 ={IEM; £f(x) =
=+oo}

a definujte funkecei F takto:
4] Pro X € Q_ .
F{x) =42r+1 pro x € Q. ,
\ +0 pro x € Q4 ,

lehko ukdZete, ¢ F € &£, a |f|% F, odkud jiZ vyplyne
tvrzeni . |
Poznémky :

1/ Jak by bylo moino vyslovit uvedenou v&tu pro prostory vyssi dimense
&1 pro abstraktni prostory 7

2/ Uvedenou v&tu by bylo moZno zobecnit. Plati ndsledujici:
“oud £ €A, £20, WEW, . Poton
f£E °(£M = £l9 ¢ x”(p) px;o viechny hodnoty p,q

a lim f(q) Jje konelnd " .

P-,+m Ho)
Bylo by ov3em tieba vyav&tlit, co se rozumi *dvo jnou” 1limitou
lim - ¥tenéfe je mo¥no odkézat na knihu V.Jarnik, Diferencidlni

Pr+oo
g ++o0

podet II .

8,44.| DokaZte ndsledujicd tvrzeni.

Bul f libovolnd funkce na mnoZing s C E, « Pro libovolné a,b € E, ,
a { b oznal‘me fz:; funkei definovancu piredpisem

£(x) pro ta x € M , pro n&%
as fix) < b,
(b)
(x) = b pro x € M, £(x) > v,
(a) \
L Pro x € M takovd, Ze f£(x)< a.



8,45.

8,46.

Je=l1i f € A , o Dotom je ft:; eAM pro libovolné a,b € E; ,
a <{<b.

” P#i ddkazu pouijte vétu 56. Je viddt, Ze vita zdstane v platnosti
i obecnd - stad{ predpoklddat - jak vyplyne z provedeného dikazu - %e
A= A(a) , tj. sta¥l pouze predpoklédat, e P € 7 /viz

8,31/. |

Zobecnéme nyni trochu tvrzeni z 8,43. Bud op&t f libovolnd funkce na
mno%ind M € 72, , ne nutnd ji¥ nezéporné, bud k > O . Podle predeslé-
ho cvileni 8,44 mdfeme utvo¥it funkei fgi) , znafme jl pro krdtkeat opét
f(k)/ ukafte, Ze toto oznadeni neni ve sporu s ozna¥enim z pi. 8,43/.
Potom plati:
je-11 £ € &, , et £B¢ €, ) Prokazdé k > 0
a Mff = Mn_ ;’/(;)r“‘)
DokaZite !
”;uii,jte vztahi
a/ £=f ¢,
PG BT ¢ B

a cvideni 8,43 . ”

Poznémnka:

Op&t nebylo podstatné, Ze jame uvaZovali pouze Lebesgueovy integrdly

v E:L s Dokuate se uvedenou v&tu zobecnit.

Na tomto migtd se dostévdme k teorlii ™zobecnényech" integrdli. Véta 2z pred-
chozfho odstavee ném k tomu ddvA vhodnou p¥{leZitost. VidEli jeme totiZ,

e za predpokladu f € L joi £¥¢ fme pro ka¥dé k > ©
a plati rovnost f f = linm f £k . MiZe se nyni atdt /uvedte pri-
M. k- +00 jyix)

klad !/, Ze posledni limita existuje, aniZ existuje konedny Lebeaguedv

integradl f f . V tomto pripadé limitu 1im L e useme nazyvat
M kv MK

Q-integrélem funkce f phes mnoZinu M . Presn¥ji, bud M C B, , £
funkce na M , nechf pro kazdé k > 0 Jest £¥e £ 4 a nechf
exiatuje yvlastni 1lim f jt'(k) « Potom hodnotu 1lim f f(k) nagveme

ks+00 MK Ka 4o artk)
Q - integrdlem funkce f pies mnofinu M , znadme tento integrédl aymbolem

(Q) F[ f . Necht dsle symbol Qy znamené systém viech funkol na mnoZiné
M , pro n&Z existuje (Q) /{ £.
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.
8447,

UkaZte, Ie
-+f

1/ (@) f % dx = 0 /v nule definujeme funkci libovolné/,
1

2/ (Q) bfﬂf—’ dx existuje
rvizpi‘.3,4__]|,
VL EQ, E~T D BE G,
s/o ch,
5/f,seql,fég MI%-(Q)}/fé(Q)i'/.s.
6/£€Q , £20na M = £€X, a(L)fré(Q)/r
. M M
[ viz cvitent 8,43 , viz té2 8,50 -1/ |,
7/ €EQ, a€ER -—‘)-:eq,,(q)/ar-a.(a);’/-r,
8/f €Qy, NCM, NEM 335 f € Q,
4
1
"T:l_zkwi‘ﬂ:lndu (Q)[;dx__l,
9/ £,g €EQ K> r£+g8 € Q.

10/ £,8 € Qs £+8 € Q O (@ ;’ff-l-tq);’/‘g=(a)»/(r+;).

¥ ddaledku poslednich t*{ negativnich visledkll jJe viddt, e Q ~ integrdl
nemd potFebné vlastnostl integrdlu /tak, jak jsme Je formulovall v ivodu
prvni kapitoly/. Z toho divodu zavedeme ndsledujici "zobecninf integrdl®.

Buld £ 1libovolnd funkce na mmofin¥ M E 7, .Pukei f nasveme
B - integrovatelnou na mno¥ing N , Jestliie
o/t € Q /tJ. je-l1 £ Q -~ integrovatelnd , viz 8,46 /,
b/yl}rny. (a,’{xEI; f.(x))y}-o.
Systém vSech B - integrovatelnych funkci na mnoXind M oznalime symbolem
By » pro funkce f GB. definujeme B - integrdl vztahem

(B)ff’(@[f.

M

Dokaite, e
v £, C By C Q
hl—vuktmtoﬂ.s,&_l,
2/By- %, ¢4¢,
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3/t €By, £20 = teX,
ﬂu- pk. B, 46 - 6/ &i a.so-x_/J,
1
4/ (B) f 1 ax neexistuje ,
-1
5/ £ E€EBy, g v~ f => gE€B,
GIfGBu’ aGEléafGBl,(B)f f-'ao(B)/f,
' =3 B I+ = (B o B
7/ £,8 € By (f*a)GBu.()”f(+s),()/+()Hfs.
8/t EBy, NCK, NEMWM, 56 ¢ ¢€py.

8,48.| Ukédieme jeﬁ"t.é Jedno "zobecnini" Lebesgueova integrdlu. Dokaifte viak ne jari-

ve ndsledujici tvrzeni.
Bl 0 £ a (b<€+00 , fefﬁ(a’b). Potom pro libovolné

yE (Om) jest eV.fx) € Ly, 4y &

(L)fr(x)ax ;._1,-0 af oV .f(x) ax .
mzw, Ze

x € (a,b) . ’G(O,Q-CO) = I,.- -f(ﬂlé lﬁﬂ] € x(a.b)

a pouiijte kupFlkladu vitu 60 .. |
Bud nynf opét 0 £ a (b £+ 00 ,bud f funkce definovand v inter-
valu (a,b) 9 nech%

a/ prokatdé y € (0,400 ) jest e N.f(x) € s&(a’b,‘,

b/ existuje ylaatnf 1lim eV f(x) ax .
¥4 a

Systén viech funkci, vyhovujicich cbima timto podminkém, znadime symbolem
E(a,b) 3 pro libovolnou funkei £ € B(a,b) pek definujwe jeJi E - in-

tegrdl pies interval. (a,b) vztahem

‘E) f‘ .f(!:) dx .

y-vo_._ a
Dokaite, Ze
”xta.b) ¢ Eca,b) ¢ Ata.b) ’
2/:,553(&’”, x,F € B => at+ Lg € B,

(8) a!(tf+ﬂ@=¢<=§/fr+ﬁ(na a/f
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8'49-

l *
8,50.‘

3P E€EL O [t € By
4/ £ € Ea,p) ? r=0 = f¢€ 2",(a,b‘}
[ Gokazte primo &i pousijte 8,50 - I/_“ ,

0o o
5/ (B) /sinxdx=l , (E) /cosxdx=0
o
”ﬁz 4,47 & 4,48 |,
oo
6/ (E) ofﬂixdxhz’f
[viz 6,22_],
7/ (E) 0/ 22X ax  neexstuje

Mviz 6,72_|,

o o0
o/ m | E ao o7, B [ L= £
2 xoﬁ 4 }/’;

viz 6,75 | .

0 dal3ich"zobeenZnych™ integrdalech se zde nebudeme zminovat.

0 tiech velmi ddleZitych piipadech Jje moZno se doéist v knihéch V.Jarnik,
Integrdlni potet I /nevlastni Riemanniv integrdl/, V.Jarmik, Integrdlni
potet II /nevlastni Lebesguedv integrdl, Perroniv integrdl/.

Porovne jte navzdjem jednotlivé "zobecniéné" integrdly !!

Bud M € 7% P symbolem Ty oznafme systém vdech funkci na mnoZin& M
takovych, Ze

a/ .:sz C 'I‘M C -AM .
Nechl-ka%dé funkel £ € T, Jje pFiFazeno jisté redlné ¥islo - znalme toto
symbolem (T)ff - tak, Ze
M
v/ £ € ZL =‘>(L)/f = (T)/f ,
M # M
¢/ £f,8 €Ty, £ < g na M%ﬁT)Jfé(T)}f/\g
/lze tedy Fici, Ze (T) /"1/‘ Je jakysi *"zobecn¥ny integrdél*, i kdyZ se ne-

pfedpoklddd napi*, ani linearita/.
Potom plati

=
(I) £ €Ty, £20 na M = r e XL, .

DokaZte !
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*
8,51.

®
“Buc'l fETM,fa-—o.PotomfeffM . Pro libovolné k > O
funkce fgk) definovené pfedpisem

/f(x) pro x € M N {-k,k> , jJe=li f(x) = k ,
28 (x) =—-—\-—k pre x € MN {=k,k> , je=li f£f(x) > k ,
0 pro ostatni x € M

lezf v aystému Z,  /uka¥te ! , viz té% 8,43 /, tedy podle predpokla-
du je £k ¢ Ty » Ze vztahu Rz g pak plyne , Ze

(L)M/f“‘)- = (T)Mfr(“) < (m / £

0Odtud napf. podle Leviho véty /£8)_" £ / plyme, ze £ € &L m |

Pognduly.

1/ Jeliko3 viechny zobecn#né integrdly /Q - , B - , E - / splnovaly
viastnosti a/, b/, ¢/, vyplyvéd odtud, %e funkce, majic{ "novy
zobecndny” integrdl a nemajici Lebesgueldv integrél, mohou byt pouze
funkce, které mdni gvoje znaménko /viz 8,46 - 6/, 8,47 - 3/ ,

8,48 - 4/, viz té% obdobny piiklad 3,22 - v/ /.

2/ Ukaite, Ze také plati:
(1) £ € 1y~ £, = |2] ¢ T
| kayby |£| € T, , bylo by podle I téx |t|e X,
a podle vty 44 té2 f € ZM J
(111) £ € Ty - L, = (D) {|r|
] plyne okamiitd z pi‘e_dchoziho, srovnej pro zajimavoet se cvide-
nim 3,22 - ¢/ _|.

Je tedy vidé&t, ¥e zobecnZné integrdly, které nejsou Lebesgueovyml integré-

1y, jsou vlastnd "neabsolutnd* konvergentni integrély. Lebesguedv integrdl

Je pak podle v&ty 44 “absolutnd" konvergentnf. /Srovnejte téZ s teorit
tad a s teorii zobecn¥nych soudtd !/.

Uvedeme nyni pi’-:f.klad opezené funkce £ ne intervalu <{0,1> takové, Ze
existuje (N} f f & neexiatuje f £ .

- o

g_i_gg. Na druhé stran& musi existovat primitivni funkce F k funkei f
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¥
8,52.

x
8,53.

na intervalu {0,1)> , tudfZ mpoZina bodl gpojitogti funkce f musl

bft hugté v intervalu <O0,1> /viz v&tu v p¥. 3,3/. Poddme tzv. Volterriv
pfiklad takové funkce £ ; nejdfive ovidem musime sestrojit mmo?inu v in-
tervalu {0,1)> , kterd by m&la kladnou niru a JjejiZ doplndk by byl husty
v {0,1)> . Uvedme ndsledujict p¥iklady ~ konstrukce mnoZin s uvedenymi
vlastnostml je sama o sob& zajimavd.

/Zobecnéné Cantorove diskontinuwum/.

V pfikladu 5,7 jsme sestrojili mnoZinu C v intervalu <(0,1) , tzv.
Cantorovo digkontinuum. UkaZte, fe C = { 0,1} - RQ E, » kde E  Je
sjednocent disjunktnich otevienjch intervalt B, ; /1 = 1,2,0..,2%7F /,
délke kezdého intervalu E, , Jje 37 a kaZdf interval E,; Je “wmistén
v prostfedni tifetind" nZkterého zﬂ_x; disjunktnich uzavienych intervald,
které tvoii mnoZinu 0,1 - }'L;)" Ey /precizujte !, zFejm& E =
= {0,1> - R , kde mnoZiny R, Jjsou definovény Jjeko v 5,7/.

Bud nynt k 2 3 a provedme obdobnou konstrukci. Bud C, = <0,1) =
- 5:)1 Fn » kde Fn Je sjednoceni otevienych disjunktnich intervald Fn,i

/= 1,2,0..42" /) xazdy z intervels Po, M Q6w K, Jeels F =
]

(a5 , by ) » Predpokldasme, %e by, < a, ; , kdykolly i < §
/pode jte precizni definici pomoci matematické indukece !/.
DokaZte, Ze

k=3
1/ Ck€m1 pro libovolné k = 3 , C“"fck= =

2/ Cy Je uzaviend mnoZina ,

5 ¥4 C, Je ridkéd mmoZina /tj. md prdzdny vnit¥ek/ - anebo jinak fedeno,

Jjejt doplndk v {0,1> je hustd mmoZina v (0,1 |,
*%
4/ C =Cl (kde C{ je mnoZina vdech hromadnych bodf mnoZiny CY) s

¥k .
5/ Jjakj bude Jordan - Peaniv objem mnoZiny Cp ?.

/definici viz v dodatku D III /.

Bud {xl 2 Xp g eves } mnoZina' vSech raciondlnich Zisel v intervalu
(0,1). Zvolme posloupnost redlnjch &isel cS;( tak, aby

[>2]
p !
2/ :%_1 S ¢} .
PoloZme

P= (0,1) - ‘g)" (x - Jk' x, + 5k) .

-250_



Potom
a/ mnoZina F Jje uzaviend ,
b/ F € 7%, a &F > 0,
e/ F je #1dké mno#ina, tj. mnoZina {0,1> =~ F =

o0
= kk=)1(xk- 5]:, X, *+ 5]:) je bustd v (0,17 .

*) Jaky bude Jordan - Peandv objem mno¥iny F 7 /viz D III /.

- _

8,54. | Bud nynf A C <{0,1) libovolnd uzaviend, Fidkd mnoZina kladné miry
/viz p¥. 8,52, 8,53/. Potom mno%ina <{0,1) - A je oteviend, existuje
tedy spodetn# mnoho disjunktnich otevienych intervald (a , b)) tak, Ze

{0,1> - & = A, (an, b,) -

Definujme funkci F v intervelu <0,1)> takto:

/0 pro x € A ,.
F(x) = :

\

T~ (x - an)l (x - txn)z sin 1

(b -a )(x-a ){x-b,)
pro x € (a , b) .
Dokaite, Ze
1/ F je spojitéd v intervelu {0,1)> ,
2/ existuje vlestni derivace F' v <{0,1) ,
3/ F(x) =0 pro x € A ,
4/ F’ je spojith ve vSech bodech mnoZiny <0,1> -4 ,

5/ F° je nespojitd ve v3ech bodech mnoZiny 4 ,

6/ neexistuje (R) f P(x) ax ,

7/ exiastuje (N)f FP(x) ax =0 .

Exiatuje (L) /F (x} dx ?

*
<

8,55.| Definujte funkei G obdobnZ jako

minnlém pi. 8,54 pFedpisem

o] pmeA’

- 2 2 1l
{x - an) (bn - X)

sin 2 )a
(x—an) (b, -x

pro x € (an,'bn) .
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DokaZte, Ze
1/ G je spojitd v <<0,1>
2/ existuje vlastni derivace G v <0,1> ,

3/ G° je spojitd ve vBech bodech mnoiiny (0,1> =~ A & nespojité
ve viech bodech mnoZiny A ’

. 4
4/ neexistuje (m_ﬂ/ 6°(x) ax ,
b
5/ (N) Bf ¢(x) ax=0 ,

6/ Je=1li x € A , jo 6'(x) =0 a funkce G’ je neomezend v libovol-
ném okoli bodu x .

4
Existuje (L) df G'(x) dx 7

8,56? Bud { Xy9 Xps Xygeees } mhqii.na v8ech raciondlnich Zisel v intervelu

{0,1> . Pro libovolné £ > 0 oznalme

£ 3 '
Fi( E ) = (xi - 21“'1 ’ xi + ZT_I ) » 1=1'2.o-o. .

PoloZme ddle
‘ co )
F(E) = H Pj.( £) ,
2 1
F = M K H )
naqg
Dokaite, Ze

1/ F( &) Je otev¥end mnoZina pro kaXaé £E>0,
2/ wy (R(E) S &
3/ F je nespodetnd mnofina ,

4/ F???!% aCa’F=O.

* .
8,57.|Bud E € 9, , 4B <+ , rel. , £ 20;

oznatme Ek={x€E; k £ £(x) < ¥ } pro libovolné k.

Potom
- co
£ € 25 = E’ k. #4E, konverguje .
DokaZte !
"T/Ukazto ne jdfive, ke E, € 3?1',. pro kaZdé k € E, .
2/ Plati
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k.(a,_nk‘.'éffféihl). By .
&

3/ Déle ukaite, Ze

Mg

3
Y
<
A

Y kZ;o (k+)) « By ._J

Co lze tvrdit v piipadd, Ze 4B = +00 7 Lze uvedenou vétu zobecnit
i na obecn&jsi prostory 7 Kdy 7

* . '
8,58.| Bud B €7, , %EC +00 , £20, teld, ;

oznaéme ‘Fk= {x € E ; r(x)ak}' pxl'o kéEl.

Fotom

Ms

£ € .ff = &F,  konverguje .

~

=
(s v
" Ukazte, fe F, = H Epyq o kde mnoZiny E 3 Jsou definovény ste jnd

Jako v pitedchozi dloze 8,57. Poté pouZljte 8,57 . "

8,59. Bud B € M, , £ € £_ . Potom pro ka¥dé E>0 o

A x € E; £flx) =2 £} < + o . Dokaite !

I Bud &> 0, oznalte M, = {x € B; flx)2 E}.
PouZi jte vztahu

Eflfl = _{;[ﬂ +54|rlg{lfla €. wM,

a vity 44 .

a,eo’faua,re/LE s E€ W, , mE  +0o

Potonm
00

> Ca,_{x € E; _]f(x)[ = n } Konverguje .

f € ¥
E ‘na‘l

w
8,60. Bul £e A, Be M, , Hy= {x € BE; nl < 2(x) < n}.

Potom
+ 00
f € ff,E = 1Z’_m In] By konverguje .
. .
8,62.| Bl f¢ X , B €W, kK = {x € E; | 2] a_n}.
Potonm ll_’i& n. K = 0. Dokaite !

8?63. Gamma funkee.

Funkei /' jsme definovali pPedpisem
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8,64.

I (s) = /x*l.e-xu

a ukdzeli jsme, %e funkce /  je definovdna pro 8 €(0,# %0 ) ,

je na tomto intervalu spojitd a mé zde derivace vdech r4dd. DAdle jsme doké-
zali, %e 51_1&131_ 7 (a) = Ma T(g) = + 00
/viz pFiklady 3,43, 4,18, 6,24 /.
UkaZte ddle, Ze

1/ /(etl) =8, 7/ (8) pro s € (0,+0¢ ) ,

2/ /7 (n+1l) =n! pro n piirozené ,

3 /(L = /72 =1,

4/ existuje bod x, € (1,2) tak, 2¢ (x)) =0

[ pouzijte Rolleovu vEtu na interval (1,2) _ |,

5/ v intervalu (0,x,)) Je funkce /7 klesajict,

v intervalu (x,,* o ) rostouct, v bed¥ x, nabyvé svého minima

I azte, 26 777> 0 v intervalu (0,+ 00 ) , tedy Ze funkee
7'’ je v intervalu (O,+ 00 ) rostouci a vyuijte toho, Ze
y
/7 (x)) =0 >
6/ yl_i’% ¥ T(y) =1

- oo

"Tkaﬁte, Ze ‘_/\e"ng ax 51]_'; 7"(%) .

0
lin fe'xn dx =1 - viz pf. 4,22 | ,

a Ze
7 n*+00 3

7/ [ log /" (x) dx konverguje
”_— vyuZijte piedchoziho vysledku 6/ || |

O mnoha daldich zajimavych vlastnostech funkce /  se 1lze dodfst v kni-
ze V.Jarnik, Integrdlni podet II, kap. XVIII .

.
VySetfujte integrdl I(a) = f log (1-2acos x + az) dx !
g
UkaZte, Ze

1/ aé¢ E, = I(a) konverguje ,
e/ I Je spojité funkce v E, ,
3/ I Je funkce sudd v E, ,

4/ oznadf{te-1li pro kaZ¥dé pfirozené n € N

2n

x2"-
Ppm) = =, B(1) =R(-D) =n,
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r
Jest (R) [ log (1~2a coa x + aa) dx =n153'0% %log Pn(a)

“ nejdfive ukaite, Ze
2n

£ -1
———em— = (1..2t COBI+ tz) .(1-2t 008'121_?"" tz) eosnp
t° -1 "

+t2) pro t#+1

: -1) 7
sanew (1-2t cog (n n)

a poté pou:z:l.jte definici Riemannova integrélu ,
(R) ,f log{l-2a cos x + a%) dx =

n-1
= 1im Z . log(l-2a cos —— + a )__u

oo L=

5/ / 0 pro a € {=3,y1) ,
I(a) = \
: 27 logla] pro la|> 1

| pouZi jte vztahu 4/ , limitu lehko spoitete | ,

6/ I(a) = % 1(s?) = % 1(a%)

H_;.I(a) = I(a) + I(-m)

% 1(e®) + } I(-a?) = I(e?)
a déle treba indukee |,

7/ I(})=Xa) -2 T . log|a]

“ p¥imy vipolet __IJ '
8/ I(a) =0 pro a € (-1,41) ,

I funkee 1 je spojitd v intervalu <(=1,+1) ,

bud M = max I(a) ,
aed-1,+1)

poton z 6/ ‘plyne, %e

)] = | 55

I(aan)l < 5%— pro ka%dé ne N ,
odtud ji# lehko plyne terzent | ,
9/ I(a) =2 T ‘. logla| pro |a] > 1
[ plyne snagno z 7/ & 8/ |

10/ I(1) = ﬂ’.log4+4f{logsintdt ,
[]
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11/ /¥ 10g stnt at = - F 108 2
7 .
[ plyne z 10/ vzhledem k podmince I(1) =0 ,
viz t6% pF. 5,87, 6,30 _ |, |
r

’ -2¢08 X * & ‘
12/ a € (-1,41) = I'(a) = f 2 —5 dx = 0
9 1-2a cog X'+ a

N

[ eubstituce t = tg_f— 1,

13/ I(a) =0 pro a € {=1,¥1>

T piyne okam#its z 12/ vzhledem k podmfnce I(0) =0 _J .

8,65. | UkéZeme nyni jednu velmi zajimavou vlastnost aystému C| /aystém C

jsme definovali jako systém vBech spojitych funkef v E, , Jejich% nosid
je omezené mnofina v E./.
DokaZte ndsledujictf wvidtu.

Bud A 1libovolny funkciondl na systému C, , ktery spliuje axiomy
4, = 6, {nskdy ee Fikd, Ze A je positivni linedrni funkciondl na cr).

Potom funkciondl A spliuje 1 axionm Ty

" UkaZte nejdifive, %e ke kaZdé kompakini mnoZin¥& K C E, existuje
konstanta My takovd, Ze
|ag| = wg . mp { [2(0)]; x5, }

pro viechny funkce £ € C. prondf N(£f)C K

/N(Ff) Jje nosi¥ funkce £/.
0dtud ji¥ tvrzeni vyplyne s pomoci Diniho véty |.

* ¥ .
| 8,66. |Cvieni 8,65 Je moZno jedté zobecnit.

Bud S 1ibovolny lokdln# kompaktni Hausdorffdv prostor, symbolem C(S)
ognadme aystém vdech spojitych redlnych fumkci na S /tJ. zobragzeni S do
E,/, nosi’ kaZdé z nichi /viz definice 7,25/ je obsaien v ndjaké kompakt-
ni podmno%in S . Lehko ukéd¥ete, fe aystém funkef G(S) splouje axiomj
1, - 3; . Bud A 1ibovolny funkciondl na systému C(S), ktery spliuje
axiomy 4, - 6, . '

Potom funkciondl A splnuje i axiom 7, - Ukalte, %e jo té% spln¥n Sto-

nedv axiom 8  /viz 8,11/.

E
8,67.| Doka%te nédsledujici zajimavou charekteristiku nulovych mno¥in /definici

viz pfed vitou 11 /.
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MnoZina M C P Jje nulovd, prévé kdyZ ke keZdému £ > 0 existuje
posloupnost funkei fn € Z s vliastnostmi

8/ 0 é fl é f2 é Bessse .m P ?
v/ Af, < & pro véechna n € N ,

¢/ sup fn(x) 2 1 pro véechna x € M .,
MEN

N
8,68.| Bud A C P ; predpokléde jme, %e mnoiina A neni méfitelnd, tj. A £ 777 .

Bud f takovd funkce, f¢ . =0 na A, £#.0 na P-4 . Mi%e byt
£€X ,resp. £EAL 7

Kdy 7

] *
8,69.! DokaZte ndsledujici véty.

I/ Ke ka%dému & > O a ka%dé funkel f € ¥  ex.stuje funkce
& € 2Z tak, 2e Alf-g| < & .

11/ Bud P € 9% , potom ke ka%dému &> 0 a kazdé funkei
fe Xl existuje jednoduché funkce g /viz 7,27/, pro ni%

e (N(g)) & + 00  /definicf viz v 7,25/ a A |2 -g|l< e .

“ I/ Viz skripta I. Gerny_- J.Marik, Integrdlni polet 1 y odatavec
2,9 « Viz téZ cvideni 8,15 - 8/.

I1/ Dokaite pomoci cvileni 8,42 /¥i 7,38/ a predchozl Zésti I{_ﬂ.

*
8,70.| V tomto cvideni predpoklddejme, Ze Z = C,, -Af = Riemanndv integrél ples

1

El . DokaZ%te ndsledujici vétu.

Bud fetﬁ(aw , =00 < a < b = + 00 , Potom ke ka%dému
£ > 0 existuje kompaktni interval {a,B) , a € a</ =< v
a funkce ¢ takova, Ze

a/ % je elementérni jednoduchd funkce v intervalu <, /3 > /vig
7,43/,

b/ % =0 vwné intervalu <(a, 4> ,

4
o [lem - o] a ¢ & .
=3

I 1/ Pouzijte 8,69 - I/, definici systémb &f(a 2 @ C, a poznat-
ku, Ze libovolnd funkce ze systému C, Je stejnom&rnd spojité

v 31 .
2/ Poufijte téZ 8,69 - II/ ; stall potom ukdzat, Ze k libovolnému

£ >0 a k livovolné omezené mé¥itelnd mnoZing E C E, existuje

Kone&n& mnoho disjunktnich intervald Jyseeeyd, takovieh, Ze

RN I
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4
f lcE(x) -c4{x) | dx < & , kde 0= U A
a

K dtkazu poslednfho tvrzeni pouZijte cv. 5,5 ._ﬂ

* .
8,T1. | Podejme je3t& jeden zajimavy piiklad tzv. Cantorovy funkce.

Bul C Cantorovo diskontinuum /viz p¥. 5,7/. Ponechme oznadeni Eny
/to jsou vlastné "sty&né intervaly® mnoZiny C/, E, z piikladu 8,52 ;
Je=11 En,i = (qn'i ' bn,:l) , predpokldde jme navic, Ze hn,i 4 8,
kdykoliv 1 < j .

Definujme nyn” funkci f na intervalu <0,1) . PoloZme

2i - 1
2n

= = n=1

0o
Tin je funkee f definovéna na ) B, . Ukaste, %e

&/ x5y € g E,., x<y = £f(x) = £(y) -,
Dédle definujeme £(0) =0, £(1) =1 . Je-1i x € (0,1) a neni-1i jedt:
f(x)} definovéne /v jakych bodech jedtZ nenf funkce f definovdna 7/,
exiastuje rostouci posloupnost x, € TL:)1 En y Ry 7 x . Ukafte, Ze
A/ lim £(x,) existuje ,

1+ +00
[» o]
?"/,je—li:ﬁl,yneu En,xn/'x',yn/’x,

=1

Jeat ‘»ll-;"..*l'nm'J £( x) = 11_.1111” £( ¥ -

Definujeme tedy f£(x) Jjako hodnotu limity 1lim f(xn) .
n+00
UkaZte ddle, Ze

3/ funkce f Jje neklesajfci a spojitd v (0,1)> ,

00
£/ £°(x) = 0 -pro v8echna x € nL-'-)'! E , tJ. £'= 0

skoro vdude v intervalu <{0,1)> .

Podali jsme tedy p¥{klad spojité nekonstantni funkce v intervalu (0,1,
pro kterou f£'=0 gk. v, v < 0,1 .
Viz té%f dodatek D IV.5.

553 217
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Dodatek.

V tomto dodatku jsou uvedeny ve formd cvifeni n&které dlleiité vity, které
doplnujf ziskené znalostli o Lebesgueov& integrdlu a mire. Dikazy Jsou v&tiinou

pouze naznaZeny; pfi studiu je provédsjte podfobné. V3echny vysledky Jjsou formu-
lovdny pro Lebeagueﬁvfintegrél v sukleidovskénm »r - rozmérném-ﬁroatoru E, .

V celén dodatku bude proto stdle Z=C, apro £ € Z Je Af Riemanntv inte-
grél z funkce £  p¥es Ep s symbolem ¢ znalime eukleidovskou /¥i jinou s nf
ekvivalentni/ metriku v E, .

DI .| Charakteristika nékterych tifid funkci, Baireovy funkce.

Pﬁwmhem@wem@wd@mmhmmﬂm GC% mnmﬁéﬂwﬂﬁ,
Jestlile pro ka%dé x € G existule takové £ > 0, fe y € G Xkdykoliv
YEE, a @ (x9) <& tj.-jestiize mnoZina G obsahuje s ka%dym svym
bodem i n¥které jeho okolf. MnoZinu F C E, nazveme uzavienou, je-ll mnoZina

‘E, - F oteviend, Jak znémo, sjednoceni libovolného systému oteviénych mnoZin
a prinik koneZného systému otevienjch mnoZin Je oteviéné mno¥ina ; sjednoceni
kone&ného po&tu uzavienych mndﬁin a prinik 1ibovolného systému uzavienych mnoZin
je uzavrfend mnoZina ; E, a prézdnd mnofina jsou soulasné uzaviené i otevi‘ené
mno¥iny.

Zaveﬁpé nyni melé zobecnZni. Je-1i M C E, libovolnd mnoZina, nazveme mno—
Zinu G C M otevienou v mnoZind M _/krdtce : v M /, jestliZe ke kaZ&ému x € G
existuje &£ >0 takové, Ze je-1i y € M, ©(x,y)< & o, Je také y € G .
MnoZfinu F ¢ M nazveme uzavfenou v mnofing M , Je-li mnoZina M - F otevirend
v mnoziné.:u + ‘MnoZina oteviend je tedy mnoZina oteviend v E, ; obdobn¥ pro

uzaviené mnoZiny.

DI.,1.|

usuﬁ MCE, . .
a/ Mnoiin# Glcf M je oteviend v M , prdvé kdyf existuje mnofina G C Er
oteviend v E, takovd, e Gy =G N M, Obdobné tvrzeni plati pro mno-
| Ziny uzgvfené v M, DokaZte !

 Ui(;Sjadppceni libovolného systému a prinik kone&ného systému mnoZin otevie-
nych v M Jje mnoZina oteviend v M . Sjednoceni koneiného systému a pri-
nik 1libovelného systému mnoZin uzavienyeh v M Jo mnoZina uzaviensd v M .

Dokaite !
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¢/ Prézdné mnoZina a mnoZina M jsou soudasnd oteviené i uzaviené v M .

Pomoci uzavienyjch a otevitenych mnoZin lze zajimavym zpﬁaobeni charakterisovat
spojité a polospojité /viz definici na str. 23 / funkce. DokaZte ndsledu~

jilct tvrzeni.

DI

.2.

Bud MCE,, f bul funkce definované na mnoZin M a lkonelnd.
Potom plati:

a/ f Jje spojitd v mnoZin¥ M /tj. £ Je spojitd v kaidém bod¥ mnoZiny M
vzhledem k této mnofing / < pro libovolnou otevienou mnoZinu
GCE, JjemnoZina {x€M; £(x) € G} =Mn 1 (G oteviend

v mnoZingé M ,
b/ £ je spojitdv M < pro kaZdé a € E, Jjeou mnoZiny
{xEM;f(x))a},{xéM;f(x)(a}
| otevienéd v M ,
¢/ £ Jje spojitda v M < pro kafdé ¢ € E, Jjsou mno%iny
{xeu; 20 2 ¢}, {xecu; £ < ¢}

uzaviend v M ,

DI.

3.

Bud M CE,, f bul funkce definovand na mnofind M .

Potom plati:
a/ f je polospojitd zdola /resp. shora/ v mno¥inzd M <& pro kazdé
a €E, Jemnoiina {y € M; £(y) > a }  /resp. mozina
{yGM; fly)y < a}/ oteviend v M ,
b/ f je polospoJitd zdola /resp. shora/ v M <& pro ka¥dé ¢ € E,
je mnoZina {y € M; f£f(y) < c} /regp. mnoZina
{yeu;f(y)Zc}/ uzaviend v M .,

DI.

4.

Tvrzeni, kterd jsou uvedena v D I.2 a D I.3 zdstanou v platnosti, omezi-
me~1l1l se pouze na raciondlni hodnoty a &1 c .

DokaZte !

Obecn#ji, bud N CE, , E; =N /uzévér mno¥iny N /, tj. bud N bustd

v E, . Potom v tvrzenich uvedenych v D I.2 av D I.3 stadi uvaZovat

- 260 -



pouze hodnoty a € N &1 c € N .

DokaZte !

llPouiijte vztahl

{yem; f(y)aa}=ﬂ(_€\N {yem; sty =20}
A

a pod._u
Bud nyni N C E., N ¢ a bud f funkce definovens na mno%in N . Pro
ke’dé x €N akatdé O > O poloime

{x) = 8w {y) () = inf £y .
73 Plx Y o 3 O,y
JeN JeN

Pro pevné x € N je funkce % (x) nekleasjici, funkce ¥ (x) ne-
rostoucf pro O € (0,#00 ). Pro kazdé x € N existujf tedy limity

Mf,N (x) = lim % (x) , mf,N (x) =Jl_:’13 3%‘.(::) .

>0, +

Funkce M s TP, N se nazjva horni, resp. dolni Baireova funkce
£,N f,N - ‘

/pFislusnd k funkei f & mno¥ind N /.
Doka%te ndsledujici tvrzeni.

D 1.6.

Bud f funkce definovend ne mnofint NCE ., N#¢, budte l[ = Mf.'N ,
R = mf,N p¥ialudné Baireovy funkce.
Poton pro kafdé x € N plati:
a/ mlx) = flx) € Mx) ,
b/ funkee M Je polospojitd shora v bodé =x /vzhledem k N /,
funkce m Jje polospojité zdola v bod® x /vzhledem k N /
ﬂ_;ouﬁ.jte definict polospojitosti na atr.23 | ’

¢/ f je shora polospojitd v bod® x /vzhledem k N /, prévé kdyZ
f(x) = M(x) ; f Jje zdola polospojitd v bodZ x /vzhledem k N/,
préve kdyz £(x) = n(x),

4/ Jje-1l1 f konednd v bodéd x, je £ spojitd v bodd® x /vzhledem
k N/, pravé kdy: mi{x) =M{x) /= f(x) /,

e/ bud g polospojitd shora v N /vzhledem k N /,
FL g<€ N0 = g=M; bud g polospojitd zdola v N
/vzhledemk N/ , m< g< f = g=m.
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Uvedme jeSts vyslovng dlileZitou charakterisaci m&fitelnych funkei.

D Ic?-

Bud M € 7%, . Potom f €A, , prévé kdy pro kazdé a € B, Jjest
{xGM; £f(x) > a}E ., .
”_Dﬁkaz viz ve skriptech I.Jerny - J.Ma#fk, Integréln{ polet I , 4. kapi-
tola &i provedte podle 8,31. Viz té% 7,35 & 8,40 . |
Na zdkladZ této dble¥ité vity lze snadno dokdzat ndsledujici vztahy /viz té%
Ts24 a 7,23/,

b I1.8.

a/ Necht £ € AM , kde M € 77, . Potom pro funkce

% (x) = sup £,(0) %, (x) =Ri..1:1;?z £, (x) ,

A=12,... ) 2,

%, (x) = 1im sup fn(x) iim (sup fm(x) )

">+ n-axX ma’!’?lﬂ',_,_

%, {(x) = lim inf fn(x) lim (inf £, x )

”+ 00 NH00 Man nH7.0
platt % € A, / 351,2,3,4/,
b/ je=li f£(x) =a € E; pro viechna x € M, jest f € /IM ,

¢/ je=1i f,g,hE/].M , £ & g konedné, je

{ze M; [f(x)-g(x)l} h(x)'}e ??fr» .

V3echny dikazy provedte podrobnd.

D I.gl

Bud N € 97/, , necht f Je funkce definovand na mnoZind N .
Poton Mgy €Ay, mey € . DokaZte !

" PouZijte DI.6 , DI.7T, DI.3 a toho, Ze mnoZiny oteviené v N
Jsou méi‘itelné_Jl .

Pozndmka .

Uv&domte si prekvapivost tvrzeni{ D I,9 a D I.6b . O funkeci f nepfedpo-
klédime toti¥ wibec nic /miZ%e tedy byt i nemdfitelnd ! /.

Jiny piekvapujici vysledek tohoto druhu je uveden v knige V.Jamﬂ-, Integrdl-
ni potet II, véta 87 .
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D I1.| Jegorovova & Luzinova viéta.

Za jimavou vlastnost m&¥itelnyech funkei uvddf Jegorovova vita /viz také
V.Jarnik, Integrdlni podet II, kap. II, § 2/:

D 11.1.

Necht M € 7%, , M <+ Bud f ¢/, poslounost funkei
konednych skoro viude v M , nechl 1im £, = f existuje skoro viude v M

R+ 00

a funkce f je gkoro vi3ude v. M koneé&nd.

Potom ke kaZdému € > 0 existuje méFitelnd mnoZina N C M takovd,
fe r N < & 8 limf =f ste jnomdrné v mno%ind M - N . DokaZte !
n-»00

[ Névod k dlikazu:

a/ existuje NCM, #&.Ny =0 tak, Je pro x € M - N; jsou

£(x) , £(x) /n=1,2,.../ koneind ¥isla a im £.(x) = £(x) ,

b/ pro pfirozend m a k bud

Nm,k = {'x cEM¥ - Nl H ﬂngnlfn(X) - f(X)I > %}’

Jest

N é |

i,k ., , LR

pro vSechna p¥irozend m,k /pouZijte D I.8 /,
oo

'HQ Nm|k

=g

pro ka%dé prfirozené k , a tedy i 1im C“rmm,k) =0,

m-yoo

e/ je-li £ > 0, zvolme pro kaZdé piirozené Xk pirirozenéd &islo

m tok , Ze
(a”'(_Nmksk) < 'fi" 3
poloZime-1i N = Nlug Nmk,k y Jest
N < E a lim £ =f stejnomdrné v M - N . |

D II.2.

Budte spln&ny pPedpoklady Jegorovovy vity. Potom lze ke kaZdému E> 0
nalézt otevienou mnoZinu N tak, e o, N ( & a u]:’ig f, = f satejno-
méerné v M - N

[ pousijte 7,19 - 2/ & 7,20 | .
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Jegorovova véta tedy Fikd, ¥e posloupnosti mé#fitelnych funkci, které kon-

verguji skoro viude ke kone&né funkci, se chovajil "velmi rozumnd”, odhléd-
neme-1i od mnoZin, jejich% miru lze volit libovolné malou. Tvrzeni Jegoro-

vovy v&ty nelze podstatnd zesilit.

D II.3.

Pro libovolné pfirozené n bud fn(O) = ;n(%) = fn(].) =0, £ (53;—) =n

- 1 1 1 1
& fn bud 1lineérni v intervalech ¢ O, é‘;‘) ’ n ! o >, <_;1... '1>.

Ze jmd ”lig £f =0 v <{0,1> . Ovéite na tomto priklad¥ Jegorovovu vétu

& ukaite, Ze pro %4dnou mnoZimu N C <{0,1> , %N =0 neni konver-
gence posloupnosti £, k funkci identicky rovné nule stejnomirnd na mnoZi-

nég (0,1 -N.

D I1.4.

UkaZfte, Ze pifedpoklad (“7—” { + 00 nelze v Jegorovové v&té vynechat.
Jegorovova v&ta napovidd, Ze mife byt uZitetné vydetiovat m&Ffitelné funkce
8 odhlédnutim mnoZin, jejichZ mira je mald. Skutedné, lze dokédzat ndsledu-

Jilei Luzinova vétu.

D II.5.

Bod M€ 7%, , £€/A, , £ konetnd skoro véude v M . Potom ke
kaZdému € > 0 existuje m&Fitelnd mno%¥ina N C ¥ , %, N < & ta-
kovd, e f Je spojitd na mno¥in® M - N /yzhledemk M - N /.

I Ndvod k dikazu @

1/ Bud ne jorve (a.rll <+ o ,
a/ existuje posloupnost funkef fn €z, £,—> £

b/ k danému £ > 0 existuje dle Jegorovovy véty méfitelnd mnoZina
NCM, K& takové, Ze f, —> I stejoomdmd v M -N ,

¢/ funkce f Je spojitd na mnoZinZ M - N
/vzhledem k¥ M - N /.

2/ Je=11 (“'ru = + 00 y 0 CE < 1, bud pro ka2dé piirozend

n M, , resp. H,  moZina vlech x = [’1""’:‘1‘] € M takovych, Ze
I xdl = n pro viechna j = 1,2,...,r ,

resp. | xJ] = n  pro alespon jedno J = 1,2,...,T .
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Z¥e jma M { +© , C“‘rnn=°
/nakreslete si uvedené mnoZiny nap¥. pro n =1,2,3 /.
PouZi jeme nyni dokédzanou &ést tvrzeni na funkcli f , mnoZinu ¥, a &islo

"'&3 . Existuje tedy pro kaidé piirozené n méfitelnd mnoZina N, C Moo

2

4Ny < -f;; takovd, %e funkce f Jje spojitd na mnoZind M - N_
/vzhledem k této mnoZin&/. PoloXime-li nyni N = (“g N, U Q1 Hn) N M,
Jo NCM méfitelnd mnoZina, xN < & a gnadno zjistime, ¥e f

je spojité na mno¥ind M = N /vzhledem k této mnoZind /. _|

D Il.6.

V Luzinové v&té lze poZadovat, aby mnoZina N byla oteviend.
DokaZte !

” Poufijte 7,19 - 2/ & 7,20 .|
l D II.7.

Jiny dlkaz Luzinovy véty /bez pouZiti Jegorovovy viéty, provedte podrobnd!/.
Budte splnény predpoklady D II.5 , nechi UM { + .

a/ Bud {rn}

[+
n=1 posloupnost vSech raciondlnich ¥isel ; mnoZiny

An'-:{xém; f((x) = rn} ’ Bn={x€hl; f(x)érn}

jsou m&fitelné /D I.8 /.

b/ Bud £ > 0 ; existuji uzaviené mnoZiny F, & G tak, Ze

(92 &
Aplig =T T 0 By -Gy < Fh

pouZijte 7,20c¢/.

00 o0
= - ) &
¢/ Bud P = 11k=)1(,txm_--r‘m) » Q= nk.__)1 (B, - Gy) 5 do 4, P<¥,
&
C“?‘Q‘(‘Z- .
4/ PoloZme N =P U Q , Jje G('rn< & } pro ka%tdé n Je
{xeu-v; £ € 5 }= W-MaB =0,nE-],

{xeM-N; o) 2 r }= M- N A =F, 0 (M-N .
e/ Funkce F Jje spojitd na mnoZind M - N /D I.4/.

£/ Je=1i (Upl =+ , postupujeme jako v DII.S5.
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D III.| ExistenZnf v&ta pro Riemanniv integrédl. Jordan-Pesndv objem.

V prednésce o Lebasgueovd integrdlu byla bez dikazu uvedena ndsledujici da-
leZitd vita /viz véty 49 a 57/, které pochdzi od Lebesguea.

D III.l.

Bud f omezend funkce na kompaktnim intervalu I C E,. . Potom Riemanniv
integrdl (R) 1[ f existuje, prévé kdy% mnoZina bodl nespojitosti funkce
f v intervalu I /spojitost chipeme vzhledem k¥ I/ mé r - rozmirnou
Lebesgueovu mirv -ula.

Dodatek : existuje-li (R)/f , existuje 1 (L)[f a platf
_— I
w /e = w /[ z.
I I
Dikez lze provést nédsledujicim zplgobem /provedte podrobné viechny krdky!/ :
a/pro x € I bud Mx) = Mf,I(x)’ m(x) = mf,I {x)
/viz Balerovy funkce v DI /,
b/ jest méféu;me/lI ,ue/lI
/viz DI.6, DI.9/, '

n

e/ je-1i D = {Jk} déleni intervalu I , definujme funkece é » & %

k=1

vztahy:
- i _ i o
@, (x) J’?gk 7§y 5, %X y:t_ni £2(y)  Je=li x € Jp =1Int g,
T
B = B =0 -t x€1- L),

&/ Pe, y Be /nept. dle D I.7 /

1
e/ je=1i |f£(x)} £ K pro vechna x € I , kde K€ E, ,

jo - |mn| = x, |mw| =<k, &, (o] = x,

I%(xllé K, tedy m,M,%,gSDeij

£/ $p<m, P = M skoro vude v I,
: 3
g/ (L) [559 P2 o LI NNRE S

N
2 1nf 2(y) . =
k=1 yel, - &l = el

s (£,D) ,

S!

T
wd
L}

/horni a dolni soudet prfisludingy k funkei f a dileni D / ’

h/  je-1i D, posloupnost adleni intervalu I , jejichZ norma konverguje
k nule pro n — + o &

- 266 -



i/

h74

k/

Pozndmka .

im i = .
11_.’003 ( n,f) (R) {f ’

- 0O

Jo lim @ = M skoro viude v I /odtud dostévéme zmovu, Ze
n . .
M€ :CI / , tedy podle Lebesgusovy vity

lim (1) IngDn = (L) If X,

podle g/ a h/ dostaneme

(R)jf= (L)[ll

a obdobnym zpisobem dokdZeme také

r(R)T\_/‘f = (L).I/m ’

protoZe m = £ < N , Je

(n)lfr=(L)fms(L>i[fs(L>[r é_ch/usca)Iff,

z této nerovnosti dostaneme ihned tvrzeni dodatku,

(R)_‘./f=(R) .I/.f. nagtane dle Jj/ , prévé kdyi (L)[(H-m)so
I _
a odtud dostévéme vzhledem k nerovnosti m < M a vshledem k D I.6d

tvrzeni.

Bud M C E

» » M omezend mnoZina. ProtoZe nosil funkce oy /podle

definice v 7,25 !1/ je mno¥ina M , existuje kompakinf interval I C E|
takovy, fe pro x € B, ~I Je ou(x) =0 . Snadno zjistime, Ze hodnoty

{R)I./c:an ’ resp. (R)_i._/cl

nezévisi na volbd intervalu I . Tato &igla obvykle nasyvéme ynpijis{, reap.
vniténi Jordan - Peandv objem mnofiny M . Jeou-1li stejnd /tj. Je-li
charakteristickdé funkce mno¥iny K Riemannovsky integrovatelns/, hovorime
také o Jordan - Peanovd objemu mnoZiny M . |

D IIIl.Z2.

MnoZina M C Er a4 Jordsn - Peandv objem, prdvé kdy%¥ Je omezens a jeji

hranice nd Lebsagusovu miru nula. Dokafte !

/Pou¥ijte D III.,l./ Jordan-Peandiv objem Jje v tomto piipad¥ roven Ca,’_ll ,
tj. specislnd M € 7%,..

/Viz té% pr. 8,52 a 8,53 !/.
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e
D III.3.|

Bul M C E, omezend mnoZina. Potom vngjsi Jordan - Peandv objem mnoiny
il
M Jje roven infimu vdech &lsel tvaru Z; (u,r(I :]) y kde I,,I5,e..,1,

je libovolny konelny systém kompakmich.intervalﬁ, pro néZ plati

n

1,0 m.
i=1
DokaZte !
Formulujte a dokaZite pifsluSné tvrzeni pro wvnitfni Jordan - Peaniv objem !

D ITi.4.

Bul M C E_ . Potom vn3jst Lebe sgueova nira (ﬁ’ru mno¥iny M je rovna
infimu vSech &fsel tvaru ; (4T, kde I;,T5,e0eeess Jo libovolné
posloupnost kompaktnich intexfralﬁ, pro ni% plati ;g I 3 J M . DokaZte !
H_Pouﬁjte vétu 55 & 7,19 a toho, Ze kadou otevienou mnoZinu lze vy-

Jédrit jako sjednoceni spodetndéhe aystému nepPekryvajicich se kompakt-
nich intervald. Viz téz 5,5 /. |

Pozn .

1/ Tvrzen{ D III,3 a D III.4 ndzorné ukazujl rozdfl mezi vné&jdim
Jordan - Peanovym objemem a vnéjii Lebesgueovou mirou a tedy v podsta-
t3 také mezl Riemannovym a Lebesgueovym integrdlem.

2/ Jiny atkaz tvrzeni D III.1 a podrobné jéi informaci o pi¥ilehlych
otéizkdch lze nalézt v knize V.Jarnik, Integrdlni polet II , kesp. XI .

D IV. | Absolutni spojitost lLebesgueova integrdlu.

Z teorie Riemannova nebo Newtonova /pfipedn® zobecn&ného Newtonova/ inte-
grilu je znémé toto tvrzent :

“neeht -0 < a ¢ b < + 0© & nechf existuje Riemanniv /Newtonfv
nebo zobecndny Newtoniv ‘)/ integrél

+
x / zw at ,

a
potom funkce ! £(t) dt a ﬂ( t) 4t Jjsou spojité funkee prom#nné
x v intervalu (a,b) /viz té% vita 66, poznémka 3,14/.

- Pro Lebesgueliv integrdl lze dokézat dokonce tzv. Absolutni spojitost.
Uvedme nejd¥ive nédsledujici tvrzeni.

=) V pfipadé zobeecndného Newtonova nebo Newtonova integrdlu miZeme pFipustit
i hodnoty a = - oo g b=+ 00 .
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D IV.1l.

D Iv.z2.

Doka¥%te tvrzeni uvedené v D IV.1l

Neecht M € 7%, , £ € ,‘z‘fM . Potom ke kafdému

£ > 0 existuje
d> o tak, Ze plati

NC M, NEO,., (u.,,N<é‘=>1ff‘<£
N

“ Ndvod k dikazu :

a/ |g] € £ /vita 44/,
b/ bud pro n pFirozené £ =min ( |£] ,n); potom
£, € :sz /viz cvitent 8,27 , 8,28 / , £ _7 |f|

a tedy /Leviho v&ta/

Mff,./’M/lfl ,

¢/ Jje-li &> 0, existuje n, tak, Ze
= &
f| - = - b

Mfcl] ) M/lfl M/no<1r ’

a/ vad & = =% et NCU, Ne T )
2n, y e ) ry (%NS ’
potom je
¢ [iee [ - :

| (fo[_{lﬂ N(Ifl fn°)+/fno<.2.+ “o&“r“‘(a_‘ll

sporem !

| Existuje € > O a mnoziny N_C M, N€ ,., k=1,,...
tak, Ze (lLrNk<~£k— a f]f[Z [N
Nk

o o0
Bud N = () N, . Je te N=0,
=1 kgn, o:f y Hr
Ozna¥{me-1i P, = kL=)‘n. Ny D Ny,
\ oo
je PL€ ., Py D Py D ..ies, N= an.

+

ProtoZe f|f| <
'p
1

0= £l = ln J iel
N - 00 »
cof je spor s f le| 2 f £ 2 & -
-PTL N‘l‘l.-
Bud nyni -0 ¢ a ¢ b ( + 00 a bud F funkce definovand na
intervalu {a,b> . Budeme ¥{kat, %e F Je absolutn® spojitd v inter-
valu (a,b) , jestliZe ke ka¥dému € > O existuje O > O tak,
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%e pro ka%idy konedny systém &isel

.
pro n&ji platd 2 (b, -ap) <. 8 ’
d;'-'/ J J

platl také

]
- - E’ L]
j*; l F(b;) F(BJ) < |
Funkce absolutné spojitd v intervalu <da,b> Jje z¥e jmd® také ate jnom&rné

spo Jité /staéf volit n=1/a tedy také spojitd v intervalu d({a,b) .

D IV.3.

Nechf -o00 < a < b { +00 , reeﬁ(a'b), K € E -
Potom funkce F ,

F(x) = aL/'f(t) at + K

/tzv. neurdity Lebesguedv integrdl funkce f /
je absolutn® spojitd v intervalu <a,b> . DokaZte !

"—ejmé L 4 6 ﬁé( ) pro libovolné x € <{a,b)> ,
’ .
pro N = JE»; <ad’b3> , kde & = al_‘snbléaz = e
oooéané bnéb Je (‘LfN"_' Jg(bd"aj)
a pI‘O J = 1,2,..0' n Je
4
‘l?(b)-i‘(a)[= /f(t) dt,éf]f(t),] a
y % .
7
tJ. ,F(b) —F(ad), / [0 at
#=7 N

stad{ tedy poufft D IV.1. |

D 1Iv.4.

Doka%te, Ze tvrzen{ D IV.1l neplati, nahradime-li Lebesguedv integral
Newtonovym neb zobecnénym Newtonov;?m integrdlem !
H_B;& F(x) = x° cos -%— pro x €40, 7> , F0) =
Potom funkce F Jje primitivni funkef k funkei £ = F' v intervalu
{0, 7> .
Pro ke%dé pfirozené K viak je

l ( __) = (--——-——l-u----)l = ...}_. + 1
VET Y KT (K+1) T

Pro libovolnd pfirozend ¥f{sla m & n , m > n je tedy
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o

1 1 1 1 1
- = - <
Kﬂzﬂ. VET /(Kﬂ.)?f) 1£'%.4 ¥ (m) T /a7
a
”m . nt.
2 | r(—2= -F(—l—>[=lzcl+-1—)>l > .
Llh rERl R e L

Odtud ihned dostaneme /harmonickd rada/ y 2¢ T neni sbsolutnd spoJitd
v intervalu <0, 7)> . _|

Poznémka.

Tvrzeni uvedené v D IV,3 1lze formulovat také slovy: neurdity lebeaguedv
integral je funkce ahaolutn® spoJjitd. Naskytd se p¥irozend opaénd otdzka.

Budl -oc0¢a ¢ b < +o0 a bud' F funkce absolutnd spojitd v (a,b).
Ex.stuje potor funkce £ € z"('a,b) tak, aby'pro vdechna x € {a,b>
platilo \

X
Fx = / £t at+x,

: a

kde X je vhodnd konstanta 7 Odpovéd ddvé ndsledujici véta /viz V.Jarnik,
Integrélni podet II , v&ta 94 /.

Nech¥ -00 ¢ a ¢ b ¢ + 00 a necht funkce F je absolutnd
spojit4d v intervalu <(a,b > . Potom pro skoro vdechna x € <(a,b)
existuje vlastnf derivace F (x) , jest F'€ Z(a'b) a existuje takovd
konastanta K € El s Ze pro kaZdé x € {a,b) plats ‘

. X
F(x) = af F'(t) dt + K .

Na zéklgds této v&ty dokaZte ndsledujfci vétu.

D IV.5.

Budl -oc0o<a ¢ b ( +00 ,
a/ Je-1li F absolutn® apojitéd funkee v intervalu ¢ a,b> ’
F'=0 skoro vBude v {(a,b> , potom F Je konstantnf v <{a,b).
b/ Tvrzeni uvedené v 'a/ neplati, nahradime-li slova absolutn¥® spojitd
slovy spojitd /viz cvident 8,71 /.

D IvV.s.

Bud ~o0¢a ( b { +00 ,

X
a/ Necht € x(a,b) 8 nech¥ '.a/ % (1) at = 0 pro viechna
x €{a,b> . Potom ¢’ =0 sgkoro véude v <{a,b) .
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H_B;au={x€(a,b); @ (x) > o}, necht M > 0.
Podle 7,20 existuje uzaviend mnoZina F C M, %« F > 0.
ProtoZe (a,b) =~ F Jje sjednoceni spofetného systému otevitenych
intervall, Je f ¥ =0, cof je spor . |

b/ Bud f funkce :efinované ‘gkoro v3ude v ({a,b) .
Potom f € :ﬁ(a’b) s Prévé kdyZ existuje funkce F absolutnd spo-
jitd v {a,b) takovéd, Ze F'= £ skoro vludev d(a,b)> .
Potom Je 4 ’
J #0 ar = Fo) - Fa) .

“_P—ouzi.,,o D IV.6a a v&tu uvedenou pFed D IV.5 ._]]

Pozndmka.

DV.

Posledni tvrzeni uddvéd viastnd tzv. degkriptivn{ definici Lebesgueova:.
integrdlu pomoci jistého daliiho zobecndni pojmu primitivni funkce. Tvrze-
n{ D IV.5a zaruluje nezédvisloat této definice na volb& funkcé F , tvrze-
ni D IV.5bp ukazuje, Ze pFedpoklad absolutni spojltostl nelze nahradit

pouze spojitoatdl.

Riemann - Lebesgueova véta o lokalisaci.

V tretim semestru studia Jje probirdna elementdrni teorie Fourierovych fad
/viz skripta V.Jarnfk, Matematickd analysa pro tieti semestr, kep. III,

§ 7/. Pomoci Lebesgueova integrdlu lze zavést Fourierovy Fady pro obecndj-
51 t¥{dy funkef.

Bud 0 ( £ +00  anechf funkee £ Jo definovéna v celém E,
»
a mé periodu £ /tj. f{x+ £ ) = 2(x) pro ka3dé x € E, /. Nechi ddle
£ € L,y Je tedy také f € :C(a’b) pro libovolnd a,b € E, ,
a ¢{ b ; odivodn#te ! /. Funkci f mi¥eme pFifadit jeji Fourierovu #adu
1 S 267 x

2k x
- 5a,*t g (akeosT +bka:l.n——2—) ' (1D)

kde ¥{sla a,  a b, Jjsou d4na vztahy /¢ Jje libovolné redlné &islo /

» XY 4
ay = 7 £(x) cos 2k}"x dax , k = 0,1,2,...
[ (2D)
e+t

_2 ’ 2k 7 -
bk -z ‘&/\ f(x) ain —2_‘ ax I k 1,2,--.0

/uka%ite, Ze integrdly existujf ! /.

Je nyni pfirozené zajimat se o ndsledujici otézky: kdy Fada (1)
konverguje, kdy konverguje stejnomrni a jakj Je jeji soudet. Vyhovujfcf
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odpovdd ddvé ndsledujizi Dirichlet - Jordanova v&ta.

Bud 0 ¢ .2 ¢ +00 ,bud f definovand v celém E a necht f mé
periodu 4 .Necht -0 ¢ a8 ¢ b ¢ +00 a nechf f mé v inter-
valu <(a,b)> konelnou variaci "/.

Potom plati:

1. V keZdém bod2 x € (a,b) Jje Fourierova Fada (1D) funkce

konvergentni a mid soulet

+ -
1im £(x+h) £(x=h)
h= 0, 2

/je-1i tedy f spojitd v bodd x , Je soudet Fady f£(x) /.

2. Je=1i navic f apojitd v {a,b) , je jeji{ Fourierova Fada ste jno-
mérné konvergentn{ v ka%dénm intervalu (&, > C (a,b) .

Dikaz této vdty /a Fadu daldich vdt, které se tykaji Fourierovych Fad/
1ze nalégt v knize V.Jarnik, Integrdlnf po%et II , kap. XIII. Cely text
prvich Sesti paragrafl této kapitoly lze studovat bez podrobné znaslosti
pfedchozich kapitol, tj. bez ohledu na to, znéme-1i Lebesgueldv integra).
zavedeny na zdéklad$ Daniellovy metody nebo jinym zplsobem. Uvedme proto
jen jednoduss{ dlkaz tzv. Riemann - Lebeagueovy v&ty o lokalisaci.

D v.l.

Bud -0 € a ¢ b £ +0 , Bud g, /n = 1,2,... / posloupnost
funkei definovanych na intervalu (a,b) , necht

. . kn%dé

o o€ Mgy ProtmEds

b/ existuje konstanta M € B, tak, Ze ]gn(x)l < M pro viechna
x € (a,b) a vS3echna n ,

¢/ pro keidjy interval <o, /Ad)> , a £ a <4< b platl

2
nl}g /311 = 0. (3p)
, o
Potom pro kajdou funkei £ € X (, yy @ keidf interval

CX.3> € <a,p> Jje
A

11m ff.gn-'-o. (4D)

nar00 ¥
Je-1i navic konvergence v (3p) stejnom¥rné vzhledem k «, Vs
/lafa <= 4 = b/, plati i (4) stejnomérnd v &, 4 /a<a <48 < v/.

w/ Viz V,Jarnik, Diferencidlni poet II, kap. V, $9; tento poZfmdavek znamend toté:
Jjako existence dvou koneinych a neklesajicich funkci 1’1 . fz v {a,b> takevych,
e £=f -, v (8,b> .
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e

D v.2.

D v.3.

[ Navoa k atikazu /provédd jte podrobné/:

a/ Necht £ € L, 4y necht je ddno &> 0.
]
Podle 8,70 existuje funkce g /elementérni jednoduchd funkece/
-

tvaru g = J; OC.J . cIj s kde Ij c (a,_b) Jaou. disjunktni
intervaly, pro niZ

/lf-sl<—€’— :

b/ Jsou-11 « & 7 1libovolnd &fsla, a £ a =439 < b, Jje

~ . £ 2
i&/(: g)f.gnléh/lf-g].[gn]_é MJ[f-s[< ..g»_ )

¢/ Déle Jje

Seale |5 o fale Sl | [al -

d/ Vyu#i jeme-1i odhadu

V4 V]
&/f-snlé l&/(f-s).gn

dostaneme ihned tvrzeni ._H

-+

Bud 6 < / < + 00 , bud f funkece definovand v celém E, 8 periodou
£ w&neeht £ € 55(0 2y » Definujme ¥fsla &, , by podle (2p) .

Potom 1lim a, = 11mb =0 .
kao0o Kk K300

[ Poutsjte »v.1 .

Bud -ooéa<bé+00-,fex(ab).l’otmnpro
?
a8 = x = &G =< v Je
1lim ff(x) cos tx dx = lim f(x) sin tx dx = O ,
tr+00 t++00 y
p¥iZemZ konvergence Je stejnom¥rnd vzhledem k @ , 4 pro
a <= a £ O < b. Dokaite.!

ﬂTouithe DVY.1l ._n
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