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Úvod

Profesorovi G. Choquetovi bude dne 21. kvìtna 2002 pøedán v Karolinu diplom
èestného doktora Univerzity Karlovy. Posláním této publikace je pøi této pøíle¾itosti
pøiblí¾it ¹ir¹í veøejnosti tohoto vynikajícího francouzského matematika a èlovìka mi-
moøádných kvalit prostøednictvím jeho vzpomínek, názorù i svìdectví a také výkladem
alespoò èásti jeho rozsáhlého matematického díla.

Informaci o osobnosti G. Choqueta poskytuje jednak návrh Matematicko-fyzikální
fakulty na udìlení èestného doktorátu, jednak Choquetova vlastní charakteristika.
Dále je uveden pøehled významných pøedstavitelù matematiky, fyziky a informatiky,
jim¾ Univerzita Karlova udìlila èestnou vìdeckou hodnost doktora vìd na základì
návrhu Matematicko-fyzikální fakulty. Následuje seznam publikací G. Choqueta svìd-
èící o rozmanitosti a ¹íøi jeho matematického díla. Ten zahrnuje pouze údaje získané
z referativních èasopisù Mathematical Reviews a Zentralblatt f�ur Mathematik, tedy
nepostihuje rùzné nepublikované statì èi referáty na semináøích. ©iroký okruh ètenáøù
patrnì zaujme text rozhovoru s G. Choquetem vìnovaného jeho vzpomínkám a ná-
zorùm. Dal¹í dva pøíspìvky jsou urèeny spí¹e matematikùm a týkají se dvou objevù,
které G. Choqueta celosvìtovì proslavily a zajistily mu trvalé místo v monogra�ích,
uèebnicích i historii matematiky 20. století. První z nich je vìnován Choquetovì teorii
integrálních reprezentací a její souvislosti s teorií potenciálu, druhý pøibli¾uje slavnou
Choquetovu vìtu o kapacitabilitì.

V literatuøe se jen velmi zøídka setkáváme se svìdectvím velkých matematikù o jejich
vlastní cestì k významným objevùm. V tomto smìru je mimoøádnì cenný dal¹í èlánek
o tajemstvích Choquetovy práce a jeho cestì k teorii kapacit. Tento text je napsán
pro ¹ir¹í okruh ètenáøù, nejen pro matematiky. Podobný charakter má i následující
�lozo�cky ladìný text Choquetovy pøedná¹ky o spojitém a diskrétním jako dùle¾itých
tématech vìdeckého my¹lení. Poslední dva pøíspìvky zachycují Choquetovy postøehy
o systémech studia, vzdìlávání a výzkumu i jeho názory na metody badatelské práce
a výchovu vìdeckých pracovníkù.

Pìt z uvedených pøíspìvkù je s laskavým svolením redakce pøevzato z èasopisu
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, pøeklad pøedná¹ky o spojitém a diskrétním
je zaøazen se souhlasem autora.

Vìøíme, ¾e pøedkládaná publikace bude pøíznivì pøijata nejen jako výraz na¹eho
blahopøání profesoru G. Choquetovi k udìlení èestného doktorátu, ale i jako snaha
poskytnout ¹ir¹í veøejnosti pøíle¾itost k nahlédnutí do ¾ivota a díla jednoho z nejvý-
znamnìj¹ích matematikù 20. století.

Praha, kvìten 2002 Jaroslav Luke¹, Ivan Netuka a Jiøí Veselý
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Návrh na udìlení
èestného doktorátu Univerzity Karlovy

Prof. Gustave Choquet
Narozen 1. bøezna 1915

Studium :
1934 { 1938 École Normale Supérieure, Paøí¾
1937 Agrégé de Mathématiques

Odborná dráha :
1938 { 1939 stipendium Jane Eliza Proctor, Princeton, USA
1941 { 1946 stipendista CNRS
1946 Docteur �es Sciences Mathématiques, Paøí¾
1946 { 1947 profesor v Institut Fran�cais v Polsku
1947 { 1949 docent na Université de Grenoble
od 1949 docent, profesor na Université de Paris (Paris VI, Paris XI)
1960 { 1969 docent, profesor na École Polytechnique, Paris
1976 èlen Académie des Sciences, Paøí¾

Vìdecká èinnost :
Gustave Choquet je autorem více ne¾ 150 prací, 7 monogra�í a øady uèebnic. Patrnì
nejznámìj¹í jsou Choquetovy výsledky z teorie kapacit a z integrální reprezentace
konvexních mno¾in. Jejich dùle¾itost je zdùraznìna tím, ¾e se staly standardními
partiemi v uèebnicích, monogra�ích a univerzitních pøedná¹kách matematiky po ce-
lém svìtì. Necháme-li stranou Choquetovy práce z reálných a komplexních funkcí,
variaèního poètu, geometrie a její didaktiky, teorie grafù, teorie èísel, teorie chaosu
èi teorie du¹evních procesù pøi tvùrèí práci, stále máme podstatnou èást jeho díla
pøed sebou: teorie potenciálu (vlastnosti prùmìru pro harmonické a polyharmonické
funkce, Greenovy prostory, harmonické a polyharmonické polynomy, velikost mno¾iny
bodù tenkosti, rozlo¾ení míry na polárních mno¾inách, existence jemného nosièe míry,
regularizující mno¾iny iregulárních bodù, potenciály obecných jader, integrál energie,
vìty o konvergenci potenciálù, teorie vymetání atd.); funkcionální analýza (cylindrické
a kónické míry, adaptované prostory, reprezentace lineárních forem atd.); teorie mno¾in
(napø. konstrukce ultra�ltrù význaèných vlastností); teorie míry (napø. mno¾iny pa-
radoxních vlastností, Prochorovovy prostory); topologie (teorie konvergence, Baireovy
prostory, topologické hry, deskriptivní teorie mno¾in atd.).
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Vìdecká práce G. Choqueta byla ocenìna v letech 1945, 1951, 1956 a 1968 cenami
paøí¾ské Akademie vìd, v roce 1976 byl G. Choquet zvolen øádným èlenem této vìdecké
instituce. V roce 1966 byl poctìn titulem Rytíø èestné legie.

Prof. Choquet je znám jako pøedná¹ející par excellence. Vychoval desítky matema-
tikù, mnozí z nich se stali vynikajícími mezinárodnì uznávanými osobnostmi, svým
dílem ovlivnil stovky matematikù ve celém svìtì. Jeho jméno je spojeno s dvìma pro-
slulými paøí¾skými semináøi: Séminaire d'Initiation �a l'Analyse a Séminaire de Théorie
du Potentiel. G. Choquet dlouhodobì vìnuje pozornost otázkám výuky matematiky,
v letech 1950 { 1962 byl pøedsedou Mezinárodní komise pro výzkum a zkvalitòování
výuky matematiky.

Zdùvodnìní :
Profesor Gustave Choquet patøí mezi nejvýznamnìj¹í postavy pováleèné svìtové ma-
tematiky. Jeho objevy ovlivnily mimoøádným zpùsobem rozvoj matematiky. Pojmy
nesoucí jeho jméno, jako napø. Choquetova teorie, Choquetova kapacita, Choquetùv
integrál, Choquetova vlastnost jemné topologie, Choquetova hranice, Choquetova
mno¾ina, váha Choquetova typu, Brelot-Choquetova konvergenèní vìta, Choquetovo
lemma a Choquetùv simplex, se staly trvalým bohatstvím moderní matematiky.

G. Choquet nav¹tívil Prahu poprvé v roce 1946; v sedmdesátých a osmdesátých
letech umo¾nil øadì matematikù svázaných s Univerzitou Karlovou pùsobit v jeho
Equipe d'Analyse na Université Paris VI. Po roce 1989 do¹lo k dal¹ímu prohlou-
bení kontaktù prof. Choqueta s Univerzitou Karlovou a s Pra¾skou skupinou teorie
potenciálu: proslovil pøedná¹ky a diskutoval se studenty na MFF v roce 1990, byl
zvaným øeèníkem na mezinárodních Letních ¹kolách uspoøádaných v Èeské republice
v letech 1993 a 1997 a proslovil hlavní pøedná¹ku na Mezinárodní konferenci z teorie
potenciálu (Kouty, 1994). S významem prof. Choqueta pro svìtovou vìdu a pro otázky
výuky a dále s jeho názory, nejen na výzkum a vzdìlávání, se lze seznámit v èláncích
uveøejnìných v èasopise Pokroky matematiky, fyziky a astronomie (PMFA):

| G. Choquet: Vznik teorie kapacit: zamy¹lení nad vlastní zku¹eností,
PMFA 34(1989), è. 2, s. 71 { 83.

| Setkání s profesorem Gustavem Choquetem, PMFA 37 (1992), è. 1, s. 30 { 42.
| Gustave Choquet: Vzpomínky a názory, PMFA 37 (1992), è. 2, s. 65 { 79.
| Matematický výzkum | svìdectví badatelù (záznam pøedná¹ky G. Choqueta),

PMFA 39 (1994), è. 3, s. 143 { 151.
| J. Luke¹, I. Netuka a J. Veselý: Choquetova teorie a Dirichletova úloha,

PMFA 45 (2000), è. 2, s. 98 { 124.

Èestný doktorát fyzikálnì-matematických vìd je udìlován za mimoøádné celo¾ivotní
dílo v matematice.

Prof. RNDr. Ivan Netuka, DrSc., dìkan MFF

Návrh byl doporuèen vìdeckou radou Matematicko-fyzikální fakulty dne 13. èervna
2001 a schválen vìdeckou radou Univerzity Karlovy dne 25. øíjna 2001.
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Èestní doktoøi Univerzity Karlovy

Od vzniku Matematicko-fyzikální fakulty v roce 1952 byli èestnými doktory Univerzity
Karlovy jmenováni na základì návrhu vìdecké rady fakulty tito vynikající pøedstavitelé
fyziky, informatiky a matematiky:

1958 Kazimierz Kuratowski, Var¹ava, Polsko (a)
matematika; topologie

1965 Bohumil Byd¾ovský, Praha, Èeskoslovensko (b)
matematika; geometrie

Ivan G. Petrovskij, Moskva, Sovìtský svaz (c)
matematika; parciální diferenciální rovnice

Sergej L. Sobolev, Novosibirsk, Sovìtský svaz (d)
matematika; parciální diferenciální rovnice, funkcionální analýza

1968 Vojtìch Jarník, Praha, Èeskoslovensko (e)
matematika; teorie èísel, reálné funkce

1979 Anatolij A. Logunov, Moskva, Sovìtský svaz (f)
fyzika; teoretická fyzika

1982 Gurij I. Marèuk, Novosibirsk, Sovìtský svaz (g)
matematika; numerické metody

Jonas Kubilius, Vilnius, Sovìtský svaz (h)
matematika; teorie èísel

1984 Ilja M. Frank, nositel Nobelovy ceny, Moskva, Sovìtský svaz (i)
fyzika; jaderná fyzika
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1992 Heinz Bauer, Erlangen, Spolková republika Nìmecko (a)
matematika; teorie potenciálu, funkcionální analýza, teorie pravdìpodobnosti

Paul Erd�os, Budape¹», Maïarsko (b)
matematika; teorie èísel, kombinatorika

Barbara H. Partee, Amherst, Spojené státy americké (c)
lingvistika; sémantika, matematický popis pøirozeného jazyka

1997 Ivo Babu¹ka, Austin, Spojené státy americké (d)
matematika; numerická a aplikovaná matematika

Willem R. van Zwet, Leiden, Nizozemsko (e)
matematika; matematická statistika a teorie pravdìpodobnosti

1998 Sir Michael Francis Atiyah, nositel Fieldsovy medaile, Cambridge, Velká Británie (f)
matematika; topologie, geometrie, matematická fyzika

1999 Pierre-Gilles de Gennes, nositel Nobelovy ceny, Paøí¾, Francie (g)
fyzika; teoretická fyzika, makromolekulární fyzika

2001 Frederick Jelinek, Baltimore, Spojené státy americké (h)
informatika; poèítaèová lingvistika

2002 Gustave Choquet, Paøí¾, Francie (i)
matematika; funkcionální analýza, teorie potenciálu, abstraktní analýza
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G. Choquet: seznam publikací

Knihy

[1] Applications de la g�eom�etrie des distances �a divers probl�emes classiques

de g�eom�etrie in�nit�esimale. �Etudes pratiques d'acc�es �a la recherche. A. Section
des actualit�es g�eom�etriques. Centre de documentation universitaire, Paris 1956
(spoluautoøi: Bouligand, G., Kaloujnine, M., Motchane, L.).

[2] Lectures on modern teaching of geometry and related topics. Seminar ICMI held in
�Aarhus, May 30 { June 2, 1960. Elementaer Afdeling, Nr. 7. Matematisk Institut,
�Aarhus Universitet, �Aarhus 1960 (se spoluautory).

[3] Recherche d'une axiomatique commode pour le premier enseignement de la g�eom�etrie
�el�ementaire. Association des Professeurs de Math�ematiques de l'Enseignement Public,
Paris 1961.

[4] What is modern mathematics? Mathematics teaching series. Educational Explorers
Ltd., Reading 1963.

[5] L'enseignement de la g�eom�etrie. Enseign. des sciences, Hermann & Cie,
Paris 1964.

[6] Cours d'analyse.Tome II:Topologie. Espaces topologiques et espaces m�etriques.
Fonctions num�eriques. Espaces vectoriels topologiques. Masson & Cie,
Editeurs, Paris 1964.

[7] Topology (pøeklad z francouz¹tiny: Amiel Feinstein). Pure and Applied Mathematics,
Vol. XIX., Academic Press, New York and London 1966.

[8] Geometry in a modern setting. Hermann Publishers in Arts and Science,
Paris 1969.

[9] Cours d'analyse. Tome II: Topologie. Espaces topologiques et espaces m�etriques.
Fonctions num�eriques. Espaces vectoriels topologiques. Deuxi�eme �edition, revue et
corrig�ee. Masson & Cie, Editeurs, Paris 1969.

[10] Neue Elementargeometrie (pøeklad z francouz¹tiny: Klaus Wigand). Logik und
Grundlagen der Mathematik 4., Friedr. Vieweg und Sohn, Braunschweig 1970.

[11] Outils topologiques et m�etriques de l'analyse math�ematique. Zapsal Claude Mayer.
Centre de Documentation Universitaire, Paris 1969.

[12] Lectures on analysis. Vol. I: Integration and topological vector spaces. Zapsali
Marsden, J., Lance, T. and Gelbart, S., W. A. Benjamin, Inc.,
New York-Amsterdam 1969, 1971, 1976.
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[13] Lectures on analysis. Vol. II: Representation theory. Zapsali Marsden, J., Lance, T.
and Gelbart, S., W. A. Benjamin, Inc., New York-Amsterdam, 1969, 1971, 1976.

[14] Lectures on analysis. Vol. III: In�nite dimensional measures and problem solutions.
Zapsali Marsden, J., Lance, T. and Gelbart, S., W. A. Benjamin, Inc.,
New York-Amsterdam, 1969, 1971, 1976.

Èasopisecké práce

[15] �Etude des hom�eomorphies planes. C. R. Acad. Sci. Paris 206 (1938), 159{161.

[16] �Etude de certains r�eseaux de routes. C. R. Acad. Sci. Paris 206
(1938), 310{313.

[17] Prolongement d'hom�eomorphies. C. R. Acad. Sci. Paris 206 (1938), 634{636.

[18] Hom�eomorphies. C. R. Acad. Sci. Paris 210 (1940), 129{131.

[19] Points invariants et structure des continus. C. R. Acad. Sci. Paris 212 (1941), 376{379.

[20] Pr�eliminaires �a une nouvelle d�e�nition de la mesure. C. R. Acad. Sci. Paris 215
(1942), 52{54.

[21] Choix d'une mesure cart�esienne �. Applications. C. R. Acad. Sci. Paris 215 (1942),
101{103.

[22] Isom�etrie des ensembles et cin�ematique. C. R. Acad. Sci. Paris 214
(1942), 784{786.

[23] Isom�etrie et roulement sans glissement. C. R. Acad. Sci. Paris 214
(1942), 837{839.

[24] Caract�erisation de la sph�ere en g�eom�etrie in�nit�esimale directe. Revue Sci.
(Rev. Rose Illus.) 81 (1943), 447{452.

[25] Structure des domaines plans et accessibilit�e. C. R. Acad. Sci. Paris 216
(1943), 279{280.

[26] Topologie de la repr�esentation conforme. C. R. Acad. Sci. Paris 216
(1943), 330{331.

[27] Repr�esentation conforme et topologie. C. R. Acad. Sci. Paris 216
(1943), 402{404.

[28] Primitive d'une fonction par rapport �a une fonction �a variation non born�ee.
C. R. Acad. Sci. Paris 218 (1944), 495{497.

[29] �Etude di��erentielle des minimisantes dans les probl�emes r�eguliers du calcul des
variations. C. R. Acad. Sci. Paris 218 (1944), 540{542.

[30] Probl�emes li�es �a des m�etriques variationnelles. C. R. Acad. Sci. Paris 218 (1944),
696{698 (spoluautor: Bouligand, G.).

[31] �Etude des espaces m�etriques par les propri�et�es de leurs sous-ensembles �nis. Bull. Soc.
Math. France 71 (1944), 112{192.

[32] Sur quelques propri�et�es de moyenne caract�eristiques des fonctions harmoniques et
polyharmoniques. Bull. Soc. Math. France 72 (1944),
118{140 (spoluautor: Deny, J.).

[33] �Etude m�etrique des espaces de Finsler. Nouvelles m�ethodes pour les th�eor�emes
d'existence en calcul des variations. C. R. Acad. Sci. Paris 219 (1944), 476{478.
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[34] Prolongements d'hom�eomorphies. Ensembles topologiquement nommables.
Caract�erisation topologique individuelle des ensembles ferm�es totalement discontinus.
C. R. Acad. Sci. Paris 219 (1944), 542{544.

[35] L'isom�etrie des ensembles dans ses rapports avec la th�eorie du contact et la th�eorie de
la mesure. Mathematica (Timisoara) 20 (1944), 29{64.

[36] Sur un type de transformation analytique g�en�eralisant la repr�esentation conforme et
d�e�nie au moyen de fonctions harmoniques. Bull. Sci. Math. (2) 69 (1945), 156{165.

[37] R�esolution du probl�eme de M. Fr�echet sur la param�etrisation d'arcs dou�es de
tangentes. G�en�eralisation aux vari�et�es �a plusieurs dimensions. Param�etrages
intrins�eques. C. R. Acad. Sci. Paris 221 (1945), 83{86.

[38] Ensembles singuliers et structure des ensembles mesurables pour les mesures de
Hausdor�. Bull. Soc. Math. France 74 (1946), 1{14.

[39] Sur des ensembles cart�esiens paradoxaux et la th�eorie de la mesure. Bull. Soc. Math.
France 74 (1946), 15{25.

[40] Application �a la th�eorie des r�eseaux, d'un th�eor�eme sur la structure des permutations
d'un ensemble. J. Math. Pures Appl. (9) 25 (1946), 161{172.

[41] Caract�erisation topologique des �equations di�erentielles y0 = f(x; y) admettant
un groupe transitif de transformations. C. R. Acad. Sci. Paris 222 (1946), 718{719.

[42] �Etude des propri�et�es tangentielles �a partir de la notion d'invariance par translation.
Bull. Sci. Math. (2) 70 (1946), 12{21 (spoluautor: Pauc, Chr.).

[43] Sur les notions de �ltre et de grille. C. R. Acad. Sci. Paris 224 (1947), 171{173.

[44] Application des propri�et�es descriptives de la fonction \contingent" �a la th�eorie des
fonctions de variable r�eelle et �a la th�eorie di��erentielle des vari�et�es cart�esiennes.
J. Math. Pures Appl. (9) 26 (1947), 115{226 (1948).

[45] Sur un th�eor�eme r�ecent de M. Denjoy. C. R. Acad. Sci. Paris 226 (1948), 1670{1672.

[46] Convergences. Ann. Univ. Grenoble. Sect. Sci. Math. Phys. (N.S.) 23 (1948), 57{112.

[47] Lignes de Green et mesure harmonique. C. R. Acad. Sci. Paris 228 (1949), 1556{1557
(spoluautor: Brelot, M.).

[48] Application des propri�et�es descriptives de la fonction \contingent" �a la th�eorie des
fonctions de variable r�eelle et �a la g�eometrie di��erentielle des vari�et�es cart�esiennes.
Arch. Math. 1 (1949), 464{467.

[49] Espaces et lignes de Green. Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 3 (1951), 199{263 (1952)
(spoluautor: Brelot, M.).

[50] Ensembles bor�eliens et analytiques dans les espaces topologiques. C. R. Acad. Sci.
Paris 232 (1951), 2174{2176.

[51] Di�cult�es d'une th�eorie de la cat�egorie dans les espaces topologiques quelconques.
C. R. Acad. Sci. Paris 232 (1951), 2281{2283.
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G. Choquet: vlastní charakteristika

Moje matematické dílo se rozvíjelo v rùzných smìrech: topologie, míra, studium
diferenciálních vlastností mno¾in, teorie potenciálu, funkcionální analýza.

Pøesto vìt¹ina mých prací vykazuje urèité spoleèné rysy: pøímé a geometrické vidìní
problémù, zkoumání hlubokých pøíèin platnosti získaných výsledkù a zaujetí pro
principiální problémy, jejich¾ vyøe¹ení otevírá cestu k rozsáhlé partii analýzy.

Není to ale obtí¾nost sama o sobì, za kterou bych se tvrdo¹íjnì hnal. Èasto bývám
pova¾ován za pøedstavitele jemné analýzy a tohoto oznaèení se nezøíkám. Stále více
jsem si v¹ak uvìdomoval, ¾e jsem se nezaèal zabývat jemnými a obtí¾nými problémy,
dokud mi potenciálnì nenabízely pøíle¾itost vytvoøení nových, jednoduchých a úèin-
ných matematických nástrojù. Po vytvoøení takových nástrojù jsem usiloval o jejich
zdokonalení.

Zejména mé výzkumy ve funkcionální analýze byly prùbì¾nì provázeny snahou po
jednoduchosti a úèinnosti. Tento hlavní zájem a zároveò skuteènost, ¾e tato bádání
mìla obecnì vzato koøeny v nìkteré z teorií souvisejících s èetnými oblastmi fyziky,
jsou bezesporu vysvìtlením, proè výsledky mých výzkumù docela pøirozenì nalezly
uplatnìní v teoretické fyzice, teorii pravdìpodobnosti a ve statistice.

Má vlastní záliba v globálním intuitivním chápání pøedmìtù mého studia nalezla
odraz v mých pedagogických koncepcích. Myslím, ¾e pøehnanì vytøíbené a uèenì
pojaté vyuèování by se vyuèováním, a to na jakékoli úrovni, ani nazývat nemìlo. Jen¾e
nyní na¹e vyuèování na v¹ech stupních klade pøíli¹ný dùraz na dùle¾itost rigoróznosti
a prùzraènosti uèitelského výkladu. Za nesrovnatelnì dùle¾itìj¹í v¹ak osobnì pova¾uji,
aby s konkrétní vykládanou látkou ¾ák experimentoval sám.

Po celou dobu poèáteèních roèníkù se matematika na gymnáziu musí dr¾et role
slu¾ebnice empirických vìd a geometrie musí být chápána jako postupná matematizace
reálného svìta, co¾ samozøejmì nevyluèuje její algebraizaci, ov¹em také ale postupnou.

Pøevzato z G. Choquet: Notice sur les travaux scienti�ques, Paris, Septembre 1974. Pøelo¾il
Ivan Netuka.
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Gustave Choquet: vzpomínky a názory

Èlánek vìnovaný Gustavu Choquetovi je jednou z kapitol knihy Hommes de Science,
Vingt-huit portraits, Hermann, Paris, 1990. Kniha obsahuje rozhovory s 28 vynikajícími
osobnostmi francouzské biologie, fyziky, chemie a matematiky, které uskuteènil (a fotogra�emi
doprovodil) Marian Schmidt.
M. Schmidt je polského pùvodu, ¾il ve Francii, Venezuele a USA. Vystudoval matematiku

(Ph.D. na Brandeis University, Massachusetts v r. 1969). V¾dy ho pøitahovala ¾urnalistika,
fotogra�e a �lm. V této oblasti také nyní pracuje pro agenturu Rapho v Paøí¾i.
Pøedmluvu ke knize napsal Hubert Curien, francouzský ministr výzkumu.
Dal¹í kapitoly knihy jsou vìnovány tìmto francouzským matematikùm: Henry Cartan,

Jean Dieudonné, Jean Leray, André Lichnerowicz, Laurent Schwartz, Jean-Pierre Serre
a René Thom.

V¹ichni moji pøedkové pocházejí z valencijského kraje, vlasti Froissarta, Watteaua
a Carpeauxe, kraje rozkládajícího se na cestì invazí, èasto pusto¹eného, ale v¾dy znovu
nacházejícího ¾ivot.

Mùj dìdeèek z otcovy strany byl tkadlec v Solesmes, venkovském mìsteèku, které le¾í
mezi Valenciennes a Cambrai; jeho ¾ena byla kuchaøka a pradlena. Mùj dìd z matèiny
strany byl èí¹níkem ve Valenciennes; podle vyprávìní matky byl statný, ¾oviální a sr¹el
vtipem; jeho ¾ena zemøela pøi narození mé matky.

Mùj otec Gustave mìl ¹iroké zájmy, byl to èlovìk jasného ducha a mìl vysoké mínìní
o práci a povinnosti. Na základní ¹kole v Solesmes mu byla s vysvìdèením udìlena
první oblastní cena. Av¹ak v Solesmes bylo mo¾no po základní ¹kole nav¹tìvovat pouze
tzv. malý semináø, jeho¾ námluvy otec tvrdo¹íjnì odmítal. A tak vstoupil do svìta
práce, nejdøíve do tkalcovny, poté do mlynáøství. Pro¾íval velkou radost, kdy¾ se mohl
stát klarinetistou v místní kapele; práce a hudba byly dvìma póly jeho mládí. Celé
mé dìtství bylo zpøíjemòováno mìkkými i ¹tìbetavými tóny jeho klarinetu; dodnes si
na nì uchovávám nostalgickou vzpomínku.

Moje matka Marie byla vychována tetou nedaleko od Solesmes, v malé vesnici
obklopené ovocnými sady, loukami a poli. I kdy¾ se jí tam nedostalo ¹kolní výchovy
na vysoké úrovni, nalezla tam lidské teplo, které si tolik pøála pøenést na nás. Ráda
snila a na¹la zalíbení v poezii. Milovala krásné vìci, hudbu, kvìty v zahradì i v domì.
Psala krátké básnì a já v¾dy s dojetím otvírám její se¹itek, kde za nìkolika básnièkami
nám, v pøedveèer své smrti, dává své poklidné sbohem.

Tato dvì dìdictví ze strany otce i matky, která se více doplòují ne¾ aby se potírala,
spolu¾ila ve mnì bez koniktù a pøiná¹ela mi souèasnì pøísný ideál intelektuálního
a morálního ¾ivota i sklon ke snìní, k poezii a k cestám intuice, nepoèítaje v to

29



dìdictví bezpochyby po dìdovi z matèiny strany | vy¾ívat se ve slovních høíèkách
a spøádat páté pøes deváté, co¾ koneènì vychází z procesu asociace my¹lenek.

Narodil jsem se v Solesmes 1. bøezna 1915, rok po mé sestøe. Mùj otec byl na frontì
od èervence 1914. Zprávy pøicházely zøídka. Matka mì tedy po nìm pojmenovala
Gustave.

Za nìmecké okupace byl ¾ivot tvrdý. Pøi¹la zima, strastiplná evakuace do Vendée
pøes ©výcarsko a Paøí¾. Ve Vendée jsme na¹li útoèi¹tì v malé osadì nìkolik krokù od
Marais. Odtud se datují moje první vìdomé vzpomínky: byly mi pouze tøi roky, ale
uchovávám si s naprosto plnou svì¾estí pøedstavu luk, dvorù ve statcích, øeky, jejího
vylévání z bøehù, na¹í jizby s utluèenou hlínou i s ohni¹tìm. Myslím, ¾e tato dobrá
vizuální pamì» je pùvodem mého smyslu pro geometrii a geometrickou intuici, která
mi otevøela nové pøístupové cesty k rùzným oblastem matematiky, do té doby pova¾o-
vaným za dosti vzdálené od geometrie; tato intuice vizuálního pùvodu kombinovaná
s lehkostí my¹lenkových asociací, zvídavostí a schopností dlouhotrvající koncentrace
pøedstavuje podle mého názoru to, co ve mnì nejvíce odrá¾í dìdièné faktory a èásteènì
vysvìtluje, proè jsem se dal na matematický výzkum.

Po válce to byl krátký pobyt ve Valenciennes. Pak nás ji¾ vidím usazené s trochou
na¹eho nábytku na káøe, která nás vezla do Saultain, vesnice napùl rolnické, napùl
dìlnické, odkud bylo mo¾né zdálky pozorovat zvony Valenciennes, haldy a obèas na
nebi veèer odrazy záøe vysokých pecí. Byly mi 4 roky a byl to èas tøe¹ní : : :

V Saultain byl mùj otec hlavním úèetním v podniku na výrobu pytlù a plachtoviny.
Jeho práce odmìøovala celý jeho rozvrh hodin; v poledne ho zdálky ohla¹ovaly jeho
kroky hlasitì se rozléhající na dla¾bì. Dopøával si na obìd jednu hodinu, nikdy více.
Veèer, kdy¾ bylo je¹tì svìtlo, pracoval na zahradì; jakmile mi bylo sedm nebo osm let,
mìl jsem na starosti pikýrování póru a salátové èekanky a také pletí. Bylo to hodnì
nudné, ale uchoval jsem si z toho silnou zálibu pro práci na zahradì.

Zhruba ve stejném vìku mì otec nechal uèit hrát na étnu pod vedením jednoho
soustru¾níka, dirigenta místní kapely. Brzo jsem mohl doprovázet otce s jeho klari-
netem na koncertech a slavnostech v sousedních vesnicích s jednou nebo druhou ze
svých dvou pøíèných éten, velkou a malou. Tak jsem se postupnì seznámil s kapelou,
pìveckým sborem i divadelní skupinou.

Bylo mi sedm let, kdy¾ se narodila moje nejmlad¹í sestra, a tím se uzavøel ná¹
rodinný kruh. Ve stejném mìsíci zavedli do vesnice elektøinu. A¾ do té doby pouze
kruhová záøe petrolejové lampy osvìtlovala rodinný stùl a umo¾òovala prodlou¾ení
veèerù.

V Saultain jsem poznal ¾ivot v¹ech chlapcù svého vìku. Ka¾dý ètvrtek a ka¾dou
nedìli jsme se toulali po okolí a hledali pulce, housenky, motýly a chrousty; vzpomínám
si také na hry více ménì zakázané, od petardy pøes roztáèení káèi nebo na lupy
v ovocných sadech. S dìvèaty jsme se setkávali pouze pøi katechismu, kdy jsme si
vymìòovali kradmé nevinné pohledy.

Mìl jsem to ¹tìstí, ¾e jsem po dobu tøí let mìl výjimeèného uèitele, pana Flamanta.
Jeho vá¹ní bylo experimentování ve fyzice, chemii a biologii. Z jeho rukou, které
nikdy nezùstaly v klidu, vycházely fyzikální pøístroje, chemické pomùcky, drátìné klece
pro housenky bource moru¹ového a motýly. S ním jsem mìl mo¾nost pozorovat více
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jevù ne¾ bìhem celého svého studia na gymnáziu nebo na univerzitì. Svoji vá¹eò
nám pøedal. Vzpomínám si, jak jsem si doma vyrobil z hrdla lahve ¹ampaòského
þmikroskopÿ; ale pøedev¹ím na vzru¹ení, které jsem pocítil, kdy¾ jsem otevøel bøicho
a hrudník ¾áby, pøipíchnuté na prkýnku.

U nìho jsem pochopil, ¾e vyuèující musí nejdøíve vìc ukázat a pak o ní mluvit:
kdy¾ se mu podaøilo pomocí obyèejné hlinìné dýmky zasunuté do kamen vyrobit
svítiplyn, dehet a koks, nebo kdy¾ nám dal ochutnat alkohol pocházející z destilování
zkva¹ených øízkù cukrovky, teorii jsme u¾ více nepotøebovali. Také jsem pochopil
dùle¾itost pøíkladu: þod dobrého uèitele, dobrý ¾ákÿ; èlovìk se formuje na základì
vzorù. To není náhoda, kdy¾ se zrodí výjimeèná vìdecká nebo umìlecká ¹kola. Kromì
pøíznivého spoleèenského ovzdu¹í je tøeba èlovìka nebo malé skupiny lidí, kteøí otevøou
cestu. Pøipomeòme si matematické ¹koly z období mezi dvìma válkami v Polsku nebo
v Maïarsku, na rozmach G�ottingen za Hilberta nebo ionské ¹koly pìt set nebo ¹est
set let pøed Kristem, na �lozofy a umìlce Periklova století.

Pan Flamant nám také doporuèoval èi vnucoval pøevádìt v¹echny úlohy z aritmetiky
do geometrických obrázkù. Této radì jsem byl v rùzných formách vìren bìhem celého
svého ¾ivota a pøedal jsem ji svým studentùm.

Svá støedo¹kolská studia jsem absolvoval na gymnáziu ve Valenciennes na latin-
sko-anglické vìtvi. Také tam jsem mìl ¹tìstí na nìkolik vynikajících profesorù, kteøí
rádi opou¹tìli uèební osnovy a hovoøili s námi o pøedmìtech svého vlastního zájmu. Na
pøírodní vìdy jsme mìli jednoho profesora nad¹eného posledními objevy o ¾ivoèi¹né
buòce; v historii a geogra�i nám pan profesor Ficheux vyprávìl o svých cestách po
Rumunsku a vykládal nám Wegenerovu teorii v dobì, kdy jí geologové nevìøili. Ve
�lozo�i pan profesor Deixonne | stoupenec svobodné pøátelské diskuse; pan profesor
Fabureau, nì¾ný dadaistický básník, a v matematice pan Mas, jeho¾ elegantní styl mì
uchvátil.

Ve tøetím roèníku jsem si ji¾ oblíbil èetbu dvou starých Slovníkù pøírodních vìd,
kdy¾ mi spolu¾ák tajnì pùjèil Kurs analýzy a mechaniky z École Universelle na
úrovni pøedmìtu nazvaného základní matematika. To byla pro zaèáteèníka v algebøe
døina; zaèal jsem s knihou od konce vzhledem k èetným obrázkùm, potom jsem èetl
na pøeskáèku a postupnì jsem se pøibli¾oval k zaèátku, kde de�nice limity zùstávala
stále nepokoøeným ostrùvkem. Èetné pøíklady mi nicménì umo¾nily udìlat si urèitou
pøedstavu. Touto èetbou jsem byl fascinován a myslím si, ¾e to byl okam¾ik, kdy jsem
se rozhodl, pokud to bude mo¾né, dìlat matematiku celý ¾ivot.

V prùbìhu roku, kdy jsem byl ve tøídì zamìøené na matematiku, mì pan profesor
Mas, aè mì u¾ tehdy neuèil, pøesvìdèil k úèasti v celostátní soutì¾i vybraných støedo-
¹kolákù. Dal mi nìkolik velmi solidních soukromých lekcí a já jsem získal první cenu.
Vzpomínám si, ¾e jsem si tehdy øekl: þProto¾e jsem dobrý v matematice, mohl bych
v ní pokraèovat a zároveò se vedle ní dát do studia humanitních èi pøírodních vìdÿ.
Zrnko zdravého rozumu mì ale vedlo ke sledování mého pøirozeného sklonu, tím spí¹e,
¾e mé soutì¾ní úlohy opravoval pan profesor Chenevier, který mi nabídl pøijetí do
své matematické tøídy pro pokroèilé, ani¾ bych musel absolvovat obvyklou pøípravku;
kostky byly vr¾eny.
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Chenevierovy pøedná¹ky byly jasné, pøesné a dosti lehké, tak¾e jsem je mohl bez
nesnází vstøebat; spar»anský re¾im na internátu tomu té¾ napomohl! Je tøeba je¹tì
uvést, ¾e nedeformovaný dvìma, tøemi èi více lety pro¾itými mezi pokroèilými adepty
matematiky, jsem vymý¹lel pøímé geometrické metody, které þmazákyÿ udivovaly.
Spoleènì se svým spolu¾ákem Félicim jsme vytvoøili geometrickou metodu, pøi ní¾
nekoneènì malé velièiny byly skuteèná èísla èi vektory, dokonce i nekoneènì malé
druhého øádu; prostì to byla nestandardní analýza pøed A. Robinsonem!

Kurs fyziky a chemie ve mnì nezanechal oslnivou vzpomínku. Na¹tìstí na¹e fyzika
byla konec koncù jen trocha geometrie zpestøená nìkolika vzorci z termodynamiky
a elektøiny, tedy v¹e, co jsem ovládal. Chemie, velmi popisná, mì silnì odpuzovala
a ústní pøijímací zkou¹ku na École Normale Supérieure jsem jen díky shovívavosti
examinátora z chemie a výsledku písemné zkou¹ky nemusel podstoupit.

Ètyøi roky na École splnily moje oèekávání; ale mnozí jiní ji¾ pùvaby tohoto thélem-
ského opatství opìvovali. Vdìèím mu zvlá¹tì za ka¾dodenní a neformální kontakty
s nejrùznìj¹ími a originálními spolu¾áky a za návyk nezávislého my¹lení. Pøi svém blou-
mání ve vìdecké knihovnì ¹patnì ochraòované zaprá¹enou kostrou pravìké nestvùry,
jsem objevil francouzský pøeklad Cantorovy knihy o nekoneènu a Baireovy pøedná¹ky
o nespojitých funkcích. Èetl jsem ji¾ v létì 1933 Borelovy pøedná¹ky o teorii funkcí,
ale právì tato dvì díla potvrdila, k èemu mám sklony. Povzbuzen a utvrzen takto
ve víøe, vylo¾il jsem krásy tìchto dìl svým spolu¾ákùm v þminisemináøiÿ, pøi nìm¾
jsme se støídali s Laurentem Schwartzem, který se s námi dìlil o svoje znepokojení
nad rozdílností chování rovnic �u = 0 a @2u=@x@y = 0; toto znepokojení ho nemìlo
opustit a¾ do roku 1944.

Na École bylo tradicí pouze spoøe zaplòovat lavice am�teátru v Institutu Henri-
Poincaré. Nahrazovali jsme tyto nedostatky èetbou prvního dílu Goursatova Traité,
ale mìli jsme þdomaÿ profesory, kteøí nám, i kdy¾ s nestejnými úspìchy, pøedkládali
solidní du¹evní potravu. Georges Darmois, jeho¾ geometrickou pøedstavu jsem sdílel,
mì ovlivnil nejvíce. Pøibli¾oval nám elegantním zpùsobem prakticky bez kalkulu krásy
teorie ploch, která se mi zalíbila u¾ pøi postupném ètení Darbouxových Le�cons sur la
théorie générale des surfaces. Právì u nìho jsem po absolvování konkursu pro budoucí
støedo¹kolské profesory hledal radu. Jako prázdninovou èetbu mi doporuèil Theory of
functions od Hobsona a Vorlesungen �uber reelle Variablen od Carathéodoryho. Bylo
to krásné léto, proto¾e kdy¾ jsem nebyl do pùl tìla ponoøen v Hobsonovi, tak mì
nadchl Carathéodory a já jsem z toho usoudil, ¾e mùj nejnaléhavìj¹í úkol spoèívá
ve vyèerpávajícím studiu uzavøených mno¾in a kontinuí v rovinì. Tomuto krásnému
programu se dostalo jen èásteèného naplnìní, dostateèného natolik, abych získal dobré
intuitivní poznatky o tìchto slo¾itých pojmech.

Ve ètvrtém roèníku na École, kde jsem pokraèoval ve svém programu, jsem se
náhodou prostøednictvím svého o pìt let star¹ího spolu¾áka Chabautyho dozvìdìl
o existenci stipendia Jane Eliza Proctorové na Graduate College v Princetonu. On
sám vyu¾il tohoto stipendia a o svém pobytu v Princetonu hovoøil s nad¹ením. Podal
jsem ¾ádost a stipendium jsem získal. Vùbec jsem toho nelitoval.

Amerika právì vy¹la z krize a ¾ivot se mi tam zdál snadný a obohacující. Pokraèoval
jsem ve vlastní práci a pøitom jsem nav¹tìvoval Lefschetzovy pøedná¹ky (tìch jsem
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vyu¾il jen málo), ale pøedev¹ím Churchovy pøedná¹ky o teorii lambda { kalkulu, který
byl témìø zapomenut a vzat znovu na milost díky informatice. Byla to doba, kdy velké
diskuse o pojmu konstruovatelného ordinálu hýbaly svìtem logikù. Tak jsem pøi¹el do
kontaktu s Churchovou tezí a s pracemi G�odela, Rószy Péter(ové), Turinga a Kleenea.

Po roèním pobytu ve Spojených státech jsem pøijel strávit léto 1939 do Francie se
svou rodinou, pevnì rozhodnut znovu odjet do Princetonu v záøí. V záøí ale byla
vyhlá¹ena mobilizace, válka. A tak jsem zùstal ve Francii. Bìhem této þpodivné
válkyÿ jsem byl vyslán spolu s asi stovkou absolventù Grandes Écoles do tábora
Boscarosse, abych tam pøi minimu vojenské disciplíny získal ponìtí o þprotiletecké
obranìÿ. Postrádal jsem smysl pro disciplínu; pova¾oval jsem výzbroj a zpùsob jejího
pou¾ití za neu¾iteèné a své pøesvìdèení jsem neskrýval, co¾ se nelíbilo instruktorùm
z øad dùstojníkù. Vyu¾ili první záminky, ne¹kodné písnì v na¹í svìtnici, a vyexpedovali
mì k bojové jednotce koòmi ta¾eného dìlostøelectva, k 7. R. A. D., abych se, jako voják
druhé tøídy, blí¾e seznámil s realitou války.

Tento nový ¾ivot, obèas drsný, nìkdy nebezpeèný, ale plný pouèení a nikdy ne
nudný, se mi líbil a dodnes jsem rád, ¾e jsem ho poznal. Mu¾i jednotky tvoøili dvì
skupiny dosti od sebe oddìlené: ti z doprovodného personálu byli venkovského pùvodu
a starali se o konì; dìlostøelci byli z Paøí¾e a vìnovali se støelbì a pozorování. Byl jsem
pozorovatelem. Byly tì¾ké chvíle ústupu, ostrých rozporù mezi tìmito skupinami, ale
mìl jsem vynikající pøátele a netrpìl jsem tím. V¹ichni øadoví vojáci i dùstojníci plnili
své úkoly. Úèastnil jsem se, øeèeno slovy mé vojenské kní¾ky, operací þLorrainská
rovina v bøeznu 1940, Bitva o Francii mezi Aisne a Creuse v kvìtnu{èervnu 1940ÿ.

V srpnu 1940 jsem byl demobilizován v Limoges a krátce nato jsem pøijel do Paøí¾e
se svou snoubenkou; vzali jsme se v lednu 1941.

Døíve ne¾ budu mluvit o svých matematických výzkumech bìhem války, chtìl bych
zde øíci, do jaké míry jsem byl, stejnì jako vìt¹ina ostatních Francouzù, nevìdomý
a neznalý ve vìcech této války. Roztr¾itì jsem pøeèetl Mein Kampf, ani¾ bych mu
uvìøil, a do doby, ne¾ se po válce odhalily hrùzy nacismu a koncentraèních táborù,
jsem si neuvìdomoval, ¾e se na¹e svoboda a morální hodnoty na¹í civilizace málem
zhroutily. Celou dobu ústupu, která pøiná¹ela svìdectví o rychlém rozkladu armády
i morálky civilistù, jsme vlastnì doufali v zastavení palby, ani¾ bychom pøitom chápali,
¾e to bude na¹e kapitulace. Dobírali jsme si na¹e ¾idovské kamarády, kteøí ¾ili s úzkostí
v tìle, proto¾e vìdìli nìco, o èem jsme my nemìli ani ponìtí.

Po celou válku jsme v Paøí¾i ¾ili v malém dvoupokojovém bytì, kde se v roce 1941
a 1945 narodili na¹i dva synové. ®ivot tam byl prostý, ale bohatì vyplnìný. Pro mou
¾enu shánìním ob¾ivy a mateøskou péèí, pro mne matematikou. Od r. 1941 do r. 1945
jsem byl stipendistou CNRS, Národního støediska vìdeckých výzkumù. Stipendium
bylo skromné, ale pro mé kolegy i pro mne to kupodivu byla podru¾ná starost. Dosyta
jsem se tì¹il z naprosté svobody, kterou mi CNRS ponechávalo, a své zaujetí pro vìc
jsem postupnì tøíbil na nejrùznìj¹ích oblastech bádání.

V øíjnu 1945 jsem se od Georgese Bouliganda, s ním¾ jsem se èasto stýkal, dozvìdìl
o mo¾nosti jednoroèního èi dvouroèního pobytu v Polsku, a to ve funkci profesora na
Institut Fran�cais. Bylo ov¹em potøeba mít doktorát. V té dobì takøka ve¹kerá moje
matematická kultura byla zalo¾ena na èetbì Fundamenta Mathematicae, vìhlasného
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polského èasopisu, jeho¾ v¹echny pøedváleèné svazky jsem si sehnal. Jet do Polska
tak pro mne bylo nejen nádherným únikem, ale také cestou do matematického ráje.
Zbývalo pøekonat psychologickou pøeká¾ku, kterou pøedstavovalo sepsání disertace.
U¾ jsem publikoval na tøicet prací, povìt¹inou v Comptes rendus de l'Académie des
Sciences, ale disertace jako taková mì dìsila: chápal jsem ji encyklopedicky a mìl jsem
pøehnanì vysokou pøedstavu o její úrovni. Ani pøátelské výtky Henri Cartana a mého
pøítele Arnauda Denjoya mì k tomuto kroku nerozhoupaly. Bylo to Polsko, které mì
zachránilo od tohoto pøízraku. Bìhem tøí mìsícù jsem disertaci sepsal a na zaèátku
roku 1946 jsem dostal doktorát.

Za nìkolik mìsícù jsme se usadili v Krakovì. Hodnì jsem cestoval po Polsku a na-
v¹tìvoval hlavní univerzity, tj. ve Var¹avì, Vroclavi, Toruni a Poznani, kde Sierpi�nski,
Kuratowski, Steinhaus a mnozí jiní pracovali na obnovì matematického ¾ivota. Ne-
hledì na ztrátu prvotøídních matematikù, Polsko mì nezklamalo. V¹ude jsem nacházel
pøíjemné lidské vztahy, zamìøení výzkumu blízké mému a velkou rozmanitost zájmù.
V Krakovì se ka¾dý týden po pravidelném semináøi scházeli matematici jako Nikodym,
Leja, Wa_zewski, Go lab, a to v kavárnì Europejski na Tr¾ním námìstí. Pilo se capuccino
a povídalo se o matematice. ®ivot se tehdy Polákùm zdál velmi slibný i pøes rostoucí
policejní nátlak a tichou ruskou vojenskou pøítomnost.

V øíjnu 1947 se v Grenoblu naskytlo místo docenta. V té ¹»astné dobì bylo více míst
ne¾ uchazeèù a Albert Chatelet, dìkan paøí¾ské univerzity, zajistil svým rozvá¾ným
pøístupem jejich rozdìlení. Polsko jsem tak s lítostí opustil, abych pøe¹el do Grenoblu,
dokonce v okam¾iku, kdy mi univerzita v Krakovì nabídla katedru.

Skvìlé vzpomínky si uchovávám na dva roky strávené v Grenoblu, obzvlá¹tì na
spolupráci s Marcelem Brelotem. Tam se také v roce 1948 narodila moje dcera
Claire. Poté, co jsem jako docent na paøí¾ské univerzitì zaji¹»oval po dva roky výuku
matematiky pro obory matematika, fyzika a chemie, musel jsem zastoupit ochoøelého
Georgese Valirona, který pøedná¹el kurs diferenciálního a integrálního poètu. Do té
doby se pøedná¹ka v zásadì opírala o základní partie Goursatova díla Traité d'Analyse.
Ráznì jsem upravil zamìøení i obsah kursu a dostalo se mi tak pøíle¾itosti být pøi tom,
kdy¾ se zaèala obrozovat výuka matematiky ve Francii, nejprve ve vy¹¹ích roènících
a pak vlivem nákazy v prvním dvouletí.

Profesorem jsem se stal v roce 1952. Pozdìji, v roce 1960, jsem se kromì pùsobení na
univerzitì ujal docentských povinností na École Polytechnique, nejprve z �nanèních
dùvodù a pozdìji ze zájmu o studenty prokazující vysokou úroveò. Profesorem jsem
tam byl jmenován v roce 1965.

V kvìtnu 1968 se pøes zákazy mnozí posluchaèi École Polytechnique zúèastnili
studentského hnutí a ustavila se skupina profesorù, v podstatì Laurent Schwartz,
Louis Leprince-Ringuet a já, aby se zabývala novými pøístupy k organizaci vzdìlávání.
Tato iniciativa, kterou schvalovali studenti, ale neschvalovala èást vyuèujících, dostala
podporu náèelníka ¹koly, èlovìka liberálního a osvíceného. Za dva roky tyto plány,
více èi ménì upravené, vyústily v dosti hluboké strukturální pøemìny. Nová naøízení
neumo¾òovala soubì¾né pùsobení v École a na univerzitì. Tak jsem se v r. 1970 rozhodl
zùstat na univerzitì, zatímco Laurent Schwartz si vybral polytechniku, kde desítku
let organizoval a øídil matematickou laboratoø.

34



Moje kursovní pøedná¹ky na univerzitì se a¾ do r. 1960 soustøeïovaly v Institutu
Henri-Poincaré, ale od tohoto roku jsme se usídlili v nových budovách na Jussieu,
kterým se øíkalo þvinná tr¾niceÿ 1) | tím do¹lo k roz¹tìpení matematické obce,
jeho¾ historie je¹tì nebyla napsána. Bylo to období, kdy se na rozdìlení pomý¹lelo,
nebo» paøí¾ská univerzita se stala obrovským monstrem. Kvìten 1968 tomu napomohl
a Edgar Faure rozhodl o rozdìlení univerzity na tøináct èástí, z nich¾ Paøí¾ VI, Paøí¾
VII, Paøí¾ Dauphine, Paøí¾{Jih (Orsay) a Paøí¾{Sever mají nyní dùle¾itá matematická
pracovi¹tì. Byla to pøedev¹ím Paøí¾ VI, Paøí¾ VII a v men¹í míøe Paøí¾{Jih, kam se
tehdej¹í paøí¾¹tí matematici roze¹li podle èasto nejasného výbìru motivovaného napùl
politicky, napùl vìdecky. Znásobení poètu matematických center bylo vynikajícím fak-
torem pro rozmanitost výzkumù a dávalo mladým mo¾nost prokázat jejich originalitu,
proto¾e se octli z dosahu tìch star¹ích s èasto tyranskými sklony.

V prùbìhu své odborné dráhy jsem absolvoval nìkolik dlouhodobých pobytù na ame-
rických univerzitách, které nakonec znám lépe ne¾ evropské: byly to Kansas, Cornell,
Washington (Seattle), California (Berkeley), Maryland a Utah, Institute for Advanced
Study v Princetonu, kde jsem spolupracoval s J. Denym. Také jsem nav¹tívil Anglii,
Austrálii, Afriku, Japonsko a Koreu. V nedávné dobì jsem se vydal dvakrát do Èíny,
její¾ lid a civilizace mì uchvátily. Èíòané jsou pohostinní a otevøení, zapomínají zlé
skutky a pamatují si ty dobré. V souèasné dobì, kdy to je¹tì potøebují, by nás ¹tìdrost
a dobøe mínìný zájem mìly pobízet ke znásobení pomoci, kterou jim prokazujeme.

V èem tkví podstata va¹ich prací?

Urèitì jsem nejvíce znám díky svým pracím vìnovaným vytvoøení teorie kapacit a díky
vìtám o integrální reprezentaci. Pøispìl jsem ale k øadì dal¹ích teorií, jako jsou obecná
topologie a teorie mno¾in, míra, teorie funkcí reálné promìnné, lineární funkcionální
analýza, in�nitezimální geometrie (þgéométrie in�nitésimale directeÿ), variaèní poèet
atd. Celkem nedávno, v r. 1981, jsem se nechal unést teorií èísel a v souèasné dobì
(v roce 1987) mì zajímá teorie podivných atraktorù.

Jaký je styl va¹eho bádání?

Jsem intuitivní typ a jsem geometr. Poèínaje obecnou ¹kolou a gymnáziem jsem si
ka¾dý matematický problém sna¾il geometricky pøedstavit, pøelo¾it ho co nejvíce do
zjednodu¹ených obrázkù, aby vynikla funkèní kostra. Tento zvyk mì dovedl v po-
kroèilej¹ím vìku k pøijetí následujícího stylu vìdecké práce: pokud je to mo¾né,
pohybuji se v nejobecnìj¹ím kontextu, v nìm¾ má problém je¹tì smysl a pøitom se
opírám o dùkladnou znalost jednoho nebo více speciálních pøípadù; podle potøeby
postupnì pøecházím k ménì obecným pøípadùm. To mi dovoluje dát problému zároveò
maximální exibilitu a dospìt, pokud problém vyøe¹ím, k matematickým nástrojùm
upotøebitelným za jiných okolností, ne¾ za nich¾ vznikly.

Dá se øíci, ¾e v matematice, stejnì jako ve válce, jsou stratégové a taktici. Vojenský
stratég má urèitou intuitivní pøedstavu, jak vést ta¾ení, ponìtí o velkých masách
a jejich vzájemných vztazích. Taktik se dr¾í terénu, má technické znalosti a zøetelnou

1) podle pùvodního urèení místa (pozn. pøekl.)
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zálibu v organizaèní èinnosti. Spí¹e bych byl stratég v tom smyslu, ¾e mám pøehled
o velkých masách a nemám rád a nepraktikuji hromadìní znalostí o známých postu-
pech. Èasto øíkám, ¾e ¾ádnou èást matematiky neznám do hloubky a snad proto, ¾e
nemám ¾ádnou opravdovou specializaci, jsem mohl být úspì¹ný ve více matematických
disciplínách.

Kdo vedl va¹i disertaci?

V dobì po absolvování konkursu pro získání zpùsobilosti uèit na gymnáziu, kdy jsem
zaèínal své výzkumy, vìt¹ina univerzitních profesorù své ¾áky nevedla. Pouze nìkteøí
z nich, jako Paul Montel, pøedkládali svým studentùm témata výzkumu a blí¾e je
sledovali. Bez velkého zesmì¹òování lze øíci, ¾e profesor vídal svého ¾áka jednou
nebo dvakrát za rok. Pøi tìchto vzácných pøíle¾itostech se ho zeptal: þJak jdou va¹e
výzkumy?ÿ, a pak dodal: þÈtìte mé práce, mohly by vás inspirovat.ÿ

Na radu Georgese Darmoise jsem si za svého uèitele vybral Arnauda Denjoy. Bez-
pochyby bych tuto volbu udìlal sám kvùli intelektuální pøíbuznosti Denjoya s Bairem
a Borelem, jejich¾ práce jsem obdivoval. Pøi ¾ádné pøíle¾itosti jsem ho nepo¾ádal,
aby mi naznaèil zamìøení mých výzkumù a on se nikdy nepokusil mi téma vnutit.
Pøeèetl jsem v¹ak mnoho jeho prací napsaných obdivuhodným jazykem. Vyprávìl mi
o tom, nad èím bádá a zajímal se o moje výzkumy. Moje kontakty s ním, zpoèátku
øídké, se postupnì stávaly èím dál více èastìj¹ími. Pøi své první náv¹tìvì v øíjnu 1937,
nìkolik mìsícù po konkursu, jsem mu pøedlo¾il své první výsledky, k nim¾ jsem dospìl
o letních prázdninách. Nìkteré nebyly nové, ale ty ostatní jsem na jeho rady shrnul
do tøí sdìlení, které Elie Cartan pøijal a prezentoval v Akademii.

V první polovinì svého vìdeckého ¾ivota publikoval Denjoy vìt¹inou jen sdìlení
v Comptes Rendus de l'Académie des Sciences a svým ¾ákùm radil, aby ho napodobo-
vali, co¾ jsem udìlal. Èasto jsem toho litoval, proto¾e ne v¾dy jsem mìl chu» rozvinout
a prohloubit výsledky ji¾ ohlá¹ené ve sdìleních. Mimoto nìkteøí matematici vìøí pouze
vìtám podrobnì dokázaným. A koneènì je snadnìj¹í podrobnì sepsat teorii, kterou
èlovìk právì dokonèil, ne¾ dìlat tuté¾ práci o nìkolik let pozdìji. V dal¹ích letech jsem
v¾dy radil svým ¾ákùm, aby nepublikovali sdìlení, dokud nedokonèili koneènou verzi
ohla¹ovaných výsledkù.

Pøesto bylo toto sedmileté období velmi u¾iteèné pro rozvinutí mé intuice ve velmi
rozdílných oblastech, jako jsou konvexní tìlesa, teorie her, teorie grafù, Finslerovy
prostory, topologie roviny a diferenciální rovnice.

Litujete je¹tì nìèeho jiného?

Zmíním se o jedné události podobné tìm, které popisuje Paul Lévy ve své knize Nìkteré
aspekty my¹lení matematika. Jde o kapitolu, v ní¾ pøipomíná teorie, které mu jen
o vlásek unikly.

V r. 1944 jsme s Jacquesem Denym napsali práci o polyharmonických funkcích; v ní
jsme rozøe¹ili urèitý problém pro dvojrozmìrný pøípad, ale nemohli jsme ho rozøe¹it pro
vy¹¹í dimenzi, nebo» nám scházely pøimìøené prostøedky. Proto jsem pøedlo¾il problém
Laurentu Schwartzovi, o nìm¾ jsem vìdìl, ¾e se soustavnì zajímá o regularitu øe¹ení
parciálních diferenciálních rovnic. Problém ho zaujal a pøivodil krystalizaci urèitých
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jeho my¹lenek, zatím døímajících v zárodku. Zakrátko nato zaèal budovat základy své
teorie distribucí. V prùbìhu své spolupráce s Jacquesem Denym jsem také v jedné
pøípravné studii, která se pozdìji neuplatnila, sestrojil rozvoj harmonické funkce do
øady, v ní¾ se objevují dipóly, tripóly atd., prostì to, co se dnes nazývá distribuce
s bodovým nosièem. Fascinovalo mì to, ale pod tlakem potøeby dokonèit na¹i práci
jsem tuto stopu opustil. Samozøejmì je dnes jasné, ¾e tento postøeh mohl vést jinou
cestou, ne¾ se vydal Schwartz, k urèité teorii distribucí.

Co si myslíte o vyuèování matematiky?

Mùj zájem o problémy vyuèování byl vyvolán v padesátých letech zejména díky mým
kontaktùm s Calebem Gattegno, který patrnì ze v¹ech pedagogù nejlépe pochopil
problémy uèení. Pøi setkáních v Mezinárodní komisi pro studium a zdokonalování
vyuèování matematiky, kterou zalo¾il, jsem se hodnì nauèil z jeho pøíkladu a také
z na¹ich neformálních diskusí.

Rychle jsem si uvìdomil, jak je pro ka¾dého vìdce nutné podílet se na výuce; to
nazývám povinností anga¾ovat se. Pak jsem pochopil, ¾e ka¾dý vyuèující musí bez pøe-
stání bojovat se stále se vracejícím poku¹ením spokojit se s prùzraènou a vybrou¹enou
pøedná¹kou, ani¾ by bral v úvahu znalosti ¾ákù, jejich reakce èi neporozumìní. Takové
nebezpeèí existuje ve v¹ech disciplínách, ale je obzvlá¹tì velké v matematice, kde by
pokrok poslední stovky let umo¾nil v abstraktním a sterilizovaném svìtì elegantnì
vykládat základní pojmy a vìty ab ovo, a to zpùsobem rychlým a pøesným, zbaveným
odkazu na zku¹enost a geometrickou intuici. Právì to se stalo na konci ¹edesátých
let ve Francii i v øadì dal¹ích zemí pøi dramatickém nástupu moderní matematiky:
Slavný Dieudonného výkøik þPryè s Eukleidem!ÿ docela dobøe vyjadøoval zamìøení
ministerské komise povìøené vypracováním nových uèebních plánù matematiky na
základních ¹kolách a gymnáziích. Ústøední my¹lenka reformy vycházela z pøedstavy,
¾e základy matematiky jsou nepostradatelné pro jakoukoli logickou konstrukci, a tak
se zdùrazòovala potøeba zaèít ve výuce právì s nimi. ©lo o logiku, mno¾iny, algebru
a lineární algebru. Výsledek nemohl dopadnout jinak ne¾ katastrofálnì, proto¾e se
odsunuly na vedlej¹í kolej ve¹keré pedagogické aspekty: motivace a pøedchozí znalosti
¾ákù, výchova uèitelù, tvorba rozumných uèebnic, nemluvì o jistém souladu s fyziky
a techniky.

Vysoko¹kolská výuka není tohoto nebezpeèí u¹etøena ani dnes a vìk studentù není
omluvou pro sterilizovaný výklad teorií, jejich¾ dùle¾itost není v¾dy zøejmá. Nedlouho
pøed rokem 1968 se objevila nová pohroma: rozdrobení výuky. Matematika je od té
doby rozdìlena na malé úseky. Ka¾dý z nich je svìøen specialistovi, který jej vykládá
elegantnì a úspornì, pokud jde o u¾ívané prostøedky. Takové dìlení matematiky dává
studentùm útr¾kovitou pøedstavu, málo vhodnou pro rozvoj jejich motivace, a to
i v pøípadì, ¾e vyuèující neopomene naznaèit pùvod u¾ívaných pojmù, pøiblí¾it jejich
obtí¾ný zrod a uvede plodné i pøesvìdèivé aplikace. Navíc pøíli¹ formalizovaný výklad
urèité teorie neposkytuje ¾ádnou pøedstavu o zdrojích du¹evní èinnosti matematika,
jako jsou pozorování, matematizace, øe¹ení problému v rámci vytvoøeného modelu,
návrat k pùvodnímu nápadu, zobecnìní a aplikace.
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Vyuèování se nesmí vzdalovat od toho, èím nás oslovují na¹e smysly: dítì u¾ umí
pozorovat, zkoumat hmatem, pøemís»ovat èetné þpøedmatematickéÿ objekty: pøímky,
trojúhelníky, krychle, koule atd. Toho se musí vyu¾ít, v tom se lze pouèit od Marie
Montessori. U¾ mezi osmým a ètrnáctým rokem vìku je ¾ák schopen rozvíjet a u¾ívat
svou intuici øe¹ením nejrùznìj¹ích úloh za pomoci trochy poèítání: jde o otáèení a úhly,
obsahy a objemy, sférické trojúhelníky atd. Zároveò umí své matematické znalosti
vyu¾ívat v experimentálních vìdách.

V urèité míøe se mù¾eme ve vyuèování matematiky inspirovat závìry, k nim¾
dospìl Gattegno ve svých studiích o uèení: Intelektuální pochopení nepomáhá uèení:
inteligence je zde na pøeká¾ku. V na¹í situaci bych spí¹e øekl: nejdùle¾itìj¹í je vlastní
aktivita ¾áka. Èlovìk se nenauèí dìlat matematiku posloucháním vybrou¹ených vý-
kladù pøi vyuèovacích hodinách, nýbr¾ samostatnou prací s matematickými pojmy.
Stejné zásady platí pro uvádìní do vìdecké práce. Napadá mì pøíklad amerického
matematika R. L. Moorea (1882{1970). Ani¾ by zatì¾oval své svìøence pøedbì¾nými
znalostmi, spokojil se s tím, ¾e na zaèátku roku ka¾dému z nich zadal malý problém
a pøipojil struènou literaturu. Pak se s nimi setkával teprve, kdy¾ dosáhli urèitého
pokroku. Tito studenti se tak nauèili orientovat se v literatuøe a samostatnì pracovat.
Metoda to musela být dobrá, nebo» mnozí z jeho ¾ákù se stali slavnými matematiky.

Co si myslíte o vlivu skupiny Bourbaki na matematiku ve Francii?

Byl velmi dùle¾itý a posléze se roz¹íøil do Evropy; na druhé stranì Amerièané byli
ovlivnìni pouze èásteènì a vìt¹ina Anglièanù zaujímala dlouho k tomuto vlivu nepøá-
telský postoj. Jejich situace je zajímavá: pod vlivem velkého specialisty v matematické
analýze G. H. Hardyho (1877{1947) byla v Anglii zakoøenìna my¹lenka, ¾e existuje na
jedné stranì dobrá matematika, tzv. tì¾ká, tvrdá (týkající se konkrétních problémù,
èasto poèetního typu, èasto obtí¾ných, k jejich¾ vyøe¹ení je tøeba u¾ít metod ad hoc), na
druhé stranì tzv. matematika poddajná, mìkká (týkající se studia obecných struktur
a problémù øe¹itelných za pomoci obecných vìt). Toto odmítnutí obecných struk-
tur nadlouho odøízlo anglické matematiky od velkých matematických my¹lenkových
proudù; teprve nedávno se mladá anglická ¹kola, napø. v osobì Michaela Atiyaha,
postavila proti tomuto Hardyovu ¹tìpení a osvojila si to nejlep¹í z bourbakistického
my¹lení.

K pochopení zrodu Bourbakiho je nutno øíci nìkolik slov o historii. Ve tøicátých
letech potøebovala francouzská matematická ¹kola chytit nový dech: válka si vy¾ádala
mnoho mladých obìtí a pøeru¹ila kontakty se sousedními státy. V té¾e dobì v Nìmecku,
kde se lidský vìdecký kapitál zachoval, zaznamenala algebra a topologie neobyèejný
rozmach. S vìdomím na¹ich nedostatkù se mnozí mladí absolventi École Normale
Supérieure, v èele s André Weilem, nauèili v Nìmecku algebru a topologii a po návratu
do Francie si pøedsevzali odvá¾ný úkol napsat dílo prezentující matematiku na solid-
ních základech a shrnout podstatu nástrojù, které se osvìdèily v dobøe zmapovaných
oblastech matematiky.

Vìt¹ina francouzských matematikù mé generace získala znaènou èást matematické
kultury díky Bourbakimu, který ovlivòoval jejich styl i jejich dílo. Pøevzali v urèité
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míøe kvality i nedostatky. Jaké nedostatky? Zdá se, ¾e ka¾dá skupina, která dlou-
hodobì pracuje v izolaci, je odsouzena k dogmatismu. Pøipadá mi, ¾e to je nejvìt¹í
námitka, kterou lze Bourbakimu vytknout. De�nice a základní vìty jsou nastoleny
bez odùvodnìní a bez heuristického pøiblí¾ení. Jsou suché a holé jako kostra, z ní¾ je
i ¹»avnaté maso odhozeno do cvièení. Ètenáø, který je ignoruje, mù¾e získat nakonec
velmi zkreslenou pøedstavu o matematické aktivitì.

Tento dogmatismus se u bourbakistù projevuje také mimo jejich spisy, a to vy-
hranìnými prohlá¹eními o ¾ádoucím rozvoji matematiky: propaguje se bourbakistická
þsprávná volbaÿ, která smìøuje k obecným, dobøe etablovaným teoriím a je hlásán
nezájem o disciplíny, které se teprve utváøejí, nejsou zcela rozvinuté nebo jsou tì¾ko
formalizovatelné. Jean Dieudonné je urèitì tím bourbakistou, který své výhrady vyhla-
¹uje nejrozhodnìji. Je to velký matematik, jeho¾ dílo, schopnosti a upøímnost obdivuji,
ale jeho vyhranìné názory mìly opakovanì neblahé následky. Jde zejména o jeho
odpor k abstraktním mírám pou¾ívaným v teorii pravdìpodobnosti, jeho nedùvìru
k formální logice, jeho odmítání spoèetnosti v topologii, pak jeho pozdìj¹í zamítnutí
axiómu výbìru, jeho odmítnutí geometrických axiómù v elementární geometrii.

Teorie pravdìpodobnosti vdìèí za svoje obrození paøí¾skému pobytu francouz-
sko-amerického specialisty v pravdìpodobnosti Michela Lo�eveho v ¹edesátých letech.
Mìl ¹tìstí, ¾e jeho zaníceným ¾ákem byl Paul-André Meyer, který spoleènì s Jacquesem
Neveu umìl znovu vybudovat francouzskou pravdìpodobnostní ¹kolu, a to v zemi
Pascala, Laplace a Paula Lévyho! V logice byl ve stejné dobì významný pobyt logika
Georgea Kreisela, Amerièana rakouského pùvodu, který nechal znovu rozhoøet plamen
uhaslý bohu¾el smrtí Herbrandovou.

Francouzská matematika posledního desetiletí se vydala rùznými cestami a mladí
matematici se necítí vázáni bourbakistickými výhradami. Pøejme si, aby umìli za-
chovat z tohoto dìdictví znalost a oblibu obecných matematických nástrojù spolu
s jasností stylu a pøitom aby byli pøístupni rozmanitosti inspirace a byli schopni se
nauèit psát matematiku pro lidské bytosti.

Jakou má vìdec odpovìdnost?

Vìdec se jistì nemù¾e nezajímat o mo¾né vyu¾ití svých objevù. Musí neustále aktivnì
bojovat proti pøípadnému zneu¾ití; v tom je nám dobrým pøíkladem Einstein. Na druhé
stranì, pokud by se nechal ovládnout my¹lenkou, ¾e by snad jednoho dne mohly jeho
objevy mít osudné dùsledky, hrozila by mu ztráta schopnosti tvoøit. Skuteèný vìdec
se musí cítit zcela svobodným. Je tøeba se vyhnout tomu, aby problémy dobra a zla
zasahovaly do oblastí poznání.

Existuje nìjaký dùle¾itý psychologický aspekt v procesu bádání?

Va¹e otázka není bez souvislosti s tím, co jsem právì øekl: úspìch pøi bádání vy¾aduje
vedle velké dávky soustøedìní úplnou svobodu ducha. Èasto jsem uvádìl, ¾e mezi
vìdci na první pohled stejnì inteligentními nemají úspìch ti, kteøí trpí zábranami,
mají my¹lenky pøíli¹ systematické nebo pøíli¹ puntièkáøské, dále ti, kteøí si pletou
zatvrzelost s odhodlaností.
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Je tøeba také urèité skromnosti: znal jsem jednoho dobrého vìdce, který prokázal
své kvality, ale který naprosto selhal poté, co se rozhodl vytvoøit velikou teorii v ma-
tematické fyzice.

Chování vìdce pøipomíná chování prùzkumníka na pochodu napínajícího v¹echny
smysly, vyu¾ívajícího postranní pì¹inky a pøipraveného pøijmout v¹echny podnìty,
které se mu nabízejí. Ve více èi ménì uspoøádaném pletivu formálních vyjádøení
svázaných pravidly logické dedukce, se badatel nechává vést k objevu a pak k dùkazu
zajímavého výsledku pouze úzkým svìtelným paprskem svých znalostí a své intuice,
které mu napovídají, aby dal pøednost urèité cestì pøed jinou. Správné rozhodnutí,
které èiní na základì svých znalostí a své intuice, pøipomíná udivujícím zpùsobem
umìní malíøe; jeho objev je plodem hou¾evnaté nápaditosti.

Máte svou osobní �lozo�i?

Toto slovo oplývá tolika významy a tolik lidí se vydává za �lozofy, ¾e moje odpovìï
musí být struèná. Skuteènost, ¾e mnozí �lozofové jsou upovídaní a mluví dlouze
o vìcech, které neznají, ospravedlòuje takovou struènost jen èásteènì. Existovali a stále
existují pozoruhodní �lozofové. Pokud se �lozo�e stává opravdovým rozva¾ováním
o my¹lenkových pochodech èlovìka, zaslou¾í si ve¹kerou na¹i pozornost. Ov¹em je
nutné, aby �lozof mluvil pouze o tom, co zná, a aby se nepokou¹el do pøíli¹ rozsáhlé
syntézy zahrnovat celý svìt my¹lení.

Ani Platón není této kritiky u¹etøen: je skvìlý, pokud mluví o matematice, upadá
do rozvláènosti a omylù, kdy¾ se dotýká fyziky a biologie. Jeho pohrdání experimen-
továním a pozorováním, jeho zábrany pøed experimentálními metodami ionské ¹koly,
pøispìly k pozdr¾ení zrodu opravdové fyziky o více ne¾ patnáct století. Lidský duch je
bezesporu velkolepý, ale slabý a potøebuje opory: pozorování a experimentování. Právì
lidská mysl tyto nezbytné nástroje vytváøí, tøídí je a vyu¾ívá. Také matematika ke
svému obnovování potøebuje opory. Pøesto¾e je schopna sama rùst v rámci formálního
svìta, její obnova pøichází z podnìtù, které jí pøiná¹ejí experimentální vìdy anebo
prostì kontakty s vnìj¹ím svìtem a se ¾ivotem. Pravdìpodobnì víte, ¾e tento názor
nesdílí René Thom.

Pøed tímto rozhovorem pøi¹la øeè na �lozofy jako K. Krishnamurti, který hovoøí
o zku¹enosti mimo hranice my¹lení. Jaký je na to vá¹ názor?

Pro mne osobnì není Krishnamurti (1895{1986) �lozof, ale mudrc. Patøí mezi vzácné
výjimky lidí, kteøí od vìku dospívání spojují velikou znalost svìta s mimoøádným
zvládnutím svého ducha a jejich¾ pomoc je vyhledávána tìmi, kteøí se sami neumí
zbavit svých úzkostí a vá¹ní. Jeho díla, Commentaries on Living a The only Revolution
jsou struèné sbírky rozhovorù s jeho náv¹tìvníky. Skvìle umí popsat èasto pøekrásnou
atmosféru svých rozhovorù a naèrtnout portrét osoby, s ní¾ rozmlouval. (Tolik toho
pøeèetl, ¾e je mu zatì¾ko rozeznat, kde zaèíná jeho vlastní my¹lení.) Má spoleèné rysy
s jiným mudrcem, se Spinózou. Oba dospìli postupnì k øídícímu principu a ten se pro
nì stal vlastnì hlavním majákem, který osvìtluje jejich vidìní svìta. U Spinózy zakrývá
matematická forma fale¹nou pøesnost, ale je koneckoncù nepodstatné, ¾e teorémy, které
odvozuje, byly ve skuteènosti zalo¾eny na vadném dùkaze. Jeho Etika tím není nikterak
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ochuzena. Pro Krishnamurtiho není øídícím principem bo¾ská podstata, ale ideální
stav ducha, meditace, kterou popisuje letmými doteky. Meditace pøichází nehledána,
nebo» ka¾dé hnutí mysli ji zahání. Je to pohyb v nehybnosti; je to nevinnost této
chvíle a spoèívá v osvobození ducha od stálého tlaku zku¹enosti : : : ; nikdy to není
modlitba : : :

Krishnamurti chce èlovìka osvobodit od ka¾dého nábo¾enství stejnì jako od ka¾dé
doktríny; bohy neuznává:Boha nelze nalézt, k tomu neexistuje ¾ádná cesta; hledáme-li
ho, nalezneme jen svùj vlastní obraz; nenajdeme pravdu, ale jen výsledek na¹eho pøání.
Nepopírá Boha, ale soudí, ¾e organizovaná nábo¾enství nastavují ducha pouze na urèitý
zpùsob my¹lení. Odmítá duchovní vùdce (guru) a nechce jím sám být: ka¾dá moc
zaslepuje a zabíjí ve¹keré my¹lení. Svým náv¹tìvníkùm pomáhá rozhovorem vedeným
v sokratovském duchu a spokojuje se s tím, ¾e odstraòuje nìkteré z pøeká¾ek, které by
bránily v cestì k øe¹ení, ani¾ toto øe¹ení podává. Kdy¾ mluví o objevech, nejde o vìdu,
i kdy¾ jeho uva¾ování je obecné a týká se nás v¹ech: Problém není nikdy rozøe¹en na
své vlastní úrovni. Proto¾e je slo¾itý, je tøeba jej chápat v globálních souvislostech. Dále
soudí Èas je prazvlá¹tní úkaz; prostor a èas tvoøí jednotu. Ka¾dý ji pojímá podle sebe.

Èlovìk by se tedy, pokud jde o Krishnamurtiho, úplnì mýlil, kdyby na základì toho,
¾e je Ind, od nìj oèekával buï potvrzení parapsychismu, nebo nové cesty vìdeckého
poznání, anebo víru v pøevtìlování. Je zvlá¹tní, ¾e usilujeme tolik o nemìnnost,
o pokraèování : : :Není obnovy bez konce bytí; pøevtìlení neznamená pokraèování. Ale
nìkteøí v nì vìøí, nebo» víra podmiòuje zku¹enost a ta posléze posiluje víru. Obecnìji
vzato, duch ovládá a vysvìtluje zku¹enost, av¹ak duch sám je výsledkem zku¹enosti.

Udìlejme závìr: je-li meditace vrcholem ¹tìstí, ale nelze ji pøivolat na¹ím úsilím,
silnì se podobá milosti, jak ji chápali jansenisté. Èím je pak tato my¹lenka zajímavá?
Zdá se mi, ¾e její postupné rozpracování a vlastní zku¹enost dovedla Krishnamurtiho,
stejnì jako Spinózu, k pochopení zákonitostí vývoje univerzálních lidských hodnot.

Jste nábo¾ensky zalo¾en?

Jsem z katolické rodiny a mé dvì sestry patøí mezi aktivní katolíky. V École Normale
jsem se zajímal o výklad bible a dìjiny nábo¾enství. Styl a my¹lení Ernesta Renana mì
uchvátily. Snad proto, ¾e ve svých Vzpomínkách na dìtství a mládí mluví bez vá¹nì
o svém duchovním vývoji. Jejich prostøednictvím jsem si kupodivu uvìdomil, ¾e v sobì
u¾ nemám ¾ádnou víru. Pøestal jsem tak vìøit v bo¾skost Je¾í¹e, ale setrvával jsem ve
víøe v podstatu jeho uèení a mravní síla Evangelistù mi byla v¾dy vodítkem. Myslím,
¾e Miluj bli¾ního svého je nejkrásnìj¹í pøikázání, které kdy bylo èlovìku dáno.

Ve stejné dobì jsem se pøirozeným zpùsobem dosti zajímal o jiná nábo¾enství
a zejména o ¾ivot jejich zakladatelù. Obdivuhodný mi pøipadal Buddhùv ¾ivot a první
buddhistické texty. Na druhé stranì jsem nemohl proniknout do uèení Mohamedova,
èásteènì jen proto, ¾e se obrací k lidem drsným, ¾e se k nám dostalo v roztøí¹-
tìné podobì a pøedev¹ím proto, ¾e je vzdáleno logickému my¹lení ¾idovsko{øecko{
køes»anskému. Ostatnì se zdá, ¾e Korán nelze èíst èi odøíkávat jinak ne¾ arabsky!
V poslední dobì jsem si oblíbil posvátné texty Bahaismu, který mi pøipadá jako
nejtolerantnìj¹í nábo¾enství. ®ádnou potøebu nábo¾enství nepoci»uji, myslím v¹ak,
¾e zakladatelé významných nábo¾enství byli pozoruhodní lidé. Jejich mnohem ménì
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pozoruhodní následovníci bohu¾el jejich poselství zdeformovali a organizované církve
a sekty velice èasto podlehly fanatismu a netoleranci.

Jak vás zajímá politika?

Øízení zále¾itostí na¹í vlasti se týká nás v¹ech. Zpùsob, jakým se provádí, sleduji
zblízka a èasto s politováním. Tì¾ce nesu politikaøení a jsem nepøátelský k jakémukoli
sloganu. Také jsem se nikdy nestal èlenem ¾ádné strany. Pokud volím, volím obvykle
socialistu, av¹ak pokud by se objevil nezávislý kandidát, jeho¾ kvalitu bych znal,
hlasoval bych pro nìj, i kdy¾ vím a mrzí mì to, ¾e pøi souèasné organizaci politického
¾ivota je takøka nemo¾né, aby se nezávislý kandidát prosadil.

Kniha Karla Poppera Otevøená spoleènost a její nepøátelé dosti dobøe odrá¾í moje
politické krédo. Nejlep¹í formou øízení státu je demokracie, která lidi podnìcuje
k tomu, aby uchopili osud do svých rukou a respektovali pøitom osud ostatních.
Nejlep¹í obranou demokracie je zákon, demokraticky odhlasovaný a dùslednì uplat-
òovaný. Nejhor¹í státní uspoøádání je diktatura, a» u¾ vojenská junta nebo policejní
nomenklatura. Je pøedzvìstí útlaku a smrti ducha.

Jsem pøesvìdèeným antirasistou. Rasista je ten, kdo odmítá odli¹nost a ze sobeckého
dùvodu nebo ze strachu z neznámého chce za ka¾dou cenu setrvat ve své ulitì. Genetika
a neju¹lechtilej¹í nábo¾enství nás utvrzují v tom, abychom respektovali jinakost.

Èím se zabýváte kromì vìdy?

Stává se, ¾e nedìlám matematiku nìkolik mìsícù, ale nejsou to období neèinnosti:
zahradnièím, chodím na procházky, podnikám horské túry, ètu ve francouz¹tinì èi
angliètinì nejrùznìj¹í kní¾ky. Zároveò v¹ak pøemý¹lím, nikoli o smrti, ta mì nikterak
neznepokojuje, ale o rùzných �lozo�ckých otázkách: co je èas, co je svìt a jaké jsou
na¹e vztahy k nìmu, co je vlastnì Bùh atd.

Jaký máte smysl pro umìní?

Jsem vizuální typ, vnímám vùnì a mám cit pro rytmus a krásu slova. Matematika
a poezie mají podle mne mnoho spoleèného v jejich inspiraci a výstavbì. Byl jsem
uchvácen Rimbaudem, Mallarmém, Baudelairem, Paulem Valérym, Waltem Whitma-
nem, Tagorem. Z malíøství na mne nejvíce pùsobí impresionismus. Z literatury nejvíce
poznamenali mé dospívání spisovatelé s poetickou vnímavostí, jako Alain-Fournier,
Marcel Proust. Bezpochyby ze stejného dùvodu jsem vá¹nivým ètenáøem science
�ction. Mám rád Raye Bradburyho a Johna Wyndhama.

Kteøí jsou va¹i oblíbení skladatelé?

Klasikové, jako Mozart a Beethoven a z novìj¹ích Ravel a Debussy. Na druhé stranì si
rozhodnì ménì cením nìkterých dìl moderní hudby, jejími¾ disonancemi doslova trpím.

Do jaké míry va¹e vìdecká dráha ovlivnila vá¹ rodinný ¾ivot?

Podstata mé existence byla soustøedìna na matematické bádání. Tím bylo pøirozenì
v¹e v mém ¾ivotì prostoupeno, tím více, ¾e jsem v¾dy pracoval na svých výzkumech
doma. Rodinné povinnosti mi nikdy nebránily v práci a kupodivu ji èasto stimulovaly.
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Vzpomínám si na dobu | u¾ je to dávno | kdy moje první ¾ena byla nemocná a já
jsem se staral o domácnost, vaøil jsem a pøitom jsem úspì¹nì pracoval na dvou rùzných
vìdeckých problémech. Na druhé stranì napìtí v man¾elství, které vyústilo v rozvod,
neprospívalo ani mé práci a patrnì ani výchovì na¹ich dìtí k vìdecké dráze: první syn,
doktor chemie, si zvolil øídící funkce; druhý syn, doktor geologie, dìlá aplikovanou
geologii a na¹e dcera po studiu literatury a pùsobení v Armádì spásy vybudovala se
svým man¾elem støedisko pro ¹íøení køes»anské literatury.

V r. 1961 jsem se o¾enil s Yvonne Bruhatovou, která je také matematièka. Nesblí¾ili
jsme se díky matematické spolupráci, ale v rámci odborných setkání. Moje ¾ena se
vìnuje intenzívnì vìdecké práci zamìøené na parciální diferenciální rovnice, obecnou
relativitu a v ¹ir¹ím slova smyslu na matematickou fyziku. Její volba za èlenku
Akademie vìd v r. 1978 znamenala konec tuhé antifeministické tradice.

Spolupracujete odbornì se svou paní?

Èasto se o matematice bavíme a moje urèité znalosti o relativitì pocházejí z tìchto
diskusí. Dokonce jsme spolu napsali sdìlení pro Comptes Rendus. Oba jsme si v¹ak
vìdomi tì¾kostí s na¹í spoluprací, nebo» máme jinou intuici a pracujeme odli¹nými
postupy. Je zde podobnost s dùvody, které èiní obtí¾nou spolupráci mezi fyziky
a matematiky.

Na¹e spoleèné povolání nám èasto umo¾nilo vyu¾ít spolu s na¹imi malými dìtmi
pozvání k dlouhodobým pobytùm v USA: Cornell, Seattle, Berkeley. Na¹e dìti mezitím
vyrostly. Ná¹ první syn Daniel po skonèení École Centrale má zájem o biologické
výzkumy a nyní pracuje v Pasteurovì ústavu. Na¹e dcera Genevi�eve je ve tøetím
roèníku medicíny a ráda by pozdìji pracovala v lékaøském výzkumu. Jejich zamìøení
nás tì¹í, nebo» z vlastní zku¹enosti víme, jak hlubokou radost pøiná¹í vìdecký ¾ivot.

Extrait de: Hommes de Science, Vingt-huit portraits, Entretiens et photographies de Marian
Schmidt. c Hermann, Paris 1990. Pøelo¾il Ivan Netuka.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro�cn��k 37 (1992), �c. 2, 65{79.
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Choquetova teorie a Dirichletova úloha
Jaroslav Luke¹, Ivan Netuka a Jiøí Veselý, Praha

Pojem konvexní mno¾iny prostupuje znaènou èást klasické i moderní matematiky a je
také dùle¾itý v aplikacích. Na¹ím cílem je ilustrovat u¾iteènost tohoto pojmu v èásti
matematiky, kde se stýká teorie potenciálu a funkcionální analýza.

Nejprve nabízíme v úvodní èásti ètenáøi nìkolik tvrzení, která na první pohled mají
málo spoleèného. Jejich podrobné zvládnutí není pro dal¹í ètení nutné. U¾iteèné je
v¹ak postøehnout, ¾e jde o projev obecného principu: podobnì jako se látky skládají
z molekul, molekuly z atomù, atomy z elementárních èástic, pøirozená èísla z prvoèísel,
i zde jde o vyjádøení slo¾itého pomocí jednoduchého. V pozadí vìt, které uvádíme, je
pak obecný matematický pohled, který vylo¾íme v èástech 2 a 3. Èásti 4 a 5 jsou
vìnovány aplikacím.

1. Nìkolik pøíkladù

1.1. Elementární geometrie

Pøipomeòme, ¾e konvexní kombinací bodù x1; : : : ; xn ve vektorovém prostoru rozu-
míme lineární kombinaci �1x1 + � � �+ �nxn, kde v¹echny koe�cienty �j jsou nezáporné
a �1 + � � �+ �n = 1.

Vìta. Nech» P je rovinný uzavøený konvexní mnohoúhelník. Potom je ka¾dý bod
z P konvexní kombinací vrcholù mnohoúhelníku P .

1.2. Konvexní funkce reálné promìnné

Borelovskou mírou na metrickém prostoru rozumíme (nezápornou) míru de�novanou
alespoò na �-algebøe borelovských mno¾in a koneènou na kompaktních podmno¾inách.

Vìta 1). Následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) funkce f : [0; 1] ! [0;1) je konvexní;

(ii) existují borelovské míry � a � na [0; 1] takové, ¾e

f(x) =
Z x

0

(1� y)�1(x� y) d�(y) +
Z 1

x

(1� x=y) d�(y); x 2 [0; 1]:

1) Dùkaz tohoto tvrzení lze nalézt u R. M. Rakestrawa [Ra].
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Vidíme, ¾e ka¾dá konvexní funkce je þkombinacíÿ dvou základních typù konvexních
funkcí závislých na parametru y. Jsou to funkce

'y(x) =

8>><
>>:

0 pro x 2 [ 0; y ] ;

x� y

1� y
pro x 2 (y; 1) ;

a  y(x) =

8>><
>>:

1� x

y
pro x 2 (0; y ] ;

0 pro x 2 (y; 1 ] :

Funkce 'y,  y jsou velmi jednoduché konvexní funkce: jejich graf je sjednocením dvou
úseèek.

1.3. Dvojitì stochastické matice
Ètvercová matice P = (pjk)mj;k=1 se nazývá dvojitì stochastická, jestli¾e pro ka¾dé
j; k 2 f1; : : : ;mg platí

pjk = 0 ;
mX
r=1

prk = 1 a
mX
s=1

pjs = 1 :

Oznaème � mno¾inu v¹ech permutací mno¾iny f1; : : : ;mg, tak¾e � má m! prvkù.
Pøipomínáme Kroneckerùv symbol: �lk je 1 pro k = l a 0 pro k 6= l. Pro � 2 � de�nujme

P� =
�
�
�(j)
k

�m
j;k=1

:

Pak má matice P� v ka¾dém øádku a ka¾dém sloupci právì jednu jednièku a jinak
nuly a vznikne permutací sloupcù jednotkové matice. Je to tedy velmi speciální dvojitì
stochastická matice.

Vìta 2). Nech» P je dvojitì stochastická matice. Potom ke ka¾dé � 2 � existuje
nezáporné èíslo t� tak, ¾e

P
�2�

t� = 1 a

P =
X
�2�

t�P�:

1.4. Typicky reálné holomorfní funkce
Oznaème U otevøený jednotkový kruh v komplexní rovinì C . Pøipomeòme, ¾e funkce
f : U ! C je holomorfní v U , právì kdy¾ je v U souètem mocninné øady o støedu
v poèátku a polomìru konvergence vìt¹ím nebo rovném jedné.

Holomorfní funkce f : U ! C se nazývá typicky reálná, jestli¾e f(z) je reálné èíslo,
právì kdy¾ z 2 U je reálné. Napøíklad je snadno vidìt, ¾e pro ka¾dé t 2 [�1; 1 ] je
funkce

z 7�! z

1 + 2tz + z2
; z 2 U; (�)

typicky reálná holomorfní funkce.

2) Odka¾me ètenáøe na èlánek K. Jacobse [Ja].
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Vìta 3). Nech» f je typicky reálná holomorfní funkce v U . Potom existuje reálné èíslo
� a borelovská míra � na [�1; 1 ] takové, ¾e

f(z) = �+
Z
[�1;1 ]

z

1 + 2tz + z2
d�(t); z 2 U:

V jistém smyslu lze tedy libovolnou typicky reálnou holomorfní funkci vyjádøit jako
þkombinaciÿ funkcí tvaru (�).
1.5. Úplnì monotónní funkce
Funkce f : (0;1) ! R se nazývá úplnì monotónní, jestli¾e má derivace v¹ech øádù
a pro ka¾dé n = 0; 1; 2; : : : platí (�1)nf (n) = 0; samozøejmì f (0) znamená f . Pro
ka¾dé t = 0 jsou napø. funkce x 7! x�t a x 7! e�tx, x 2 (0;1), úplnì monotónní.

Bernsteinova vìta 4). Nech» f : (0;1) ! R je úplnì monotónní funkce. Potom existuje
právì jedna borelovská míra � na [ 0;1 ] taková, ¾e

f(x) =
Z
[0;1]

e�tx d�(t); x 2 (0;1):

1.6. Øe¹ení Helmholtzovy rovnice
Nech»

� =
@2

@x21
+ � � �+ @2

@x2m

je Laplaceùv operátor v Rm a � > 0. Funkci u tøídy C2 na Rm nazveme øe¹ením
Helmholtzovy rovnice, jestli¾e na Rm platí

�u� �2u = 0:

Není tì¾ké uhodnout speciální øe¹ení této rovnice. Oznaème S = fy 2 Rm : jyj = 1g
a hx; yi skalární souèin vektorù x; y 2 Rm . Je-li y 2 S a u(x) = e�hx;yi, x 2 Rm , pak
u je zøejmì nezáporné øe¹ení Helmholtzovy rovnice.

Vìta 5). Nech» u je nezáporné øe¹ení Helmholtzovy rovnice. Potom existuje borelovská
míra � na S taková, ¾e

u(x) =
Z
S

e�hx;yi d�(y); x 2 Rm :

1.7. Fourierova transformace mìr
V matematické analýze a teorii pravdìpodobnosti se pro koneènou borelovskou míru
� na Rm de�nuje

b�(x) =
Z
R
m

eihx;yi d�(y); x 2 Rm :

3) Viz G. A. Edgar [Ed] a M. S. Robertson [Rob].
4) Dùkaz této klasické vìty pocházející od S. N. Bernsteina [Be] je napø. mo¾no nalézt

u R. R. Phelpse [Ph].
5) Rùzné dùkazy lze nalézt napø. v [CaLi] èi [Ko].
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Funkce b�: Rm ! C je zøejmì spojitá a nazývá se Fourierùv obraz nebo charakteristická
funkce míry �. Pøímým výpoètem se snadno ovìøí, ¾e funkce f = b� je pozitivnì
semide�nitní, to znamená, ¾e platí

nX
j;k=1

�j�kf(xj � xk) = 0 ;

kdykoli n 2 N , �1; : : : ; �n jsou komplexní èísla a x1; : : : ; xn jsou body z Rm .

Bochnerova vìta 6). Nech» f : Rm ! C je spojitá pozitivnì semide�nitní funkce. Po-
tom existuje právì jedna koneèná borelovská míra � na Rm taková, ¾e f = b�.
1.8. Harmonické funkce na kouli
Nech» m = 2, U = fx 2 Rm : jxj < 1g a S = fz 2 Rm : jzj = 1g. Pro ka¾dé z 2 S je
funkce

Pz : x 7�! 1� jxj2
jx� zjm ; x 2 U;

(nazývaná Poissonovo jádro s pólem v bodì z) harmonická na U , tj. platí �Pz = 0.
Derivování za integraèním znamením ukazuje, ¾e funkce

h(x) =
Z
S

Pz(x) d�(z); x 2 U; (�)

je nezáporná harmonická na U , kdykoli � je borelovská míra na S.

Rieszova-Herglotzova vìta 7). Nech» h: U ! R je nezáporná harmonická funkce. Po-
tom existuje právì jedna borelovská míra � na S taková, ¾e platí (�).

Pøípad m = 2 souvisí s holomorfními funkcemi na U . Je-li toti¾ h harmonická
funkce na U � R2 , potom existuje harmonická funkce k na U taková, ¾e f = h+ ik je
holomorfní funkce na U . Z Cauchyových-Riemannových podmínek vyplývá, ¾e reálná
a imaginární èást holomorfní funkce na U jsou harmonické funkce na U .

Vìta 8). Nech» f : U ! C je holomorfní funkce a nech» reálná èást f je nezáporná
funkce na U . Potom existují právì jedna borelovská míra � na jednotkové kru¾nici T
a právì jedno reálné èíslo c takové, ¾e

f(x) = ic+
Z
T

z + w

z � w
d�(z); w 2 U:

1.9. Invariantní a ergodické míry
Nech» K je metrizovatelný kompaktní prostor, B je �-algebra v¹ech borelovských
podmno¾in K a T je neprázdný systém spojitých zobrazení K do K.

6) Dùkaz této vìty je hezkou aplikací Choquetovy teorie a lze jej nalézt pøímo u G. Choqueta
[Cho1].

7) Dùkaz je uveden v L. L. Helmsovi [He]; jiný, vyu¾ívající pøímo Choquetovu teorii, je
v èlánku D. A. Armitage [Ar].

8) Lze se podívat tøeba na èlánky G. A. Edgara [Ed] anebo F. Hollanda [Ho].
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Øíkáme, ¾e borelovská míra � na K je T -invariantní, jestli¾e � je pravdìpodobnostní,
tedy �(K) = 1, a �(T�1(B)) = �(B) pro ka¾dou mno¾inu B 2 B a ka¾dé T 2 T .

Nech» � je borelovská míra na K. Mno¾ina B 2 B se nazývá �-invariantní (vzhledem
k T ), jestli¾e symetrická diference mno¾in B a T�1(B) je �-nulová mno¾ina pro ka¾dé
T 2 T . Øíkáme, ¾e T -invariantní míra � je ergodická, jestli¾e �(B) = 0 nebo �(B) = 1
pro ka¾dou �-invariantní mno¾inu B.

Dá se dokázat, ¾e mno¾ina X v¹ech T -invariantních mìr na K je uzavøená pod-
mno¾ina kompaktního prostoru pravdìpodobnostních mìr na K opatøeného obvyklou
topologií (tedy X je kompaktní prostor) a mno¾ina E v¹ech ergodických mìr je
G�-podmno¾ina 9) (obecnì ne uzavøená!) prostoru X . Následující vìta ukazuje, ¾e
ka¾dá T -invariantní míra je v jistém smyslu þvystavìnaÿ z ergodických mìr.

Vìta 10). Nech» X je mno¾ina v¹ech T -invariantních mìr na metrizovatelném
kompaktu K a E � X je mno¾ina v¹ech ergodických mìr. Potom ke ka¾dé míøe
� 2 X existuje právì jedna pravdìpodobnostní borelovská míra m na X taková, ¾e
m(X nE) = 0 a � =

R
E � dm(�), tj.

R
K f d� =

R
E

�R
K f d�

�
dm(�) pro ka¾dou spoji-

tou funkci f na K.

2. Geometrie konvexních mno¾in

2.1. Krejnova-Milmanova vìta
Pøipomeòme, ¾e konvexní mno¾iny v obecném kontextu vektorových prostorù jsou
ty, které s ka¾dými dvìma body obsahují i úseèku, která je spojuje. Extremálním
bodem konvexní mno¾iny C je pak takový její prvek, který není støedem ¾ádné úseèky
s rùznými krajními body le¾ícími v C. Mno¾inu v¹ech extremálních bodù mno¾iny
C budeme znaèit extC.

Zamìøme se nyní na geometrii konvexních mno¾in v eukleidovském m-rozmìrném
prostoru Rm . V rovinì R2 jsou kupøíkladu extremálními body uzavøeného konvexního
mnohoúhelníku právì jeho vrcholy. Mno¾ina extremálních bodù kompaktní konvexní
podmno¾iny R2 je v¾dy uzavøená 11). Jednoduchý pøíklad 12) v R3 ukazuje, ¾e v pro-
storech vy¹¹í dimenze tomu tak nemusí být.

Výsadní postavení mno¾iny extremálních bodù vyjadøuje Minkowského vìta 13):
V prostoru Rm je ka¾dý bod kompaktní konvexní mno¾iny konvexní kombinací ex-
tremálních bodù. Ve skuteènosti vystaèíme s nejvý¹e m+ 1 extremálními body.

S extremálními body rùzných konvexních mno¾in jsme se ji¾ vlastnì setkali na
zaèátku èlánku. Napøíklad matice P� v odst. 1.3 jsou právì v¹echny extremální

9) Pro úplnost dodejme, ¾e nìjaká mno¾ina v metrickém nebo topologickém prostoru je
typu G�, je-li prùnikem spoèetného systému otevøených mno¾in.

10) Opìt R. R. Phelps [Ph] mù¾e poslou¾it pro dùkaz této vìty pomocí Choquetovy teorie.
11) Toto tvrzení lze nalézt u G. B. Priceho [Pr].
12) Pøíklad je uveden napø. v [Cho], 2. díl, s. 106.
13) H. Minkowski dokázal vìtu patrnì v období 1901{1903. Výsledek byl poprvé publikován

v kapitole o konvexních tìlesech zaøazené v sebraných spisech vydaných v r. 1911. Dùkaz
lze nalézt v [Ja].

49



body konvexní mno¾iny v¹ech dvojitì stochastických matic 14). Tuto mno¾inu lze
pova¾ovat za podmno¾inu prostoru Rm�m a vìta o reprezentaci dvojitì stochas-
tických matic z odst. 1.3 je tak dùsledkem Minkowského vìty. Uva¾ujeme-li napø.
konvexní mno¾inu K v¹ech úplnì monotónních funkcí f na (0;1), pro nì¾ f(0+) 5 1
(viz odst. 1.5), a de�nujeme-li pro t 2 [0;1] funkci ft: x 7! e�tx, x 2 (0;1), potom
extK = fft: t 2 [ 0;1 ]g 15). Jsou také známy extremální body konvexní mno¾iny
v¹ech spojitých pozitivnì semide�nitních funkcí, jejich¾ absolutní hodnota je nejvý¹e
rovna jedné. Jsou to právì funkce tvaru y 7! eihx;yi, x 2 Rm 16). Uveïme je¹tì jeden
pøíklad: ergodické míry z odst. 1.9 jsou právì v¹echny extremální body konvexní
mno¾iny v¹ech T -invariantních mìr.

Nyní ji¾ je jasný spoleèný rys výsledkù z odst. 1.1 { 1.9 : jsou to vìty o integrální
reprezentaci pomocí extremálních bodù. Tento typ vìt je pøedmìtem dal¹ího výkladu.

Oznaème pro libovolnou mno¾inu A symbolem coA nejmen¹í konvexní mno¾inu
obsahující A; ta v¾dy existuje a je rovna prùniku v¹ech konvexních mno¾in, které
obsahují A. Je-li C � Rm kompaktní konvexní mno¾ina, lze Minkowského vìtu for-
mulovat tak, ¾e C = co extC. Otázkou je, zda analogická vìta platí i v prostorech
nekoneèné dimenze. V dal¹ím textu se zamìøíme na øe¹ení tohoto problému. Nejdøíve
si v¹ak ujasnìme, v jakých prostorech se budeme pohybovat. Pro ètenáøe seznámeného
s hlub¹ími partiemi funkcionální analýzy bude dále X znamenat lokálnì konvexní
prostor (samozøejmì Hausdor�ùv). Pod X si lze tøeba pøedstavit libovolný Banachùv
prostor èi tøeba Banachùv prostor opatøený slabou topologií. Na pøíkladech lze ukázat,
¾e v tìchto prostorech ji¾ rovnost C = co extC pro kompaktní konvexní podmno-
¾inu C obecnì neplatí. Nicménì oznaèíme-li symbolem coA uzavøený konvexní obal
mno¾iny A, co¾ je nejmen¹í uzavøená konvexní mno¾ina obsahující A, lze vyslovit
následující významnou vìtu.

Krejnova-Milmanova vìta 17). Je-li C kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì kon-
vexního prostoru X, potom C = co extC.

My¹lenka dùkazu. Pøedev¹ím je nutné ukázat, ¾e neprázdná mno¾ina C obsahuje
alespoò jeden extremální bod. Ten získáme tak, ¾e uva¾ujeme systém v¹ech extre-
málních mno¾in v C. Pøitom extremální mno¾inou v C rozumíme ka¾dou její ne-
prázdnou uzavøenou podmno¾inu F s následující vlastností: Pokud x; y 2 C, � 2 (0; 1)
a �x+ (1� �)y 2 F , potom otevøená úseèka s krajními body x, y le¾í celá v F .
Z Zornova lemmatu se pomìrnì jednodu¹e uká¾e, ¾e v C existuje minimální extremální
mno¾ina, tj. mno¾ina, která ji¾ neobsahuje ¾ádnou vlastní extremální podmno¾inu.

14) Pìkný dùkaz, vyu¾ívající tzv. Heiratssatz, lze nalézt opìt v [Ja]. Tamté¾ lze nalézt
i podrobnìj¹í vysvìtlení ztoto¾nìní prostoru matic s m2-rozmìrným eukleidovským
prostorem.

15) Dùkaz není úplnì snadný, viz [Ph], [Cho].
16) Pokud se ètenáø zajímá o detaily, lze doporuèit druhý díl monogra�e [Cho], kde se

v odst. 33 tyto otázky vy¹etøují dokonce v mnohem obecnìj¹ím kontextu lokálnì kom-
paktních komutativních grup.

17) První verzi vìty v ménì obecném kontextu dokázali M. Krejn a D. Milman v r. 1940.
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Pomocí Hahnovy-Banachovy vìty pak odvodíme, ¾e taková minimální extremální mno-
¾ina musí být jednobodová. A jednobodové extremální mno¾iny jsou právì extremální
body.

Máme-li tedy ji¾ dokázáno, ¾e extC 6= ;, lze dále postupovat sporem. Je toti¾ jasné,
¾e co extC � C, a pokud by zde nenastala rovnost, vyu¾ili bychom geometrickou verzi
Hahnovy-Banachovy vìty o oddìlování a dostali bychom spor.

2.2. Integrální reprezentace
Pokusíme se nyní ukázat, jak z Krejnovy-Milmanovy vìty lze odvodit obecnou vìtu
o integrální reprezentaci. Dùle¾itou roli bude hrát prostor A(K) v¹ech spojitých
a�nních funkcí na K. Pøitom reálná funkce f na konvexní mno¾inì K je a�nní, jestli¾e
f(�x+ (1� �)y) = �f(x) + (1� �)f(y) pro ka¾dou trojici x; y 2 K a � 2 [ 0; 1 ]. Pro-
blém je následující: Je dán bod x v kompaktní konvexní podmno¾inì K lokálnì kon-
vexního prostoru X ; sna¾íme se najít borelovskou míru �, která by jej reprezentovala
ve smyslu, ¾e rovnost f(x) =

R
K
f d� by mìla platit pro ka¾dou spojitou a�nní funkci

na K. Takových mìr je obecnì více, Diracova míra "x soustøedìná v bodì x je urèitì
jednou z nich. Nám pùjde o to, aby hledaná míra � byla soustøedìna na co nejmen¹í
èásti hranice mno¾iny K.

Udìlejme zde malou odboèku. Je-li � borelovská míra na kompaktu K, øekneme, ¾e
� je soustøedìna na borelovské mno¾inì S � K, jestli¾e �(K n S) = 0. Poznamenejme,
¾e míra mù¾e být soustøedìna na více rùzných mno¾inách. Pøipomeòme je¹tì, ¾e nosiè
supp� míry � je de�nován jako nejmen¹í uzavøená mno¾ina, na které je � soustøedìna.

Vra»me se opìt k na¹emu problému. Hledáme tedy míru � tak, aby platila vý¹e
uvedená reprezentace a pøitom �

(a) mìla nosiè v uzávìru mno¾iny extremálních bodù extK, èi dokonce aby

(b) byla soustøedìna na mno¾inì extremálních bodù extK.

Samozøejmì nás také bude zajímat otázka jednoznaènosti reprezentujících mìr, která
povede k pojmu simplexu.

Dále se omezíme pouze na pøípad, kdy kompaktní konvexní mno¾ina K je me-
trizovatelná. Prostor v¹ech borelovských pravdìpodobnostních mìr na K oznaèíme
symbolem M1(K). Proto¾e kompaktní mno¾ina K je metrizovatelná, je prostor C(K)
v¹ech reálných spojitých funkcí na K separabilní. Tudí¾ M1(K) je metrizovatelná
mno¾ina mìr, a to takovou metrikou %, ¾e posloupnost mìr �n v ní konverguje k míøe �,
co¾ symbolicky budeme zapisovat �n ! �, právì kdy¾

R
K
f d�n !

R
K
f d� pro ka¾dou

funkci f 2 C(K). Míru � 2M1(K) nazýváme diskrétní, jestli¾e � je konvexní kombi-
nací Diracových mìr. Je známo 18), ¾e ke ka¾dé míøe � 2M1(K) existuje posloupnost
pravdìpodobnostních diskrétních mìr f�ng tak, ¾e �n ! �.

A nyní zpìt k na¹í úloze. Bod x 2 X nazveme tì¾i¹tìm míry � 2M1(K), jestli¾e

f(x) =
Z
K

f d�; f 2 A(K):

18) Tvrzení plyne mj. z Krejnovy-Milmanovy vìty, nebo» extM1(K) splývá s mno¾inou
Diracových mìr soustøedìných v bodech z K.
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Proto¾e v lokálnì konvexních prostorech prvky duálu X� oddìlují body, tj. ke ka¾dé
dvojici x; y rùzných bodù zX lze nalézt f 2 X� tak, ¾e f(x) 6= f(y), a proto¾e restrikce
funkcionálù z X� na mno¾inu K jsou a�nní spojité funkce, nemù¾e mít míra � dvì
rùzná tì¾i¹tì. Tì¾i¹tì míry � budeme oznaèovat symbolem r(�). Je-li x = r(�), øíkáme
té¾, ¾e míra � reprezentuje bod x, co¾ jinými slovy znamená, ¾e platí vìta o integrální
reprezentaci. Je jasné, ¾e Diracova míra "x v¾dy reprezentuje bod x. Naskýtají se nám
následující otázky:

(a) Má ka¾dá míra nìjaké tì¾i¹tì?

(b) Je ka¾dý bod z mno¾inyK tì¾i¹tìm nìjaké míry, která má nosiè v mno¾inì extX?

Na první otázku je odpovìï celkem snadná, na druhou ji¾ komplikovanìj¹í. Zaènìme
s následujícím tvrzením.

Vìta. Nech» K 6= ; je kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì konvexního pro-
storu X. Potom ka¾dá míra z M1(K) má právì jedno tì¾i¹tì r(�) le¾ící v K.

Dùkaz. Otázku jednoznaènosti jsme ji¾ vyøe¹ili, jde tedy o existenci tì¾i¹tì. Je-li míra �
diskrétní, � =

P
i �i"xi , kde xi 2 K, �i = 0,

P
i �i = 1, je zøejmì r(�) =

P
i �ixi 2 K

tì¾i¹tìm �. Nech» tedy � 2 M1(K) je obecná pravdìpodobnostní míra na K. Jak
jsme ji¾ zmínili, existuje taková posloupnost diskrétních mìr �n 2M1(K), ¾e �n ! �.
Proto¾e v¹ak fr(�n)g je posloupnost obsa¾ená v kompaktu K, existuje vybraná po-
sloupnost fr(�nk )g, konvergující k nìjakému prvku z 2 K. Je-li nyní f 2 A(K), je

f(z) = lim
k!1

f(r(�nk )) = lim
k!1

Z
K

f d�nk =
Z
K

f d�;

èili z je tì¾i¹tìm míry �.

Nyní mù¾eme zformulovat základní vìtu o integrální reprezentaci.

Vìta o integrální reprezentaci. Buï K kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì kon-
vexního prostoru X a x 2 K. Potom existuje míra � 2 M1(K) tak, ¾e r(�) = x

a supp� � extK.

Dùkaz. Z Krejnovy-Milmanovy vìty plyne následující postøeh: Je-li f 2 A(K) spojitá
a�nní funkce a f = 0 na extK, potom f = 0 na K. Oznaème B prostor restrikcí funkcí
zA(K) na extK. Potom pro ka¾dé h 2 B existuje podle pøedcházejícího postøehu právì
jedna funkce bh 2 A(K), která s h splývá na extK. Volme x 2 K a polo¾me

': h 7�! bh(x); h 2 B:

Zøejmì ' 2 B� a k'kB = 1. Funkcionál ' lze roz¹íøit pomocí Hahnovy-Banacho-
vy vìty z B na funkcionál � 2 (C(extK))� se zachováním normy. Proto¾e na-
víc �(1) = '(1) = 1, je � nezáporný funkcionál. Je-li toti¾ f 2 C(extK), f = 0,
a = 1

2 sup f(extK), potom ka� fk 5 a, tudí¾

a� �(f) = �(a)� �(f) = �(a� f) 5 ka� fk 5 a:

52



Odtud dostáváme �(f) = 0. Podle Rieszovy vìty o reprezentaci existuje pravdìpo-
dobnostní míra � na extK tak, ¾e �(f) =

R
K f d� pro ka¾dou funkci f 2 C(extK).

Míru � mù¾eme chápat jako míru na K soustøedìnou na mno¾inì extK, prostì míra
�(B) borelovské mno¾iny B � K je rovna �(B \ extK). Proto¾e zøejmì platí rovnostiR
K
h d� = �(h) = '(h) = h(x) pro ka¾dé h 2 A(K), vidíme, ¾e tì¾i¹tìm míry � je

právì bod x.

Poznamenejme je¹tì, ¾e vìta o integrální reprezentaci je pouze pøeformulovaná
Krejnova-Milmanova vìta. Je-li ji¾ dokázána vìta o integrální reprezentaci, odvodí
se z ní snadno Krejnova-Milmanova vìta.

Krejnova-Milmanova vìta je jednou ze základních vìt funkcionální analýzy a má
bohaté aplikace. Pøipomeòme si tøeba její pou¾ití pøi de Brangesovì dùkazu Stone-
ovy-Weierstrassovy vìty, Lindenstraussovì dùkazu Ljapunovovy vìty o oboru hodnot
vektorové míry èi pøi dùkazu Banachovy-Stoneovy vìty o izometricky izomorfních
prostorech spojitých funkcí apod.

V konkrétních aplikacích se, pokud jsme úspì¹ní, podaøí charakterizovat mno¾inu
extK, ov¹em povaha prvkù mno¾iny extK n extK je obecnì pramálo prùhledná.
Informace o nosièi míry z vìty o integrální reprezentaci je tudí¾ problematická, pokud
mno¾ina extK není uzavøená. Je zde pak je¹tì jiná potí¾. Pøedstavme si, ¾e mno¾ina
extremálních bodù nìjaké kompaktní konvexní mno¾iny K je v této mno¾inì hustá,
tedy ¾e extK = K. Potom samozøejmì Krejnova-Milmanova vìta nic neøíká, a rovnì¾
nic neøíkající je vìta o integrální reprezentaci. Staèí toti¾ za míru reprezentující bod
x vzít pøímo Diracovu míru "x v bodì x. Tato situace mù¾e skuteènì nastat. Jako pøí-
klad nám mù¾e poslou¾it uzavøená jednotková koule B v libovolném nekoneènì dimen-
zionálním Hilbertovì prostoru, který ov¹em uva¾ujeme se slabou topologií. Extremální
body B pak tvoøí jednotková sféra a její (slabý) uzávìr je roven celé kouli B. Jiným
netriviálním pøíkladem je Poulsenùv simplex 19) v Hilbertovì prostoru l2. Je v¹ak
známo mnohem více. Uva¾ujeme-li toti¾ na mno¾inì F v¹ech neprázdných kompakt-
ních konvexních podmno¾in daného Banachova prostoru X nekoneèné dimenze tak
zvanou Hausdor�ovu metriku, je v ní prostor F úplný a mno¾ina fC 2 F : extC 6= Cg
je pouze 1. kategorie v F 20). V jistém smyslu pro vìt¹inu kompaktních konvexních
mno¾in tedy platí extC = C.

Otázka, zda ve vìtì o integrální reprezentaci lze nalézt míru �, která je soustøedìna
pouze na mno¾inì extremálních bodù, je tudí¾ zásadní. Problém byl úspì¹nì vyøe¹en
G. Choquetem v padesátých letech a tím byl polo¾en základ k jedné z nejhezèích
teorií poslední doby, Choquetovì teorii. Budeme se jí vìnovat, a to v obecnìj¹ím hávu
prostorù funkcí, v následující kapitole. Choquetova teorie poskytla mnoho podnìtù pro
abstraktní analýzu, nekoneènì rozmìrnou geometrii, deskriptivní teorii mno¾in, teorii
potenciálu a dal¹í èásti matematiky. Je dodnes ¾ivá a nachází stále nové aplikace:
princip maxima se uplatnil pøi odvození nových výsledkù o Liouvilleovì vlastnosti

19) Konstrukce Poulsenova simplexu je uvedena v [Li] nebo [FoLiPh]. Tam je také objasnìna
vlastnost jednoznaènosti a vlastnost univerzality Poulsenova simplexu.

20) Toto tvrzení lze nalézt u V. Kleeho [Kl]. V prostorech koneèné dimenze samozøejmì
extC 6= C pro ka¾dou konvexní mno¾inu obsahující více ne¾ jeden bod.
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sférických prùmìrù v rovinì 21), o reexivitì pro separabilní Banachovy prostory 22),
s Choquetovou teorií se setkáváme v teorii optimalizace, pøi studiu laminátù èi øe¹ení
nelineárních parciálních diferenciálních rovnic (Youngovy míry apod.) 23).

3. Choquetova teorie v prostorech testovacích funkcí

3.1. Choquetova vìta

V dal¹ím textu K 6= ; bude znaèit kompaktní metrický prostor. Prostorem testo-
vacích funkcí, krátce testovacím prostorem, budeme rozumìt vektorový podprostor
H prostoru C(K) spojitých (reálných) funkcí na K, který obsahuje konstantní funkce
a oddìluje body K, neboli ke ka¾dé dvojici x; y 2 K existuje funkce h 2 H tak, ¾e
h(x) 6= h(y).

Jako pøíklad testovacího prostoru nám poslou¾í prostor A(K) v¹ech spojitých a�n-
ních funkcí na (podle na¹í úmluvy metrizovatelné) kompaktní konvexní podmno¾inì
lokálnì konvexního prostoru, který jsme vy¹etøovali v pøedcházející èásti. Pak mluvíme
o konvexním pøípadì. Anebo také celý prostor C(K). Dal¹ímu dùle¾itému pøípadu
se budeme vìnovat ní¾e, pøíkladem bude prostor v¹ech spojitých funkcí na uzávìru
omezené otevøené mno¾iny U � Rm , které jsou harmonické na U .

Øekneme, ¾e (pravdìpodobnostní) míra � 2M1(K) reprezentuje bod x 2 K, anebo
také ¾e x je tì¾i¹tìm míry �, jestli¾e

h(x) =
Z
K

h d� pro ka¾dou testovací funkci h 2 H:

Mno¾inu v¹ech mìr reprezentujících bod x oznaème Mx(H). V¹imnìme si hned, ¾e
Diracova míra "x v¾dy reprezentuje bod x, tedy ¾e "x 2Mx(H).

Nyní bychom potøebovali zavést analogii pojmu extremálního bodu, pøièem¾ ne-
máme k dispozici pøíslu¹né geometrické pojmy. Pøesnìji: nevíme, jak v testovacích
prostorech de�novat úseèku. Na¹tìstí nám pomù¾e následující vìta dokázaná právì
v konvexním pøípadì. Její dùkaz vynecháme 24), i kdy¾ není pøíli¹ obtí¾ný.

Bauerova charakteristika extK. Nech» K je kompaktní konvexní podmno¾ina lokálnì
konvexního prostoru. Potom x je extremálním bodem mno¾iny K, právì kdy¾ jedinou
A(K)-reprezentující mírou bodu x je Diracova míra "x. Tedy

extK =
�
x 2 K : Mx(A(K)) = f"xg

	
:

21) Viz Hansenùv výsledek [Ha].
22) Pøipomeòme Jamesovu vìtu, podle které reálný Banachùv prostor X je reexivní, právì

kdy¾ ka¾dý funkcionál f 2 X� nabývá na uzavøené jednotkové kouli v X svého maxima.
Pro separabilní pøípad je dùkaz obsa¾en v pøíspìvku [FoLiPh], pøipraveném k publikaci.

23) Podrobný výklad lze nalézt v [Rou]. Viz té¾ [Kr].
24) Ètenáøe lze opìt odkázat na Phelpsovu knihu [Ph]; vyu¾ívá se regularita borelovských

mìr.
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V souladu s touto charakteristikou extremálních bodù mù¾eme zavést analogii
mno¾iny extremálních bodù v situaci testovacího prostoru na kompaktním prostoruK.
De�nujme

ChHK =
�
x 2 K : Mx(H) = f"xg

	
:

Mno¾ina ChHK se nazývá Choquetova hranice testovacího prostoru H. Abychom
umìli popsat Choquetovu hranici rùzných testovacích prostorù, zavedeme nyní dal¹í
pojmy.

Pro f 2 C(K) oznaème

f� = inffh 2 H : h = fg; f� = supfh 2 H : h 5 fg:
Pro odvození hlub¹ích vlastností bude výhodné nejdøíve dokázat následující tvrzení.

Klíèové lemma. Nech» x 2 K a f 2 C(K). Potom

�
f�(x); f�(x)

�
=

�Z
K

f d� : � 2Mx(H)

�
:

Dùkaz. Volme x 2 K a f 2 C(K). Dùkaz jedné implikace je snadný. Je-li � 2Mx(H),
g; h 2 H a g 5 f 5 h na K, je g(x) =

R
K
g d� 5

R
K
f d� 5

R
K
h d� = h(x). Odtud

ihned dostáváme f�(x) 5
R
K f d� 5 f�(x).

Pøedpokládejme nyní, ¾e � 2 [f�(x); f�(x)]. Zpoèátku si uvìdomíme, ¾e zobrazení
p : ' 7! '�(x), ' 2 C(K), je sublineární funkcionál na prostoru C(K). Lehko toti¾
zjistíme, ¾e

(g + h)� 5 g� + h� a (�g)� = �g�

pro kterékoliv g; h 2 C(K) a � = 0. Pou¾ijeme nyní algebraickou verzi Hahnovy-Bana-
chovy vìty. Podle ní existuje lineární funkcionál F na C(K) s vlastnostmi F 5 p na
C(K), F (f) = �. Funkcionál F je také nezáporný. Je-li toti¾ g 2 C(K), g 5 0 na K, je
F (g) 5 p(g) = g�(x) 5 0 (pøipomeòme, ¾e 0 2 H). Podle Rieszovy vìty o reprezentaci
existuje borelovská míra � na K tak, ¾e

R
K
g d� = F (g) pro ka¾dou funkci g 2 C(K).

Je-li v¹ak h 2 H, je samozøejmì h� = h� = h, a tudí¾Z
K

h d� = F (h) 5 p(h) = h�(x) = h(x):

Proto¾e v¹ak zároveò je �h 2 H, platí i � R
K
h d� 5 �h(x). Volíme-li speciálnì h = 1,

je �(K) =
R
K h d� = h(x) = 1. A jsme s dùkazem hotovi. Na¹li jsme toti¾ � 2Mx(H)

tak, ¾e
R
K
f d� = F (f) = �.

Klíèové lemma nám umo¾òuje charakterizovat body Choquetovy hranice. Jako jeho
bezprostøední dùsledek dostáváme následující tvrzení pocházející opìt od H. Bauera.

Dùsledek. Bod x 2 K le¾í v Choquetovì hranici ChH(K), právì kdy¾ f�(x) = f�(x)
pro ka¾dou funkci f 2 C(K). Tedy

ChHK =
T

f2C(K)fx 2 K : f�(x) = f�(x)g:

Tento dùsledek nám umo¾òuje dokázat, ¾e Choquetova hranice je v¾dy borelovská
mno¾ina. Platí dokonce silnìj¹í tvrzení.
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Tvrzení. Nech» H je testovací prostor na kompaktním metrickém prostoru K. Potom
Choquetova hranice ChHK je mno¾ina typu G�.

Dùkaz. Pøedev¹ím si musíme rozmyslet, ¾e existuje spoèetná hustá mno¾inaM � C(K),
M = �M a ¾e

ChHK =
T

f2Mfx 2 K : f(x) = f�(x)g:
To odvodíme z toho, ¾e v pøípadì metrického kompaktu K je Banachùv prostor C(K)
separabilní. Oznaèíme-li potom pro f 2M

Gn(f) =
n
x 2 K : f�(x)� f(x) <

1
n

o
;

jsou Gn(f) otevøené mno¾iny (funkce f� je in�mem mno¾iny spojitých funkcí) a platí
ChHK =

T
f2M

T
n
Gn(f).

Uvedený popis Choquetovy hranice je u¾iteèný, ale v konkrétních pøípadech stì¾í
umo¾òuje rozhodnout, které body do Choquetovy hranice padnou. K tomu se nám
bude hodit následující nový pojem. Bodu x 2 K budeme øíkat H-exponovaný, existu-
je-li takové h 2 H, ¾e 0 = h(x) < h(y) pro ka¾dé y 2 K n fxg. O funkci h mluvíme
jako o H-exponující funkci. Postaèující podmínka pak vypadá takto:

Tvrzení. Ka¾dý H-exponovaný bod le¾í v Choquetovì hranici ChHK.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e x 2 K a � 2 Mx(H). Nech» h 2 H je taková funkce, ¾e
0 = h(x) < h(y) pro ka¾dé y 2 K, y 6= x. Potom ov¹em 0 = h(x) =

R
K h d� a vidíme,

¾e nosiè míry � musí být obsa¾en v jednobodové mno¾inì fxg. A proto¾e �(K) = 1,
musí být � = "x.

Ne¾ pøejdeme k dùkazu hlavní Choquetovy vìty, zavedeme dal¹í pojmy. Symbolem
K(H) oznaèíme mno¾inu v¹ech (spojitých) H-konvexních funkcí na K, tedy

K(H) =

�
f 2 C(K) : f(x) 5

Z
K

f d� pro v¹echna x 2 K a � 2 Mx(H)

�
:

O funkci h 2 K(H) øekneme, ¾e je striktnì H-konvexní, jestli¾e

h(x) <
Z
K

h d�; x 2 K; � 2Mx(H) a � 6= "x:

Následující tvrzení bude základem pro slibovanou vìtu.

Tvrzení. Na K existuje striktnì H-konvexní funkce.
Náznak dùkazu. Proto¾e je prostor C(K) separabilní, mù¾eme najít spoèetnou hustou
podmno¾inu fhn : n 2 Ng mno¾iny fh 2 H : 0 5 h 5 1g. V prvním kroku uká¾eme, ¾e
ka¾dá z funkcí h2n je H-konvexní. To není obtí¾né. Volíme-li x 2 K a � 2Mx(H),
dostaneme pou¾itím Hölderovy nerovnosti

h2n(x) =

�Z
K

hn d�

�2
5

Z
K

1 d�
Z
K

h2n d� =
Z
K

h2n d�:
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Je-li navíc � 6= "x, existuje takové n, ¾e h2n(x) <
R
K
h2n d�. Kdyby toti¾ takové n neexis-

tovalo, platila by pro ka¾dé n v uvedené Hölderovì nerovnosti rovnost. Odtud bychom
dostali, ¾e hn = hn(x) �-skoro v¹ude na K. Proto¾e � není Diracova míra, rozmysleli
bychom si, ¾e musí existovat bod y 2 K, y 6= x tak, ¾e hn(x) = hn(y) pro ka¾dé n.
A to by bylo ve sporu s tím, ¾e H oddìluje body K. Polo¾íme-li pak h =

P
n 2�nhn,

je h hledaná striktnì H-konvexní funkce.

Nyní ji¾ máme pøipravenou cestu k dùkazu mimoøádnì významné Choquetovy vìty.

Choquetova vìta. Nech» H je testovací prostor na metrizovatelném kompaktu K

a x 2 K. Potom existuje borelovská míra � soustøedìná na Choquetovì hranici ChHK
taková, ¾e h(x) =

R
K h d� pro ka¾dou funkci h 2 H.

Dùkaz. Nech» x 2 K a nech» h0 je striktnì H-konvexní funkce na K. Podle klíèového
lemmatu existuje � 2Mx(H) tak, ¾e

R
K
h0 d� = h�0(x). Pokud h 2 H, h = h0, je

h�0(x) =
Z
K

h0 d� 5
Z
K

h�0 d� 5
Z
K

h d� = h(x) :

Pøechodem k in�mu dostaneme rovnost
R
K
h0 d� =

R
K
h�0 d�. A proto¾e h0 5 h�0, je

�
�ft 2 K : h�0(t) > h0(t)g� = 0 :

K dokonèení dùkazu si staèí uvìdomit, ¾e

K n ChHK � ft 2 K : h�0(t) > h0(t)g :
Pokud by toti¾ h0(t) = h�0(t) a souèasnì t =2 ChHK, existovala by reprezentující míra
� 2Mt(H), � 6= "t. Z de�nice striktní konvexity bychom pak pomocí klíèového lem-
matu dostali

h�0(t) = h0(t) <
Z
K

h0 d� 5 h�0(t) ;

co¾ je samozøejmì spor. Choquetova hranice je borelovská mno¾ina a mù¾eme tedy
uzavøít, ¾e �(K nChHK) = 0. A to jsme chtìli ukázat.

3.2. Principy maxima
Choquetova hranice hraje také význaènou roli v následujícím abstraktním principu
maxima.

Princip maxima. Nech» H je testovací prostor na K 6= ; a f je (spojitá) H-konvexní
funkce na K. Potom f nabývá svého maxima na K v nìjakém bodì Choquetovy
hranice.

Dùkaz. Jako¾to spojitá funkce na kompaktní mno¾inì nabývá f svého maxima v nì-
jakém bodì z 2 K. Podle Choquetovy vìty naleznìme takovou reprezentující míru
� 2Mz(H), aby �(K n ChHK) = 0. Potom

f(z) 5
Z
K

f d� =
Z
ChHK

f d�:

Vidíme, ¾e
R
ChHK(f � f(z)) d� = 0. Proto¾e v¹ak f � f(z) 5 0 naK a �(ChHK) = 1,

musí existovat x0 2 ChHK tak, ¾e f(x0) = f(z) (= maxff(t) : t 2 Kg).
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Dùsledek. Jestli¾e f je H-konvexní funkce na K a f 5 0 na ChHK, potom f 5 0
na K.

Vrátíme-li se ke konvexnímu pøípadu a vyu¾ijeme-li pøedchozí abstraktní princip
maxima, dostaneme tvrzení, které se dnes v¹eobecnì oznaèuje jako Bauerùv princip
maxima.

Bauerùv princip maxima. Nech» K je neprázdná kompaktní konvexní podmno¾ina
lokálnì konvexního prostoru X a f spojitá konvexní funkce na K. Potom f nabývá
svého maxima v nìjakém extremálním bodì K, tj. existuje x 2 extK tak, ¾e

f(x) = maxff(t) : t 2 Kg:

Podotknìme je¹tì, ¾e z Bauerova principu maxima lze získat vcelku snadnou úvahou
vyu¾ívající Hahnovu-Banachovu vìtu dùkaz Krejnovy-Milmanovy vìty25).

3.3. Simpliciální prostory
Dále potøebujeme zavést pro obecný pøípad testovacích prostorù pojem analogický
pojmu a�nní funkce z konvexního pøípadu. To nás vede k následující de�nici. Funkcím,
které jsou souèasnì H-konvexní i H-konkávní ve zøejmém smyslu, øíkejme H-a�nní.
Oznaèíme-li A(H) mno¾inu v¹ech H-a�nních funkcí na K, je tedy

A(H) =

�
f 2 C(K) : f(x) =

Z
K

f d� pro ka¾dé x 2 K a � 2Mx(H)

�
:

Dále oznaème bH = ff 2 C(K) : f� = f�g:
Vztah tìchto dvou systémù funkcí a jejich vlastnosti shrnuje následující vìta.

Vìta. Prostor H-a�nních funkcí A(H) je uzavøený podprostor C(K) obsahující H.
Pøitom A(H) = bH.
Dùkaz. Evidentnì H � A(H) a A(H) tvoøí vektorový prostor. Lebesgueova vìta o li-
mitním pøechodu za integraèním znamením ihned dá uzavøenost A(H) v C(K). Dal¹í
tvrzení o rovnosti A(H) = bH vyplývá bezprostøednì z klíèového lemmatu.

Prostor H-a�nních funkcí má také dùle¾itou úlohu ve vìtách Korovkinova typu 26).

25) Tak postupuje napøíklad G. Choquet v [Cho], 2. díl, s. 102{106.
26) Byla by ¹koda na tomto místì se nezmínit je¹tì o dal¹í zajímavé vlastnosti prostoru A(H).

Pøed nìkolika lety vy¹el v Pokrocích matematiky, fyziky a astronomie èlánek H. Bauera
o Korovkinových vìtách. Ètenáøe odká¾eme na [Ba1] a pouze pøipomeneme nìkteré de-
�nice. Uva¾ujme posloupnost fLng lineárních nezáporných operátorù Ln: C(K)! C(K)
na metrickém kompaktu K. Tuto posloupnost nazveme H-pøípustnou, jestli¾e Lnh! h
stejnomìrnì na K pro ka¾dou funkci h 2 H. Dále oznaème symbolem Kor(H) mno¾inu
v¹ech funkcí f 2 C(K), pro nì¾ Lnf ! f stejnomìrnì naK, kdykoliv fLng jeH-pøípustná
posloupnost operátorù, a nazvìme tuto mno¾inu Korovkinovým uzávìrem testovacího
prostoru H. Vztah Korovkinova uzávìru a prostoru a�nních funkcí vyjadøuje následující
vìta: Platí rovnost Kor(H) = A(H) = bH.
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Testovací prostorH na metrizovatelném kompaktu K se nazývá simpliciální, jestli¾e
ke ka¾dému x 2 K existuje právì jedna H-reprezentující míra z Mx(H) soustøedìná
na Choquetovì hranici ChHK. Simpliciální prostory se dají charakterizovat mnoha
zpùsoby. Uvedeme pouze jeden z nich, který naznaèuje souvislost s øe¹ením Dirichle-
tovy úlohy diskutovaným v odst. 4.2 { 4.6. Dùkaz následujícího tvrzení je pomìrnì
obtí¾ný, proto jej vynecháme 27).

Charakteristika simpliciálních prostorù. Nech» H je testovací prostor na metrizo-
vatelném kompaktu K. Potom H je simpliciální, právì kdy¾ je splnìna následující
podmínka: Kdykoliv F je uzavøená podmno¾ina Choquetovy hranice ChHK a f

spojitá funkce na F , existuje h 2 A(H) tak, ¾e h = f na F , maxfh(x) : x 2 Kg =
= maxff(x) : x 2 Fg a minfh(x) : x 2 Kg = minff(x) : x 2 Fg.

Uvedená podmínka øíká, ¾e ke ka¾dé spojité funkci f (okrajové podmínce) de�nované
na uzavøené podmno¾inì Choquetovy hranice existuje její spojité roz¹íøení na funkci ze
systému A(H). Tedy vlastnì øe¹ení Dirichletovy úlohy. Takové roz¹íøení v¹ak zdaleka
není jednoznaèné (za F mù¾eme brát i jednobodové mno¾iny!). Èasto se mluví proto
o zeslabené Dirichletovì úloze.

V tvrzení z odst. 3.1 jsme ukázali, ¾e H-exponované body le¾í v Choquetovì hranici.
U simpliciálních prostorù vìt¹inou tyto dvì mno¾iny splývají. Platí toti¾ následující
tvrzení.

Vìta. Je-li H simpliciální testovací prostor na K, potom ka¾dý bod z Choquetovy
hranice je A(H)-exponovaný.

Dùkaz. Poznamenejme, ¾e Choquetova hranice nemù¾e být v pøípadì kompaktuK (ob-
sahujícího alespoò dva body) jednobodová. To plyne tøeba z principu maxima a z toho,
¾e funkce ze systému H oddìlují body. Volme nyní x 2 ChHK. Je-li y 2 ChHK n fxg,
získáme øe¹ením zeslabené Dirichletovy úlohy pro dvoubodovou mno¾inu F = fx; yg
funkci hy 2 A(H) s vlastnostmi

hy(x) = 0; hy(y) = 1; 0 5 hy 5 1 na K:

Potom
ChHK n fxg � Sy2ChHKnfxgft 2 K : hy(t) > 0g:

Vyu¾itím separability H dostaneme body yn 2 ChHK n fxg tak, ¾e

ChHK n fxg � Sn ft 2 K : hyn(t) > 0g:

Polo¾íme-li h =
P

n 2�nhyn , je h 2 A(H), h = 0 na K, h > 0 na ChH(K) n fxg
a h(x) = 0. Zbývá ukázat, ¾e h(z) > 0 pro ka¾dé z 2 K, z 6= x. Nech» tedy h(z) = 0 pro

27) Tuto charakteristiku lze odvodit z vìty 28.6 uvedené v druhém dílu Choquetovy mono-
gra�e [Cho].
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jisté z 2K. Pomocí Choquetovy vìty najdeme � 2Mz(H) tak, aby �(K nChHK) = 0.
Vyu¾ijeme-li toho, ¾e h2A(H) je H-a�nní funkce, dostaneme

0 = h(z) =
Z
K

h d� =
Z
ChHK

h d�:

Odtud vyplývá, ¾e supp� � fxg, a proto¾e � je pravdìpodobnostní míra, je nutnì
� = "x. Tudí¾ pro ka¾dou funkci ' 2 H dostáváme rovnost

'(x) =
Z
K

' d"x =
Z
K

' d� = '(z):

Funkce z testovacího prostoru H v¹ak oddìlují body K, musí tedy být z = x. A to
jsme vlastnì chtìli ukázat.

V pøede¹lé vìtì se nám pro simpliciální prostory podaøilo sestrojit v ka¾dém bodì
Choquetovy hranice A(H)-exponující funkci. Rovnì¾ tak v pøípadì zeslabené Dirichle-
tovy úlohy lze nalézt pouze øe¹ení z prostoruA(H). Nás by samozøejmì více uspokojilo,
kdyby se nám podaøilo nalézt dokonce funkce z pùvodního testovacího prostoru H.
To v¹ak není v¾dy mo¾né. Nicménì dal¹í tvrzení nám alespoò napoví, kdy mno¾ina
H-a�nních funkcí splývá s funkcemi z H.

Bauerovo tvrzení 28). Nech» H je testovací prostor na K. Potom A(H) = H, právì
kdy¾ existuje uzavøená mno¾ina W � C(K) stabilní na tvoøení koneèných minim ta-
ková, ¾e H = W \ (�W).

3.4. Konkrétní pøíklady
Vra»me se nyní k triviálnímu pøíkladu testovacího prostoru. Uva¾ujme tedy kom-
paktní metrický prostor K a na nìm testovací prostor H = C(K). V tomto pøípadì
je zajisté ka¾dý bod K jeho C(K)-exponovaným bodem. Tudí¾ Choquetova hranice
ChC(K)K = K. Proto¾e Mx(C(K)) = f"xg v ka¾dém bodì x 2 K, je prostor C(K)
simpliciální. Co nám vlastnì øíká charakteristika simpliciálních prostorù v termínech
zeslabené Dirichletovy úlohy o tomto speciálním pøípadì? Podmínka v nìm uvedená
není zde vlastnì nic jiného ne¾ Tietzeho vìta o roz¹íøení spojité funkce z uzavøené
podmno¾iny na spojitou funkci na celém prostoru.

V klasickém pøípadì, kdy K je konvexní kompaktní metrizovatelná podmno¾ina
lokálnì konvexního prostoru X a H je mno¾ina A(K) v¹ech spojitých a�nních
funkcí na K, splývá, jak jsme ji¾ poznamenali, Choquetova hranice ChHK s mno-
¾inou extK v¹ech extremálních bodù. Pokud je prostor A(K) simpliciální, nazýváme
K krátce Choquetovým simplexem. Pokud je¹tì více speci�kujeme a za K vezmeme
kompaktní konvexní mno¾inu s neprázdným vnitøkem v Rm , je K Choquetùv simplex,
právì kdy¾ K je konvexní obal m+ 1 lineárnì nezávislých bodù 29). Tedy Choquetovy
simplexy v rovinì jsou právì uzavøené trojúhelníky èi v prostoru uzavøené ètyøstìny.

28) Vìta nále¾í H. Bauerovi a její dùkaz lze nalézt v Bauerovì èlánku [Ba2], kde je vyjasnìna
souvislost simpliciálních prostorù a simplexù ve smyslu geometrické Choquetovy teorie.

29) Pìkný výklad o simplexech lze nalézt v Choquetovì knize [Cho], 2. díl, s. 156{161.
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Dal¹ím dùle¾itým pøíkladùm vycházejícím z teorie potenciálu jsou vìnovány násle-
dující èásti.

4. Dirichletova úloha v teorii potenciálu

4.1. Harmonické a hyperharmonické funkce
Pro úplnost uveïme, ¾e funkce h de�novaná na otevøené mno¾inì U � Rm se nazývá
harmonická, jestli¾e má spojité parciální derivace 2. øádu na U a splòuje na U La-
placeovu rovnici �h = 0. Mno¾inu v¹ech harmonických funkcí na U budeme znaèit
H(U). Zøejmì je H(U) vektorový prostor.

Harmonické funkce lze charakterizovat pomocí vlastnosti prùmìru. Pro x 2 Rm
a r > 0 oznaèíme B(x; r) = fy 2 Rm : jy � xj < rg a dále symbolem �x;r normalizova-
nou Lebesgueovu míru na B(x; r). Tedy �x;r je restrikce Lebesgueovy míry na B(x; r)
násobená pøevrácenou hodnotou objemu koule B(x; r). Platí následující tvrzení:

Vìta 30). Nech» f : U ! R je spojitá funkce. Potom f 2 H(U), právì kdy¾ platí rovnost

f(x) =
Z
B(x;r)

f d�x;r;

kdykoli uzávìr koule B(x; r) je obsa¾en v U.

Pøipomeòme je¹tì pojem hyperharmonických funkcí, které v urèitém smyslu plní
pro teorii potenciálu úlohu konkávních funkcí. Funkce u: U ! (�1;1 ] se nazývá
hyperharmonická, jestli¾e u je zdola polospojitá 31) a platí

R
B(x;r) u d�x;r 5 u(x),

kdykoli je uzávìr koule B(x; r) obsa¾en v U . Systém v¹ech hyperharmonických funkcí
na U oznaèíme H�(U).

V pøípadì m = 1 je h 2 H(U), právì kdy¾ je h lineární na ka¾dém intervalu ob-
sa¾eném v U . Podobnì u 2 H�(U), právì kdy¾ je u konkávní na ka¾dém intervalu
obsa¾eném v U .

Dále se omezíme na zajímavìj¹í pøípad a budeme pøedpokládat, ¾e pro dimenzi
prostoru Rm platí m = 2.

4.2. Klasická Dirichletova úloha
Nech» U � Rm je neprázdná omezená otevøená mno¾ina a @U je její hranice. Funkce
g 2 H(U) se nazývá øe¹ení klasické Dirichletovy úlohy pro funkci f 2 C(@U), tzv. okra-
jovou podmínku, jestli¾e pro ka¾dý bod z 2 @U platí

lim
x!z

g(x) = f(z): (�)

Klasická Dirichletova úloha tedy bezprostøednì souvisí s testovacím prostorem

H(U) = fh 2 C(U) : hjU 2 H(U)g:

30) Dùkaz vìty lze nalézt v [He] èi [KNV]. Problematice vìt o prùmìru je vìnován èlánek
[NeVe2].

31) Øíci, ¾e u je zdola polospojitá, je zde ekvivalentní podmínce: u je limitou neklesající
posloupnosti spojitých funkcí.
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Funkce z prostoru H(@U) = H(U)j@U jsou toti¾ právì ty spojité funkce na @U , pro nì¾
existuje øe¹ení klasické Dirichletovy úlohy. Pro ka¾dé x 2 U a ka¾dé r > 0 takové, ¾e
uzávìr koule B(x; r) le¾í v U , je �x;r reprezentující míra (vzhledem k H(U)) pro bod x.
Zøejmì �x;r 6= "x a z principu maxima (viz odst. 3.2) dostáváme: Pro ka¾dou funkci
h 2 H(U) existuje z 2 @U takové, ¾e h(z) = maxh(U). Jsou-li tedy h1; h2 2 H(U)
a h1 5 h2 na @U , potom h1 5 h2, a tak pro ka¾dou funkci f 2 C(@U) existuje nejvý¹e
jedno øe¹ení klasické Dirichletovy úlohy.

Mno¾ina U se nazývá regulární, jestli¾e pro ka¾dou okrajovou podmínku f 2 C(@U)
existuje øe¹ení klasické Dirichletovy úlohy. Z teorie potenciálu je známo, ¾e ka¾dá ome-
zená otevøená mno¾ina s hladkou (èi obecnìji lipschitzovskou) hranicí je regulární 32).

Existují mno¾iny, které nejsou regulární. Je-li U = B(0; 1) n f0g a f = 0 na @B(0; 1)
a f(0) = 1, pak neexistuje h 2 H(U) taková, ¾e hj@U = f . Pro ka¾dou takovou
funkci h by (podle vìty o odstranitelné singularitì) platilo h 2 H(B(0; 1)), a tudí¾
1 = h(0) 5 maxh(@B(0; 1)) = 0. Slo¾itìj¹í je ukázat, ¾e napø. pro tzv. Lebesgueùv hrot

L = f0g [
n
x = (x1; x2; x3) 2 R3 : x1 > 0;

q
x22 + x23 5 e�1=x1

o
není mno¾ina B(0; 1) n L regulární podmno¾inou R3 .

V tìchto pøípadech H(@U) 6= C(@U), a tudí¾ H(@U) jako uzavøený podprostor je
pak øídký, je to tedy þtopologicky maláÿ podmno¾ina v C(@U).

4.3. Zobecnìná Dirichletova úloha
Existence neregulárních mno¾in vede k pøirozené otázce: bylo by mo¾né ka¾dé okra-
jové podmínce f 2 C(@U) pøiøadit þrozumným zpùsobemÿ funkci g 2 H(U) tak, aby
rovnost (�) z odst. 4.2 platila alespoò ve þvìt¹inìÿ hranièních bodù? S ohledem na
linearitu Laplaceova operátoru a na platnost uvedeného dùsledku principu maxima
je vcelku pøirozené za zobecnìní klasické Dirichletovy úlohy pova¾ovat úlohu nalézt
zobrazení A: C(@U) ! H(U) s tìmito vlastnostmi:

(a) A je lineární;

(b) A je nezáporné, tj. Af = 0 pro f = 0;

(c) pokud pro f existuje øe¹ení g klasické Dirichletovy úlohy, platí Af = g; jinak
øeèeno, A(hj@U ) = hjU , kdykoli h 2 H(U).

Zobrazení s uvedenými vlastnostmi se nazývá Keldy¹ùv operátor (na U). Vzniká samo-
zøejmì otázka: existuje pro ka¾dou omezenou otevøenou mno¾inu U � Rm Keldy¹ùv
operátor na U? Odpovìï nalezneme v odst. 4.4 a 4.6.

4.4. Perronovo øe¹ení
Pro funkci f : @U ! R oznaème

U(f) = fu 2 H�(U) : lim inf
x!z

u(x) = f(z); z 2 @Ug:
Dále pro x 2 U de�nujeme

Hf(x) = inffu(x) : u 2 U(f)g; Hf(x) = �H(�f)(x):

32) Geometrická kritéria regularity lze nalézt u L. L. Helmse v [He] a v [KNV].
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Potom platí (z principu minima pro hyperharmonické funkce) Hf 5 Hf . Funkce f se
nazývá resolutivní, kdy¾ Hf = Hf a tato spoleèná hodnota, kterou znaèíme Hf ,
je koneèná funkce. Potom ji¾ Hf 2 H(U) a je to tzv. Perronovo øe¹ení zobecnìné
Dirichletovy úlohy. Uveïme tento dùle¾itý výsledek: ka¾dá spojitá funkce na @U je
resolutivní 33) a zobrazení A: f 7! Hf , f 2 C(@U), je Keldy¹ùv operátor.

Pro x 2 U je tudí¾ zobrazení f 7! Hf(x), f 2 C(@U), nezáporný lineární funkcionál,
a tedy podle Rieszovy vìty o reprezentaci existuje borelovská míra �x na @U taková,
¾e

Hf(x) =
Z
@U

f d�x; f 2 C(@U):

Míra �x se nazývá harmonická míra pøíslu¹ná bodu x.
Poznamenejme, ¾e funkce f : @U ! R je resolutivní, právì kdy¾ je integrovatelná

vzhledem ke ka¾dé míøe �x, x 2 U 34).
Øíkáme, ¾e bod z 2 @U je regulární, jestli¾e Hf(x) ! f(z) pro x! z, x 2 U , kdy-

koli f 2 C(@U). Jinak øeèeno: právì kdy¾ �x ! "z pro x! z, x 2 U . Mno¾inu v¹ech
regulárních bodù oznaèíme @regU . Tato mno¾ina je v¾dy typu G� , obecnì není uza-
vøená. Doplnìk mno¾iny @regU je zanedbatelný v tomto smyslu: �x(@U n @regU) = 0
pro ka¾dé x 2 U , tedy míra �x je nesena mno¾inou regulárních bodù. Odtud se dá
dokázat tento výsledek o jednoznaènosti: jsou-li h1; h2 2 H(U) omezené a

lim
x!z

h1(x) = lim
x!z

h2(x); z 2 @regU;

potom h1 = h2:

De�nice regulárního bodu neposkytuje ¾ádnou informaci geometrického charakteru.
Uveïme proto, ¾e napøíklad bod z 2 @U je regulární, pokud je mo¾no se ho dotknout
z doplòku mno¾iny U ku¾elem 35).

4.5. Prostor H(U) a Choquetova teorie
Nyní se podíváme na prostor H(U) z pohledu Choquetovy teorie. U¾ víme (úvaha
o reprezentující míøe �x;r z odst. 4.2), ¾e ChH(U) U � @U . Proto¾e h(x) =

R
h d�x

pro ka¾dou funkci h 2 H(U) a ka¾dé x 2 U , je �x 2 Mx(H(U)). Nech» z 2 ChH(U) U ,
� 2 M1

�
U
�

a nech» xn 2 U jsou takové body, ¾e xn ! z a �xn ! � pro n!1. Pro
ka¾dou funkci h 2 H(U) potom platí

h(xn) =
Z
@U

h d�xn ; h(xn) ! h(z) a
Z
@U

h d�xn !
Z
@U

h d�:

Dostáváme h(z) =
R
h d�, h 2 H(U), a proto¾e z 2 ChH(U) U , je � = "z. Odtud

se odvodí, ¾e �x ! "z pro x! z, x 2 U , tak¾e z 2 @regU . Dokázali jsme, ¾e
ChH(U) U � @regU . Tuto informaci podstatnì doplòuje následující tvrzení.

33) To dokázal N. Wiener v r. 1924 pro jinak konstruované øe¹ení, které v¹ak splývá s Perro-
novým; viz také [He].

34) Toto tvrzení dokázal v r. 1939 M. Brelot. Proto se èasto u¾ívá oznaèení PWB-øe¹ení
Dirichletovy úlohy k pøipomenutí jmen Perron, Wiener a Brelot.

35) Dal¹í geometrická kritéria jsou uvedena v [KNV], kde je také dokázána nutná a postaèující
podmínka pro regularitu bodu (Wienerovo kritérium).
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Vìta 36). Platí ChH(U) U = @regU a prostor H(U) je simpliciální.

Speciálnì pro ka¾dé x 2 U je harmonická míra �x jediná H(U)-reprezentující míra
nesená ChH(U) U . Podle de�nice Choquetovy hranice je zøejmì "z jediná reprezentující
míra pro z 2 @regU a je u¾iteèné poznamenat, ¾e jediná reprezentující míra nesená
Choquetovou hranicí se pro z 2 @U n @regU získá speciální konstrukcí, nesmírnì dùle-
¾itou v teorii potenciálu: vymetením (balayage) míry "z na Rm n U .

Pøehledný je zejména pøípad, kdy @regU je uzavøená mno¾ina. Podle tvrzení o ze-
slabené Dirichletovì úloze z odst. 3.3 existuje pro ka¾dou funkci f 2 C(@regU) funkce
h 2 H(U) taková, ¾e f = hj@regU . Tato funkce je podle principu maxima (viz odst. 3.2)
právì jedna. Máme tak prosté nezáporné lineární zobrazení prostoru C(@regU) na
H(U). Odtud plyne, ¾e H(U) je svaz 37), jestli¾e pro uspoøádání � na H(U) platí:
pro h1; h2 2 H(U) je h1 � h2, pokud je h1 5 h2 na @regU . Pøi této de�nici uspoøádání
oznaèíme pro prvky h1; h2 2 H(U) jejich in�mum symbolem h1 f h2.

Naprosto jiná situace nastává, pokud mno¾ina @regU není uzavøená.

Vìta 38). Nech» U je oblast a mno¾ina @regU není uzavøená. Potom je H(U) antisvaz
v tomto smyslu: je-li h1; h2 2 H(U) a h1 f h2 2 H(U), potom buïto h1 5 h2 nebo
h1 = h2.

4.6. Keldy¹ova vìta
Keldy¹ùv operátor A: f 7! Hf , f 2 C(@U), byl výsledkem speciální konstrukce. Není
zøejmé, zda existují jiné Keldy¹ovy operátory na U , které by dávaly pøíznivìj¹í øe¹ení
zobecnìné Dirichletovy úlohy. Napø. v tom smyslu, ¾e by pøíslu¹ná mno¾ina þregulár-
ních bodùÿ byla eventuálnì vìt¹í ne¾ @regU .

Choquetova teorie poskytuje snadný pøístup k dùkazu této pozoruhodné vìty.

Vìta 39). Na U existuje právì jeden Keldy¹ùv operátor.

Dùkaz. Nech» A je Keldy¹ùv operátor na U . Chceme dokázat, ¾e Af = Hf pro ka¾dou
funkci f 2 C(@U). K tomu staèí dokázat, ¾e omezené harmonické funkce Af aHf mají
stejné hranièní hodnoty v ka¾dém bodì z @regU . Zvolme tedy f 2 C(@U) a z 2 @regU .
Proto¾e prostor H(U) je simpliciální, z 2 ChH(U) U a pro min-stabilní uzavøený
ku¾el S(U) = fs 2 C(U) : sjU 2 H�(U)g platí H(U) = S(U) \ (�S(U)), bod z je
H(U)-exponovaný podle vìty z odst. 3.3. Tudí¾ existuje funkce h 2 H(U) taková, ¾e
h(z) = 0 a h > 0 na U n fzg. Zvolme " > 0 a okolí V bodu z takové, ¾e f 5 "+ f(z) na
@U \ V . Dále zvolme a > 0 takové, ¾e f 5 ah na @U n V a polo¾me k = "+ f(z) + ah.

36) Více informací mù¾e získat ètenáø v èlánku [Ne]; podstatnì obecnìj¹í výsledek v rámci
teorie harmonických prostorù byl získán J. Bliedtnerem a W. Hansenem v [BlHa1]
a [BlHa2].

37) Tedy H(U) je uzavøený vzhledem k tvoøení in�m a suprem koneèných mno¾in.
38) Vìta je poprvé dokázána v èlánku E. G. E�rose a J. L. Kazdana [EfKa].
39) Vìtu dokázal M. V. Keldy¹ v [Ke2]. Dùkaz je zalo¾en na existenciH(U)-exponující funkce,

její¾ velmi slo¾itou konstrukci vyu¾itím Wienerova kritéria podal Keldy¹ v [Ke1]. V dù-
kazu vìty se linearita operátoru A nevyu¾ívá, vìta tudí¾ platí pro nerostoucí operátory
splòující podmínku (c) z odst. 4.3. Ètenáøe odkazujeme na èlánky [Ne], [NeVe1].
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Potom f 5 kj@U a A(kj@U ) = "+ f(z) + ahjU . Operátor A je lineární a nezáporný,
tudí¾ neklesající, proto platí

Af 5 A(kj@U ) = "+ f(z) + ahjU :

Dostáváme
lim sup
x!z

Af(x) 5 "+ f(z) + a lim
x!z

(hjU )(x) = "+ f(z) :

Odtud snadno (pøechodem k funkci �f) vyplývá, ¾e

lim
x!z

Af(x) = f(z) = lim
x!z

Hf(x):

Tím je dokázáno, ¾e Af = Hf pro ka¾dou funkci f 2 C(@U).

5. Integrální reprezentace harmonických funkcí

V odst. 1.8 byla popsána reprezentace nezáporných harmonických funkcí v Rm , m = 2,
pomocí Poissonova integrálu. Jak tato reprezentace souvisí s Choquetovou teorií?

Rozdíly nezáporných harmonických funkcí na omezené oblasti U tvoøí lineární
podprostor E prostoru C(U). Uva¾ujeme-li na tomto prostoru E topologii lokálnì
stejnomìrné konvergence na U , je tato topologie metrizovatelná. Zvolme pevnì x0 2 U
a uva¾ujme konvexní mno¾inu

X = fh 2 H(U) : h = 0; h(x0) = 1g:

Kompaktnost mno¾iny X je dùsledkem tzv. Harnackovy konvergenèní vìty pro har-
monické funkce. Dá se dokázat, ¾e X je (metrizovatelný) Choquetùv simplex. Proto ke
ka¾dé funkci h 2 X existuje právì jedna pravdìpodobnostní míra � nesená mno¾inou
extX taková, ¾e pro ka¾dý spojitý lineární funkcionál f na E platí rovnost

f(h) =
Z
extX

f(g) d�(g):

Zvolíme-li x 2 U a uva¾ujeme-li funkcionál u 7! u(x), u 2 E, dostaneme speciálnì

h(x) =
Z
extX

g(x) d�(g):

Dá se dokázat, ¾e g 2 extX, právì kdy¾ pro ka¾dou harmonickou funkci k vyhovu-
jící nerovnosti 0 5 k 5 g platí k = �g pro vhodné � 2 [ 0; 1 ]. Prvky extX se proto
nazývají minimální harmonické funkce (normalizované rovností g(x0) = 1).

V pøípadì, ¾e U je jednotková koule o støedu x0 = 0, platí extX = fPz : z 2 @Ug,
kde Poissonovo jádro Pz bylo zavedeno v odst. 1.8. Proto¾e je v tomto pøípadì
zobrazení z 7! Pz, z 2 @U , homeomorfní zobrazení hranice @U na extX , lze míru
� pøenést pøirozeným zpùsobem na míru � na @U a platí

h(x) =
Z
@U

Pz(x) d�(z)
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pro ka¾dou funkci h 2 X a ka¾dé x 2 U , a to odpovídá Rieszovì-Herglotzovì vìtì
z odst. 1.8.

V popsaném pøípadì reprezentace nezáporných harmonických funkcí na kouli U byla
výsledkem velmi jednoduché situace: mno¾iny extX a @U jsou homeomorfní. V pøí-
padì otevøeného jednotkového kruhu U � R2 lze (pøi ztoto¾nìní R2 a C ) podle Rieman-
novy vìty zobrazit U konformnì na V = U n fz 2 C : 0 5 Re z < 1; Im z = 0g. Pokud
zvolíme x0 2 V a zopakujeme pøedchozí úvahy pro nezáporné funkce z H(V ) a X de-
�nujeme obdobnì, nelze ji¾ extX homeomorfnì zobrazit na @V . Proto¾e U a V jsou
konformnì ekvivalentní a konformní zobrazení zachovává harmonicitu, ka¾dému bodu
mno¾iny fz 2 C : 0 < Re z < 1; Im z = 0g odpovídají dvì normalizované minimální
funkce, a tedy i dva prvky v mno¾inì extX . Názornì øeèeno, z pohledu harmonických
funkcí není ji¾ eukleidovská hranice pøirozená, body odstranìného polomìru je tøeba
þzdvojitÿ.

R. S. Martin ve ètyøicátých letech ukázal 40), ¾e pro omezenou oblast U � Rm se
zvoleným referenèním bodem x0 2 U má dùle¾itou úlohu jádro

K: (x; y) 7! G(x; y)=G(x; x0); (x; y) 2 U � U;

vytvoøené jako podíl Greenových funkcí pro U . Dá se dokázat, ¾e U lze vnoøit do
kompaktního prostoru U� (v zásadì jednoznaènì urèeného, je to tzv. Martinova
kompakti�kace U) a pro ka¾dý bod mno¾iny z 2 U� n U (to je tzv. Martinova hranice)
a pro ka¾dé x 2 U existuje limy!zK(x; y). Tuto limitu oznaèíme Kz(x); pro pøípad
koule je U� homeomorfní s U a Kz = Pz , z 2 @U .

Obecnì v¹ak není pravda, ¾e funkce Kz je minimální pro ka¾dé z. Body z 2 U�,
pro které to platí, se nazývají minimální body Martinovy hranice. Oznaèíme-li @1U�

mno¾inu v¹ech takových bodù, poskytuje nám Choquetova teorie tuto vìtu:

Vìta 41). Pro ka¾dou nezápornou funkci h 2 H(U) existuje právì jedna míra � na
@1U

� taková, ¾e

h(x) =
Z
@1U�

Kz(x) d�(z); x 2 U:

Podíl Greenových funkcí zde mù¾e pùsobit ponìkud mysticky a je u¾iteèné poskyt-
nout intuitivní vysvìtlení. Jestli¾e je eukleidovská hranice oblasti dostateènì hladká
a h je hladká funkce na uzávìru U a harmonická na U , pak se na základì Gaussovy-
-Greenovy formule doká¾e vzorec

h(x) =
1
cm

Z
@U

@G(x; z)
@n(z)

h(z) d�(z); x 2 U;

kde cm je konstanta související s normováním singularity Greenovy funkce, � po-
vrchová míra na @U a n(z) je vnitøní normála v bodì z 2 @U . Pro jednotkovou

40) Viz [Ma]. Význam prùkopnické práce [Ma] byl rozpoznán a¾ po r. 1950, zejména díky
M. Brelotovi a J. L. Doobovi.

41) Dùkaz lze nalézt v [He] nebo [KNV]. Souvislost s Choquetovou teorií je naznaèena v [Cho],
3. díl, s. 69{79.
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kouli U je tedy (1=cm)@G(x; z)=@n(z) (normálová derivace Greenovy funkce) hodnota
Poissonova jádra Pz v bodì x.

Zvolme nyní z 2 @U , x 2 U a pro y 2 U oznaème d(y) vzdálenost bodu y od
@U . Potom se, zhruba øeèeno, normálová derivace @G(x; z)=@n(z) dostane jako
limy!z G(x; y)=d(y). Je známo, ¾e pro mno¾iny s hladkou hranicí je G(x0; y) pro body
blízko hranice pøibli¾nì rovno d(y), tedy

lim
y!z

G(x; y)
G(x0; y)

je pøirozenou analogií normálové derivace. Dùle¾ité je, ¾e podíl Greenových funkcí má
smysl pro zcela obecné otevøené mno¾iny U , zatímco pojem normálové derivace klade
nároky na hladkost hranice mno¾iny U .

V R2 existuje úzká spojitost s konformním zobrazením a Carathéodoryho teorií
prvokoncù. V prostorech Rm pro m = 3 postrádáme analogii Riemannovy vìty, ale jak
jsme vidìli, Choquetova teorie dává i v tomto pøípadì integrální reprezentaci nezápor-
ných funkcí z H(U). Je pøirozené ptát se po pøípadech, kdy @1U� má pøirozený vztah
k eukleidovské hranici @U , podobnì jako tomu je u koule. Jinak øeèeno, jde o vztah
eukleidovské a Martinovy hranice mno¾iny U . Je napø. známo 42), ¾e pokud U má
lipschitzovskou hranici, jsou obì | eukleidovská i Martinova | hranice homeomorfní
a ka¾dému z 2 @U odpovídá právì jedna minimální funkce Kz.

Popsaná reprezentace není samoúèelná, mù¾e být klíèem k velmi hlubokým výsled-
kùm. Její pou¾ití k problematice tzv. þjednoprùmìrových vìtÿ sahá do sedmdesátých
let. Tyto vìty si na pøíkladu zhruba pøiblí¾íme.

Z vìty z odst. 4.1 víme, ¾e harmonické funkce lze charakterizovat pomocí objemo-
vého prùmìru. Podobnì je-li f : U ! R spojitá funkce, je f 2 H(U), právì kdy¾ platí
rovnost f(x) =

R
@B(x;r)

f d�x;r, kdykoli je uzávìr koule B(x; r) obsa¾en v U . Zde �x;r
je normalizovaná povrchová míra na @B(x; r).

Dlouho neøe¹ený problém spoèíval v tom, za jakých podmínek staèí vlastnost
prùmìru ovìøit v ka¾dém bodì x 2 U pro jedinou kouli èi sféru o polomìru r(x).
Èásteèné øe¹ení bylo nalezeno pravdìpodobnostními metodami, analytické øe¹ení vy-
u¾ívá Choquetovu teorii, toti¾ srovnání extremálních bodù normalizovaných systémù
funkcí, jednak harmonických, jednak spojitých s þjednoprùmìrovouÿ vlastností. Lze
tak dokázat následující tvrzení 43).

Vìta. Nech» h 2 H(U), f je mìøitelná, 0 5 f 5 h, nech» f má v ka¾dém bodì x 2 U
vlastnost objemového prùmìru pro kouli s polomìrem r(x) a nech» pro ka¾dou kom-
paktní mno¾inu K � U existuje mK >0 tak, ¾e r(x) = mK pro ka¾dé x 2 K. Potom
f 2 H(U).

Pokud se navíc pøedpokládá, ¾e f je zdola polospojitá na U , platí tvrzení vìty bez
dal¹ích omezení na r(x). Bylo té¾ dokázáno, ¾e podmínka majorizace harmonickou

42) Dùkaz tvrzení pochází od R. R. Hunta a R. L. Wheedena [HuWh].
43) Vìta pochází od W. Hansena a N. Nadirashviliho [HaNa2].
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funkcí h je podstatná a ¾e bez ní vìta neplatí 44). Obdobný problém pro sférické
prùmìry (a spojité omezené funkce) na jednotkovém kruhu v R2 odolával øadu let.
Výsledek, ¾e sférická jednoprùmìrová vlastnost v tomto pøípadì necharakterizuje
harmonické funkce, pøedstavuje øe¹ení mimoøádnì obtí¾ného problému 45).
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Problems

Successive averages

Gustave Choquet

Let �r be the normalized Lebesgue measure on the ball B(0; r) of Rn . For any
f 2 (Rn ;R) put fr = f � �r; and more generally: fr1;r2;:::;rn = (fr1;r2;:::;rn�1

) � �rn
where (r1; r2; : : :) is an in�nite sequence of positive numbers. Under what conditions
on f and the sequence (r1; r2; : : :) is it true that (fr1;r2;:::;rn) converges to a harmonic
function (resp. belongs to some quasi-analytic class)?

Pøevzato ze sborníku konference: Potential theory - ICPT '94,
Kouty, Czech Republic, August 13-20, 1994 (ed. Král, J. et al.),
de Gruyter, Berlin 1996.
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Choquetova teorie kapacit
Jaroslav Luke¹, Ivan Netuka a Jiøí Veselý, Praha

1. Newtonova kapacita

Jednou ze základních otázek klasické teorie potenciálu je problém existence rovno-
vá¾ného rozlo¾ení. Z pohledu elektrostatiky problém spoèívá v nalezení rozlo¾ení
elektrického náboje na vodièi umístìném uvnitø uzemnìné sféry. Náboj se rozlo¾í na
povrchu vodièe tak, ¾e jeho potenciál je na vodièi konstantní. Proto¾e vnì vodièe není
¾ádný náboj, potenciál rovnová¾ného rozlo¾ení je vnì vodièe harmonickou funkcí a
je na uzemnìné sféøe roven nule. Ve fyzice se podíl celkového náboje rovnová¾ného
rozlo¾ení na vodièi a (konstantní) hodnoty rovnová¾ného potenciálu na vodièi nazývá
kapacita (kondenzátoru tvoøeného vodièem a sférou) 1).

V na¹em matematickém výkladu bude roli vodièe hrát kompaktní podmno¾ina
K eukleidovského prostoru Rm dimenze m > 2 a za náboj na K budeme pova¾ovat
borelovskou míru � s nosièem supp� � K. Abychom se vyhnuli zavádìní Greenova
potenciálu, místo vnitøku sféry budeme uva¾ovat celý prostor. Pøipomeòme, ¾e New-
tonùv potenciál míry � s kompaktním nosièem v K je funkce

N� : x 7!
Z
K

d�(y)
jx� y jm�2

; x 2 Rm :
Pøedpokládejme, ¾e pro kompaktní mno¾inu K � Rm existuje míra � s nosièem

v K taková, ¾e N� = 1 na K. Potom je N� rovnová¾ný potenciál pro K a v souladu
s elektrostatikou se kapacitou cap(K) kompaktu K rozumí þvelikost nábojeÿ, tj. �(K).
Je-li K napø. uzavøená koule B(0; r) o støedu v poèátku a polomìru r, rovnová¾ný
potenciál má v bodì x 2 Rm hodnotu 2)

rm�2 min
�jxj2�m; r2�m�

a je rm�2-násobkem potenciálu normalizované povrchové míry na sféøe S(0; r). Proto
tedy cap(B(0; r)) = rm�2. Z toho je ji¾ vidìt, jak daleko má kapacita jako mno¾inová
funkce, zatím de�novaná na kompaktech, od vlastnosti aditivity 3).

1) Podrobnìj¹í výklad lze nalézt napø. v [Se©t] nebo [We].
2) Toto tvrzení je dokázáno napø. v [ArGa], s. 135.
3) V dal¹ím výkladu ukazujeme, jak se pøirozeným zpùsobem zavádí pojem kapacity pro

ka¾dou borelovskou mno¾inu. Následující tvrzení dokázané v [BlHa] ukazuje, ¾e po-
jem kapacity je protipólem aditivních mno¾inových funkcí: Ka¾dá borelovská mno¾ina
kladné kapacity je disjunktním sjednocením nespoèetnì mnoha borelovských mno¾in
stejné kapacity.
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Pro kompaktní mno¾inu K obecnì neexistuje míra � na K taková, ¾e N� = 1 na
K, napø. pokud má kompakt K þostré hrotyÿ. Pro kompakt K � Rm se de�nuje
Newtonova kapacita K rovností 4)

cap(K) = supf�(K) : supp � � K;N� 5 1 na Kg:

Významné místo v teorii potenciálu zaujímají mno¾iny nulové kapacity. Hrají roli
zanedbatelných mno¾in 5), podobnì jako mno¾iny nulové Lebesgueovy míry v teorii
integrálu.

Pøipomeòme, ¾e P � Rm se nazývá polární, jestli¾e pro ka¾dou kouli B � Rm

existuje míra � s kompaktním nosièem taková, ¾e P \ B � fx 2 Rm : N�(x) = 1g.
Pro kompakt K � Rm platí toto tvrzení: cap(K) = 0, právì kdy¾ K je mno¾inou
þpólùÿ urèitého Newtonova potenciálu, tedy právì kdy¾ existuje míra � na K taková,
¾e K = fx 2 Rm : N�(x) = 1g 6). Tedy kompaktní mno¾ina je polární, právì
kdy¾ má nulovou kapacitu. Mno¾ina þpólùÿ Newtonova potenciálu není v¹ak obecnì
kompaktní, tak¾e zatím nemù¾eme o její kapacitì nic øíci. Pro libovolnou mno¾inu
M � Rm lze samozøejmì de�novat vnitøní kapacitu

cap�(M) = supfcap(K) : K kompaktní, K �Mg:

Potom platí, ¾e mno¾ina P je polární, právì kdy¾ má nulovou vnitøní kapacitu. Ve
skuteènosti v¹ak platí daleko silnìj¹í výsledek: polární mno¾iny splývají s mno¾inami
vnìj¹í kapacity nula 7), kde se, v analogii s teorií míry, pro M � Rm de�nuje

cap�(M) = inffcap�(V ) : V otevøená, V �Mg:

Vnitøní kapacita se v teorii potenciálu èasto vyskytuje. Napø. se dokazuje, ¾e vnitøní
kapacita mno¾iny iregulárních bodù pro Dirichletovu úlohu na omezené otevøené
mno¾inì je rovna nule 8). Také platí, ¾e in�mum ka¾dé neprázdné mno¾iny potenciálù

4) Pojem kapacity byl matematicky poprvé zaveden r. 1924 N. Wienerem v [Wi]. Pro
kompaktní mno¾inuK � R

m se uva¾uje otevøená mno¾ina S s hladkou hranicí @S a vnìj¹í
normálou nS taková, ¾e K � S. Kapacitou mno¾iny K Wiener rozumí èíslo

�cm

Z
@S

nS � grad u d� ;

kde cm je kladný normalizaèní faktor a � je povrchová míra na @S. V uvedeném èlánku
u¾ívá Wiener pojem kapacity k dùkazu nutné a postaèující podmínky pro regularitu
hranièního bodu pro Dirichletovu úlohu (tzv. Wienerovo kritérium).

5) Klasická teorie potenciálu má svùj pravdìpodobnostní protìj¹ek zalo¾ený na studiu
Brownova pohybu; viz [PoSt], [Do]. V nìm pak polární mno¾iny vystupují, intuitivnì
øeèeno, jako ty, které brownovská èástice þnevidíÿ: P je polární, právì kdy¾ s pravdìpo-
dobností 1 trajektorie ¾ádné brownovské èástice nenarazí na P . Matematickou formulaci
lze nalézt napø. v [PoSt], s. 20 a 144, nebo [BlHa], s. 283 èi [Do], s. 636.

6) Tzv. Evansova vìta; viz [He], s. 152. Elementární pøístup lze nalézt v [Ars].
7) Historické poznámky o polárních mno¾inách a jejich vztahu k mno¾inám vnitøní a vnìj¹í

nulové kapacity lze nalézt v [He], [ArGa] èi [KNV].
8) Elementární dùkaz je uveden v [Ars].
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se li¹í od jistého potenciálu pouze na mno¾inì nulové vnitøní kapacity 9). Je mo¾né
výsledky tohoto typu zesílit tím, ¾e zamìníme vnitøní kapacitu za vnìj¹í? Tato otázka
nás vede k problému kapacitability 10): které mno¾iny jsou kapacitabilní, tj. pro které
mno¾iny M � Rm platí rovnost cap�(M) = cap�(M)?

2. Choquetova kapacita a vnìj¹í kapacita

Problémem kapacitability se budeme zabývat v obecnìj¹ím kontextu. V dal¹ím budeme
místo Rm uva¾ovat lokálnì kompaktní (Hausdor�ùv) topologický prostor X se spo-
èetnou bází a symbolem K(X) nebo jen K oznaèíme systém v¹ech kompaktních pod-
mno¾in prostoru X . Následující de�nice Choquetovy kapacity je motivována dvìma
skuteènostmi:

(1) vlastnosti z její de�nice má Newtonova kapacita;

(2) pokud pøirozeným zpùsobem roz¹íøíme Choquetovu kapacitu na vnìj¹í a vnitøní
kapacitu, tvoøí kapacitabilní mno¾iny velice rozsáhlý mno¾inový systém.

Øíkáme, ¾e funkce  : K ! [ 0;1) je Choquetova kapacita, jestli¾e platí:

(a) jsou-li K;L 2 K a K � L, pak (K) 5 (L);

(b) jsou-li Kn 2 K, Kn & K, pak (Kn) ! (K);

(c) jsou-li K;L 2 K, pak (K [ L) + (K \ L) 5 (K) + (L).

Jinými slovy: Choquetova kapacita je neklesající nezáporná (reálná) mno¾inová
funkce de�novaná na kompaktech, která je zprava spojitá a silnì subaditivní.

Pro Choquetovu kapacitu se vnitøní a vnìj¹í kapacita vytváøejí pøirozeným zpùso-
bem, podobnì jako pro Newtonovu kapacitu: pro A � X klademe

�(A) = supf(K) : K 2 K; K � Ag;
�(A) = inff�(U) : U otevøená, U � Ag:

Mno¾ina A se nazývá kapacitabilní, jestli¾e �(A) = �(A). Snadno se odvodí, ¾e pro
K 2 K platí (K) = �(K), tak¾e kapacitabilitu lze vyjádøit pomocí vnìj¹í kapacity
takto: mno¾ina A � X je kapacitabilní, právì kdy¾

�(A) = supf�(K) : K 2 K;K � Ag: (�)

Z vlastností (a), (b) a (c) G. Choquet odvodil 11), ¾e uvedeným postupem vytvoøená
mno¾inová funkce � de�novaná na systému P(X) v¹ech podmno¾in prostoru X je
vnìj¹í kapacita ve smyslu následující de�nice:

9) Obecnìj¹í tvrzení lze nalézt napø. v [ArGa], [He], èi [KNV].
10) V èlánku Vznik teorie kapacit: zamy¹lení nad vlastní zku¹eností G. Choquet zajímavì

popisuje, jak k vìtì o kapacitabilitì dospìl. Viz [Cho3] a s. 89 v této publikaci.
11) Vìta o roz¹íøení Choquetovy kapacity na vnìj¹í kapacitu je dokázána napø. v [Cho2],

Volume I, [ArGa], [He], [KNV].
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Øíkáme, ¾e funkce c : P(X) ! [ 0;1 ] je vnìj¹í kapacita (na X), jestli¾e má tyto
dvì vlastnosti:

(a) sup c(An) = c
�S1

n=1An

�
pro ka¾dou neklesající posloupnost fAng podmno¾in

prostoru X ;

(b) inf c(Kn) = c
�T1

n=1Kn

�
pro ka¾dou nerostoucí posloupnost fKng kompaktních

podmno¾in prostoru X .

Pro vnìj¹í kapacitu c se v souladu s podmínkou (�) mno¾ina A � X nazývá
c-kapacitabilní, jestli¾e

c(A) = supfc(K) : K 2 K;K � Ag:

Dále budeme mno¾inu A � X nazývat univerzálnì kapacitabilní, kdy¾ A je
c-kapacitabilní pro ka¾dou vnìj¹í kapacitu c na X .

V èásti 3 doká¾eme, ¾e ka¾dá analytická mno¾ina 12) v X je univerzálnì kapaci-
tabilní 13) a v èásti 4 uká¾eme, ¾e ka¾dá borelovská mno¾ina je analytická. Systém
kapacitabilních mno¾in je tedy pøekvapivì bohatý.

3. Choquetova vìta o kapacitabilitì

Pøed de�nicí analytické mno¾iny zavedeme toto oznaèení. Pro lokálnì kompaktní
prostor Z oznaèíme K��(Z) systém v¹ech spoèetných prùnikù mno¾in, které jsou
spoèetnými sjednoceními kompaktních podmno¾in prostoru Z. Platí tedy

K��(Z) =
�T1

i=1

S1
j=1Kij : Kij kompaktní, Kij � Z

	
:

Pokud bychom v této de�nici navíc pøedpokládali, ¾e pro ka¾dé pøirozené i je posloup-
nost fKijg1j=1 neklesající, dostali bychom opìt stejný systém.

Nech» X je lokálnì kompaktní topologický prostor se spoèetnou bází. Mno¾ina
A � X se nazývá analytická, jestli¾e existují lokálnì kompaktní prostor Y se spoèetnou
bází a mno¾ina B 2 K��(X � Y ) takové, ¾e A je obrazem B pøi projekci �X prostoru
X � Y na X . Systém v¹ech analytických mno¾in na X oznaèíme A(X).

Proto¾e ka¾dý lokálnì kompaktní prostor se spoèetnou bází je podprostorem kom-
paktního prostoru se spoèetnou bází, v de�nici analytické mno¾iny lze pøedpokládat,
¾e Y je dokonce kompaktní prostor.

12) Poznamenejme, ¾e neexistuje terminologická jednota: analytické mno¾iny se èasto nazý-
vají suslinovské. Koøenùm tìchto a dal¹ích názvù je vìnován èlánek [Lo], který obsahuje
pokus o zhodnocení podílu P. S. Aleksandrova, F. Hausdor�a, N. N. Luzina a M. Ya. Sus-
lina na vytvoøení tohoto pojmu. O rùzných pøístupech k analytickým mno¾inám se lze
pouèit napø. z [Do], [Cho2], Volume I, [KNV], díl III.

13) Vìta o kapacitabilitì je pro obecnìj¹í kontext Hausdor�ových topologických prostorù
vylo¾ena napø. v [Cho2], Volume I. Tamté¾ je studována také zcela abstraktní (netopo-
logická) teorie kapacitability. Z dal¹ích pramenù uvádíme [Me], [De], [DeMe], [K�o]. Ná¹
výklad sleduje pøístup, jeho¾ autorem je C. Dellacherie, a který je prezentován v [BlHa];
viz té¾ tam uvedené citace.
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Dal¹í postup bude tento: pomocí topologické hry zavedeme pojem hyperkapacita-
bilní mno¾iny. Pak doká¾eme, ¾e ka¾dá hyperkapacitabilní mno¾ina je univerzálnì
kapacitabilní a ¾e ka¾dá analytická podmno¾ina prostoru X je hyperkapacitabilní.

Pro popis topologické hry je úèelné zavést pojem kapacitance. Podmno¾ina
C � P(X) se nazývá kapacitance (na X), splòuje-li tyto dvì podmínky:

(a) je-li A 2 C, A � A0 � X , pak A0 2 C;

(b) je-li fAng neklesající posloupnost podmno¾in X , pro kterou
S1
n=1An 2 C, pak

existuje pøirozené èíslo n takové, ¾e An 2 C.

Jednoduchými pøíklady kapacitancí jsou napø. P(X), dále systém v¹ech neprázd-
ných podmno¾in X nebo systém nespoèetných podmno¾in X . Velmi dùle¾itý je tento
pøíklad: jestli¾e c je vnìj¹í kapacita na X a a 2 R, pak fA 2 P(X) : c(A) > ag je
kapacitance. Pojem kapacitance intuitivnì popisuje systém dostateènì þmasivníchÿ
mno¾in.

Proto¾e prostorX má spoèetnou bázi, existují kompaktní mno¾iny Kn � X , pro nì¾
Kn % X . Je-li tedy C kapacitance na X a A 2 C, pak pro vhodné n platí A \Kn 2 C
podle (b), tudí¾ A obsahuje relativnì kompaktní podmno¾inu z C.

Nyní popí¹eme topologickou hru: hrají ji dva hráèi, Hráè�, který volí kapacitance,
a Hráè �, který volí podmno¾iny prostoru X .

Nech» A � X . Nejprve Hráè� zvolí kapacitanci C1 takovou, ¾e A 2 C1. Hráè �
odpoví volbou relativnì kompaktní mno¾iny A1 � A, pro ni¾ A1 2 C1. Nato Hráè �
zvolí kapacitanci C2 tak, aby A1 2 C2 a Hráè � vybere mno¾inu A2 � A1, pro ni¾
A2 2 C2. Hra pokraèuje analogicky tímto zpùsobem dále. Øekneme, ¾e Hráè � ve
høe zvítìzil, kdy¾ je kompaktní mno¾ina

T1
n=1An èástí mno¾iny A. Mno¾ina A se

nazývá hyperkapacitabilní, kdy¾ Hráè � mù¾e zvítìzit nezávisle na tom, jak Hráè �
volí kapacitance.

3.1 Tvrzení. Ka¾dá hyperkapacitabilní podmno¾ina prostoru X je univerzálnì kapaci-
tabilní.

Dùkaz. Nech» A � X je hyperkapacitabilní mno¾ina, c je vnìj¹í kapacita a nech»
a < c(A). Proto¾e Hráè � mù¾e poka¾dé volit nezávisle na n kapacitanci

Cn = fB 2 P(X) : c(B) > ag;

existuje nerostoucí posloupnost relativnì kompaktních mno¾in An � A takových, ¾e
c(An) > a pro v¹echna n a pro mno¾inu K =

T1
n=1 An platí K � A. Zøejmì K je

kompaktní mno¾ina, pro ni¾ platí

c(K) = inf c(An) = inf c(An) = a :

Tím jsme dokázali, ¾e A je c-kapacitabilní mno¾ina.

3.2 Vìta. Ka¾dá analytická podmno¾ina prostoru X je hyperkapacitabilní.
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Dùkaz. Nech» A 2 A(X). Podle pøedpokladu existuje kompaktní prostor Y se spoèet-
nou bází a pro ka¾dé i; j 2 N existuje kompaktní mno¾ina Kij v X � Y tak, ¾e pro
ka¾dé i 2 N je posloupnost fKijg1j=1 neklesající a pro mno¾inu

B =
T1
i=1

S1
j=1Kij

platí �X(B) = A. Nech» C1 je kapacitance na X , pro ni¾ A 2 C1. Posloup-
nost fB \K1jg1j=1 je neklesající a její sjednocení je rovno B, tak¾e posloupnost
f�X(B \K1j)g1j=1 je neklesající a její sjednocení je rovno mno¾inì A. Proto¾e C1
je kapacitance, existuje m1 2 N takové, ¾e A1 = �X (B \K1m1

) 2 C1.

Hráè � volí nyní kapacitanci C2, pro ni¾ A1 2 C2. Proto¾e je B \K1m1
sjednocením

neklesající posloupnosti fB \K1m1
\K2jg1j=1, existuje m2 2 N tak, ¾e

A2 = �X (B \K1m1
\K2m2

) 2 C2 :

Hráè � tedy v¾dy mù¾e zvolit posloupnost fAng1n=1 mno¾in typu

An = �X(B \K1m1
\K2m2

\ : : : \Knmn
)

pro vhodnou posloupnost fmng1n=1 pøirozených èísel. De�nujeme-li

Kn =
Tn
i=1Kimi

;

je fKng1n=1 nerostoucí posloupnost podmno¾in X � Y . Pøitom jsou v¹echny Kn

kompaktní, a proto T1
n=1 �X(Kn) = �X

�T1
n=1Kn

�
;

a tedy platí

T1
n=1 An �

T1
n=1 �X(Kn) = �X

�T1
n=1Kn

� � �X (B) = A

a mno¾ina A je hyperkapacitabilní.

3.3 Korolár. Ka¾dá analytická podmno¾ina prostoru X je univerzálnì kapacitabilní.

3.4 Poznámka. Je známo 14), ¾e systém analytických podmno¾in splývá se systémem
hyperkapacitabilních mno¾in.

14) O vztahu analytických a hyperkapacitních mno¾in se lze pouèit v [De].
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3.5 Pøíklad. Oznaème �� vnìj¹í Lebesgueovu míru na R a � nech» je ortogonální
projekce R2 na osu x. Pro M � R2 de�nujeme

c(M) = ��
�
�(M)

�
:

Není obtí¾né si rozmyslet, ¾e c je vnìj¹í kapacita. Nech» N � [ 0; 1 ] je mno¾ina, která
není lebesgueovsky mìøitelná a nech»

M1 = N � f0g ; M2 = [ 0; 1 ]� f0g a M3 = [ 0; 1 ]� f1g :

Mno¾iny M1 [ M3 a M2 jsou zøejmì kapacitabilní, av¹ak M1 = (M1 [ M3) \ M2

kapacitabilní není. Pøíklad ukazuje, ¾e systém v¹ech kapacitabilních mno¾in není
uzavøený ani na koneèné prùniky. Sna¾it se tedy dokazovat kapacitabilitu borelovských
mno¾in podle klasického schématu (dokázat kapacitabilitu otevøených mno¾in a od-
vodit uzavøenost systému kapacitabilních mno¾in na spoèetná sjednocení a spoèetné
prùniky) je beznadìjné.

4. Analytické a borelovské mno¾iny

V této èásti uká¾eme, ¾e ka¾dá borelovská podmno¾ina prostoru X je analytická.
Nejprve doká¾eme, ¾e A(X) je systém uzavøený na spoèetné prùniky a spoèetná
sjednocení.

4.1 Tvrzení. Nech» fAng je posloupnost mno¾in z A(X). Potom
T1
n=1An 2 A(X)

a
S1
n=1An 2 A(X).

Dùkaz. Zvolme kompaktní prostory Yn se spoèetnou bází a mno¾iny Bn2K��(X � Yn)
takové, ¾e �X (Bn) = An. Potom je topologický souèin Y =

Q1
n=1 Yn kompaktní

prostor se spoèetnou bází. Pro n 2 N oznaème 'n projekci prostoru X�Y na X � Yn.
Vzor ka¾dé kompaktní podmno¾iny prostoru X � Yn pøi zobrazení 'n je kompaktní
podmno¾ina v prostoru X � Y , tak¾e

B0n = '�1
n (Bn) 2 K��(X � Y ) a B0 =

T1
n=1B

0
n 2 K��(X � Y ) :

K dùkazu, ¾e
T1
n=1An 2 A(X), staèí ovìøit rovnost �X(B0) =

T1
n=1An. Jedna inkluze

je zøejmá, nebo» �X (B0) � �X(B0n) = An pro ka¾dé n. Nech» tedy x 2 T1
n=1An.

Potom pro ka¾dé n 2 N existuje yn 2 Yn tak, ¾e (x; yn) 2 Bn. Tudí¾ pro y = fyng1n=1

platí (x; y) 2 X � Y a 'n(x; y) = (x; yn) 2 Bn pro ka¾dé n 2 N, neboli (x; y) 2 B0.
Dokázali jsme, ¾e x 2 �X (B0) a rovnost je ovìøena.

Není tì¾ké si rozmyslet, ¾e

B00 =
�S1

n=1B
0
n � fng

� 2 K��(X � Y � N) ;

tak¾e
S1
n=1An = �X(B00) 2 A(X).

4.2 Korolár. Ka¾dá borelovská podmno¾ina prostoru X je analytická.
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Dùkaz. Pro B � X oznaème Bc doplnìk mno¾iny B. De�nujme

D = fA 2 A(X) : Ac 2 A(X)g :

Pak A 2 D, právì kdy¾ Ac 2 D. Je-li fAng1n=1 posloupnost mno¾in z D, je podle
tvrzení 4.1 S1

n=1An 2 A(X) ;
�S1

n=1An

�c
=
T1
n=1A

c
n 2 A(X) ;

tudí¾
S1
n=1An 2 D. Jestli¾e K � X je kompaktní mno¾ina, potom je zøejmì

K � f1g 2 K��(X � f1g), a proto K = �X(K � f1g) 2 A(X). Proto¾e systém D je
uzavøený na spoèetná sjednocení a pro ka¾dou otevøenou mno¾inu U je U a také U c

spoèetným sjednocením kompaktních mno¾in, ka¾dá otevøená mno¾ina je prvkem D.
Pro systém B(X) borelovských podmno¾in X tudí¾ platí B(X) � D � A(X).

4.3 Poznámky. (a) Je známo 15), ¾e systém borelovských mno¾in splývá s D, neboli
¾e borelovské mno¾iny jsou právì v¹echny analytické mno¾iny, jejich¾ doplnìk je
analytický.
(b) Obraz borelovské podmno¾iny R2 pøi projekci na R nemusí být borelovská mno-
¾ina 16), av¹ak je to v¾dy analytická mno¾ina. Ve skuteènosti se analytické mno¾iny
chovají rozumnì i pøi obecnìj¹ích zobrazeních 17) : Je-li A 2 A(X), Y lokálnì kom-
paktní prostor se spoèetnou bází a ' : X ! Y borelovsky mìøitelné zobrazení, potom
'(A) 2 A(Y ).

Odtud vyplývá toto dùle¾ité tvrzení: Pro mno¾inu A � X jsou následující podmínky
ekvivalentní:

(i) mno¾ina A je analytická;

(ii) existuje lokálnì kompaktní prostor Y se spoèetnou bází, borelovská mno¾ina
B � Y a spojité zobrazení ' : Y ! X takové, ¾e '(B) = A;

(iii) existuje lokálnì kompaktní prostor Y se spoèetnou bází, borelovská mno¾ina
B � Y a borelovsky mìøitelné zobrazení ' : Y ! X takové, ¾e '(B) = A.

5. Aplikace

5.1 Teorie míry. Nech» � je borelovská míra na lokálnì kompaktním prostoru X

se spoèetnou bází, která je koneèná na v¹ech kompaktech v X . De�nujme obvyklým
zpùsobem vnìj¹í míru: pro M � X polo¾me

��(M) = inff�(G) : G otevøená, G �Mg :

15) Tvrzení vyplývá napø. z oddìlovací vìty pro analytické mno¾iny; viz [BlHa], s. 33.
16) Obecnìj¹í situace je studována v [Ku] v x 38. Poznamenejme, ¾e právì chyba v Lebesgue-

ovì dùkazu nesprávného tvrzení, ¾e projekce borelovské mno¾iny je borelovská, vedla
k zavedení analytických mno¾in.

17) Dùkaz tvrzení, ¾e borelovský obraz borelovské mno¾iny je analytický, je pro lokálnì
kompaktní prostory X, Y se spoèetnou bází uveden napø. v [BlHa], s. 32{33.
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Snadno se doká¾e, ¾e �� je vnìj¹í kapacita. Podle vìty o kapacitabilitì platí pro ka¾dou
borelovskou mno¾inu B � X

supf�(K) : K kompaktní, K � Bg = �(B) = inff�(G) : G otevøená, G � Bg ;

tak¾e míra � je regulární.

5.2 Hausdor�ovy míry. Pøipomeòme de�nici h-Hausdor�ovy (vnìj¹í) míry v euklei-
dovském prostoru Rm . Nech» h: [ 0;1) ! [ 0;1) je rostoucí spojitá funkce, h(0) = 0.
Systém v¹ech uzavøených koulí v prostoru Rm oznaème B a pro B 2 B oznaème r(B)
polomìr koule B. Pro M � Rm a % > 0 de�nujme

m%
h(M) = inf

�P1
n=1 h(r(Bn)) : Bn 2 B; r(Bn) 5 %; M � S1n=1Bn

	
:

Potom
mh(M) = lim

%!0+
m%
h(M)

se nazývá h-Hausdor�ova míra mno¾iny M . Aplikace vìty o kapacitabilitì umo¾-
òuje dokázat toto pozoruhodné tvrzení 18): Je-li M � Rm borelovská (nebo obec-
nìji analytická) mno¾ina, pro kterou mh(M) > 0, potom existuje uzavøená mno¾ina
F �M , pro ni¾ je

0 < mh(F ) <1 :

5.3 Aproximace kapacit mírami. Je známo, ¾e Newtonovu kapacitu lze vyjádøit
jako horní obálku mno¾iny Radonových mìr. Podobnou otázkou pro obecnìj¹í kapacity
se zabývali kupøíkladu V. Strassen, C. Dellacherie èi B. Anger. Platí napø. následující
vìta o aproximaci:

Vìta. Nech» C je Choquetova kapacita na lokálnì kompaktním prostoru X se spoèet-
nou bází, C(;) = 0 a nech» M je systém v¹ech borelovských mìr � na X takových, ¾e
�(L) 5 C(L) pro ka¾dou kompaktní mno¾inu L � X. Potom pro ka¾dé K 2 K(X) je

C(K) = sup f�(K) : � 2Mg :

Obecnì v¹ak supremum (dokonce ani konvexní kompaktní) mno¾iny Radonových
mìr není Choquetova kapacita. Problém je v tom, ¾e nemusí být splnìna podmínka
(c) silné subaditivity v de�nici Choquetovy kapacity uvedené v kapitole 2. Pou¾itím
Choquetova integrálu (viz odstavec 5.7) dospìl B. Anger k charakteristice tìch mno¾in
mìr, pro nì¾ je jejich supremum Choquetova kapacita 19).

5.4 Klasická teorie potenciálu. Nech» M je podmno¾inou eukleidovského prostoru
Rm dimenze m > 2 a nech» (pro jednoduchost) u je nezáporná spojitá superhar-
monická funkce na Rm . In�mum v¹ech nezáporných superharmonických funkcí, které

18) Dùkaz pro M � R je uveden v [Ca], s. 11; pro obecnìj¹í situaci je dán podrobný návod.
19) Problematice kapacity jako¾to horní obálky mno¾iny mìr jsou vìnovány napø. práce

[An1], [An2].
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majorizují u na M , se nazývá redukce (funkce u na M) a znaèí se RM
u . Nejvìt¹í zdola

polospojitá funkce minorizující RM
u se nazývá výmet (balayage) funkce u na M . Je to

superharmonická funkce, která se znaèí bRu
M . Z Choquetovy vìty o kapacitabilitì plyne

pro borelovskou (obecnìji analytickou) mno¾inu tento výsledek o aproximaci 20):

RM
u = sup

�
RK

u : K kompaktní, K �M
	
;

bRu
M = sup

nbRu
K : K kompaktní, K �M

o
:

Poznamenejme, ¾e v obecnìj¹ím kontextu teorie potenciálu (napø. v teorii potenciálu
pro rovnici vedení tepla, v teorii harmonických nebo výmetových prostorù) se zavádí
pojem podstatného výmetu. Pøesto¾e takový výmet ji¾ nevede obdobným zpùsobem ke
kapacitì, platí pro borelovské mno¾iny analogické tvrzení o aproximaci zdola pomocí
kompaktù 21). K dùkazu se hodí u¾ít faktu, ¾e podle vìt 3.2 a 4.2 jsou borelovské
mno¾iny hyperkapacitabilní.

5.5 Lp-teorie potenciálu s obecným jádrem. Jako ukázku z nelineární teorie
potenciálu uva¾ujme tuto situaci: 1 < p < +1, K je jádro, tj. zdola polospojitá
nezáporná funkce na Rm � Rm , m = 1. Pro mìøitelnou funkci f na Rm oznaème, jako
obvykle,

kfkp =
�Z

jf(x)jp dx
�1=p

a pro mìøitelnou nezápornou funkci f de�nujeme

Kf :x 7!
Z
K(x; y)f(y) dy :

Pro libovolnou mno¾inu M � Rm se Lp-kapacita vzhledem ke K de�nuje takto:

cK (M) = inf
�kfkpp : f = 0; Kf = 1 na M

	
:

Lze dokázat 22) (není to v¹ak úplnì jednoduché), ¾e cK je vnìj¹í kapacita. Proto je
ka¾dá analytická mno¾ina cK-kapacitabilní.

5.6 Stochastické procesy. ©iroké uplatnìní nalezla vìta o kapacitabilitì (v abstrakt-
nìj¹ím pojetí) pøi dùkazech mìøitelnosti nejrùznìj¹ích velièin svázaných se stochastic-
kými procesy. Klíèem bývá èasto tato vìta 23):
Nech» (
;F ; P ) je prostor s úplnou pravdìpodobnostní mírou, X lokálnì kompaktní

prostor se spoèetnou bází a � je projekce X � 
 na 
. Jestli¾e je M mno¾ina
mìøitelná vzhledem k souèinu borelovské �-algebry podmno¾in X a �-algebry F , potom
�(M) 2 F .

20) Dùkaz lze nalézt napø. v [BlHa], s. 248.
21) Odpovídající tvrzení v kontextu výmetových prostorù, které pokrývají i pøípad nelokální

teorie tzv. � -harmonických funkcí, lze nalézt v [BlHa], s. 300.
22) Dùkaz je uveden v [AiEs], s. 112. V této publikaci lze nalézt mj. výklad o logaritmické

kapacitì a analytické kapacitì.
23) Ètenáøe odkazujeme na [De], [Me] a [Do].

82



5.7 Choquetùv integrál. Pro prostor s mírou (
;S; �) umíme, a to a» ji¾ jakýmkoliv
zpùsobem, de�novat Lebesgueùv integrálZ




f d�

pro dosti ¹irokou tøídu funkcí f . Není v¹ak ji¾ pøíli¹ obvyklé de�novat integrál vzhledem
k vnìj¹í míøe na 
 24). V dal¹ím uká¾eme, jak je mo¾no de�novat integrál dokonce vùèi
vnìj¹í kapacitì. Pak nelze oèekávat, ¾e pøíslu¹ný integrál, zavedený G. Choquetem
v jeho fundamentální práci o teorii kapacit 25), bude aditivní. Nicménì z mno¾inové
funkce zdìdí jisté strukturální vlastnosti, jako je spojitost vzhledem k monotónním
limitním pøechodùm anebo jisté formy subaditivity.

Ne¾ pøejdeme k dal¹ímu výkladu, udìlejme je¹tì malou odboèku. Pøi budování teorie
kapacit jsme se z dùvodù srozumitelnosti omezili pøevá¾nì na jejich popis v lokálnì
kompaktních prostorech. Tento omezující po¾adavek je mo¾no vynechat a uva¾ovat
kapacity na jiných mno¾inových systémech, které ji¾ nejsou nikterak svázány s topolo-
gickou strukturou. Abstraktnì mù¾eme uva¾ovat na dané mno¾inì X zcela libovolný
systém C jejích podmno¾in, pro nìj¾ pouze po¾adujeme, aby obsahoval prázdnou
mno¾inu. Pojem C-analytické mno¾iny lze de�novat analogicky jako v pøede¹lé èásti:
Mno¾ina A � X je C-analytická 26), existuje-li kompaktní (Hausdor�ùv) prostor Y se
spoèetnou bází a mno¾ina B � X � Y , která je spoèetným prùnikem mno¾in, z nich¾
ka¾dá je spoèetným sjednocením mno¾in tvaru C �K, kde C 2 C a K je kompaktní
podmno¾ina Y , taková, ¾e A = �X(B). Zde je �X opìt projekce X � Y na X .

V dal¹ím budeme pøedpokládat, ¾e systém C je uzavøený na tvoøení koneèných
sjednocení a prùnikù. Vnìj¹í kapacitou vzhledem k systému C na P(X) nazýváme
ka¾dou mno¾inovou funkci C : P(X) ! [0;1] splòující následující po¾adavky:

(a) sup C(An) = C(
S1
n=1An) pro ka¾dou neklesající posloupnost fAng podmno¾in

prostoru X ,

(b) inf C(Kn) = C(
T1
n=1Kn) pro ka¾dou nerostoucí posloupnost fKng mno¾in z C.

Mno¾inu M � X nazveme C-kapacitabilní , jestli¾e

C(M) = sup fC(K) : K �M; K 2 C�g :
Zde samozøejmì C� znaèí systém v¹ech spoèetných prùnikù mno¾in z C. Choquetova
vìta o kapacitabilitì pak platí i v tomto obecnìj¹ím kontextu: Ka¾dá C-analytická
mno¾ina je C-kapacitabilní 27).

Koneènì øekneme, ¾e vnìj¹í kapacita C je silnì subaditivní na C, jestli¾e

C(A [ B) + C(A \B) 5 C(A) + C(B)

pro libovolnou dvojici mno¾in A;B z C.

24) Jeden z prvních pokusù zavést pojem integrálu vzhledem k vnìj¹í míøe nále¾í S. C. Fanovi
[Fa].

25) Tato práce [Cho1] se svým rozsahem pøes 160 stran je spí¹e knihou ne¾ èlánkem.
26) Podotknìme jenom, ¾e C-analytické mno¾iny vznikají ze suslinovské operace na sys-

tému C, viz [Ra], s. 385.
27) Dùkaz je proveden v knize [Ra], s. 397.
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Nech» tedy C je vnìj¹í kapacita na systému P(X) v¹ech podmno¾in dané mno¾inyX .
Je-li H+ systém nezáporných funkcí s hodnotami v [0;1], pak pro f 2 H+ de�nujmeZ

X

f dC =
Z 1

0

C
�fx 2 X : f(x) = tg� dt :

Tento integrál se nazývá Choquetùv , nìkdy té¾ horizontální.
Øeknìme si nejprve pár slov k existenci integrálu na pravé stranì uva¾ované rovnosti.

Pøedev¹ím, funkce

t 7! C
�fx 2 X : f(x) = tg� ; t 2 (0;1) ;

je nerostoucí a shora polospojitá na intervalu (0;1). Ka¾dá z tìchto vlastností ji¾ staèí
k tomu, aby integrál na pravé stranì existoval jako Lebesgueùv. Dokonce existuje i jako
nevlastní Riemannùv integrál 28).

Jsou známy zpùsoby, jak pøirozenì roz¹íøit de�nici Choquetova integrálu na funkce
s hodnotami v [�1;1 ] 29).

Ihned je vidìt, ¾e funkcionál � : f 7! R
X f dC je pozitivnì homogenní a neklesající

na H+. Platí toti¾Z
X

�f dC = �

Z
X

f dC pro � = 0 a f 2 H+ ; aZ
X

f dC 5
Z
X

g dC ; pokud f; g 2 H+ a f 5 g :

Nelze oèekávat, ¾e by � byl obecnì aditivní funkcionál na H+. Na druhé stranì se
lehce uká¾e, ¾e Z

X

(f + g) dC 5 2
�Z

X

f dC +
Z
X

g dC
�

pro libovolné funkce f; g 2 H+. Vzniká pøirozená otázka, zda � je dokonce subaditiv-
ním funkcionálem na H+, tj. zda pro f; g 2 H+ jeZ

X

(f + g) dC 5
Z
X

f dC +
Z
X

g dC :

Vlastnost subaditivity funkcionálu � se tì¹í velkému zájmu, øada autorù ji dokázala za
rùzných dodateèných pøedpokladù 30). Pùvodní dùkaz vìty o subaditivitì pro kapacity
v lokálnì kompaktních prostorech nále¾í G. Choquetovi. Zde uvedeme abstraktní verzi

28) Ètenáø mù¾e konzultovat èlánek [Lu], kde se podobná de�nice Lebesgueova integrálu
vy¹etøuje.

29) Viz napø. monogra�i [Den], vìnovanou systematickému výkladu neaditivních mno¾ino-
vých funkcí.

30) Uveïme napøíklad nìkolik jmen: F. Tops�e (1974), B. Anger (1977), P. J. Huber (1981),
R. C. Bassanezi a G. H. Greco (1984), A. Buja (1984), J. Kindler (1986) èi D. Schmeidler
(1986). Pùvodní Choquetùv dùkaz je v [Cho1]. Abstraktní verzi, kterou uvádíme, lze
nalézt v [Den].
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vìty o subaditivitì: Funkcionál � je na prostoru H+ subaditivní, právì kdy¾ vnìj¹í
kapacita C je silnì subaditivní na C.

Choquetova kapacita a integrál nacházejí, zejména v poslední dobì, uplatnìní v málo
oèekávaných oblastech. Vyskytují se èasto ve statistice, teorii rozhodování, umìlé
inteligenci, teorii her, ekonomii a �nanènictví 31).
5.8 Reprezentace Daniellova integrálu. Uva¾ujme na dané mno¾inì P vektorový
svaz Z reálných funkcí, tj. takový vektorový prostor, který s ka¾dou funkcí obsahuje
i její absolutní hodnotu a pøedpokládejme, ¾e Z splòuje je¹tì Stoneovu podmínku
(s ka¾dou funkcí f obsahuje Z i funkci min(f; 1)). Daniellovým integrálem na Z rozu-
míme lineární nezáporný funkcionál A, který je spojitý v následujícím smyslu:

je-li ffng posloupnost nezáporných funkcí zeZ a fn & 0; potom A(fn) ! 0 :

Jako pøíklad uveïme tøeba Riemannùv integrál na prostoru C([ 0; 1 ]) nebo na prostoru
Cc(Rm ) v¹ech spojitých funkcí s kompaktním nosièem na Rm .

Cesta, jak Daniellùv integrál, který je zprvu de�nován jen na þmalémÿ systému
funkcí, rozumným zpùsobem roz¹íøit na mnohem ¹ir¹í systém funkcí, je vcelku obecnì
známa. Lze ji nalézt ve skoro ka¾dé monogra�i, která obsahuje partie o abstraktní
integraci. U¾ití Choquetovy teorie kapacit nabízí jiný pøístup.

Ne¾ vìtu o reprezentaci vyslovíme, uveïme je¹tì jednu de�nici. Je-li L vektorový
prostor reálných funkcí na mno¾inì P , oznaèíme �-algebru generovanou L symbolem
�(L). Je to tedy nejmen¹í �-algebra obsahující mno¾iny typu fx 2 P : f(x) > ag, kde
f probíhá mno¾inu L a a 2 R.

Daniellova-Stoneova vìta o reprezentaci. Nech» A je Daniellùv integrál na vektorovém
svazu Z funkcí de�novaných na mno¾inì P a nech» Z splòuje Stoneovu podmínku.
Potom existuje právì jedna míra � na �(Z) taková, ¾e

A(f) =
Z
P

f d� pro f 2 Z :

My¹lenka dùkazu. Uká¾eme cestu, jak vyu¾ít v dùkazu této vìty Choquetovu teorii
kapacit. Pro jednoduchost pøedpokládejme, ¾e systém Z obsahuje konstanty. Oznaème
X = P � [ 0;1) a

Lf = f(x; t) 2 X : f(x) > tg

31) Klíèová slova Choquet integral nás v Mathematical Reviews vedou k pojmùm jako fuzzy
measures, decision processes, multimedia information retrieval, voting schemes, Choquet
bargaining solutions, preferential independence, representation of excessive functions,
Ellsberg's paradox, Savage's theory; v recenzích lze èíst napø. market prices can be
represented by the Choquet integral with respect to a non-additive measure, the price
of an insurance risk has a Choquet representation with respect to a distorted probability.
O významu Choquetova integrálu se lze pouèit napø. v práci [Ad], která je mimo jiné
i rozsáhlou studií rùzných kapacit v teorii prostorù funkcí a potenciálu; viz té¾ [Fu].
Z kni¾ních publikací mù¾eme doporuèit [Den].
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pro ka¾dou nezápornou funkci f na P . Je-li C = fLf : f 2 Z ; f = 0g, de�nujme

C(Lf ) = A(f) pro Lf 2 C :

Musíme si ov¹em uvìdomit, ¾e tato de�nice je korektní. To vyplývá z toho, ¾e zobrazení
f 7! Lf je prosté. Díky svazovým vlastnostem Z je systém C uzavøený na koneèná
sjednocení a prùniky. Není tì¾ké ukázat, ¾e C má na systému C vlastnosti obdobné
vlastnostem Choquetovy kapacity na K z druhé kapitoly. Obdobnì jako v þlokálnì
kompaktním pøípadìÿ vytvoøíme z C mno¾inovou funkci C� na P(X). V dal¹ím kroku
se pak doká¾e, ¾e C� je vnìj¹í kapacita vzhledem k C.

Nejtì¾¹í èást dùkazu spoèívá v ovìøení, ¾e pro charakteristickou funkci �A ka¾dé
mno¾iny A ze systému �(Z) mno¾ina L�A je C-analytická. Potom se de�nuje

�(A) = C�(L�A)

a pomìrnì snadno se doká¾e, ¾e míra � má po¾adované vlastnosti.32)
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Vznik teorie kapacit:
zamy¹lení nad vlastní zku¹eností
Gustave Choquet, Paøí¾

Gustave Choquet patøí mezi vynikající matematiky. V analýze je skuteèným mistrem a aèkoli
je vysoce vzdìlán, jeho tvùrèí pøístup se vyznaèuje nápadnou úsporností u¾ívaných pro-
støedkù. Jeho dílo v prùbìhu více ne¾ tøicetiletého období odkrylo matematickému my¹lení
nové cesty.

Matematikové se ji¾ dlouho zajímají o teorii potenciálu, která má svùj pùvod v elek-
trostatice a v gravitaèním zákonu; o potenciál velice konkrétní, smím-li tak øíci, de�novaný
v trojrozmìrném eukleidovském prostoru pomocí elementárního potenciálu 1=r. Zajímají se
v¹ak o problémy potenciálu související nikoliv s fyzikálními tìlesy (se v¹í vágností, která tento
pojem obklopuje), ale s co nejobecnìj¹ími mno¾inami. Jak se v tomto kontextu objeví pojem
elektrostatické kapacity, neaditivní mno¾inové funkce s ponìkud paradoxním chováním? Zdá
se, ¾e na konci ètyøicátých let tento pojem pøiná¹el otevøené problémy i pro nejvýznamnìj¹í
specialisty, jako byl napø. Henri Cartan. Pro které mno¾iny lze vùbec smysluplnì mluvit
o kapacitì ?

Jestli¾e je jméno Gustava Choqueta ji¾ zapsáno do historie matematiky, stalo se tak
zejména díky jeho teorii zobecnìných kapacit. Tato teorie samozøejmì vyøe¹ila speciální
problém týkající se elektrostatické kapacity, byla v¹ak také základní hnací silou, která vedla
ji¾ mimo rámec trojrozmìrného prostoru k teoriím zobecnìných potenciálù, k vazbì teorie
potenciálu a pravdìpodobnosti. Pøinesla té¾ nové pohledy na problém integrálních reprezen-
tací a uèinila z nich úèinný nástroj. Je známo, ¾e toto sblí¾ení a interakce teorie potenciálu
a pravdìpodobnosti jsou v souèasné dobì zdrojem èetných a zásadních prací. Jedním ze
zakladatelù systematického zkoumání tìchto vzájemných vztahù je americký matematik
J. L.Doob. Ná¹ kolega Paul Malliavin pøispìl zcela nedávno do této oblasti pøínosem zásadní
dùle¾itosti.

Teorie kapacit není rozhodnì projevem samoúèelného matematického perfekcionismu, je
toti¾ urèitou køi¾ovatkou matematiky a zdrojem nových my¹lenek a metod pøístupných na
úrovni vìt¹í èi men¹í nároènosti ¹irokému okruhu.

Svìdectví vynikajících matematikù o cestách k objevùm jsou vzácná a cenná, a to nejen
pro samotné matematiky, ale také pro v¹echny, kteøí se zamý¹lejí nad klikatými cestami
vedoucími ke koneènému odhalení pravdy. Nad cestami se v¹emi jejich slepými ulièkami,
které v¹ak ukazují díky pøedstavivosti urèitý návod, jak obcházet skuteèné nebo zdánlivé
pøeká¾ky. Slavná svìdectví takového charakteru jsou známa napø. od Henri Poincarého nebo
Jacquese Hadamarda. Pova¾ovali jsme za zajímavé k nim zde pøipojit Choquetovu svìdeckou
výpovìï o tématu prvoøadé dùle¾itosti.

André Lichnerowicz

Moderní teorie poznání vìnovala velkou pozornost du¹evním procesùm objevování.
Historikové vìdy podrobili minulost rozboru s oèekáváním, ¾e v ní najdou kámen
mudrcù velikých objevù. Právì prostøednictvím takových objevù dochází k pokroku
ve vìdì.
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Pøímé svìdectví autorù objevù, tøeba¾e nemusí odhalovat tento kámen mudrcù, je
v¾dy fascinující, i kdy¾ se èasto opírá o dávné vzpomínky a i kdy¾ je tì¾ké vystupovat
zároveò jako divák a herec. Ocitne-li se u¾ èlovìk v roli takového herce, je jeho
povinností pokusit se pøi plném vìdomí obtí¾nosti úkolu své svìdectví podat.

Zde bude øeè o matematice. Objevování v matematice, pøes udivující podobnost
s cestou k objevùm v experimentálních vìdách, v umìní, poezii nebo �lozo�i, má svá
speci�ka. Ostatnì je jedinou oblastí, ve které se trochu vyznám, a» u¾ díky sledování
práce mladých vìdeckých pracovníkù anebo ze své vlastní zku¹enosti.

Pro studenta zaèínajícího s vìdeckou prací znamená první vlastní výsledek nádherné
odhalení toho, co je to objevovat nové a jak na to jít. Tento první krok je rozhodující,
nìkterým se nikdy nepodaøí.

®ádná zcela spolehlivá metoda, aby se èlovìk nauèil objevovat, neexistuje. Ka¾dý
se musí k takovému tajemství propracovat sám. V matematice je v¹ak nutné splnit
pøinejmen¹ím urèité minimální podmínky, aby bylo mo¾né pøistoupit v jisté oblasti
k výzkumu. Je pøedev¹ím nutné poznat v¹echny bytosti, které tuto oblast obývají
a seznámit se s nejrùznìj¹ími z nich natolik, aby se daly pøedvídat jejich reakce
a podaøilo se proniknout do jejich vnitøního ¾ivota. Pak si èlovìk zaèíná klást otázky:
jak se tyto bytosti za tìch èi onìch okolností zachovají? Jinak øeèeno, dostáváme se
k vlastním problémùm, a» u¾ je zformulujeme sami, nebo je v souèasnosti èi døíve
polo¾ili jiní.

Pak vstupuje do hry osobní zalo¾ení vìdce. Ten se nachází v podobné situaci jako
horolezec, který chce z úpatí hory zdolat její vrchol. Nìkteøí horolezci se hoøe budou
pøizpùsobovat, vyhlédnou si nejjednodu¹¹í nebo nejelegantnìj¹í cesty. Jiní naopak bez
váhání u¾ijí metodu buldozeru: vytvoøí pøístupový svah mírného sklonu, který mohou
opakovanì bez nebezpeèí vyu¾ívat v¹ichni, kteøí pøijdou po nich. Podle Dieudonného
to byl postup, kterému dával pøednost Grothendieck, postup, který ho ve skuteènosti
dovedl k vytvoøení algebraické geometrie. Není tedy pouze jediný zpùsob, jak problém
rozøe¹it nebo jak zaèít jeho zkoumání.

Sám dávám pøednost této metodì: první krok je roz¹íøení kontextu. Problém se
formuluje v nejobecnìj¹ím kontextu, v nìm¾ mají pøíslu¹né pojmy stále je¹tì pøesný
smysl. Pak se studují dobøe zvolené speciální pøípady obecné formulace. Kdy¾ je lze
vyøe¹it postupem, který má smysl v obecném pøípadì, zbývá ho pøizpùsobit pùvod-
nímu problému. To je metoda analogická pøístupu, který zvolili nìkteøí algebraici pøi
pokusu o zdolání Riemannovy hypotézy o rozlo¾ení komplexních koøenù analytické
funkce �(z) =

P1
n=1 1=nz. Zavedou se funkce � nad tìlesy algebraických èísel, která

nahrazují klasické tìleso C komplexních èísel. Problému se dá vhodný smysl a èlovìk
se ho pak pokou¹í rozøe¹it s vyu¾itím speci�k nového kontextu.

Kdy¾ je vyøe¹en nìkterý z tì¾kých problémù stojících v popøedí pozornosti a pøí-
slu¹ný dùkaz je dostateènì vyjasnìn, èasto se pozastavujeme nad tím, ¾e se øe¹ení
nena¹lo u¾ døíve. Je to proto, ¾e lidský duch má slabiny. Nevzná¹í se jako orel, naopak,
potøebuje stálou oporu, kterou mu poskytuje dùkladné studium dobøe vybraných
speciálních pøípadù.

Chování vìdce, a» ji¾ v matematice èi v experimentálních vìdách, pøipomíná chování
prùzkumníka v lese, který hledá pramen nebo vzácný druh hmyzu. Kráèí stezièkou
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s napnutými smysly pøipravenými vnímat podnìty. Bez umdlení vyu¾ívá postranní
pì¹inky. A nìkdy se stane zázrak. Vydal se za motýlem a objevuje potùèek, v nìm¾
se povalují valouny zlata.

Start je tedy mírný a pak se tempo stupòuje. Pøíli¹ velký spìch nebo ¹patnì
odhadnutá cti¾ádost by mohly dílo zmaøit.

Znal jsem znamenitého matematika, který se jednoho dne rozhodl zmìnit své od-
borné zamìøení a vìnovat se hledání velké my¹lenky v oblasti matematické fyziky.
Velké plodné my¹lenky jsou bohu¾el vzácné. Tento matematik se uzavøel podnìtùm
ka¾dodenního ¾ivota, které mu skromný, ale cílevìdomý pøístup mohl pøinést. Nakonec
ve své nové oblasti bádání nena¹el ani velkou ani malou my¹lenku.

*

Nyní v¹ak chci podat své osobní svìdectví o vzniku jedné teorie, kterou jsem vytvoøil
okolo roku 1950, teorie kapacit.

Okolnosti doprovázející tento výtvor byly pro mé bádání v jeho rùzných etapách
pøíznivé. V¹e se odehrálo v nìkolikamìsíèním období nepøetr¾ité práce, v nìm¾ jsem
si byl neustále vìdom svých motivací, u¾ívaných metod, vývoje teorie. Proto vìøím,
¾e tento pøíklad mù¾e zajímat zároveò matematicky ladìné �lozofy i matematiky se
smyslem pro �lozo�i.

Pùvodní problém se týkal elektrostatické kapacity; jak ale brzy vysvìtlím, pøivedl
mì rychle ke studiu ¹iroké tøídy neaditivních mno¾inových funkcí, které jsem pak
nazval kapacity. V roce 1950, kdy jsem na problematice pracoval, existovaly èetné
knihy a práce vìnované neaditivním mno¾inovým funkcím. Z nich jsem v¹ak nemohl
nic vytì¾it, nebo» zámìr jejich autorù byl získat z neaditivní situace v¹e, co aditivního
v ní bylo ukryto. Napø. z funkce pøiøazující ka¾dé èásti E3 její prùmìr de�novali tyto
obvyklé aditivní funkce: délku, povrch, objem.

Ov¹em v pøípadì elektrostatické kapacity, který mì pøedev¹ím zajímal, jediná adi-
tivní funkce, kterou lze tìmito metodami pøiøadit, nabývá hodnotu 0 nebo 1, a je tedy
zcela nezajímavá. Bylo proto tøeba pozmìnit kontext, který se stal pøíli¹ omezujícím.

Uvedu jednoduchý pøíklad, dosti analogický elektrostatické kapacitì, který má té¾
velmi daleko k aditivitì: v rovinì R2 oznaème p(X) projekci mno¾iny X na vodorovnou
osu. Mno¾ina p(X) má na této ose vnìj¹í Lebesgueovu míru m�(p(X)), kterou budu
oznaèovat f(X). Tato funkce má k aditivitì daleko. Jsou-li toti¾ X1; X2 dvì vodorovné
úseèky v R2 , jejich¾ projekce p(X1), p(X2) splývají, platí f(X1[X2) = f(X1) = f(X2),
nikoli v¹ak f(X1 [X2) = f(X1) + f(X2).

Poznamenejme, ¾e i za této jednoduché situace se ji¾ objevují obtí¾né problémy,
které pøedznamenávají starosti s elektrostatickou kapacitou. Uvedu pøíklad. Pøedev¹ím
se dohodnìme, ¾e podmno¾inu A roviny R2 nebo prostoru Rn nazveme kompaktní ,
jestli¾e A je prùnikem posloupnosti elementárních mno¾in (tj. koneèných sjednocení
n-rozmìrných uzavøených intervalù; dále mno¾inu A nazveme borelovskou, kdy¾ lze
A získat pomocí spoèetných sjednocení a spoèetných prùnikù, vycházíme-li z elemen-
tárních mno¾in. Kompaktní mno¾iny jsou po mno¾inách elementárních nejjednodu¹¹í
borelovské mno¾iny. Zde je pak jeden ze zmínìných obtí¾ných problémù: Jestli¾e X je
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borelovská omezená èást R2 , existuje pro ka¾dé " > 0 kompaktní mno¾ina K � X

taková, ¾e jf(X)� f(K)j < " ?
Kdy¾ v na¹em obyèejném prostoru, tedy v prostoru experimentátorù, pøipojíme

vodièK (napø. kovovou kouli) k indukèní elektrice, vodiè se nabije urèitým elektrickým
nábojem Q a získá potenciál V . Experimentálnì se zjistí, ¾e Q je úmìrný V , tedy
Q = k � V . Konstanta k se nazývá kapacita vodièe K.

Toto je de�nice fyzika; pro matematika je v ní pøíli¹ mnoho ¹patnì de�novaných
termínù: obyèejný prostor, vodiè, potenciál a dokonce elektøina. Proto podám ma-
tematickou de�nici elektrostatické kapacity, a to nejen pro koule èi vodièe, ale pro
libovolnou kompaktní podmno¾inu trojdimenzionálního Eukleidova prostoru E3. Ten
pøedstavuje matematický model na¹eho obyèejného prostoru (po zvolení poèátku
a ortonormální báze lze ztoto¾nit E3 s prostorem R3 trojic reálných èísel opatøeným
skalárním souèinem (x1y1 + x2y2 + x3y3) a z nìj odvozenou vzdáleností).

Pøipomeòme pøedev¹ím, ¾e v tomto prostoru jsou èetné fyzikální zákony vyjádøeny
pomocí pøevrácené hodnoty ètverce vzdálenosti: elektrické, magnetické, gravitaèní síly.
Je tøeba vzít v úvahu, ¾e takové síly mají potenciál. Jinak øeèeno, jejich silové pole
má charakter pole centrálních sil a není nic jiného ne¾ gradient 1=r, kde r oznaèuje
vzdálenost od støedu. Tento základní poznatek dovoluje nahradit studium silového
pole studiem skalární funkce, které se øíká potenciál.

Pøesnìji øeèeno: jestli¾e oznaèíme � míru nesenou kompaktní èástí K prostoru,
tj. rozlo¾ení (kladné) hmoty na K, budeme potenciálem míry � nazývat souèet
P� elementárních potenciálù vytvoøených elementy míry �. Pøesnìji, hodnota funkce
P� v bodì x je P�(x) =

R
(1=r(x; y)) d�(y), kde r(x; y) je vzdálenost x od promìnného

bodu y probíhajícího K.
Funkce P� nabývá hodnot z [0;1]; její vlastnosti zde nechám stranou.
Kdy¾ kompaktní mno¾ina K není pøíli¹ tenká, napø. kdy¾ K je koule, existují

nenulové míry � nesené mno¾inou K takové, ¾e P� 5 1 v¹ude. Na chvíli nazvìme
þdobrou mírouÿ na K ka¾dou míru � na K, pro ni¾ P�(x) 5 1 pro ka¾dé x a symbolem
k�k oznaème celkovou velikost míry �.
Elektrostatickou kapacitou mno¾iny K nazveme supremum velikosti v¹ech dobrých

mìr na K:
cap(K) = supfk�k : � je dobrá míra nesená Kg:

Lze dokázat, ¾e na K existuje dobrá míra, její¾ potenciál je v podstatì roven 1 v¹ude
na K. Taková míra je ve skuteènosti jediná a je nesena vnìj¹í hranicí mno¾iny K;
nazývá se rovnová¾ným rozlo¾ením pro mno¾inu K 1). Je tedy celkem jasné, ¾e pokud

1) Toto¾nost elektrických a gravitaèních potenciálù si zde øíká o pøipomenutí I. Newtona a
jeho výpoètu gravitaèní síly uvnitø a vnì Zemì (která se pro jednoduchost pøedpokládá
homogenní). Z tvrzení, která jsme právì pøipomnìli, dosti snadno vyplývá, ¾e v ka¾dém
bodì vzdáleném r od støedu Zemì je gravitaèní síla rovna newtonovské pøita¾livosti
hmoty soustøedìné ve støedu a rovnající se hmotì èásti Zemì obsa¾ené v soustøedné kouli
o polomìru r. Napø. vnì Zemì intenzita pole gravitaèních sil je úmìrná 1=r2, zatímco
uvnitø je úmìrná r3=r2, tedy r. Nìkteøí historikové se kloní k názoru, ¾e Newton vyèkával
s publikováním Principií dvacet let proto, ¾e tyto vlastnosti, které se dnes pova¾ují za
elementární, neumìl uspokojivì dokázat.
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K je obyèejný vodiè, napø. plná nebo dutá koule, splývá tato míra �0 s elektrostatickým
rovnová¾ným rozlo¾ením z fyziky, které má potenciál na vodièi rovný 1 (pro elektrický
potenciál c by to byla míra c � �0).

Pøejdìme na okam¾ik ke srovnání cap(K) s Lebesgueovou mírou m(K). Obì mno-
¾inové funkce m a cap jsou naprosto odli¹né: jestli¾e K1 a K2 jsou dvì disjunktní
kompaktní mno¾iny, platí m(K1 [ K2) = m(K1) + m(K2). To je takøka opak toho,
s èím se setkáváme u kapacity: napø. pro dvì rùzné soustøedné (tedy disjunktní) sféry
K1;K2 (kde K2 je vìt¹í z nich) platí: cap(K1 [K2) = cap(K2).

Pøesnìji øeèeno, kapacita má udivující vlastnost dichotomie. To znamená, ¾e ka¾dou
dosti slu¹nou mno¾inuX (napø. ka¾dou borelovskou mno¾inu) lze rozdìlit na dvì slu¹né
mno¾iny se stejnou kapacitou jako X . Tato vlastnost je pøesným opakem aditivity.
Proto je vylouèeno kapacitu studovat pomocí tradièních metod teorie míry.

Pøesto u¾ijeme my¹lenku, kterou Eudoxos pou¾il pøed více ne¾ dvìma tisíci lety
k mìøení obsahu rovinné oblasti A: jestli¾e pro ka¾dé " > 0 (Eudoxos toto neøíkal, ale
jistì to mìl na mysli) lze nalézt mnohoúhelníky, jeden obsahující A a druhý obsa¾ený
v A, s rozdílem jejich obsahù men¹ím ne¾ ", øekneme, ¾e oblast A má obsah. Její obsah
je podle de�nice in�mum obsahù mnohoúhelníkù obsahujících A, které je také rovno
supremu obsahù mnohoúhelníkù obsa¾ených v A.

Tento postup se také nazývá Eudoxova exhaustivní metoda. Dobré my¹lenky jsou
nej¾ivotnìj¹í a neju¾iteènìj¹í, dokonce i po více tisíciletích. V teorii Lebesgueovy míry
získala Eudoxova metoda oblibu díky Denjoyovi, který de�noval vnitøní míru m�(X)
jako supremum mìr kompaktù K obsa¾ených v X a vnìj¹í míru m�(X) jako in�mum
mìr otevøených mno¾in ! obsahujících X . Rovnost tìchto dvou èísel znamená pak
podle de�nice mìøitelnost takové mno¾iny X .

Na základì tohoto Eudoxova-Denjoyova modelu pøiøadíme ka¾dé mno¾inì X � E3

její vnitøní kapacitu a vnìj¹í kapacitu takto:

cap�(X) = supfcap (K) : K kompaktní � Xg;
cap�(X) = inffcap (!) : ! otevøená � Xg:

V posledním vzorci bereme cap (!) jako cap�(!). Metoda je tedy jasná: vychází se
z kapacity kompaktních mno¾in; pøejde se k otevøeným mno¾inám; potom se pomocí
kompaktních a otevøených mno¾in de�nuje cap� a cap�. Jinak øeèeno: funkce, která
je de�nována na systému v¹ech kompaktních mno¾in, se dvojím zpùsobem roz¹íøí na
systém vùbec v¹ech podmno¾in prostoru E3.

Je zøejmé, ¾e cap� 5 cap�; je tedy pøirozené vyslovit tuto de�nici:

De�nice: Øíkáme, ¾e mno¾ina X je kapacitabilní, jestli¾e cap�(X) = cap�(X). Spo-
leèná hodnota tìchto èísel se pak oznaèí cap(X).

Tato de�nice je uspokojivá, nebo» lze výpoèet elektrostatické kapacity kapacitabilní
mno¾iny X v E3 provést bez zavádìní þdobrých mìrÿ pøiøazených mno¾inì X . Toti¾
prostøednictvím aproximace se vystaèí s þdobrými míramiÿ pro kompaktní mno¾iny.

Vzniká ov¹em otázka, zda kromì kompaktních mno¾in a otevøených mno¾in, u nich¾
je kapacitabilita takøka zøejmá, existují je¹tì jiné kapacitabilní mno¾iny.
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Tento problém je zajímavý dokonce i pro mno¾iny nulové vnitøní kapacity. Role,
jakou hrají v teorii lebesgueovské integrace mno¾iny míry nula a jim odpovídající
pojem skoro v¹ude, je dobøe známa. V teorii potenciálu není základním pojmem míra,
ale kapacita. Skoro v¹ude je nahrazeno kvazi v¹ude: øíká se, ¾e urèitá vlastnost platí
kvazi v¹ude, platí-li v¹ude s výjimkou mno¾iny X nulové kapacity.

Zde v¹ak vzniká otázka: jde v této de�nici o vnitøní nebo vnìj¹í kapacitu? Jistì
tato otázka nevzniká pro kompaktní mno¾iny, proto¾e ka¾dá taková mno¾ina je kapa-
citabilní. Bohu¾el mno¾iny X , které se pøirozenì vyskytují, nejsou obecnì kompaktní.
Zde jsou nyní mo¾né dva pøístupy: buï se doká¾e (dosti snadno), ¾e cap�(X) = 0
a dostane se vìta, kterou nazvu slabou. Nebo se odpracuje mnohem více, aby se
ukázalo, ¾e cap�(X) = 0 a získá se silnìj¹í vìta. Je lep¹í dokázat snadno slabou vìtu
ne¾ obtí¾nì silnou vìtu? Takové dilema nevznikne, kdy¾ X je kapacitabilní. Pak se
toti¾ získají snadné dùkazy silných vìt .

Pøesnìji øeèeno, konkrétní problém, vznikající u pojmu kvazi v¹ude, zní: jestli¾e
pro mno¾inu X obvyklého typu (øeknìme borelovskou) platí cap�(X) = 0, platí pak
ji¾ cap�(X) = 0? Obecnìji vzniká otázka, zda ka¾dá borelovská mno¾ina v E3 je
kapacitabilní.

*
Tento problém pova¾ovali kolem roku 1950 Marcel Brelot a Henri Cartan za obtí¾ný

(a dùle¾itý). Dal jsem se jím nakonec strhnout v pøesvìdèení, ¾e odpovìï by mìla být
kladná. (Kde se bere toto zaujetí? Tam nìkde je tajemství spojování demokritovských
atomù.)

Prakticky jsem v¹ak tehdy nic z teorie potenciálu neznal. Kdy¾ nad tím uva¾uji,
myslím si nyní, ¾e to právì byla pøíèina, která mi dovolila vyøe¹it problém vzdorující
specialistùm. Zde je zajímavý moment pro �lozofy. Trochu se u nìj pozastavím.

Moje neznalost mì vlastnì zachránila pøed pøedsudky, zapovìdìla mi u¾ít pøíli¹
vzne¹ené nástroje teorie potenciálu a donutila mì zapomenout na nahodilé aspekty
daného problému. Skuteèný stav mých znalostí byl tento:

Znal jsem dobøe konstrukci Lebesgueovy míry propagovanou Denjoyem a zalo¾enou
na Eudoxovì my¹lence, jak jsem ji vylo¾il pøed chvilkou.

Vùbec jsem nevìdìl, jak vyu¾ít faktu, ¾e základní prostor je E3, nato¾ pak na mùj
vkus technickou de�nici kapacity pøíslu¹né newtonovskému jádru 1=r.
Proto jsem zvolil nejobecnìj¹í mo¾ný rámec, v nìm¾ nezbytné pojmy mají smysl .

Rámec pøíli¹ rozsáhlý mù¾e samozøejmì skýtat nebezpeèí, ¾e nejsou k dispozici ¾ádné
nástroje a v dùsledku toho se dospìje k pouhým trivialitám. Sám jsem v¹ak poci»oval
svobodu v postupném omezování obecnosti podle potøeby.

Nahradil jsem tedy E3 libovolným Hausdor�ovým topologickým prostorem 2)
E (Hausdor�ùv prostor dovoluje pøíjemné zacházení s kompaktními mno¾inami) a

2) Ètenáø { nematematik, který neví, co je Hausdor�ùv topologický prostor, kompaktní
mno¾ina, a tudí¾ ani borelovská mno¾ina v takovém prostoru, ztrácí v dal¹í èetbì
pouze èásteènì, setrvá-li v eukleidovském prostoru. Pøesto v¹ak musí vìdìt, ¾e zámìna
E3 prostorem mnohem obecnìj¹ím byla rozhodujícím faktorem pøi mém my¹lenkovém
pochodu v labyrintu, kde mì k východu nevedla ¾ádná Ariadnina nit.

94



elektrostatickou kapacitu cap(X) jsem nahradil neklesajícím zobrazením f de�nova-
ným na systému K(E) v¹ech kompaktních podmno¾in prostoru E. Problém samotný
i pøíslu¹né základní pojmy lze ji¾ v tomto silnì primitivním kontextu vyjádøit:
Pro ka¾dé X � E polo¾me f�(X) = supff(K) : K kompaktní obsa¾ená v Xg a

f�(X) = infff�(!) : ! otevøená obsahující Xg. Øekneme, ¾e mno¾ina X je f-kapa-
citabilní, jestli¾e f�(X) = f�(X).

Pro kapacitabilní mno¾inu X se jeví lákavé oznaèit f(X) spoleènou hodnotu
f�(X) = f�(X). To je v poøádku pro pøípad otevøené mno¾iny X , ale rovnost neplatí
pro kompaktní mno¾inu X , pokud f není zprava spojitá v tomto smyslu: pro ka¾dý
kompakt K a pro ka¾dé " > 0 existuje otevøená mno¾ina ! obsahující K taková,
¾e f�(!) 5 f(K) + ". Jinak øeèeno: zvìt¹í-li se málo kompakt, jeho kapacita vzroste
o málo.

Toto je klasická vlastnost Lebesgueovy míry a ka¾dé Radonovy míry. Specialisté
v teorii potenciálu ji znali pro Newtonovu kapacitu (tøeba¾e ji pøedtím jasnì neformu-
lovali).

Rozhodl jsem se tedy v dal¹ím pøedpokládat, ¾e f je neklesající a zprava spojitá;
takovou funkci f nazývám kapacitou.

V tomto velice obecném kontextu mnohé pøíklady ukazují, ¾e E mù¾e obsaho-
vat borelovské mno¾iny, které nejsou kapacitabilní. K tomu je hned pøinejmen¹ím
tento pádný dùvod: funkce f� a f� jsou de�novány pomocí hodnot na kompaktních
mno¾inách, zatímco mnohé borelovské podmno¾iny prostoru E (a dokonce uzavøené
mno¾iny) obsahují jenom velmi malé kompaktní mno¾iny. Pøesto¾e kompaktní èást
prostoru E je krásná mno¾ina, její doplnìk mù¾e speciálnì obsahovat hrozné uzavøené
podmno¾iny.

Bylo proto tøeba zú¾it problém kapacitability na ty borelovské podmno¾iny E, které
jsou z kompaktù zkonstruovány pomocí obvyklých jednoduchých spoèetných operací
s výjimkou pøechodu k doplòku.

Pøesnìji øeèeno, zavedl jsem systém B(K) v¹ech K-borelovských podmno¾in prostoru
E, tj. nejmen¹í mno¾inový systém v E obsahující K(E) a uzavøený na spoèetná
sjednocení a spoèetné prùniky. Ten obsahuje kompakty, mno¾iny typu K� (spoèet-
ná sjednocení kompaktù), mno¾iny typu K�� (spoèetné prùniky mno¾in typu K�),
mno¾iny typu K��� a trans�nitnì de�nované dal¹í typy.

Navíc je toto zú¾ení problému rozumné, nebo» v R3 je ka¾dá borelovská mno¾ina
také K-borelovská, proto¾e ka¾dá otevøená mno¾ina je v tomto pøípadì typu K�.
Pøitom takové omezení na regularitu X samozøejmì nevy¾aduje ¾ádná omezení na
E nebo na f . Teprve v dal¹ím se omezení, pøinejmen¹ím na f , mohou ukázat nutná.

Ve skuteènosti tato nutnost vyvstala rychle. Pro E = R2 a pro subaditivní kapacity
(tj.: f(K1 [K2) 5 f(K1) + f(K2)) jsem umìl bez potí¾í sestrojit velmi jednoduché
borelovské, a tedy také K-borelovské mno¾iny, které nebyly f -kapacitabilní.
Velmi cílenì jsem se sám sebe ptal: jaký typ omezení musím na f po¾adovat? Musí

to být takové omezení, které umo¾ní snadno dokázat kapacitabilitu mno¾in typu K�,
tedy nejjednodu¹¹ích K-borelovských mno¾in hned po kompaktech.

Nech» tedy X =
S
nKn, kde (Kn) je neklesající posloupnost kompaktù. Musím

dokázat, ¾e pro ka¾dé " > 0 existuje otevøená mno¾ina ! obsahující X taková, ¾e
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f(!) 5 f(X) + ". Je pøirozené takovou ! sestrojit jako sjednocení otevøených mno¾in
!n, kde !n obsahuje Kn, a takových, ¾e pro ka¾dé n, f(!n) bude velmi blízko k f(Kn),
napø. f(!n) < f(Kn) + "n. Ideální by samozøejmì bylo, kdyby " =

P
"n. Proto¾e je

to pravda pro Radonovu míru f , není to nerozumná my¹lenka.
Pro vìt¹í názornost zaènìme vy¹etøováním posloupnosti dvou kompaktù K1, K2

místo nekoneèné posloupnosti (Kn). Chtìli bychom pro pøípad K1 � !1 a K2 � !2
nebo obecnìji a1 � A1 a a2 � A2 dokázat, ¾e rozdíl

f�(A1 [ A2)� f�(a1 [ a2)

je malý, pokud jsou malé rozdíly

[ f�(A1)� f�(a1) ] a [ f�(A2)� f�(a2) ] ;

napø. odvodit nerovnost

f�(A1 [ A2)� f�(a1 [ a2) 5 ( f�(A1)� f�(a1) ) + ( f�(A2)� f�(a2) ) : (1)

Velmi jednoduchý limitní pøechod ostatnì ukazuje, ¾e tato nerovnost platí v¾dy, pokud
platí pro kompakty.

Av¹ak pro dal¹í postup bylo tøeba zjistit, zda tato velmi pøesná nerovnost (platná
pro Radonovy míry, tj. kapacity splòující f(A [ B) = f(A) + f(B) pro disjunktní
kompakty A, B) je splnìna také pro elektrostatickou kapacitu.

Díky své ne¹ikovnosti jsem pøi výpoètech poèmáral hodnì stránek. Podaøilo se mi
v¹ak uvést nerovnost na ekvivalentní tvary, z nich¾ jeden byl tento:

f(X [ Y ) + f(X \ Y ) 5 f(X) + f(Y ); (X;Y kompaktní) : (2)

Tato nerovnost je elegantní a o to více ¾ádoucí, ¾e pøechází v rovnost pro Radonovu
míru f . Na druhé stranì je vìt¹ím omezením ne¾ obyèejná subaditivita, nebo» f = 0.
Tuto vlastnost jsem pojmenoval silná subaditivita.

Kolegové zabývající se teorií potenciálu mi øekli, ¾e nevìdí, zda elektrostatická kapa-
cita takovou vlastnost má. Musel jsem se nauèit trochu z teorie potenciálu a nakonec
jsem ukázal | jaký to zázrak | ¾e newtonovská kapacita je silnì subaditivní.

Men¹í úsilí mi odhalilo, ¾e silná subaditivita implikuje obecnìj¹í nerovnost

f�
�S

iAi

�� f�
�S

i ai
�
5
P

i

�
f�(Ai)� f�(ai)

�
(3)

pro ka¾dý koneèný soubor dvojic (ai; Ai) takových, ¾e ai � Ai. Ideální nerovnost,
kterou jsem mìl na zøeteli, byla tedy pravdivá. Zbývalo ji u¾ít k pùvodnímu cíli,
k dùkazu kapacitability mno¾in typu K�.

Zde mì v¹ak èekalo pøíjemné pøekvapení. Obecný tvar nerovnosti (3) mi poskytl
následující jednoduché a obecné tvrzení.
Vìta. Nech» f je silnì subaditivní kapacita. Potom pro ka¾dou neklesající posloupnost
(Xn) libovolných mno¾in platí

f�
�S

nXn

�
= limn!1 f�

�
Xn

�
: (4)
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Toto tvrzení bylo dobøe známo (a pou¾íváno) v teorii míry, kde se odvozuje na základì
aditivity míry. Dokázal jsem tedy, ¾e k jeho platnosti staèí silná subaditivita. Odtud
plyne dùle¾itý dùsledek.
Korolár. Sjednocení ka¾dé posloupnosti kapacitabilních mno¾in je také kapacitabilní;
zejména je kapacitabilní ka¾dá mno¾ina typu K�.

Moje práce mìla v¹ak ke svému zavr¹ení daleko, nebo» po mno¾inách typu K� pøi-
cházejí mno¾iny typu K��, pak typu K��� atd. a celá plejáda borelovských mno¾in.

Pro mno¾iny typu K��, které jsou prùniky nerostoucích posloupností mno¾in typu
K�, nelze uvedenou vìtu pøímo aplikovat. Snadno si pov¹imneme, ¾e dokonce ¾ádná
vìta stejného typu pro nerostoucí posloupnosti (Xn) a jejich prùniky ani neplatí.
Ka¾dá jakkoli ¹patná omezená èást X prostoru E3 je toti¾ (pro elektrostatickou
kapacitu f ) prùnikem vhodné nerostoucí posloupnosti f -kapacitabilních mno¾in. (Je-li
(Cn) nerostoucí posloupnost otevøených kulových vrstev s polomìry k, k+ 1=n obklo-
pujících X , posloupnost (Cn [X) dává takový pøíklad.)

Na¹tìstí sice technicky nároènìj¹í a ponìkud zamotaný, nicménì v¹ak krátký dùkaz
mi poskytl na základì uvedené vìty oèekávanou odpovìï pro mno¾iny typu K��.
Odpovìï pro mno¾iny typu K��� byla dùsledkem koroláru.

Nemusím øíkat, ¾e tento první úspìch mi silnì dodal odvahu k dokazování obec-
né vìty.

Jenom¾e dal¹í krok se týkal mno¾in typu K���� . Metoda u¾itá pro mno¾iny typu
K�� se ji¾ nehodí na tyto mno¾iny mnohem slo¾itìj¹í ne¾ kompakty. Provedl jsem tedy
velmi cílenì tuto úvahu: proto¾e jsem umìl dokázat kapacitabilitu mno¾in typu K��

pomocí nerovnosti z de�nice silné subaditivity, mohl bych ji pro mno¾iny typu K����

dokázat z nerovností stejného typu, av¹ak silnìj¹ích. Jak ale takové nerovnosti hledat?
Musel jsem poèmárat mnoho papírù, ne¾ jsem je na¹el: jejich zápis vypadá jako

modi�kovaná nerovnost (1) a objevuje se v nich druhý èlen nekoneèné posloupnosti
nerovností odvozených z f klasickým postupem postupných diferencí. U¾íval se kdysi
v diferenèním poètu a nìkdy pøi studiu derivací reálných funkcí. Vysvìtlím to podrob-
nìji.

Buï f reálná mno¾inová funkce X ! f(X). Jestli¾e k X pøidáme þpøírùstekÿ A1,
f se zvìt¹í o pøírùstek, který oznaèíme

�1(X ;A1) = f(X [ A1)� f(X) :

Napø. podmínka �1 = 0 vyjadøuje, ¾e f je neklesající funkce.
Dále se de�nuje:

�2(X ;A1; A2) = �1(X [ A2;A1)��1(X ;A1) =

= f(X [A1 [ A2)� f(X [ A1)� f(X [A2) + f(X) :

Posloupnost (�n) se pak de�nuje indukcí u¾itím postupných pøírùstkù A1; A2; : : : ; An

vztahem

�n+1(X ;A1; : : : ; An+1) = �n(X [ An+1 ; A1; : : : ; An)��n(X ;A1; : : : ; An) :
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Podmínka, ¾e f je neklesající a silnì subaditivní, se pak zapí¹e pomocí nerovností 3)

�1 = 0 a �2 5 0 :

Tato formulace mì podnítila k pátrání, zda snad postupné diference pøíslu¹né
elektrostatické kapacitì nejsou støídavì nezáporné; jinak øeèeno, zda v¾dy platí
(�1)n�n 5 0. A pøitom se stal nový zázrak: podobný dùkaz jako pøi silné subaditivitì
mi ukázal, ¾e pro elektrostatickou kapacitu f je skuteènì (�1)n�n 5 0 pro ka¾dé
pøirozené n.

Elektrostatická kapacita tak pøipomínala ty reálné funkce, jejich¾ derivace støídavì
mìní znaménko, tedy funkce nazývané úplnì monotónní. Ty jsou ve skuteènosti to-
to¾né s Bernsteinovými funkcemi tvaru

R
(1�e�tx) d�(t), kde � je nezáporná Radonova

míra na R�+ = [ 0;1 ].
Zmínìné mno¾inové funkce jsem nazval alternujícími funkcemi nekoneèného øádu.

Jejich podobnost s Bernsteinovými funkcemi mì pøivedla na my¹lenku, ¾e mají také
integrální reprezentaci pomocí funkcí g(X) analogických exponenciále, tj. splòujících
vztah g(X [ Y ) = g(X) � g(Y ). Takové funkce se dostanou zámìnou sèítání èísel za
operaci mno¾inového sjednocení.

Zmínìná analogie stála za zacházku, a tak jsem na urèitou dobu nechal stát ka-
pacitabilitu a studoval jsem více zblízka Bernsteinùv vzorec. Ze známé jednoznaèné
reprezentující míry � zøejmì vyplývá, ¾e pro ka¾dé t je funkce (1� e�tx) minimální,
dokonce extremální prvek konvexního ku¾ele úplnì monotónních funkcí.

Krajnì lákavým se stalo vyjasnìní podobného jevu pro ku¾el alternujících kapacit
nekoneèného øádu. Oèekávání se pøesnì splnilo a bylo to dokonce relativnì jednodu-
ché. Bylo zejména mo¾né lehce charakterizovat kapacity g odpovídající nerostoucím
exponenciálám. Ze vztahu g(X [ Y ) = g(X) � g(Y ) se toti¾ pøi volbì X = Y dostane,
¾e g nabývá jen hodnot 0 nebo 1.

Odtud jsem odvodil snadnou aplikací teorie konvexních mno¾in jednoduchou re-
prezentaci pro ka¾dou alternující kapacitu nekoneèného øádu. Postupujme pøesnìji.
Pøedpokládejme pro jednoduchost, ¾e E je kompaktní prostor, pro nìj¾ f(E) = 1.
Potom na K(E), co¾ je kompaktní mno¾ina kompaktních podmno¾in prostoru E,
existuje pravdìpodobnostní míra � taková, ¾e pro ka¾dý kompakt K � E je hodnota
f(K) rovna �-pravdìpodobnosti prùniku K s promìnným kompaktem z E. Kdy¾
speciálnì je f elektrostatická kapacita v E = E3, dostane se analogické tvrzení s mírou
� nesenou trajektoriemi Brownova pohybu. To poukazuje na tìsný vztah mezi teorií
potenciálu a teorií pravdìpodobnosti, na vazbu, která se stále více potvrzuje.

Zmínìná zacházka mì v¹ak pøedev¹ím pøivedla poprvé k otázkám integrální repre-
zentace v konvexních mno¾inách a konvexních ku¾elích.

Moje pozdìj¹í výzkumy o integrální reprezentaci mìly fakticky za výchozí motivaci
jednak popsané studium kapacit, jednak jednu vìtu, pocházející od R. S. Martina.

3) Pro upøesnìní doka¾me, ¾e pro neklesající a silnì subaditivní f jsou pøíslu¹né diference
nekladné. Nerovnost �2 5 0 lze toti¾ pøepsat do tvaru f(X [ A1 [A2) + f(X) 5
5 f(X [ A1) + f(X [ A2). Jestli¾e polo¾íme Y1 = X [ A1, Y2 = X [ A2 a uvá¾íme, ¾e
Y1 [ Y2 = X [A1 [ A2, dostaneme ze silné subaditivity f(X [A1 [A2) + f(Y1 \ Y2) 5
5 f(X [ A1) + f(X [A2), odkud �2 5 0, nebo» X � Y1 \ Y2 a f je neklesající.
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Mám na mysli vìtu o integrální reprezentaci pro nezáporné harmonické funkce na
oblasti v Rn . Nelze zapomenout na dal¹í pøání, které jasnì vyjádøil R. Godement
v jedné práci o reprezentaci nezáporných operátorù v Hilbertovì prostoru: v zájmu
vìt¹í obecnosti formulovat tvrzení, které by u¹etøilo jednou prov¾dy stohy papíru. Ale
to je jiný pøíbìh; vra»me se radìji k pùvodnímu problému kapacitability. Ke zkoumání
dodateèných nerovností jsem pøe¹el kvùli dùkazu kapacitability mno¾in typu K����

a dal¹ích typù. Skuteènì jsem nalezl �3 = 0, �4 5 0 atd. Bylo mo¾né doufat, ¾e
�3 = 0 poskytne výsledek pro mno¾iny typu K���� , dále �4 5 0 výsledek pro mno¾iny
typu K������ atd. Vrhl jsem se do práce, ale tvrdì jsem narazil. Je to nedostatek
pøedstavivosti a techniky, nebo to je v podstatì vìci? Velice uvá¾livì jsem si øekl toto:
pøedstavme si, ¾e se dopracuji k dùkazu, ¾e �3 = 0 dává kapacitabilitu pro mno¾iny
typu K���� a pak podobnì s �4 5 0 atd. Tím v¹ak má práce neskonèí, nebo» po
tìchto borelovských mno¾inách pøijdou slo¾itìj¹í: napø. mno¾iny typu K!, které jsou
spoèetnými prùniky borelovských mno¾in koneèných tøíd, pak mno¾iny typu K!�,
K!�� atd. Existují v¹ak nové nerovnosti, které bych ke zkoumání takových mno¾in
potøeboval? Dospìl jsem tedy k novému problému: jsou kromì nerovností (�1)n�n 5 0
k dispozici dal¹í nerovnosti platné pro elektrostatickou kapacitu? Dokázal jsem, ¾e
takové nerovnosti neexistují v tomto smyslu: ka¾dý vztah mezi kapacitami libovolného
koneèného systému mno¾in je dùsledkem ji¾ nalezených nerovností (�1)n�n 5 0.

Bylo to sice zajímavé, ale dostal jsem se do slepé ulièky. Tehdy se moje podvìdomí,
bezesporu ji¾ po nìjaký èas podrá¾dìné, vynoøilo na hladinu mého vìdomí. Vybavil
jsem si, ¾e alespoò u borelovských mno¾in v eukleidovském prostoru existují jiné
zpùsoby jejich konstrukce, ne¾ postupné opakování krokù spoèívajících ve vytváøení
spoèetných prùnikù a sjednocení z ji¾ sestrojených borelovských mno¾in. Pol¹tí ma-
tematici ji¾ dávno toti¾ ukázali, ¾e ka¾dá borelovská podmno¾ina Rn je spojitým
obrazem vhodné mno¾iny typu G� z R, tj. spoèetného prùniku otevøených podmno¾in
R, dokonce spojitým obrazem mno¾iny typu G� tvoøené v¹emi iracionálními èísly v R.

Toto není pøíli¹ ra�novaný zpùsob konstrukce borelovských mno¾in, ale za zkou¹ku
to stálo. (Necháváme stranou, ¾e stejný postup lze u¾ít na mno¾iny obecnìj¹í ne¾
borelovské, toti¾ na analytické mno¾iny.)

Pøedev¹ím jsem dokázal, ¾e ka¾dá K-borelovská mno¾ina je spojitým obrazem
mno¾iny typu K�� . Obecnìji: nazval jsem K-analytickou mno¾inou ka¾dý spojitý
obraz mno¾iny typu K�� . Tím jsem získal solidní vztah mezi mno¾inami typu K��

a libovolnými K-borelovskými mno¾inami, dokonce K-analytickými mno¾inami.
Zbývalo nalézt, jak pøejít od u¾ dokázané kapacitability mno¾in typu K�� ke kapa-

citabilitì jejich spojitých obrazù.
Nech» tedy X je mno¾ina typu K�� v prostoru E a ' nech» je spojité zobrazení

mno¾iny X do prostoru F , v nìm¾ je de�nována silnì subaditivní kapacita f . Má se
dokázat, ¾e mno¾ina Y = '(X) je f -kapacitabilní. Pokusil jsem se na E de�novat
pomocnou kapacitu e svázanou s kapacitou f vztahem e(A) = f ['(A)] pro A � E

kompaktní a vyu¾ít pak e-kapacitabilitu mno¾iny X v E. Brzy jsem v¹ak pochopil, ¾e
pro uplatnìní této my¹lenky je tøeba dvojici (E;X) nahradit dvojicí (E � F; � ), kde
� je graf zobrazení '. Pak je tøeba pou¾ít místo ' projekci E � F na F , tedy polo¾it
g(C) = f(prFC) pro ka¾dý kompakt C v E � F .
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Jestli¾e si pov¹imneme, ¾e g je dobøe de�novaná kapacita, � je (stejnì jako X)
mno¾ina typu K�� a ¾e pro ka¾dou g-kapacitabilní èást prostoru E�F je její projekce
f -kapacitabilní a má stejnou kapacitu, dùkaz je hotov, proto¾e Y je projekcí grafu � .

Cesta k získání tohoto dùkazu byla velmi dlouhá a nakonec mohl být dùkaz vylo¾en
na nìkolika stránkách. Ale to je obecnì platné: po dokonèení obrazu se obraz zarámuje
a skici zahodí. Nikdo ji¾ nemù¾e vidìt dlouhou cestu, která k jeho vytvoøení vedla.
Chtìl jsem zde na chvilku o¾ivit a v nejvìt¹í mo¾né míøe zrekonstruovat v¹echny dlouhé
okliky, kterými jsem musel projít.

Koneckoncù byly tyto okliky u¾iteèné, nebo» v prùbìhu svého my¹lenkového po-
chodu jsem nalezl nové pravdy, nìkdy pro pùvodnì vytèený cíl neu¾iteèné, ale zají-
mavé o sobì nebo svými dùsledky: nekoneèná posloupnost nerovností (�1)n�n 5 0;
tøída K-borelovských a K-analytických mno¾in; první zaboèení do oblasti integrálních
reprezentací; díky integrální reprezentaci alternujících kapacit nekoneèného øádu spo-
jovací èlánek mezi tìmito funkcemi a teorií pravdìpodobnosti; a metoda vyu¾ívání
souèinových prostorù.

Poznámka pøekladatele: Gustave Choquet se narodil 1. 3. 1915. Mimoøádné nadání pro
matematiku projevoval ji¾ pøi studiu na gymnáziu; obzvlá¹tì mìl v oblibì geometrii. Pøesto¾e
pozdìji vynikl pøedev¹ím v matematické analýze, geometrická pøedstavivost, intuitivní smysl
pro axiomatizaci, mimoøádná schopnost abstrakce a lehkost, s ní¾ umìl þvidìt prostorÿ, stojí
v pozadí jeho matematických úspìchù.
Láska ke geometrii pøerostla u G. Choqueta v aktivní zájem o vyuèování této disciplíny

na ¹kole.
Poznamenejme, ¾e v letech 1950 { 1960 byl G. Choquet prezidentem mezinárodní komise

pro výzkum a zlep¹ení výuky matematiky. Publikoval øadu odborných prací z didaktiky
geometrie a své názory s odhodláním prosazoval. Pro zajímavost uveïme jeden z nich z r. 1974:

V souèasné dobì silný didaktický proud smìøuje k nahrazení geometrie v gymnaziální výuce
trochou lineární algebry. K tomu dochází v pøedstavì, ¾e lineární algebra je královská cesta
umo¾òující bez úsilí pochopit podstatu geometrických vlastností. V tom je ponìkud utilitární
pøístup. Pøehlí¾í tvoøivou úlohu geometrických úvah a dùle¾itost geometrické intuice. Tu
nelze rozvíjet a upevòovat jinak ne¾ bezprostøedním kontaktem s jednoduchými geometrickými
objekty. Pøipustit takové nahrazení geometrie algebrou by bylo toté¾, jako kdyby horolezec
pova¾oval za horolezectví zdolání Everestu helikoptérou.

V letech 1934 { 38 studoval G. Choquet na paøí¾ské École Normale Supérieure a ¹kolní rok
1938/39 strávil jako stipendista v Princetonu. Bylo to období velkých G�odelových objevù,
o nich¾ se mj. dovídal z pøedná¹ek A. Churche. V Princetonu vznikl zárodek Choquetova
trvalého zájmu o matematickou logiku.
Období 1941 { 46 zasvìtil G. Choquet intenzívní vìdecké práci. Byl stipendistou Centre

National de la Recherche Scienti�que a zabýval se topologickými a metrickými vlastnostmi
mno¾in v eukleidovských prostorech, teorií míry, konformním zobrazením, teorií potenciálu,
variaèním poètem, diferenciální geometrií, ale také parciálními diferenciálními rovnicemi,
teorií køivek a teorií grafù.
V r. 1946 obhájil G. Choquet disertaèní práci, její¾ téma je na pomezí teorie reálných funkcí

a geometrie køivek i ploch.
Léta 1946 { 47 pro¾il G. Choquet na Institut Fran�cais de Pologne v Krakovì, v období

1947 { 49 byl docentem na univerzitì v Grenoblu. Tam zahájil plodnou spolupráci s M. Bre-
lotem v teorii potenciálu. V r. 1949 pøichází do Paøí¾e, kde pùsobil na univerzitách i na
polytechnice. O tomto období øíká:
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Moje vìdecká práce se dìlila mezi teorii potenciálu a lineární funkcionální analýzu a také
èetné dal¹í oblasti, které mají k tìmto disciplínám vztah. Ale takøka v¹echna moje vìdecká
èinnost vychází z teorie potenciálu. Jsem natolik pøesvìdèen o plodotvorné síle této teorie,
¾e se výzkumné pracovi¹tì, které v Paøí¾i vedu, zformovalo kolem dvou semináøù, a to
z funkcionální analýzy a z teorie potenciálu. Teorie potenciálu ve své bohaté minulosti zrodila
nebo v novém svìtle uvedla mnohé dal¹í teorie: Hilbertovy prostory a metodu projekce, teorii
míry a v pozdìj¹í dobì distribuce a pravdìpodobnostní poèet .
G. Choquet absolvoval na deset dlouhodobých zahranièních pobytù (USA, Velká Británie,

Austrálie). Je znám jako vynikající vysoko¹kolský pedagog. Jeho vìdecká práce byla ocenìna
v letech 1945, 1951, 1956 a 1968 cenami paøí¾ské Akademie vìd, v r. 1976 byl zvolen øádným
èlenem této vìdecké instituce. V r. 1966 byl poctìn titulem Rytíø èestné legie.
G. Choquet je autorem na 150 prací, 7 monogra�í a øady uèebnic. Ve svém textu Notice

sur les travaux scienti�ques z r. 1974 (ze kterého jsou pøevzaty vý¹e uvedené pasá¾e) vìnuje
okolo 70 stran výkladu svých vìdeckých výsledkù, jejich genezi i významu a aplikacím. Patrnì
nejznámìj¹í jsou Choquetovy výsledky v teorii kapacit a v oblasti integrální reprezentace kon-
vexních mno¾in. Necháme-li stranou jeho práce z reálných a komplexních funkcí, variaèního
poètu, geometrie a její didaktiky a teorie grafù, stále máme podstatnou èást Choquetova díla
pøed sebou: teorie potenciálu (vlastnosti prùmìru pro harmonické a polyharmonické funkce,
Greenovy prostory, harmonické a polyharmonické polynomy, velikost mno¾iny bodù tenkosti,
míry na polárních mno¾inách typu G�, existence jemného nosièe míry, nové dùkazy Keldy-
¹ovy vìty o iregulárních bodech, teorie potenciálu pro obecná jádra, integrál energie, vìty
o konvergenci potenciálù, teorie vymetání atd.); funkcionální analýza (cylindrické a kónické
míry, adaptované prostory, reprezentace lineárních forem atd.); teorie mno¾in (napø. kon-
strukce ultra�ltrù význaèných vlastností); teorie míry (napø. mno¾iny paradoxních vlastností,
Prochorovovy prostory); topologie (teorie konvergence, Baireovy prostory, topologické hry,
deskriptivní teorie mno¾in, topologie Rn atd.).

Gustave Choquet: La naissance de la théorie des capacités: réexion sur une expérience
personelle. La Vie des Sciences, Comptes rendus, série générale, tome 3, n� 4, Juillet {Août
1986, 385{397. Pøelo¾il Ivan Netuka.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro�cn��k 34 (1989), �c. 2, 71{83.
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Spojité, diskrétní a : : :v¹echno ostatní
Gustave Choquet

1. Pomalý vývoj

Spojité a diskrétní jsou dvì dùle¾itá témata vìdeckého my¹lení. Jejich existence ne-
pøestávala zneklidòovat mysl matematikù, fyzikù a �lozofù. Chtìl bych se zde pokusit
o upøesnìní jejich místa v moderní vìdì a naèrtnout studii jejich vzájemných vztahù.

Tato slova, spojité a diskrétní, evokují mnoho dal¹ích klíèových slov a pøíbuzných
pojmù: spojitost, nespojité, nekoneèno aktuální èi potenciální, Achilles a ¾elva, dualita,
vlny { èástice, fuzzy mno¾iny, atd. : : :

Tato témata se pozvolna obohacovala poèínaje od Pythagora, Eleatù a Aristotela.
A pøece jejich studium ne¹lo kupøedu po celá staletí, jako kdyby Aristotelova autorita
brzdila tvùrèí elán patrný v Iónské ¹kole, oplývající matematiky a astronomy jako byli
Thalés z Milétu a Aristarchos ze Samu.

Je pikantní øíci, ¾e kdyby Øekové Periklova století znali z cantorovského svìta tøeba
jen krátkou de�nici ekvipotence dvou mno¾in prostøednictvím bijekce, celá historie
matematiky a �lozo�e by byla jiná.

Myslím si tedy, ¾e bude zajímavé zastavit se u pøíèiny tohoto dlouhého spánku.
Shledávám ji v konzervatismu lidského my¹lení: èlovìk má tendenci pova¾ovat to, co
se nauèil v mládí, za nemìnné pravdy a sám to pøedávat svým vlastním dìtem. Historie
vìdy a techniky to bohatì dosvìdèuje.

Aby se èlovìk dostal ze zabìhnutých kolejí tradice, potøebuje k tomu pobídku
nezbytnosti, setkání s drobným provokujícím pozorováním, které zpochybní jeho získa-
nou intuici, nebo které otøese jeho �lozo�ckými a vìdeckými koncepcemi. Èasto právì
slepé ulièky vìdy jsou na poèátku její obnovy, jak nám ukazují èetné pøíklady.

Byl to právì Michelsonùv pokus s rychlostí svìtla, který dovedl Einsteina k opu¹tìní
pojmu éter a pøivedl jej ke speciální teorii relativity. Náhodné pozorování ¹umu v roce
1964 vedlo Penziase a Wilsona k objevu reliktního pozadí rádiového záøení.

Vra»me se ale k matematickému pojmu spojitého, abychom dokreslili na¹e tvrzení.
(a) Více ne¾ 2000 let uplynulo mezi Eukleidem a neeukleidovskými geometriemi (Lo-

baèevskij kolem 1830, dále Bolyai, Gauss). Nejprve bylo tøeba o Eukleidovì postulátu
pochybovat, poté byl ji¾ neeukleidovský model objeven dosti rychle.

Rozvoj geometrie ploch byl dále rychlý. Nejprve Gauss ve svých Disquisitiones
(1827) ukázal, jak lze vnitønì studovat plochy, poté Riemann ve své inauguraèní
pøedná¹ce O hypotézách, které tvoøí základ geometrie v roce 1854 zahajuje studium
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velikostí n-krát rozprostranìných. Scéna je tak pøipravena k modernímu rozvoji pojmu
diferencovatelné variety koneèné i nekoneèné dimenze.

(b) Vývoj topologických pojmù a pojmu nekoneèna mìl podobný prùbìh. Po rostou-
cích posloupnostech Zénóna z Elei v souvislosti se ¹ípem èi ¾elvou bylo tøeba dlouhého
pøe¹lapování na místì, ne¾ se dospìlo k dobré de�nici konvergence posloupností (Cau-
chy 1823) a k de�nici iracionálních èísel (Cantor, Heine, Dedekind kolem 1872).

Poté je vývoj rychlý. O nìco pozdìji (1878 { 1884) Cantor zavádí v eukleidovských
prostorech nám blízké topologické pojmy a pøedev¹ím pojem bijekce dvou mno¾in.
V roce 1906 Fréchet a pozdìji F. Riesz, motivováni prostory funkcí, de�novali met-
rické prostory, èím¾ opustili tradièní kontext eukleidovských prostorù. V roce 1914
Hausdor� dospívá k elegantní syntéze topologických pojmù, které se od té doby
osvìdèily. V letech 1920 { 1922 Banach a Hahn podávají obecnou de�nici normovaných
prostorù. Obecnìj¹í topologické vektorové prostory se objevují v roce 1935 díky von
Neumannovi.

Krásná syntéza navr¾ená Hausdor�em ve své zdánlivì de�nitivní formì podané
bourbakisty poskytuje dobrý pøíklad toho, co znamená tíha tradice. V letech
1930 { 1950 bylo vskutku mo¾no vìøit, ¾e tento topologický kontext je natolik vhodný,
aby postihl v¹echny pojmy konvergence u¾iteèné pro analýzu. Ale v roce 1948 malý
detail ukázal, ¾e tomu tak není. Konvergenci na mno¾inì F(E) uzavøených podmno¾in
topologického prostoru E nelze vyjádøit pomocí topologie na F(E) (pokud E není
lokálnì kompaktní). Na F(E) je nutno zavést strukturu nového typu, takzvanou
pseudotopologii. Od té doby se zjistilo, ¾e tyto struktury, pøesto¾e nejsou tak u¾iteèné
jako topologie, jsou nezbytné rovnì¾ ke studiu diferencovatelných variet nekoneèné
dimenze.

(c) Pojem køivky je pro nás spojen s topologií, ale u na¹ich pøedkù tomu tak nebylo.
Køivkami byly pøedev¹ím kru¾nice a ku¾eloseèky a pozdìji nìkolik dal¹ích køivek, jako
napøíklad Dioklova kisoida nebo Nikomedova konchoida.

Bylo tøeba poèkat na Descartovy souøadné osy (1660), aby byla naráz k dispozici
celá tøída algebraických køivek. A teprve za dal¹ích 200 let podal Jordan (1866)
obecnou de�nici jednoduché uzavøené køivky a formuloval svou vìtu o rozdìlení roviny
takovouto køivkou. Tuto vìtu pak Brouwer (kolem 1920) pozoruhodným zpùsobem
zobecnil na kompakty v Rn .

Pojem køivky se dále rozvíjel nìkolika smìry. Jedním z nich jsou jordanovská
kontinua, tj. spojité obrazy intervalu [ 0; 1 ] (co¾ mù¾e napø. být i eukleidovská krychle).
Dal¹í je blí¾e na¹í intuici a jedná se o souvislé mno¾iny topologické dimenze 1, tedy
souvislé kompakty, jejich¾ ka¾dý bod má bázi otevøených mno¾in s diskrétní hranicí.
Tyto mno¾iny pøedstavují faunu velmi bohatou. L. J. Brouwer jako první zkonstruoval
v roce 1910 rovinné kontinuum dimenze 1, které je nerozlo¾itelné v tom smyslu, ¾e není
sjednocením dvou vlastních podkontinuí. Napøíklad slavný Hénonùv atraktor a mnoho
dal¹ích atraktorù jsou nerozlo¾itelná kontinua. Existují rovnì¾ rovinná nerozlo¾itelná
kontinua, která dìlí rovinu na n oblastí (kde n = 2) a jsou pøitom jejich spoleènou
hranicí.

V této dobì také vznikají èetné pøíklady zvané þpatologickéÿ. Jejich pøedchùdcem
je známá spojitá funkce na intervalu [ 0; 1 ], která nemá nikde derivaci. Tato funkce
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zkonstruovaná Weierstrassem (typu f(x) =
P1

1 sin(n2nx)=nn) velmi provokovala
Hermitea (nenávidím tuto pohromu funkcí bez derivace). Jednoduché rovinné ob-
louky nenulové Lebesgueovy míry, Antoineovy kompakty v R3 , které jsou propleteny
uzavøenými mnohoúhelníky, ani¾ by je protnuly, nìkteré jsou dimenze 0 a jiné jsou
homeomorfní se sférou, Lebesgueovy rotaèní plochy, které jsou izometricky (tj. se
zachováním délek jednoduchých obloukù) zobrazitelné na rotaèní ku¾el a pøesto neob-
sahující ¾ádnou èást pøímky.

Tyto þjedovaté kvìtyÿ matematiky se støetávaly s návyky my¹lení získanými témìø
výhradnì prací s analytickými funkcemi. Postupnì vnesly trochu èerstvého vzduchu
a vytvoøily paradigmata nových teorií, pro nì¾ se staly mantinely i hnacími motory.
Vedly tak k vytvoøení nových nástrojù a nových legitimních objektù.

Tak vznikla Lebesgueova teorie integrálu, provázená plodným metrickým pojmem
skoro v¹ude. Paralelnì, ale v topologickém kontextu, se pak zrodil Baireùv pojem skoro
v¹ude, dnes nazývaný generiènost: Vlastnost P (x) závislá na bodu x topologického
prostoru E se nazývá generickou v E, jestli¾e mno¾ina tìch x, pro které P (x) neplatí,
je malá, toti¾ je sjednocením posloupnosti mno¾in, jejich¾ uzávìry mají prázdný
vnitøek. Pokud E je úplný metrický prostor nebo lokálnì kompaktní prostor, pak
fx ; platí P (x)g je hustá v E.

Tyto dva pojmy skoro v¹ude napøíklad umo¾òují dát smysl následujícím dvìma
tvrzením:

(a) Skoro ka¾dé reálné èíslo je normální (v Borelovì smyslu).
(b) Mno¾ina spojitých funkcí f na intervalu [ 0; 1 ] � [ 0; 1 ], pro nì¾ je diferenci-

ální rovnice y0 = f(x; y) deterministická (jednoznaènost øe¹ení v ka¾dém bodì), je
generická.

Dnes se pøi studiu spojitosti setkáváme se tøemi tendencemi. První vychází z Rie-
mannových prací o diferencovatelných varietách, druhá pochází od Cantora a tøetí
vychází z Cauchyových prací o analytických funkcích. Po pozoruhodném rozkvìtu,
jeho¾ hlavním aktérem byl Poincaré, je dnes ve Francii poslední z tìchto tendencí
sledována jen málo. Pøesto i nás Cauchyùv duch nepøestává inspirovat pozoruhodné
práce, napø. o funkcích více komplexních promìnných, o analytických varietách, atd.

Riemannovy my¹lenky, kultivované Sophusem Lie a pozdìji Elie Cartanem, mìly
pøekvapivá pokraèování: diferencovatelné variety, parciální diferenciální rovnice a Lie-
ovy grupy. Teorie Lieových grup prodìlala bouølivý rozvoj jednak pro svou vlastní
krásu, jednak pro své úzké vazby na fyziku a èetné dal¹í matematické teorie.

Cantorovo potomstvo je mo¾no rozpoznat spí¹e podle jistého pøímého geometric-
kého pøístupu k problémùm ne¾ podle pøedmìtu studia. Zajisté existují obory èistì
cantorovské, jako je studium velkých kardinálù, deskriptivní teorie mno¾in (borelovské,
analytické, projektivní, : : : ), teorie míry, pravdìpodobnost a teorie Banachových pro-
storù. Ale pøedev¹ím tento smìr vytvoøil nástroje pou¾itelné témìø ve v¹ech odvìtvích
matematiky.

Ve v¹ech tìchto tøech proudech se nejvìt¹í extrémisté nerozpakují kategoricky od-
suzovat proudy ostatní. Je to lidské, ale politováníhodné: In medio stat virtus.

Hodnota urèité teorie je koneckoncù jen odleskem hodnoty tìch, kteøí ji vytváøejí.
Kdo by v roce 1643 vìøil, ¾e Pascalùv aritmetický stroj povede ke zrodu poèítaèù, nebo
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¾e v roce 1652 Pascalova korespondence s Fermatem o jednom problému z hazardních
her zrodí ná¹ mocný pravdìpodobnostní kalkul. Dnes lze podceòovat teorii fuzzy
mno¾in (ztoto¾òovaných s funkcemi s hodnotami v intervalu [ 0; 1 ] namísto v mno¾inì
f0; 1g), ale mo¾ná, ¾e jednoho dne nìjaký mladý tvùrce ponìkud pozmìní její základ,
doká¾e hluboké vìty, a tak z ní uèiní plodný nástroj. Tak¾e nezabíjejme kuøe u¾ ve
vajíèku.

2. Aktéøi a modely

1. Spojité a diskrétní
Pro øecké �lozofy je spojité modelováno jednak èasem, který plyne jako voda a který
umíme mìøit, a jednak úseèkami. U diskrétního se jim zdá v¹e samozøejmé: rozli¹ujeme
objekty, poèítáme jejich poèet v urèitém souboru.

Pro matematika 20. století jsou dvìma matematickými archetypy uspoøádané tìleso
R reálných èísel a mno¾ina N celých nezáporných èísel.

Vztahy mezi R a N jsou dobøe známy: pomocí N zkonstruujeme tìleso Q racionálních
èísel a pak R. Naopak N je kladná èást podokruhu R generovaného jeho jednotkou 1.

Samotný fakt, ¾e ka¾dý topologický prostor, který je dostateènì regulární (takzvanì
úplnì regulární), je homeomorfní s nìjakou èástí krychle [0; 1]I koneèné nebo nekoneèné
dimenze, dostateènì ukazuje dùle¾itost R.

Pokud bychom chtìli popsat podstatu, ne-li historickou, tak alespoò psychologickou,
zavedení R a N, mù¾eme podtrhnout zásadní roli N pøi poèítání prvkù nìjaké mno¾iny.
Pro R je to ménì jasné. Zdá se mi ale, ¾e nepøítomnost geometrických pøímek v na¹em
bì¾ném svìtì, a naopak zásadní význam plynutí èasu v ka¾dodenním ¾ivotì, svìdèí
spí¹e o postupném, èím dál tím pøesnìj¹ím, ztoto¾òování R s Èasem. Èas se nám jeví
jako orientovaný, rozli¹ujeme minulost a budoucnost a obì se nám zdají pøinejmen¹ím
zhruba uspoøádané. Je pravdou, ¾e psychologický èas není homogenní a obèas máme
dojem, ¾e prostor vládne èasu a ne naopak. Ale spoleèenský ¾ivot nás nutí mìøit èas,
a to nás vede k vyu¾ívání opakujících se pøírodních jevù. To je zalo¾eno na víøe ve
stabilitu svìta a na principu tyté¾ pøíèiny vedou k tým¾ dùsledkùm. Jedná se pøedev¹ím
o sled dnù a nocí a roèních období. Dále pak o zjemnìní mìøení v rámci jednoho dne:
sluneèní hodiny (ty ale mají své slabiny) a pøedev¹ím vytékání vody otvorem z nádoby,
v ní¾ je udr¾ována konstantní hladina.

Matematickým modelem této situace je R se svým úplným uspoøádáním. Existence
tohoto úplného uspoøádání a orientace èasu vedly k nesèetným studiím a diskusím.
Léon Motchane velice dobøe zdùraznil existenci této orientace: Jestli¾e pozorovatel chce
zmìøit okam¾itou rychlost pohybujícího se tìlesa v okam¾iku t0, mù¾e ji v principu
zmìøit zleva mìøeními v okam¾icích tn rostoucích k t0, ale nemù¾e ji mìøit zprava,
proto¾e po pozorování v okam¾iku t0 následuje dal¹í pozorování v okam¾iku t1 a ji¾
není mo¾né se vrátit zpìt a pøiblí¾it se k t0.

Døíve ne¾ budeme studovat vztahy spojitého a diskrétního, chtìl bych uèinit po-
známku o roli, kterou hrají v R iracionální èísla. Buï A mno¾ina konstruovatelných
reálných èísel, tedy èísel, jejich¾ desítkový rozvoj je vypoèitatelný jedním algoritmem,
øeknìme naprogramovaným poèítaèem. Jsou to napøíklad racionální èísla, algebraická
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èísla, e, �, atd. Proto¾e A je spoèetná, existují x 2 R, která nemù¾eme explicitnì urèit
a která nám tedy zùstanou nav¾dy neznámá. Jaká je jejich role?

Právì ona ulehèují poznávání konstruovatelných èísel. Jistì, zùstanou v¾dy nepøí-
stupná pro výpoèet, ale bez nich by ty pro analýzu neju¾iteènìj¹í vlastnosti R zmizely
nebo byly obtí¾nì formulovatelné.

Napøíklad cauchyovské posloupnosti by nekonvergovaly, kromì tìch, které jsou de�-
novány nìjakým algoritmem, [0; 1] by u¾ nebyl kompaktní, metrické i topologické skoro
v¹ude by zmizelo, proto¾e mno¾ina konstruovatelných èísel je metricky i topologicky
zanedbatelná.

Je pravda, ¾e R je jednoznaèné v ka¾dém modelu teorie mno¾in a tato jednoznaènost
se zdá být v rozporu s tím, ¾e nìkterá èísla nejsou de�novatelná. Ale fakt, ¾e existuje
nekoneènì mnoho modelù teorie mno¾in, a tedy i R a N, umo¾òuje lépe pochopit, proè
jsou prvky z R nA neuchopitelné.

Ale nyní bych chtìl hovoøit o jiných druzích modelù, abychom lépe pochopili, jakým
zpùsobem si diskrétní a spojité vynutilo na¹i pozornost a jaké jsou jejich vzájemné
vztahy.

2. Modely

Aby èlovìk pøekonal handicapy spojené s køehkostí svého organismu a aby pøekroèil
bezprostøední hnutí svého þkrokodýlího mozkuÿ (hlad, ¾ízeò, strach, sexuální popudy)
vrhající ho do budoucnosti, vytváøí a pou¾ívá mentální struktury, které nazývám
modely. Toho je schopen díky své pamìti a výkonnému mozku. Tyto modely jsou
základem na¹eho zpùsobu my¹lení a èinnosti. Tvoøí jakási le¹ení, na která se sna¾íme
zavìsit zároveò na¹e znalosti i na¹e èinnosti. Jsou to nástroje na¹eho pøedvídání i na¹ich
plánovaných èinností.

Máme modely pro následující minutu, pro hodinu, pro budoucí dny. Nìkteøí z nás
sotva vy¹li z puberty a u¾ plánují svùj dùchod. Generál, boxer, ¹achista i poslanec
mají své taktiky a strategie.

Jestli¾e jsou modely dostateènì jednoduché, mohou zùstat ve formì mentální struk-
tury. Jestli¾e se ale stanou slo¾itìj¹ími, jsme nuceni je konkretizovat na nìjakém
materiálním podkladì: pomocí obrázku (plány a mapy jsou modely obdivuhodnì
úèinné) nebo pomocí sledu malých obrázkù. Tøeba také ideogramy nebo písmena,
která dnes ji¾ zcela ztratila svùj význam, ale která vhodnì uspoøádána tvoøí slova
(mající ji¾ smysl), a dále vìty schopné upøesnit ná¹ mentální model. Jestli¾e k nim
pøidáme matematické symboly, jejich pravidla sdru¾ování mají dokonce pozoruhodnou
moc rozvinout mentální model, aby byl úèinnìj¹í, i kdy¾ je to na úkor jeho jistého
poèáteèního bohatství.

Právì jsem ukázal, jakým zpùsobem dochází k pøechodu od mentálního modelu
bohatého na smyslové rezonance, ale obtí¾nì sdìlitelného pro svou pøíbuznost s multi-
dimenzionálním kontinuem, k modelu diskrétnímu, vyjádøitelnému koneèným poètem
znakù, tedy vlastnì pomocí koneèné posloupnosti 0 a 1.

Je nepochybné, ¾e èínská báseò, zapsaná v ideogramech, které v sobì je¹tì mají
bohatost vnitøního ¾ivota svého autora, zùstane nav¾dy nepøelo¾itelná do písma na¹í
abecedy: na v¹ech polích vítìzit nelze.
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Diskrétní úèinnì vstupuje do hry, jakmile chceme zapsat nebo pøedat nìjaký model
svého mentálního ¾ivota. A s touto potøebou se lidé støetávali od chvíle, kdy zaèali
myslet. Zdá se mi tedy marné pokou¹et se dokázat ontologické prvenství jednoho
èi druhého termínu: Spojité a Diskrétní. Je to s nimi jako s Jing a Jang: jestli¾e
potkáváme jedno z nich, druhé je ji¾ pøítomno.

Snad by bylo mo¾no øíci, ¾e oblast spojitého je oblastí smyslových vjemù (heb-
kost kù¾e, vlahost vzduchu, odstíny duhy) a oblast diskrétního je oblastí uspoøádání
a komunikace.

3. Vztahy mezi spojitým a diskrétním

Tyto dva aspekty jsou neoddìlitelné. Je to pravda ve fyzice a snad je¹tì více v mate-
matice. Ve vlnové a kvantové mechanice tvoøí vlny a èástice dva vzájemnì se doplòující
aspekty reálného svìta. Teorie plynù, kapalin a pevných látek mohla pokroèit jen tím,
¾e u¾ívala jejich atomární nebo molekulární strukturu.

V matematice vystupují spojité a diskrétní propojené buï prostøednictvím duality,
nebo prostøednictvím aproximací.

(a) Dualita

1. Mno¾ina tøíd uzavøených smyèek na kompaktní plo¹e bez hranice (sféra, torus
s jedním, èi nìkolika prstenci) uva¾ovaných a¾ na spojitou deformaci má v pøesném
slova smyslu diskrétní strukturu, proto¾e není mo¾no spojitì pøejít od jedné tøídy
k druhé. Navíc zde ov¹em máme strukturu aditivní grupy, generované koneèným
poètem prvkù (jedním pro sféru, dvìma pro torus s jedním otvorem).

2. Torická n dimenzionální grupa Tn má za duál diskrétní grupu Zn a naopak.

(b) Aproximace

1. Ji¾ Øekové umìli vyjádøit úseèku pomocí násobkù men¹í úseèky (pùvod Euklei-
dova algoritmu a øetìzových zlomkù).

2. Pøibli¾ný výpoèet rovinné plochy pomocí ètvereèkù rovinné sítì.

3. Integrál spojité funkce jako limita riemannovských koneèných souètù.

4. Aproximace harmonické funkce v oblasti roviny D pomocí preharmonických
funkcí de�novaných ve vrcholech koneèné ètvercové sítì obsa¾ené v D.

5. V¹eobecnì je znám stále rostoucí prùmyslový význam metody koneèných prvkù
(vzniklých v roce 1956 u Boeinga), která spoèívá v nahrazení køivých ploch trupù leta-
dla nebo lodi soustavou trojúhelníkových prvkù, které je mo¾no poèítaèovì zpracovat.

6. Døívìj¹í analogové výpoèetní pomùcky, zalo¾ené na spojitých strukturách (loga-
ritmické pravítko, analogové poèítaèe) jsou dnes témìø bezezbytku nahrazeny poèítaèi
zalo¾enými na binárním kalkulu. Poskytují sice jen aproximaci studovaných jevù, ale
její pøesnost je omezena jen výkonem poèítaèe.

7. Televize pou¾ívá sice spojité elektrické povahy, ale její obrazovka má diskrétní
strukturu.

8. V matematice je u¾iteèné pøi studiu problémù analýzy týkajících se spojitých
struktur studovat nejprve analogickou diskrétní nebo i koneènou strukturu. Vskutku,
nìkdy lze ve zjednodu¹eném pøípadì odhalit nové vztahy a dùkazy pøenositelné do
pùvodního kontextu (napø. koneèné modely teorie potenciálu).
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3. Slo¾ité diskrétní systémy

V matematice a je¹tì více v experimentálních vìdách je v závìru dvacátého století
patrný vzrùst dùle¾itosti struktur budovaných nad koneènou èi diskrétní mno¾inou.
Díky rozvoji informatiky, umo¾nìnému výkonností poèítaèù a vìt¹ím pochopením
algoritmù, mù¾eme tvrdit, ¾e tato tendence v jednadvacátém století je¹tì poroste.

Matematici, a pøedev¹ím Bourbaki, jako první jasnì de�novali hierarchii mno¾in
konstruovaných na základì dané tøídy mno¾in (Ei). Jedná se o hierarchii nových
mno¾in zkonstruovaných z Ei za pomoci operace souèinu (X;Y ) ! X � Y a operace
potence X ! P(X). Napøíklad uspoøádání na E je mo¾no de�novat jako èást E �E

obsahující diagonálu. Struktura uspoøádání (nebo algebraická struktura èi topologie)
na E je podmno¾ina E �E (nebo E �E �E, nebo P(X)) splòující jisté axiómy.

Matematikové neèekali se svým zájmem o koneèné a diskrétní struktury na éru
informatiky. Ostatnì diophantovská analýza, kombinatorika, èi teorie grafù nezaèaly
vèera. Ale zdá se, ¾e duch doby tlaèí matematiky právì tímto smìrem. Nedávno byly
klasi�kovány v¹echny koneèné jednoduché grupy. Za pomoci poèítaèe se pøistoupilo
ke studiu problému ètyø barev. Díky nestandardní analýze se ji¾ nebojíme mluvit
o nekoneèných celých èíslech. Boltzmannova rovnice je studována za pøedpokladu, ¾e
mno¾ina rychlostí je koneèná. Penrose studuje neperiodická dlá¾dìní mající jen dva
rùzné typy polygonálních dla¾dic a podobná dlá¾dìní vysvìtlují syntézu neperiodic-
kých krystalù.

Samotní neurofyziologové jsou pøi svých pokusech o vysvìtlení záhad mozku vedeni
k u¾ití hierarchie mno¾in konstruovaných nad dvìma koneènými mno¾inami | mno-
¾inou neuronù a mno¾inou dendritù: svazky neuronù, ale také interakce mezi tìmito
svazky prostøednictvím dendritù, atd.

4. Zrození tøetího aktéra

Vidìli jsme, ¾e od poèátku lidského my¹lení se Spojité a Diskrétní vyvíjelo v prùbìhu
staletí soubì¾nì, a» u¾ jedno v protikladu k druhému nebo ve vzájemném doplòování
se èi v dualitì. Ale od 17. století se zrodem poètu pravdìpodobnosti byly kostky vr¾eny.
Do hry tak vstoupil tøetí aktér, který se dnes zdá být nejlep¹ím prostøedníkem mezi
diskrétním a spojitým a je rovnì¾ nejlep¹í ilustrací slo¾itého diskrétního.

Na poèátku 19. století zaznamenalo spojité v souvislosti s Laplacem takový úspìch,
¾e mohlo být pova¾ováno za nejlep¹í základ determinismu.

Citujme slavný Laplaceùv výrok z jeho Filozo�cké eseje o pravdìpodobnosti (1814):
Kdyby nìjaká inteligence, která by v daném okam¾iku znala v¹echny síly, jimi¾ je pøí-
roda uvádìna do pohybu, byla dostateènì pronikavá, aby mohla tyto znalosti vyhodnotit
za pomoci matematické analýzy, pak by mohla v jediné formuli vyjádøit v¹echny pohyby
velkých i malých tìles a budoucnost i minulost by le¾ela pøed jejím zrakem.

Tato iluze, plodná pro rozvoj studia mechaniky, byla zalo¾ena na poznatku, ¾e
diferenciální rovnice s analytickými vstupními údaji má (a¾ na zanedbatelné výjimky)
jen jedno øe¹ení splòující poèáteèní podmínky.
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Je pikantní, ¾e tato pevná víra v determinismus se objevila v záhlaví práce o prav-
dìpodobnosti, kdy¾ právì pravdìpodobnost dávala tu¹it konec deterministické he-
gemonie. O sto let pozdìji, díky Planckovi, Einsteinovi, N. Bohrovi, de Brogliovi,
Heisenbergovi, èástice a pravdìpodobnost okázale vstoupily do fyziky a nalezly v ní
èetné aplikace: fotoelektrický efekt, tunelový efekt, : : :

Determinismus si zachovává své místo ve fyzice a v matematice ve studiu ménì
slo¾itých systémù a pro vhodná mìøítka prostoru a èasu. Za chvíli se vrátím k vý-
znamu mìøítka, ale pøesto bych chtìl ji¾ nyní zmínit dva pøíklady, které zároveò uká¾í
interakce mezi spojitým a diskrétním.

(a) První pøíklad sahá k poèátkùm kinetické teorie plynù (1738). Jedná se o plyn
obsa¾ený v kulové nádobì. Pro jednoduchost pøedpokládejme, ¾e molekuly jsou kulo-
vého tvaru a srá¾ky jsou elastické. Máme tedy diskrétní deterministický systém. Po
dosti krátkém èase, a» u¾ byl poèáteèní stav jakýkoliv, bude rozdìlení molekul a jejich
rychlostí odpovídat Maxwellovým pravdìpodobnostním zákonùm a v makroskopickém
mìøítku bude mít plyn opìt deterministické chování øízené klasickými zákony. Obláèek
molekul se tedy bude chovat podle následujícího schématu:

determinismus ! diskrétní chaos ! pravdìpodobnostní zákon !
! determinismus (Mariotte, atd.).

Tento komplexní systém tedy hraje úlohu prostøedníka mezi determinismy na rùz-
ných úrovních.

(b) Druhý pøíklad nám poskytují podivné atraktory, a konkrétnìji slavný Hénonùv
atraktor související s iterováním kvadratického zobrazení. Buï f zobrazení R2 do
sebe de�nované rovnicí f(x; y) = (1 + 0;3 y � 1;4x2; x). Zvolme libovolnì bod M0

s kM0k 5 1. Posloupnost Mn = f(Mn�1) postupných iterací M0 je dobøe de�nována.
Pøesto je její chování chaotické a nepøedvídatelné. Ale pøekvapivì, jestli¾e pozorujeme
na obrazovce poèítaèe obláèek bodù Mn, vidíme, ¾e se seskupují do jednoho z onìch
nerozlo¾itelných kontinuí de�novaných Brouwerem. Navíc charakter obrazu se po
tisícovce iterací stabilizuje, co¾ vytváøí rozdìlení �, které je navíc nezávislé na M0.

Máme zde tedy schéma podobného typu jako u dokonalých plynù, toti¾ chaotické
chování zrozené z deterministického zákona, které po urèitém èase podléhá novému
deterministickému zákonu (v na¹em pøípadì míøe invariantní vùèi zobrazení f).

Tento jev pøipomíná cesty v d¾ungli, dobøe prùjezdné pøi nízké rychlosti, nesnesitelné
pøi støední rychlosti, které jsou opìt dobré pøi vysoké rychlosti (viz rovnì¾ podzvukový,
zvukový a nadzvukový let).

V¹echny tyto pøíklady zdùrazòují význam mìøítka prostoru i èasu. Brzy se k tomu
vrátím, ale nyní bych chtìl zdùraznit, ¾e rozdílnost mezi determinismem a pøedvída-
telností je ve fyzice spojena s volbou mìøítka èasu. Nic není více deterministické ne¾
diferenciální rovnice dx=dt = x, jejími¾ øe¹eními jsou funkce x = aet. A pøece pøi chybì
e�10 v èase 0 bude v èase 10 chyba = 1. Toto Ruelle nazývá exponenciální citlivost
na poèáteèní podmínky. Jinak øeèeno, motýlí efekt: jedno mávnutí jeho køídel mù¾e
zmìnit osud jiné sluneèní soustavy.

Existence pravdìpodobnostního chaosu, spojená s deterministickými procesy, umo¾-
òuje hazardní hry, karty, loto, atd. Hra v kostky se mi zdá zvlá¹tì zajímavou. Dvì
neoznaèené kostky jsou umístìny v dostateènì ¹irokém kalí¹ku, kterým se nìkolikrát
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zatøese, poté jsou kostky vr¾eny na stùl, na kterém se nìkolikrát pøevalí pøed tím, ne¾
se zastaví. Z jakého dùvodu hráèi vìøí, ¾e napøíklad výskyt dvojice (3; 4) je nezávislý
na hráèi, kdy¾ v¹echny pohyby jsou øízeny deterministickými mechanickými zákony?

Je tomu tak proto, ¾e koneèný výsledek závisí na velkém mno¾ství parametrù,
z nich¾ ¾ádný není pøesnì znám a které se mìní pøi ka¾dé høe. Odskoky kostek
v kalí¹ku, poèáteèní pozice, rychlost pøi opu¹tìní kalí¹ku, nepravidelnosti podlo¾ky,
pohyb vzduchu. Mù¾eme jít je¹tì dále, proto¾e hráèovo gesto je rovnì¾ výslednicí
mno¾ství nezávislých pøíèin a tak dále. Kaskáda nezávislých jevù, z nich¾ ka¾dý je
øízen nìjakým deterministickým zákonem, tedy mù¾e pøijatelnì simulovat náhodnost.

Jak je tomu ve fyzice? Na atomární a subatomární úrovni kvantová teorie postuluje
náhodnost neredukovatelnou na deterministické vlivy. Pravdìpodobnost pøítomnosti
fotonù asociovaných s vlnou, elektrony obíhající kolem jádra atomu, náhodná desin-
tegrace radioaktivních atomù. Ale známe Einsteinùv výrok: Bùh nehraje v kostky.
Jak je tomu pøesnì? Nebylo by, ve svìtle pravdìpodobnostního chaosu deterministic-
kého pùvodu, mo¾no rovnì¾ tvrdit: Proto¾e Bùh nemá rád náhodu, nepøestává hrát
v kostky ? Je tomu tak, ¾e slavná Bellova vìta a pokus Alaina Aspecta z roku 1982
ukonèily hledání deterministických vysvìtlení náhodných jevù v kvantové mechanice?
Nebo je mo¾no zkonstruovat fyzikální model, který by je vysvìtlil pomocí dlouhých
kaskád vzájemnì se ovlivòujících jevù øízených deterministickými zákony? Nechme to
na odbornících. Ale ovìøili fyzikové na malém radioaktivním vzorku, ¾e sled rozkladù
se dìje podle obvyklých pravidel platných pro náhodné posloupnosti? Myslet si, ¾e
Bellova vìta jednou prov¾dy rozhodla ve prospìch kvantové mechaniky, by znamenalo
znovu upadat do iluze, ¾e existují pøesné modely svìta.

Tyto úvahy mì vedou k otázce zda a do jaké míry je mo¾no napodobit náhodu.
Ztoto¾nìme mno¾inu posloupností (an) èísel 0,1 s nekoneèným souèinem E = f0; 1gN.
Zaveïme na E souèinovou topologii a pravdìpodobnostní míru �, která je souèinem
mìr (�0 + �1)=2 na faktorech prostoru E. Vlastnost P (x) na E se bude nazývat
statistická, pokud je de�nována konstruovatelnou formulí a je splnìna �-skoro v¹ude
na E. Napøíklad zákon velkých èísel nebo zákon iterovaného logaritmu. Mno¾ina
statistických vlastností je spoèetná (ale ne efektivnì vyèíslitelná), tedy �-skoro v¹echna
x z E splòují v¹echny statistické vlastnosti. Pøitom je ale nemo¾né sestrojit takovou
posloupnost x = (xn). Jinak øeèeno, není mo¾no napodobit náhodu. Tato situace je
podobná situaci, se kterou jsme se setkali pøi studiu R. V obou pøípadech skoro ¾ádný
bod E není konstruovatelný.

Naproti tomu je mo¾né se více èi ménì þopièitÿ po náhodì v tom smyslu, ¾e
pro ka¾dou koneènou mno¾inu statistických vlastností mù¾eme, ov¹em ne v¾dy je
to snadné, zkonstruovat posloupnosti x = (xn), které je splòují. To je to, co dìlají
statistikové, výrobci poèítaèù a agronomové tím, ¾e vybírají P1; P2; : : : ; Pn vyhovující
jejich potøebám.

5. Mìøítka a øády velikosti

U¾ití mikroskopu èi teleskopu nám odhaluje netu¹ené aspekty svìta, zákony a¾ do té
doby neznámé. Není pravda, ¾e to co platilo v koneènu, platí také v nekoneènì malém
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nebo nekoneènì velkém. Spermatozoid není homunkulus, hladkost vrstvy snìhu je
tvoøena miliardami hexagonálních krystalù ledu. Toto pozorování platí i pro zmìny
mìøítka èasu. Film, který zpomalíme nebo zrychlíme, nám odhalí nová fakta.

Kontrakce a dilatace mìøítek èasu a prostoru ji¾ hrají, a budou èím dále více hrát,
zásadní roli pøi zkoumání svìta. Tvoøí novou dimenzi svìta. Prostá studie rozlití kapky
vody vy¾aduje u¾ití dvou rùzných zákonù pro rùzné èásti kapky (de Gennes). Matema-
tikové ji¾ mají teoretické nástroje uzpùsobené tìmto zmìnám mìøítka: nestandardní
analýza, Fourierova analýza, vlnky. Dal¹í budou zajisté nezbytné.
Fraktální objekty. Nechci ukonèit svou krátkou exkurzi do svìta øádù velikostí, ani¾

bych øekl pár slov o fraktálních objektech, které poèínaje Cantorem a Hausdor�em
nepøestávají lákat matematiky a fyziky. My¹lenka je následující: Je-li nìjaká prostorová
struktura, matematická èi materiální, zkonstruována èím dál tím jemnìji opakovanou
aplikací tého¾ jednoduchého zákona (napøíklad kovariantního vzhledem k akci po-
dobností), pak tato struktura bude lokálnì vykazovat tentý¾ charakter ve v¹ech svých
zvìt¹eních a zmen¹eních. Napøíklad Cantorovo diskontinuum, Kochova snìhová vloèka
a jisté Antoinovy kompakty jsou matematickými fraktály.

Striktnì vzato, ve fyzice nemohou existovat fraktální objekty, proto¾e, jak jsem
zdùraznil, fyzikální zákony se mìní, kdy¾ pøeskoèíme jeden nebo více øádù velikosti.
Fyzik ov¹em má právo prohlásit, ¾e jistá materiální struktura je fraktálním objektem
v jistém intervalu velikosti. Toto upøesnìní je ov¹em nezbytné, jeho opomenutí by bylo
profesionální chybou.

Napøíklad tvrdit bez takového upøesnìní, ¾e fraktální dimenze pobøe¾í Bretanì je
1;5 , nemá ¾ádný smysl. Stejnì tak fraktální dimenze trajektorií èástic pozorovaných
Brownem je srovnatelná s pøesnou dimenzí matematických brownovských trajektorií
pouze v intervalu velikosti, který musí být upøesnìn.

Fraktální dimenze tedy mù¾e být pro fyziku zajímavým nástrojem, ale pouze za
pøedpokladu, ¾e bude u¾ívána jasnì.

6. Závìry

Bohatství nových matematických nástrojù, rozliènost mocných prostøedkù vytvo-
øených fyziky, èiní stále ménì platnými urèité �lozo�cké protiklady mezi Spojitým
a Diskrétním. Matematika a fyzika nejsou dominovány ani jedním z nich. Obì toti¾
zplodila potomstvo tak bohaté a tak spletité, ¾e chtít naèrtnout jeho rodokmen by bylo
nesmyslné. V této své pøedná¹ce jsem kladl dùraz na dvojici slo¾ité systémy a pravdì-
podobnost, jejich¾ studium je sice obtí¾né, ale slibné. Zajisté to nebude poslední vìtev,
která vyroste na mohutném stromu Matematiky a Fyziky.

Ji¾ H. Poincaré øíkal, kdy¾ mluvil o fyzikálních zákonech své doby: To, co nové
výzkumy (o kvantech) zpochybòují, nejsou jen základní principy mechaniky. Jde o to,
co se nám a¾ do nynìj¹ka zdálo neoddìlitelné od samotného pojmu pøírodního zákona.
Budeme je¹tì moci vyjadøovat tyto zákony pomocí diferenciálních rovnic?

Wigner za¹el nedávno je¹tì dále: Není na¹e fyzika jen objasnìním vytvoøeným
na¹ím matematickým nástrojem? A nebyla by jiná matematická objasnìní pro èlovìka
zajímavìj¹í?
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Osobnì bych na závìr dodal, ¾e pokud matematika je zdrojem nástrojù, kterých
fyzik s úspìchem vyu¾ívá, není tomu tak právì proto, ¾e na¹e pravidla dedukce jsou
spojena s fyzikálnì-chemickými zákony, které øídí ná¹ mozek? Tento návrat k podstatì
by uèinil ménì pøekvapivou zdánlivì zázraènou shodu mezi matematikou a fyzikou
a mohl by objasnit otazníky o svobodì èlovìka.

Newton napsal: V¹e se dìje, jako by v èlovìku byl jakýsi zdroj svobody.
Jsme tento zdroj schopni odhalit, nebo je svoboda jen iluzí?

Gustave Choquet: Le continu, le discret, et : : : tout le reste, Le labyrinthe du continu
(Colloque de Cerisy-la-Salle, 1990), Eds. Salankis, J.-M., Sinaceur, H., Springer-Verlag, Paris
1992. Pøelo¾il Zbynìk ©ír.
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G. Choquet: Matematický výzkum |
svìdectví badatelù

Od 15. do 28. srpna 1993 se konala v Praze a Pasekách nad Jizerou velká mezinárodní letní
¹kola z teorie Banachových prostorù, blízkých oblastí a aplikací. ©koly, která navazovala
na ji¾ desetiletou tradici podobných akcí poøádaných katedrou matematické analýzy, se
zúèastnilo na sto pøevá¾nì mladých matematikù z mnoha zemí celého svìta. Tato akce
byla podporována evropským programem Tempus a Fondem pro obnovu ès. vysokých ¹kol
zalo¾eným z iniciativy prezidenta Václava Havla. Úvodní pøíspìvek pøednesl Miroslav Hu¹ek
z poøádající Matematicko-fyzikální fakulty Univerzity Karlovy. Byl zasvìcen jednomu z na¹ich
nejslavnìj¹ích matematikù Eduardu Èechovi, jeho¾ sté výroèí narození pøipomnìl. V sériích
nìkolikahodinových pøedná¹ek potom vystoupili vynikající pøedstavitelé svìtové matematiky
a její krásné disciplíny | analýzy: Gustave Choquet (Paøí¾), Stelios Negrepontis (Atény),
Vlastimil Pták (Praha), Robert R. Phelps (Washington), Stanimir Troyanski (So�a), Lior
Tzafriri (Jerusalem) a Václav Zizler (Edmonton).

Úvod

Brzy uplynou tøi roky od doby, kdy jsem mìl naposledy mo¾nost strávit nìkolik dní
mezi pra¾skými matematiky. Proto, kdy¾ mne v dubnu profesor Luke¹ zval na tuto
letní ¹kolu, byl jsem rozpolcen touhou po novém setkání a lítostí, ¾e nemohu øíci kromì
de�nice u¾ vùbec nic dal¹ího o Banachových prostorech a jejich aplikacích. Navrhl jsem
ale téma, které mne zcela fascinuje | my¹lenkové pochody výzkumu. Poté, co mne
profesor Luke¹ ujistil, ¾e pùjde o námìt zajímavý pro v¹echny úèastníky, mohu mu
tedy podìkovat, ¾e jsem nyní mezi vámi s cílem jistì mnohem obtí¾nìj¹ím ne¾ by byl
výklad vlastních výsledkù.

Nemohl jsem oèekávat lep¹í pøedehru ke svému pøíspìvku ne¾ brilantní vystoupení
Miroslava Hu¹ka o Eduardu Èechovi, plodném objeviteli a inspirátoru dlouhé øady
mladých matematikù. Lidé, zvlá¹tì výzkumníci, jsou rùzní a èasto také s odli¹nými
pohledy na matematické námìty hodné studia; rozdíly se ov¹em ukryly pøi sepisování
výsledkù. Pøi pozornìj¹ím pohledu je ale mo¾né z jejich dìl urèit i my¹lení tìchto
autorù. Knihovny jsou velká skladi¹tì skryté pravdy, ale abychom na¹li zpùsob, jak
se nové výsledky rodily, je tøeba vìnovat velkou pozornost aspoò tìm nìkolika svì-
dectvím, je¾ malý poèet badatelù zanechal na cestì ke svým objevùm. První èást
pøedná¹ky má tedy název Matematický výzkum, svìdectví badatelù, druhá èást pak
Úvahy na cestì výzkumu a poslední díl Formování badatelù.

Neosobuji si ¾ádné právo dávat recepty mladým výzkumníkùm, jak hledat nové
poznatky (zále¾í jen na nich, jak rychle budou postupovat), a tím spí¹e ani právo
radit svým kolegùm, jak vést ¾áky. Tou¾ím jednodu¹e jen pøinést i svoje svìdectví.
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Mnozí matematici nebo �lozofové v minulosti analyzovali postupy výzkumu.
Z tìchto studií jsou nìkteré obzvlá¹tì pozoruhodné, jako napøíklad Pólyova kniha
o matematických objevech nebo Descartova Rozprava o metodì s cílem je¹tì cti¾á-
dostivìj¹ím. Ka¾dý matematik by si mìl pøeèíst tyto krásné klasické texty a pøemý¹let
o nich. To je úplný základ | vzpomínám si, ¾e jsem z nìj hodnì získal v ¹estnácti
letech studiem dvou kní¾ek (jednu z nich napsal velký geometr Lamé) o metodách
øe¹ení problémù z elementární geometrie.

Tato díla se ale zøejmì nemohla stát základními kameny �lozo�e výzkumu: V¾dy»
jakých vrcholù by matematika dosáhla, kdybychom s jistotou znali metodu, jak vést
svá bádání? Potom by kritériem kvality matematikù u¾ nebyla jen zruènost øe¹it
obtí¾né úlohy, ale spí¹e schopnost zvolit si úrodnou cestu a formulovat hezké a pøínosné
problémy | jsme toti¾ lidé a nezajímají nás pouze vìty sestavené obøími superpoèítaèi.

Ale k mému souèasnému tématu se více hodí svìdectví zku¹ených matematikù hovo-
øící o ji¾ ovìøených, by» nìkdy neoèekávaných pøístupech, které je pøivedly k úspìchu.
Pøedchùdcem je vzdálené svìdectví Archimedovo v jeho Metodì , zapsané v jednom
z dopisù Eratosthenovi. Známìj¹í je ale podobné svìdectví Henri Poincarého o ob-
jevu fuchsiánských funkcí (1908). Nedávná minulost se takovými pracemi u¾ pøímo
hem¾í | uvedu jen Hadamardovu hezkou syntézu Esej o psychologii objevu (1944)
s obzvlá¹tì zajímavou kapitolou o chybách a nezdarech, Wienerovy knihy (1966),
svìdectví Hardyho o Ramanujanovi v Obranì matematika (1967), knihy Kace a Ulama
a knihu Paula Lévyho, málo známou, ale velmi zajímavou a vyèerpávající: Nìkteré
aspekty my¹lení matematika (Blanchard, 1970).

O konzervatismu lidského ducha

Nyní bych chtìl proslovit obecnou poznámku o zpùsobu vývoje matematiky za posled-
ních více ne¾ dva tisíce let: Je-li pravda, jak zdùrazòoval Hilbert, ¾e hledání odpovìdí
na slo¾ité problémy je èasto pøíèinou pokroku, pak není øe¹ení samotné tak dùle¾ité,
jako vytváøení silných nástrojù, jimi¾ se dá vést výzkum | vezmìme napøíklad velkou
Fermatovu vìtu nebo Kummerovy ideály. Gauss dokonce o velké Fermatovì vìtì øíkal,
¾e ho nezajímá, proto¾e by umìl formulovat sto stejnì obtí¾ných podobných problémù
(celá teorie èísel je vùbec na takové situace velmi bohatá).

Lidský duch je slabý a aby mohl postupovat vpøed, potøebuje se o nìco opøít. Lidský
duch je rovnì¾ velmi konzervativní; v¾dy» chopí-li se badatelé nového pojmu nebo
aparátu, vyu¾ívají jej bez ustání a rozptylují se (za jeho pomoci) øe¹ením èím dál
speciálnìj¹ích cvièení, by» èasto zcela bez mo¾nosti dal¹ího uplatnìní | a¾ dokud
nepøijde èlovìk s novým pohledem, který je vyvede z tìchto zabìhnutých kolejí.

Nejdùle¾itìj¹í pojmy mají skoro v¾dy jednoduché de�nice | pojem grupy, tìlesa,
vektorového prostoru, Baireovy topologie konvergence skoro v¹ude, pozitivních Rado-
nových mìr atd. Je velmi zarmucující zji¹tìní, ¾e pokud by u¾ Øekové z Périklova století
znali geniálnì jednoduchou cantorovskou de�nici ekvivalence dvou mno¾in pomocí
bijekce, pak by se zmìnily celé dìjiny matematiky i �lozo�e.
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Matematika tedy neustále potøebuje zmìny pojmù a vìdci mohou nìkteré dal¹í
termíny novì vytváøet a dávat jim nìkdy pøednost pøi pohledech na rùzné problémy
jako zdroje svých koncepcí.

Svìdectví

Nyní pøejdu pøímo k jádru vìci | povím vám o dvou matematicích, které jsem snad
znal opravdu dobøe. Nejprve se v¹ak trochu zdr¾ím jejich ¾ivotopisem a vzdìláním,
abychom mohli lépe pochopit rozdíly mezi jejich pracovními metodami.

Prvním z nich jsem já sám. Pascal øekl: þMé já | to je hodno jen opovr¾eníÿ, ale
dva jiní �lozofové se proslavili studiem sebe sama | Montaigne: þJsem jen hmotou
své knihyÿ, J. J. Rousseau: þChci ukázat svým bli¾ním èlovìka v nejodkrytìj¹í pravdì
pøírody a ten èlovìk, to budu já.ÿ

Druhým matematikem, o ètyøi dny mlad¹ím ne¾ já a s naprosto stejným univerzitním
vzdìláním na École Normale Supérieure 1), jeho¾ geny a rodinné prostøedí ho v¹ak ode
mne pøece jen odli¹ily, je Laurent Schwartz.

Vybral jsem tyto dva mu¾e, proto¾e i pøes mnohé spoleèné jsou velmi rùzní.
Laurent Schwartz velice brzy navázal matematické kontakty se svým strýcem Ha-

damardem, pak se svým tchánem Paulem Lévym a zejména se skupinou bourbakistù,
jejím¾ èlenem, aè pokrevnì nespøíznìn, se stal brzy po válce. V takovém prostøedí se
zrodila jeho matematická kultura, kterou viditelnì pojal jako sí» spletenou z jednot-
livých teorií, aby mu umo¾nila správnì pochopit v¹echna nová a ne zcela probádaná
fakta. Laurent Schwartz má také velmi dobrou pamì». Kdy¾ v nìèem þplaveÿ, raduje
se z toho, ponìvad¾ to, co a¾ dosud znal, mu nepøiná¹í ¾ádnou odpovìï, a mù¾e se tedy
tì¹it, ¾e nalezne nìco nového | tím je tak odli¹ný od Dieudonného, obdivuhodného
èlovìka, jen¾ øíkal, ¾e jeho vlastní pùvodní práce byly z hlavní èásti jen dùsledky díla
pro skupinu bourbakistù. Laurent Schwartz má rovnì¾ velkou pracovní výkonnost a je
zásobárnou du¹evní energie.

Co se mne týèe, já mám naopak matematický základ jen velmi omezený; neèetl
jsem vìdecké traktáty, nato¾ povinnou èetbu o provádìní pøesného výzkumu. Nikdy
jsem nestudoval ani dùkazy vìt. Mám jen malou pracovní výkonnost, vyjma pøípadu,
kdy jsem uchvácen problémem: Tehdy se prudce zvy¹uje i má du¹evní odolnost, nebo»
akumulátory se mi znovu nabijí do plné síly | jako v letech 1980 { 81, kdy jsem
déle ne¾ rok zkoumal rozlo¾ení posloupností k#n mod 1 (napøed s # = 3

2 , pak s #
libovolným algebraickým). Mám tak dìravou pamì», ¾e ji mohu srovnávat nejvý¹ s hou-
bou, provrtanou velkými i poèetnými men¹ími dírami | mohu ilustrovat zábavným
pøíkladem: Poèátkem roku 1939, jako stipendista na Graduate College v Princetonu,
jsem se nìkolik týdnù zabýval problémem týkajícím se prodlou¾ení homeomor�smu
mezi dvìma kontinuy na celou rovinu a v okam¾iku, kdy jsem úlohu vyøe¹il, jsem si
vzpomnìl, ¾e jsem stejné øe¹ení tého¾ problému u¾ pøesnì pøed rokem publikoval ve
své první poznámce v paøí¾ských Comptes Rendus 2). O nìkolik mìsícù pozdìji jsem
dostal blahopøejný dopis (jsem na nìj hrdý a dosud ho mám schovaný) od topologa

1) Presti¾ní paøí¾ská vysoká ¹kola.
2) Èasopis vydávaný paøí¾skou Akademií vìd.
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Pavla Sergejevièe Alexandrova, jen¾ toto øe¹ení dlouho bez úspìchu také hledal. To se
týkalo jedné z doslova obøích dìr mé þhoubyÿ.

Mohl-li jsem i pøes tento handicap získat pøi svém bádání urèité výsledky, bylo to
tím, jak dobøe poznamenal Marcel Brelot, ¾e objevy se dìlají ve vrcholech intelektuální
aktivity po dlouhém období pøedbì¾ných prací. Abychom pomohli uvedeným bodùm,
cítíme-li øe¹ení na dostøel, je tøeba þobdìlávatÿ a Brelot sám si k tomu pøipravoval
èaj opravdu silný. Koneckoncù: ka¾dá þhoubaÿ, a» u¾ tøeba nulového objemu, je stejnì
jako plná koule nosièem nìjaké jednotkové Radonovy míry.

Pro vyrovnání onoho handicapu jsem mìl ale navíc schopnost zkoumat v¹echny
problémy analýzy z pohledu geometra. Ke ka¾dé úloze jsem pøistupoval pøímo, ge-
ometricky a se snahou o její maximální zjednodu¹ení; v¾dy jsem také usiloval o to,
pøevést její speciální pøípady zpìt k problémùm elementární geometrie: Napøíklad
v mé spoleèné práci s Jacquesem Denym o potenciálech na koneèné mno¾inì jsme se
inspirovali novou interpretací dobøe známých principù dominaèního, výmetového a po-
zitivních mìr na pøípadu dvou rovinných trojúhelníkù, kdy¾ jeden je uvnitø druhého.
Já jsem byl tehdy hlavnì geometrem, zatímco mùj pøítel Deny èistým analytikem,
který svých nejlep¹ích výsledkù dosáhl dlouhým pøemý¹lením o jemných rovnostech
a nerovnostech algebraického charakteru.

Mám rozvinutou intuici a èastá osvícení. Pova¾uji vlastnì svùj výzkumný sloh, smìs
snìní a vá¹nì, za velmi blízký slohu básníka èi hudebníka; sám jsem pro¹el urèitou
badatelskou cestou a¾ k vyjádøení svého entuziazmu v básních v próze.

Èasto jsem cítil, ¾e musím na nìkolik mìsícù vysadit a nezabývat se ¾ádným výzku-
mem. Av¹ak nepochybuji, ¾e i v tìchto zdánlivì prázdných obdobích mé podvìdomí
stále pracovalo pro dal¹í doèasné etapy rozvoje mého bádání. Dùle¾ité pøitom je, ¾e
v mé pamìti jsou sice díry, ale díky mému podvìdomí nikdy ne úplnì prázdné.

Aèkoliv styl výzkumu Arnauda Denjoy, úøednì vedoucího mé disertace, mne na
poèátku velmi ovlivnil, Denjoy se nikdy nesna¾il mì nìjak usmìròovat. Mohl jsem
se tedy pøímo v pulzujícím nitru CNRS 3) za pøíslib sepsání doktorátu po ¹est let
(1940 { 46) svobodnì vìnovat matematickému výzkumu svìta, který mne obklopoval,
a pou¹tìt se | èasto úspì¹nì | do úloh vnuknutých ka¾dodenním ¾ivotem nebo
stykem s dal¹ími matematiky z teorie grafù, topologie eukleidovských uzavøených mno-
¾in, konformních zobrazení, metrických prostorù, variaèního poètu, polyharmonických
funkcí, Finslerových prostorù, diferenciální geometrie, povrchových mìr atd. Zveøejnil
jsem pouze malou èást výsledkù, které jsem v tìchto letech získal, navíc bohu¾el èasto
jen formou poznámek v Comptes Rendus, aèkoliv nìkteré si podle mne zasluhovaly
dal¹í rozvíjení. (Amerièané tuto formu pøíli¹ neuznávají | chtìjí v¾dy jen celé èlánky.)

Odvolávám se na toto krátké údobí þohmatáváníÿ, nebo» jsem zde pou¾il svou sílu
v neobyèejnì odli¹ných smìrech, ale bez uvá¾eného strategického výbìru | postupoval
jsem krok za krokem, ale bez jakéhokoliv plánu. Pøesto ale vùbec tìchto let nelituji;
pracoval jsem pro radost a ohromovalo mì být placen za to, ¾e se oddávám bla¾enosti
pro mne nejvy¹¹í (ostatnì i pøíli¹ mnoho penìz ¹kodí mozkové èinnosti). Toto potì¹ení
mì navíc chránilo pøed obèas i záva¾ným stresem, jím¾ trpí nìkteøí mladí vìdci, jejich¾

3) Centre National de la Recherche Scienti�que = Státní støedisko vìdeckého bádání.
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mistr je pøíli¹ nároèný. Vedle toho jsem bìhem tìchto i pøes válku ¹»astných let získal
spojení s poèetnými matematickými disciplínami v tìch nejlep¹ích podmínkách | toti¾
výzkumem | a nevìdomky jsem vypracoval i základy mnohých technik vhodných pro
tyto obory.

Ale byla to i doba, kdy jsem se zmìnil: z taktika jsem se stal stratégem. Tato
mutace se objevila v øíjnu 1945, kdy¾ se mi otevøela mo¾nost strávit jeden nebo dva
roky na Francouzském institutu v Krakovì. To pro mne bylo neoèekávané a velmi
¹»astné, proto¾e mé vzdìlání pocházelo zejména právì z Fundamenta Mathematicae
od polských matematikù. Do tøí mìsícù jsem dokonèil svou disertaci | rozlousknul
jsem zde tøi oøí¹ky, zadané po øadì Lebesguem, Fréchetem a Bairem a po sepsání jejich
øe¹ení jsem v sobì cítil je¹tì povinnost napnout poslední síly | tentokrát k �lozo�c-
kým úvahám, abych ukázal dùvod úspì¹nosti baireovských metod, které jsem chtìl
i nadále pou¾ívat. K mému velkému pøekvapení bylo toto úsilí korunováno úspìchem
a odchýlilo se a¾ k obecné vìtì s velmi jasnou formulací, kterou jsem pojmenoval
þvìta o kontingentì a paratingentìÿ. Tento výsledek shrnul mé vlastní metody s tøemi
hlubokými vìtami, které Denjoy pou¾il pro svùj výpoèet koe�cientù trigonometrických
øad. Filozo�cký závìr, který jsem chtìl uèinit ve své disertaci, se tedy nakonec objevil
v podobì elegantní a silné matematické vìty. Zalíbilo se mi to a i nadále jsem si
ponechal, pøi uchování vytøíbeného vkusu pro obtí¾né problémy, témìø instinktivnì
pøijatý zvyk vytváøet nové nástroje, které jsem pak pou¾íval (nástrojem pøitom myslím
ka¾dý pojem, lemma i vìtu hodící se v rùzných oblastech).

Byl jsem tedy obdaøen my¹lením stratéga. Skoro v¹echny mé úspìchy se zrodily
z problému a þrozjezdovéÿ my¹lenky, která byla zpoèátku sice nejasná a zmatená,
nakonec se ale stala zcela pøesnou a precizní, aby mohla dobøe poslou¾it k obratnému
øe¹ení. Pouze u nevelkého poètu dal¹ích výsledkù jsem musel pøi jejich sepisování
vynalo¾it znaèné úsilí a chtìl bych pøitom podtrhnout, ¾e ¹lo právì o výsledky bez
viditelných aplikací, o takové hezké slepé ulièky. Jako pøíklad mohu uvést práci, kde
jsem dokázal, ¾e ka¾dá G�-mno¾ina nulové kapacity v eukleidovském prostoru je nosi-
èem nìjaké pozitivní pravdìpodobnostní míry, její¾ Newtonùv potenciál je nekoneèný
na této mno¾inì a koneèný v¹ude jinde. Dodnes to ale nenalezlo vùbec ¾ádné pou¾ití,
ani v teorii potenciálu. Denjoyova práce nabízí obdobný pøíklad | jeho upnutí sil
k výpoètùm koe�cientù trigonometrických øad a následné tøísvazkové dílo obsahující
aspoò mno¾ství my¹lenek a zajímavých lemmat.

Vìt¹ina mých zbývajících prací, i kdy¾ si vy¾ádala mnohamìsíèní úsilí, získala pøi
svém vydání nakonec jednoduchou formu. Lze to pøirovnat k pìknému obrázku: Poté,
co u¾ je jednou dokonèený, ma¾ou se postupné náèrtky, dodateènì se upravuje a nikdo
u¾ ani netu¹í, jak dlouhá cesta vedla k jeho realizaci.

Jednou, u¾ dávno, jsem mìl referát Vznik teorie kapacit 4), kde jsem popsal nároènou
cestu k vytvoøení této teorie, zahrnující dlouhý sled údobí uvìdomìlého a vytrvalého
úsilí pøeru¹ovaných náhle probleskujícími vnuknutími, která se týkala jak práce u¾
odvedené, tak i smìru, jakým v bádání dále pokraèovat.

4) Vy¹lo v èasopise La Vie des Sciences (®ivot vìdy), vydávaném paøí¾skou Akademií vìd,
roku 1986, s. 385 { 397; viz té¾ s. 89.
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Zcela jinak to bylo s prací o konvexitì a integrální reprezentaci: Mé studium konvex-
ních kompaktních mno¾in bylo pùvodnì podníceno jednou Godementovou poznámkou
v èlánku o pozitivních operátorech na Hilbertovì prostoru. Pozdìji jsem si uvìdomil,
jak dobøe by tyto techniky mohly poslou¾it v matematické analýze. Cíle jsem dosáhl
po dlouhém vytrvalém úsilí a malých krùècích ve stále obecnìj¹ích situacích. Výsledný
dùkaz, by» na mùj vkus nejprve pøíli¹ technický a obtí¾nì èitelný, nakonec pøece
jen získal elegantní a uspokojivý tvar u¾itím my¹lenky jednoho z výsledkù Bishopa
a de Leeuwa z jejich prací o algebrách funkcí.

Hledání vhodné de�nice simplexu, která by dala jednoznaènost integrální repre-
zentace, mne pøivedlo k pou¾ití ku¾elù, jejich¾ bází je právì simplex. Navíc i mnohé
pøíklady pocházející z teorie potenciálu, harmonické analýzy a ergodické teorie jasnì
ukázaly, ¾e dobrým rámcem pro de�nici a zkoumání extremálních bodù budou právì
tyto konvexní ku¾ely a nikoli obecné konvexní kompaktní mno¾iny | v¾dy» pro mnoho
typù obecných ku¾elù nelze vùbec ani hovoøit o bázi. Takhle mì napøíklad tøi postupné
kroky vedly k de�nici slabì úplných ku¾elù, þèepièekÿ konvexních ku¾elù a kónických
mìr. Ka¾dý z tìchto krokù jsem pøekonal v nìkolika sekundách náhlého osvícení, jim¾
v¹ak pøedcházela v¾dy dlouhá inkubaèní a pracovní období.

Chtìl bych zde vyprávìt o tom, jak jsem pøi¹el na my¹lenku þèepièekÿ: Na podzim
1961 jsme pobývali s mou ¾enou v malém hotýlku v Barbizonu, ohromeni pískem
a lesy obklopujícími Fontainebleau. Byl jsem u¾ vta¾en do problému, mìl jsem hotový
i zaèátek studie | èást o slabì úplných ku¾elech, ale je¹tì jsem se pøíli¹ daleko
nedostal. Nevìdìl jsem (dokonce ani v metrizovatelném pøípadì), zda tyto ku¾ely mají
extremální generátory; nìkolik týdnù jsem se to pokou¹el bezvýslednì dokázat pomocí
faktu, ¾e takový ku¾el je projektivní limitou ku¾elù Ci s kompaktní bází (a tedy
urèitì i s extremálními generátory); pøi pøechodu od ku¾ele Ci ke ku¾elu Cj , který
je nad ním, ale bohu¾el nìkteré extremální generátory mizí, zatímco jiné se mohou
objevovat | byl jsem velmi zklamán.

Na nìkolik dnù jsem se problémem pøestal vá¾nìji zabývat. Jednoho rána jsme
se rozhodli vyjít na procházku do lesa a v okam¾iku, kdy jsem právì pøekraèoval
práh, abych vy¹el z na¹eho pokoje ven na písek, vytryskla v mé du¹i pøedstava:
Nabrou¹ené ostøí ¹ikmo krájí kónickou vìtev. V dal¹í sekundì jsem si ¹ikmý øez pøelo¾il
na konvexní kompakt s konvexním doplòkem a bìhem následující minuty jsem, ani¾
bych to potøeboval ovìøit, vìdìl, ¾e tyto ¹ikmé øezy (pozdìji jsem je nazval þèepièkyÿ)
jsou to pravé, co vyøe¹í mùj problém. Takový jev náhlého osvícení ale není jediným,
z nìho¾ jsem kdy tì¾il.

U¾ jsem tedy øekl v¹echno, co mne pøivedlo k práci o kapacitách. Zvlá¹tní rozko¹
jsem pro¾íval tehdy, kdy¾ problém, nad ním¾ jsem pracoval, nebyl dosud jasnì for-
mulován: Tak tomu bylo i v pøípadì bádání, které mi pøineslo de�nici adaptovaných
prostorù, topologických her s vítìznou strategií prvního hráèe nebo algoritmus urèující
souvislý graf minimální délky; je v¹ak pravdou, ¾e se to v¾dy týkalo struktur skuteènì
jednoduchých a snadno geometrizovatelných.

Vìta o kontingentì a paratingentì byla také zformulována bleskovì, ale pøedcházely
jí tøi èlánky, které mì stály mnoho práce.
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O Laurentu Schwartzovi

V roce 1935, kdy¾ jsme studovali první, respektive druhý, roèník na École Normale
Supérieure, napadlo nás | Schwartze a mì | zalo¾it vlastní minisemináø. V pøed-
ná¹ení jsme se navzájem støídali: Já hovoøil o Baireových výsledcích o nespojitých
funkcích a o Cantorovì knize o nekoneènu | dvou dílech, která jsem zkoumal opravdu
velmi náru¾ivì. Schwartz semináø obohatil svými pøedstavami o rozdílech chování
rovnic 4u = 0 a �u = 0 5) | proè první z nich má krásná velmi regulární, ba
dokonce analytická øe¹ení, zatímco druhá mù¾e mít i øe¹ení extrémnì nespojitá; tyto
úvahy dokonce úplnì neopustil ani dále a o deset let pozdìji, roku 1944, ho dovedly
a¾ k vytvoøení teorie distribucí. Pøíbìh jejího zrodu nyní krátce pøipomenu.

Jak øíkal Schwartz: þKdy¾ se objeví nový pojem, èasto se zjistí, ¾e u¾ existoval
i døíve, jen nebyl rozpoznán jako nìco u¾iteèného a podstatného.ÿ 6) A opravdu, ani zde
nechybìjí pøedchùdci: Jsou jimi Hadamardovy þkoneèné èástiÿ; Heavisideovo u¾ívání
Laplaceovy transformace (1893); Diracova �-funkce se svými derivacemi a nekoneènì
diferencovatelnými transformacemi (1927); Bochnerovy þformální funkceÿ, nakonec
ztoto¾nitelné s temperovanými distribucemi (1932) | Bochner ale bohu¾el nevidìl
nesmírné pole jejich aplikací; Sobolevovy distribuce koneèného øádu (1936) de�nované
jako spojité lineární formy na prostoru C

m
K funkcí m-krát spojitì diferencovatelných

a s nosièem v daném kompaktu K. Sobolev na¹el výteèné pou¾ití v parciálních
diferenciálních rovnicích, ale neobjevil pojmy nosièe, Fourierovy transformace, ani
konvoluce. Mìl tedy vynikající vìc, ale nevyèerpal v¹echny její mo¾nosti. Na druhé
stranì jeho práce vy¹la v pøedveèer války, byla málo známá a speciálnì Schwartz o ní
nevìdìl.

De Rham de�noval své þtokyÿ roku 1942 a vytvoøil nástroj, který þbude jakýmsi
zobecnìním Lebesgueova integráluÿ. Jeho hezká teorie zùstala ale nedokonèena a byly
to právì distribuce, které ji umo¾nily zavr¹it.

Tolik tedy (vyjma Soboleva) stav Schwartzových vìdomostí roku 1944. U Bourba-
kiho Schwartz dále nabyl velké znalosti funkcionální analýzy; mìl obzvlá¹» dobøe za¾itý
mocný postup konstrukce nových entit, jako tøeba prvkù duálu k nìjakému známému
lokálnì konvexnímu prostoru, napøíklad Radonových mìr na lokálnì kompaktních pro-
storech jako prvkù duálu CK(X;R) prostoru spojitých reálných funkcí s kompaktním
nosièem. Vìdìl tedy hodnì | o Fourierovì transformaci i o konvoluci. Scházel mu u¾
jen zárodek schopný navodit, aby ve správném okam¾iku vykrystalizovalo uidum jeho
znalostí 7). Tím se stal èerstvý èlánek Choqueta a Denyho: O nìkterých vlastnostech
prùmìrù charakteristických pro harmonické a polyharmonické funkce 8), kde jsme
dokázali pou¾itím trigonometrických polynomù hlavní vìtu jen v R2 . Bylo tedy tøeba

5) � se nazývá d'Alembertùv operátor a zadává vlnovou rovnici.
6) De certains processus mentaux dans la découverte en mathématiques (Jisté my¹lenkové

procesy v matematickém objevování), Revue des Sciences morales et politiques (Èasopis
duchovních a politických vìd), kvìten 1987, s. 325 { 340.

7) Fyzikální jev zvaný surfusion: Je-li kapalina v klidu, nemrzne dokonce ani pod bodem
tuhnutí. Aby se promìnila v led, je tøeba vpravit do ní nìjaké jádro, na nìm¾ vykrysta-
lizuje | za války tento jev pomáhal tøeba na Lado¾ském jezeru.

8) Bulletin S.M. F., 1944.
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dobøe poznat harmonické polynomy v Rn , my jsme pro n > 2 jejich vlastnosti ani
dùkaz obecnìj¹ího tvrzení neznali. Pøi náhodném setkání na ulici jsem si pøipomnìl
Schwartzùv zájem o parciální diferenciální rovnice a vyprávìl mu o na¹í nesnázi. On
ji tehdy úspì¹nì pøekonal i pro n > 2 za nìkolik dní metodou znaènì rozdílnou oproti
té na¹í | u¾il regularizaci konvolucí, spoèívající hlavnì na de�nici zobecnìných øe¹ení
lineární parciální diferenciální rovnice s konstantními koe�cienty jako limit klasických
øe¹ení.

Schwartz tehdy pro¾il nìkolik týdnù pochybností. Pohyboval se vpøed jen malými
krùèky, a¾ se pak, jedné noci, objevilo vnuknutí a velice rychle | snad bìhem ho-
diny | i jistota, ¾e koneènì na¹el to, co hledal. þTolik vìcí se ve mnì soustøedilo,ÿ
øekl Schwartz, þ¾e si v¹emi zpùsoby ¾ádaly u¾ jen vzájemné propojeníÿ 9).

Urèitì bylo ale zapotøebí je¹tì mnoho práce, ne¾ se hrubá stavba, její¾ kostra se právì
objevila, mohla stát obyvatelnou: dostavení zdí a jejich vyhlazení | tedy nalezení
hlavních aplikací nového nástroje, popøípadì výzkum jemnìj¹ích prostorù distribucí
(napøíklad temperovaných). Bylo také tøeba urèit meze této teorie (oné první noci
si Schwartz toti¾ myslel, ¾e mù¾e provést i konvoluci Einsteina s Fermatem, takové
bylo jeho nad¹ení). Objevila se napøíklad skuteènost, ¾e nelze obecnì de�novat souèin
dvou distribucí, a vylouèila tak napøíklad mo¾nost jejich u¾ití v nìkterých nelineárních
úlohách. Stavba byla ale nakonec pøece jen úspì¹nì dokonèena.

O dvou odli¹ných strategiích.

Nyní, po této krátké studii pøístupù dvou matematikù, mohu koneènì objasnit i rozdíl
jejich badatelských strategií.

Já jsem se mohl s úspìchem pustit do øady obtí¾ných problémù bezpochyby jen
proto, ¾e mé vzdìlání bylo pouze velmi povrchní. Neovládal jsem speciální konstrukce
u¾ívané pøi zvládání tìchto problémù a dával jsem tedy zpoèátku pøednost tomu, ¾e
jsem se vìnoval jen malému poètu poznatkù nezbytných k jejich formulaci. Má ne zcela
zaplnìná mysl pak mohla snadnìji uvést do chodu svou geometrickou intuici a utvoøit
tak pøíznivou situaci pro má vnuknutí. Napøíklad ve studii o newtonovských kapacitách
bylo otázkou, zda je tøeba pou¾ít hilbertovskou strukturu Rn , diferencovatelnost jádra
1=rn�2 nebo jeho invarianci pøi rotacích. Dal jsem pøednost tomu v¹echno zapomenout
a omezit se jen na pou¾ití vlastností jednoduchých a známých | spojitosti kapacity
zprava, její monotonie a subaditivity | a oprostil jsem se od následného pøedpovídání,
jaký bude mùj dal¹í postup nebo jaké doplòkové vìci budu je¹tì potøebovat. Smìøoval
jsem k jedinému cíli | kapacitabilitì.

Poté, co jsem dostal ve velmi obecném rámci vìty elegantní a bohaté na aplikace,
nabyl jsem pøesvìdèení, ¾e byla poprvé koneènì zlomena odvìká krutovláda mno¾i-
nových aditivních funkcí, v¾dy» v¹e a¾ dosud publikované se týkalo jen tìchto typù
funkcí!

Zkrátka, místo abych zvolil výzkumný problém s posláním prohloubit znalosti
v urèitém oboru, v¾dy jsem dal pøednost tématu vyhlá¹enému svou obtí¾ností, ale

9) Historické koøeny a základní pojmy teorie distribucí, na matematickém semináøi v Patrasu
(Øecko), øíjen 1982, s. 11 { 28.
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vyjádøenému jednodu¹e a poutavì | s nadìjí, ¾e mù¾e vytvoøit nové nástroje, jen
vhodnì uzpùsobené dané úloze.

Historie vìdy ukazuje, ¾e nejsem první, kdo pou¾il tuto strategii | velký pokrok
v mnoha oborech byl èasto dosa¾en nespecialisty, lidmi s otevøenou myslí (napøíklad
Cardanem s jeho

p�1, nebo Koperníkem, který o astronomii nic nevìdìl ani nestu-
doval). V nynìj¹ím období, kdy nabyla vrchu pøemr¹tìná specializace, se tento pohled
ukazuje dokonce èím dál tím potøebnìj¹í.

Velké Schwartzovo vzdìlání, aèkoliv je zajisté výbornì dovedl pou¾ít, pro nìho bylo
nejprve asi handicapem, nebo» ani ¾ádná z jeho èástí mu neposkytovala mo¾nost
stanovení cíle a jeho následného dosa¾ení.

Ale kdy¾ u¾ se jednou vpravil do slo¾ité sítì jeho vzdìlanosti zárodek a pevnì se
zachytil v jejích poèetných spojnicích, mohla se projevit velká úèinnost matematické
kultury, umo¾òující rychlý rozvoj tohoto zárodku v pevnou kostru nové teorie.

Závìr

Aby se i nadále mohly rodit nové, souèasnì krásné i bohaté matematické teorie, po-
tøebujeme mladé badatele pohledù neotøelých a rozmanitých. Je u¾ jen vìcí zku¹ených
uèitelù, aby jim dali vzdìlání vyvá¾ené a hlavnì chránící jejich originalitu.

Z magnetofonového záznamu a psaných poznámek upravil sérii pøedná¹ek Gustava Choqueta
pro ètenáøe Pokrokù Vítìzslav Babický.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro�cn��k 39 (1994), �c. 3, 143 { 151.
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Setkání s profesorem
Gustavem Choquetem

Uvádìjící: Jsem velmi rád, ¾e profesor Gustav Choquet pøijal na¹e pozvání. Doufám,
¾e diskuse s ním bude pro vás v¹echny zajímavá, profesora Choqueta budou také mo¾ná
zajímat názory na¹ich studentù. Pokud se týká jazyka, navrhujeme angliètinu, ale
mù¾eme rovnì¾ hovoøit francouzsky.

Prof. Choquet: Budu respektovat vìt¹inu, máme demokracii.

Tedy budeme mluvit èesky? : : : Po¾ádal jsem prof. Choqueta, aby øekl pár slov
úvodem, tak¾e prosím.

Je obtí¾né øíci nìkolik slov úvodem a pøitom nevynechat nic podstatného. Nejprve
snad nìco o francouzském vzdìlávacím systému.

Základní ¹kolu nav¹tìvují ¾áci mezi 6. a 11. rokem. Pak následuje støední vzdìlání,
které se dìlí do dvou stupòù: coll�ege a lycée. Coll�ege studenti ukonèí asi ve 14 letech
a mohou pokraèovat studiem lycea (lycée, nìco jako va¹e gymnázium), které ukonèí
asi v 17 letech. Nìkteøí ov¹em také a¾ ve 20: : : Absolventi lycea získávají titul bakaláøe
a (co¾ je pro Francii speci�cké) ka¾dý, kdo má titul bakaláøe, má právo studovat na
univerzitì. Nevím, jestli je to správné, ale je to tak.

Bakaláøských titulù je mnoho: A, B, C, D, E, F, G, : : : asi dvacet èi tøicet. Ty
základní jsou zamìøeny na matematiku a fyziku a spousty dal¹ích jsou v technických
smìrech. Ná¹ souèasný ministr vzdìlávání vznesl pøed èasem po¾adavek, aby 80% v¹ech
mladých lidí získalo titul bakaláøe. Vìt¹inì rozumnì uva¾ujících lidí se toto procento
zdá vysoké, nehledì na to, ¾e �xovat dopøedu poèet absolventù ¹koly je nesmyslné.
Dnes má tento titul jen asi tøetina mladých lidí, ale u¾ teï máme problémy, proto¾e
i tøetina je pøíli¹ mnoho. Kdyby 80% v¹ech mladých lidí mìlo titul bakaláøe a v¹ichni
chtìli studovat dál, univerzity by se pøíli¹ zvìt¹ily a jejich úroveò by ¹la zákonitì dolù.

Ve ¹kolství u nás platí to, èemu my øíkáme demokratické principy: v coll�ege, v lycée
i na univerzitách jsou v¹ichni promícháni. Dobøí se ¹patnými | naprosto náhodnì.
Osobnì se domnívám, ¾e nejde o skuteènou demokracii. Demokracie znamená dát
ka¾dému, co potøebuje a dovést ho tak vysoko, jak jen mù¾e. Ne v¹ichni jsou v¹ak
schopni dosáhnout stejné úrovnì ve stejnou chvíli. Rùzní lidé mají rùzné sklony èi
rozdílný talent, a proto není rozumné, aby v¹ichni absolvovali stejný program, a to
ani bìhem základní ¹koly. Myslím, ¾e to, co teï povídám, mù¾e být dùle¾ité i pro vás,
proto¾e jednou mù¾ete stát pøed podobným problémem: V souladu s po¾adavky stále
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vìt¹ího poètu lidí se mnoho støedo¹kolských uèitelù sna¾í, pøesto¾e to není o�ciálnì
povoleno, utvoøit zvlá¹» tøídy ze studentù lep¹ích a zvlá¹» z tìch, jejich¾ vývoj není
tak rychlý èi kteøí mají odli¹né zájmy. Tato rùznost zájmù je pochopitelná : Do lycejí
pøicházejí i lidé z venkova nebo ti, jejich¾ rodièe jsou dìlníci, a prostøedí takových
domácností pøirozenì není naklonìno abstraktnímu studiu. Ideálem takových rodin je
dobré technické vzdìlání a tímto názorem jsou chlapci a dìvèata èasto silnì ovlivnìni,
pøesto¾e se sna¾íme je usmìrnit.

Vydejme se teï na univerzitu. Univerzitní studium matematiky se dìlí do tøí stupòù.
První stupeò je dvouletý; mù¾eme mu øíkat pøípravný stupeò. Hlavní náplní studia je
pokroèilej¹í kalkulus vèetnì diferenciálních rovnic, integrování (nikoli lebesgueovského,
ale napø. riemannovského), nìjaké algebry, vektorových prostorù koneèné dimenze : : :
Následuje stupeò druhý, který mù¾e trvat jeden nebo dva roky. Absolventi jednole-
tého druhého stupnì obdr¾í pøíslu¹ný diplom, na jeho¾ základì u¾ mohou pracovat
napøíklad v prùmyslu, popøípadì jako uèitelé na coll�ege. Lep¹í studenti absolvují dva
roky druhého stupnì, ve kterých dochází k tzv. atomizaci studia: studijní program
je rozdìlen do men¹ích úsekù. Jde napø. o kurs integrování, kurs algebry, topologie
atd. Základy matematiky jsou tak rozdìleny do 6 jednotek, z nich¾ ti nejlep¹í studenti
absolvují bìhem dvou let druhého stupnì 4 nebo 5. Opravdu dobøí studenti dosahují
v tomto dvouletí slu¹ných výsledkù. Hor¹í je to s tìmi, kteøí nejsou pøíli¹ motivováni.

Podle mého názoru je tento systém atomizace ¹patný. Proè to tvrdím? Vezmìme si
napøíklad obecnou topologii (co¾ zahrnuje i vektorové prostory a operátory na Bana-
chovì prostoru). Studenti, kteøí studují tento úsek, dìlají to bez jakékoli souvislosti se
zbytkem analýzy, nebo» tento zbytek analýzy neznají. Toté¾ se týká v¹ech ostatních
jednotek. Na konci ka¾dé jednotky, která trvá jeden semestr, je zkou¹ka. Po ní je
mo¾no látku zapomenout. Student tedy pøijímá matematiku jako kdy¾ se maluje obraz,
který sestává z jednotlivých detailù. Celek vynikne a¾ pøi pohledu z jisté vzdálenosti.
Nevím, zdali je tento pøístup vhodný pro lidský mozek. Myslím, ¾e výsledky nejsou
dobré; studenti nevidí matematiku jako celek, netu¹í, proè se co zavádí, proè se vìci
dìlají právì takto a jaké jsou aplikace. Uveïme napøíklad vìtu Hahnovu-Banachovu.
Lze ji pøednést velmi brzo, proto¾e její dùkaz je lehký. Pøednesete-li ji ale døív, ne¾ ji
studenti skuteènì potøebují, nauèí se své poznámky k dùkazu a co dál? Máte k dispozici
krásnou vìtu, ale pokud ji nezaènete hned k nìèemu pou¾ívat, studenti jí neporozumí
a nepochopí, proè je taková vìta nutná.

Systém atomizace je velmi tì¾ké opustit, líbí se toti¾ jak studentùm, pro které
pøedmìt konèí hned po absolvování zkou¹ky, tak profesorùm: ti toti¾ pøedná¹ejí svoji
specializaci, co¾ od nich nevy¾aduje tolik pøípravy; mohou dva èi tøi roky pøedná¹et
toté¾. Tak¾e pokud jste tento systém nezavedli, nedìlejte to.

Pokud jde o mne, myslím si, ¾e by bylo lep¹í vrátit se k systému, kdy napø. velká
èást analýzy je pøednesena jedním profesorem vcelku. Odrá¾í to pøirozený vývoj èástí
analýzy i zpùsob, jakým se lidé uèí.

Tøetí stupeò univerzitního studia je zaèátkem výzkumné èinnosti. Nemyslím tím
skuteèný výzkum, ale to, ¾e pøedná¹ky jsou specializované a na vysoké úrovni. Pøedná¹í
se napøíklad Lebesgueùv integrál a jeho aplikace na Fourierovy øady a Fourierovu
transformaci atd. V prùbìhu tøetího stupnì musí studenti udìlat dvì zkou¹ky a napsat
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práci, asi tak deset èi dvacet stran. Nejde samozøejmì je¹tì o Ph.D., jde o to nìco
samostatnì sepsat a pak to ústnì vysvìtlit a obhájit. Tyto dvì vìci, tedy umìní psát
a umìní mluvit, patøí rovnì¾ k tomu, co by se studenti mìli bìhem tøetího stupnì
nauèit. Není to tak jednoduché, jak by si nìkdo mohl myslet. Umìt vysvìtlit vìc tak,
aby byla pochopitelná, je velmi tì¾ké. Nìkteøí studenti jsou docela dobøí, mají-li nìco
nastudovat èi pøeèíst, ale bìda kdy¾ dojde k tomu, aby nìco vysvìtlili. Sami toti¾ nikdy
nemluvili. Na pøedná¹kách obyèejnì mluví profesor sám a studenty ke slovu nepustí.
Má to svùj dùvod: je toti¾ obtí¾né poslouchat v interpretaci zaèáteèníka nìco, co sami
velmi dobøe znáte. Tak¾e mohu dát studentùm jednu radu: kdy¾ budete mluvit pøed
svým profesorem, sna¾te se být dobøe pøipraveni, aby vá¹ pedagog pøíli¹ netrpìl.

I psát je ov¹em velmi obtí¾né. Prezentovat výsledek, sdìlit, proè dìlám to èi ono,
zdùraznit závìry: : : Je to jisté umìní. Nesouhlasím napøíklad úplnì se zpùsobem práce
bourbakistù. Styl bourbakistù mù¾e být pøijatelný pro jisté èásti matematiky, ne v¹ak
pro v¹echny.

Podívejme se nyní na postgraduální studium, krátce Ph.D. Pøed nìkolika lety bylo
ve Francii dvojí Ph.D.: jedno bylo souèástí tøetího stupnì univerzitního studia a dal¹í,
tzv. státní, souviselo s napsáním disertaèní práce. Pokud se student rozhodl pro
þtøetistupníÿ Ph.D., musel s ním být hotov bìhem roku èi dvou. V tom pøípadì trval
tøetí stupeò tøi roky. Téma Ph.D. zadával vìt¹inou profesor, ale vyskytli se i studenti,
které u¾ v dobì studia zaujal jistý problém a vybrali si téma sami. To se stávalo
zøídka, ale napøíklad Alain Connes, pozdìj¹í nositel Fieldsovy medaile, patøil k tìmto
výjimeèným pøípadùm.

Státní Ph.D. bývalo na velmi vysoké úrovni, mo¾no øíci, ¾e nejvy¹¹í na svìtì, vy¹¹í
ne¾ v USA èi v Nìmecku. Trvalo v¹ak velmi dlouho, co¾ bylo nevýhodné. Mìli jsme pak
málo studentù napø. z USA, nebo» þtøetistupníÿ Ph.D. nemìlo v USA pøíli¹nou váhu
a zùstat zde dal¹ích pìt let, potøebných k absolvování státního Ph.D., studenti nechtìli.
V souèasnosti u¾ ono þtøetistupníÿ Ph.D. nemáme a øádné postgraduální studium trvá
po absolvování univerzity asi tøi roky. Je zhruba na úrovni USA a obecnì opìt na téma
navr¾ené profesorem.

No a co dál? Má-li nìkdo Ph.D., mù¾e se stát asistentem na univerzitì. Nebo také
jít do prùmyslu a vydìlávat dvakrát tolik. Èi mù¾e dìlat základní výzkum. Odborný
pracovník se (pokud publikuje nìkolik èlánkù dobré kvality v mezinárodnì uznávaných
èasopisech) mù¾e habilitovat a stane se vedoucím pracovníkem. To se dìje tak pìt
(èi více) let po získání Ph.D.

Tolik tedy úvodem.

Malou poznámku ne¾ zaène diskuse. Na¹e setkání je pomìrnì výjimeèné i tím, ¾e
je mezinárodní. Je zde samozøejmì profesor Choquet, ale je tu i úèastník ze SSSR,
z Polska a zahlédl jsem tu i nìkoho ze ©védska. Rovnì¾ je výjimeèné proto, ¾e profesor
Choquet nám donesl kávu a èaj. Bavili jsme se rovnì¾ o koòaku, ale já jsem navrhl
odlo¾it koòak na pozdìj¹í dobu. Tak¾e máme jen èaj a kávu.
Nejsem pøedsedajícím v ¾ádném smyslu tohoto slova, tak¾e se mù¾ete ptát sami.
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Odpovìdi na otázky

Otázka (studenti, pracovníci fakulty, hosté): Pokud jsem dobøe porozumìl, jsou coll�ege
a univerzita ve Francii rozdílné instituce.

Odpovìï (prof. Choquet): To, èemu øíkáme coll�ege není toté¾ jako college v USA, je
to ¹kola, kam se chodí ve vìku od jedenácti do patnácti let.

Aha, tak¾e nejprve coll�ege, potom lyceum a pak univerzita.

Ano.

A bakaláø se dìlá: : :

Na konci lycea.

Tak¾e je tomu jinak ne¾ v anglosaských zemích.

Ano: : : Støední vzdìlání je rozdìleno do dvou stupòù: coll�ege a lycée. Já osobnì nemám
rád toto dìlení. Vede toti¾ mimo jiné k tomu, ¾e coll�ege a lycée mají samostatné
budovy. A jakmile mají dvì ¹koly ka¾dá svou budovu, lidé, kteøí v nich uèí, rovnì¾
nejsou tití¾. Za mých dob jsme mìli coll�ege a lycée ve stejné budovì a profesory, kteøí
uèili na obou úrovních. Dokonce i nejlep¹í profesoøi obèas chtìli uèit ni¾¹í tøídy. Teï
to není mo¾né nebo to není tak jednoduché.

Sly¹ela jsem, ¾e studenti francouzských ¹kol nejsou známkováni, ale obdr¾í na konci
¹kolního roku jakýsi certi�kát o tom, na jaké jsou úrovni ve srovnání s jinými studenty
ve tøídì. Je to pravda?

Podívejte se, Francie je zemì demokracie. (Nìkdy a¾ nucené demokracie, ale to sem
nepatøí.) Demokracie øíká, ¾e v¹ichni lidé by si mìli být rovni. Proto¾e by si mìli
být rovni, nemìli by být známkováni. Kdy¾ jsem byl mladý, neexistovalo toto pojetí
demokracie, a tak jsme mívali na konci roku ceremonii, pøi které dostávali nejlep¹í
studenti knihy, diplomy atd. Ti nejlep¹í byli ¹»astní, ti hor¹í u¾ ménì, museli od rodièù
sná¹et výèitky jako: þProèpak jsi nepracoval tolik jako ostatní?ÿ

Teï u¾ nemáme ¾ádné známky a na konci roku se nerozdávají ¾ádné knihy. Nìjak
se to musí vyøe¹it. Myslím si, ¾e øe¹ení je v oceòování rozdílných zásluh. Víte, idea
známkování studentù vychází z mylné my¹lenky, ¾e v¹echny lidské bytosti mohou být
klasi�kovány, seøazeny jako dobøe uspoøádaná mno¾ina. Ale, jak víte, jsou i èásteènì
uspoøádané mno¾iny a jsou i extrémy, kdy ¾ádné dva prvky nelze srovnat. (Ale to je
jen extrém.)

Jsou jistì i studenti, kteøí ve v¹ech hodinách vypadají jako kdy¾ spí, dokonce i pøi
tìlocviku. Dùvody toho mohou být rùzné vèetnì rodinných. Ale kdy¾ vylouèíme takové
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patologické jevy, ka¾dý student má jisté zásluhy, které mohou být vhodnì ocenìny.
Tak¾e pokud nebudete mìøit v¹echny stejným metrem, mù¾ete uspokojit ka¾dého.
Jediné dokonalé mìøítko toti¾ neexistuje.

Ohlednì postupu z roèníku do roèníku: Na coll�ege, co¾ jsou ni¾¹í tøídy støední ¹koly,
bylo pøed nìkolika lety pravidlem, ¾e ¾ák postupoval z roèníku do roèníku víceménì
na pøání rodièù. Profesoøi sice mohli doporuèit, ¾e není vhodné, aby ten který student
postoupil do vy¹¹í tøídy, ale rodièe mìli poslední slovo. Nebylo to v poøádku. Pøedstavte
si, ¾e nìkdo nezvládl první roèník a pøesto postoupil do druhého, ten pak rovnì¾
nezvládl a takto nezvládl v¹echny roèníky coll�ege. A na konci ho èekala závìreèná
zkou¹ka. ®ádná jiná zkou¹ka mezi roèníky nebyla. Jen na konci studia. A pokud ji
nìkdo neudìlal ve ètyøech po sobì jdoucích letech, znamenalo to neabsolvování coll�ege.
Proè nìkteøí studium nezvládali? Nìkdy proto, ¾e jejich biologické dispozice nebo jejich
mentální vývoj neodpovídal pøesnì po¾adavkùm daného roèníku. A takový student by
nemìl postupovat dále. Pokud neuspìje v prvním roèníku, není nadìje, ¾e by uspìl ve
vy¹¹ím. V souèasnosti postupujeme takto : proto¾e opakovat roèník není psychologicky
vhodné, rozdìlí se ka¾dý neúspì¹nì zvládnutý roèník do dvou let. V tìchto rozdìlených
roènících se postupuje pomaleji, za rok se studenti nauèí jen polovinu programu pomocí
speciálních pedagogických metod. Pak postoupí do druhého roku tého¾ roèníku. Nìkdy
se stává, ¾e a¾ deset procent tìch, kteøí by jinak beznadìjnì propadali, postupnì
úspì¹nì projdou. Deset procent není mnoho, ale jakýsi výsledek to je. Nìkdy se nedìlí
rok do dvou, ale dva po sobì jdoucí roky do tøí let, v nich¾ se pak uèí je¹tì pomaleji
a pedagogiètìji. Takové experimenty dìlali napø. v Grenoblu a mìli s tím velký úspìch.

[ke studentùm] Vy jste univerzitní studenti? Ze kterého roèníku? Chtìli byste zmìnit
nìco v organizaci uèení? To není kritika systému, jen organizace. Organizace se mù¾e
v¾dy kritizovat.

Faktem je, ¾e se organizace ji¾ mìní. Byla nám dána jakási svoboda ve výbìru
pøedmìtù, myslím, ¾e by to mohlo pokraèovat.

Vy jste pøed chvílí naznaèil, ¾e ten systém dìlení studia na volitelné pøedmìty ve
Francii nefunguje moc efektivnì. Já si myslím, ¾e i kdy¾ máte zcela �xovaný sylabus
toho, co by studenti mìli studovat od prvního do pátého roèníku, stále to je¹tì nemusí
fungovat. Napø. ve tøetím roèníku se tady pou¾ívají vìci nejen z roèníku druhého, ale
i z roèníku prvního, které u¾ studenti vìt¹inou zapomnìli a v¹echno zále¾í na tom, zda
student najde své poznámky z prvního roèníku. Myslím, ¾e systém, ve kterém studenti
mají spousty svobody ve výbìru sice není dokonalý, ale silnì pochybuji o tom, ¾e nìjaký
takový systém existuje.

Ov¹em¾e neexistuje ideální systém. I kdyby se ka¾dý uèitel staral jen o jednoho
studenta, nemù¾e pøedem znát jeho skryté mo¾nosti. Myslím si, ¾e vzdìlání by mìlo
pøipustit rùzné orientace. Na na¹ich støedních ¹kolách a ani na univerzitách tomu tak
není.
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Vezmìme to takhle: kdy¾ jsem byl mladý, nav¹tìvovalo støední ¹kolu jen velmi málo
studentù. Z na¹í vesnice jen dva: já a moje sestra. Dva z tisíce. Neøíkám, ¾e tehdy
chodily na støední ¹kolu jen dìti bohatých rodièù, to nebyla nutná podmínka. Byly
to v¹ak dìti, které pocházely z jisté intelektuální atmosféry, byly schopny hovoøit,
ovládali francouz¹tinu skuteènì dobøe.

Teï je to jiné: na støední ¹kolu jdou v¹echny dìti, a tak se na ni dostanou i studenti,
kteøí uèitele nechápou, proto¾e nerozumí tomu, co øíká. Ve Francii opou¹tí základní
¹kolu asi 20% dìtí, kterým my øíkáme þiliterálníÿ. Znamená to, ¾e jsou schopny èíst
v¹echna písmena, ale stojí je to takové úsilí, ¾e ne¾ doètou odstavec, zapomenou,
o èem byl. Je to nìco jiného ne¾ analfabet. Analfabet je zcela neschopen èíst, procento
takových je velmi nízké.

A ¹kola musí být schopna poskytnout odli¹ným typùm dìtí odli¹ný pøístup. Ve
star¹ím systému støedních ¹kol a univerzit byla látka pro v¹echny studenty takøka
stejná. Vesmìs pøeva¾ovala teorie. Nyní se na¹e ministerstvo vzdìlání (pøesto¾e dobøe
zná obtí¾e s tím spojené) sna¾í dìlat pøesnì toté¾ ne pro malé procento lidí, ale pro
procento témìø dvacetkrát vy¹¹í. Není to nejvhodnìj¹í øe¹ení. Podle mého názoru by
støední ¹kola mìla být organizována tak, ¾e témìø od samého zaèátku (nebo po roce
experimentu) by mìli studenti dostat mo¾nost výbìru rùzných smìrù. Já vidím alespoò
dva takové smìry: jeden, který odpovídá starému, klasickému stylu a který by mohl
obsahovat latinu, øeètinu, francouz¹tinu, nìco z kultury atd., a druhý | technický.
Ov¹em, i zde by mìlo být trochu teorie, ale jen nezbytnì nutné teorie. K porozumìní
vìci, techniky. Ve Francii tyto dva smìry pro støední ¹koly pomalu vyvíjíme, ne v¹ak
dostateènì rychle.

Co je pøeká¾kou? Tyto technické ¹koly se toti¾ pova¾ují za nìco podøadného. Máte
¾áka, který zcela zøejmì není schopen studovat klasický smìr vzdìlání, více by mu
vyhovoval smìr technický. To by v¹ak jeho rodièe nepøenesli pøes srdce, cítili by se
zahanbeni. Rovnì¾ kvalita uèitelù na tìchto ¹kolách není pøíli¹ vysoká, místo na takové
¹kole se toti¾ nepova¾uje za pøíli¹ dobré.

Na univerzitách je to víceménì podobné. Pøevládá vìtev víceménì klasicky teore-
tická a nemáme silnìj¹í smìr pro techniky, pro pøípravu in¾enýrù na vysoké úrovni.
Francie potøebuje asi dvojnásobek in¾enýrù, ne¾ má nyní. Máme samozøejmì ¹koly
pro in¾enýry, jako je École Polytechnique a máme i mnoho velmi dobrých technických
¹kol, ale tento poèet stále nedostaèuje. Jediná mo¾nost jsou univerzity.

Vá¹ systém vùbec neznám, tak¾e nemohu srovnávat.

Je ve Francii dostatek matematikù?

Ano i ne. Na støedních ¹kolách schází deset tisíc uèitelù matematiky, tak¾e je spousta
tøíd, které musely být slouèeny. Dùvod je tento: Kdo úspì¹nì dokonèí tøetí roèník
univerzity, mù¾e zaèít pracovat a prùmysl i soukromé �rmy nabízejí a¾ dvojnásobný
výdìlek, ne¾ by mìli èerství absolventi jako uèitelé matematiky. U vás, jak mi bylo
øeèeno, tento problém není. Ale dojde-li i zde k liberalizaci prùmyslu a k uvolnìní
mezd, mù¾e i u vás tento problém vyvstat. Ve Francii obecnì existuje velký rozdíl
mezi výplatami uèitelù, a» u¾ uèí kdekoli, a výplatami v prùmyslu. Tak¾e to je první

130



èást odpovìdi: ne, nemáme dostatek uèitelù, kteøí by uèili matematiku na støedních
¹kolách.

Na univerzitách jsme mìli pøed deseti lety mo¾ná a¾ pøíli¹ mnoho matematikù.
Ka¾dý rok byl vydáván o�ciální seznam absolventù Ph.D., kteøí èekali na pedagogické
místo na univerzitì. Bývala jich stovka a byli velmi dobøí.

V souèasné dobì je tomu jinak. Pokud se zajdete podívat na pøedná¹ku tøetího
cyklu, zjistíte, ¾e jen tøetina posluchaèù jsou Francouzi. Zbylé dvì tøetiny jsou cizinci.
S postgraduálním studiem je to podobné. A cizinci | jde vìt¹inou o lidi ze severní
Afriky nebo Vietnamu | se po skonèení studia vìt¹inou vracejí domù. Myslím, ¾e by
se mìly zlep¹it pracovní podmínky a platy na univerzitách (aèkoli jsou pomìrnì dobré,
i kdy¾ ne tak dobré jako v USA). Pak nastane pøíliv velmi dobrých lidí.

Francie mìla tradiènì dobré matematiky. Není tomu tak proto, ¾e by Francouzi byli
nìjak lep¹í ne¾ ostatní. Dùvod je ten, ¾e u¾ od støední ¹koly se u nás uèí pomìrnì hodnì
matematiky a rovnì¾ je tradicí, ¾e i profesionální matematici se z velké èásti podílejí
na koncepci výuky støedních ¹kol. V USA se toto nedìje, a to je jeden z dùvodù,
proè mají støední ¹koly v USA tak nízkou úroveò. Jednu z nejni¾¹ích na svìtì. Úèast
univerzitních uèitelù na výuce ve støedních ¹kolách je podle mne extrémnì dùle¾itá.
Napøíklad i Lebesgue nebo Borel se velmi zajímali o výuku na støední ¹kole a napsali
knihy pro støední ¹koly. I mnoho mých vrstevníkù se zúèastnilo kongresù o výuce na
støedních ¹kolách atd. Ve støední Evropì je to tradice. Myslím, ¾e i tady je tomu tak.
Je to jeden z dùvodù, proè støední Evropa má støední ¹koly na tak vysoké úrovni.

Pro mnoho na¹ich aspirantù je velkou pøeká¾kou studia ve Francii jazyk. Podle
jakýchsi pøedpisù musí ka¾dý ovládat slu¹nì francouz¹tinu, aby se mohl stát postgra-
duálním studentem. Je to skuteènì nutné?

Ne, neexistuje ¾ádná pøeká¾ka, není na to zákon.

Tak¾e je mo¾no se stát postgraduálním studentem bez znalosti jazyka?

Ano. Snad jen s výjimkou Èíny. S Èínou máme ¹iroké kontakty a proto¾e èín¹tina je
dost odli¹ná od na¹í øeèi, má na¹e vláda s èínskou vládou dohodu, ¾e Èíòané, kteøí
chtìjí u nás studovat, se nejprve uèí francouzsky v Èínì a po pøíjezdu do Francie musí
je¹tì absolvovat speciální jednoletou jazykovou pøípravku.

A Èe¹i nepatøí do této kategorie?

Ne, ne. Kromì toho, kdokoli na univerzitì rozumí anglicky. A pokud po¹lete dobrého
studenta, bude u nás v¾dy vítán.

Jen malou poznámku. Mo¾ná se situace ji¾ zmìnila, ale kdy¾ jsem se asi pøed 16 lety
ucházel o stipendium ve Francii, musel jsem jít na francouzskou ambasádu a pøedvést,
¾e jsem schopen se dohovoøit alespoò trochu francouzsky. Byla to jedna z podmínek
obdr¾ení stipendia.
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Samozøejmì, jakmile chcete po nìkom peníze: : : To pak jste zamìstnanec a zamìst-
navatelem je stát. A stát chce jisté záruky. Mo¾ná, ¾e se to zmìní ve dvou, tøech
letech, pak bude patrnì staèit mluvit francouzsky nebo anglicky. Ale nyní, kdy¾
¾ádáte o stipendia, musíte mluvit francouzsky. Samozøejmì, jste-li dostateènì bohatý
a pøijedete do Francie s vlastními penìzi, mù¾ete mluvit, jakou øeèí chcete.

V analýze existuje vìta Lebesgueova-Radonova-Nikodymova. Sly¹el jsem, ¾e jste se
osobnì setkal se v¹emi tøemi tìmito matematiky.

Ano. Lebesguea jsem potkal jen jednou. Kdy¾ jsem zaèínal s matematikou, tou¾il
jsem Lebesguea spatøit. Za¹el jsem na jeho pøedná¹ku do Coll�ege de France. Asi za
rok nato pak Lebesgue zemøel, byl u¾ tehdy velmi nemocný. Mohu vám øíct, jakým
zpùsobem pøedná¹el: v prùbìhu prázdnin si rozmyslel téma a pøi procházkách si dìlal
poznámky do deníèkù. Tìch popsal nìkolik, mìl je oèíslované 1, 2, 3, : : : Pak pøi¹el
do posluchárny s jedním z nich, zaèal v nìm listovat a nìkdy nemohl najít správnou
stranu. Napsal vìtu a pak nemohl najít dùkaz, který mezitím zapomnìl. Nìkdy bylo
tì¾ké mu porozumìt. Nicménì, byl to skvìlý èlovìk. Ale na to jsem pøi¹el a¾ pozdìji.
Vydal jsem kompletní Lebesgueovo dílo a mìl jsem díky jeho synovi mo¾nost èíst jeho
korespondenci s ostatními kolegy, co¾ bylo mimoøádnì zajímavé.

A teï anekdotu o Radonovi. Bylo to v Rakousku, v Salzburgu èi ve Vídni, u¾
si nepamatuji. Mìl jsem tam pøedná¹ku a nìkolikrát jsem se zmínil o Radonových
mírách. Na konci pøedná¹ky mìli posluchaèi poznámky a komentáøe a jeden z nich mi
øekl, ¾e je rád, ¾e jsem mluvil o Radonových mírách, proto¾e si u¾ myslel, ¾e se na
nì zapomíná. þNe, ne,ÿ øekl jsem, þto je velice dùle¾itý pojem, zejména pro studium
lokálnì kompaktních prostorù. A jaké je va¹e jméno, prosím?ÿ þJá jsem Radon,ÿ øekl.

A teï o Nikodymovi. Kdy¾ jsem byl v Polsku, byl jsem v Krakovì. Nikodym a jeho
¾ena bydleli v Krakovì. Nikodym mluvil velmi dobøe francouzsky a jeho ¾ena také.
Vùbec v¹ichni tamìj¹í matematikové mluvili perfektnì francouzsky. Po mém pøíjezdu
se Nikodym o mne staral, øekl mi: þNezkou¹ejte se uèit polsky, nemá to cenu.ÿ Není
to pravda, umím øíct polsky þdìkujiÿ. A þna shledanouÿ : : : (Tím ov¹em nemyslím,
abychom se u¾ teï louèili.)

Otto Nikodym byl skvìlý èlovìk, o 26 let star¹í ne¾ já. Zajímal se o teorii míry,
hlavnì o abstraktní pøístup k míøe. Nemìl rád Radonùv pøístup, míry na topologickém
prostoru, dával pøednost abstraktnímu pøístupu; vìty, které dokázal, jsou slavné.

Bavil se o tom nìkdy s profesorem Dieudonné, který je znám svým striktním pøí-
stupem k abstraktním mírám?

Ne, proto¾e se nikdy nedostal do Paøí¾e. Z Polska ode¹el do Londýna a potom do USA,
na jednu malou, tichou univerzitu v Ohiu a tam se usadil.

Znají ti mladí tady Dieudonného? Asi ne. A bourbakisty? Znáte je? Pou¾íváte jejich
knihy? Pøedpokládám, ¾e studujete hlavnì z èeských knih.

Myslím, ¾e Bourbaki nebyl vydán v Èeskoslovensku, mám jen dvì èi tøi knihy,
zakoupené v Rusku. Tady nejsou pøíli¹ roz¹íøené.
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Kdybych mìl radit mladým univerzitním studentùm (ale mù¾e se to hodit i maturan-
tùm), øekl bych jim: èíst je velmi dùle¾ité. Nejen poslouchat pøedná¹ky, ale i sám si
èíst | èlánky i knihy. Nikoli nutnì od zaèátku do konce, nìkdy mù¾e pøinést víc ètení
na pøeskáèku. Sledovat, co øíká autor od A a¾ do Z nemusí být toti¾ nejlep¹í. Kdy¾
chcete oponovat, co¾ je jeden z dobrých zpùsobù, jak se uèit, musíte mít jiný úhel
pohledu a ten mù¾ete získat ètením v jiném poøadí, ne¾ v jakém byla kniha psána.

Jak moc se musí profesor na univerzitì øídit nìjakým programem?

V USA, hlavnì v prvních roènících vysoké ¹koly, jsou pøedná¹ky èíslovány. Má-li kurs
èíslo 923, ví student pøesnì, kde je sepsán a mù¾e si ho vyhledat. Tak¾e profesor èi
docent musí pøesnì sledovat psanou verzi. I kdyby byl génius a mìl originální nápady.
Ve Francii tomu tak nikdy nebylo. Jestli¾e profesor uèí napø. obecnou topologii, nemusí
uèit podle ¾ádné knihy. Mù¾e uèit, co chce. Samozøejmì, nemìl by pøedná¹et tøeba
topologické grupy s diskrétní topologií místo obecné topologie, to by nebylo fér. Musí
pøedná¹et obecnou topologii, ale zpùsobem, který si sám zvolí. To je jedna z vìcí, která
se mi na na¹em systému líbí, ¾e tento systém pøipou¹tí úplnou svobodu volby.

Toté¾ ve výbìru cvièení. Ve Francii nevede cvièení profesor, na to je spousta asi-
stentù. První roèník paøí¾ské univerzity má 200 studentù a na cvièení je vyèlenìno
øeknìme 10 asistentù. Tito asistenti se ka¾dý týden setkávají s profesorem, který
jim poví, jak je daleko a co by se mìlo cvièit. Asistenti, kteøí nemusí být nutnì na
nejvy¹¹í úrovni, musí pøipravit cvièení a dát je profesorovi k schválení. Pøed tøídu pak
pøedstupují asistenti. Ka¾dý asistent má tedy asi 20 studentù, které cvièí. V principu
by ka¾dý asistent mìl ka¾dý týden dávat úlohu. Je to jako pøed 40 lety, úlohy byly
ka¾dý týden. Dnes v¹ak se rozmáhá syndikalismus tvrdící, ¾e postaèí jedna úloha za
14 dnù.

Byl jste èlenem skupiny Bourbaki?

Ne, ne.

Je skupina stále aktivní?

Ano. Skupinu Bourbaki zformovalo kdysi 6 mladých matematikù (dnes jsou stále
mladí, ale u¾ to nejsou tití¾ lidé). Zakladatelé skupiny byli velmi mladí, mìli tehdy
kolem 25{30 let. Jejich cílem bylo pùvodnì zlep¹it existující systém knih diferenciálního
a integrálního poètu a postavit je na solidní základ. Mnohokrát se se¹li a prodisku-
továvali to. A zjistili, ¾e kdy¾ chcete napøíklad vysvìtlit od základù vìtu Bolzanovu-
Weierstrassovu, dojdete a¾ k teorii mno¾in. Ale zaènete-li od teorie mno¾in, musíte
mluvit i o obecné topologii atd. Stanovili si tedy mnohaletý plán, který zahrnoval
napsání knih o algebøe, obecné topologii, vektorových prostorech: : :

Jakmile nìkdo dosáhne padesáti let, musí tuto skupinu opustit. Co¾ znamená, ¾e ji¾
nemù¾e spolupracovat, úèastnit se diskusí a ústnì vyjadøovat své názory. Mù¾e v¹ak
spolupracovat korespondenènì, po¹tou.
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Já jsem s nimi nespolupracoval. Jen dvakrát jsem se úèastnil radou. Ptali se mì
napøíklad, jak zavést kapacitu a integrální reprezentaci. Víceménì pak jednali podle mé
rady, ale ne zcela. Proto úplnì nesouhlasím s tím, jak integrální reprezentaci vykládají.
U¾ je v¹ak pøíli¹ pozdì napravit to.

Bourbakisté napsali mnoho knih, nevím, snad 20, vèetnì posledních svazkù o Lie-
ových grupách | to jsou velmi dobré knihy. Ale je spousta dal¹ích matematických
disciplín, o kterých se nezmínili, napø. teorie pravdìpodobnosti. Z mnoha dùvodù.

Jedním z nich byla od samého zaèátku i Dieudonného opozice vùèi abstraktní teorii
míry (míry bez topologického kontextu): Dieudonné trval na tom, ¾e v dùle¾itých
pøípadech prostory stejnì mají topologii. Tvrdil, ¾e kdy¾ vezmete mno¾inu s mírou,
mù¾ete na ni v¾dycky zavést topologii, pøi které to bude Radonova míra. Nìkteøí
èlenové skupiny oponovali: na mno¾inì existuje libovolnì mnoho mìr. Ale: uva¾ujeme-
-li jen ty míry, které mohou být na mno¾inì vytvoøeny, je to v koneèném èase jen
koneènì mnoho mìr. Mìjme tedy mno¾inu s koneènì mnoha mírami. Pak je v¾dycky
mo¾né kompakti�kovat onu mno¾inu tak, ¾e v¹echny míry budou Radonovy. Proto
staèí uva¾ovat jen Radonovy míry. Takové byly nìkteré jejich argumenty.

Bourbakistùm èinila potí¾e teorie pravdìpodobnosti a její po¾adavky takové svo-
body manipulace s mírou, ¾e topologie s tím nemá nic spoleèného. To byl jeden
z dùvodù, proè nepublikovali nic o pravdìpodobnosti. Bylo to taky proto, ¾e v jejich
týmu nebyl nikdo, kdo by pravdìpodobnost dobøe znal. Po krátký èas byl èlenem Paul
André Meyer, velmi dobrý znalec pravdìpodobnosti, který napsal jednu z hezkých
knih | o cylindrických mírách. Meyer byl v¹ak ve skupinì jen krátce, tak¾e ¾ádnou
samostatnou knihu o pravdìpodobnosti bourbakisté nenapsali.

Je tomu ov¹em taky proto, ¾e si záhy uvìdomili, ¾e svìt matematiky je natolik
¹iroký, speciálnì v poslední dobì, ¾e poèet knih, které by mìly být napsány a poèet
vìcí, které je tøeba vysvìtlit, roste exponenciálnì; poèet publikovaných knih roste v¹ak
jen lineárnì. Rozhodli se tedy vydávat jen knihy, které zajímají vìt¹inu èlenù jejich
skupiny. Stále je¹tì pracují, ale jen na vìcech, které je zajímají. Mezi jejich knihami
rovnì¾ nenajdete knihy o teoriích, které jsou u¾ dobøe zpracovány, jako je teorie grafù,
teorie her atd.

Mám otázku jiného typu. Zdá se mi, ¾e pro vás osobnì byla geometrická intuice
velmi dùle¾itá ve va¹í práci. Mám pravdu?

Ano, jistì. Moje práce je zalo¾ena na intuici. Jsem básník. Práce mého mozku, kdy¾
nìco vymý¹lím èi dìlám matematiku, je podobná práci básníka èi malíøe. To jest vidím
vìci, jejich geometrickou podstatu. Napøíklad jsem schopen si pøedstavit konvexní
kompaktní mno¾inu nekoneèné dimenze. Místo toho, abych postupoval rigoróznì krok
za krokem (co¾ je pochopitelnì mo¾né), dìlám místo toho velké kroky; sice nepøíli¹
bezpeèné, ale jsem tak schopen velmi rychle dosáhnout cíle. Pak se vrátím a dívám
se, zda v¹echny ty velké kroky byly v poøádku.

Znáte nìjakého významného matematika, který takto nepostupuje?
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Aha, vy si myslíte, ¾e v¹ichni matematici musí pracovat tímto zpùsobem. To není
pravda, ale hodnì z nich tak pracuje. Já napøíklad vidím jednotlivé kroky jako velké
skály v údolí. Tak¾e já vidím vìci, jejich geometrickou podobu.

Èasto jsem se ptal algebraikù, jak oni pracují. Oni vidí struktury. Mù¾ete tomu taky
øíkat geometrický styl.

Co si myslíte o nestandardní analýze jako matematické disciplínì na stranì jedné
a na druhé stranì jako o prostøedku výuky elementární analýzy? V USA probìhly expe-
rimenty, o kterých urèitì víte, pøi kterých po elementární logice pøe¹li pøes nekoneènì
malé pøímo ke kalkulu.

To je mnoho otázek najednou, pokusím se je zodpovìdìt. Je tu nìkdo, kdo neví, co to je
nestandardní analýza? U¾ Aristoteles èi Platón hovoøili o nekoneènì malých velièinách,
ale také o diskrétním a spojitém. V nestandardní analýze jsou reálná èísla, která jsou
nekoneènì velká a pøitom koneèná, a také reálná èísla nekoneènì malá. A axiómy. Jako
pøíklad typického axiómu nestandardní analýzy lze uvést tento: Kdy¾ " je nekoneènì
malé, v¹echna èísla men¹í ne¾ " jsou rovnì¾ nekoneènì malá.

Dnes existují mnohem jednodu¹¹í axiomatiky ne¾ ty pùvodní, jsou slab¹í, ale jed-
nodu¹¹í. Napøíklad na konferenci þSpojité a diskrétníÿ byla navr¾ena tato koncepce:
Vezmìme reálná èísla a zaveïme na nich kvalitativní vlastnost omezenosti. Øíkejme
tedy napøíklad: þa je omezenéÿ. Aby to bylo smysluplné, budeme mít axióm, který øíká:
existují èísla, která nejsou omezená. Bylo by toti¾ zvlá¹tní, kdybychom po¾adovali, aby
v¹echna èísla byla omezená. Druhý axióm je: Je-li a omezené a jbj < jaj, je i b omezené.
To je zcela pøirozené. A tøetí axióm: Jsou-li a i b omezená, je i a+ b a ab omezené. To
je v¹echno. A staèí to k tomu, abyste dospìli k pøekrásným závìrùm. Je to axiomatika,
která je mnohem slab¹í ne¾ pùvodní axiomatika Nelsonova. Není v rozporu s axiómy
teorie mno¾in, a proto je mo¾né tyto skvìlé vìci uva¾ovat.

Teï k mému názoru. Patøil jsem k prvním matematikùm ve Francii, kteøí pod-
porovali rozvoj nestandardní analýzy. Mnoho matematikù ji tehdy odmítalo. Dnes ji
studuje hodnì lidí, tøeba ve Strasbourgu. To, co tam studují, je zalo¾eno na podobném
axiómu, jako jsem tu popisoval: Kdy¾ si vezmu pøirozená èísla 0, 1, 2, 3, 4, : : : (nazvìme
je þnaivní èíslaÿ), pak jediný axióm øíká: tato naivní èísla nevyèerpají mno¾inu v¹ech
pøirozených èísel. Tedy: existují pøirozená èísla, která nejsou naivní.

Myslím si, ¾e to má matematickou budoucnost. Vyskytly se u¾ i jakési aplikace
na parciální diferenciální rovnice. Velièiny, které fyzici pova¾ují za malé, resp. velké,
se reprezentují nekoneènì malými, resp. velkými a zacházíte s nimi podle normálních
algebraických pravidel. Má to tedy jistou budoucnost, ale abychom to zas nepøehánìli.
Já neberu nikdy nic moc dogmaticky.

Ohlednì uèení. Pøedstavte si, ¾e byste u¾ ¾ákùm základní ¹koly vyprávìli o neko-
neènì velkých a nekoneènì malých èíslech. Øekli by: Tak mi nìjaké uka¾te. Tak¾e
kdy¾ je uèíte nestandardní analýzu, by» s velmi slabou axiomatikou, neabsorbují to.
Nejsem si jist, zdali by se mìla nestandardní analýza vyuèovat. Asi ne døíve ne¾ na
univerzitách. Jsem proti tomu, aby se uèila u¾ na støedních ¹kolách.
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Opakem velmi abstraktního zpùsobu je velmi konkrétní zpùsob vyuèování. Pou¾íváte
napøíklad pøi vyuèování kalkulu software jako Mathematica, který usnadòuje manipu-
laci s výrazy? Mathematica napø. explicitnì integruje.

Já software nepou¾ívám, nepatøí zrovna k vìcem, které bych mìl rád. A ostatní?
Nemyslím, ¾e ho v Paøí¾i nìkdo u¾ívá. Ale mohlo by to být u¾iteèné.

Kdy¾ toti¾ rozumíme velmi dobøe tomu, co to je Lebesgueùv integrál, dospìjeme
k názoru, ¾e to je zøejmá vìc. Zajímavìj¹í je v¹ak toto: studenti (je-li tomu tady
stejnì jako ve Francii) napøíklad rozumìjí velmi dobøe obecné topologii. A mají ji
rádi. Ale lebesgueovské integraci, která není tak abstraktní, nerozumìjí. Mo¾ná, ¾e
pou¾ití softwaru by mohlo být u¾iteèné. Vy ho pou¾íváte?

Zatím ne.

Ale zkuste to. Jistì¾e.

Jaký je vá¹ názor na postavení matematické analýzy v souèasné matematice? Upøes-
ním to: Jste-li napøíklad na mezinárodní matematické konferenci a sledujete nositele
Fieldsových medailí, vidíte jasnì, které matematické disciplíny bývají odmìòovány.
Tì¾ko mezi nimi najdete funkcionální analýzu, pravdìpodobnost èi teorii míry a in-
tegrace atd. Je tedy pozice matematické analýzy hor¹í, ne¾ byla døíve, anebo tyto
mezinárodní kongresy nejsou typickým pøípadem?

Podívejte se, já si myslím, ¾e výbìr odpovídá slo¾ení komise. A jak je komise slo¾ena,
nevím.

Ale mou první domnìnku jste potvrdil, dìkuji.

Je pravda, ¾e se teï bouølivì rozvíjejí v¹echny obory, které pou¾ívají více èi ménì
algebraické struktury, diferencovatelné struktury èi variety a je¹tì více, pokud jde
o smìs tìchto disciplín s teorií grup. To je fakt. Ty v¹echny obory budou v¹ak stále
potøebovat analýzu a analýza je stále plná nádherných vìcí. Dìlejme tedy nadále
analýzu.

Ale co se týká Fieldsových medailí, máte pravdu, ¾e výbìr kandidátù je orientován
víceménì jedním smìrem. A i mimo nìj jsou velmi dobøí matematici.

Pokud se týká role abstrakce v analýze: Napøíklad ve tøicátých letech bylo popu-
lární mluvit o Banachových prostorech, pak se diskutovalo o topologických lineárních
prostorech a v ¹edesátých letech byla pozornost zamìøena na konkrétní vìci opìt v Ba-
nachových prostorech. Zpùsoby abstrakce se tedy èas od èasu mìní. Myslíte, ¾e je to
pøirozené ve smyslu, ¾e se to dá vysvìtlit, anebo je to otázka vkusu èi potøeb aplikace;
jaký je tedy vá¹ názor?

Smìry vývoje matematiky nejsou diktovány shora, volí si je lidé, kteøí tu kterou vìc
mají rádi. Jakmile se objeví skupina velmi dobrých matematikù, která se rozhodne
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mít ráda ten který obor, stane se tento obor dùle¾itým. Kdy¾ bourbakisté psali
knihu o topologických vektorových prostorech, uèinili na konci historickou poznámku,
která pravdìpodobnì pochází od Dieudonného, ¾e toti¾ do Banachových prostorù byly
vkládány jisté nadìje, ale teï se zdá, ¾e neskýtají nic smysluplného. To bylo napsáno
dávno, mo¾ná pøed 40 lety.

A vidíte: teorie Banachových prostorù nyní pro¾ívá explozi. Ve svìtì je mnoho
velmi dùle¾itých center pro výzkum Banachových prostorù. Pøed 20 lety byl centrem
Jeruzalém a Polsko, potom se centrum pøemístilo do Paøí¾e, co¾ se pochopitelnì mù¾e
opìt zmìnit. Banachovy prostory jsou teï velice dùle¾itou disciplínou. A aèkoli má
úzké propojení k mnoha jiným èástem analýzy, je dùle¾itá i proto, ¾e je to hezký
pøedmìt zkoumání. Koneckoncù, proè si myslíme, ¾e teorie èísel je dùle¾itá teorie?
Nemù¾ete øíci, ¾e díky aplikacím. To se zaèíná øíkat a¾ v poslední dobì. Ale v dobách
Hardyho? Myslím, ¾e to byl Hardy, který prohlásil, ¾e je hrdý na to, ¾e jeho obor, teorie
èísel, je obor, kde o ¾ádné vìtì nesly¹el, ¾e by mìla aplikaci. O dvacet let pozdìji se
ukázalo, ¾e nemìl pravdu. Teï se rozvíjí teorie Banachových prostorù a proè ji tedy
neuva¾ovat jako obor pro sebe, jako zajímavou disciplínu? Jako tomu bylo s teorií èísel
pøed nìjakým èasem.

Ale je fakt, ¾e napø. teorie diferencovatelných variet èi Lieových grup se bouølivì
rozvíjí díky fyzice. I kdy¾ Lieovy grupy, které se vyskytují v kvantové teorii, jsou velmi
speciální, potøebují obecnou teorii.

Obávám se, ¾e èas uhání.

Ano, tím jsem si jist. Ale zpovídaný není nikdy tak unavený jako zpovídající.

Budu nìco jako ®antovský: navrhuji poslední dvì èi tøi otázky. Nejsou? Chtìl bych
tedy podìkovat prof. Choquetovi a : : : toto je konec.

Z magnetofonové nahrávky besedy konané na katedøe matematické analýzy MFF UK v Praze
25.10.1990 pøepsal, pøelo¾il a upravil Mirko Rokyta.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro�cn��k 37 (1992), �c. 1, 30{42.
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Projev G. Choqueta v Karolinu



~,

Vaše Magnificence, spectabiles, vážení hosté, kolegové a prátelé,

nejprve bych vám chtel podekovat za prekrásný ceremoniál, který jste usporádali na
mou pocest v této nádherné historické budove. Dekuji rovnež za prátelské laudatio,
které proslovil dekan Matematicko-fyzikální fakulty Ivan Netuka.

Dnes mám príležitost vám sdelit, že muj zájem úcastnit se konferencí organizovaných
vaší skupinou matematické analýzy, at se konaly v Praze nebo uprostred zalesnených
kopcu na Pasekách ci v Koutech, pramenil nejenom z možnosti setkávat se s význam
nými kolegy, ale rovnež z touhy znovu pocitovat vrelé ceské prátelství.

Prahu jsem poprvé objevil v dávné minulosti, když jsem zde v kvetnu roku 1946 na
týden prerušil dlouhou cestu kodrcavým vlakem, jenž me pomalu unášel do Varšavy
a Krakova, kde jsem mel s polskými matematiky navázat styky zpretrhané válkou.
Praha, tehdy plná nadeje, si zacínala hojit rány. Setkal jsem se tu s geometrem Vác
lavem Hlavatým zabývajícím se teorií relativity, nikoliv však s topologem Eduardem
Cechem, jehož práce jsem znal.

Pozdeji, na konferenci usporádané na pocest nedávno zesnulého matematika Stefana
Banacha, na niž se sjelo do vVroclavi mnoho Poláku a Cechoslováku, jsem se seznámil
s vitálním a vtipným Vojtechem Jarníkem z Prahy. Díky jemu jsem se mnohem pozdeji
dozvedel z jeho knížky vydané ke dvoustému výrocí Bernarda Bolzana, narozeného
v Praze 5. ríjna 1781, že Bolzano,



známý všem našim studentum díky slavné Bolzano-Weierstrassove vete, predevším
nebyl Ital, dále že byl prvním objevitelem paradoxních príkladu, a také to, že tento
knez, casto pronásledovaný pro své pokrokové sociální myšlení, ale rovnež casto pod
porovaný, byl filozofem a vynikajícím logikem s velkou geometrickou intuicí.

Bolzanuv život dokazuje, že srdce Prahy již tehdy bilo ve stejném rytmu jako srdce
národu, jakými jsou Francie, Nemecko a Anglie. Ale to platilo i o 200 let dríve, kdy
Praha casto poskytovala azyl, jak tomu bylo napríklad u slavného dánského astronoma
Tycho Brahe, který se do Prahy uchýlil v roce 1600, aby zde pokracoval ve své práci.
Techto nekolik príkladu dobre dokresluje skutecnost, že ceské zeme po dlouhá staletí,
v dobrém i ve zlém, .mely své dvere široce otevreny do Evropy. Jednou obohatila
Evropa je, jindy tomu bylo obrácene .

Dovolte mi nyní nekolik osobních postrehu, které tento vzájemn5r prínos ilustrují.
V roce 1956 byl na École Normale Supérieure prijat vynikající mladý Cech Ivan
Kupka, jehož rodina se krátce predtím pristehovala do Paríže. Jeho spolužáci s Údivem
sledovali tohoto mimorádne nadaného studenta odjinud, který už pred prijetím na tuto
školu znal veškerá v té dobe vydaná díla Bourbakiho.

O deset let pozdeji jsem žive korespondoval se Zdenkem Frolíkem, jiným mladým Ce
chem, jehož práce navazovala na moji. K našemu prvnímu setkání došlo v breznu 1968
v Ríme na jedné mezinárodní konferenci, která Úspešne probehla vzdor studentským
nepokojum. Jednou odpoledne jsme s Frolíkem sedeli v rímské hospudce a hovorili o
matematice i o studentských nepokojích, když mi rekl: Vy ve Fl'ancii, na rozdíl od
nás, nevíte, co je opravdová svoboda. Rozhovor se odehrál jen nekolik mesícu pred
21. srpnem 1968.
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Tento krátký výcet uzavru jménem mladého a skvelého odborníka v matematické ana
lýze, který vystudoval v Cechách a jemuž jsem s potešením naslouchal na prednáškách
v Paríži nebo v Anglii. Jde o Davida Preisse, jehož odchodu do zahranicí rodná zeme
muže želet. Jeho práce však nadále budí úctu k ceské matematické škole.

Životaschopnost predstavitelll ceské matematické analýzy je uznávána mimo hranice
Ceské republiky ze zcela jiného duvodu. Prítomní matematici ten príbeh znají, ale rád
bych jej pripomenul.

Funkcionální analýza i teorie potenciálu se v bourlivých poválecných létech v Praze
prosazovala pomalu a postupne. Zdá se mi, že zahradníkem, jemuž se podarilo tuto
rostlinu v šedesátých letech úspešne naroubovat, byl profesor Jan .Marík, kter)' správne
pochopil plodotvornou úlohu teorie potenciálu, zrozené ve hvezdách s Newtonem,
Laplacem a Poincarém. Tento štep ve svých pravidelných seminárích systematicky
ošetroval Josef Král spolu s aktivním jádrem profesoru, které kolem sebe shromáždil:
Jaroslavem Lukešem, Jirím Veselým, Ivanem Netukou.

Z jejich iniciativy se rok co rok porádaly jarní a letní školy, které si záhy vydobyly
mezinárodní ohlas a pritahovaly renomované prednášející a vedce ze všech evropsk)'ch
i mimoevropských zemÍ.

Co je ale ona teorie potenciálu, o níž jsem se nekolikrát zmínil a jíž jsem venoval
valnou cást své badatelské cinnosti? Klícových slov, která nacházíme ve všech pracích
na toto téma, je mnoho a pro odborníky jsou velmi výmluvná: role ostr)'ch hrotu,
kondenzátor, kapacita, Faradayova klec, balayage (vymetání), rovnovážný stav, tok,
energie, evoluce atd. Bez matematické definice však tato slova mají nádech záhadnosti.
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Reknu tedy pouze, že atraktivitu teorie potenciálu lze vysvetlit stejne jako v prípade
jiné matematické teorie, která se nedávno stala populární díky di'1kazuvelké Fermatovy
vety, totiž teorie císel. V obou techto teoriích lze složité problémy formulovat v jed
noduchých, a tudíž fascinujících termínech a pritom rešení techto problémÚ vyžaduje
jak užití nástrojÚ známých, tak i vytvorení nástrojÚ a pojmÚ nových.

Naše teorie je zároven prubírským kamenem osvedcených nástrojÚ i vhodnou príleži
tostí k vytvárení nových a necekaných vztahÚ k jiným teoriím. Hust}· strom rozlicných
matematických disciplín takto košatí, pritom se ale zjednodušuje a stává se z nej strom
matematiky jediné.

Pokusil jsem se poodhalit závoj zakrývající pred zraky laikÚ trpelivou práci ry
tírÚ natolik oddaných této prekrásné teorii, že se po celý život venují nekteré nebo
nekterým z jejích metamorfóz: harmonické analýze, lineárním eliptickým rovnicím,
Dirichletovým prostorÚm, distribucím, kapacitám atd.

Rád bych svÚj proslov nyní ukoncil zmínkou o osobnosti cloveka, který me po svém
boku umožnil vstoupit do širokých alejí teorie potenciálu. Když jsem v roce 1947

dostal v Krakove nabídku stát se docentem v Grenoblu v blízkosti Marcela Brelota,
netušil jsem, že me trpelive zasvetí do nekterých svých matematických problémÚ,
jako je napríklad vyjasnení vztahu mezi vnitrní a vnejší kapacitou. Sám jsem o teorii
potenciálu vedel jen to, co me naucil prítel Jacques Deny v roce 1944 pri sepisování
spolecného clánku, ale Brelot umel b}Tttrpelivý.

Všichni odborníci na teorii potenciálu znají skvost zvaný Brelotovy harmonické
prostory, ale málokterý z nich poznal Brelota zblízka jako cloveka. Jeho skromnost,
obrovskou intelektuální poctivost, snahu z každého dostat to nejlepší, jeho odpor vÚci
kariérismu.

Patrí k lidem, jejichž povahu jsem nejvíce obdivoval.
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