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Uvod

Profesorovi G. Choquetovi bude dne 21. kvétna 2002 predan v Karolinu diplom
cestného doktora Univerzity Karlovy. Poslanim této publikace je pfi této prilezitosti
priblizit §irsi verejnosti tohoto vynikajictho francouzského matematika a Clovéka mi-
moradnych kvalit prostfednictvim jeho vzpominek, ndzort i svédectvi a také vykladem
alespon casti jeho rozsahlého matematického dila.

Informaci o osobnosti G. Choqueta poskytuje jednak ndvrh Matematicko-fyzikalni
fakulty na udéleni ¢estného doktoratu, jednak Choquetova vlastni charakteristika.
Daéle je uveden piehled vyznamnych predstaviteld matematiky, fyziky a informatiky,
jimz Univerzita Karlova udélila ¢estnou védeckou hodnost doktora véd na zakladé
navrhu Matematicko-fyzikalni fakulty. Nasleduje seznam publikaci G. Choqueta svéd-
¢ici o rozmanitosti a §iti jeho matematického dila. Ten zahrnuje pouze tdaje ziskané
z referativnich Casopisit Mathematical Reviews a Zentralblatt fiir Mathematik, tedy
nepostihuje rizné nepublikované staté ¢i referaty na seminafich. Siroky okruh ¢tenait
patrné zaujme text rozhovoru s G. Choquetem vénovaného jeho vzpominkam a na-
zorum. Dalsi dva prispévky jsou urceny spiSe matematikim a tykaji se dvou objevii,
které G. Choqueta celosvétové proslavily a zajistily mu trvalé misto v monografiich,
ucebnicich i historii matematiky 20.stoleti. Prvni z nich je vénovan Choquetové teorii
integralnich reprezentaci a jeji souvislosti s teorii potencidlu, druhy pfiblizuje slavnou
Choquetovu vétu o kapacitabilité.

V literature se jen velmi zfidka setkavame se svédectvim velkych matematiki o jejich
vlastni cesté k vyznamnym objevim. V tomto sméru je mimoradné cenny dalsi ¢lanek
o tajemstvich Choquetovy prace a jeho cesté k teorii kapacit. Tento text je napsin
pro Sirsi okruh ¢tenait, nejen pro matematiky. Podobny charakter ma i nasledujici
filozoficky ladény text Choquetovy prednasky o spojitém a diskrétnim jako dilezitych
tématech védeckého mysleni. Posledni dva prispévky zachycuji Choquetovy postiehy
o systémech studia, vzdéldvani a vyzkumu i jeho nazory na metody badatelské prace
a vychovu védeckych pracovnikii.

Pét z uvedenych prispévki je s laskavym svolenim redakce prevzato z casopisu
Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, pieklad predndsky o spojitém a diskrétnim
je zafazen se souhlasem autora.

Veérime, ze predkladana publikace bude priznivé prijata nejen jako vyraz naseho
blahoptani profesoru G. Choquetovi k udéleni ¢estného doktoratu, ale i jako snaha
poskytnout Sirsi verejnosti prilezitost k nahlédnuti do zivota a dila jednoho z nejvy-
znamnéjsich matematikt 20. stoleti.

Praha, kvéten 2002 Jaroslav Lukes, Ivan Netuka a Jifi Vesely






Navrh na udéleni
Cestného doktoratu Univerzity Karlovy

Prof. Gustave Choquet

Narozen 1. biezna 1915

Studium:
1934 — 1938 Ecole Normale Supérieure, Paiiz
1937 Agrégé de Mathématiques

Odborna draha:

1938 — 1939 stipendium Jane Eliza Proctor, Princeton, USA

1941 - 1946 stipendista CNRS

1946 Docteur es Sciences Mathématiques, Pariz

1946 — 1947 profesor v Institut Francais v Polsku

1947 — 1949 docent na Université de Grenoble

od 1949 docent, profesor na Université de Paris (Paris VI, Paris XI)
1960 — 1969 docent, profesor na Ecole Polytechnique, Paris

1976 ¢len Académie des Sciences, Pafiz

Védeckd cinnost :

Gustave Choquet je autorem vice nez 150 praci, 7 monografii a fady ucebnic. Patrné
konvexnich mnozin. Jejich dilezitost je zddraznéna tim, ze se staly standardnimi
partiemi v ucebnicich, monografiich a univerzitnich prednaskach matematiky po ce-
lém svété. Nechame-li stranou Choquetovy prace z redlnych a komplexnich funkci,
varia¢niho poctu, geometrie a jeji didaktiky, teorie grafi, teorie Cisel, teorie chaosu
¢i teorie dusevnich procesi pri tvirci praci, stdle mame podstatnou ¢ast jeho dila
pred sebou: teorie potencidlu (vlastnosti priméru pro harmonické a polyharmonické
funkce, Greenovy prostory, harmonické a polyharmonické polynomy, velikost mnoziny
bodt tenkosti, rozlozeni miry na polarnich mnozinach, existence jemného nosic¢e miry,
regularizujici mnoziny ireguldrnich bodd, potencialy obecnych jader, integral energie,
véty o konvergenci potenciélil, teorie vymetani atd.); funkcionalni analyza (cylindrické
a kdnické miry, adaptované prostory, reprezentace linedrnich forem atd.); teorie mnozin
(napt. konstrukce ultrafiltrti vyznacnych vlastnosti); teorie miry (napi. mnoziny pa-
radoxnich vlastnosti, Prochorovovy prostory); topologie (teorie konvergence, Baireovy
prostory, topologické hry, deskriptivni teorie mnozin atd.).



Védecka prace G. Choqueta byla ocenéna v letech 1945, 1951, 1956 a 1968 cenami
parizské Akademie véd, v roce 1976 byl G. Choquet zvolen fadnym ¢lenem této védecké
instituce. V roce 1966 byl poctén titulem Rytif Cestné legie.

Prof. Choquet je zndm jako prednésSejici par excellence. Vychoval desitky matema-
tikl, mnozi z nich se stali vynikajicimi mezindrodné uzndvanymi osobnostmi, svym
dilem ovlivnil stovky matematikt ve celém svété. Jeho jméno je spojeno s dvéma pro-
slulymi pafizskymi seminafi: Séminaire d’Initiation & I’Analyse a Séminaire de Théorie
du Potentiel. G. Choquet dlouhodobé vénuje pozornost otazkdm vyuky matematiky,
v letech 1950 —1962 byl predsedou Mezinarodni komise pro vyzkum a zkvalithovani
vyuky matematiky.

Zdavodnéni:

Profesor Gustave Choquet patii mezi nejvyznamnéjsi postavy povalecné svétové ma-
tematiky. Jeho objevy ovlivnily mimofddnym zptisobem rozvoj matematiky. Pojmy
nesouci jeho jméno, jako napt. Choquetova teorie, Choquetova kapacita, Choquettv
integral, Choquetova vlastnost jemné topologie, Choquetova hranice, Choquetova
mnozina, viha Choquetova typu, Brelot-Choquetova konvergenéni véta, Choquetovo
lemma a Choquettv simplex, se staly trvalym bohatstvim moderni matematiky.

G. Choquet navstivil Prahu poprvé v roce 1946; v sedmdesatych a osmdesatych
letech umoznil fadé matematikia svazanych s Univerzitou Karlovou putsobit v jeho
Equipe d’Analyse na Université Paris VI. Po roce 1989 doslo k dalsimu prohlou-
beni kontakti prof. Choqueta s Univerzitou Karlovou a s Prazskou skupinou teorie
potencidlu: proslovil prednasky a diskutoval se studenty na MFF v roce 1990, byl
zvanym Fecnikem na mezinarodnich Letnich §kolach uspoifadanych v Ceské republice
v letech 1993 a 1997 a proslovil hlavni pfednasku na Mezinarodni konferenci z teorie
potencialu (Kouty, 1994). S vyznamem prof. Choqueta pro svétovou védu a pro otazky
vyuky a déale s jeho ndzory, nejen na vyzkum a vzdélavani, se lze seznamit v ¢lancich
uvetejnénych v Casopise Pokroky matematiky, fyziky a astronomie (PMFA):

— G. Choquet: Vznik teorie kapacit: zamysleni nad vlastni zkusenosti,
PMFA 34(1989), ¢.2, s. 71-83.
—  Setkdni s profesorem Gustavem Choquetem, PMFA 37(1992), ¢.1, s. 30—42.
— Gustave Choquet: Vzpominky a ndzory, PMFA 37(1992), ¢.2, s. 65—79.
—  Matematicky vyjzkum — svédectvi badateli (zdznam piednisky G. Choqueta),
PMFA 39(1994), ¢.3, s. 143—-151.
— J. Lukes, I. Netuka a J. Vesely: Choguetova teorie a Dirichletova uloha,
PMFA 45 (2000), ¢.2, s. 98—124.
Cestny doktorat fyzikidlné-matematickych véd je udélovin za mimotadné celozivotni
dilo v matematice.

Prof. RNDr. Ivan Netuka, DrSc., dékan MFF

Névrh byl doporucen védeckou radou Matematicko-fyzikalni fakulty dne 13.cervna
2001 a schvalen védeckou radou Univerzity Karlovy dne 25. f{jna 2001.
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Cestni doktofi Univerzity Karlovy

Od vzniku Matematicko-fyzikalni fakulty v roce 1952 byli ¢estnymi doktory Univerzity
Karlovy jmenovani na zédkladé navrhu védecké rady fakulty tito vynikajici predstavitelé

fyziky, informatiky a matematiky:

1958

1965

1968

1979

1982

1984

Kazimierz Kuratowski, VarSava, Polsko (a)
matematika; topologie

Bohumil BydZovsky, Praha, Ceskoslovensko (b)

matematika; geometrie

Ivan G. Petrovskij, Moskva, Sovétsky svaz (c)
matematika; parcidlni diferencialni rovnice

Sergej L. Sobolev, Novosibirsk, Sovétsky svaz (d)

matematika; parcialni diferencidlni rovnice, funkcionalni analyza

Vojtéch Jarnik, Praha, Ceskoslovensko (e)
matematika; teorie ¢isel, redlné funkce

Anatolij A. Logunov, Moskva, Sovétsky svaz (f)
fyzika; teoreticka fyzika

Gurij I. Marcuk, Novosibirsk, Sovétsky svaz (g)

matematika; numerické metody

Jonas Kubilius, Vilnius, Sovétsky svaz (h)
matematika; teorie Cisel

llja M. Frank, nositel Nobelovy ceny, Moskva, Sovétsky svaz (i)
fyzika; jadernd fyzika

13



1992  Heinz Bauer, Erlangen, Spolkova republika Némecko (a)

matematika; teorie potencidlu, funkcionalni analyza, teorie pravdépodobnosti

Paul Erdds, Budapest, Madarsko (b)

matematika; teorie ¢isel, kombinatorika

Barbara H. Partee, Amherst, Spojené staty americké (c)
lingvistika; sémantika, matematicky popis prirozeného jazyka

1997 Ivo Babuska, Austin, Spojené staty americké (d)

matematika; numerickd a aplikovana matematika

Willem R. van Zwet, Leiden, Nizozemsko (e)
matematika; matematicka statistika a teorie pravdépodobnosti

1998 Sir Michael Francis Atiyah, nositel Fieldsovy medaile, Cambridge, Velka Britdnie (f)

matematika; topologie, geometrie, matematicka fyzika

1999 Pierre-Gilles de Gennes, nositel Nobelovy ceny, Pafiz, Francie (g)
fyzika; teoreticka fyzika, makromolekularni fyzika

2001  Frederick Jelinek, Baltimore, Spojené staty americké (h)
informatika; pocitacova lingvistika

2002 Gustave Choquet, Pariz, Francie (i)

matematika; funkciondlni analyza, teorie potencidlu, abstraktni analyza
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[6]

[7]

[10]
[11]
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Choquet: seznam publikaci

Knihy

Applications de la géométrie des distances a divers problémes classiques

de géométrie infinitésimale. Etudes pratiques d’accés a la recherche. A. Section
des actualités géométriques. Centre de documentation universitaire, Paris 1956
(spoluautofi: Bouligand, G., Kaloujnine, M., Motchane, L.).

Lectures on modern teaching of geometry and related topics. Seminar ICMI held in
Aarhus, May 30 — June 2, 1960. Elementaer Afdeling, Nr. 7. Matematisk Institut,
Aarhus Universitet, Aarhus 1960 (se spoluautory).

Recherche d’une aziomatique commode pour le premier enseignement de la géométrie
élémentaire. Association des Professeurs de Mathématiques de I’Enseignement Public,
Paris 1961.

What is modern mathematics? Mathematics teaching series. Educational Explorers
Ltd., Reading 1963.

L’enseignement de la géométrie. Enseign. des sciences, Hermann & Cie,
Paris 1964.

Cours d’analyse. Tome II: Topologie. Espaces topologiques et espaces métriques.
Fonctions numériques. Espaces vectoriels topologiques. Masson & Cie,
Editeurs, Paris 1964.

Topology (preklad z francouzstiny: Amiel Feinstein). Pure and Applied Mathematics,
Vol. XIX., Academic Press, New York and London 1966.

Geometry in a modern setting. Hermann Publishers in Arts and Science,
Paris 1969.

Cours d’analyse. Tome II: Topologie. Espaces topologiques et espaces métriques.
Fonctions numériques. Espaces vectoriels topologiques. Deuxieme édition, revue et
corrigée. Masson & Cie, Editeurs, Paris 1969.

Neue Elementargeometrie (pfeklad z francouzstiny: Klaus Wigand). Logik und
Grundlagen der Mathematik 4., Friedr. Vieweg und Sohn, Braunschweig 1970.

Outils topologiques et métriques de ’analyse mathématique. Zapsal Claude Mayer.
Centre de Documentation Universitaire, Paris 1969.

Lectures on analysis. Vol. 1: Integration and topological vector spaces. Zapsali
Marsden, J., Lance, T. and Gelbart, S., W. A. Benjamin, Inc.,
New York-Amsterdam 1969, 1971, 1976.
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[13]

[14]

[15]

29]
[30]
[31]

(32]

[33]
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Lectures on analysis. Vol. I1: Representation theory. Zapsali Marsden, J., Lance, T.
and Gelbart, S., W. A. Benjamin, Inc., New York-Amsterdam, 1969, 1971, 1976.

Lectures on analysis. Vol. 111: Infinite dimensional measures and problem solutions.
Zapsali Marsden, J., Lance, T. and Gelbart, S., W. A. Benjamin, Inc.,
New York-Amsterdam, 1969, 1971, 1976.

Casopisecké prace

Etude des homéomorphies planes. C. R. Acad. Sci. Paris 206 (1938), 159-161.

Etude de certains réseauz de routes. C. R. Acad. Sci. Paris 206
(1938), 310-313.

Prolongement d’homéomorphies. C. R. Acad. Sci. Paris 206 (1938), 634—636.
Homéomorphies. C. R. Acad. Sci. Paris 210 (1940), 129-131.
Points invariants et structure des continus. C. R. Acad. Sci. Paris 212 (1941), 376-379.

Préliminaires & une nouvelle définition de la mesure. C. R. Acad. Sci. Paris 215
(1942), 52-54.

Choiz d’une mesure cartésienne A. Applications. C. R. Acad. Sci. Paris 215 (1942),
101-103.

Isométrie des ensembles et cinématique. C. R. Acad. Sci. Paris 214
(1942), 784-786.

Isométrie et roulement sans glissement. C. R. Acad. Sci. Paris 214
(1942), 837-839.

Caractérisation de la sphére en géométrie infinitésimale directe. Revue Sci.
(Rev. Rose Illus.) 81 (1943), 447-452.

Structure des domaines plans et accessibilité. C. R. Acad. Sci. Paris 216
(1943), 279-280.

Topologie de la représentation conforme. C. R. Acad. Sci. Paris 216
(1943), 330-331.

Représentation conforme et topologie. C. R. Acad. Sci. Paris 216
(1943), 402-404.

Primitive d’une fonction par rapport d une fonction & variation non bornée.
C. R. Acad. Sci. Paris 218 (1944), 495-497.

Etude différentielle des minimisantes dans les problémes réguliers du calcul des
variations. C. R. Acad. Sci. Paris 218 (1944), 540-542.

Problémes liés o des métriques variationnelles. C. R. Acad. Sci. Paris 218 (1944),
696-698 (spoluautor: Bouligand, G.).

Etude des espaces métriques par les propriétés de leurs sous-ensembles finis. Bull. Soc.
Math. France 71 (1944), 112-192.

Sur quelques propriétés de moyenne caractéristiques des fonctions harmoniques et
polyharmoniques. Bull. Soc. Math. France 72 (1944),
118-140 (spoluautor: Deny, J.).

Etude métrique des espaces de Finsler. Nouvelles méthodes pour les théorémes
d’existence en calcul des variations. C. R. Acad. Sci. Paris 219 (1944), 476-478.



[34]

(35]
(36]

[37]

[38]
[39]
[40]
[41]
[42]
[43]

[44]

[45]
[46]
[47]

[48]

[49]
[50]
[51]
[52]

[53]
[54]

[55]

Prolongements d’homéomorphies. Ensembles topologiquement nommables.
Caractérisation topologique individuelle des ensembles fermés totalement discontinus.
C. R. Acad. Sci. Paris 219 (1944), 542-544.

L’isométrie des ensembles dans ses rapports avec la théorie du contact et la théorie de
la mesure. Mathematica (Timisoara) 20 (1944), 29-64.

Sur un type de transformation analytique généralisant la représentation conforme et
définie au moyen de fonctions harmoniques. Bull. Sci. Math. (2) 69 (1945), 156-165.

Résolution du probléme de M. Fréchet sur la paramétrisation d’arcs doués de
tangentes. Généralisation aux variétés a plusieurs dimensions. Paramétrages
intrinséques. C. R. Acad. Sci. Paris 221 (1945), 83-86.

Ensembles singuliers et structure des ensembles mesurables pour les mesures de
Hausdorff. Bull. Soc. Math. France 74 (1946), 1-14.

Sur des ensembles cartésiens paradozauz et la théorie de la mesure. Bull. Soc. Math.
France 74 (1946), 15-25.

Application a la théorie des réseauz, d’un théoréme sur la structure des permutations
d’un ensemble. J. Math. Pures Appl. (9) 25 (1946), 161-172.

Caractérisation topologique des équations differentielles y' = f(z,y) admettant
un groupe transitif de transformations. C. R. Acad. Sci. Paris 222 (1946), 718-719.

Etude des propriétés tangentielles a partir de la notion d’invariance par translation.
Bull. Sci. Math. (2) 70 (1946), 12-21 (spoluautor: Pauc, Chr.).

Sur les notions de filtre et de grille. C. R. Acad. Sci. Paris 224 (1947), 171-173.

Application des propriétés descriptives de la fonction “contingent” o la théorie des
fonctions de variable réelle et a la théorie différentielle des variétés cartésiennes.
J. Math. Pures Appl. (9) 26 (1947), 115-226 (1948).

Sur un théoréme récent de M. Denjoy. C. R. Acad. Sci. Paris 226 (1948), 1670-1672.
Convergences. Ann. Univ. Grenoble. Sect. Sci. Math. Phys. (N.S.) 23 (1948), 57-112.

Lignes de Green et mesure harmonique. C. R. Acad. Sci. Paris 228 (1949), 1556-1557
(spoluautor: Brelot, M.).

Application des propriétés descriptives de la fonction “contingent” o la théorie des
fonctions de variable réelle et 4 la géometrie différentielle des variétés cartésiennes.
Arch. Math. 1 (1949), 464-467.

Espaces et lignes de Green. Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 3 (1951), 199-263 (1952)
(spoluautor: Brelot, M.).

Ensembles boréliens et analytiques dans les espaces topologiques. C. R. Acad. Sci.
Paris 232 (1951), 2174-2176.

Difficultés d’une théorie de la catégorie dans les espaces topologiques quelconques.
C. R. Acad. Sci. Paris 232 (1951), 2281-2283.

Les capacités, fonctions alternées d’ensemble. C. R. Acad. Sci. Paris 233
(1951), 904-906.

Capacités. Premiéres définitions. C. R. Acad. Sci. Paris 234 (1952), 35-37.

Extension et restriction d’une capacité. C. R. Acad. Sci. Paris 234
(1952), 383-385.

Propriétés fonctionnelles des capacités alternées ou monotones. Exemples.
C. R. Acad. Sci. Paris 234 (1952), 498-500.
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[56]
[57]
[58]
[59]
[60]
[61]
[62]
[63]
[64]
[65]
[66]

[67]
[68]

[69]
[70]
[71]
[72]

[73]
[74]

[75]
[76]

[77]
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Capacitabilité. Théorémes fondamentaur. C. R. Acad. Sci. Paris 234
(1952), 784-786.

Polynémes harmoniques et polyharmoniques. Sbornik: Second colloque sur les
equations aux derivées partielles, Bruxelles 1954, 45-66. Georges Thone, Liége;
Masson & Cie, Paris 1955 (spoluautor: Brelot, M.).

Theory of capacities. Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 5 (1953/54), 131-295.

Sur le théoréme des points-selle de la théorie des jeur. Bull. Sci. Math. (2) 79
(1955), 48-53.

Aspects linéaires de la théorie du potentiel. Etude des modeéles finis.
C. R. Acad. Sci. Paris 242 (1956), 222-225 (spoluautor: Deny, J.).

Fonctions analytiques et surfaces de Riemann. Enseignement Math. (2) 2
(1956), 1-11.

Unicité des représentations intégrales au moyen de points ertrémauz dans les cones
convezes réticulés. C. R. Acad. Sci. Paris 243 (1956), 555-557.
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G. Choquet: vlastni charakteristika

Moje matematické dilo se rozvijelo v riznych smérech: topologie, mira, studium
diferencidlnich vlastnosti mnozin, teorie potencialu, funkcionalni analyza.

Presto vétsina mych praci vykazuje urcité spolecné rysy: primé a geometrické vidéni
problémt, zkouméni hlubokych pri¢in platnosti ziskanych vysledki a zaujeti pro
principidlni problémy, jejichz vyteSeni otevird cestu k rozsdhlé partii analyzy.

Neni to ale obtiznost sama o sobé, za kterou bych se tvrdosijné hnal. Casto byvim
povaZovan za predstavitele jemné analyzy a tohoto oznaceni se neziikam. Stéle vice
jsem si vSak uvédomoval, Ze jsem se nezacal zabyvat jemnymi a obtiZnymi problémy,
dokud mi potencidlné nenabizely pfilezitost vytvoreni novych, jednoduchych a Géin-
nych matematickych nastroji. Po vytvoreni takovych nastroji jsem usiloval o jejich
zdokonaleni.

Zejména mé vyzkumy ve funkcionalni analyze byly pribézné provazeny snahou po
jednoduchosti a Gc¢innosti. Tento hlavni zdjem a zaroven skutecnost, ze tato badani
méla obecné vzato kofeny v nékteré z teorii souvisejicich s ¢etnymi oblastmi fyziky,
jsou bezesporu vysvétlenim, pro¢ vysledky mych vyzkumt docela prirozené nalezly
uplatnéni v teoretické fyzice, teorii pravdépodobnosti a ve statistice.

M4 vlastni zdliba v globalnim intuitivnim chdpani predmétid mého studia nalezla
odraz v mych pedagogickych koncepcich. Myslim, ze pfehnané vytiibené a ucené
pojaté vyucovani by se vyucovanim, a to na jakékoli irovni, ani nazyvat nemélo. Jenze
nyni nase vyucovani na vsech stupnich klade piilisny diraz na dilezitost rigoréznosti
aby s konkrétni vykladanou latkou zdk experimentoval sdm.

Po celou dobu pocatecnich ro¢nikti se matematika na gymnaziu musi drzet role
sluzebnice empirickych véd a geometrie musi byt chapéna jako postupna matematizace
realného svéta, coz samoziejmé nevylucuje jeji algebraizaci, ovsem také ale postupnou.

Prevzato z G. Choquet: Notice sur les travauz scientifiques, Paris, Septembre 1974. Prelozil
Ivan Netuka.
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Gustave Choquet: vzpominky a nazory

Clanek vénovany Gustavu Choquetovi je jednou z kapitol knihy Hommes de Science,
Vingt-huit portraits, Hermann, Paris, 1990. Kniha obsahuje rozhovory s 28 vynikajicimi
osobnostmi francouzské biologie, fyziky, chemie a matematiky, které uskuteénil (a fotografiemi
doprovodil) Marian Schmids.

M. Schmidt je polského piivodu, Zil ve Francii, Venezuele a USA. Vystudoval matematiku
(Ph.D. na Brandeis University, Massachusetts v r.1969). Vzdy ho pfitahovala Zurnalistika,
fotografie a film. V této oblasti také nyni pracuje pro agenturu Rapho v Parizi.

Pfedmluvu ke knize napsal Hubert Curien, francouzsky ministr vyzkumu.

Dalsi kapitoly knihy jsou vénovany témto francouzskym matematikim: Henry Cartan,
Jean Dieudonné, Jean Leray, André Lichnerowicz, Laurent Schwartz, Jean-Pierre Serre
a René Thom.

Vsichni moji predkové pochazeji z valencijského kraje, vlasti Froissarta, Watteaua
a Carpeauxe, kraje rozkladajiciho se na cesté invazi, ¢asto pustoSeného, ale vzdy znovu
nachézejiciho zivot.

Muij dédecek z otcovy strany byl tkadlec v Solesmes, venkovském méstecku, které lezi
mezi Valenciennes a Cambrai; jeho Zzena byla kuchaika a pradlena. Mj déd z matéiny
strany byl ¢iSnikem ve Valenciennes; podle vypravéni matky byl statny, zovialni a srsel
vtipem; jeho Zena zemfela pfi narozeni mé matky.

Miij otec Gustave mél Siroké zajmy, byl to ¢lovék jasného ducha a mél vysoké minéni
o praci a povinnosti. Na zdkladni Skole v Solesmes mu byla s vysvédcéenim udélena
prvni oblastni cena. Av8ak v Solesmes bylo mozno po zakladni $kole navstévovat pouze
tzv. maly semindf, jehoz ndmluvy otec tvrdosijné odmital. A tak vstoupil do svéta
préce, nejdrive do tkalcovny, poté do mlynaistvi. Prozival velkou radost, kdyz se mohl
stat klarinetistou v mistni kapele; prace a hudba byly dvéma pdly jeho mladi. Celé
mé détstvi bylo zpfijemhovano mékkymi i Stébetavymi tony jeho klarinetu; dodnes si
na né uchovavam nostalgickou vzpominku.

Moje matka Marie byla vychovdna tetou nedaleko od Solesmes, v malé vesnici
obklopené ovocnymi sady, loukami a poli. I kdyz se ji tam nedostalo Skolni vychovy
na vysoké urovni, nalezla tam lidské teplo, které si tolik prala prenést na nas. Rada
snila a na$la zalibeni v poezii. Milovala krasné véci, hudbu, kvéty v zahradé i v domé.
Psala kratké basné a ja vzdy s dojetim otviram jeji sesitek, kde za nékolika basnickami
nam, v predvecer své smrti, dava své poklidné sbohem.

Tato dvé dédictvi ze strany otce i matky, ktera se vice dopliuji nez aby se potirala,
spoluzila ve mné bez konfliktti a prindsela mi soucasné prisny idedl intelektudlniho
a moralniho zivota i sklon ke snéni, k poezii a k cestdm intuice, nepocitaje v to
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dédictvi bezpochyby po dédovi z matéiny strany — vyzivat se ve slovnich hiickach
a spradat paté pres devaté, coz konecné vychazi z procesu asociace myslenek.

Narodil jsem se v Solesmes 1. biezna 1915, rok po mé sestie. Mij otec byl na fronté
od Cervence 1914. Zpravy prichazely ziidka. Matka mé tedy po ném pojmenovala
Gustave.

Za némecké okupace byl zivot tvrdy. Prisla zima, strastiplnd evakuace do Vendée
pies Svycarsko a Pafiz. Ve Vendée jsme nasli ito¢isté v malé osadé nékolik krokii od
Marais. Odtud se datuji moje prvni védomé vzpominky: byly mi pouze tii roky, ale
uchovavam si s naprosto plnou svézesti predstavu luk, dvort ve statcich, reky, jejtho
vylévani z biehii, nasi jizby s utluenou hlinou i s ohnistém. Myslim, ze tato dobra
vizudlni pamét je ptivodem mého smyslu pro geometrii a geometrickou intuici, kterd
mi oteviela nové pristupové cesty k riznym oblastem matematiky, do té doby povazo-
vanym za dosti vzdalené od geometrie; tato intuice vizudlniho ptivodu kombinovana
s lehkosti myslenkovych asociaci, zvidavosti a schopnosti dlouhotrvajici koncentrace
predstavuje podle mého nazoru to, co ve mné nejvice odrazi dédi¢né faktory a ¢astecné
vysvétluje, pro¢ jsem se dal na matematicky vyzkum.

Po vélce to byl kratky pobyt ve Valenciennes. Pak nés jiz vidim usazené s trochou
naseho ndbytku na kare, kterd nas vezla do Saultain, vesnice napul rolnické, naptl
délnické, odkud bylo mozné zdalky pozorovat zvony Valenciennes, haldy a obcas na
nebi vecer odrazy zare vysokych peci. Byly mi 4 roky a byl to ¢as tfesni ...

V Saultain byl mij otec hlavnim t¢etnim v podniku na vyrobu pytla a plachtoviny.
Jeho prace odmérovala cely jeho rozvrh hodin; v poledne ho zdélky ohlasovaly jeho
kroky hlasité se rozléhajici na dlazbé. Doptaval si na obéd jednu hodinu, nikdy vice.
Vecer, kdyz bylo jesté svétlo, pracoval na zahradé; jakmile mi bylo sedm nebo osm let,
mél jsem na starosti pikyrovani péru a salatové cekanky a také pleti. Bylo to hodné
nudné, ale uchoval jsem si z toho silnou zalibu pro praci na zahradé.

Zhruba ve stejném véku meé otec nechal ucit hrat na flétnu pod vedenim jednoho
soustruznika, dirigenta mistni kapely. Brzo jsem mohl doprovazet otce s jeho klari-
netem na koncertech a slavnostech v sousednich vesnicich s jednou nebo druhou ze
svych dvou pri¢nych fléten, velkou a malou. Tak jsem se postupné seznamil s kapelou,
péveckym sborem i divadelni skupinou.

Bylo mi sedm let, kdyZ se narodila moje nejmladsi sestra, a tim se uzaviel nas
rodinny kruh. Ve stejném mésici zavedli do vesnice elektfinu. Az do té doby pouze
kruhova zare petrolejové lampy osvétlovala rodinny stil a umoznovala prodlouzeni
vecert.

V Saultain jsem poznal Zivot vSech chlapci svého véku. Kazdy ¢tvrtek a kazdou
nedéli jsme se toulali po okoli a hledali pulce, housenky, motyly a chrousty; vzpominam
si také na hry vice méné zakazané, od petardy pres roztaceni kac¢i nebo na lupy
v ovocnych sadech. S dévcaty jsme se setkavali pouze pri katechismu, kdy jsme si
vyménovali kradmé nevinné pohledy.

Msél jsem to Stésti, ze jsem po dobu tii let mél vyjimecéného ucitele, pana Flamanta.
Jeho vasni bylo experimentovani ve fyzice, chemii a biologii. Z jeho rukou, které
nikdy neztistaly v klidu, vychazely fyzikalni piistroje, chemické pomicky, draténé klece
pro housenky bource morusového a motyly. S nim jsem mél moznost pozorovat vice
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jevi nez béhem celého svého studia na gymndziu nebo na univerzité. Svoji vasen
nam predal. Vzpominam si, jak jsem si doma vyrobil z hrdla lahve Sampanského
,mikroskop®; ale predevsim na vzruSeni, které jsem pocitil, kdyz jsem oteviel biicho
a hrudnik zaby, pripichnuté na prkynku.

U ného jsem pochopil, ze vyucujici musi nejdiive véc ukizat a pak o ni mluvit:
kdyz se mu podarilo pomoci obycejné hlinéné dymky zasunuté do kamen vyrobit
svitiplyn, dehet a koks, nebo kdyz nam dal ochutnat alkohol pochéazejici z destilovani
zkvaSenych rizki cukrovky, teorii jsme uz vice nepotiebovali. Také jsem pochopil
dtlezitost prikladu: ,,od dobrého ucitele, dobry zak“; c¢lovék se formuje na zakladé
vzorl. To neni ndhoda, kdyz se zrodi vyjimecna védecka nebo umélecka skola. Kromé
priznivého spolecenského ovzdusi je tfeba ¢lovéka nebo malé skupiny lidi, ktefi oteviou
cestu. Pripomenme si matematické skoly z obdobi mezi dvéma valkami v Polsku nebo
v Madarsku, na rozmach Gottingen za Hilberta nebo ionské Skoly pét set nebo Sest
set let pfed Kristem, na filozofy a umélce Periklova stoleti.

Pan Flamant nam také doporucoval ¢i vnucoval prevadét vSechny tlohy z aritmetiky
do geometrickych obrazki. Této radé jsem byl v riznych forméch véren béhem celého
svého zivota a predal jsem ji svym studentiim.

Sva stiedoskolskd studia jsem absolvoval na gymnéziu ve Valenciennes na latin-
sko-anglické vétvi. Také tam jsem mél Stésti na nékolik vynikajicich profesort, kteti
radi opoustéli u¢ebni osnovy a hovorili s ndmi o pfedmeétech svého vlastniho zdjmu. Na
prirodni védy jsme méli jednoho profesora nadSeného poslednimi objevy o Zivoci§né
bunice; v historii a geografii nam pan profesor Ficheux vypravél o svych cestach po
Rumunsku a vykladal ndAm Wegenerovu teorii v dobé, kdy ji geologové nevéiili. Ve
filozofii pan profesor Deixonne — stoupenec svobodné pratelské diskuse; pan profesor
Fabureau, nézny dadaisticky basnik, a v matematice pan Mas, jehoz elegantni styl mé
uchvatil.

Ve tfetim ro¢niku jsem si jiz oblibil ¢etbu dvou starych Slovniki prirodnich véd,
kdyz mi spoluzdk tajné ptjcil Kurs analyzy a mechaniky z Ecole Universelle na
urovni predmétu nazvaného zakladni matematika. To byla pro zacatecnika v algebie
dfina; zacal jsem s knihou od konce vzhledem k ¢etnym obrazktim, potom jsem cetl
na preskdCku a postupné jsem se priblizoval k zacatku, kde definice limity ztstavala
stale nepokofenym ostrivkem. Cetné pifklady mi nicméné umoznily udélat si uréitou
predstavu. Touto ¢etbou jsem byl fascinovan a myslim si, Ze to byl okamzik, kdy jsem
se rozhodl, pokud to bude mozné, délat matematiku cely zivot.

V priabéhu roku, kdy jsem byl ve tiidé zamérené na matematiku, mé pan profesor
Mas, a¢ mé uz tehdy neucil, presvédcil k acasti v celostatni soutézi vybranych stiedo-
skolakii. Dal mi nékolik velmi solidnich soukromych lekci a ja jsem ziskal prvni cenu.
Vzpomindm si, ze jsem si tehdy fekl: ,,Protoze jsem dobry v matematice, mohl bych
v ni pokracovat a zaroven se vedle ni dat do studia humanitnich ¢i ptirodnich véd“.
Zrnko zdravého rozumu mé ale vedlo ke sledovani mého prirozeného sklonu, tim spise,
ze mé soutézni ulohy opravoval pan profesor Chenevier, ktery mi nabidl pfijeti do
své matematické tiidy pro pokrocilé, aniz bych musel absolvovat obvyklou ptipravku;
kostky byly vrzeny.
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Chenevierovy pirednasky byly jasné, presné a dosti lehké, takze jsem je mohl bez
nesnazi vstiebat; spartansky reZim na interndtu tomu téz napomohl! Je tifeba jesté
uvést, ze nedeformovany dvéma, tfemi ¢i vice lety prozitymi mezi pokrocilymi adepty
matematiky, jsem vymyslel pfimé geometrické metody, které ,mazdky“ udivovaly.
Spoletné se svym spoluzdkem Félicim jsme vytvorili geometrickou metodu, pii niz
nekonecné malé veli¢iny byly skutecna cisla ¢i vektory, dokonce i nekonecné malé
druhého Fadu; prosté to byla nestandardni analyza pred A. Robinsonem!

Kurs fyziky a chemie ve mné nezanechal oslnivou vzpominku. Nastésti nase fyzika
byla konec koncti jen trocha geometrie zpestiena nékolika vzorci z termodynamiky
a elektfiny, tedy vse, co jsem ovladal. Chemie, velmi popisnd, mé silné odpuzovala
a tGstni piijimaci zkousku na Ecole Normale Supérieure jsem jen diky shovivavosti
examinatora z chemie a vysledku pisemné zkousky nemusel podstoupit.

Ctyfi roky na Ecole splnily moje o¢ekavani; ale mnozi jini jiz ptivaby tohoto thélem-
ského opatstvi opévovali. Vdé¢im mu zvlasté za kazdodenni a neformalni kontakty
s nejriznéjsimi a origindlnimi spoluzaky a za navyk nezévislého mysleni. Pii svém blou-
mani ve védecké knihovné Spatné ochranované zaprasenou kostrou pravéké nestviry,
jsem objevil francouzsky preklad Cantorovy knihy o nekone¢nu a Baireovy prednasky
o nespojitych funkcich. Cetl jsem jiz v 1été 1933 Borelovy pfednésky o teorii funkei,
ale pravé tato dvé dila potvrdila, k ¢emu mam sklony. Povzbuzen a utvrzen takto
ve vite, vylozil jsem krasy téchto dél svym spoluzakim v ,miniseminafi“, pfi némz
jsme se stridali s Laurentem Schwartzem, ktery se s nami délil o svoje znepokojeni
nad rozdilnosti chovani rovnic Au = 0 a 9?u/dzdy = 0; toto znepokojeni ho nemélo
opustit az do roku 1944.

Na Ecole bylo tradici pouze spofe zapliiovat lavice amfitedtru v Institutu Henri-
Poincaré. Nahrazovali jsme tyto nedostatky ¢etbou prvniho dilu Goursatova Traite,
ale méli jsme ,doma“ profesory, ktefi ndm, i kdyz s nestejnymi tspéchy, predkladali
solidni dusevni potravu. Georges Darmois, jehoz geometrickou piedstavu jsem sdilel,
mé ovlivnil nejvice. Priblizoval ndm elegantnim zptisobem prakticky bez kalkulu krasy
teorie ploch, ktera se mi zalibila uz pfi postupném c¢teni Darbouxovych Lecons sur la
théorie générale des surfaces. Pravé u ného jsem po absolvovani konkursu pro budouci
stFedoskolské profesory hledal radu. Jako prazdninovou ¢etbu mi doporucil Theory of
functions od Hobsona a Vorlesungen uber reelle Variablen od Carathéodoryho. Bylo
to krasné léto, protoze kdyz jsem nebyl do pul téla ponotfen v Hobsonovi, tak mé
ve vyCerpavajicim studiu uzavienych mnozin a kontinui v roviné. Tomuto krasnému
programu se dostalo jen ¢asteéného naplnéni, dostatecného natolik, abych ziskal dobré
intuitivni poznatky o téchto slozitych pojmech.

Ve &évrtém rocniku na Ecole, kde jsem pokratoval ve svém programu, jsem se
ndhodou prostiednictvim svého o pét let starsiho spoluzdka Chabautyho dozvédél
o existenci stipendia Jane Eliza Proctorové na Graduate College v Princetonu. On
sam vyuzil tohoto stipendia a o svém pobytu v Princetonu hovoril s nadsenim. Podal
jsem zadost a stipendium jsem ziskal. Viibec jsem toho nelitoval.

Amerika pravé vysla z krize a Zivot se mi tam zdal snadny a obohacujici. Pokracoval
jsem ve vlastni praci a pfitom jsem navstévoval Lefschetzovy pfednasky (téch jsem
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vyuzil jen mdlo), ale pfedev§im Churchovy pfedndsky o teorii lambda—kalkulu, ktery
byl témér zapomenut a vzat znovu na milost diky informatice. Byla to doba, kdy velké
diskuse o pojmu konstruovatelného ordinalu hybaly svétem logika. Tak jsem prisel do
kontaktu s Churchovou tezi a s pracemi Godela, Részy Péter(ové), Turinga a Kleenea.

Po ro¢nim pobytu ve Spojenych stitech jsem pfiijel stravit léto 1939 do Francie se
svou rodinou, pevné rozhodnut znovu odjet do Princetonu v zari. V zaii ale byla
vyhldSena mobilizace, valka. A tak jsem ztstal ve Francii. Béhem této ,podivné
valky“ jsem byl vyslan spolu s asi stovkou absolventti Grandes Ecoles do tabora
Boscarosse, abych tam pfi minimu vojenské discipliny ziskal ponéti o ,protiletecké
obrané“. Postradal jsem smysl pro disciplinu; povazoval jsem vyzbroj a zpisob jejiho
pouziti za neuzitecné a své presvédcéeni jsem neskryval, coz se nelibilo instruktorim
z fad distojnikt. Vyuzili prvni zaminky, neSkodné pisné v nasi svétnici, a vyexpedovali
mé k bojové jednotce konmi tazeného délostielectva, k 7. R. A. D., abych se, jako vojak
druhé tridy, blize seznamil s realitou valky.

Tento novy zivot, obcas drsny, nékdy nebezpecny, ale plny pouceni a nikdy ne
nudny, se mi libil a dodnes jsem rad, Ze jsem ho poznal. Muzi jednotky tvorili dvé
skupiny dosti od sebe oddélené: ti z doprovodného personalu byli venkovského ptavodu
a starali se o koné; délostrelci byli z Parize a vénovali se stfelbé a pozorovani. Byl jsem
pozorovatelem. Byly tézké chvile Gstupu, ostrych rozport mezi témito skupinami, ale
mél jsem vynikajici pratele a netrpél jsem tim. V§ichni fadovi vojaci i distojnici plnili
své tikoly. Ucastnil jsem se, fe¢eno slovy mé vojenské knizky, operaci ,Lorrainska
rovina v bfeznu 1940, Bitva o Francii mezi Aisne a Creuse v kvétnu—¢ervnu 1940“.

V srpnu 1940 jsem byl demobilizovan v Limoges a kratce nato jsem ptijel do Parize
se svou snoubenkou; vzali jsme se v lednu 1941.

Dtive nez budu mluvit o svych matematickych vyzkumech béhem vélky, chtél bych
zde Tici, do jaké miry jsem byl, stejné jako vétSina ostatnich Francouzl, nevédomy
a neznaly ve vécech této valky. Roztrzité jsem precetl Mein Kampf, aniz bych mu
uvéril, a do doby, nez se po valce odhalily hriizy nacismu a koncentracnich tabort,
jsem si neuvédomoval, Ze se nase svoboda a moralni hodnoty nasi civilizace malem
zhroutily. Celou dobu Gstupu, kterd prinasela svédectvi o rychlém rozkladu armady
i moralky civilistd, jsme vlastné doufali v zastaveni palby, aniZ bychom prfitom chépali,
ze to bude nase kapitulace. Dobirali jsme si nase zidovské kamarady, ktefi zili s izkosti
v téle, protoze védéli néco, o ¢em jsme my neméli ani ponéti.

Po celou valku jsme v Pafizi zili v malém dvoupokojovém byté, kde se v roce 1941
a 1945 narodili nasi dva synové. Zivot tam byl prosty, ale bohaté vyplnény. Pro mou
zenu shanénim obzivy a materskou péci, pro mne matematikou. Od r.1941 do r. 1945
jsem byl stipendistou CNRS, Narodniho stfediska védeckych vyzkumi. Stipendium
bylo skromné, ale pro mé kolegy i pro mne to kupodivu byla podruzné starost. Dosyta
jsem se t&sil z naprosté svobody, kterou mi CNRS ponechévalo, a své zaujeti pro véc
jsem postupné tiibil na nejriznéjsich oblastech badani.

V fijnu 1945 jsem se od Georgese Bouliganda, s nimz jsem se ¢asto stykal, dozvédél
o moznosti jednoro¢niho ¢i dvouro¢niho pobytu v Polsku, a to ve funkci profesora na
Institut Francais. Bylo ovsem potieba mit doktorat. V té dobé takika veskera moje
matematicka kultura byla zaloZena na cetbé Fundamenta Mathematicae, véhlasného
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polského casopisu, jehoz vSechny predvalecné svazky jsem si sehnal. Jet do Polska
tak pro mne bylo nejen nddhernym tUnikem, ale také cestou do matematického raje.
Zbyvalo prekonat psychologickou prekazku, kterou predstavovalo sepsani disertace.
Uz jsem publikoval na tficet praci, povétsinou v Comptes rendus de I’Académie des
Sciences, ale disertace jako takova mé désila: chapal jsem ji encyklopedicky a mél jsem
piehnané vysokou predstavu o jeji irovni. Ani pratelské vytky Henri Cartana a mého
pritele Arnauda Denjoya mé k tomuto kroku nerozhoupaly. Bylo to Polsko, které mé
zachrénilo od tohoto prizraku. Béhem tii mésicti jsem disertaci sepsal a na zacatku
roku 1946 jsem dostal doktorat.

Za nékolik mésicti jsme se usadili v Krakové. Hodné jsem cestoval po Polsku a na-
vstévoval hlavni univerzity, tj. ve Varsavé, Vroclavi, Toruni a Poznani, kde Sierpinski,
Kuratowski, Steinhaus a mnozi jini pracovali na obnové matematického zZivota. Ne-
hledé na ztratu prvotridnich matematikl, Polsko mé nezklamalo. VSude jsem nachézel
prijemné lidské vztahy, zaméfeni vyzkumu blizké mému a velkou rozmanitost zajmu.
V Krakové se kazdy tyden po pravidelném seminari schazeli matematici jako Nikodym,
Leja, Wazewski, Gotab, a to v kavarné Europejski na Trznim ndmésti. Pilo se capuccino
a povidalo se o matematice. Zivot se tehdy Polakéim zd4l velmi slibny i pies rostouci
policejni natlak a tichou ruskou vojenskou pfitomnost.

V fijnu 1947 se v Grenoblu naskytlo misto docenta. V té $tastné dobé bylo vice mist
nez uchazeci a Albert Chatelet, dékan paiizské univerzity, zajistil svym rozvaznym
pristupem jejich rozdéleni. Polsko jsem tak s litosti opustil, abych piesel do Grenoblu,
dokonce v okamziku, kdy mi univerzita v Krakové nabidla katedru.

Skvélé vzpominky si uchovavam na dva roky stravené v Grenoblu, obzvlasté na
spolupraci s Marcelem Brelotem. Tam se také v roce 1948 narodila moje dcera
Claire. Poté, co jsem jako docent na paiizské univerzité zajistoval po dva roky vyuku
matematiky pro obory matematika, fyzika a chemie, musel jsem zastoupit ochorelého
Georgese Valirona, ktery prednasel kurs diferencidlniho a integralniho poc¢tu. Do té
doby se prednéska v zdsadé opirala o zékladni partie Goursatova dila Traité d’Analyse.
Réazné jsem upravil zaméteni i obsah kursu a dostalo se mi tak ptilezitosti byt pfi tom,
kdyz se zacCala obrozovat vyuka matematiky ve Francii, nejprve ve vyssich roc¢nicich
a pak vlivem nédkazy v prvnim dvouleti.

Profesorem jsem se stal v roce 1952. Pozdéji, v roce 1960, jsem se kromé ptlisobeni na
univerzité ujal docentskych povinnosti na Ecole Polytechnique, nejprve z finanénich
dtvodi a pozdéji ze zajmu o studenty prokazujici vysokou troven. Profesorem jsem
tam byl jmenovan v roce 1965.

V kvétnu 1968 se pies zdkazy mnozi poslucha¢i Ecole Polytechnique zacastnili
studentského hnuti a ustavila se skupina profesorti, v podstaté Laurent Schwartz,
Louis Leprince-Ringuet a ja, aby se zabyvala novymi pifistupy k organizaci vzdélavani.
Tato iniciativa, kterou schvalovali studenti, ale neschvalovala ¢ast vyucujicich, dostala
podporu nacelnika skoly, clovéka liberalniho a osviceného. Za dva roky tyto plany,
vice ¢i méné upravené, vyustily v dosti hluboké strukturdlni premeény. Nova narizeni
neumoziovala soubé&zné ptisobeni v Ecole a na univerzité. Tak jsem se v r. 1970 rozhodl
zlstat na univerzité, zatimco Laurent Schwartz si vybral polytechniku, kde desitku
let organizoval a ridil matematickou laboratof.
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Moje kursovni prednédsky na univerzité se az do r.1960 soustiedovaly v Institutu
Henri-Poincaré, ale od tohoto roku jsme se usidlili v novych budovach na Jussieu,
kterym se ifkalo ,vinna trzmice“!) — tim doslo k rozitépeni matematické obce,
jehoz historie jesté nebyla napsana. Bylo to obdobi, kdy se na rozdéleni pomyslelo,
nebot parizska univerzita se stala obrovskym monstrem. Kvéten 1968 tomu napomohl
a Edgar Faure rozhodl o rozdéleni univerzity na tfinact ¢asti, z nichz Pafiz VI, Pariz
VII, Pafiz Dauphine, Pafiz—Jih (Orsay) a Pafiz—Sever maji nyni dileZitd matematické
pracovisté. Byla to predevsim Pariz VI, Pariz VII a v mensi mire Pafiz—Jih, kam se
tehdejsi parizsti matematici rozesli podle ¢asto nejasného vybéru motivovaného naptl
politicky, napil védecky. Znasobeni po¢tu matematickych center bylo vynikajicim fak-
torem pro rozmanitost vyzkumi a dévalo mladym moznost prokazat jejich originalitu,
protoze se octli z dosahu téch starsich s casto tyranskymi sklony.

V pribéhu své odborné drahy jsem absolvoval nékolik dlouhodobych pobyt na ame-
rickych univerzitach, které nakonec znadm 1épe nez evropské: byly to Kansas, Cornell,
Washington (Seattle), California (Berkeley), Maryland a Utah, Institute for Advanced
Study v Princetonu, kde jsem spolupracoval s J. Denym. Také jsem navstivil Anglii,
Australii, Afriku, Japonsko a Koreu. V ned4avné dobé jsem se vydal dvakrat do Ciny,
jejiz lid a civilizace mé uchvatily. Cihané jsou pohostinni a otevieni, zapominaji zlé
skutky a pamatuji si ty dobré. V soucasné dobé, kdy to jesté potiebuji, by nas stédrost
a dobfe minény zajem mély pobizet ke znasobeni pomoci, kterou jim prokazujeme.

V' éem tkvi podstata vasich praci?

Urcité jsem nejvice zndm diky svym pracim vénovanym vytvoreni teorie kapacit a diky
vétam o integralni reprezentaci. Prispél jsem ale k fadé dalsich teorii, jako jsou obecnd
topologie a teorie mnozin, mira, teorie funkci redlné proménné, lineadrni funkcionalni
analyza, infinitezimélni geometrie (,,géométrie infinitésimale directe*), varia¢ni pocet
atd. Celkem nedavno, v r.1981, jsem se nechal unést teorii ¢isel a v soucasné dobé
(v roce 1987) mé zajim4 teorie podivnych atraktori.

Jaky je styl vaseho baddni?

Jsem intuitivni typ a jsem geometr. Poc¢inaje obecnou $kolou a gymndziem jsem si
kazdy matematicky problém snazil geometricky predstavit, prelozit ho co nejvice do
zjednodusenych obrazkd, aby vynikla funkéni kostra. Tento zvyk mé dovedl v po-
krocilejsim véku k prijeti nésledujictho stylu védecké prace: pokud je to mozné,
pohybuji se v nejobecnéjsim kontextu, v némz ma problém jesté smysl a pritom se
opiram o dukladnou znalost jednoho nebo vice specidlnich pfipadi; podle potieby
postupné prechdzim k méné obecnym pripadim. To mi dovoluje dat problému zaroven
maximalni flexibilitu a dospét, pokud problém vyfesim, k matematickym nastrojim
upotiebitelnym za jinych okolnosti, nez za nichz vznikly.

D4 se rtici, ze v matematice, stejné jako ve valce, jsou stratégové a taktici. Vojensky
stratég méa urcitou intuitivni predstavu, jak vést tazeni, ponéti o velkych masach
a jejich vzdjemnych vztazich. Taktik se drzi terénu, méa technické znalosti a zretelnou

]
1y podle ptvodniho uréeni mista (pozn. piekl.)
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zalibu v organiza¢ni ¢innosti. SpiSe bych byl stratég v tom smyslu, ze mam piehled
o velkych masach a nemam rad a nepraktikuji hromadéni znalosti o znadmych postu-
pech. Casto iikdm, ze zddnou ¢ast matematiky nezndm do hloubky a snad proto, ze
nemam zadnou opravdovou specializaci, jsem mohl byt Gspésny ve vice matematickych
disciplinach.

Kdo vedl vasi disertaci?

V dobé po absolvovani konkursu pro ziskdni zptisobilosti ucit na gymnéziu, kdy jsem
zacinal své vyzkumy, vétSina univerzitnich profesort své zaky nevedla. Pouze nékteri
z nich, jako Paul Montel, predkladali svym studentim témata vyzkumu a blize je
sledovali. Bez velkého zesmésnovani lze tici, ze profesor vidal svého zaka jednou
nebo dvakrat za rok. Pri téchto vzacnych prilezitostech se ho zeptal: ,,Jak jdou vase
vyzkumy?“, a pak dodal: ,,Ctéte mé prace, mohly by véas inspirovat.”

Na radu Georgese Darmoise jsem si za svého ucitele vybral Arnauda Denjoy. Bez-
pochyby bych tuto volbu udélal sém kvili intelektudlni pribuznosti Denjoya s Bairem
a Borelem, jejichz prace jsem obdivoval. Pti zadné piilezitosti jsem ho nepozadal,
aby mi naznacil zaméreni mych vyzkumt a on se nikdy nepokusil mi téma vnutit.
Precetl jsem vSak mnoho jeho praci napsanych obdivuhodnym jazykem. Vypravél mi
o tom, nad ¢im bada a zajimal se o moje vyzkumy. Moje kontakty s nim, zpocatku
ridké, se postupné stavaly ¢im dal vice ¢astéj§imi. Pii své prvni navstéveé v rijnu 1937,
nékolik mésici po konkursu, jsem mu predlozil své prvni vysledky, k nimz jsem dospél
o letnich prazdninach. Nékteré nebyly nové, ale ty ostatni jsem na jeho rady shrnul
do t¥i sdéleni, které Elie Cartan pfijal a prezentoval v Akademii.

V prvni poloviné svého védeckého zivota publikoval Denjoy vétsinou jen sdéleni
v Comptes Rendus de I’Académie des Sciences a svym zaktm radil, aby ho napodobo-
vali, coz jsem udélal. Casto jsem toho litoval, protoZe ne vzdy jsem mél chut rozvinout
a prohloubit vysledky jiz ohlasené ve sdélenich. Mimoto nékteri matematici véii pouze
vétdm podrobné dokdzanym. A konecné je snadnéjsi podrobné sepsat teorii, kterou
¢lovék pravé dokondil, nez délat tutéz praci o nékolik let pozdéji. V dalsich letech jsem
vzdy radil svym zakdm, aby nepublikovali sdéleni, dokud nedokoncili kone¢nou verzi
ohlasovanych vysledk.

Presto bylo toto sedmileté obdobi velmi uzitecné pro rozvinuti mé intuice ve velmi
rozdilnych oblastech, jako jsou konvexni télesa, teorie her, teorie grafi, Finslerovy
prostory, topologie roviny a diferencialni rovnice.

Litujete jesté néeceho jin€ho?

Zminim se o jedné udalosti podobné tém, které popisuje Paul Lévy ve své knize Nektere
aspekty mysleni matematika. Jde o kapitolu, v niz pfipomind teorie, které mu jen
o vlasek unikly.

V r.1944 jsme s Jacquesem Denym napsali praci o polyharmonickych funkcich; v ni
jsme rozresili ur¢ity problém pro dvojrozmérny piipad, ale nemohli jsme ho rozresit pro
vy$§i dimenzi, nebot nam schézely priméfené prostiedky. Proto jsem piedloZzil problém
Laurentu Schwartzovi, o némz jsem védél, ze se soustavné zajima o regularitu reseni
parcidlnich diferencialnich rovnic. Problém ho zaujal a pfivodil krystalizaci urcitych
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jeho myslenek, zatim dfimajicich v zarodku. Zakratko nato zacal budovat zaklady své
teorie distribuci. V prtbéhu své spoluprace s Jacquesem Denym jsem také v jedné
pripravné studii, kterd se pozdéji neuplatnila, sestrojil rozvoj harmonické funkce do
fady, v niz se objevuji dipdly, tripdly atd., prosté to, co se dnes nazyva distribuce
s bodovym nosi¢em. Fascinovalo mé to, ale pod tlakem potifeby dokoncit nasi praci
jsem tuto stopu opustil. Samoziejmé je dnes jasné, ze tento postieh mohl vést jinou
cestou, nez se vydal Schwartz, k ur¢ité teorii distribuci.

Co si myslite o vyucovdni matematiky?

Muj zajem o problémy vyucovani byl vyvolan v padesatych letech zejména diky mym
kontaktiim s Calebem Gattegno, ktery patrné ze vsech pedagogt nejlépe pochopil
problémy uceni. Pri setkdnich v Mezindrodni komisi pro studium a zdokonalovini
vyucovani matematiky, kterou zalozil, jsem se hodné naucil z jeho prikladu a také
z nasich neformalnich diskusi.

Rychle jsem si uvédomil, jak je pro kazdého védce nutné podilet se na vyuce; to
nazyvam povinnosti angazovat se. Pak jsem pochopil, ze kazdy vyucujici musi bez pre-
stani bojovat se stale se vracejicim pokusenim spokojit se s priizra¢nou a vybrousenou
prednéskou, aniz by bral v Givahu znalosti zaki, jejich reakce ¢i neporozumeéni. Takové
nebezpedi existuje ve vSech disciplinach, ale je obzvlasté velké v matematice, kde by
pokrok posledni stovky let umoznil v abstraktnim a sterilizovaném svété elegantné
vykladat zakladni pojmy a véty ab ovo, a to zpiisobem rychlym a presnym, zbavenym
odkazu na zkuSenost a geometrickou intuici. Pravé to se stalo na konci Sedesatych
let ve Francii i v fadé dalsich zemi pti dramatickém nastupu moderni matematiky:
Slavny Dieudonného vykiik ,Pryc¢ s Fukleidem!“ docela dobie vyjadfoval zaméteni
ministerské komise povérené vypracovanim novych ucebnich planti matematiky na
zékladnich Skolach a gymnéziich. Ust¥edni myslenka reformy vychazela z predstavy,
ze zaklady matematiky jsou nepostradatelné pro jakoukoli logickou konstrukei, a tak
se zdfiraziiovala potieba zagit ve vyuce pravé s nimi. Slo o logiku, mnoziny, algebru
a linearni algebru. Vysledek nemohl dopadnout jinak nez katastrofalné, protoze se
odsunuly na vedlejsi kolej veskeré pedagogické aspekty: motivace a predchozi znalosti
zakt, vychova ucitell, tvorba rozumnych ucebnic, nemluvé o jistém souladu s fyziky
a techniky.

Vysokoskolskd vyuka neni tohoto nebezpeci usetiena ani dnes a vék studentd neni
omluvou pro sterilizovany vyklad teorii, jejichz dilezitost neni vzdy ziejma. Nedlouho
pred rokem 1968 se objevila nova pohroma: rozdrobeni vyuky. Matematika je od té
doby rozdélena na malé Useky. Kazdy z nich je svéfen specialistovi, ktery jej vyklada
elegantné a Gsporné, pokud jde o uzivané prostiedky. Takové déleni matematiky dava
studentiim utrzkovitou predstavu, malo vhodnou pro rozvoj jejich motivace, a to
i v pripadé, Ze vyucujici neopomene naznacit pivod uzivanych pojmt, priblizit jejich
obtizny zrod a uvede plodné i pfesvédcivé aplikace. Navic prilis formalizovany vyklad
urcité teorie neposkytuje zadnou predstavu o zdrojich dusevni ¢innosti matematika,
jako jsou pozorovani, matematizace, feSeni problému v ramci vytvoreného modelu,
navrat k pavodnimu napadu, zobecnéni a aplikace.

37



Vyucovani se nesmi vzdalovat od toho, ¢im nas oslovuji nase smysly: dité uz umi
pozorovat, zkoumat hmatem, pfemistovat ¢etné ,predmatematické” objekty: pFimky,
trojuhelniky, krychle, koule atd. Toho se musi vyuzit, v tom se lze poucit od Marie
Montessori. Uz mezi osmym a ¢trndctym rokem véku je zak schopen rozvijet a uzivat
svou intuici reSenim nejriznéjsich iloh za pomoci trochy pocitani: jde o otaceni a thly,
obsahy a objemy, sférické trojahelniky atd. Zaroven umi své matematické znalosti
vyuzivat v experimentalnich védach.

V urcité mife se mizeme ve vyucovani matematiky inspirovat zavéry, k nimz
dospél Gattegno ve svych studiich o uceni: Intelektudlni pochopeni nepomdhd ucent:
inteligence je zde na prekdzku. V nasi situaci bych spise rekl: nejdtlezitéjsi je vlastni
aktivita zdka. Clovék se nenaudi délat matematiku poslouchdnim vybrousenych vy-
kladt pfi vyucovacich hodindch, nybrz samostatnou praci s matematickymi pojmy.
Stejné zasady plati pro uvadéni do védecké prace. Napadd mé piiklad amerického
matematika R. L. Moorea (1882-1970). Aniz by zatézoval své svéfence predbéznymi
znalostmi, spokojil se s tim, Ze na zacatku roku kazdému z nich zadal maly problém
a pripojil stru¢nou literaturu. Pak se s nimi setkaval teprve, kdyz doséhli urcitého
pokroku. Tito studenti se tak naucili orientovat se v literature a samostatné pracovat.
Metoda to musela byt dobré, nebot mnozi z jeho zdkiu se stali slavnymi matematiky.

Co si myslite o vlivu skupiny Bourbaki na matematiku ve Francii?

Byl velmi duleZity a posléze se rozsitil do Evropy; na druhé strané Americané byli
ovlivnéni pouze ¢astecné a vétsina Anglicant zaujimala dlouho k tomuto vlivu nepia-
telsky postoj. Jejich situace je zajimava: pod vlivem velkého specialisty v matematické
analyze G. H. Hardyho (1877-1947) byla v Anglii zakofenéna myslenka, Ze existuje na
jedné strané dobrd matematika, tzv. té€Zkd, tvrdd (tykajici se konkrétnich problémd,
¢asto pocetniho typu, ¢asto obtiznych, k jejichz vyteSeni je tfeba uzit metod ad hoc), na
druhé strané tzv. matematika poddajnd, mékkd (tykajici se studia obecnych struktur
a problémi Fesitelnych za pomoci obecnych vét). Toto odmitnuti obecnych struk-
tur nadlouho odfizlo anglické matematiky od velkych matematickych myslenkovych
proudd; teprve nedavno se mlada anglicka Skola, napt. v osobé Michaela Atiyaha,
postavila proti tomuto Hardyovu $té€peni a osvojila si to nejlepsi z bourbakistického
mysleni.

K pochopeni zrodu Bourbakiho je nutno fici nékolik slov o historii. Ve tticatych
letech potiebovala francouzskd matematicka skola chytit novy dech: valka si vyzadala
mnoho mladych obéti a prerusila kontakty se sousednimi staty. V téze dobé v Némecku,
kde se lidsky védecky kapital zachoval, zaznamenala algebra a topologie neobycejny
rozmach. S védomim naSich nedostatktl se mnozi mladi absolventi Ecole Normale
Supérieure, v ¢ele s André Weilem, naucili v Némecku algebru a topologii a po navratu
do Francie si predsevzali odvazny kol napsat dilo prezentujici matematiku na solid-
nich zakladech a shrnout podstatu nastroji, které se osvédcily v dobfe zmapovanych
oblastech matematiky.

Vétsina francouzskych matematiki mé generace ziskala znac¢nou ¢ast matematické
kultury diky Bourbakimu, ktery ovlivioval jejich styl i jejich dilo. Pfevzali v urcité
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mife kvality i nedostatky. Jaké nedostatky? Zda se, ze kazda skupina, kterd dlou-
hodobé pracuje v izolaci, je odsouzena k dogmatismu. Pfipada mi, Ze to je nejvétsi
namitka, kterou lze Bourbakimu vytknout. Definice a zakladni véty jsou nastoleny
bez odivodnéni a bez heuristického priblizeni. Jsou suché a holé jako kostra, z niz je
i $tavnaté maso odhozeno do cviceni. Ctenaf, ktery je ignoruje, miize ziskat nakonec
velmi zkreslenou predstavu o matematické aktivite.

Tento dogmatismus se u bourbakisti projevuje také mimo jejich spisy, a to vy-
hranénymi prohldSenimi o zadoucim rozvoji matematiky: propaguje se bourbakisticka
»spravnd volba“, kterd sméiuje k obecnym, dobfe etablovanym teoriim a je hladsan
nezajem o discipliny, které se teprve utvareji, nejsou zcela rozvinuté nebo jsou tézko
formalizovatelné. Jean Dieudonné je urcité tim bourbakistou, ktery své vyhrady vyhla-
Suje nejrozhodnéji. Je to velky matematik, jehoz dilo, schopnosti a upfimnost obdivuji,
ale jeho vyhranéné nazory mély opakované neblahé néasledky. Jde zejména o jeho
odpor k abstraktnim mirdm pouzivanym v teorii pravdépodobnosti, jeho nedavéru
k formélni logice, jeho odmitani spocetnosti v topologii, pak jeho pozdéjsi zamitnuti
axiomu vybeéru, jeho odmitnuti geometrickych axioma v elementarni geometrii.

Teorie pravdépodobnosti vdéci za svoje obrozeni pafizskému pobytu francouz-
sko-amerického specialisty v pravdépodobnosti Michela Loeveho v Sedesatych letech.
Meél stésti, ze jeho zanicenym zakem byl Paul-André Meyer, ktery spolecné s Jacquesem
Neveu umél znovu vybudovat francouzskou pravdépodobnostni 8kolu, a to v zemi
Pascala, Laplace a Paula Lévyho! V logice byl ve stejné dobé vyznamny pobyt logika
Georgea Kreisela, Americana rakouského pivodu, ktery nechal znovu rozhoret plamen
uhasly bohuzel smrti Herbrandovou.

Francouzski matematika posledniho desetileti se vydala riiznymi cestami a mladi
matematici se neciti vazani bourbakistickymi vyhradami. Pfejme si, aby uméli za-
chovat z tohoto dédictvi znalost a oblibu obecnych matematickych nastroji spolu
s jasnosti stylu a pritom aby byli pristupni rozmanitosti inspirace a byli schopni se
naucit psat matematiku pro lidské bytosti.

Jakou ma védec odpovédnost?

Védec se jisté nemize nezajimat o mozné vyuziti svych objevi. Musi neustale aktivné
bojovat proti pripadnému zneuziti; v tom je ndm dobrym piikladem Einstein. Na druhé
strané, pokud by se nechal ovladnout myslenkou, ze by snad jednoho dne mohly jeho
objevy mit osudné dusledky, hrozila by mu ztrata schopnosti tvorit. Skutecny védec
se musi citit zcela svobodnym. Je tfeba se vyhnout tomu, aby problémy dobra a zla
zasahovaly do oblasti poznani.

Existuje néjaky duleZity psychologicky aspekt v procesu baddni?

Vase otézka neni bez souvislosti s tim, co jsem praveé rekl: Gaspéch pti badani vyzaduje
vedle velké davky soustfedéni tiplnou svobodu ducha. Casto jsem uvadél, ze mezi
védci na prvni pohled stejné inteligentnimi nemaji Gspéch ti, ktefi trpi zabranami,
maji myslenky prili§ systematické nebo prilis puntickarské, dale ti, ktefi si pletou
zatvrzelost s odhodlanosti.
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Je tieba také urcité skromnosti: znal jsem jednoho dobrého védce, ktery prokazal
své kvality, ale ktery naprosto selhal poté, co se rozhodl vytvorit velikou teorii v ma-
tematické fyzice.

Chovani védce pripomind chovani prizkumnika na pochodu napinajicitho vSechny
smysly, vyuzivajiciho postranni pé§inky a pripraveného pfijmout vSechny podnéty,
které se mu nabizeji. Ve vice ¢i méné usporadaném pletivu formélnich vyjadieni
svazanych pravidly logické dedukce, se badatel nechava vést k objevu a pak k dikazu
zajimavého vysledku pouze tzkym svételnym paprskem svych znalosti a své intuice,
které mu napovidaji, aby dal pfednost urcité cesté pied jinou. Spravné rozhodnuti,
které ¢ini na zakladé svych znalosti a své intuice, pripomind udivujicim zptisobem
uméni malite; jeho objev je plodem houzevnaté ndpaditosti.

Mate svou osobni filozofii?

Toto slovo oplyvéa tolika vyznamy a tolik lidi se vydava za filozofy, ze moje odpoveéd
musi byt stru¢nd. SkuteCnost, Ze mnozi filozofové jsou upovidani a mluvi dlouze
o vécech, které neznaji, ospravedlnuje takovou struc¢nost jen ¢astecné. Existovali a stale
existuji pozoruhodni filozofové. Pokud se filozofie stava opravdovym rozvazovanim
o myslenkovych pochodech ¢lovéka, zaslouzi si veskerou naSi pozornost. OvSem je
nutné, aby filozof mluvil pouze o tom, co znd, a aby se nepokousel do prili§ rozsahlé
syntézy zahrnovat cely svét mysleni.

Ani Platén neni této kritiky uSetien: je skvély, pokud mluvi o matematice, upada
do rozvlacnosti a omyld, kdyz se dotyka fyziky a biologie. Jeho pohrdani experimen-
tovanim a pozorovanim, jeho zdbrany pied experimentalnimi metodami ionské skoly,
prispély k pozdrzeni zrodu opravdové fyziky o vice nez patnact stoleti. Lidsky duch je
bezesporu velkolepy, ale slaby a potiebuje opory: pozorovani a experimentovani. Pravé
lidska mysl tyto nezbytné nastroje vytvari, tridi je a vyuziva. Také matematika ke
svému obnovovani potfebuje opory. Prestoze je schopna sama rist v ramci forméalniho
svéta, jeji obnova prichazi z podnéti, které ji prinaseji experimentalni védy anebo
prosté kontakty s vnéjsim svétem a se zivotem. Pravdépodobné vite, ze tento nazor
nesdili René Thom.

Pred timto rozhovorem prisla ve¢ na filozofy jako K. Krishnamurti, ktery hovoii
o zkuSenosti mimo hranice mysleni. Jaky je na to vas ndzor?

Pro mne osobné neni Krishnamurti (1895-1986) filozof, ale mudrc. Pat¥i mezi vzicné
vyjimky lidi, ktefi od véku dospivani spojuji velikou znalost svéta s mimoradnym
zvlddnutim svého ducha a jejichz pomoc je vyhledavana témi, ktefi se sami neumi
zbavit svych tzkosti a vasni. Jeho dila, Commentaries on Living a The only Revolution
jsou struc¢né sbirky rozhovori s jeho navstévniky. Skvéle umi popsat Casto prekrasnou
atmosféru svych rozhovori a naértnout portrét osoby, s niz rozmlouval. (Tolik toho
precetl, Ze je mu zatéZko rozeznat, kde zacind jeho vlastni mysleni.) M4 spolecné rysy
s jinym mudrcem, se Spin6zou. Oba dospéli postupné k fidicimu principu a ten se pro
né stal vlastné hlavnim majakem, ktery osvétluje jejich vidéni svéta. U Spindzy zakryva
matematicka forma faleSnou presnost, ale je koneckonci nepodstatné, ze teorémy, které
odvozuje, byly ve skutecnosti zalozeny na vadném dikaze. Jeho Etika tim neni nikterak
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ochuzena. Pro Krishnamurtiho neni fidicim principem bozska podstata, ale idealni
stav ducha, meditace, kterou popisuje letmymi doteky. Meditace pfichazi nehleddna,
nebot kazdé hnuti mysli ji zahani. Je to pohyb v nehybnosti; je to nevinnost této
chvile a spociva v osvobozeni ducha od stdlého tlaku zkuSenosti ... ; nikdy to neni
modlitba . ..

Krishnamurti chce ¢lovéka osvobodit od kazdého nédbozenstvi stejné jako od kazdé
doktriny; bohy neuznava: Boha nelze nalézt, k tomu neexistuje Zadna cesta; hledame-li
ho, nalezneme jen svuj vlastni obraz; nenajdeme pravdu, ale jen vysledek naseho prani.
Nepopird Boha, ale soudi, ze organizovand ndboZenstvi nastavugji ducha pouze na urcity
zpusob mysleni. Odmitd duchovni vidce (guru) a nechce jim sdm byt: kaZdd moc
zaslepuje a zabiji veskeré mysleni. Svym navstévnikim pomaha rozhovorem vedenym
v sokratovském duchu a spokojuje se s tim, ze odstranuje nékteré z prekazek, které by
branily v cesté k feSeni, aniz toto reseni podava. Kdyz mluvi o objevech, nejde o védu,
i kdyz jeho uvazovani je obecné a tyka se nas vSech: Problém meni nikdy roziesen na
své vlastni urovni. ProtoZe je sloZity, je treba jej chdpat v globdlnich souvislostech. Déale
soudi Cas je prazvldstni 1ikaz; prostor a cas tvori jednotu. KaZdy ji pojimd podle sebe.

Clovék by se tedy, pokud jde o Krishnamurtiho, iiplné mylil, kdyby na zakladé toho,
ze je Ind, od né&j ocekaval bud potvrzeni parapsychismu, nebo nové cesty védeckého
pozndni, anebo viru v prevtélovani. Je zvldstni, Ze usilujeme tolik o meménnost,
o pokracovani ... Neni obnovy bez konce byti; prevtéleni neznamend pokracovani. Ale
nékteii v né véri, nebot vira podminuje zkusenost a ta posléze posiluje viru. Obecnéji
vzato, duch ovlada a vysvétluje zkusSenost, avsak duch sam je vysledkem zkuSenosti.

Udélejme zavér: je-li meditace vrcholem $tésti, ale nelze ji privolat nasim usilim,
silné se podobé milosti, jak ji chdpali jansenisté. Cim je pak tato myslenka zajimava?
7Zda se mi, ze jeji postupné rozpracovani a vlastni zkusenost dovedla Krishnamurtiho,
stejné jako Spindzu, k pochopeni zakonitosti vyvoje univerzalnich lidskych hodnot.

Jste naboZensky zaloZen?

Jsem z katolické rodiny a mé dvé sestry patif mezi aktivni katoliky. V Ecole Normale
jsem se zajimal o vyklad bible a d&jiny nabozZenstvi. Styl a mysleni Ernesta Renana mé
uchvatily. Snad proto, ze ve svych Vzpominkdch na détstvi a mlddi mluvi bez vasné
o svém duchovnim vyvoji. Jejich prostfednictvim jsem si kupodivu uvédomil, Ze v sobé
uz nemam zadnou viru. Prestal jsem tak véfit v bozskost JeziSe, ale setrvaval jsem ve
vife v podstatu jeho uceni a mravni sila Evangelistd mi byla vzdy voditkem. Myslim,
ze Miluj blizniho svého je nejkrasnéjsi prikazani, které kdy bylo ¢lovéku dano.

Ve stejné dobé jsem se pfirozenym zpusobem dosti zajimal o jind naboZenstvi
a zejména o zivot jejich zakladateli. Obdivuhodny mi pripadal Buddhav Zivot a prvni
buddhistické texty. Na druhé strané jsem nemohl proniknout do uc¢eni Mohamedova,
CasteCné jen proto, ze se obraci k lidem drsnym, Ze se k nam dostalo v roztiis-
téné podobé a predevsim proto, ze je vzdaleno logickému mysSleni zidovsko—tecko—
krestanskému. Ostatné se zdd, ze Kordn nelze ¢ist ¢i odiikdvat jinak nez arabsky!
V posledni dobé jsem si oblibil posvatné texty Bahaismu, ktery mi pifipada jako
nejtolerantnéjsi nabozenstvi. Zadnou potiebu nébozenstvi nepocituji, myslim vsak,
ze zakladatelé vyznamnych nabozenstvi byli pozoruhodni lidé. Jejich mnohem méné
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pozoruhodni nasledovnici bohuzel jejich poselstvi zdeformovali a organizované cirkve
a sekty velice ¢asto podlehly fanatismu a netoleranci.

Jak vds zajimd politika?

Rizeni zalezitosti nasi vlasti se tyka nas viech. Zptisob, jakym se provadi, sleduji
zblizka a Casto s politovanim. TéZce nesu politikareni a jsem neptatelsky k jakémukoli
sloganu. Také jsem se nikdy nestal clenem zadné strany. Pokud volim, volim obvykle
socialistu, avSak pokud by se objevil nezavisly kandidat, jehoz kvalitu bych znal,
hlasoval bych pro néj, i kdyz vim a mrzi mé to, ze pfi soucasné organizaci politického
zivota je takika nemozné, aby se nezavisly kandidat prosadil.

Kniha Karla Poppera Oteviend spolecnost a jeji nepidtelé dosti dobie odrazi moje
politické krédo. Nejlepsi formou fizeni statu je demokracie, kterd lidi podnécuje
k tomu, aby uchopili osud do svych rukou a respektovali pfitom osud ostatnich.
Nejlepsi obranou demokracie je zakon, demokraticky odhlasovany a disledné uplat-
novany. Nejhorsi statni usporadani je diktatura, at uZz vojenskd junta nebo policejni
nomenklatura. Je predzvésti itlaku a smrti ducha.

Jsem presvédcéenym antirasistou. Rasista je ten, kdo odmité odlisnost a ze sobeckého
dtivodu nebo ze strachu z nezndmého chce za kazdou cenu setrvat ve své ulité. Genetika
a nejuslechtilejsi ndbozenstvi nas utvrzuji v tom, abychom respektovali jinakost,.

Cim se zabyvdte kromé védy?

Stava se, ze nedélam matematiku nékolik mésici, ale nejsou to obdobi neéinnosti:
zahradni¢im, chodim na prochazky, podnikdm horské tary, ¢tu ve francouzstiné ¢i
anglictiné nejriznéjsi knizky. Zaroven vsak premyslim, nikoli o smrti, ta mé nikterak
neznepokojuje, ale o riznych filozofickych otazkach: co je cas, co je svét a jaké jsou
naSe vztahy k nému, co je vlastné Biih atd.

Jaky mate smysl pro umeéni?

Jsem vizudlni typ, vaimam viné a mam cit pro rytmus a krasu slova. Matematika
a poezie maji podle mne mnoho spole¢ného v jejich inspiraci a vystavbé. Byl jsem
uchvacen Rimbaudem, Mallarmém, Baudelairem, Paulem Valérym, Waltem Whitma-
nem, Tagorem. Z malifstvi na mne nejvice ptisobi impresionismus. Z literatury nejvice
poznamenali mé dospivani spisovatelé s poetickou vnimavosti, jako Alain-Fournier,
Marcel Proust. Bezpochyby ze stejného divodu jsem vasnivym cCtendfem science
fiction. Mam rad Raye Bradburyho a Johna Wyndhama.

Kteri jsou vasi oblibeni skladatelé?

Klasikové, jako Mozart a Beethoven a z novéjsich Ravel a Debussy. Na druhé strané si
rozhodné méné cenim nékterych dél moderni hudby, jejimiz disonancemi doslova trpim.

Do jaké miry vase védeckd drdha ovlivnila vds rodinny Zivot?

Podstata mé existence byla soustfedéna na matematické badani. Tim bylo pfirozené
vSe v mém Zivoté prostoupeno, tim vice, ze jsem vzdy pracoval na svych vyzkumech
doma. Rodinné povinnosti mi nikdy nebranily v praci a kupodivu ji ¢asto stimulovaly.
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Vzpomindm si na dobu — uz je to davno — kdy moje prvni zena byla nemocné a ja
jsem se staral o doméacnost, varil jsem a pritom jsem Gspésné pracoval na dvou riznych
védeckych problémech. Na druhé strané napéti v manzelstvi, které vyustilo v rozvod,
neprospivalo ani mé praci a patrné ani vychové nasich déti k védecké draze: prvni syn,
doktor chemie, si zvolil fidici funkce; druhy syn, doktor geologie, déla aplikovanou
geologii a naSe dcera po studiu literatury a pusobeni v Arméadé spdsy vybudovala se
svym manzelem stfedisko pro Sifeni kiestanské literatury.

V r.1961 jsem se ozenil s Yvonne Bruhatovou, ktera je také matematicka. Nesblizili
jsme se diky matematické spolupraci, ale v ramci odbornych setkani. Moje Zena se
vénuje intenzivné védecké praci zamérené na parcidlni diferencialni rovnice, obecnou
relativitu a v SirSim slova smyslu na matematickou fyziku. Jeji volba za ¢lenku
Akademie véd v r. 1978 znamenala konec tuhé antifeministické tradice.

Spolupracujete odborné se svou pani?

Casto se 0o matematice bavime a moje urcité znalosti o relativité pochazeji z téchto
diskusi. Dokonce jsme spolu napsali sdéleni pro Comptes Rendus. Oba jsme si vSak
védomi tézkosti s nasi spolupraci, nebot mame jinou intuici a pracujeme odliSnymi
postupy. Je zde podobnost s divody, které ¢ini obtiznou spoluprici mezi fyziky
a matematiky.

Nase spolecné povolani nam casto umoznilo vyuzit spolu s nasimi malymi détmi
pozvani k dlouhodobym pobytim v USA: Cornell, Seattle, Berkeley. Nase déti mezitim
vyrostly. N4§ prvni syn Daniel po skoneni Ecole Centrale méa zajem o biologické
vyzkumy a nyni pracuje v Pasteurové tstavu. NaSe dcera Genevieve je ve tfetim
ro¢niku mediciny a radda by pozdéji pracovala v lékaiském vyzkumu. Jejich zaméreni
nas tési, nebot z vlastni zkuSenosti vime, jak hlubokou radost pfinasi védecky zivot.

]
Extrait de: Hommes de Science, Vingt-huit portraits, Entretiens et photographies de Marian
Schmidt. (© Hermann, Paris 1990. Pfelozil Ivan Netuka.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 37 (1992), ¢. 2, 65-79.
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Choquetova teorie a Dirichletova aloha
Jaroslav Lukes, Ivan Netuka a Jiri Vesely, Praha

Pojem konvexni mnoziny prostupuje znacnou c¢ast klasické i moderni matematiky a je
také dutlezity v aplikacich. Nasim cilem je ilustrovat uzite¢nost tohoto pojmu v ¢asti
matematiky, kde se styka teorie potencialu a funkcionalni analyza.

Nejprve nabizime v ivodni ¢asti ¢tenari nékolik tvrzeni, kterd na prvni pohled maji
malo spole¢ného. Jejich podrobné zvladnuti neni pro dalsi ¢teni nutné. Uzitecné je
vSak postiehnout, Ze jde o projev obecného principu: podobné jako se latky skladaji
z molekul, molekuly z atom1i, atomy z elementarnich ¢astic, prirozend ¢isla z prvocisel,
i zde jde o vyjadreni slozitého pomoci jednoduchého. V pozadi vét, které uvadime, je
pak obecny matematicky pohled, ktery vylozime v ¢astech 2 a 3. Césti 4 a 5 jsou
vénovany aplikacim.

1. Nékolik pfikladu

1.1. Elementarni geometrie

Pripomenme, 7e konvexni kombinaci boda xz1,...,x, ve vektorovém prostoru rozu-
mime linedrni kombinaci A\;z; + - - - + Ap2p, kde vSechny koeficienty A; jsou nezdporné
ad+-- -+, =1

Véta. Necht P je rovinny wzavieny konvexni mmnohoihelnik. Potom je kaZdy bod
z P konvexni kombinaci vrcholid mnohothelniku P.

1.2. Konvexni funkce reilné proménné

Borelovskou mirou na metrickém prostoru rozumime (nezdpornou) miru definovanou
alespon na o-algebie borelovskych mnozin a kone¢nou na kompaktnich podmnozinach.

Vétal). Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) funkce f:]0,1] = [0,00) je konvexni;

(i) existugi borelovské miry p a v na [0,1] takové, Ze

1

fa = [ -y e + [ Q=i welo)

_______________________________________________]
1) Dtikaz tohoto tvrzeni lze nalézt u R. M. Rakestrawa [Ra).
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Vidime, ze kazda konvexni funkce je ,kombinaci“ dvou zdkladnich typt konvexnich
funkci zavislych na parametru y. Jsou to funkce

0 pro z €[0,y], 1-Z pro z € (0,y],
Y
=1 A (@) =
Ty pro x € (y,1), 0 pro z € (y,1].

Funkee ¢y, 1, jsou velmi jednoduché konvexni funkce: jejich graf je sjednocenim dvou
tsecek.

1.3. Dvojité stochastické matice
Ctvercova matice P = (Pjk)Th—y se nazyva dvojité stochastickd, jestlize pro kazdé
J,k€{l,...,m} plati

m m
pik20, Y pw=1 a » pe=1.
r=1 s=1

Ozna¢me IT mnozinu v8ech permutaci mnoziny {1,...,m}, takze IT ma m! prvki.

Pripominame Kroneckertv symbol: 62 jelprok =1la0prok # . Prow € II definujme

_ (g™

Py = (07" .

Pak ma matice P, v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jednu jednicku a jinak

nuly a vznikne permutaci sloupcti jednotkové matice. Je to tedy velmi specidlni dvojité
stochasticka matice.

Véta?). Necht P je dvojité stochastickd matice. Potom ke kazdé © € II existuje
nezaporné cislo t, tak, Ze > t,=1a

Tell
P= Z tr Py
Tell

1.4. Typicky realné holomorfni funkce
Oznacme U otevieny jednotkovy kruh v komplexni roviné C. Pfipomenme, ze funkce
f: U = C je holomorfni v U, pravé kdyz je v U sou¢tem mocninné fady o stiedu
v pocatku a poloméru konvergence vétsim nebo rovném jedné.

Holomorfni funkce f: U — C se nazyva typicky redlnd, jestlize f(z) je realné (islo,
pravé kdyz z € U je redlné. Napiiklad je snadno vidét, Ze pro kazdé t € [—1,1] je

funkce
z

77 EU’
1+ 2tz + 22 i (x)

Z

typicky realna holomorfni funkce.

I ——
2) OdkaZzme Ctendfe na ¢lanek K. Jacobse [Ja).
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Véta3). Necht f je typicky redlnd holomorfni funkce v U. Potom existuje redlné cislo
a a borelovskd mira p na [—1,1] takové, Ze

z
= ———du(t U.
s =ar [ ), e

V jistém smyslu lze tedy libovolnou typicky redlnou holomorfni funkei vyjadrit jako
wkombinaci® funkci tvaru (x).

1.5. Uplné monotdénni funkce

Funkce f: (0,00) = R se nazyva dplné monotdnni, jestlize ma derivace vSech fada
a pro kazdé n = 0,1,2,... plati (=1)"f(™ > 0; samoziejmé f(©) znamena f. Pro
kazdé t > 0 jsou napi. funkce z — 2z~ ¢ a x — e~ x € (0, 00), tiplné monotdénni.

Bernsteinova véta?). Necht f: (0,00) — R je dplné monotonni funkce. Potom existuje
prdvé jedna borelovskd mira p na [0,00] takovd, Ze

f(z) = /[07001 e~ du(t), = € (0,00).

1.6. ReSeni Helmholtzovy rovnice
Necht 5 5
A= — cee 4
Ox? o2,
je Laplacetiv operdtor v R™ a a > 0. Funkci u tifidy C? na R™ nazveme fesenim
Helmholtzovy rovnice, jestlize na R™ plati

Au — o®u = 0.

Neni t&zké uhodnout specidlni feSeni této rovnice. Oznatme S = {y € R™ : |y| =1}
a {(x,y) skalarni sou¢in vektori z,y € R™. Je-liy € S a u(z) = e®{®¥ z € R™, pak
u je ziejmé nezdporné feseni Helmholtzovy rovnice.

Véta®). Nechtu je nezdporné veieni Helmholtzovy rovnice. Potom existuje borelovskd
mira i na S takovad, Ze

u(z) = / @Y du(y), =z e R™.
S

1.7. Fourierova transformace mér
V matematické analyze a teorii pravdépodobnosti se pro konecnou borelovskou miru
© na R™ definuje

i) = [ e aut), sern.

%) Viz G. A. Edgar [Ed] a M. S. Robertson [Rob].

4) Dikaz této klasické véty pochazejici od S. N. Bernsteina [Be] je nap¥. moZno nalézt
u R. R. Phelpse [Ph].

®) Rizné dikazy lze nalézt napf. v [CaLi] ¢i [Kol.
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Funkce zi: R™ — C je zi'ejmeé spojita a nazyva se Fourieriv obraz nebo charakteristickd
funkce miry p. Piimym vypoétem se snadno ovéri, ze funkce f = je pozitivné
semidefinitni, to znamena, Ze plati

> NAef(zj—xk) 20,

Jik=1
kdykoli n € N, Aq,..., A, jsou komplexni ¢isla a z1,...,z, jsou body z R™.

Bochnerova véta%). Necht f: R™ — C je spojitd pozitivné semidefinitni funkce. Po-
tom ezistuje prdvé jedna konecnd borelovskd mira p na R™ takovd, Ze f = .

1.8. Harmonické funkce na kouli
Necht m 22, U={z e R™ :|z| <1} a S={z € R™ : |z| = 1}. Pro kazdé z € S je
funkce

1— |z

P, xv+— o= 2

zeU,

(nazyvand Poissonovo jddro s pélem v bodé z) harmonickd na U, tj. plati AP, = 0.
Derivovani za integra¢nim znamenim ukazuje, ze funkce

h(z) = /SPZ(a:) du(z), zeU, (%)

je nezdporna harmonicka na U, kdykoli i je borelovskd mira na S.

Rieszova-Herglotzova véta”). Necht h: U — R je nezdpornd harmonickd funkce. Po-
tom existuje pravé jedna borelovskd mira p na S takovd, Ze plati (x).

Piipad m = 2 souvisi s holomorfnimi funkcemi na U. Je-li totiz h harmonicka
funkce na U C R?, potom existuje harmonické funkce k na U takova, ze f = h + ik je
holomorfni funkce na U. Z Cauchyovych-Riemannovych podminek vyplyva, Ze redlna

7 vz

a imaginarni ¢ast holomorfni funkce na U jsou harmonické funkce na U.

Véta®). Necht f: U — C je holomorfni funkce a necht redlnd cdst f je nezdpornd
funkce na U. Potom existuji privé jedna borelovskd mira j na jednotkové kruznici T
a prave jedno redlné c¢islo c takové, Ze

f(a:):ic-{—/TH—wdu(z), w e U.

zZ—w

1.9. Invariantni a ergodické miry

Necht K je metrizovatelny kompaktni prostor, B je o-algebra vSech borelovskych
podmnozin K a 7 je neprazdny systém spojitych zobrazeni K do K.
|

5) Dikaz této véty je hezkou aplikaci Choquetovy teorie a lze jej nalézt pfimo u G. Choqueta
[Chol].

™) Dikaz je uveden v L. L. Helmsovi [He]; jiny, vyuzivajici pfimo Choquetovu teorii, je
v ¢lanku D. A. Armitage [Ar].

8) Lze se podivat t¥eba na ¢lanky G. A. Edgara [Ed] anebo F. Hollanda [Ho].
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Rikéme, Ze borelovska mira p na K je T -invariantni, jestlize p je pravdépodobnostni,
tedy u(K) =1, a u(T1(B)) = u(B) pro kazdou mnozinu B € B a kazdé T € T.

Necht v je borelovskd mira na K. MnoZina B € B se nazyva v-invariantni (vzhledem
k T), jestlize symetricka diference mnozin B a T~!(B) je v-nulovd mnoZina pro kazdé
T € T. Rikdme, 7e T-invariantni mira u je ergodickd, jestlize u(B) = 0 nebo u(B) = 1
pro kazdou p-invariantni mnozinu B.

D4 se dokazat, ze mnoZina X vSech T-invariantnich mér na K je uzaviend pod-
mnozina kompaktniho prostoru pravdépodobnostnich mér na K opatifeného obvyklou
topologii (tedy X je kompaktni prostor) a mnoZina E vSech ergodickych mér je
Gs-podmnozina®) (obecné ne uzaviend!) prostoru X. Nésledujici véta ukazuje, Ze
kazda T-invariantni mira je v jistém smyslu ,vystavéna“ z ergodickych mér.

Vétal®). Necht X je mnoZina viech T -invariantnich mér na metrizovatelném
kompaktu K o E C X je mnoZina vSech ergodickych mér. Potom ke kaZdé mire
u € X existuje prdvé jedna pravdépodobnostni borelovska mira m na X takova, Ze
m(X\E)=0a p= [pvdm®v), 4. [ fdu= [, ([x fdv)dm(v) pro kazdou spoji-
tou funkci f na K.

2. Geometrie konvexnich mnozin

2.1. Krejnova-Milmanova véta

Pripomenme, ze konvexni mnoZiny v obecném kontextu vektorovych prostort jsou
ty, které s kazdymi dvéma body obsahuji i Gsecku, kterd je spojuje. Extremdlnim
bodem konvexni mnoziny C' je pak takovy jeji prvek, ktery neni stredem zadné Gsecky
s riznymi krajnimi body lezicimi v C. Mnozinu vSech extremélnich bodi mnozZiny
C budeme znacit ext C'.

Zameérme se nyni na geometrii konvexnich mnozin v eukleidovském m-rozmérném
prostoru R™. V roviné R? jsou kupiikladu extremalnimi body uzavieného konvexniho
mnohothelniku pravé jeho vrcholy. Mnozina extremalnich bodd kompaktni konvexni
podmnoziny R? je vzdy uzaviend!!). Jednoduchy ptiklad'?) v R?® ukazuje, ze v pro-
storech vyssi dimenze tomu tak nemusi byt.

Vysadni postaveni mnoziny extreméalnich bodt vyjadiuje Minkowského vétal?):
V prostoru R™ je kaZdy bod kompakini konverni mnoZiny konvexni kombinaci ez-
tremdlnich bodiu. Ve skutecnosti vystacime s nejvyse m + 1 extremalnimi body.

S extremalnimi body ritznych konvexnich mnozin jsme se jiz vlastné setkali na
zacatku clanku. Napiiklad matice P, v odst. 1.3 jsou pravé vsechny extremdalni

_______________________________________________]

9) Pro tdplnost dodejme, Ze néjakd mnozina v metrickém nebo topologickém prostoru je
typu Gy, je-li prinikem spocetného systému otevienych mnozin.
Opét R. R. Phelps [Ph] miize poslouzit pro dikaz této véty pomoci Choquetovy teorie.
Toto tvrzeni lze nalézt u G. B. Priceho [Pr].
Pfiklad je uveden napf. v [Cho], 2. dil, s. 106.
H. Minkowski dokazal vétu patrné v obdobi 1901-1903. Vysledek byl poprvé publikovin
v kapitole o konvexnich télesech zarazené v sebranych spisech vydanych v r. 1911. Dikaz
1ze nalézt v [Ja].

-
.
— = — —
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body konvexni mnoziny vSech dvojité stochastickych matic!4). Tuto mnozinu lze
povaZovat za podmnozinu prostoru R™*™ a véta o reprezentaci dvojité stochas-
tickych matic z odst. 1.3 je tak dusledkem Minkowského véty. Uvazujeme-li napf.
konvexni mnozinu K vSech iplné monoténnich funkei f na (0,00), pro néz f(0+) <1
(viz odst. 1.5), a definujeme-li pro t € [0, 0] funkci fi: z — e, x € (0,00), potom
ext K = {fi: t €[0,00]}!). Jsou také zndmy extremdlni body konvexni mnoziny
vSech spojitych pozitivné semidefinitnich funkei, jejichz absolutni hodnota je nejvyse
rovna jedné. Jsou to pravé funkce tvaru y — e<*¥ z € R™16), Uvedme jesté jeden
priklad: ergodické miry z odst. 1.9 jsou pravé vSechny extremalni body konvexni
mnoziny v8ech 7-invariantnich mér.

Nyni jiz je jasny spolecny rys vysledkt z odst. 1.1-1.9: jsou to véty o integralni
reprezentaci pomoci extremalnich boda. Tento typ vét je predmétem dalsiho vykladu.

Ozna¢me pro libovolnou mnozinu A symbolem co A nejmensi konvexni mnozZinu
obsahujici A; ta viZdy existuje a je rovna pruniku vSech konvexnich mnozin, které
obsahuji A. Je-li C C R™ kompaktni konvexni mnoZina, lze Minkowského vétu for-
mulovat tak, ze C' = coext C'. Otdzkou je, zda analogicka véta plati i v prostorech
nekonecné dimenze. V dal$im textu se zaméfime na feSeni tohoto problému. Nejdiive
si vSak ujasnéme, v jakych prostorech se budeme pohybovat. Pro ¢tenare seznameného
s hlub8imi partiemi funkciondlni analyzy bude dale X znamenat lokdlné konvexni
prostor (samoziejmé Hausdorffiv). Pod X si lze tfeba pfedstavit libovolny Banachtuv
prostor ¢i tfeba Banachtv prostor opatieny slabou topologii. Na prikladech lze ukazat,
ze v téchto prostorech jiz rovnost C = coextC' pro kompaktni konvexni podmno-
zinu C' obecné neplati. Nicméné oznac¢ime-li symbolem ©6 A uzavieny konvexni obal
mnoziny A, coz je nejmensi uzaviend konvexni mnozina obsahujici A, lze vyslovit
nasledujici vyznamnou vétu.

Krejnova-Milmanova véta'?). Je-li C kompaktni konvezni podmnoZina lokdlné kon-
vexniho prostoru X, potom C' =<coext C.

Myslenka dikazu. PtedevSim je nutné ukazat, Ze neprazdnd mnozina C' obsahuje
alespon jeden extremalni bod. Ten ziskame tak, ze uvazujeme systém vSech extre-
malnich mnozin v C. Pfitom extremdlni mnoZinou v C rozumime kazdou jeji ne-
prazdnou uzavienou podmnozinu F' s néasledujici vlastnosti: Pokud z,y € C, A € (0,1)
a Ax+ (1 — Ny € F, potom oteviend tsecka s krajnimi body z, y lei celd v F.
Z Zornova lemmatu se pomérné jednoduse ukaze, ze v C existuje minimalni extremalni
mnozina, tj. mnozina, kterd jiZz neobsahuje zadnou vlastni extreméalni podmnozinu.

]

14y Pékny diikaz, vyuzivajici tzv. Heiratssatz, lze nalézt opét v [Ja]. TamtéZz lze nalézt
i podrobné&jsi vysvétleni ztotoznéni prostoru matic s m?-rozmérnym eukleidovskym
prostorem.

15) Dtkaz neni Gplné snadny, viz [Ph], [Cho].

18) Pokud se ¢tendf zajima o detaily, lze doporuéit druhy dil monografie [Cho], kde se
v odst. 33 tyto otazky vySetiuji dokonce v mnohem obecnéj$im kontextu lokalné kom-
paktnich komutativnich grup.

17y Prvni verzi véty v méné obecném kontextu dokazali M. Krejn a D. Milman v r. 1940.
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Pomoci Hahnovy-Banachovy véty pak odvodime, ze takova minimalni extremalni mno-
Zina musi byt jednobodové. A jednobodové extremalni mnoziny jsou pravé extremalni
body.

Méme-li tedy jiz dokdzdno, ze ext C' # ), Ize ddle postupovat sporem. Je totiZz jasné,
ze coext C' C C, a pokud by zde nenastala rovnost, vyuzili bychom geometrickou verzi
Hahnovy-Banachovy véty o oddélovani a dostali bychom spor. m

2.2. Integralni reprezentace
Pokusime se nyni ukazat, jak z Krejnovy-Milmanovy véty lze odvodit obecnou vétu
o integralni reprezentaci. Dtlezitou roli bude hrat prostor A(K) vSech spojitych
afinnich funkci na K. Pfitom realnd funkce f na konvexni mnoziné K je afinni, jestlize
FOz+ (1= XNy) =Af(z) + (1 — X)f(y) pro kazdou trojici z,y € K a X € [0,1]. Pro-
blém je nasledujici: Je dan bod z v kompaktni konvexni podmnoziné K lokalné kon-
vexniho prostoru X; snazime se najit borelovskou miru u, kterd by jej reprezentovala
ve smyslu, Ze rovnost f(z) = [} f dp by méla platit pro kazdou spojitou afinni funkci
na K. Takovych mér je obecné vice, Diracova mira ¢, soustfedénd v bodé z je urcité
jednou z nich. Nam ptijde o to, aby hledanad mira p byla soustfedéna na co nejmensi
¢asti hranice mnoziny K.

Udélejme zde malou odbocku. Je-li u borelovskd mira na kompaktu K, fekneme, ze
1 je soustiedéna na borelovské mnozing S C K, jestlize u(K \ S) = 0. Poznamenejme,
ze mira muze byt soustfedéna na vice riznych mnozindch. Pfipomenme jesté, ze nosic¢
supp p miry p je definovan jako nejmensi uzaviena mnozina, na které je u soustiedéna.

Vratme se opét k naSemu problému. Hledame tedy miru p tak, aby platila vyse
uvedend reprezentace a pritom p

(a) méla nosi¢ v uzdvéru mnoziny extremdlnich boda ext K, ¢i dokonce aby
(b) byla soustfedéna na mnoziné extremalnich bodd ext K.

Samoziejmé nas také bude zajimat otazka jednoznacnosti reprezentujicich mér, kterd
povede k pojmu simplexu.

Déle se omezime pouze na pripad, kdy kompaktni konvexni mnozina K je me-
trizovatelnd. Prostor v8ech borelovskych pravdépodobnostnich mér na K oznacime
symbolem M*(K). Protoze kompaktni mnoZina K je metrizovateln, je prostor C(K)
viech redlnych spojitych funkci na K separabilni. Tudiz M!(K) je metrizovatelna
mnozina mér, a to takovou metrikou p, ze posloupnost meér u,, v ni konverguje k mire p,
coz symbolicky budeme zapisovat u,, — u, pravé kdyz fK fdu, — fK f dp pro kazdou
funkci f € C(K). Miru p € M!(K) nazyvame diskrétni, jestlize u je konvexni kombi-
naci Diracovych mér. Je znamo'8), 7e ke kazdé mite u € M!(K) existuje posloupnost
pravdépodobnostnich diskrétnich mér {u,} tak, Ze u, — u.

A nyni zpét k nagf tloze. Bod = € X nazveme té¢zistém miry p € M (K), jestlize

fl@) = /K fdu, fe AK).
|

18) Tyrzeni plyne mj. z Krejnovy-Milmanovy véty, nebot ext M'(K) splyva s mnozinou
Diracovych mér soustiedénych v bodech z K.
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Protoze v lokdlné konvexnich prostorech prvky dudlu X* oddéluji body, tj. ke kazdé
dvojici z, y riiznych bodi z X lze nalézt f € X* tak, ze f(x) # f(y), a protoZe restrikce
funkcionalt z X* na mnozinu K jsou afinni spojité funkce, nemize mit mira p dvé
rizna tezisté. Tezisté miry p budeme oznacovat symbolem r(u). Je-li z = r(u), fikdme
téz, ze mira p reprezentuje bod z, coz jinymi slovy znamend, ze plati véta o integralni
reprezentaci. Je jasné, ze Diracova mira €, vzdy reprezentuje bod . Naskytaji se nam
nasledujici otazky:

(a) M4 kazda mira néjaké t&zisté?

v

(b) Jekazdy bod z mnoZiny K téZistém néjaké miry, kterd ma nosi¢ v mnoziné ext X ?

Na prvni otdzku je odpovéd celkem snadnd, na druhou jiz komplikovangjsi. Za¢néme
s nasledujicim tvrzenim.

Véta. Necht K # 0 je kompaktni konvexni podmnoZina lokdlné konvexniho pro-
storu X . Potom kazdd mira z M (K) md prdve jedno teZiste r(pn) ledici v K.

Vv

diskrétni, p = >, Nigy;, kde z; € K, X\ 20, >, Ay =1, je ziejmé r(p) = 3, \iz; € K
t67istém u. Nechf tedy p € M!(K) je obecnd pravdépodobnostni mira na K. Jak
jsme jiz zminili, existuje takové posloupnost diskrétnich mér p, € M (K), 7e pn, — p.
Protoze v8ak {r(u,)} je posloupnost obsazend v kompaktu K, existuje vybrana po-

sloupnost {r(un, )}, konvergujici k néjakému prvku z € K. Je-li nyni f € A(K), je

£) = Jim £ = Jim [ fapn, = [ fan

v

Nyni mzeme zformulovat zakladni vétu o integralni reprezentaci.

Véta o integrélni reprezentaci. Bud K kompaktni konvexni podmnoZina lokdlné kon-
verniho prostoru X a x € K. Potom ezistuje mira p € MY (K) tak, Ze r(p) ==z
a supp pu C ext K.

Diikaz. Z Krejnovy-Milmanovy véty plyne nasledujici postieh: Je-li f € A(K) spojitd
afinni funkce a f = 0 na ext K, potom f = 0 na K. Oznacme B prostor restrikeci funkeci
z A(K) na ext K. Potom pro kazdé h € B existuje podle pfedchazejiciho postiehu pravé
jedna funkce he A(K), ktera s h splyva na ext K. Volme = € K a polozme

®: hb—)ﬁ(m), h e B.

Ziejmé ¢ € B* a ||¢||p = 1. Funkciondl ¢ lze roz$ifit pomoci Hahnovy-Banacho-
vy véty z B na funkciondl & € (C(ext K))* se zachovanim normy. Protoze na-
vic #(1) = p(1) =1, je & nezdporny funkciondl. Je-li totiz f € C(extK), f =0,
a = 1sup f(ext K), potom ||a — f|| < a, tudiz

a—&(f) =P(a) -&(f) =Pla—f) S lla— fll S a
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Odtud dostavame @(f) = 0. Podle Rieszovy véty o reprezentaci existuje pravdépo-
dobnostni mira p na ext K tak, ze ¢(f) = [, fdp pro kazdou funkci f € C(ext K).
Miru g muzeme chapat jako miru na K soustfedénou na mnoziné ext K, prosté mira
u(B) borelovské mnoziny B C K je rovna u(B Next K). Protoze ziejmé plati rovnosti
Jie hdp = &(h) = o(h) = h(x) pro kazdé h € A(K), vidime, Ze tézistém miry u je
préavé bod z. m

Poznamenejme jesté, ze véta o integralni reprezentaci je pouze pieformulovana
Krejnova-Milmanova véta. Je-li jiz dokdzdna véta o integralni reprezentaci, odvodi
se z ni snadno Krejnova-Milmanova véta.

Krejnova-Milmanova véta je jednou ze zdkladnich vét funkciondlni analyzy a ma
bohaté aplikace. Pfipomenme si ti¥eba jeji pouziti pii de Brangesové dikazu Stone-
ovy-Weierstrassovy véty, Lindenstraussové dikazu Ljapunovovy véty o oboru hodnot
vektorové miry ¢i pii dikazu Banachovy-Stoneovy véty o izometricky izomorfnich
prostorech spojitych funkci apod.

V konkrétnich aplikacich se, pokud jsme tspésni, podaii charakterizovat mnozinu
ext K, oviem povaha prvkil mnoziny ext K \ ext K je obecné pramélo prithledn4.
Informace o nosici miry z véty o integralni reprezentaci je tudiz problematicka, pokud
mnozina ext K neni uzaviend. Je zde pak jesté jina potiz. Pfedstavme si, Zze mnozina
extremalnich bodd néjaké kompaktni konvexni mnoziny K je v této mnoziné husta,
tedy ze ext K = K. Potom samoziejmé Krejnova-Milmanova véta nic nefiké, a rovnéz
nic nefikajici je véta o integralni reprezentaci. Staéi totiz za miru reprezentujici bod
z vzit ptimo Diracovu miru €, v bodé x. Tato situace mtize skutecné nastat. Jako pfi-
klad nam mize poslouzit uzaviena jednotkovéa koule B v libovolném nekoneéné dimen-
zionalnim Hilbertové prostoru, ktery ovSem uvazujeme se slabou topologii. Extremalni
body B pak tvoii jednotkova sféra a jeji (slaby) uzavér je roven celé kouli B. Jinym
netrividlnim pifkladem je Poulsentiv simplex'®) v Hilbertové prostoru [2. Je vSak
znamo mnohem vice. Uvazujeme-li totiZ na mnoziné F vSech neprazdnych kompakt-
nich konvexnich podmnozin daného Banachova prostoru X nekonec¢né dimenze tak
zvanou Hausdorffovu metriku, je v ni prostor F Gplny a mnozina {C € F : ext C # C}
je pouze 1. kategorie v F2°). V jistém smyslu pro vétSinu kompaktnich konvexnich
mnozin tedy plati ext C = C.

Otézka, zda ve vété o integralni reprezentaci lze nalézt miru p, kterd je soustifedéna
pouze na mnoziné extremalnich bodi, je tudiz zasadni. Problém byl Gspésné vyiesen
G. Choquetem v padesatych letech a tim byl polozen zdklad k jedné z nejhezcich
teorii posledni doby, Choquetové teorii. Budeme se ji vénovat, a to v obecné&jsim havu
prostori funkci, v nasledujici kapitole. Choquetova teorie poskytla mnoho podnétt pro
abstraktni analyzu, nekone¢né rozmérnou geometrii, deskriptivni teorii mnozin, teorii
potencidlu a dalsi ¢asti matematiky. Je dodnes zivad a nachézi stidle nové aplikace:
princip maxima se uplatnil pfi odvozeni novych vysledkti o Liouvilleové vlastnosti

_______________________________________________]

19) Konstrukce Poulsenova simplexu je uvedena v [Li] nebo [FoLiPh]. Tam je také objasnéna
vlastnost jednoznacnosti a vlastnost univerzality Poulsenova simplexu.

20y Toto tvrzeni lze nalézt u V. Kleeho [KI]. V prostorech kone¢né dimenze samoziejmé
ext C' # C pro kazdou konvexni mnozinu obsahujici vice nez jeden bod.
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sférickych priiméri v roviné?2!), o reflexivité pro separabilni Banachovy prostory 22),

s Choquetovou teorii se setkavame v teorii optimalizace, pfi studiu laminata ¢i feSeni
nelinearnich parcidlnich diferencidlnich rovnic (Youngovy miry apod.) ?3).

3. Choquetova teorie v prostorech testovacich funkci

3.1. Choquetova véta

V dal$im textu K # () bude znacit kompaktni metricky prostor. Prostorem testo-
vacich funkct, kratce testovacim prostorem, budeme rozumét vektorovy podprostor
‘H prostoru C(K) spojitych (redlnych) funkei na K, ktery obsahuje konstantni funkce
a oddéluje body K, neboli ke kazdé dvojici z,y € K existuje funkce h € H tak, ze
h(z) # h(y).

Jako priklad testovaciho prostoru nam poslouzi prostor A(K) vSech spojitych afin-
nich funkci na (podle nasi tmluvy metrizovatelné) kompaktni konvexni podmnoziné
lokalné konvexniho prostoru, ktery jsme vysetfovali v predchazejici ¢asti. Pak mluvime
o konvexnim pFipadé. Anebo také cely prostor C(K). Dalsimu dilezitému piipadu
se budeme vénovat nize, prikladem bude prostor vSech spojitych funkci na uzavéru
omezené oteviené mnoziny U C R™, které jsou harmonické na U.

Rekneme, Ze (pravdépodobnostni) mira u € M'(K) reprezentuje bod = € K, anebo
také ze x je tézistém miry u, jestlize

h(z) = / hdu pro kazdou testovaci funkci h € H.
K

Mnozinu vSech mér reprezentujicich bod z ozna¢me M, (). V§imnéme si hned, Ze
Diracova mira ¢, vzdy reprezentuje bod z, tedy Ze e, € M, (H).

Nyni bychom potiebovali zavést analogii pojmu extremalniho bodu, pfi¢emz ne-
mame k dispozici prislusné geometrické pojmy. Ptresnéji: nevime, jak v testovacich
prostorech definovat Gsecku. Nastésti ndm pomuze nasledujici véta dokdzand pravé
v konvexnim ptipadé. Jeji ditkaz vynechdme??*), i kdy% neni p#ili§ obtizny.

Bauerova charakteristika ext K. Necht K je kompaktni konvexni podmnozina lokdlné
konvexniho prostoru. Potom x je extremdalnim bodem mnoZiny K, privée kdyZ jedinou
A(K)-reprezentujici mirou bodu = je Diracova mira ;. Tedy

ext K = {z € K : M,(A(K)) = {e.}}.

_______________________________________________]
2!y Viz Hanseniiv vysledek [Ha].

22) Pfipomeiime Jamesovu vétu, podle které redlny Banachiv prostor X je reflexivni, praveé

kdyZ kazdy funkciondl f € X™ nabyvé na uzaviené jednotkové kouli v X svého maxima.

Pro separabilni pfipad je dikaz obsaZen v pfispévku [FoLiPh], pfipraveném k publikaci.

28) Podrobny vyklad lze nalézt v [Rou]. Viz téz [Kr].

24y Ctendfe lze opét odkizat na Phelpsovu knihu [Ph]; vyuZzivé se regularita borelovskych
mer.
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V souladu s touto charakteristikou extremalnich bodt mizeme zavést analogii
mnoziny extremalnich bodu v situaci testovaciho prostoru na kompaktnim prostoru K.
Definujme

Chy K ={z € K: M,(H) ={e.}}.
Mnozina Chy K se nazyva Choquetova hranice testovaciho prostoru #H. Abychom
uméli popsat Choquetovu hranici riznych testovacich prostorti, zavedeme nyni dalsi
pojmy.

Pro f € C(K) ozna¢me

ff=inflheH:h2f}, fi=suplheH :h< [}
Pro odvozeni hlubgich vlastnosti bude vyhodné nejdiive dokazat nasledujici tvrzeni.

Kli¢ové lemma. Necht x € K o f € C(K). Potom
.. 1@ = { [ raus e s},

Diikaz. Volme z € K a f € C(K). Dikaz jedné implikace je snadny. Je-li p € M, (H),
gheH agSf<hnaK,je gx)=[9du< [ fdp £ [ hdp = h(z). Odtud
ihned dostavame f.(z) < [ fdp < f*(x).

Predpokladejme nyni, 7ze a € [f.(x), f*(z)]. Zpocatku si uvédomime, Ze zobrazeni
p: o p*(x), ¢ € C(K), je sublinedrni funkcionél na prostoru C(K). Lehko totiz
zjistime, ze

(g+h)*Sg"+h" a (Ag)" =Ag"
pro kterékoliv g, h € C(K) a A 2 0. PouZijeme nyni algebraickou verzi Hahnovy-Bana-
chovy véty. Podle ni existuje linedrni funkcional F' na C(K) s vlastnostmi F' < p na
C(K), F(f) = a. Funkcional F je také nezaporny. Je-li totiz g € C(K), g < 0na K, je
F(g9) £ p(g) = g*(z) £ 0 (pfipomenme, ze 0 € H). Podle Rieszovy véty o reprezentaci
existuje borelovskd mira p na K tak, ze [, gdu = F(g) pro kazdou funkci g € C(K).
Je-li vSak h € H, je samoziejmé h, = h* = h, a tudiz

/K hdp = F(h) < p(h) = h*(z) = h(x).

Protoze v8ak zéroven je —h € H, platii — [, hdpu < —h(x). Volime-li specidlné h = 1,
je W(K) = [ hdp = h(z) = 1. A jsme s ditkazem hotovi. Nagli jsme totiz p € M, (H)
tak, ze [, fdp=F(f) =a.m

Kli¢ové lemma ndm umoznuje charakterizovat body Choquetovy hranice. Jako jeho
bezprostiedni disledek dostavame nasledujici tvrzeni pochézejici opét od H. Bauera.

Dusledek. Bod x € K lezi v Choquetové hranici Chy (K), prdvé kdyz f.(z) = f*(x)
pro kazdou funkci f € C(K). Tedy

Chy K = ﬂfeC(K){x € K: fu(x) = f*(x)}.

Tento disledek ndm umoznuje dokazat, ze Choquetova hranice je vzdy borelovska
mnozina. Plati dokonce silnéjsi tvrzeni.
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Tvrzeni. Necht H je testovaci prostor na kompaktnim metrickém prostoru K. Potom
Choquetova hranice Chy K je mnoZina typu Gs.

Diikaz. Predevsim si musime rozmyslet, Ze existuje spo¢etnd hustd mnozina M C C(K),
M =—-M aze
Chy K = N jeprlz € K : f(a) = f*(0)}.

To odvodime z toho, Ze v pFipadé metrického kompaktu K je Banachtv prostor C(K)
separabilni. Oznacime-li potom pro f € M

Gulf) = {r e K f0) — f@) < 1},

jsou G, (f) oteviené mnoziny (funkce f* je infimem mnoziny spojitych funkci) a plati

Chy K= (1 (1Gn(f).-m

fEM n
Uvedeny popis Choquetovy hranice je uziteény, ale v konkrétnich piipadech stézi
umoznuje rozhodnout, které body do Choquetovy hranice padnou. K tomu se nam
bude hodit nésledujici novy pojem. Bodu z € K budeme tikat H-exponovany, existu-
je-li takové h € H, ze 0 = h(z) < h(y) pro kazdé y € K \ {z}. O funkci h mluvime
jako o H-exponugici funkci. Postacujici podminka pak vypada takto:

Tvrzeni. KaZdy H-exponovany bod lezi v Choquetové hranici Chy K.

Diikaz. Predpokladejme, Ze v € K a u € My (H). Necht h € H je takové funkce, Ze
0 = h(z) < h(y) pro kazdé y € K, y # x. Potom oviem 0 = h(z) = [, hdp a vidime,
Ze nosi¢ miry p musi byt obsazen v jednobodové mnoziné {z}. A protoze u(K) =1,
musi byt y =¢,.m

Nez ptejdeme k dikazu hlavni Choquetovy véty, zavedeme dalsi pojmy. Symbolem
K(H) oznacime mnoZinu v8ech (spojitych) H-konvexnich funkci na K, tedy

K(H) = {f €C(K): f(z) / fdu pro viechnax € K a p € /\/lx(’H)}
K
O funkci h € K(H) fekneme, Ze je strikiné H-konvezni, jestlize
h(z) </ hdp, zeK, peMuH) a p#e,.
K

Naésledujici tvrzeni bude zakladem pro slibovanou vétu.
Tvrzeni. Na K existuje striktné H-konvexni funkce.

Ndznak dikazu. Protoze je prostor C(K) separabilni, miZeme najit spocetnou hustou
podmnozinu {h,, : n € N} mnoziny {h € H : 0 £ h < 1}. V prvaim kroku ukdzeme, Ze
kazd4 z funkci h2 je H-konvexni. To neni obtizné. Volime-li z € K a pu € M (H),
dostaneme pouzitim Holderovy nerovnosti

2
hi(m):(/Khnd,u> é/Kld,u/thldu:/Khidu.
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Je-linavic p # &, existuje takové n, ze hZ (x) < [} h2 du. Kdyby totiz takové n neexis-
tovalo, platila by pro kazdé n v uvedené Holderové nerovnosti rovnost. Odtud bychom
dostali, ze h,, = h,(z) p-skoro vSude na K. ProtoZe u neni Diracova mira, rozmysleli
bychom si, Ze musi existovat bod y € K, y # z tak, Ze h,(z) = h,(y) pro kazdé n.
A to by bylo ve sporu s tim, Ze H oddéluje body K. Polozime-li pak h =}, 27 "hy,
je h hledand striktné H-konvexni funkce. m

Nyni jiz mame pripravenou cestu k dikazu mimoradné vyznamné Choquetovy véty.
Choquetova véta. Necht H je testovaci prostor na metrizovatelném kompaktu K
azx € K. Potom existuje borelovskd mira p soustredénd na Choquetové hranici Chy K
takovd, Ze h(x fK hdp pro kaZdou funkci h € H.

Diikaz. Necht x € K a necht hg je striktné H-konvexni funkce na K. Podle klicového
lemmatu existuje p € M, (H) tak, ze [, hodp = hi(x). Pokud h € H, h 2 ho, je

/h()d/,t /hodu /hd,u h(z

Pfechodem k infimu dostaneme rovnost fK hodp = fK h§ du. A protoze ho < h, je
n({t € K : hiy(t) > ho(t)}) = 0.
K dokonceni diikazu si staci uvédomit, ze
K\ Chy K C{te K :hy(t) > ho(t)}.

Pokud by totiz ho(t) = h§(t) a soucasné t ¢ Chy K, existovala by reprezentujici mira
€ My(H), p # e¢. Z definice striktni konvexity bychom pak pomoci klicového lem-
matu dostali

By(t) = ho(t) </Khodughs<t>,

coz je samoziejmé spor. Choquetova hranice je borelovskd mnozina a mizeme tedy
uzaviit, 7ze (K \ Chy K) = 0. A to jsme chtéli ukazat. m

3.2. Principy maxima
Choquetova hranice hraje také vyznacnou roli v nasledujicim abstraktnim principu
mazrima.

Princip maxima. Necht H je testovaci prostor na K #0 a f je (spojitd) H-konverni
funkce na K. Potom f nabyvd svého mazima na K v néjakém bodé Choquetovy
hranice.

Dukaz. Jakozto spojita funkce na kompaktni mnoziné nabyva f svého maxima v né-
jakém bodé z € K. Podle Choquetovy véty naleznéme takovou reprezentujici miru
uw€ M, (H), aby u(K \ Chy K) = 0. Potom

f(Z)é/deuz/ChHdeu-

Vidime, ze [o, (f = f(2)) du 2 0. Protoze viak f — f(z) < Ona K a u(Chy K) = 1,
musi existovat zg € Chy K tak, 7e f(zo) = f(z) (= max{f(t):t € K}). m
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Dusledek. Jestlize f je H-konvexni funkce na K a f <0 na Chy K, potom f<0
na K.

Vratime-li se ke konvexnimu ptipadu a vyuzijeme-li predchozi abstraktni princip
maxima, dostaneme tvrzeni, které se dnes vSeobecné oznacuje jako Bauertv princip
maxima.

Baueruv princip maxima. Necht K je neprdzdnd kompakini konvexni podmmnoZina
lokdlné konvexniho prostoru X a f spojita konvexni funkce na K. Potom f nabyvd
svého mazxima v néjakém extremalnim bodé K, tj. existuje x € ext K tak, Ze

f(z) =max{f(t): t € K}.

Podotknéme jesté, ze z Bauerova principu maxima lze ziskat vcelku snadnou ivahou
vyuzivajici Hahnovu-Banachovu vétu ditkaz Krejnovy-Milmanovy véty?®).

3.3. Simplicialni prostory

Déle potfebujeme zavést pro obecny piipad testovacich prostori pojem analogicky
pojmu afinni funkce z konvexniho pfipadu. To nas vede k nasledujici definici. Funkcim,
které jsou soucasné H-konvexni i H-konkavni ve zrejmém smyslu, fikejme H-afinni.
Oznacime-li A(H) mnozinu v8ech H-afinnich funkei na K, je tedy

AH) = {fEC(K):f(:n) :/deu pro kazdé z EKa,uEMx(’H)}.

Déle ozna¢me
H={feCK): f.=f"}
Vztah téchto dvou systéma funkci a jejich vlastnosti shrnuje nasledujici véta.

Véta. Prostor H-afinnich funkci A(H) je uzavieny podprostor C(K) obsahujici H.
Pritom A(H) = H.

Diikaz. Evidentné H C A(H) a A(H) tvori vektorovy prostor. Lebesgueova véta o li-
mitnim prechodu za integratnim znamenim ihned d4 uzavienost A(H) v C(K). Dalsi
tvrzeni o rovnosti A(H) = H vyplyva bezprostiedné z kli¢ového lemmatu. m

Prostor H-afinnich funkei mé také diilezitou tlohu ve vétach Korovkinova typu 29).

25y Tak postupuje napiiklad G. Choquet v [Cho], 2. dil, s. 102-106.

26y Byla by Skoda na tomto misté se nezminit je$té o dalsi zajimavé vlastnosti prostoru A(H).
Pred nékolika lety vySel v Pokrocich matematiky, fyziky a astronomie ¢lanek H. Bauera
o Korovkinovych vétach. Ctenafe odkdZeme na [Bal] a pouze pfipomeneme nékteré de-
finice. Uvazujme posloupnost {L, } linedrnich nezapornych operatori L,: C(K) — C(K)
na metrickém kompaktu K. Tuto posloupnost nazveme H-pFipusinou, jestlize L,h — h
stejnomérné na K pro kazdou funkci h € H. Déle ozname symbolem Kor(#H) mnoZinu
v8ech funkci f € C(K), pronéz L, f — f stejnomérné na K, kdykoliv {L, } je H-pFipustnd
posloupnost operatorti, a nazvéme tuto mnozinu Korovkinovym uzdvérem testovaciho
prostoru H. Vztah Korovkinova uzévéru a prostoru afinnich funkei vyjadiuje nésledujici
véta: Plati rovnost Kor(H) = A(H) = H.
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Testovaci prostor H na metrizovatelném kompaktu K se nazyva simplicidlni, jestlize

ke kazdému z € K existuje pravé jedna H-reprezentujici mira z M, () soustiedéné
na Choquetové hranici Chy K. Simpliciadlni prostory se daji charakterizovat mnoha
zpusoby. Uvedeme pouze jeden z nich, ktery naznacuje souvislost s feSenim Dirichle-
tovy tlohy diskutovanym v odst. 4.2—-4.6. Dikaz nasledujiciho tvrzeni je pomérné
obtizny, proto jej vynechdme 27).
Charakteristika simplicialnich prostoru. Necht H je testovaci prostor na metrizo-
vatelném kompaktu K. Potom H je simplicidlni, prdveé kdyZ je splnéna ndsledujici
podminka: Kdykoliv F je uzaviend podmmnoZina Choquetovy hranice Chy K a f
spojitd funkce na F, existuje h € A(H) tak, Ze h=f na F, max{h(z):z € K} =
=max{f(z): ¢ € F} amin{h(z) :z € K} = min{f(z) : z € F}.

Uvedend podminka ¥iké, Ze ke kazdé spojité funkci f (okrajové podmince) definované
na uzaviené podmnoziné Choquetovy hranice existuje jeji spojité rozsireni na funkci ze
systému A(H). Tedy vlastné feSeni Dirichletovy dlohy. Takové rozsifeni v8ak zdaleka
neni jednozna¢éné (za F mizeme brat i jednobodové mnoziny!). Casto se mluvi proto
o zeslabené Dirichletové tloze.

V tvrzeni z odst. 3.1 jsme ukazali, ze H-exponované body lezi v Choquetové hranici.
U simplicidlnich prostort vétsinou tyto dvé mnoziny splyvaji. Plati totiz nasledujici
tvrzeni.

Véta. Je-li H simplicidlni testovaci prostor na K, potom kaZdy bod z Choquetovy
hranice je A(H)-exponovany.

Diikaz. Poznamenejme, Ze Choquetova hranice nemuze byt v p¥ipadé kompaktu K (ob-
sahujictho alespon dva body) jednobodové. To plyne tfeba z principu maxima a z toho,
Ze funkce ze systému H oddéluji body. Volme nyni € Chy K. Je-liy € Chy K \ {z},
ziskdme FeSenim zeslabené Dirichletovy alohy pro dvoubodovou mnozinu F = {z,y}
funkci h, € A(H) s vlastnostmi

Potom
Chy K\ {2} C U yecny, x\(23{t € K : hy(t) > 0}

Vyuzitim separability H dostaneme body y,, € Chy K \ {z} tak, Zze
Chy K\{z}cU,{te K:hy,(t) >0}

Polozime-li h =3 2 "h,, , je h€ A(H), h=20 na K, h >0 na Chy(K)\{z}
a h(z) = 0. Zbyva ukazat, ze h(z) > 0 pro kazdé z € K, z # x. Necht tedy h(z) = 0 pro

27y Tuto charakteristiku lze odvodit z véty 28.6 uvedené v druhém dilu Choquetovy mono-
grafie [Cho].
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jisté z € K. Pomoci Choquetovy véty najdeme u € M, (H) tak, aby u(K \ Chy K)=0.
Vyuzijeme-li toho, Ze h € A(H) je H-afinni funkce, dostaneme

Ozh(z):/ hd,u:/ hdg.
K Chy K

Odtud vyplyvé, Ze supp p C {z}, a protoZze p je pravdépodobnostni mira, je nutné
= €. Tudiz pro kazdou funkci ¢ € H dostavame rovnost

‘P(w):/KSOdEx:/KSOd,U,ZQD(Z).

Funkce z testovaciho prostoru ‘H vSak oddéluji body K, musi tedy byt z = . A to
jsme vlastné chtéli ukazat. m

V predeslé vété se nam pro simplicidlni prostory podarilo sestrojit v kazdém bodé
Choquetovy hranice A(H)-exponujici funkci. RovnéZ tak v piipadé zeslabené Dirichle-
tovy tlohy lze nalézt pouze feSeni z prostoru A(#H). Nas by samoziejmé vice uspokojilo,
kdyby se nam podarilo nalézt dokonce funkce z ptuvodniho testovaciho prostoru H.
To v8ak neni vzdy mozné. Nicméné dalsi tvrzeni nam alespon napovi, kdy mnozina
‘H-afinnich funkci splyva s funkcemi z H.

Bauerovo tvrzeni?®). Necht H je testovaci prostor na K. Potom A(H) = H, prdvé
kdyz existuje uzaviend mnoZina W C C(K) stabilni na tvofeni koneényjch minim ta-

kovd, Ze H =W N (-W).

3.4. Konkrétni priklady

Vratme se nyni k trividlnimu piikladu testovaciho prostoru. Uvazujme tedy kom-
paktni metricky prostor K a na ném testovaci prostor H = C(K). V tomto piipadé
je zajisté kazdy bod K jeho C(K)-exponovanym bodem. TudiZ Choquetova hranice
Che(ky K = K. Protoze M, (C(K)) = {e.} v kazdém bodé = € K, je prostor C(K)
simplicialni. Co nam vlastné rika charakteristika simplicidlnich prostora v terminech
zeslabené Dirichletovy tlohy o tomto specidlnim pripadé? Podminka v ném uvedend
neni zde vlastné nic jiného nez Tietzeho véta o rozsifeni spojité funkce z uzaviené
podmnoziny na spojitou funkci na celém prostoru.

V klasickém ptipadé, kdy K je konvexni kompaktni metrizovatelnd podmnozina
lokélné konvexniho prostoru X a #H je mnoZina A(K) vSech spojitych afinnich
funkci na K, splyva, jak jsme jiz poznamenali, Choquetova hranice Chy K s mno-
Zinou ext K vSech extremélnich bodt. Pokud je prostor A(K) simplicidlni, nazyvame
K kratce Choquetovym simplexem. Pokud jesté vice specifikujeme a za K vezmeme
kompaktni konvexni mnozinu s neprazdnym vnitikem v R™, je K Choquetiiv simplex,
pravé kdyz K je konvexni obal m + 1 linedrné nezavislych bodi 2?). Tedy Choquetovy
simplexy v roviné jsou pravé uzaviené trojuhelniky ¢i v prostoru uzaviené ctyistény.
|

28) Véta nélezi H. Bauerovi a jeji dikaz lze nalézt v Bauerové ¢lanku [Ba2], kde je vyjasnéna
souvislost simplicidlnich prostori a simplexi ve smyslu geometrické Choquetovy teorie.
29) P&kny vyklad o simplexech lze nalézt v Choquetové knize [Cho], 2. dil, s. 156-161.
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Dal$im dulezitym prikladim vychézejicim z teorie potencidlu jsou vénovany nasle-
dujici casti.

4. Dirichletova uloha v teorii potencidlu

4.1. Harmonické a hyperharmonické funkce

Pro uplnost uvedme, ze funkce h definovana na oteviené mnoziné U C R™ se nazyva
harmonickd, jestlize mé spojité parcidlni derivace 2. fadu na U a spliuje na U La-
placeovu rovnici Ah = 0. MnoZzinu v8ech harmonickych funkci na U budeme znadit
H(U). Z¥ejmé je H(U) vektorovy prostor.

Harmonické funkce lze charakterizovat pomoci vlastnosti pruméru. Pro z € R™
ar > 0 oznacime B(z,r) = {y € R™ : |y — x| < r} a dile symbolem A, , normalizova-
nou Lebesgueovu miru na B(z,r). Tedy Ay, je restrikce Lebesgueovy miry na B(z,7)
nasobené prevracenou hodnotou objemu koule B(z,r). Plati nasledujici tvrzeni:

Véta3%). Necht f: U — R je spojitd funkce. Potom f € H(U), pravé kdyz plati rovnost

f(z) = /B( T,

kdykoli uzdvér koule B(x,r) je obsaZen v U.

Piipomefime jesté pojem hyperharmonickych funkci, které v urc¢itém smyslu plni
pro teorii potencidlu dlohu konkavnich funkci. Funkce u: U — (—o00,00] se nazyva
hyperharmonickd, jestlize u je zdola polospojita ') a plati fB(m,r)UdAmﬂ" < u(z),
kdykoli je uzavér koule B(z,r) obsaZzen v U. Systém vSech hyperharmonickych funkci
na U ozna¢ime H*(U).

V piipadé m =1 je h € H(U), pravé kdyz je h linedrni na kazdém intervalu ob-
sazeném v U. Podobné u € H*(U), pravé kdyz je u konkadvni na kaZdém intervalu
obsazeném v U.

Déle se omezime na zajimavéjsi pripad a budeme predpokladat, ze pro dimenzi
prostoru R™ plati m > 2.

4.2. Klasicka Dirichletova tloha
Necht U C R™ je neprazdna omezend oteviend mnozina a OU je jeji hranice. Funkce
g € H(U) se nazyvé reseni klasické Dirichletovy ilohy pro funkci f € C(9U), tzv. okra-
jovou podminku, jestlize pro kazdy bod z € OU plati

lim g(z) = f(2). (%)

T—rz

Klasicka Dirichletova tiloha tedy bezprostiedné souvisi s testovacim prostorem

HU) = {he @) : hly € H(U)}.
|

30y Dtikaz véty lze nalézt v [He] ¢ [KNV]. Problematice vét o priméru je vénovan ¢lanek
[NeVe2].

31) Rici, Ze u je zdola polospojitd, je zde ekvivalentni podmince: u je limitou neklesajici
posloupnosti spojitych funkeci.
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Funkce z prostoru H(OU) = H(U)|au jsou totiz pravé ty spojité funkce na U, pro néz
existuje feSeni klasické Dirichletovy ulohy. Pro kazdé x € U a kazdé r > 0 takové, ze
uzavér koule B(z,r) lezi v U, je Ag » reprezentujici mira (vzhledem k H(U)) pro bod z.
Ziejmé g, # €, a z principu maxima (viz odst. 3.2) dostavame: Pro kaZdou funkci
he H(U) existuje z € OU takové, Ze h(z) = maxh(U). Jsou-li tedy hi,hy € H(U)
a h1 £ he na OU, potom hy < he, a tak pro kaZdou funkci f € C(OU) existuje nejuyse
jedno teseni klasické Dirichletovy ulohy.

Mnozina U se nazyva reguldrni, jestlize pro kazdou okrajovou podminku f € C(9U)
existuje feseni klasické Dirichletovy tlohy. Z teorie potencilu je znamo, ze kazda ome-
zend, oteviend mnozina s hladkou (¢i obecnéji lipschitzovskou) hranici je regularni32).

Existuji mnoziny, které nejsou regularni. Je-li U = B(0,1) \ {0} a f =0 na 0B(0,1)
a f(0) =1, pak neexistuje h € H(U) takovd, 7e h|oy = f. Pro kazdou takovou
funkci h by (podle véty o odstranitelné singularité) platilo h € H(B(0,1)), a tudiz

1 = h(0) £ maxh(0B(0,1)) = 0. Slozit&js je ukazat, ze nap¥. pro tzv. Lebesguetiv hrot

L= {O}U{w: (z1,29,23) ER® : 21 >0, \/23 + 22 ge_l/”“}

neni mnozina B(0,1) \ L regularni podmnozinou R3.
V téchto ptipadech H(OU) # C(9U), a tudiz H(OU) jako uzavieny podprostor je
pak ridky, je to tedy ,topologicky mald“ podmnozina v C'(0U).

4.3. Zobecnéna Dirichletova tloha

Existence neregularnich mnozin vede k prirozené otézce: bylo by mozné kazdé okra-
jové podmince f € C'(9U) pfifadit ,rozumnym zptsobem* funkci g € H(U) tak, aby
rovnost (%) z odst. 4.2 platila alespoii ve ,vétSing“ hrani¢nich bodd? S ohledem na
linearitu Laplaceova operatoru a na platnost uvedeného dtisledku principu maxima
je vecelku pfirozené za zobecnéni klasické Dirichletovy tlohy povazovat tlohu nalézt
zobrazeni A: C(OU) — H(U) s témito vlastnostmi:

(a) A je linedrni;
(b) A je nezdporné, tj. Af = 0 pro f 2 0;
(c) pokud pro f existuje feSeni g klasické Dirichletovy ulohy, plati Af = g; jinak
feceno, A(h|sr) = h|y, kdykoli h € H(U).
Zobrazeni s uvedenymi vlastnostmi se nazyva Keldysiv operdtor (na U). Vznika samo-

ziejmé otazka: existuje pro kazdou omezenou otevienou mnozinu U C R™ Keldystav
operator na U? Odpovéd nalezneme v odst. 4.4 a 4.6.

4.4. Perronovo reSeni
Pro funkci f: OU — R ozna¢me

U(f) ={u e H*(U): liminfu(z) = f(2), z € OU}.

Tz

Dale pro z € U definujeme

Hf(x) =inf{u(z) :u € U(f)}, Hf(z) =—H(-f)(x).
I ——
32) Geometricka kritéria regularity lze nalézt u L. L. Helmse v [He] a v [KNV].
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Potom plati (z principu minima pro hyperharmonické funkce) Hf < Hf. Funkce f se
nazyvé resolutivni, kdyz Hf = Hf a tato spoletnd hodnota, kterou znatime Hf,
je kone¢nd funkce. Potom jiz Hf € H(U) a je to tzv. Perronovo feseni zobecnéné
Dirichletovy tlohy. Uvedme tento dilezity vysledek: kaZdd spojitd funkce na U je
resolutivni 3®) a zobrazeni A: f — Hf, f € C(0U), je Keldysiv operdtor.

Pro z € U je tudiz zobrazeni f — H f(z), f € C(0U), nezdporny linedrni funkcionél,
a tedy podle Rieszovy véty o reprezentaci existuje borelovskd mira p, na U takova,
ze

Hi@) = [ fdu, fecu).
ouU
Mira p, se nazyva harmonickd mirae prislusnd bodu z.

Poznamenejme, 7%e funkce f: OU — R je resolutivni, pravé kdyZ je integrovatelnd
vzhledem ke kaZdé mive p,, v € U>%).

Rikéme, Ze bod 2z € AU je reguldrni, jestlize H f(x) — f(2) pro  — z, x € U, kdy-
koli f € C'(QU). Jinak feceno: pravé kdyz p, — €, pro x — z, x € U. Mnozinu vSech
reguldrnich bodt oznacime O,e;U. Tato mnozina je vzdy typu G5, obecné neni uza-
viend. Doplnék mnoziny O.egU je zanedbatelny v tomto smyslu: p1,(OU \ OregU) = 0
pro kazdé z € U, tedy mira p, je nesena mnozinou regularnich bodid. Odtud se da
dokazat tento vysledek o jednoznacnosti: jsou-li hi, he € H(U) omezené a

lim Ay (2) = lim ho(z), 2 € Oregl,

T—z T—rz

potom hy = hs.

Definice regularniho bodu neposkytuje zadnou informaci geometrického charakteru.
Uvedme proto, Ze napiiklad bod z € OU je regularni, pokud je moZno se ho dotknout
z doplitku mnoziny U kuzelem 3°).

4.5. Prostor H(U) a Choquetova teorie

Nyni se podivame na prostor H(U) z pohledu Choquetovy teorie. Uz vime (Gvaha
o reprezentujici mife A, , z odst. 4.2), Ze ChH(U)U C OU. Protoze h(z) = [ hdpu,
pro kazdou funkci h € H(U) a kazdé x € U, je u, € My (H(U)). Necht z € Chy gy U,
veM! (U) a necht z,, € U jsou takové body, ze x, — 2 a ftz, — v pro n — 0o. Pro
kazdou funkci h € H(U) potom plati

h(zy) = hdug,, h(zy,) — h(z) a hdug, — hdv.
U U U
Dostévame h(z) = [hdv, he€ H(U), a protoze z € Chy ) U, je v=-ec,. Odtud
se odvodi, ze u, +e. pro x — 2z, x €U, takie z € O,gU. Dokdzali jsme, Ze
Chy () U C OregU. Tuto informaci podstatné dopliiuje nasledujici tvrzeni.

]

33) To dokdzal N. Wiener v r. 1924 pro jinak konstruované feseni, které vSak splyva s Perro-
novym; viz také [He].

34) Toto tvrzeni dokédzal v r. 1939 M. Brelot. Proto se ¢asto uzivid oznaceni PWB-feseni
Dirichletovy dlohy k pfipomenuti jmen Perron, Wiener a Brelot.

35) Dalsi geometrickd kritéria jsou uvedena v [KNV], kde je také dokdzana nutné a postacujici
podminka pro regularitu bodu (Wienerovo kritérium).
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Véta®®). Plati Chy(yy U = OregU a prostor H(U) je simplicidlni.

Speciélné pro kazdé x € U je harmonickd mira p, jedind H (U)-reprezentujici mira
nesend Chg(r) U. Podle definice Choquetovy hranice je ziejmé e jedina reprezentujici
mira pro z € OregU a je uzitecné poznamenat, Ze jedind reprezentujici mira nesend
Choquetovou hranici se pro z € OU \ OregU ziskd specidlni konstrukei, nesmirné dile-
7itou v teorii potencidlu: vymetenim (balayage) miry £, na R™ \ U.

Piehledny je zejména pfipad, kdy OegU je uzaviend mnozina. Podle tvrzeni o ze-
slabené Dirichletové tloze z odst. 3.3 existuje pro kazdou funkci f € C'(OregU) funkce
h € H(U) takovd, ze f = h|a,. v Tato funkce je podle principu maxima (viz odst. 3.2)
pravé jedna. Mame tak prosté nezdporné linedrni zobrazeni prostoru C'(OregU) na
H(U). Odtud plyne, 7ze H(U) je svaz "), jestlize pro usporadani < na H(U) plati:
pro hy,he € H(U) je hy < hs, pokud je hy < h na OregU. Pii této definici usporadani
oznad¢ime pro prvky hy,hy € H(U) jejich infimum symbolem hy A ha.

Naprosto jind situace nastava, pokud mnozina OegU neni uzavieni.

Véta3®). Necht U je oblast a mnoZina OregU neni uzaviend. Potom je H(U) antisvaz
v tomto smyslu: je-li hi,hy € H({U) a hy A hy € H(U), potom budto hy < hy nebo
hi 2 ha.

4.6. Keldysova véta
Keldysiv operator A: f — Hf, f € C(0U), byl vysledkem specidlni konstrukce. Neni
ziejmé, zda existuji jiné KeldySovy operatory na U, které by davaly priznivéjsi feSeni
zobecnéné Dirichletovy tlohy. Napf. v tom smyslu, ze by pfislusna mnozina ,regular-
nich bodi“ byla eventudlné vétsi nez OpegU.

Choquetova teorie poskytuje snadny pfistup k dikazu této pozoruhodné véty.

Véta®®). Na U ezistuje prdvé jeden Keldysiv operdtor.

Diikaz. Necht A je Keldy$uv operator na U. Chceme dokazat, ze Af = H f pro kazdou
funkei f € C(9U). K tomu staci dokdzat, Ze omezené harmonické funkce Af a H f maji
stejné hrani¢ni hodnoty v kazdém bodé z O,egU. Zvolme tedy f € C(OU) a z € OregU.
Protoze prostor H(U) je simplicidlni, 2z € Chpp U a pro min-stabilni uzavieny
kuzel S(U)={se€C(U):s|ly € H*(U)} plati H{U)=SU)N(=SU)), bod z je
H(U)-exponovany podle véty z odst. 3.3. Tudiz existuje funkce h € H(U) takova, Ze
h(z) =0ah >0nalU )\ {z}. Zvolme ¢ > 0 a okoli V bodu z takové, ze f < e+ f(2) na
OU N'V. Déle zvolme a > 0 takové, ze f < ahna OU \ V apolozme k = ¢ + f(z) + ah.

36) Vice informaci miZze ziskat ¢tendf v ¢lanku [Ne]; podstatné obecné&jsi vysledek v rdmci
teorie harmonickych prostortt byl ziskdn J. Bliedtnerem a W. Hansenem v [BlHal]
a [BlHa2].

Tedy H(U) je uzavieny vzhledem k tvofeni infim a suprem koneénych mnozin.

Véta je poprvé dokdzana v ¢lanku E. G. Effrose a J. L. Kazdana [EfKa).

Vétu dokézal M. V. Keldys v [Ke2]. Dikaz je zalozen na existenci H (U)-exponujici funkce,
jejiz velmi slozitou konstrukei vyuZitim Wienerova kritéria podal Keldy$ v [Kel]. V di-
kazu véty se linearita operdtoru A nevyuzivd, véta tudiZ plati pro nerostouci operatory
spliiujici podminku (c) z odst. 4.3. Ctenéie odkazujeme na ¢lanky [Ne], [NeVel].
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Potom f < klsv a A(klsv) = e+ f(2) + ahly. Operdtor A je linedrni a nezéporny,
tudiz neklesajici, proto plati

Af < A(kloy) = e+ f(2) + ah|u.

Dostavame
limsup Af(z) Se+ f(z) + a;;rrg(h|U)(m) =ec+ f(2).

T—z

Odtud snadno (pfechodem k funkci —f) vyplyva, Ze

lim Af(z) = f(z) = lim H f(x).

Tz Tz

Tim je dokdzano, ze Af = H f pro kazdou funkci f € C(0U). m

5. Integrdlni reprezentace harmonickych funkci

V odst. 1.8 byla popsana reprezentace nezapornych harmonickych funkci v R™, m > 2,
pomoci Poissonova integralu. Jak tato reprezentace souvisi s Choquetovou teorii?

Rozdily nezapornych harmonickych funkci na omezené oblasti U tvofi linearni
podprostor E prostoru C(U). Uvazujeme-li na tomto prostoru E topologii lokalng
stejnomérné konvergence na U, je tato topologie metrizovatelna. Zvolme pevné xo € U
a uvazujme konvexni mnozinu

X={heHU): h20, h(zo) = 1}.

Kompaktnost mnoziny X je dtsledkem tzv. Harnackovy konvergen¢ni véty pro har-
monické funkce. D4 se dokazat, ze X je (metrizovatelny) Choquettiv simplex. Proto ke
kazdé funkci h € X existuje pravé jedna pravdépodobnostni mira v nesend mnozinou
ext X takova, ze pro kazdy spojity linearni funkcional f na E plati rovnost

f(h) = / fa) (o)

Zvolime-li x € U a uvaZzujeme-li funkciondl u — u(z), u € E, dostaneme specialné

h(z) = / | o@)dwg).

Da se dokazat, ze g € ext X, pravé kdyz pro kazdou harmonickou funkci k& vyhovu-
jici nerovnosti 0 £ k < ¢ plati k = ag pro vhodné « € [0,1]. Prvky ext X se proto
nazyvaji minimdalni harmonické funkce (normalizované rovnosti g(zg) = 1).

V pfipadé, Ze U je jednotkova koule o stfedu z¢ = 0, plati ext X = {P, : z € 0U},
kde Poissonovo jadro P, bylo zavedeno v odst. 1.8. Protoze je v tomto piipadé
zobrazeni z — P,, z € OU, homeomorfni zobrazeni hranice OU na ext X, lze miru
v prenést prirozenym zptsobem na miru p na QU a plati

h(z) = [ P:(z)du(z)
oU
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pro kazdou funkci h € X a kazdé x € U, a to odpovida Rieszové-Herglotzové vété
7z odst. 1.8.

V popsaném pripadé reprezentace nezapornych harmonickych funkci na kouli U byla
vysledkem velmi jednoduché situace: mnoziny ext X a 0U jsou homeomorfni. V pii-
padé otevieného jednotkového kruhu U C R2 Ize (pii ztotoznéni R? a C) podle Rieman-
novy véty zobrazit U konformnénaV=U\{z € C: 0 £ Rez <1, Imz = 0}. Pokud
zvolime z¢ € V' a zopakujeme ptedchozi ivahy pro nezaporné funkce z H(V') a X de-
finujeme obdobné, nelze jiz ext X homeomorfné zobrazit na 0V. Protoze U a V jsou
konformné ekvivalentni a konformni zobrazeni zachoviva harmonicitu, kazdému bodu
mnoziny {z € C: 0 < Rez < 1, Imz = 0} odpovidaji dvé normalizované minimalni
funkce, a tedy i dva prvky v mnoziné ext X. Nazorné feceno, z pohledu harmonickych
funkci neni jiz eukleidovska hranice pfirozend, body odstranéného poloméru je tieba
»Zdvojit®.

R. S. Martin ve ¢tyficatych letech ukézal %), Ze pro omezenou oblast U C R™ se
zvolenym referen¢nim bodem xy € U ma dilezitou tlohu jadro

K: (1‘,y) P—)G(Z’,y)/G(l',l'o), (1‘,y) EUXU>

vytvorené jako podil Greenovych funkci pro U. D& se dokazat, ze U lze vnorit do
kompaktniho prostoru U* (v zdsadé jednoznacéné urceného, je to tzv. Martinova
kompaktifikace U) a pro kazdy bod mnoziny z € U* \ U (to je tzv. Martinova hranice)
a pro kazdé z € U existuje lim,_,, K (z,y). Tuto limitu oznacime K, (z); pro piipad
koule je U* homeomorfni s U a K, = P., z € 0U.

Obecné v8ak neni pravda, Zze funkce K, je minimalni pro kazdé z. Body z € U*,
pro které to plati, se nazyvaji minimdlni body Martinovy hranice. Oznacime-li 9, U*
mnozinu v8ech takovych bodi, poskytuje ndm Choquetova teorie tuto vétu:

Vétatl). Pro kazdou nezdpornou funkci h € H(U) ezistuje prive jedna mira p na
OLU* takovad, Ze

h(z) = K. (x)du(z), zeU.
0 U*

Podil Greenovych funkci zde mize ptsobit ponékud mysticky a je uzitecné poskyt-
nout intuitivni vysvétleni. Jestlize je eukleidovska hranice oblasti dostatecné hladké
a h je hladka funkce na uzavéru U a harmonické na U, pak se na zakladé Gaussovy-
-Greenovy formule dokaze vzorec

1 0G(x, z
h(z) = —/ 0G(@.2) )V do(z), s el
em Jou On(z)

kde ¢, je konstanta souvisejici s normovanim singularity Greenovy funkce, o po-

vrchovd mira na U a n(z) je vnitini normaéla v bodé z € OU. Pro jednotkovou

_______________________________________________]

49y Viz [Ma]. Vyznam prikopnické prace [Ma] byl rozpoznén az po r. 1950, zejména diky
M. Brelotovi a J. L. Doobovi.

41y Ditkaz lze nalézt v [He] nebo [KNV]. Souvislost s Choquetovou teorii je nazna¢ena v [Cho],
3. dil, s. 69-79.
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kouli U je tedy (1/¢m)0G(x, z)/0On(z) (normélova derivace Greenovy funkce) hodnota
Poissonova jadra P, v bodé .

Zvolme nyni z € U, © € U a pro y € U ozna¢me d(y) vzdalenost bodu y od
OU. Potom se, zhruba fefeno, normélovd derivace 0G(x,z)/0n(z) dostane jako
lim,_,. G(x,y)/d(y). Je zndmo, ze pro mnoziny s hladkou hranici je G(xo, y) pro body
blizko hranice pfiblizné rovno d(y), tedy

lim G(z,y)
v—z G(20,y)

je prirozenou analogii normalové derivace. Dilezité je, ze podil Greenovych funkci ma
smysl pro zcela obecné oteviené mnoziny U, zatimco pojem normélové derivace klade
naroky na hladkost hranice mnoziny U.

V R? existuje tzkd spojitost s konformnim zobrazenim a Carathéodoryho teorif
prvokonct. V prostorech R™ pro m > 3 postraddme analogii Riemannovy véty, ale jak
jsme vidéli, Choquetova teorie dava i v tomto pfipadé integralni reprezentaci nezapor-
nych funkei z H(U). Je pfirozené ptat se po piipadech, kdy 0;U* mé pfirozeny vztah
k eukleidovské hranici U, podobné jako tomu je u koule. Jinak Feceno, jde o vztah
eukleidovské a Martinovy hranice mnoziny U. Je napf. zndmo*?), ze pokud U mé
lipschitzovskou hranici, jsou ob& — eukleidovska i Martinova — hranice homeomorfni
a kazdému z € QU odpovidé pravé jedna minimalni funkce K.

Popsand reprezentace neni samotcelnd, mize byt klicem k velmi hlubokym vysled-
kiim. Jeji pouziti k problematice tzv. ,jednoprimeérovych vét“ saha do sedmdesatych
let. Tyto véty si na prikladu zhruba priblizime.

Z véty z odst. 4.1 vime, Ze harmonické funkce lze charakterizovat pomoci objemo-
vého priméru. Podobné je-li f: U — R spojitd funkee, je f € H(U), pravé kdyz plati
rovnost f(z) = faB(ac,r) fdog r, kdykoli je uzévér koule B(x,r) obsazen v U. Zde o4 »
je normalizovand povrchova mira na 0B(z,r).

Dlouho nefeseny problém spocival v tom, za jakych podminek sta¢i vlastnost
priuméru ovéfit v kazdém bodé z € U pro jedinou kouli & sféru o poloméru r(z).
Céstecné feseni bylo nalezeno pravdépodobnostnimi metodami, analytické feseni vy-
uziva Choquetovu teorii, totiz srovnani extremélnich bodi normalizovanych systémi
funkci, jednak harmonickych, jednak spojitych s , jednopriamérovou” vlastnosti. Lze
tak dokazat nésledujici tvrzen{®?).

Véta. Necht h € H(U), f je méritelnd, 0 < f < h, necht f md v kaZdém bodé x € U
vlastnost objemového priméru pro kouli s polomérem r(x) a necht pro kaZdou kom-
paktni mnoZinu K C U existuje mg >0 tak, Ze r(z) 2 my pro kaZdé © € K. Potom

feH).

Pokud se navic predpoklada, ze f je zdola polospojitd na U, plati tvrzeni véty bez
dalgich omezeni na r(z). Bylo téZ dokézéno, Zze podminka majorizace harmonickou

42y Ditkaz tvrzeni pochdzi od R. R. Hunta a R. L. Wheedena [HuWh)].
43) Véta pochézi od W. Hansena a N. Nadirashviliho [HaNa2].
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funkci h je podstatnd a Ze bez ni véta neplati**). Obdobny problém pro sférické
priiméry (a spojité omezené funkce) na jednotkovém kruhu v R? odolaval fadu let.
Vysledek, ze sférickd jednoprimeérova vlastnost v tomto pripadé necharakterizuje

harmonické funkce, piedstavuje feseni mimoiadné obtizného problému #°).
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Problems

Successive averages
Gustave Choquet

Let u, be the normalized Lebesgue measure on the ball B(0,r) of R®. For any
f e ®R",R) put f, = f * pr; and more generally: fr, ro v = (Frowra,rn1) * fir,
where (r1,72,...) is an infinite sequence of positive numbers. Under what conditions
on f and the sequence (71,72, ...) is it true that (fr r,,...r.) converges to a harmonic
function (resp. belongs to some quasi-analytic class)?

Prevzato ze sborniku konference: Potential theory - ICPT ’94,

Kouty, Czech Republic, August 13-20, 1994 (ed. Kral, J. et al.),
de Gruyter, Berlin 1996.
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Choquetova teorie kapacit

Jaroslav Lukes, Ivan Netuka a Jiri Vesely, Praha

1. Newtonova kapacita

Jednou ze zakladnich otdzek klasické teorie potencidlu je problém existence rovno-
vazného rozlozeni. Z pohledu elektrostatiky problém spocivd v nalezeni rozlozeni
elektrického naboje na vodici umisténém uvniti uzemnéné sféry. Naboj se rozlozi na
povrchu vodice tak, ze jeho potencial je na vodici konstantni. Protoze vné vodice neni
zadny naboj, potencidl rovnovazného rozloZeni je vné vodi¢e harmonickou funkci a
je na uzemnéné sféfe roven nule. Ve fyzice se podil celkového naboje rovnovazného
rozloZeni na vodiéi a (konstantni) hodnoty rovnovazného potencidlu na vodici nazyva
kapacita (kondenzatoru tvoieného vodicem a sférou)!).

V nasem matematickém vykladu bude roli vodi¢e hrat kompaktni podmnozina
K eukleidovského prostoru R™ dimenze m > 2 a za ndboj na K budeme povazovat
borelovskou miru u s nosi¢em supp p C K. Abychom se vyhnuli zaviadéni Greenova
potencidlu, misto vnitiku sféry budeme uvazovat cely prostor. Pfipomenme, ze New-
toniv potencidl miry p s kompaktnim nosicem v K je funkce

du(y)
K lz—y|m=?’
Predpokladejme, Ze pro kompaktni mnozinu K C R™ existuje mira p s nosicem
v K takové, ze Ny =1 na K. Potom je Ny rovnovazny potencial pro K a v souladu
s elektrostatikou se kapacitou cap(K) kompaktu K rozumi ,velikost ndboje®, tj. u(K).
Je-li K napf. uzaviend koule B(0,r) o stfedu v po¢atku a poloméru r, rovnovazny

potencidl m4 v bodé x € R™ hodnotu ?)

Np:z— reR™.

™2 min (

|x|2—m’ r

)

a je ™ 2-nasobkem potencidlu normalizované povrchové miry na sféie S(0,r). Proto
tedy cap(B(0,7)) = r™~2. Z toho je jiz vidét, jak daleko m4 kapacita jako mnozinova
funkce, zatim definovana na kompaktech, od vlastnosti aditivity 3).
_______________________________________________]

1) Podrobn&jii vyklad lze nalézt napt. v [SeSt] nebo [We].

2) Toto tvrzeni je dokdzdno napi. v [ArGal, s. 135.

8) V dalsim vykladu ukazujeme, jak se pfirozenym zpusobem zavidi pojem kapacity pro
kazdou borelovskou mnozinu. Nésledujici tvrzeni dokdzané v [BlHa] ukazuje, Ze po-
jem kapacity je protipdlem aditivnich mnozinovych funkci: KaZdd borelovskd mnozina
kladné kapacity je disjunkinim sjednocenim mnespocetné mnoha borelovskijch mmnozin
stejn€ kapacity.
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Pro kompaktni mnozinu K obecné neexistuje mira u na K takova, ze Ny = 1 na
K, napt. pokud mé kompakt K ,ostré hroty“. Pro kompakt K C R™ se definuje
Newtonova kapacita K rovnosti?)

cap (K) = sup{v(K) : suppr C K, Nv < 1na K}.

Vyznamné misto v teorii potencidlu zaujimaji mnoziny nulové kapacity. Hraji roli
zanedbatelnych mnozin ®), podobné jako mnoZiny nulové Lebesgueovy miry v teorii
integralu.

Pripomenme, ze P C R™ se nazyva polarni, jestlize pro kazdou kouli B C R™
existuje mira v s kompaktnim nosi¢em takova, Ze PN B C {z € R™ : Nv(z) = co}.
Pro kompakt K C R™ plati toto tvrzeni: cap(K) = 0, pravé kdyz K je mnoZinou
,pOlu* urc¢itého Newtonova potencidlu, tedy pravé kdyz existuje mira v na K takova,
7e K = {r € R™ : Nv(z) = 00}5). Tedy kompaktni mnoZina je polarni, pravé
kdyz ma nulovou kapacitu. Mnozina ,,p6la“ Newtonova potencidlu neni vSak obecné
kompaktni, takze zatim nemuzeme o jeji kapacité nic fici. Pro libovolnou mnozinu
M C R™ lze samoziejmé definovat vnitini kapacitu

cap, (M) = sup{cap(K) : K kompaktni, K C M}.

Potom plati, ze mnozina P je poldrni, pravé kdyZ mda nulovou vnitini kapacitu. Ve
skutecnosti vSak plati daleko silnéjsi vysledek: polarni mnoziny splyvaji s mnozinami
vn&jsi kapacity nula”), kde se, v analogii s teorif miry, pro M C R™ definuje

cap®(M) = inf{cap, (V) : V oteviend, V" O M}.

Vnitini kapacita se v teorii potenciadlu casto vyskytuje. Napft. se dokazuje, ze vnitini
kapacita mnoziny iregularnich bodd pro Dirichletovu tlohu na omezené oteviené
mnoziné je rovna nule®). Také plati, Ze infimum kazdé neprazdné mnoziny potencialt

*) Pojem kapacity byl matematicky poprvé zaveden r. 1924 N. Wienerem v [Wi]. Pro
kompaktni mnozinu K C R™ se uvazuje oteviend mnozina S s hladkou hranici 0S5 a vnégjsi
normélou n° takova, ze K C S. Kapacitou mnoziny K Wiener rozumi &islo

—cm/ n® -grad v do,
as

kde ¢y, je kladny normalizacni faktor a o je povrchova mira na 0S. V uvedeném ¢lanku
uzivd Wiener pojem kapacity k dikazu nutné a postacujici podminky pro regularitu
hrani¢niho bodu pro Dirichletovu tlohu (tzv. Wienerovo kritérium).

5) Klasickd teorie potencidlu méa svij pravdépodobnostni protéjsek zaloZeny na studiu
Brownova pohybu; viz [PoSt], [Do]. V ném pak poldrni mnoziny vystupuji, intuitivné
feceno, jako ty, které brownovskd c¢astice ,nevidi“: P je poldrni, pravé kdyZ s pravdépo-
dobnosti 1 trajektorie Zidné brownovské castice nenarazi na P. Matematickou formulaci
lze nalézt napt. v [PoSt], s. 20 a 144, nebo [BlHa], s. 283 ¢i [Do], s. 636.

%) Tzv. Evansova véta; viz [He], s. 152. Elementarni pfistup lze nalézt v [Ars].

™) Historické poznamky o polarnich mnozinéach a jejich vztahu k mnoZinam vnitfni a vnéjsi
nulové kapacity lze nalézt v [He], [ArGa] ¢ [KNV].

%) Elementarni dikaz je uveden v [Ars].
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se lisf od jistého potencidlu pouze na mnoziné nulové vnitini kapacity?). Je mozné
vysledky tohoto typu zesilit tim, Ze zaménime vnitini kapacitu za vnéjsi? Tato otazka
nas vede k problému kapacitability !°): které mnoziny jsou kapacitabilni, tj. pro které
mnoziny M C R™ plati rovnost cap, (M) = cap*(M)?

2. Choquetova kapacita a vnéjSi kapacita

Problémem kapacitability se budeme zabyvat v obecnéj$im kontextu. V dalsim budeme
misto R™ uvazovat lokdlné kompaktni (Hausdorffiv) topologicky prostor X se spo-
Cetnou bézi a symbolem K(X) nebo jen K oznacime systém vSech kompaktnich pod-
mnozin prostoru X. Néasledujici definice Choquetovy kapacity je motivovana dvéma
skutecnostmi:

(1) vlastnosti z jeji definice ma Newtonova kapacita;
(2) pokud pfirozenym zpusobem rozsifime Choquetovu kapacitu na vnéjsi a vnitini
kapacitu, tvoii kapacitabilni mnoziny velice rozsahly mnozinovy systém.

Rikdme, ze funkce v : K — [0,00) je Choquetova kapacita, jestlize plati:

(a) jsou-li K,L € K a K C L, pak v(K) < v(L);

(b) jsou-li K,, € K, K,, \( K, pak v(K,) = v(K);

(c) jsou-li K,L € K, pak y(K UL) +~v(KNL)<yK)+~(L).

Jinymi slovy: Choquetova kapacita je neklesajici nezdpornd (redlnd) mnoZzinova
funkce definovand na kompaktech, kterd je zprava spojitd a silné subaditivni.

Pro Choquetovu kapacitu se vnitini a vnéjsi kapacita vytvareji prirozenym zpulso-
bem, podobné jako pro Newtonovu kapacitu: pro A C X klademe

¥« (A4) = sup{y(K) : K € K, K C A},
v*(A) = inf{~.(U) : U oteviend, U D A}.

Mnozina A se nazyvé kapacitabilni, jestlize v,(A) = y*(A). Snadno se odvodi, Ze pro
K € K plati v(K) = v*(K), takZe kapacitabilitu lze vyjadfit pomoci vnéjsi kapacity
takto: mnozina A C X je kapacitabilni, pravé kdyz

v*(A) =sup{y*(K): K e K, K C A}. (%)

Z vlastnosti (a), (b) a (¢) G. Choquet odvodil '!), Ze uvedenym postupem vytvoiena
mnozinové funkce v* definované na systému P(X) vSech podmnozin prostoru X je
vnéjsi kapacita ve smyslu nésledujici definice:

]

%) Obecnéjsi tvrzeni lze nalézt nap¥. v [ArGa], [He], ¢i [KNV].

10y 'V ¢lanku Vznik teorie kapacit: zamysleni nad vlastni zkuSenosti G. Choquet zajimavé
popisuje, jak k vét& o kapacitabilité dospél. Viz [Cho3] a s.89 v této publikaci.

1) Véta o rozsifeni Choquetovy kapacity na vné&jsi kapacitu je dokdzéna nap¥. v [Cho2],
Volume I, [ArGal, [He], [KNV].
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Rikédme, ze funkce ¢ : P(X) — [0,00] je vnéjsi kapacita (na X), jestlize ma tyto
dvé vlastnosti:

(a) supc(A,) = ¢(Us, 4n) pro kazdou neklesajici posloupnost {A,} podmnozin
prostoru X;

(b) inf ¢(K,) = ¢(Ny, Kn) pro kazdou nerostouci posloupnost { K, } kompaktnich
podmnozin prostoru X.

Pro vnéjsi kapacitu ¢ se v souladu s podminkou (%) mnoZina A C X nazyva
c-kapacitabilni, jestlize

c(A) =sup{c(K): K e K,K C A}.

Déle budeme mnozinu A C X nazyvat wuniverzdlné kapacitabilni, kdyz A je
c-kapacitabilni pro kazdou vnéjsi kapacitu ¢ na X.

V casti 3 dokdzeme, ze kazda analytickd mnozina
tabilni '?) a v ¢asti 4 ukdzeme, 7e kazda borelovskd mnozina je analytickd. Systém

kapacitabilnich mnozin je tedy prekvapivé bohaty.

12y v X je univerzalné kapaci-

3. Choquetova véta o kapacitabilité

Pred definici analytické mnoziny zavedeme toto oznaceni. Pro lokalné kompaktni
prostor Z oznafime K,5(Z) systém v8ech spocetnych priniktt mnozin, které jsou
spocetnymi sjednocenimi kompaktnich podmnozin prostoru Z. Plati tedy

K.5(2)={NZ, Uj2, Kij : Kij kompaktni, K;; C zZ}.

Pokud bychom v této definici navic predpokladali, Ze pro kazdé prirozené i je posloup-
nost {/;;}32, neklesajici, dostali bychom opét stejny systém.

Necht X je lokalné kompaktni topologicky prostor se spocetnou bazi. Mnozina
A C X se nazyva analytickd, jestlize existuji lokalné kompaktni prostor Y se spocetnou
bézi a mnozina B € K,5(X x Y) takové, Ze A je obrazem B pfi projekci mx prostoru
X xY na X. Systém vSech analytickych mnozin na X oznaéime A(X).

Protoze kazdy lokalné kompaktni prostor se spo¢etnou bazi je podprostorem kom-
paktniho prostoru se spocetnou bazi, v definici analytické mnoziny lze predpokladat,
ze Y je dokonce kompaktni prostor.

_______________________________________________]

12y Poznamenejme, ze neexistuje terminologicka jednota: analytické mnoziny se Casto nazy-
vaji suslinovské. Kofentim téchto a dalsich ndzvi je vénovéin ¢lanek [Lo], ktery obsahuje
pokus o zhodnoceni podilu P. S. Aleksandrova, F. Hausdorffa, N. N. Luzina a M. Ya. Sus-
lina na vytvoreni tohoto pojmu. O riznych p¥istupech k analytickym mnozindm se lze
poutit napf. z [Do], [Cho2], Volume I, [KNV], dil III.

13y Véta o kapacitabilité je pro obecnéjsi kontext Hausdorffovych topologickych prostort
vyloZena nap¥. v [Cho2], Volume I. TamtéZ je studovéna také zcela abstraktni (netopo-
logickd) teorie kapacitability. Z daldich prament uvadime [Me], [De], [DeMe], [K5]. N3
vyklad sleduje pfistup, jehoz autorem je C. Dellacherie, a ktery je prezentovin v [BlHal;
viz téZ tam uvedené citace.
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Dalsi postup bude tento: pomoci topologické hry zavedeme pojem hyperkapacita-
bilni mnoziny. Pak dokazeme, Ze kazdad hyperkapacitabilni mnozina je univerzalné
kapacitabilni a ze kazda analytickd podmnozina prostoru X je hyperkapacitabilni.

Pro popis topologické hry je ucelné zavést pojem kapacitance. Podmnozina
C C P(X) se nazyva kapacitance (na X), spliuje-li tyto dvé podminky:

(a) jeliAdeC,ACc A C X, pak A" € C;
(b) je-li {A,,} neklesajici posloupnost podmnozin X, pro kterou |, , A, € C, pak
existuje pfirozené ¢islo n takové, ze A,, € C.

Jednoduchymi piiklady kapacitanci jsou napf. P(X), dale systém vSech neprazd-
nych podmnozin X nebo systém nespocetnych podmnozin X. Velmi dilezity je tento
priklad: jestlize ¢ je vnéjsi kapacita na X a a € R, pak {A € P(X) : ¢(4) > a} je
kapacitance. Pojem kapacitance intuitivné popisuje systém dostatecéné ,masivnich“
mnozin.

Protoze prostor X ma spocetnou bazi, existuji kompaktni mnoziny K,, C X, pro néz
K, / X. Je-li tedy C kapacitance na X a A € C, pak pro vhodné n plati AN K, € C
podle (b), tudiz A obsahuje relativné kompaktni podmnoZinu z C.

Nyni popiSeme topologickou hru: hraji ji dva hraci, Hrac¢ «, ktery voli kapacitance,
a Hrac 3, ktery voli podmnoziny prostoru X .

Necht A C X. Nejprve Hra¢ a zvoli kapacitanci C; takovou, ze A € C;. Hrac g
odpovi volbou relativné kompaktni mnoZiny A; C A, pro niz A; € C;. Nato Hrac «
zvoli kapacitanci Co tak, aby A; € Cy a Hrac¢ B vybere mnozinu Ay C Aj, pro niz
Ay € Cy. Hra pokracuje analogicky timto zptisobem dale. Rekneme, ze Hrac¢ 3 ve
hie zvitézil, kdy# je kompaktni mnozina (., A, Casti mnoziny A. Mnozina A se
nazyva hyperkapacitabilni, kdyz Hrac 8 muze zvitézit nezavisle na tom, jak Hrac
voli kapacitance.

3.1 Tvrzeni. KazZdd hyperkapacitabilni podmnoZina prostoru X je univerzdlné kapaci-
tabilni.

Diikaz. Necht A C X je hyperkapacitabilni mnozina, ¢ je vnéjsi kapacita a necht
a < c¢(A). Protoze Hra¢ a miize pokazdé volit nezdvisle na n kapacitanci

Cn={B e P(X):cB)>a}l,
existuje nerostouci posloupnost relativné kompaktnich mnozin A4, C A takovych, Ze
¢(A,) > a pro vSechna n a pro mnozinu K = ()", A, plati K C A. Zfejmé K je
kompaktni mnozina, pro niz plati

c(K) =infc(4,) Zinfc(4,) 2 a.

Tim jsme dokazali, ze A je c-kapacitabilni mnozina. m

3.2 Véta. KazZdd analytickd podmnozina prostoru X je hyperkapacitabilni.
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Diikaz. Necht A € A(X). Podle predpokladu existuje kompaktni prostor ¥ se spocet-
nou bézi a pro kazdé i,j € N existuje kompaktni mnozina K;; v X x Y tak, Ze pro
kazdé i € N je posloupnost {Kj;}72, neklesajici a pro mnozinu

B = ﬂfi1 U;); Kij
plati mx(B) = A. Necht C; je kapacitance na X, pro niz A € (. Posloup-
nost {BﬁKlj};?';l je neklesajici a jeji sjednoceni je rovno B, takze posloupnost

{mx (BN K1;)}32, je neklesajici a jeji sjednoceni je rovno mnoziné A. Protoze Cy
je kapacitance, existuje m; € N takové, ze Ay = nx (BN Ky,) € Cy.

Hra¢ a voli nyni kapacitanci Cy, pro niz A; € Cs. Protoze je BN K1, sjednocenim
neklesajici posloupnosti {B N K1m, N K2;}52,, existuje my € N tak, ze

As =7nx (BN Ky, N Kap,) € Ca .
Hra¢ g tedy vzdy muZe zvolit posloupnost {4,}52; mnoZin typu
A, =7x(BN Ky, N Koy N . N Ky, )
pro vhodnou posloupnost {m,,}>2; pfirozenych ¢isel. Definujeme-li
Ky = ﬂ?:l Kim, ,

je {Kn}o2; nerostouci posloupnost podmnozin X x Y. Pfitom jsou vSechny K,
kompaktni, a proto

Mot Tx (Kn) = Tx ( Nz Kn) )
a tedy plati
m;o:1 4, C ﬂff:l mx(Kn) =7x ( ﬂfle Kn) Cnx(B) =4
a mnozina A je hyperkapacitabilni. m

3.3 Korolar. Kazda analytickd podmnoZina prostoru X je univerzalné kapacitabilni.

3.4 Poznamka. Je zndmo %), Ze systém analytickych podmnozin splyva se systémem
hyperkapacitabilnich mnozin.

14)

]
14y O vztahu analytickych a hyperkapacitnich mnozin se lze poucit v [De].
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3.5 Priklad. Ozna¢me A* vnéjsi Lebesgueovu miru na R a 7 necht je ortogonalni
projekce R? na osu z. Pro M C R? definujeme

c(M) = X*(x(M)) .

Neni obtiZné si rozmyslet, Ze ¢ je vnéjsi kapacita. Necht N C [0,1] je mnoZina, ktera
neni lebesgueovsky méritelnd a necht

M, =N x {0}, M,=[0,1]x{0} a M;=[0,1]x{1}.

Mnoziny M; U M3 a M, jsou zfejmé kapacitabilni, av8ak M; = (M; U M3) N Mo
kapacitabilni neni. Pfiklad ukazuje, Ze systém vSech kapacitabilnich mnozin neni
uzavieny ani na kone¢né priniky. Snazit se tedy dokazovat kapacitabilitu borelovskych
munozin podle klasického schématu (dokdzat kapacitabilitu otevienych mnozin a od-
vodit uzavienost systému kapacitabilnich mnozin na spocetnd sjednoceni a spocetné
pruniky) je beznadé&jné.

4. Analytické a borelovské mnoziny

V této casti ukdzeme, ze kazdéd borelovskd podmnozina prostoru X je analyticka.
Nejprve dokazeme, ze A(X) je systém uzavieny na spocetné priniky a spocetnd
sjednoceni.

4.1 Tvrzeni. Necht {A,} je posloupnost mnozin z A(X). Potom (,_, A, € A(X)
a U, A, € AX).

Diikaz. Zvolme kompaktni prostory Y;, se spo¢etnou bézi a mnoziny B, € K,5(X X Yy,)
takové, ze mx(B,) = An. Potom je topologicky sou¢in ¥ = [[° Y, kompaktni
prostor se spo¢etnou bazi. Pron € N oznacme ¢, projekci prostoru X xY na X x Y,,.
Vzor kazdé kompaktni podmnoziny prostoru X x Y,, pfi zobrazeni ¢, je kompaktni
podmnozina v prostoru X x Y, takze

Bl =7 (By) € Kps(X xY) a B'=02, B, € K;5(X xY).

K dikazu, ze (,—, A, € A(X), stali ovéfit rovnost 7x (B') = (., An. Jedna inkluze
je zfejma, nebot 7x (B') C mx(B}) = A, pro kazdé n. Nechf tedy z € (), A,.
Potom pro kazdé n € N existuje y,, € ), tak, 7e (x,y,) € By. Tudiz pro y = {y,}5>,
plati (z,y) € X xY a yu(z,y) = (v,yn) € B, pro kazdé n € N, neboli (z,y) € B'.
Dokéazali jsme, ze z € wx (B') a rovnost je ovéfena.

Neni tézké si rozmyslet, ze

B" = (UpZy By, x {n}) € Kos(X x Y x N),

takze U, A, = 7x(B") € A(X). m

4.2 Korolar. Kazda borelovskd podmmnoZina prostoru X je analytickd.
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Diikaz. Pro B C X ozna¢me B¢ doplnék mnoziny B. Definujme
D={Aec A(X): A°€ A(X)}.

Pak A € D, pravé kdyz A® € D. Je-li {A,}52, posloupnost mnozin z D, je podle
tvrzeni 4.1

Use, An € AX),  (UR2, 4n) = N2, AS € AX),

tudiz |J;—, A, € D. Jestlize K C X je kompaktni mnoZzina, potom je ziejmé
K x {1} € Ky5(X x {1}), a proto K = mx (K x {1}) € A(X). Protoze systém D je
uzavieny na spocetnd sjednoceni a pro kazdou otevienou mnozinu U je U a také U*
spocCetnym sjednocenim kompaktnich mnozin, kazda oteviend mnozina je prvkem D.
Pro systém B(X) borelovskych podmnozin X tudiz plati B(X) CD C A(X).m

4.3 Poznamky. (a) Je zndmo'®), Ze systém borelovskych mnozin splyva s D, neboli
ze borelovské mnoziny jsou pravé vSechny analytické mnoziny, jejichz doplnék je
analyticky.

(b) Obraz borelovské podmnoziny R? pii projekci na R nemusi byt borelovska mno-
7ina %), avSak je to vzdy analytickd mnozina. Ve skute¢nosti se analytické mnoziny
chovaji rozumné i pii obecnéjsich zobrazenich!7): Je-li A € A(X), Y lokdiné kom-
paktni prostor se spocetnou bdzi a p : X — Y borelovsky mériteln€ zobrazeni, potom

p(A) € A(Y).

Odtud vyplyva toto dulezité tvrzeni: Pro mnoZinu A C X jsou ndsledugjici podminky
ekvivalentni:

(i) mnoZina A je analytickd;
(i) emistuje lokalné kompakini prostor Y se spocetnou bazi, borelovskd mnoZina
B CY a spojité zobrazeni p : Y — X takové, Ze p(B) = A;
(iii) ewistuje lokdlné kompakitni prostor Y se spocetnou bdzi, borelovskd mnoZina
B CY a borelovsky meéFitelné zobrazeni ¢ : Y — X takové, Ze p(B) = A.

5. Aplikace

5.1 Teorie miry. Necht p je borelovskd mira na lokdlné kompaktnim prostoru X
se spocCetnou bazi, kterd je konefna na vSech kompaktech v X. Definujme obvyklym
zpusobem vnéjsi miru: pro M C X polozme

w* (M) =inf{u(G) : G oteviend, G D M}.

]

15) Tvrzeni vyplyvé napf. z oddélovaci véty pro analytické mnoziny; viz [BlHa], s. 33.

16) Obecné&jsi situace je studovana v [Ku] v § 38. Poznamenejme, %e pravé chyba v Lebesgue-
ové diikazu nespravného tvrzeni, ze projekce borelovské mnoziny je borelovska, vedla
k zavedeni analytickych mnozin.

17y Dukaz tvrzeni, ze borelovsky obraz borelovské mnoZiny je analyticky, je pro lokalné
kompaktni prostory X, Y se spocetnou bazi uveden nap¥. v [BlHa], s. 32-33.
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Snadno se dokaze, ze p* je vnéjsi kapacita. Podle véty o kapacitabilité plati pro kazdou
borelovskou mnozinu B C X

sup{u(K) : K kompaktni, K C B} = u(B) = inf{u(G) : G oteviena, G D B},

takze mira p je regularni.

5.2 Hausdorffovy miry. Pfipomefime definici h-Hausdorffovy (vnéjsi) miry v euklei-
dovském prostoru R™. Necht h:[0,00) — [0, 00) je rostouci spojitd funkce, h(0) = 0.
Systém v8ech uzavienych kouli v prostoru R™ ozna¢me B a pro B € B oznacme r(B)
polomér koule B. Pro M C R™ a ¢ > 0 definujme

mf (M) =inf { }°° , h(r(By)) : By € B, r(Bn) £ 0, M C U, Bn} -

Potom

M) =1 oM

mp(M) = lim my (M)

se nazyva h-Hausdorffova mira mnoziny M. Aplikace véty o kapacitabilité umoz-
fuje dokdzat toto pozoruhodné tvrzeni!®): Je-li M C R™ borelovskd (nebo obec-
néji analytickd) mnoZina, pro kterou mp(M) > 0, potom ezistuje uzaviend mnoZina
F C M, pro niZ je

0 <mp(F) <oo.

5.3 Aproximace kapacit mirami. Je zndmo, ze Newtonovu kapacitu lze vyjadrit
jako horni obalku mnoziny Radonovych mér. Podobnou otézkou pro obecnéjsi kapacity
se zabyvali kupiikladu V. Strassen, C. Dellacherie ¢i B. Anger. Plati napf. ndsledujici
véta o aproximaci:

Véta. Necht C je Choquetova kapacita na lokdlné kompaktnim prostoru X se spocet-
nou bdzi, C(0) = 0 a necht M je systém vsech borelovskjch mér p na X takovych, Ze
u(L) £ C(L) pro kazdou kompakini mnoZinu L C X. Potom pro kazdé K € K(X) je

C(K) =sup{p(K) : p € M} .

Obecné vsak supremum (dokonce ani konvexni kompaktni) mnoziny Radonovych
mér neni Choquetova kapacita. Problém je v tom, Ze nemusi byt splnéna podminka
(c) silné subaditivity v definici Choquetovy kapacity uvedené v kapitole 2. PouZitim
Choquetova integréalu (viz odstavec 5.7) dospél B. Anger k charakteristice téch mnozin
mér, pro néz je jejich supremum Choquetova kapacita?).

5.4 Klasicka teorie potencidlu. Necht M je podmnoZinou eukleidovského prostoru
R™ dimenze m > 2 a necht (pro jednoduchost) u je nezdpornd spojitd superhar-
monickd funkce na R™. Infimum v8ech nezapornych superharmonickych funkci, které

18) Dtkaz pro M C R je uveden v [Cal, s. 11; pro obecnéjsi situaci je ddn podrobny névod.
19) Problematice kapacity jakozto horni obalky mnoZiny mér jsou vénovany napf¥. prace
[Anl], [An2].
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majorizuji u na M, se nazyva redukce (funkce u na M) a znaci se R . Nejvétsi zdola
polospojité funkce minorizujici R se nazyvéa viymet (balayage) funkce u na M. Je to
superharmonické funkce, kterd se zna¢i R . Z Choquetovy véty o kapacitabilité plyne

pro borelovskou (obecn&ji analytickou) mnozinu tento vysledek o aproximaci??):

RY = sup {R% : K kompaktni, K C M},
f{% = sup {f{{f : K kompaktni, K C M} .

Poznamenejme, Ze v obecnéjsim kontextu teorie potencidlu (nap¥. v teorii potencialu
pro rovnici vedeni tepla, v teorii harmonickych nebo vymetovych prostort) se zavadi
pojem podstatného vymetu. Prestoze takovy vymet jiz nevede obdobnym zptisobem ke
kapacité, plati pro borelovské mnoziny analogické tvrzeni o aproximaci zdola pomoci
kompakti?!). K ditkazu se hodi uzit faktu, Zze podle vét 3.2 a 4.2 jsou borelovské
mnoziny hyperkapacitabilni.

5.5 L,-teorie potencidlu s obecnym jadrem. Jako ukdzku z nelinedrni teorie
potencialu uvazujme tuto situaci: 1 < p < +o00, K je jadro, tj. zdola polospojita
nezdpornd funkce na R™ x R™, m 2 1. Pro mé&fitelnou funkci f na R™ oznacme, jako

obvykle, X
15l = ([ 15w )"

a pro méfitelnou nezapornou funkci f definujeme

Kfio o [ Ka)fw)d.
Pro libovolnou mnozinu M C R™ se Ly-kapacita vzhledem ke K definuje takto:
cx (M) =inf {||fb: f 20, Kf 21 na M}.

Lze dokédzat??) (neni to vSak Gplné jednoduché), Ze cx je vnéjsi kapacita. Proto je
kazda analytickd mnozina cx-kapacitabilni.
5.6 Stochastické procesy. Siroké uplatnéni nalezla véta o kapacitabilité (v abstrakt-
néjsim pojeti) pii dikazech méfitelnosti nejriznéjsich veli¢in svazanych se stochastic-
kymi procesy. Kli¢em byva ¢asto tato véta2?):
Necht (2, F, P) je prostor s tplnou pravdépodobnostni mirou, X lokdlné kompakini
prostor se spocetnou bdzi a w je projekce X X 2 na (2. JestliZe je M mmnoZina
meritelna vzhledem k soucinu borelovske o-algebry podmnozin X a o-algebry F, potom
T(M) e F.
|
20y Dtikaz lze nalézt napf. v [BlHal, s. 248.
21y Odpovidajici tvrzeni v kontextu vymetovych prostort, které pokryvaji i pfipad nelokalni
teorie tzv. a-harmonickych funkci, lze nalézt v [BlHa], s. 300.

22) Dtikaz je uveden v [AiEs], s. 112. V této publikaci lze nalézt mj. vyklad o logaritmické
kapacité a analytické kapacité.

23) Ctenafe odkazujeme na [De], [Me] a [Do].
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5.7 Choquetuv integral. Pro prostor s mirou (2, S, 1) umime, a to at jiz jakymkoliv
zpusobem, definovat Lebesguetv integral

/Qfdu

pro dosti Sirokou t¥idu funkci f. Neni vSak jiz ptilis obvyklé definovat integral vzhledem
k vnéjsi mife na Q ?*). V dal$im ukazeme, jak je mozno definovat integral dokonce viici
vnéjsi kapacité. Pak nelze ocekavat, ze prislusny integral, zavedeny G. Choquetem
v jeho fundamentélni praci o teorii kapacit?®), bude aditivni. Nicméné& z mnozinové
funkce zdédi jisté strukturalni vlastnosti, jako je spojitost vzhledem k monoténnim
limitnim pfechodim anebo jisté formy subaditivity.

Nez ptejdeme k dalsimu vykladu, udélejme jesté malou odbocku. Pii budovani teorie
kapacit jsme se z diivodl srozumitelnosti omezili prevazné na jejich popis v lokalné
kompaktnich prostorech. Tento omezujici pozadavek je mozno vynechat a uvazovat
kapacity na jinych mnozinovych systémech, které jiz nejsou nikterak svazany s topolo-
gickou strukturou. Abstraktné miZeme uvazovat na dané mnoziné X zcela libovolny
systém C jejich podmnozin, pro néjz pouze pozadujeme, aby obsahoval prazdnou
mnozinu. Pojem C-analytické mnoziny lze definovat analogicky jako v predeslé ¢asti:
Mnozina A C X je C-analytickd?®), existuje-li kompaktni (Hausdorffiv) prostor Y se
spocetnou bazi a mnozina B C X x Y, kterd je spocetnym prinikem mnozin, z nichz
kazd4 je spocetnym sjednocenim mnozin tvaru C' x K, kde C € C a K je kompaktni
podmnozina Y, takovd, ze A = wx (B). Zde je mx opét projekce X x Y na X.

V dalsim budeme piedpokladat, ze systém C je uzavieny na tvoreni konecnych
sjednoceni a pranikt. Vnéjsi kapacitou vzhledem k systému C na P(X) nazyvame
kazdou mnozinovou funkci C : P(X) — [0, oo] spliwujici nésledujici pozadavky:

(a) sup C(4,) = C(U,~, 4n) pro kazdou neklesajici posloupnost {4, } podmnozin
prostoru X,
(b) inf C(K,) = C(N,~,; K») pro kazdou nerostouci posloupnost {K,} mnozin z C.
Mnozinu M C X nazveme C-kapacitabilni, jestlize
C(M) =sup{C(K): K C M, K €Cs} .

Zde samoziejmé Cs znadi systém vSech spocetnych prinikd mnozin z C. Choquetova
véta o kapacitabilité pak plati i v tomto obecnéjsim kontextu: KazZdd C-analytickd
mnozina je C-kapacitabilni 7).

Konecné fekneme, ze vnéjsi kapacita C je silné subaditivni na C, jestlize
C(AUB)+ C(ANnB) S C(A) +C(B)

pro libovolnou dvojici mnozin A, B z C.
|

24) Jeden z prvnich pokusi zavést pojem integralu vzhledem k vnéjsi mite nalezi S. C. Fanovi
[Fa].

25) Tato préce [Chol] se svym rozsahem pfes 160 stran je spiSe knihou nez ¢lankem.

26) Podotknéme jenom, ze C-analytické mnoziny vznikaji ze suslinovské operace na sys-
tému C, viz [Ral, s. 385.

27) Dtikaz je proveden v knize [Ra], s. 397.
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Necht tedy C je vnéjsi kapacita na systému P (X) vSech podmnozin dané mnoziny X.
Je-li Ht systém nezdpornych funkei s hodnotami v [0, 0o], pak pro f € HT definujme

/de:/mC({meX:f(x)gt}) dt.
X 0

Tento integral se nazyva Choquetuv, nékdy téz horizontalni.
Reknéme si nejprve par slov k existenci integralu na pravé strané uvazované rovnosti.
Predevsim, funkce

t—»C{zeX:f(x)2t}), te(0,00),

je nerostouci a shora polospojité na intervalu (0, 00). Kazda z téchto vlastnosti jiz staci
k tomu, aby integral na pravé strané existoval jako Lebesguetiv. Dokonce existuje i jako
nevlastni Riemanniiv integral 28).

Jsou znadmy zpusoby, jak prirozené rozsitit definici Choquetova integralu na funkce
s hodnotami v [ —o00, 00]2?).

Thned je vidét, Ze funkciondl & : f — [ < [ dC je pozitivné homogenni a neklesajici
na H7T. Plati toti

//\de:/\/de pro A>0afeH', a
X X

/de§/gdC, pokud f,geH af<yg.
X X

Nelze odekdvat, 7e by @ byl obecné& aditivni funkcional na H*. Na druhé strand se

lehce ukaze, ze
/(f+g)dC§2(/de+/gdC)
X X X

pro libovolné funkce f,g € H*. Vznika piirozené otdzka, zda @ je dokonce subaditiv-
nim funkciondlem na H7, tj. zda pro f,g € H' je

/X(f+g)dC§/deC+/ngC.

Vlastnost subaditivity funkcionalu @ se tési velkému zajmu, fada autort ji dokazala za
riznych dodate¢nych predpokladt ®?). Pivodni diikaz véty o subaditivité pro kapacity
v lokdlné kompaktnich prostorech nélezi G. Choquetovi. Zde uvedeme abstraktni verzi

]

28) Ctendf miZe konzultovat ¢lanek [Lu], kde se podobna definice Lebesgueova integralu
vysetiuje.

2%) Viz napf. monografii [Den], vénovanou systematickému vykladu neaditivnich mnozino-
vych funkci.

30) Uvedme napiiklad n&kolik jmen: F. Topsge (1974), B. Anger (1977), P. J. Huber (1981),
R. C. Bassanezi a G. H. Greco (1984), A. Buja (1984), J. Kindler (1986) ¢i D. Schmeidler
(1986). Pivodni Choquetiiv dikaz je v [Chol]. Abstraktni verzi, kterou uvddime, lze
nalézt v [Den].
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véty o subaditivité: Funkciondl & je na prostoru H* subaditivni, privé kdyZ vnéjsi
kapacita C je silné€ subaditivni na C.

Choquetova kapacita a integral nachézeji, zejména v posledni dobé, uplatnéni v méalo

ocekavanych oblastech. Vyskytuji se Casto ve statistice, teorii rozhodovani, umélé
inteligenci, teorii her, ekonomii a finan¢nictvi3!).
5.8 Reprezentace Daniellova integralu. Uvazujme na dané mnoziné P vektorovy
svaz Z realnych funkci, tj. takovy vektorovy prostor, ktery s kazdou funkci obsahuje
i jeji absolutni hodnotu a predpokladejme, ze Z splhuje jesté Stomeovu podminku
(s kazdou funkci f obsahuje Z i funkci min(f,1)). Daniellovym integrdlem na Z rozu-
mime linedrni nezaporny funkcional A, ktery je spojity v nasledujicim smyslu:

je-li {f,} posloupnost nezdpornych funkei ze Z a f,, \, 0, potom A(f,) — 0.

Jako piiklad uvedme tfeba Riemanntv integral na prostoru C([0,1]) nebo na prostoru
C.(R™) v8ech spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em na R™.

Cesta, jak Danielliv integral, ktery je zprvu definovan jen na ,malém* systému
funkci, rozumnym zptsobem roz$ifit na mnohem Sirsi systém funkci, je vcelku obecné
znama. Lze ji nalézt ve skoro kazdé monografii, kterd obsahuje partie o abstraktni
integraci. Uziti Choquetovy teorie kapacit nabizi jiny pristup.

Nez vétu o reprezentaci vyslovime, uvedme jesté jednu definici. Je-li £ vektorovy
prostor redlnych funkci na mnoziné P, oznacime o-algebru generovanou £ symbolem
o(L). Je to tedy nejmensi o-algebra obsahujici mnoziny typu {z € P : f(x) > a}, kde
f probihd mnozinu £ a a € R.

Daniellova-Stoneova véta o reprezentaci. Necht A je Danielliv integrdl na vektorovém
svazu Z funkci definovanych na mnoziné P a necht Z spliuje Stoneovu podminku.
Potom existuje prdvé jedna mira p na o(Z) takovd, Ze

A(f)z/Pfdu pro feZ.

Myslenka dikazu. UkdZeme cestu, jak vyuzit v dikazu této véty Choquetovu teorii
kapacit. Pro jednoduchost predpoklidejme, Ze systém Z obsahuje konstanty. Oznacme
X=Px[0,00)a

Ly ={(z,t) e X : f(z) >t}

31) Klicova slova Choquet integral nas v Mathematical Reviews vedou k pojmum jako fuzzy
measures, decision processes, multimedia information retrieval, voting schemes, Choquet
bargaining solutions, preferential independence, representation of excessive functions,
Elisberg’s paradoz, Savage’s theory; v recenzich lze Cist napt. market prices can be
represented by the Choquet integral with respect to a non-additive measure, the price
of an insurance risk has a Choquet representation with respect to a distorted probability.
O vyznamu Choquetova integralu se lze poudit napf. v praci [Ad], kterd je mimo jiné
i rozsdhlou studii riznych kapacit v teorii prostorti funkci a potencidlu; viz téz [Fu].
Z kniznich publikaci miZeme doporudit [Den)].
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pro kazdou nezépornou funkci f na P. Je-liC = {L; : f € Z, f 2 0}, definujme
C(Ly) = A(f) pro LseC.

Musime si ovem uvédomit, ze tato definice je korektni. To vyplyva z toho, ze zobrazeni
f = Ly je prosté. Diky svazovym vlastnostem Z je systém C uzavieny na konecnd
sjednoceni a pruniky. Neni tézké ukazat, ze C mé na systému C vlastnosti obdobné
vlastnostem Choquetovy kapacity na K z druhé kapitoly. Obdobné jako v ,lokalné
kompaktnim p¥ipadé* vytvofime z C mnoZzinovou funkci C* na P(X). V dalsim kroku
se pak dokéze, ze C* je vnéjsi kapacita vzhledem k C.

Nejtézsi ¢ast diukazu spociva v ovéfeni, ze pro charakteristickou funkci x4 kazdé
mnoziny A ze systému ¢(Z) mnozina L, , je C-analytickd. Potom se definuje

n(A) = C*(Ly,)
a pomérné snadno se dokdze, ze mira p mé pozadované vlastnosti.>?) m
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Vznik teorie kapacit:

zamysleni nad vlastni zkuSenosti
Gustave Choquet, Pariz

Gustave Choquet patii mezi vynikajici matematiky. V analyze je skute¢nym mistrem a ackoli
je vysoce vzdélan, jeho tvircéi pristup se vyznacCuje napadnou tspornosti uzivanych pro-
stfedki. Jeho dilo v pribéhu vice nez tficetiletého obdobi odkrylo matematickému mysleni
nové cesty.

Matematikové se jiz dlouho zajimaji o teorii potencidlu, kterd ma sviij pivod v elek-
trostatice a v gravitacnim zdkonu; o potencidl velice konkrétni, smim-li tak fici, definovany
v trojrozmérném eukleidovském prostoru pomoci elementirniho potencidlu 1/r. Zajimaji se
v8ak o problémy potencidlu souvisejici nikoliv s fyzikalnimi télesy (se v8i vagnosti, kterd tento
pojem obklopuje), ale s co nejobecnéj$imi mnozinami. Jak se v tomto kontextu objevi pojem
elektrostatické kapacity, neaditivni mnozinové funkce s ponékud paradoxnim chovanim ? Zda
se, ze na konci Ctyficatych let tento pojem prinasSel oteviené problémy i pro nejvyznamnéjsi
specialisty, jako byl napf. Henri Cartan. Pro které mnoziny lze vibec smysluplné mluvit
o kapacité ?

Jestlize je jméno Gustava Choqueta jiZz zapsdno do historie matematiky, stalo se tak
zejména diky jeho teorii zobecnénych kapacit. Tato teorie samoziejmé vyteSila specidlni
problém tykajici se elektrostatické kapacity, byla vSak také zakladni hnaci silou, kterd vedla
jiz mimo ramec trojrozmérného prostoru k teoriim zobecnénych potenciali, k vazbé teorie
potencidlu a pravdépodobnosti. Pfinesla téz nové pohledy na problém integralnich reprezen-
taci a ufinila z nich 4¢inny nastroj. Je znamo, Ze toto sblizeni a interakce teorie potencidlu
a pravdépodobnosti jsou v soucasné dobé zdrojem cetnych a zdsadnich praci. Jednim ze
zakladatelt systematického zkoumdéni téchto vzajemnych vztaht je americky matematik
J.L.Doob. Nas kolega Paul Malliavin prispél zcela neddvno do této oblasti pfinosem zasadni
dilezitosti.

Teorie kapacit neni rozhodné projevem samoti¢elného matematického perfekcionismu, je
totiz urcitou kfizovatkou matematiky a zdrojem novych myslenek a metod pfistupnych na
drovni vétsi ¢i mensi ndrocnosti Sirokému okruhu.

Svédectvi vynikajicich matematiki o cestdch k objeviim jsou vzicna a cennd, a to nejen
pro samotné matematiky, ale také pro vSechny, ktefi se zamysleji nad klikatymi cestami
vedoucimi ke kone¢nému odhaleni pravdy. Nad cestami se vSemi jejich slepymi ulickami,
které vSak ukazuji diky predstavivosti urcity navod, jak obchéazet skutecné nebo zdanlivé
prekéazky. Slavnd svédectvi takového charakteru jsou zndma nap¥. od Henri Poincarého nebo
Jacquese Hadamarda. Povazovali jsme za zajimavé k nim zde pfipojit Choquetovu svédeckou
vypovéd o tématu prvoradé dilezitosti.

André Lichnerowicz

Moderni teorie poznani vénovala velkou pozornost dusevnim procesim objevovani.
Historikové védy podrobili minulost rozboru s ocekavanim, ze v ni najdou kdmen
mudrct velikych objevi. Pravé prostfednictvim takovych objevi dochazi k pokroku
ve véde.
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Primé svédectvi autori objevii, tfebaze nemusi odhalovat tento kimen mudrci, je
vzdy fascinujici, i kdyz se ¢asto opird o ddvné vzpominky a i kdyz je tézké vystupovat
zaroven jako divak a herec. Ocitne-li se uz ¢lovék v roli takového herce, je jeho
povinnosti pokusit se pri plném védomi obtiZnosti tikolu své svédectvi podat.

Zde bude fe¢ o matematice. Objevovani v matematice, pfes udivujici podobnost
s cestou k objeviim v experimentalnich védach, v uméni, poezii nebo filozofii, ma sva
specifika. Ostatné je jedinou oblasti, ve které se trochu vyznam, at uZ diky sledovéni
prace mladych védeckych pracovniki anebo ze své vlastni zkuSenosti.

Pro studenta zacinajiciho s védeckou praci znamend prvni vlastni vysledek nadherné
odhaleni toho, co je to objevovat nové a jak na to jit. Tento prvni krok je rozhodujici,
nékterym se nikdy nepodari.

Z4dn3 zcela spolehlivd metoda, aby se ¢lovék naucil objevovat, neexistuje. Kazdy
se musi k takovému tajemstvi propracovat sam. V matematice je v8ak nutné splnit
prinejmensim urcité miniméalni podminky, aby bylo mozné piistoupit v jisté oblasti
k vyzkumu. Je predevsim nutné poznat vSechny bytosti, které tuto oblast obyvaji
a seznamit se s nejriznéjsimi z nich natolik, aby se daly predvidat jejich reakce
a podarilo se proniknout do jejich vnitiniho zivota. Pak si ¢lovék zacina klast otazky:
jak se tyto bytosti za téch ¢ onéch okolnosti zachovaji? Jinak feceno, dostavame se
k vlastnim problémim, at uZz je zformulujeme sami, nebo je v soucasnosti ¢i diive
polozili jini.

Pak vstupuje do hry osobni zaloZeni védce. Ten se nachézi v podobné situaci jako
horolezec, ktery chce z tipati hory zdolat jeji vrchol. Nékteii horolezci se hore budou
prizptsobovat, vyhlédnou si nejjednodussi nebo nejelegantnéjsi cesty. Jini naopak bez
vahani uziji metodu buldozeru: vytvori pristupovy svah mirného sklonu, ktery mohou
opakované bez nebezpeci vyuzivat vsichni, ktefi prijdou po nich. Podle Dieudonného
to byl postup, kterému daval prednost Grothendieck, postup, ktery ho ve skute¢nosti
dovedl k vytvoreni algebraické geometrie. Neni tedy pouze jediny zptsob, jak problém
roziesit nebo jak zacit jeho zkoumani.

Sam davam prednost této metodé: prvni krok je rozsireni kontexrtu. Problém se
formuluje v nejobecnéjsim kontextu, v némz maji pfislusné pojmy stale jeSté presny
smysl. Pak se studuji dobie zvolené specialni pripady obecné formulace. Kdyz je lze
vyresit postupem, ktery mé smysl v obecném pripadé, zbyva ho prizptusobit pivod-
nimu problému. To je metoda analogicka pristupu, ktery zvolili nékteii algebraici pii
pokusu o zdolani Riemannovy hypotézy o rozlozeni komplexnich kofenti analytické
funkce ((z) = >_,°, 1/n*. Zavedou se funkce ¢ nad télesy algebraickych ¢isel, kterd
nahrazuji klasické téleso C komplexnich ¢isel. Problému se d4 vhodny smysl a ¢lovék
se ho pak pokousi roziesit s vyuzitim specifik nového kontextu.

Kdyz je vyreSen néktery z tézkych problémi stojicich v poptedi pozornosti a pii-
slusny dukaz je dostatecné vyjasnén, Casto se pozastavujeme nad tim, ze se reSeni
nenaslo uz diive. Je to proto, ze lidsky duch ma slabiny. Nevznasi se jako orel, naopak,
potfebuje stalou oporu, kterou mu poskytuje dikladné studium dobie vybranych
specialnich pripada.

Chovéani védce, at jiz v matematice ¢i v experimentalnich védach, pfipomind chovani
prizkumnika v lese, ktery hleda pramen nebo vzacny druh hmyzu. Kracéi stezickou
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s napnutymi smysly pripravenymi vnimat podnéty. Bez umdleni vyuziva postranni
pésinky. A nékdy se stane zazrak. Vydal se za motylem a objevuje poticek, v némz
se povaluji valouny zlata.

Start je tedy mirny a pak se tempo stupnuje. Prilis velky spéch nebo $patné
odhadnuta ctizadost by mohly dilo zmafit.

Zmnal jsem znamenitého matematika, ktery se jednoho dne rozhodl zménit své od-
borné zaméreni a vénovat se hledani velké myslenky v oblasti matematické fyziky.
Velké plodné myslenky jsou bohuzel vzacné. Tento matematik se uzaviel podnétim
kazdodenniho zivota, které mu skromny, ale cilevédomy pristup mohl prinést. Nakonec
ve své nové oblasti badani nenasel ani velkou ani malou myslenku.

*

Nyni v8ak chci podat své osobni svédectvi o vzniku jedné teorie, kterou jsem vytvoril
okolo roku 1950, teorie kapacit.

Okolnosti doprovézejici tento vytvor byly pro mé badéani v jeho riaznych etapach
priznivé. Vse se odehralo v nékolikamésicnim obdobi nepfetrzité prace, v némz jsem
si byl neustale védom svych motivaci, uzivanych metod, vyvoje teorie. Proto véfim,
ze tento priklad muZze zajimat zaroven matematicky ladéné filozofy i matematiky se
smyslem pro filozofii.

Pavodni problém se tykal elektrostatické kapacity; jak ale brzy vysvétlim, ptivedl
mé rychle ke studiu Siroké tfidy neaditivnich mnozinovych funkci, které jsem pak
nazval kapacity. V roce 1950, kdy jsem na problematice pracoval, existovaly Cetné
knihy a prace vénované neaditivnim mnozinovym funkcim. Z nich jsem v8ak nemohl
nic vytézit, nebot zameér jejich autora byl ziskat z neaditivni situace vSe, co aditivniho
v ni bylo ukryto. Napf. z funkce pfifazujici kazdé ¢asti Es3 jeji prameér definovali tyto
obvyklé aditivni funkce: délku, povrch, objem.

Ovsem v pripadé elektrostatické kapacity, ktery mé predevsim zajimal, jedind adi-
tivni funkce, kterou lze témito metodami prifadit, nabyva hodnotu 0 nebo oo, a je tedy
zcela nezajimava. Bylo proto tfeba pozménit kontext, ktery se stal prili§ omezujicim.

Uvedu jednoduchy priklad, dosti analogicky elektrostatické kapacité, ktery ma téz
velmi daleko k aditivité: v roving R? oznaéme p(X) projekci mnoziny X na vodorovnou
osu. Mnozina p(X) ma na této ose vnéjsi Lebesgueovu miru m*(p(X)), kterou budu
oznacovat f(X). Tato funkce mé k aditivité daleko. Jsou-li totiz X, Xo dvé vodorovné
tsecky v R?, jejichz projekce p(X1), p(Xs) splyvaji, plati f(X1UX5) = f(X1) = f(X>),
nikoli vSak f(X1 U Xz) = f(Xl) + f(XQ)

Poznamenejme, Ze i za této jednoduché situace se jiz objevuji obtizné problémy,
které predznamendvaji starosti s elektrostatickou kapacitou. Uvedu piiklad. Pfedevsim
se dohodnéme, 7e podmnozinu A roviny R? nebo prostoru R” nazveme kompakini,
jestlize A je prinikem posloupnosti elementdrnich mnoZin (tj. kone¢énych sjednoceni
n-rozmérnych uzavienych intervali; dale mnozinu A nazveme borelovskou, kdyZ lze
A ziskat pomoci spocetnych sjednoceni a spoc¢etnych prunikt, vychazime-li z elemen-
tarnich mnozin. Kompaktni mnoziny jsou po mnozinach elementarnich nejjednodussi
borelovské mnoziny. Zde je pak jeden ze zminénych obtiznych problému: Jestlize X je
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borelovské omezend ¢4st R?, existuje pro kazdé € > 0 kompaktni mnozina K C X
takova, ze |f(X) — f(K)| <e?

KdyZz v nasem obycejném prostoru, tedy v prostoru experimentdtorid, pripojime
vodi¢ K (napf. kovovou kouli) k indukéni elektrice, vodi¢ se nabije ur¢itym elektrickym
nabojem @ a ziskd potencidl V. Experimentalné se zjisti, ze @ je amérny V, tedy
@ = k- V. Konstanta k se nazyva kapacita vodice K.

Toto je definice fyzika; pro matematika je v ni pfili§ mnoho Spatné definovanych
terminti: obycejny prostor, vodi¢, potencidl a dokonce elektiina. Proto poddm ma-
tematickou definici elektrostatické kapacity, a to nejen pro koule ¢i vodice, ale pro
libovolnou kompaktni podmnozinu trojdimenzionalniho Eukleidova prostoru E3. Ten
predstavuje matematicky model naseho oby¢ejného prostoru (po zvoleni pocatku
a ortonormalni baze lze ztotoznit E3 s prostorem R? trojic redlnych ¢isel opatienym
skaldrnim sou¢inem (z1y1 + x2y> + x3y3) a z ndj odvozenou vzdalenosti).

Piipomenime piedevsim, Ze v tomto prostoru jsou ¢etné fyzikalni zdkony vyjadieny
pomoci pfevracené hodnoty ¢tverce vzdalenosti: elektrické, magnetické, gravitacni sily.
Je trfeba vzit v Gvahu, ze takové sily maji potencidl. Jinak feceno, jejich silové pole
ma charakter pole centralnich sil a neni nic jiného nez gradient 1/r, kde r oznacuje
vzdalenost od stiedu. Tento zakladni poznatek dovoluje nahradit studium silového
pole studiem skalarni funkce, které se ika potencial.

Presnéji feCeno: jestlize oznacime p miru nesenou kompaktni ¢asti K prostoru,
tj. rozlozeni (kladné) hmoty na K, budeme potencidlem miry u nazyvat soucet
P, elementarnich potencidlti vytvorenych elementy miry p. Presnéji, hodnota funkce
P, vbodé z je P,(z) = [(1/r(z,y)) du(y), kde r(z, y) je vzdalenost z od proménného
bodu y probihajiciho K.

Funkce P, nabyva hodnot z [0, oo]; jeji vlastnosti zde nechdm stranou.

Kdyz kompaktni mnozina K neni pfili§ tenkd, napt. kdyz K je koule, existuji
nenulové miry g nesené mnozinou K takové, ze P, < 1 v8ude. Na chvili nazvéme
»dobrou mirou“ na K kazdou miru p na K, pro niz P, (z) < 1 pro kazdé z a symbolem
| 4]] oznacme celkovou velikost miry p.

Elektrostatickou kapacitow mnoziny K nazveme supremum velikosti vSech dobrych
mér na K:

cap(K') = sup{||u|| : p je dobrd mira nesend K}.

Lze dokézat, ze na K existuje dobra mira, jejiz potencial je v podstaté roven 1 vSude
na K. Takovd mira je ve skutecnosti jedind a je nesena vnéjsi hranici mnoziny K;
nazyva se rovnovaznym rozlozenim pro mnozinu K 1). Je tedy celkem jasné, ze pokud

1) Totoznost elektrickych a gravitacnich potenciali si zde fikd o pfipomenuti I. Newtona a
jeho vypoétu gravitaéni sily uvnit¥ a vné Zemé (kterd se pro jednoduchost predpoklada
homogenni). Z tvrzeni, kterd jsme pravé pfipomnéli, dosti snadno vyplyva, Ze v kazdém
bodé vzdaleném r od stfedu Zemé je gravitacni sila rovna newtonovské pfitazlivosti
hmoty soustfedéné ve stfedu a rovnajici se hmot€ ¢asti Zemé obsazené v soustiedné kouli
o polomé&ru 7. Napf. vné Zemé intenzita pole gravita¢nich sil je tmérna 1/r?, zatimco
uvnitf je tmérnd r®/r?, tedy r. Nékte¥i historikové se kloni k ndzoru, ze Newton vyckéval
s publikovanim Principii dvacet let proto, Ze tyto vlastnosti, které se dnes povazuji za
elementarni, neumél uspokojivé dokazat.
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K je obycejny vodic¢, napt. plnd nebo duté koule, splyva tato mira p s elektrostatickym
rovnovaznym rozloZenim z fyziky, které mé potencidl na vodi¢i rovny 1 (pro elektricky
potencial ¢ by to byla mira ¢ - ug).

Prejdéme na okamzik ke srovnani cap(K) s Lebesgueovou mirou m(K). Obé mno-
zinové funkce m a cap jsou naprosto odlisné: jestlize K; a K» jsou dvé disjunktni
kompaktni mnoziny, plati m(K; U K3) = m(K7) + m(K>). To je takika opak toho,
s ¢im se setkdvame u kapacity: napf. pro dvé rizné soustfedné (tedy disjunktni) sféry
K1, K, (kde K je vétsi z nich) plati: cap(Ky U K») = cap(K>).

Presnéji receno, kapacita ma udivujici vlastnost dichotomie. To znamena, ze kazdou
dosti slusnou mnozinu X (napt. kazdou borelovskou mnozinu) lze rozdélit na dvé slusné
mnoziny se stejnou kapacitou jako X. Tato vlastnost je pfesnym opakem aditivity.
Proto je vylouceno kapacitu studovat pomoci tradi¢nich metod teorie miry.

Presto uzijeme myslenku, kterou Eudoxos pouzil pred vice nez dvéma tisici lety
k mé&feni obsahu rovinné oblasti A: jestlize pro kazdé € > 0 (Eudoxos toto nefikal, ale
jisté to mél na mysli) 1ze nalézt mnohothelniky, jeden obsahujici A a druhy obsaZeny
v A, s rozdilem jejich obsahti mens$im nez €, fekneme, ze oblast A méa obsah. Jeji obsah
je podle definice infimum obsah mnohothelnik obsahujicich A, které je také rovno
supremu obsah mnohothelniki obsazenych v A.

Tento postup se také nazyva Fudoxova erhaustivni metoda. Dobré myslenky jsou
ziskala Eudoxova metoda oblibu diky Denjoyovi, ktery definoval vnitini miru m.(X)
jako supremum mér kompakt K obsaZenych v X a vnéjsi miru m*(X) jako infimum
mér otevienych mnozin w obsahujicich X. Rovnost téchto dvou c¢isel znamend pak
podle definice méfitelnost takové mnoziny X.

Na zékladé tohoto Eudoxova-Denjoyova modelu pritradime kazdé mnoziné X C FEj3
jeji vnitini kapacitu a vnéjsi kapacitu takto:

cap,(X) = sup{cap (K) : K kompaktni C X},
cap®(X) = inf{cap (w) : w oteviend D X}.

V poslednim vzorci bereme cap (w) jako cap,(w). Metoda je tedy jasné: vychézi se
z kapacity kompaktnich mnozin; prejde se k otevienym mnozindm; potom se pomoci
kompaktnich a otevienych mnozin definuje cap, a cap*. Jinak fefeno: funkce, kterd
je definovana na systému vSech kompaktnich mnozin, se dvojim zptsobem rozsifi na
systém vibec vSech podmnozin prostoru Fs.

Je zfejmé, ze cap, < cap*; je tedy pfirozené vyslovit tuto definici:

Definice: Rikdme, Ze mnozina X je kapacitabilni, jestlize cap,(X) = cap*(X). Spo-
le¢nd hodnota téchto cisel se pak oznaci cap(X).

Tato definice je uspokojiva, nebot lze vypocet elektrostatické kapacity kapacitabilni
mnoziny X v Fj3 provést bez zavadéni ,dobrych mér“ prifazenych mnoziné X. Totiz
prostifednictvim aproximace se vystaci s ,,dobrymi mirami“ pro kompaktni mnoziny.

Vznika ovsem otazka, zda kromé kompaktnich mnozin a otevienych mnozin, u nichz
je kapacitabilita takika ziejma, existuji jesté jiné kapacitabilni mnoziny.
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Tento problém je zajimavy dokonce i pro mnoziny nulové vnitini kapacity. Role,
jakou hraji v teorii lebesgueovské integrace mnoziny miry nula a jim odpovidajici
pojem skoro v§ude, je dobfe znama. V teorii potencidlu neni zakladnim pojmem mira,
ale kapacita. Skoro vsude je nahrazeno kvazi vsude: ¥ika se, ze urcita vlastnost plati
kvazi vsude, plati-li vSude s vyjimkou mnoziny X nulové kapacity.

Zde vsak vznika otdzka: jde v této definici o vnitini nebo vnéjsi kapacitu? Jisté
tato otazka nevznikd pro kompaktni mnoziny, protoze kazda takova mnozina je kapa-
citabilni. Bohuzel mnoziny X, které se prirozené vyskytuji, nejsou obecné kompaktni.
Zde jsou nyni mozné dva piistupy: bud se dokdZe (dosti snadno), ze cap,(X) = 0
a dostane se véta, kterou nazvu slabou. Nebo se odpracuje mnohem vice, aby se
ukdzalo, Ze cap*(X) = 0 a ziska se silnéjsi véta. Je lepsi dokézat snadno slabou vétu
nez obtizné silnou vétu? Takové dilema nevznikne, kdyz X je kapacitabilni. Pak se
totiz ziskajgi snadné dukazy silnych veét.

Presnéji feceno, konkrétni problém, vznikajici u pojmu kvazi vSude, zni: jestlize
pro mnozinu X obvyklého typu (feknéme borelovskou) plati cap, (X) = 0, plati pak
jiz. cap*(X) = 0?7 Obecnéji vznikd otdzka, zda kazda borelovskd mnoZina v Es je
kapacitabilni.

*

Tento problém povazovali kolem roku 1950 Marcel Brelot a Henri Cartan za obtizny
(a dilezity). Dal jsem se jim nakonec strhnout v presvédéeni, ze odpovéd by méla byt
kladnd. (Kde se bere toto zaujeti? Tam nékde je tajemstvi spojovani demokritovskych
atomt.)

Prakticky jsem vsak tehdy nic z teorie potencidlu neznal. Kdyz nad tim uvazuji,
myslim si nyni, Ze to praveé byla pricina, ktera mi dovolila vyresit problém vzdorugjici
specialistum. Zde je zajimavy moment pro filozofy. Trochu se u néj pozastavim.

Moje neznalost mé vlastné zachranila pred ptredsudky, zapovédéla mi uzit prilis
vznesené nastroje teorie potencidlu a donutila mé zapomenout na nahodilé aspekty
daného problému. Skutecny stav mych znalosti byl tento:

Znal jsem dobfe konstrukei Lebesgueovy miry propagovanou Denjoyem a zalozenou
na Fudoxové myslence, jak jsem ji vylozil pfed chvilkou.

Vibec jsem nevédél, jak vyuzit faktu, ze zakladni prostor je E3, natoz pak na mij
vkus technickou definici kapacity piislusné newtonovskému jadru 1/r.

Proto jsem zwvolil nejobecnéjsi mozny ramec, v némz nezbytné pojmy maji smysl.
Réamec prilis rozsahly mize samoziejmeé skytat nebezpeci, Ze nejsou k dispozici zadné
nastroje a v disledku toho se dospé&je k pouhym trivialitdm. Sdm jsem vSak pocitoval
svobodu v postupném omezovani obecnosti podle potieby.

Nahradil jsem tedy Es3 libovolnym Hausdorffovym topologickym prostorem ?)
E (Hausdorffav prostor dovoluje pfijemné zachazeni s kompaktnimi mnoZinami) a

2) Ctenaf —nematematik, kterj nevi, co je Hausdorffiiv topologicky prostor, kompaktni
mnoZina, a tudiZ ani borelovskd mnozina v takovém prostoru, ztraci v dalsi cetbé
pouze Castecné, setrva-li v eukleidovském prostoru. Presto vSak musi védét, ze zaména
E3 prostorem mnohem obecnéjSim byla rozhodujicim faktorem pifi mém myslenkovém
pochodu v labyrintu, kde mé& k vychodu nevedla Zddna Ariadnina nit.
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elektrostatickou kapacitu cap(X) jsem nahradil neklesajicim zobrazenim f definova-
nym na systému K(FE) v8ech kompaktnich podmnoZin prostoru E. Problém samotny
i prislugné zakladni pojmy lze jiz v tomto silné primitivnim kontextu vyjadrit:

Pro kazdé X C E polozme f.(X) = sup{f(K) : K kompaktni obsazend v X} a
f*(X) = inf{f.(w) : w oteviend obsahujici X}. Rekneme, Ze mnoZina X je f-kapa-
citabilni, jestlize f.(X) = f*(X).

Pro kapacitabilni mnozinu X se jevi ldkavé oznacit f(X) spoletnou hodnotu
f«(X) = f*(X). To je v poradku pro pripad oteviené mnoziny X, ale rovnost neplati
pro kompaktni mnozinu X, pokud f neni zprava spojitd v tomto smyslu: pro kazdy
kompakt K a pro kazdé ¢ > 0 existuje oteviend mnozina w obsahujici K takovi,
ze fo(w) £ f(K) + e. Jinak Yeceno: zvétdi-li se malo kompakt, jeho kapacita vzroste
o malo.

Toto je klasickd vlastnost Lebesgueovy miry a kazdé Radonovy miry. Specialisté
v teorii potencidlu ji znali pro Newtonovu kapacitu (t¥ebaze ji predtim jasné neformu-
lovali).

Rozhodl jsem se tedy v dalsim predpokladat, Ze f je neklesajici a zprava spojita;
takovou funkci f nazyvam kapacitou.

V tomto velice obecném kontextu mnohé piiklady ukazuji, ze E mutze obsaho-
vat borelovské mnoziny, které nejsou kapacitabilni. K tomu je hned pfinejmensim
tento padny duvod: funkce f. a f* jsou definovany pomoci hodnot na kompaktnich
mnozindch, zatimco mnohé borelovské podmnoziny prostoru E (a dokonce uzaviené
mnoziny) obsahuji jenom velmi malé kompaktni mnoziny. Piestoze kompaktni ¢ést
prostoru E je krisnd mnozina, jeji doplnék miize speciadlné obsahovat hrozné uzaviené
podmnoziny.

Bylo proto tieba zazit problém kapacitability na ty borelovské podmnoziny E, které
jsou z kompaktt zkonstruovany pomoci obvyklych jednoduchych spocetnych operaci
s vyjimkou prechodu k dopliku.

Piesnéji feceno, zavedl jsem systém B(K) v8ech K-borelovskych podmnoZin prostoru
E, tj. nejmensi mnozinovy systém v E obsahujici K(E) a uzavieny na spocetnd
sjednoceni a spocetné priniky. Ten obsahuje kompakty, mnoziny typu K, (spocet-
né sjednoceni kompaktd), mnoZiny typu K,s (spofetné priniky mnoZin typu K,),
mnoziny typu K,s, a transfinitné definované dalsi typy.

Navic je toto zZeni problému rozumné, nebof v R? je kazda borelovskd mnozina
také KC-borelovska, protoze kazda oteviend mnozina je v tomto pfipadé typu K, .
Pritom takové omezeni na regularitu X samoziejmé nevyzaduje zddna omezeni na
E nebo na f. Teprve v dal$im se omezeni, pfinejmensim na f, mohou ukazat nutnd.

Ve skute¢nosti tato nutnost vyvstala rychle. Pro E = R? a pro subaditivni kapacity
(tj: f(K1 UKy) £ f(Ky) + f(K2)) jsem umél bez potizi sestrojit velmi jednoduché
borelovské, a tedy také K-borelovské mnoziny, které nebyly f-kapacitabilni.

Velmi cilené jsem se sam sebe ptal: jaky typ omezeni musim na f pozadovat? Musi
to byt takové omezeni, které umozni snadno dokézat kapacitabilitu mnozin typu K,
tedy nejjednodussich K-borelovskych mnozin hned po kompaktech.

Necht tedy X = {J,, Kn, kde (K,) je neklesajici posloupnost kompakti. Musim
dokézat, ze pro kazdé € > 0 existuje oteviend mnozina w obsahujici X takova, Ze
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f(w) £ f(X) +e. Je prirozené takovou w sestrojit jako sjednoceni otevienych mnozin
Wn, kde wy, obsahuje K, a takovych, Zze pro kazdé n, f(w,) bude velmi blizko k f(K,,),
napft. f(wp) < f(Kp) + &, Idedlni by samoziejmé bylo, kdyby € 2 > e,. Protoze je
to pravda pro Radonovu miru f, neni to nerozumna myslenka.

Pro vétsi ndzornost zaénéme vysSetfovanim posloupnosti dvou kompaktt K;, K,
misto nekoneéné posloupnosti (K,,). Chtéli bychom pro p¥ipad K1 C wi a Ko C wo
nebo obecnéji a; C Ay a ay C As dokdzat, Ze rozdil

f*(Al U A2) — f*((ll U ag)

je maly, pokud jsou malé rozdily

[f(A1) = f(a1)] a [f*(A2) — f*(a2)],

napf. odvodit nerovnost

[r(A1UA) = ff(arUaz) S (f* (A1) = f*(a1)) + (f(A2) — f*(a2)) . (1)

Velmi jednoduchy limitni prechod ostatné ukazuje, Ze tato nerovnost plati vzdy, pokud
plati pro kompakty.

Avsak pro dalsi postup bylo tieba zjistit, zda tato velmi pfesnd nerovnost (platna
pro Radonovy miry, tj. kapacity spliujici f(A U B) = f(A) + f(B) pro disjunktni
kompakty A, B) je splnéna také pro elektrostatickou kapacitu.

Diky své nesikovnosti jsem pii vypoctech poc¢maral hodné stranek. Podarilo se mi
vSak uvést nerovnost na ekvivalentni tvary, z nichz jeden byl tento:

FXUY)+ f(XNnY) S f(X)+ f(Y), (X,Y kompaktni). (2)

Tato nerovnost je elegantni a o to vice zadouci, ze prechazi v rovnost pro Radonovu
miru f. Na druhé strané je vétsim omezenim neZ obycejnd subaditivita, nebot f 2> 0.
Tuto vlastnost jsem pojmenoval silnd subaditivita.

Kolegové zabyvajici se teorii potencidlu mi rekli, ze nevédi, zda elektrostaticka kapa-
cita takovou vlastnost ma. Musel jsem se naucit trochu z teorie potencidlu a nakonec
jsem ukazal — jaky to zazrak — Ze newtonovska kapacita je silné subaditivni.

Mensi usili mi odhalilo, ze silnd subaditivita implikuje obecnéjsi nerovnost

F(Us i) = £ (Ui i) £ 35 (F7(A) = £(ai)) 3)

pro kazdy koneény soubor dvojic (a;, A;) takovych, Ze a; C A;. Idedlni nerovnost,
kterou jsem mél na zreteli, byla tedy pravdiva. Zbyvalo ji uzit k ptvodnimu cili,
k dikazu kapacitability mnozin typu K, .

Zde mé vSak cekalo pifjemné piekvapeni. Obecny tvar nerovnosti (3) mi poskytl
nasledujici jednoduché a obecné tvrzeni.
Véta. Necht f je siln€ subaditivni kapacita. Potom pro kaZdou neklesajici posloupnost
(X,) libovolngch mnoZin plati

(U, Xn) =limpe0 f*(X0) - (4)
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Toto tvrzeni bylo dobfe zndmo (a pouZzividno) v teorii miry, kde se odvozuje na zakladé
aditivity miry. Dokazal jsem tedy, Ze k jeho platnosti staci silnd subaditivita. Odtud
plyne dalezity disledek.

Korolar. Sjednoceni kazdé posloupnosti kapacitabilnich mnoZin je také kapacitabilni;
zejmeéna je kapacitabilni kazZdd mnoZina typu K.

Moje prace méla vSak ke svému zavrseni daleko, nebot po mnoZzinach typu K, pfi-
chazeji mnoziny typu K4, pak typu K,s, atd. a celd plejada borelovskych mnozin.

Pro mnoziny typu K,s, které jsou priniky nerostoucich posloupnosti mnozin typu
K, nelze uvedenou vétu piimo aplikovat. Snadno si povSimneme, ze dokonce zadné
véta stejného typu pro nerostouci posloupnosti (X,) a jejich priniky ani neplati.
Kazdé jakkoli $patnd omezend ¢ast X prostoru Es je totiz (pro elektrostatickou
kapacitu f ) prinikem vhodné nerostouci posloupnosti f-kapacitabilnich mnozin. (Je-1i
(Cp) nerostouci posloupnost otevienych kulovych vrstev s poloméry k, k + 1/n obklo-
pujicich X, posloupnost (C,, U X) davéa takovy priklad.)

mi poskytl na zdkladé uvedené véty ocCekavanou odpovéd pro mnoZiny typu K.
Odpovéd pro mnoziny typu K5, byla disledkem korolaru.

Nemusim fikat, ze tento prvni Gspéch mi silné dodal odvahu k dokazovani obec-
né veéty.

Jenomze dalsi krok se tykal mnozin typu K,5,5. Metoda uzitd pro mnoziny typu
velmi cilené tuto Gvahu: protoze jsem umél dokazat kapacitabilitu mnozin typu K4
pomoci nerovnosti z definice silné subaditivity, mohl bych ji pro mnoziny typu Kys54
dokézat z nerovnosti stejného typu, avsak silnéjsich. Jak ale takové nerovnosti hledat?

Musel jsem poc¢méarat mnoho papird, nez jsem je naSel: jejich zapis vypada jako
modifikovana nerovnost (1) a objevuje se v nich druhy ¢len nekoneéné posloupnosti
nerovnosti odvozenych z f klasickym postupem postupnych diferenci. Uzival se kdysi
v diferencénim poctu a nékdy pri studiu derivaci realnych funkci. Vysvétlim to podrob-
néji.

Bud f redlnd mnozinova funkce X — f(X). Jestlize k X priddme ,prFirtstek* Aq,
f se zvétsi o prirtstek, ktery oznacime

Nap¥. podminka Ay 2 0 vyjadiuje, ze f je neklesajici funkce.
Dale se definuje:

Ap(X5A41,A43) = A (X UAyp A — A (X5A) =
=f(XUAUA) - f(XUA) - fF(XUA)+ f(X).

Posloupnost (A,,) se pak definuje indukci uzitim postupnych prirtstkt Ay, As,..., A,
vztahem

An+1(X;A17"'7ATL+1) = An(XUATH-l ) Ala"'aAn) _An(XvAlaaAn)
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Podminka, Ze f je neklesajici a silné subaditivni, se pak zapise pomoci nerovnosti?)
Al 2 0 a AQ é 0.

Tato formulace mé podnitila k patrani, zda snad postupné diference prislusné
elektrostatické kapacité nejsou stiidavé nezaporné; jinak teceno, zda vzdy plati
(=1)™A, £0. A pritom se stal novy zdzrak: podobny dtikaz jako pfi silné subaditivité
mi ukézal, Ze pro elektrostatickou kapacitu f je skuteéné (—1)"A, < 0 pro kazdé
prirozené n.

Elektrostaticka kapacita tak pfipominala ty realné funkce, jejichz derivace stiidavé
méni znaménko, tedy funkce nazyvané ipiné monotdnni. Ty jsou ve skutecnosti to-
tozné s Bernsteinovymi funkcemi tvaru [(1—e~**) du(t), kde u je nezdpornd Radonova
mira na R =[0,00].

Zminéné mnozinové funkce jsem nazval alternujicimi funkcemi nekonecného Fddu.
Jejich podobnost s Bernsteinovymi funkcemi mé privedla na myslenku, ze maji také
integralni reprezentaci pomoci funkci g(X) analogickych exponenciéle, tj. splijicich
vztah g(X UY) = ¢g(X) - g(Y). Takové funkce se dostanou zdmeénou s¢itani ¢isel za
operaci mnozinového sjednoceni.

Zminéna analogie stila za zachazku, a tak jsem na urcitou dobu nechal stat ka-
pacitabilitu a studoval jsem vice zblizka Bernsteintiv vzorec. Ze znamé jednoznacné

reprezentujici miry p zfejmé vyplyva, ze pro kazdé t je funkce (1 — e™t%)

minimalni,
dokonce extremalni prvek konvexniho kuzele Gplné monoténnich funkci.

Krajné lakavym se stalo vyjasnéni podobného jevu pro kuzel alternujicich kapacit
nekonec¢ného radu. Ocekavani se presné splnilo a bylo to dokonce relativné jednodu-
ché. Bylo zejména mozné lehce charakterizovat kapacity g odpovidajici nerostoucim
exponencidldm. Ze vztahu g(X UY) = g(X) - g(Y') se totiz pfi volbé X =Y dostane,
ze g nabyva jen hodnot 0 nebo 1.

Odtud jsem odvodil snadnou aplikaci teorie konvexnich mnozin jednoduchou re-
prezentaci pro kazdou alternujici kapacitu nekonecného radu. Postupujme presnéji.
Predpoklddejme pro jednoduchost, ze E je kompaktni prostor, pro néjz f(E) = 1.
Potom na K(E), coz je kompaktni mnoZina kompaktnich podmnozin prostoru E,
existuje pravdépodobnostni mira p takova, ze pro kazdy kompakt K C E je hodnota
f(K) rovna p-pravdépodobnosti priniku K s proménnym kompaktem z E. Kdyz
specialné je f elektrostaticka kapacita v E = Ej3, dostane se analogické tvrzeni s mirou
1 nesenou trajektoriemi Brownova pohybu. To poukazuje na tésny vztah mezi teorii
potencidlu a teorii pravdépodobnosti, na vazbu, kterd se stale vice potvrzuje.

Zminéna zachazka mé vSak predevsim privedla poprvé k otdzkam integralni repre-
zentace v konvexnich mnozinach a konvexnich kuzelich.

Moje pozdéjsi vyzkumy o integralni reprezentaci mély fakticky za vychozi motivaci
jednak popsané studium kapacit, jednak jednu vétu, pochéazejici od R.S.Martina.
|

3) Pro upfresnéni dokaZme, Ze pro neklesajici a silné subaditivni f jsou p¥islusné diference
nekladné. Nerovnost A> < 0 lze totiz prepsat do tvaru f(X U A; U As) + f(X) <

é F(XUA)+ f(XU A2)._Jestliie polozime Y1 = X U A1, Yo = X U Az a uvazime, Ze
Y1 UY> = X U A1 U A, dostaneme ze silné subaditivity f(X U A1 U A>) + f(Y1NYs) <
S F(X U A1)+ f(XUAs), odkud A> £ 0, nebot X C Y1 NYs a f je neklesajici.
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Mam na mysli vétu o integralni reprezentaci pro neziaporné harmonické funkce na
oblasti v R™. Nelze zapomenout na dalsi prani, které jasné vyjadril R. Godement
v jedné praci o reprezentaci nezdpornych operatoru v Hilbertové prostoru: v zadjmu
vétsi obecnosti formulovat tvrzeni, které by usetfilo jednou provzdy stohy papiru. Ale
to je jiny pfibéh; vratme se radéji k pivodnimu problému kapacitability. Ke zkoumani
dodateénych nerovnosti jsem piesel kvuli dikazu kapacitability mnozin typu K546
a dalsich typt. Skutefné jsem nalezl A3 = 0, Ay < 0 atd. Bylo mozné doufat, ze
As 2 0 poskytne vysledek pro mnoziny typu Kys0, ddle Ay < 0 vysledek pro mnoziny
typu Kys,500 atd. Vrhl jsem se do prace, ale tvrdé jsem narazil. Je to nedostatek
predstavivosti a techniky, nebo to je v podstaté véci? Velice uvazlivé jsem si rekl toto:
predstavme si, ze se dopracuji k dikazu, ze Az = 0 davéa kapacitabilitu pro mnoZiny
typu Ky556 a pak podobné s Ay < 0 atd. Tim vSak mé prace neskonéi, nebot po
spocetnymi priniky borelovskych mnozin konec¢nych tfid, pak mnoziny typu K.,
K, ,s atd. Existuji v8ak nové nerovnosti, které bych ke zkoumani takovych mnozin
potieboval? Dospél jsem tedy k novému problému: jsou kromé nerovnosti (—1)"A,, £ 0
k dispozici dalsi nerovnosti platné pro elektrostatickou kapacitu? Dokazal jsem, Ze
takové nerovnosti neexistuji v tomto smyslu: kazdy vztah mezi kapacitami libovolného
kone¢ného systému mnozin je disledkem jiz nalezenych nerovnosti (—1)"4,, < 0.

Bylo to sice zajimavé, ale dostal jsem se do slepé ulicky. Tehdy se moje podvédomi,
bezesporu jiz po néjaky cas podrazdéné, vynofilo na hladinu mého védomi. Vybavil
jsem si, ze alespon u borelovskych mnozin v eukleidovském prostoru existuji jiné
zpusoby jejich konstrukce, nez postupné opakovani krokt spocivajicich ve vytvareni
spocetnych prinikd a sjednoceni z jiz sestrojenych borelovskych mnozin. Polsti ma-
tematici jiz davno totiz ukazali, Zze kazda borelovskd podmnozina R"™ je spojitym
obrazem vhodné mnoziny typu Gs z R, tj. spocetného priniku otevienych podmnozin
R, dokonce spojitym obrazem mnoziny typu Gs tvoiené vemi iraciondlnimi ¢isly v R.

Toto neni prili§ rafinovany zptsob konstrukce borelovskych mnozin, ale za zkousku
to stalo. (Nechdvadme stranou, Ze stejny postup lze uZzit na mnoziny obecnéjsi nez
borelovské, totiZ na analytické mnoziny.)

Predev§im jsem dokézal, ze kazda KC-borelovskd mnozina je spojitym obrazem
mnoziny typu K,5. Obecnéji: nazval jsem K-analytickou mnozinou kazdy spojity
obraz mnoziny typu K,s. Tim jsem ziskal solidni vztah mezi mnozinami typu K4
a libovolnymi /C-borelovskymi mnozinami, dokonce K-analytickymi mnozinami.

Zbyvalo nalézt, jak prejit od uz dokdzané kapacitability mnozin typu K,s ke kapa-
citabilité jejich spojitych obraz.

Necht tedy X je mnozina typu K,s v prostoru E a ¢ necht je spojité zobrazeni
mnoziny X do prostoru F, v némz je definovana silné subaditivni kapacita f. M4 se
dokézat, ze mnoZina Y = ¢(X) je f-kapacitabilni. Pokusil jsem se na E definovat
pomocnou kapacitu e svdzanou s kapacitou f vztahem e(A) = flp(A4)] pro A C E
kompaktni a vyuzit pak e-kapacitabilitu mnoziny X v E. Brzy jsem vSak pochopil, Ze
pro uplatnéni této myslenky je tfeba dvojici (E, X) nahradit dvojici (E x F,I"), kde
I' je graf zobrazeni . Pak je tfeba pouzit misto ¢ projekci E x F' na F', tedy polozit
g(C) = f(prrC) pro kazdy kompakt C' v E x F.
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Jestlize si povSimneme, Ze g je dobfe definovand kapacita, I" je (stejné jako X)
mnozina typu K4 a ze pro kazdou g-kapacitabilni ¢ast prostoru E x F' je jeji projekce
f-kapacitabilni a ma stejnou kapacitu, dikaz je hotov, protoze Y je projekci grafu I'.

Cesta k ziskani tohoto diikazu byla velmi dlouhé a nakonec mohl byt dikaz vyloZen
na nékolika strankach. Ale to je obecné platné: po dokonceni obrazu se obraz zaramuje
a skici zahodi. Nikdo jiz nemize vidét dlouhou cestu, ktera k jeho vytvoreni vedla.
Chtél jsem zde na chvilku ozivit a v nejvétsi mozné mife zrekonstruovat vSechny dlouhé
okliky, kterymi jsem musel projit.

Koneckoncii byly tyto okliky uZitecné, nebot v priubéhu svého myslenkového po-
chodu jsem nalezl nové pravdy, nékdy pro pivodné vytéeny cil neuziteéné, ale zaji-
mavé o sobé nebo svymi disledky: nekoneéné posloupnost nerovnost{ (—1)"A4,, < 0;
t¥ida K-borelovskych a K-analytickych mnozin; prvni zaboceni do oblasti integralnich
reprezentaci; diky integralni reprezentaci alternujicich kapacit nekone¢ného rfadu spo-
jovaci ¢lanek mezi témito funkcemi a teorii pravdépodobnosti; a metoda vyuzivani
soucinovych prostori.

Poznamka prekladatele: Gustave Choquet se narodil 1.3.1915. Mimotfadné nadani pro
matematiku projevoval jiz pfi studiu na gymnaziu; obzvlasté mél v oblibé geometrii. Prestoze
pozdéji vynikl predevsim v matematické analyze, geometrickd predstavivost, intuitivni smysl
pro axiomatizaci, mimofadna schopnost abstrakce a lehkost, s niz umél ,vidét prostor®, stoji
v pozadi jeho matematickych aspécht.

Laska ke geometrii pferostla u G. Choqueta v aktivni zdjem o vyucovani této discipliny
na skole.

Poznamenejme, Ze v letech 1950—1960 byl G. Choquet prezidentem mezindrodni komise
pro vyzkum a zlepSeni vyuky matematiky. Publikoval fadu odbornych praci z didaktiky
geometrie a své ndzory s odhodlanim prosazoval. Pro zajimavost uvedme jeden z nich z r. 1974:

V soucasné dob€ silny didakticky proud sméruje k nahrazeni geometrie v gymnazidini vjuce
trochou linedrni algebry. K tomu dochdzi v predstavé, Ze linedrni algebra je krdlovskd cesta
umoznugict bez isili pochopit podstatu geometrickych vliastnosti. V tom je ponékud utilitarni
pristup. PrehliZi tvotivou ulohu geometrickych tdvah o dileZitost geometrické intuice. Tu
nelze rozvijet a upevrniovat jinak nez bezprostiednim kontaktem s jednoduchymi geometrickyms
objekty. Pripustit takové nahrazeni geometrie algebrou by bylo totéZ, jako kdyby horolezec
povazZoval za horolezectvi zdolani Everestu helikoptérou.

V letech 1934 - 38 studoval G. Choquet na paiizské Ecole Normale Supérieure a Skolni rok
1938/39 strévil jako stipendista v Princetonu. Bylo to obdobi velkych Gédelovych objevii,
o nichz se mj. dovidal z pfedndsek A. Churche. V Princetonu vznikl zarodek Choquetova
trvalého zajmu o matematickou logiku.

Obdobi 1941 —46 zasvétil G. Choquet intenzivni védecké praci. Byl stipendistou Centre
National de la Recherche Scientifique a zabyval se topologickymi a metrickymi vlastnostmi
mnozin v eukleidovskych prostorech, teorii miry, konformnim zobrazenim, teorii potencialu,
variatnim poctem, diferencidlni geometrii, ale také parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi,
teorii kfivek a teorii grafd.

V r. 1946 obhdjil G. Choquet diserta¢ni praci, jejiz téma je na pomezi teorie redlnych funkci
a geometrie kiivek i ploch.

Léta 1946 —47 prozil G. Choquet na Institut Frangais de Pologne v Krakové, v obdobi
1947 —-49 byl docentem na univerzité v Grenoblu. Tam zahdjil plodnou spolupraci s M. Bre-
lotem v teorii potencidlu. V r.1949 prichdzi do Pafize, kde ptsobil na univerzitich i na
polytechnice. O tomto obdobi fika:
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Moje védeckd price se délila mezi teorii potencidlu a linedrni funkciondlni analjzu o také
cetné dalsi oblasti, které maji k témto disciplindm vztah. Ale takika vSechna moje védeckd
c¢innost vychdzi z teorie potencidlu. Jsem natolik presvédcen o plodotvorné sile této teorie,
Ze se vyzkumné pracovisté, které v PatiZi vedu, zformovalo kolem dvou semindii, a to
z funkciondlni analyzy a z teorie potencidlu. Teorie potencidlu ve své€ bohaté minulosti zrodila
nebo v novém svétle uvedla mnohé dalsi teorie: Hilbertovy prostory a metodu projekce, teorit
miry a v pozdé€jsi dobé distribuce a pravdépodobnostni pocet.

G. Choquet absolvoval na deset dlouhodobych zahrani¢nich pobyti (USA, Velkd Briténie,
Austrélie). Je zndm jako vynikajici vysokoskolsky pedagog. Jeho védeckd prace byla ocenéna
v letech 1945, 1951, 1956 a 1968 cenami pafizské Akademie véd, v r. 1976 byl zvolen fadnym
Clenem této védecké instituce. V r.1966 byl poctén titulem Rytif cestné legie.

G. Choquet je autorem na 150 praci, 7 monografii a fady ucebnic. Ve svém textu Notice
sur les travauz scientifiques z r.1974 (ze kterého jsou pfevzaty vySe uvedené pasize) vénuje
okolo 70 stran vykladu svych védeckych vysledkt, jejich genezi i vyznamu a aplikacim. Patrné
nejznaméjsi jsou Choquetovy vysledky v teorii kapacit a v oblasti integralni reprezentace kon-
vexnich mnozZin. Nechame-li stranou jeho préace z redlnych a komplexnich funkci, varia¢niho
poctu, geometrie a jeji didaktiky a teorie grafi, stale mame podstatnou ¢ast Choquetova dila
pred sebou: teorie potencidlu (vlastnosti priméru pro harmonické a polyharmonické funkce,
Greenovy prostory, harmonické a polyharmonické polynomy, velikost mnoziny bodu tenkosti,
miry na polarnich mnozinich typu Gy, existence jemného nosice miry, nové dikazy Keldy-
Sovy véty o iregularnich bodech, teorie potencidlu pro obecnd jadra, integral energie, véty
o konvergenci potenciéli, teorie vymetdni atd.); funkcionédlni analyza (cylindrické a kénické
miry, adaptované prostory, reprezentace linedrnich forem atd.); teorie mnoZin (napf. kon-
strukce ultrafiltri vyznacnych vlastnosti); teorie miry (nap¥. mnoZiny paradoxnich vlastnosti,
Prochorovovy prostory); topologie (teorie konvergence, Baireovy prostory, topologické hry,
deskriptivni teorie mnoZin, topologie R" atd.).

Gustave Choquet: La naissance de la théorie des capacités: réflexion sur une erpérience
personelle. La Vie des Sciences, Comptes rendus, série générale, tome 3, n° 4, Juillet — Aoiit
1986, 385-397. Prelozil Ivan Netuka.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 34 (1989), ¢. 2, 71-83.

101



102



Spojité, diskrétni a ...vSechno ostatni
Gustave Choquet

1. Pomaly vyvoj

Spojité a diskrétni jsou dvé dulezitd témata védeckého mysleni. Jejich existence ne-
prestavala zneklidnovat mysl matematiki, fyzika a filozoft. Chtél bych se zde pokusit
o upfesnéni jejich mista v moderni védé a nacrtnout studii jejich vzajemnych vztaht.

Tato slova, spojité a diskrétni, evokuji mnoho dalsich klicovych slov a piibuznych
pojmu: spojitost, nespojité, nekonecno aktudlni ¢i potencidlni, Achilles a Zelva, dualita,
viny — astice, fuzzy mnoZiny, atd. ...

Tato témata se pozvolna obohacovala pocinaje od Pythagora, Eleat a Aristotela.
A prece jejich studium neslo kuptedu po celd staleti, jako kdyby Aristotelova autorita
brzdila tvirci eldn patrny v I6nské skole, oplyvajici matematiky a astronomy jako byli
Thalés z Milétu a Aristarchos ze Samu.

Je pikantni ¥ici, Ze kdyby Rekové Periklova stoleti znali z cantorovského svéta tieba
jen kratkou definici ekvipotence dvou mnozin prostiednictvim bijekce, celd historie
matematiky a filozofie by byla jina.

Myslim si tedy, ze bude zajimavé zastavit se u pri¢iny tohoto dlouhého spanku.
Shleddvam ji v konzervatismu lidského mysleni: ¢lovek mé tendenci povazovat to, co
se naucil v mladi, za neménné pravdy a sdm to predavat svym vlastnim détem. Historie
védy a techniky to bohaté dosvédcuje.

Aby se ¢lovék dostal ze zabéhnutych koleji tradice, potFebuje k tomu pobidku
nezbytnosti, setkani s drobnym provokujicim pozorovanim, které zpochybni jeho ziska-
nou intuici, nebo které ottese jeho filozofickymi a védeckymi koncepcemi. Casto pravé
slepé ulicky védy jsou na pocatku jeji obnovy, jak nam ukazuji ¢etné priklady.

Byl to pravé Michelsontiv pokus s rychlosti svétla, ktery dovedl Einsteina k opusténi
pojmu éter a privedl jej ke specialni teorii relativity. Ndhodné pozorovani Sumu v roce
1964 vedlo Penziase a Wilsona k objevu reliktniho pozadi radiového zareni.

Vratme se ale k matematickému pojmu spojitého, abychom dokreslili nase tvrzeni.

(a) Vice nez 2000 let uplynulo mezi Eukleidem a neeukleidovskymi geometriemi (Lo-
bacevskij kolem 1830, dale Bolyai, Gauss). Nejprve bylo t¥eba o Eukleidové postulatu
pochybovat, poté byl jiz neeukleidovsky model objeven dosti rychle.

Rozvoj geometrie ploch byl déle rychly. Nejprve Gauss ve svych Disquisitiones
(1827) ukézal, jak lze vnitiné studovat plochy, poté Riemann ve své inauguracni
prednasce O hypotézach, které tvori zdklad geometrie v roce 1854 zahajuje studium
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velikosti n-krdt rozprostranéngch. Scéna je tak pripravena k modernimu rozvoji pojmu
diferencovatelné variety konecné i nekonec¢né dimenze.

(b) Vyvoj topologickijch pojmi a pojmu nekoneéna mél podobny pritbéh. Po rostou-
cich posloupnostech Zéndna z Elei v souvislosti se §ipem ¢i Zelvou bylo tieba dlouhého
preslapovani na misté, nez se dospélo k dobré definici konvergence posloupnosti (Cau-
chy 1823) a k definici iraciondlnich ¢isel (Cantor, Heine, Dedekind kolem 1872).

Poté je vyvoj rychly. O néco pozdéji (1878-1884) Cantor zavadi v eukleidovskych
prostorech nam blizké topologické pojmy a predevsim pojem bijekce dvou mnozin.
V roce 1906 Fréchet a pozdéji F. Riesz, motivovani prostory funkci, definovali met-
rické prostory, ¢imz opustili tradi¢ni kontext eukleidovskych prostort. V roce 1914
Hausdorff dospivd k elegantni syntéze topologickych pojmi, které se od té doby
osveédcily. V letech 1920—-1922 Banach a Hahn podavaji obecnou definici normovanych
prostori. Obecnéjsi topologické vektorové prostory se objevuji v roce 1935 diky von
Neumannovi.

Krasna syntéza navrzend Hausdorffem ve své zdanlivé definitivni formé podané
bourbakisty poskytuje dobry piiklad toho, co znamena tiha tradice. V letech
1930—-1950 bylo vskutku mozno vérit, ze tento topologicky kontext je natolik vhodny,
aby postihl vSechny pojmy konvergence uzitec¢né pro analyzu. Ale v roce 1948 maly
detail ukézal, 7e tomu tak neni. Konvergenci na mnoziné F(FE) uzavienych podmnozin
topologického prostoru E nelze vyjadiit pomoci topologie na F(E) (pokud E neni
lokélné kompaktni). Na F(E) je nutno zavést strukturu nového typu, takzvanou
pseudotopologii. Od té doby se zjistilo, Ze tyto struktury, prestoze nejsou tak uziteéné
jako topologie, jsou nezbytné rovnéz ke studiu diferencovatelnych variet nekoneéné
dimenze.

(c) Pojem kiivky je pro nés spojen s topologii, ale u nasich predki tomu tak nebylo.
Ktivkami byly predevs§im kruznice a kuzelosecky a pozdéji nékolik dalsich kiivek, jako
naptiklad Dioklova kisoida nebo Nikomedova konchoida.

Bylo t¥eba pockat na Descartovy soufadné osy (1660), aby byla nardz k dispozici
celd tfida algebraickych kiivek. A teprve za dalsich 200 let podal Jordan (1866)
obecnou definici jednoduché uzaviené kiivky a formuloval svou vétu o rozdéleni roviny
takovouto kifivkou. Tuto vétu pak Brouwer (kolem 1920) pozoruhodnym zptsobem
zobecnil na kompakty v R™.

Pojem kfivky se dale rozvijel nékolika sméry. Jednim z nich jsou jordanovska
kontinua, tj. spojité obrazy intervalu [0, 1] (coz muZe napf. byt i eukleidovské krychle).
Dalsi je blize nasi intuici a jedna se o souvislé mnoziny topologické dimenze 1, tedy
souvislé kompakty, jejichz kazdy bod ma bazi otevienych mnozin s diskrétni hranici.
Tyto mnoziny predstavuji faunu velmi bohatou. L. J. Brouwer jako prvni zkonstruoval
v roce 1910 rovinné kontinuum dimenze 1, které je nerozlozitelné v tom smyslu, ze neni
sjednocenim dvou vlastnich podkontinui. Naptiklad slavny Hénonidv atraktor a mnoho
dalsich atraktort jsou nerozlozitelnd kontinua. Existuji rovnéz rovinné nerozlozitelna
kontinua, ktera déli rovinu na n oblasti (kde n 2 2) a jsou pritom jejich spolecnou
hranici.

V této dobé také vznikaji ¢etné priklady zvané ,patologické“. Jejich predchidcem
je zndma spojitd funkce na intervalu [0, 1], kterd nema nikde derivaci. Tato funkce
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zkonstruovand Weierstrassem (typu f(z) = > " sin(n?"z)/n™) velmi provokovala
Hermitea (nendvidim tuto pohromu funkci bez derivace). Jednoduché rovinné ob-
louky nenulové Lebesgueovy miry, Antoineovy kompakty v R?, které jsou propleteny
uzavienymi mnohothelniky, aniz by je protnuly, nékteré jsou dimenze 0 a jiné jsou
homeomorfni se sférou, Lebesgueovy rotacni plochy, které jsou izometricky (tj. se
zachovanim délek jednoduchych obloukt) zobrazitelné na rotaéni kuZzel a presto neob-
sahujici zddnou ¢ast primky.

Tyto ,jedovaté kvéty* matematiky se stretavaly s ndvyky mysleni ziskanymi témér
vyhradné praci s analytickymi funkcemi. Postupné vnesly trochu cerstvého vzduchu
a vytvorily paradigmata novych teorii, pro néz se staly mantinely i hnacimi motory.
Vedly tak k vytvoreni novych nastroji a novych legitimnich objekt.

Tak vznikla Lebesgueova teorie integralu, provazend plodnym metrickym pojmem
skoro vsude. Paralelné, ale v topologickém kontextu, se pak zrodil Bairetv pojem skoro
vSude, dnes nazyvany generi¢nost: Vlastnost P(z) zévisld na bodu z topologického
prostoru E se nazyva generickou v E, jestlize mnozina téch x, pro které P(x) neplati,
je mald, totiz je sjednocenim posloupnosti mnozin, jejichz uzavéry maji prazdny
vnittek. Pokud E je Gplny metricky prostor nebo lokdlné kompaktni prostor, pak
{z; plati P(z)} je husta v E.

Tyto dva pojmy skoro vsude naptiklad umoznuji dat smysl nasledujicim dvéma
tvrzenim:

(a) Skoro kazdé redlné ¢islo je normalni (v Borelové smyslu).

(b) Mnozina spojitych funkci f na intervalu [0,1] x [0,1], pro néZ je diferenci-
alni rovnice y' = f(z,y) deterministickd (jednoznac¢nost feSeni v kazdém bodé), je
genericka.

Dnes se pti studiu spojitosti setkdvame se tfemi tendencemi. Prvni vychazi z Rie-
mannovych praci o diferencovatelnych varietach, druhd pochézi od Cantora a treti
vychazi z Cauchyovych praci o analytickych funkcich. Po pozoruhodném rozkvétu,
jehoz hlavnim aktérem byl Poincaré, je dnes ve Francii posledni z téchto tendenci
sledovdna jen malo. Pfesto i nas Cauchyiv duch neptestava inspirovat pozoruhodné
prace, napi. o funkcich vice komplexnich proménnych, o analytickych varietach, atd.

Riemannovy myslenky, kultivované Sophusem Lie a pozdéji Elie Cartanem, mély
prekvapiva pokracovani: diferencovatelné variety, parcialni diferencidlni rovnice a Lie-
ovy grupy. Teorie Lieovych grup prodélala bouflivy rozvoj jednak pro svou vlastni
kréasu, jednak pro své tzké vazby na fyziku a Cetné dal$i matematické teorie.

Cantorovo potomstvo je mozno rozpoznat spiSe podle jistého primého geometric-
kého pristupu k problémtim nez podle predmétu studia. Zajisté existuji obory ¢isté
cantorovské, jako je studium velkych kardindld, deskriptivni teorie mnozin (borelovské,
analytické, projektivni, ...), teorie miry, pravdépodobnost a teorie Banachovych pro-
stortl. Ale predevsim tento smér vytvoril nastroje pouzitelné témér ve vsech odvétvich
matematiky.

Ve vSech téchto trech proudech se nejvétsi extrémisté nerozpakuji kategoricky od-
suzovat proudy ostatni. Je to lidské, ale politovanihodné: In medio stat virtus.

Hodnota urcité teorie je koneckoncii jen odleskem hodnoty téch, ktefi ji vytvareji.
Kdo by v roce 1643 véril, ze Pascaltv aritmeticky stroj povede ke zrodu pocitaci, nebo
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ze v roce 1652 Pascalova korespondence s Fermatem o jednom problému z hazardnich
her zrodi na§ mocny pravdépodobnostni kalkul. Dnes lze podcehovat teorii fuzzy
mnozin (ztotoziiovanych s funkcemi s hodnotami v intervalu [0, 1] namisto v mnoziné
{0,1}), ale mozn4, Ze jednoho dne né&jaky mlady tvirce ponékud pozméni jeji zaklad,
dokaze hluboké véty, a tak z ni ucini plodny nastroj. Takze nezabijejme kufe uz ve
vajicku.

2. Aktéfi a modely

1. Spojité a diskrétni

Pro tecké filozofy je spojité modelovano jednak ¢asem, ktery plyne jako voda a ktery
umime mérit, a jednak tseckami. U diskrétniho se jim zda vSe samoziejmé: rozliSujeme
objekty, poc¢itame jejich pocet v urcitém souboru.

Pro matematika 20. stoleti jsou dvéma matematickymi archetypy usporddané téleso
R realnych ¢isel a mnozina N celych nezdpornych cisel.

Vztahy mezi R a N jsou dobre znamy: pomoci N zkonstruujeme téleso QQ racionéalnich
¢isel a pak R. Naopak N je kladna ¢ast podokruhu R generovaného jeho jednotkou 1.

Samotny fakt, ze kazdy topologicky prostor, ktery je dostatecné reguldrni (takzvané
Giplné regularni), je homeomorfni s n&jakou ¢4sti krychle [0, 1)! kone¢né nebo nekone¢né
dimenze, dostate¢né ukazuje dilezitost R.

Pokud bychom chtéli popsat podstatu, ne-li historickou, tak alespon psychologickou,
zavedeni R a N, mizeme podtrhnout zasadni roli N pfi pocitani prvkt néjaké mnoziny.
Pro R je to méné jasné. Zda se mi ale, ze nepiitomnost geometrickych prfimek v nasem
béZzném svété, a naopak zasadni vyznam plynuti ¢asu v kazdodennim zivoté, svédci
spise o postupném, ¢im dal tim piesnéj$im, ztotoziiovani R s Casem. Cas se nam jevi
jako orientovany, rozliSujeme minulost a budoucnost a obé se ndm zdaji pifinejmensim
zhruba uspotrddané. Je pravdou, ze psychologicky ¢as neni homogenni a ob¢as mame
dojem, Ze prostor vlddne ¢asu a ne naopak. Ale spole¢ensky Zivot nds nuti mérit ¢as,
a to nas vede k vyuzivani opakujicich se prirodnich jevi. To je zalozeno na vite ve
stabilitu svéta a na principu tytéz priciny vedou k tymz disledkim. Jedna se predevsim
o sled dni a noci a roc¢nich obdobi. Déle pak o zjemnéni méfeni v ramci jednoho dne:
sluneéni hodiny (ty ale maji své slabiny) a predevsim vytékani vody otvorem z nddoby,
v niz je udrzovana konstantni hladina.

Matematickym modelem této situace je R se svym Gplnym usporadanim. Existence
tohoto tiplného usporadani a orientace c¢asu vedly k nescetnym studiim a diskusim.
Léon Motchane velice dobie zdiiraznil existenci této orientace: Jestlize pozorovatel chce
zmérit okamzitou rychlost pohybujiciho se télesa v okamziku ty, miZe ji v principu
zmérit zleva mérenimi v okamzicich ¢, rostoucich k #y, ale nemiize ji méfit zprava,
protoze po pozorovani v okamziku tg nésleduje dalsi pozorovani v okamziku ¢; a jiz
neni mozné se vratit zpét a priblizit se k tg.

Dtive nez budeme studovat vztahy spojitého a diskrétniho, chtél bych ucinit po-
zndmku o roli, kterou hraji v R iraciondlni ¢isla. Bud A mnozina konstruovatelnych
realnych cisel, tedy cisel, jejichz desitkovy rozvoj je vypocitatelny jednim algoritmem,
feknéme naprogramovanym pocitatem. Jsou to napriklad raciondlni ¢isla, algebraicka
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Cisla, e, 7, atd. Protoze A je spocetnd, existuji z € R, kterd nemiizeme explicitné urcit
a ktera nam tedy zistanou navzdy neznama. Jaka je jejich role?

Pravé ona ulehcuji poznavani konstruovatelnych ¢isel. Jisté, zistanou vzdy nepii-
nebo byly obtizné formulovatelné.

Napftiklad cauchyovské posloupnosti by nekonvergovaly, kromé téch, které jsou defi-
novany néjakym algoritmem, [0, 1] by uZ nebyl kompaktni, metrické i topologické skoro
vsude by zmizelo, protoze mnozina konstruovatelnych ¢isel je metricky i topologicky
zanedbatelné.

Je pravda, ze R je jednoznacné v kazdém modelu teorie mnozin a tato jednoznacnost
se zda byt v rozporu s tim, Ze néktera ¢isla nejsou definovatelna. Ale fakt, Ze existuje
nekonec¢né mnoho modelt teorie mnozin, a tedy i R a N, umoziuje lépe pochopit, pro¢
jsou prvky z R\ A neuchopitelné.

Ale nyni bych chtél hovotit o jinych druzich modelii, abychom 1épe pochopili, jakym
zptisobem si diskrétni a spojité vynutilo nasi pozornost a jaké jsou jejich vzajemné
vztahy.

2. Modely

Aby ¢lovék prekonal handicapy spojené s kiehkosti svého organismu a aby prekrodcil
bezprostiedni hnuti svého ,krokodyliho mozku“ (hlad, Zizen, strach, sexudlni popudy)
vrhajici ho do budoucnosti, vytvari a pouzivd mentalni struktury, které nazyvam
modely. Toho je schopen diky své paméti a vykonnému mozku. Tyto modely jsou
zakladem naSeho zptisobu mysleni a ¢innosti. Tvori jakési leSeni, na kterd se snazime
zaveésit zaroven nase znalosti i nase ¢innosti. Jsou to nastroje naseho predvidani i nasich
planovanych ¢innosti.

Mame modely pro nasledujici minutu, pro hodinu, pro budouci dny. Nékteri z nas
sotva vysli z puberty a uz planuji svij dichod. Generdl, boxer, Sachista i poslanec
maji své taktiky a strategie.

Jestlize jsou modely dostate¢né jednoduché, mohou zistat ve formé mentalni struk-
materidlnim podkladé: pomoci obrazku (pldny a mapy jsou modely obdivuhodné
uc¢inné) nebo pomoci sledu malych obrazka. Tieba také ideogramy nebo pismena,
ktera dnes jiz zcela ztratila svdj vyznam, ale kterd vhodné uspotrddana tvori slova
(majici jiz smysl), a dale véty schopné upfesnit nas mentalni model. Jestlize k nim
pridame matematické symboly, jejich pravidla sdruzovani maji dokonce pozoruhodnou
pocatec¢niho bohatstvi.

Pravé jsem ukéazal, jakym zptisobem dochézi k prechodu od mentadlniho modelu
bohatého na smyslové rezonance, ale obtizné sdélitelného pro svou pribuznost s multi-
dimenzionalnim kontinuem, k modelu diskrétnimu, vyjadritelnému koneénym poctem
znakd, tedy vlastné pomoci konec¢né posloupnosti 0 a 1.

Je nepochybné, ze ¢inskad bésen, zapsand v ideogramech, které v sobé jesté maji
bohatost vnitiniho zivota svého autora, zlistane navzdy nepfelozitelnd do pisma nasi
abecedy: na vSech polich vitézit nelze.
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Diskrétni i¢inné vstupuje do hry, jakmile chceme zapsat nebo predat néjaky model
svého mentalniho zivota. A s touto potfebou se lidé stietdvali od chvile, kdy zacali
myslet. Zda se mi tedy marné pokouset se dokazat ontologické prvenstvi jednoho
¢i druhého terminu: Spojité a Diskrétni. Je to s nimi jako s Jing a Jang: jestlize
potkidvame jedno z nich, druhé je jiz pritomno.

Snad by bylo mozZno Fici, Ze oblast spojitého je oblasti smyslovych vjemt (heb-
kost kize, vlahost vzduchu, odstiny duhy) a oblast diskrétniho je oblasti usporddani
a komunikace.

3. Vztahy mezi spojitym a diskrétnim

Tyto dva aspekty jsou neoddélitelné. Je to pravda ve fyzice a snad jesté vice v mate-
matice. Ve vlnové a kvantové mechanice tvori vlny a ¢astice dva vzajemné se dopliujici
aspekty redlného svéta. Teorie plynt, kapalin a pevnych latek mohla pokrocit jen tim,
ze uzivala jejich atomarni nebo molekularni strukturu.

V matematice vystupuji spojité a diskrétni propojené bud prostFednictvim duality,
nebo prostiednictvim aproximaci.

(a) Dualita

1. Mnozina tfid uzavienych smycek na kompaktni ploSe bez hranice (sféra, torus
s jednim, ¢i nékolika prstenci) uvaZzovanych aZ na spojitou deformaci ma v presném
slova smyslu diskrétni strukturu, protoze neni mozno spojité prejit od jedné tridy
k druhé. Navic zde ovSem mame strukturu aditivni grupy, generované konecnym
poc¢tem prvka (jednim pro sféru, dvéma pro torus s jednim otvorem).

2. Torickd n dimenzionalni grupa T™ mé za dudl diskrétni grupu Z™ a naopak.

(b) Aprozimace

1. Jiz Rekové uméli vyjadiit tisecku pomoci ndsobkt mensi tsecky (ptivod Euklei-
dova algoritmu a fetézovych zlomki).

2. Priblizny vypocet rovinné plochy pomoci ¢tvereckl rovinné sité.

3. Integral spojité funkce jako limita riemannovskych kone¢nych soucta.

4. Aproximace harmonické funkce v oblasti roviny D pomoci preharmonickych
funkci definovanych ve vrcholech konecné ¢tvercové sité obsazené v D.

5. VSeobecné je znam stéle rostouci primyslovy vyznam metody koneénych prvki
(vzniklych v roce 1956 u Boeinga), kterd spo¢iva v nahrazeni kiivych ploch trupt leta-
dla nebo lodi soustavou trojihelnikovych prvka, které je mozno pocitacové zpracovat.

6. Diivejsi analogové vypocetni pomitcky, zaloZené na spojitych strukturach (loga-
ritmické pravitko, analogové pocitace) jsou dnes téméf bezezbytku nahrazeny pocitaci
zalozenymi na bindrnim kalkulu. Poskytuji sice jen aproximaci studovanych jevi, ale
jeji presnost je omezena jen vykonem pocitace.

7. Televize pouziva sice spojité elektrické povahy, ale jeji obrazovka ma diskrétni
strukturu.

8. V matematice je uzitecné pfi studiu problémt analyzy tykajicich se spojitych
struktur studovat nejprve analogickou diskrétni nebo i konec¢nou strukturu. Vskutku,
nékdy lze ve zjednodusSeném piipadé odhalit nové vztahy a dikazy prenositelné do
plvodniho kontextu (napf. kone¢né modely teorie potenciélu).
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3. Slozité diskrétni systémy

V matematice a jesté vice v experimentdlnich védach je v zdvéru dvacétého stoleti
patrny vzrust dalezitosti struktur budovanych nad konec¢nou ¢i diskrétni mnozinou.
Diky rozvoji informatiky, umoznénému vykonnosti pocitac¢i a vétsim pochopenim
algoritmi, mtizeme tvrdit, ze tato tendence v jednadvacéitém stoleti jesté poroste.

Matematici, a predevsim Bourbaki, jako prvni jasné definovali hierarchii mnozin
konstruovanych na zakladé dané t¥idy mnozin (E;). Jedna se o hierarchii novych
munozin zkonstruovanych z E; za pomoci operace sou¢inu (X,Y) — X x Y a operace
potence X — P(X). Napiiklad usporddéni na E je moZno definovat jako ¢ast E X E
obsahujici diagonélu. Struktura usporadani (nebo algebraickd struktura ¢i topologie)
na E je podmnozina E x E (nebo E x E x E, nebo P(X)) splaujici jisté axiémy.

Matematikové necekali se svym zajmem o konecné a diskrétni struktury na éru
informatiky. Ostatné diophantovska analyza, kombinatorika, ¢i teorie grafii nezacaly
vcera. Ale zda se, ze duch doby tla¢i matematiky pravé timto smérem. Nedavno byly
klasifikovany vSechny konec¢né jednoduché grupy. Za pomoci pocitace se pristoupilo
ke studiu problému ¢tyf barev. Diky nestandardni analyze se jiz nebojime mluvit
o nekonecnych celych ¢islech. Boltzmannova rovnice je studovana za predpokladu, ze
mnozina rychlosti je konecna. Penrose studuje neperiodicka dlazdéni majici jen dva
rizné typy polygonalnich dlazdic a podobna dlazdéni vysvétluji syntézu neperiodic-
kych krystalii.

Samotni neurofyziologové jsou pti svych pokusech o vysvétleni zahad mozku vedeni
k uziti hierarchie mnozin konstruovanych nad dvéma konecnymi mnozinami — mno-
zinou neurond a mnozinou dendritii: svazky neuront, ale také interakce mezi témito
svazky prostiednictvim dendriti, atd.

4. Zrozeni tretiho aktéra

Vidéli jsme, Ze od pocatku lidského mysleni se Spojité a Diskrétni vyvijelo v pribéhu
staleti soubé&zné, at uz jedno v protikladu k druhému nebo ve vzdjemném doplhovéni
se ¢i v dualité. Ale od 17. stoleti se zrodem poc¢tu pravdépodobnosti byly kostky vrzeny.
Do hry tak vstoupil tfeti aktér, ktery se dnes zda byt nejlepsim prostfednikem mezi
diskrétnim a spojitym a je rovnéz nejlepsi ilustraci slozitého diskrétniho.

Na pocatku 19.stoleti zaznamenalo spojité v souvislosti s Laplacem takovy uspéch,
ze mohlo byt povazovano za nejlepsi zéklad determinismu.

Citujme slavny Laplacetv vyrok z jeho Filozofické eseje o pravdépodobnosti (1814):
Kdyby néjakad inteligence, kterd by v daném okamZziku znala vsechny sily, yimiZ je pri-
roda uvddéna do pohybu, byla dostatecné pronikavd, aby mohla tyto znalosti vyhodnotit
za pomoci matematicke analyzy, pak by mohla v jedin€ formuli vyjadrit vsechny pohyby
velkych i malych téles a budoucnost 1 minulost by leZela pred jejim zrakem.

Tato iluze, plodnd pro rozvoj studia mechaniky, byla zaloZena na poznatku, ze
diferencidlni rovnice s analytickymi vstupnimi Gdaji mé (az na zanedbatelné vyjimky)
jen jedno feSeni splhujici pocatecni podminky.
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Je pikantni, ze tato pevna vira v determinismus se objevila v zéhlavi prace o prav-
dépodobnosti, kdyz pravé pravdépodobnost dévala tusit konec deterministické he-
gemonie. O sto let pozdéji, diky Planckovi, Einsteinovi, N.Bohrovi, de Brogliovi,
Heisenbergovi, ¢astice a pravdépodobnost okazale vstoupily do fyziky a nalezly v ni
Cetné aplikace: fotoelektricky efekt, tunelovy efekt, ...

Determinismus si zachovavéa své misto ve fyzice a v matematice ve studiu méné
slozitych systémt a pro vhodna méfitka prostoru a ¢asu. Za chvili se vratim k vy-
znamu méfitka, ale presto bych chtél jiz nyni zminit dva priklady, které zaroven ukazi
interakce mezi spojitym a diskrétnim.

(a) Proni piiklad sahd k pocatkim kinetické teorie plynt (1738). Jednd se o plyn
obsazeny v kulové nddobé. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze molekuly jsou kulo-
vého tvaru a srazky jsou elastické. Mame tedy diskrétni deterministicky systém. Po
dosti kratkém cCase, at uz byl pocatecni stav jakykoliv, bude rozdéleni molekul a jejich
rychlosti odpovidat Maxwellovym pravdépodobnostnim zadkonim a v makroskopickém
méritku bude mit plyn opét deterministické chovani fizené klasickymi zdkony. Oblacek
molekul se tedy bude chovat podle nasledujiciho schématu:

determinismus — diskrétni chaos — pravdépodobnostni zdkon —
— determinismus (Mariotte, atd.).

Tento komplexni systém tedy hraje tilohu prostirednika mezi determinismy na riiz-
nych arovnich.

(b) Druhy priklad ndm poskytuji podivné atraktory, a konkrétnéji slavny Hénontav
atraktor souvisejici s iterovanim kvadratického zobrazeni. Bud f zobrazeni R? do
sebe definované rovnici f(z,y) = (1 + 0,3y — 1,422, ). Zvolme libovolné bod M,
s ||Mo|| £ 1. Posloupnost M,, = f(M,_1) postupnych iteraci My je dobfe definovéna.
Presto je jeji chovani chaotické a nepredvidatelné. Ale prekvapivé, jestlize pozorujeme
na obrazovce pocitace oblacek boda My, vidime, Zze se seskupuji do jednoho z onéch
nerozlozitelnych kontinui definovanych Brouwerem. Navic charakter obrazu se po
tisicovce iteraci stabilizuje, coz vytvari rozdéleni A, které je navic nezavislé na M.

Mame zde tedy schéma podobného typu jako u dokonalych plynti, totiz chaotické
chovani zrozené z deterministického zékona, které po urcitém case podléhd novému
deterministickému zdkonu (v naSem pifipadé mife invariantni viéi zobrazeni f).

Tento jev pfipominé cesty v dzungli, dobi'e priijjezdné pii nizké rychlosti, nesnesitelné
pfi stfedni rychlosti, které jsou opét dobré p¥i vysoké rychlosti (viz rovnéz podzvukovy,
zvukovy a nadzvukovy let).

Vs8echny tyto priklady zdraznuji vyznam méfitka prostoru i ¢asu. Brzy se k tomu
vratim, ale nyni bych chtél zdtraznit, Ze rozdilnost mezi determinismem a pfedvida-
telnosti je ve fyzice spojena s volbou méritka ¢asu. Nic neni vice deterministické nez
diferencialni rovnice dz /dt = x, jejimiz Fesenimi jsou funkce x = ae’. A piece pii chybé
e~19 v ¢ase 0 bude v ¢ase 10 chyba > 1. Toto Ruelle nazyva exponencidlni citlivost
na pocateéni podminky. Jinak feceno, motyli efekt: jedno mavnuti jeho kiidel mize
zmeénit osud jiné slunecni soustavy.

Existence pravdépodobnostniho chaosu, spojend s deterministickymi procesy, umoz-
nuje hazardni hry, karty, loto, atd. Hra v kostky se mi zda zvlasté zajimavou. Dvé
neoznacené kostky jsou umistény v dostatecné sirokém kalisku, kterym se nékolikrat
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zattese, poté jsou kostky vrzeny na sttl, na kterém se nékolikrat prevali pred tim, nez
se zastavi. Z jakého diivodu hraci véri, Ze napiiklad vyskyt dvojice (3,4) je nezavisly
na hraci, kdyz vSechny pohyby jsou rizeny deterministickymi mechanickymi zdkony?

Je tomu tak proto, ze konecny vysledek zavisi na velkém mnozstvi parametri,
z nichz zaddny neni presné znam a které se méni pii kazdé hie. Odskoky kostek
v kaliS8ku, pocatecni pozice, rychlost pti opusténi kalisku, nepravidelnosti podlozky,
pohyb vzduchu. Mtzeme jit jesté dale, protoze hracovo gesto je rovnéz vyslednici
mnozstvi nezavislych pri¢in a tak dale. Kaskdda nezavislych jevd, z nichz kazdy je
fizen néjakym deterministickym zakonem, tedy miize piijatelné simulovat ndhodnost.

Jak je tomu ve fyzice? Na atomarni a subatomarni tirovni kvantova teorie postuluje
nahodnost neredukovatelnou na deterministické vlivy. Pravdépodobnost pritomnosti
fotont asociovanych s vlnou, elektrony obihajici kolem jadra atomu, ndhodnd desin-
tegrace radioaktivnich atomii. Ale znadme Einsteiniv vyrok: Bih nehraje v kostky.
Jak je tomu presné? Nebylo by, ve svétle pravdépodobnostniho chaosu deterministic-
kého pivodu, mozno rovnéz tvrdit: ProtoZe Biuih nemd rdad ndhodu, neprestdvd hrat
v kostky? Je tomu tak, Ze slavnd Bellova véta a pokus Alaina Aspecta z roku 1982
ukoncily hledani deterministickych vysvétleni nahodnych jeva v kvantové mechanice?
Nebo je mozno zkonstruovat fyzikalni model, ktery by je vysvétlil pomoci dlouhych
kaskad vzajemné se ovliviujicich jevi fizenych deterministickymi zakony? Nechme to
na odbornicich. Ale ovéfili fyzikové na malém radioaktivnim vzorku, Ze sled rozklada
se déje podle obvyklych pravidel platnych pro ndhodné posloupnosti? Myslet si, Ze
Bellova véta jednou provzdy rozhodla ve prospéch kvantové mechaniky, by znamenalo
znovu upadat do iluze, Ze existuji presné modely svéta.

Tyto tivahy mé vedou k otazce zda a do jaké miry je mozno napodobit ndhodu.
Ztotoznéme mnozinu posloupnosti (a,) ¢isel 0,1 s nekone¢nym soucinem E = {0, 1}N.
Zavedme na E soucinovou topologii a pravdépodobnostni miru A, kterd je souc¢inem
mér (dp + 01)/2 na faktorech prostoru E. Vlastnost P(z) na E se bude nazyvat
statistickad, pokud je definovana konstruovatelnou formuli a je splnéna A-skoro vsude
na FE. Naptiklad zdkon velkych c¢isel nebo zakon iterovaného logaritmu. Mnozina
statistickych vlastnosti je spocetnd (ale ne efektivné vydcislitelna), tedy A-skoro vSechna
x z F splhuji vSechny statistické vlastnosti. Pritom je ale nemozné sestrojit takovou
posloupnost x = (z,). Jinak fefeno, neni moZno napodobit ndhodu. Tato situace je
podobna situaci, se kterou jsme se setkali pii studiu R. V obou pfipadech skoro zadny
bod E neni konstruovatelny.

Naproti tomu je mozné se vice ¢i méné ,opitit“ po ndhodé v tom smyslu, ze
pro kazdou konec¢nou mnozinu statistickych vlastnosti miizeme, ovSsem ne vzdy je
to snadné, zkonstruovat posloupnosti z = (z,), které je spliwuji. To je to, co délaji
statistikové, vyrobci pocitact a agronomové tim, ze vybiraji Py, P, ..., P, vyhovujici
jejich potrebam.

5. Méfitka a fady velikosti

Uziti mikroskopu ¢i teleskopu nam odhaluje netusené aspekty svéta, zakony az do té
doby nezndmé. Neni pravda, Ze to co platilo v konecnu, plati také v nekone¢né malém
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nebo nekonecné velkém. Spermatozoid neni homunkulus, hladkost vrstvy snéhu je
tvorena miliardami hexagonalnich krystalt ledu. Toto pozorovani plati i pro zmény
méfitka casu. Film, ktery zpomalime nebo zrychlime, nam odhali novéa fakta.

Kontrakce a dilatace méfitek ¢asu a prostoru jiz hraji, a budou ¢im déale vice hrat,
zésadni roli pii zkoumani svéta. Tvori novou dimenzi svéta. Prosta studie rozliti kapky
vody vyZzaduje uziti dvou raznych zakonu pro rtizné ¢asti kapky (de Gennes). Matema-
tikové jiz maji teoretické nastroje uzptisobené témto zméndm méritka: nestandardni
analyza, Fourierova analyza, vlnky. Dalsi budou zajisté nezbytné.

Fraktdlni objekty. Nechci ukoncit svou kratkou exkurzi do svéta rada velikosti, aniz
bych tekl par slov o fraktalnich objektech, které pocinaje Cantorem a Hausdorffem
neprestavaji lakat matematiky a fyziky. Myslenka je nasledujici: Je-li néjaka prostorova
struktura, matematicka ¢i materidlni, zkonstruovana ¢im dal tim jemnéji opakovanou
aplikaci téhoZ jednoduchého zdkona (napiiklad kovariantniho vzhledem k akci po-
dobnosti), pak tato struktura bude lokélné vykazovat tentyZ charakter ve vSech svych
zvétSenich a zmensenich. Napiiklad Cantorovo diskontinuum, Kochova snéhovd vlocka
a jisté Antoinovy kompakty jsou matematickymi fraktély.

Striktné vzato, ve fyzice nemohou existovat fraktalni objekty, protoze, jak jsem
zduraznil, fyzikalni zdkony se méni, kdyz preskoc¢ime jeden nebo vice fada velikosti.
Fyzik ovSsem méa pravo prohlasit, Ze jistd materidlni struktura je fraktalnim objektem
v jistém intervalu velikosti. Toto upiesnéni je ovsem nezbytné, jeho opomenuti by bylo
profesionalni chybou.

Napriklad tvrdit bez takového upfesnéni, ze fraktalni dimenze pobfezi Bretané je
1,5, nemé zadny smysl. Stejné tak fraktalni dimenze trajektorii ¢astic pozorovanych
Brownem je srovnatelnd s pfesnou dimenzi matematickych brownovskych trajektorii
pouze v intervalu velikosti, ktery musi byt upfesnén.

Fraktalni dimenze tedy muze byt pro fyziku zajimavym ndstrojem, ale pouze za
predpokladu, ze bude uzivana jasné.

6. Zavéry

Bohatstvi novych matematickych ndastroji, rozlicnost mocnych prostiedki vytvo-
fenych fyziky, ¢ini stale méné platnymi urcité filozofické protiklady mezi Spojitym
a Diskrétnim. Matematika a fyzika nejsou dominovany ani jednim z nich. Obé totiz
zplodila potomstvo tak bohaté a tak spletité, Ze chtit nac¢rtnout jeho rodokmen by bylo
nesmyslné. V této své prednasce jsem kladl diraz na dvojici sloZité systémy a pravde-
podobnost, jejichz studium je sice obtizné, ale slibné. Zajisté to nebude posledni vétev,
kterd vyroste na mohutném stromu Matematiky a Fyziky.

Jiz. H. Poincaré tikal, kdyz mluvil o fyzikalnich zdkonech své doby: To, co nové
vyzkumy (o kvantech) zpochybriuji, nejsou jen zdkladni principy mechaniky. Jde o to,
co se nam aZ do nynéjska zddlo neoddélitelné od samotného pojmu prirodniho zdkona.
Budeme jesté moci vyjadrovat tyto zakony pomoci diferencidlnich rovnic?

Wigner zaSel nedavno jesté dale: Neni nase fyzika jen objasnénim wvytvorenym
nasim matematickym ndstrojem? A nebyla by jind matematickd objasnéni pro clovéka
zagimaveysi?
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Osobné bych na zavér dodal, ze pokud matematika je zdrojem ndastroji, kterych
fyzik s ispéchem vyuziva, neni tomu tak pravé proto, ze nase pravidla dedukce jsou
spojena s fyzikalné-chemickymi zakony, které ridi na§ mozek? Tento navrat k podstaté
by ucinil méné prekvapivou zdanlivé zdzra¢nou shodu mezi matematikou a fyzikou
a mohl by objasnit otazniky o svobodé clovéka.

Newton napsal: Vse se déje, jako by v ¢loveéku byl jakysi zdroj svobody.

Jsme tento zdroj schopni odhalit, nebo je svoboda jen iluzi?

Gustave Choquet: Le continu, le discret, et ... tout le reste, Le labyrinthe du continu
(Colloque de Cerisy-la-Salle, 1990), Eds. Salankis, J.-M., Sinaceur, H., Springer-Verlag, Paris
1992. Pielozil Zbynék Sir.

113



114



G. Choquet: Matematicky vyzkum —
svédectvi badatelu

Od 15. do 28. srpna 1993 se konala v Praze a Pasekdch nad Jizerou velkd mezinarodni letni
gkola z teorie Banachovych prostorii, blizkjch oblasti a aplikaci. Skoly, kterd navazovala
na jiz desetiletou tradici podobnych akci porddanych katedrou matematické analyzy, se
zacCastnilo na sto prevdzné mladych matematiki z mnoha zemi celého svéta. Tato akce
byla podporovana evropskym programem Tempus a Fondem pro obnovu ¢s. vysokych skol
zaloZenym z iniciativy prezidenta Vaclava Havla. Uvodni p¥ispévek piednesl Miroslav Husek
z pofadajici Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy. Byl zasvécen jednomu z nasich
nejslavnéjsich matematikt Eduardu Cechovi, jehoZ sté vyrodi narozeni pfipomnél. V sériich
nékolikahodinovych pfednasek potom vystoupili vynikajici pfedstavitelé svétové matematiky
a jeji krdsné discipliny — analyzy: Gustave Choquet (PafiZ), Stelios Negrepontis (Atény),
Vlastimil Ptak (Praha), Robert R. Phelps (Washington), Stanimir Troyanski (Sofia), Lior
Tzafriri (Jerusalem) a Véclav Zizler (Edmonton).

Uvod

Brzy uplynou tfi roky od doby, kdy jsem mél naposledy moznost stravit nékolik dni
mezi prazskymi matematiky. Proto, kdyZ mne v dubnu profesor Luke$ zval na tuto
letni §kolu, byl jsem rozpolcen touhou po novém setkani a litosti, ze nemohu fici kromé
definice uz viibec nic dalsitho o Banachovych prostorech a jejich aplikacich. Navrhl jsem
ale téma, které mne zcela fascinuje — myslenkové pochody vyzkumu. Poté, co mne
profesor Luke$ ujistil, ze pujde o namét zajimavy pro vSechny ucastniky, mohu mu

wevs

vyklad vlastnich vysledkii.

Nemohl jsem ocekavat lepsi predehru ke svému prispévku nez brilantni vystoupeni
Miroslava Hugka o Eduardu Cechovi, plodném objeviteli a inspiratoru dlouhé fady
mladych matematiki. Lidé, zvlasté vyzkumnici, jsou rizni a casto také s odlisnymi
pohledy na matematické ndméty hodné studia; rozdily se oviem ukryly pii sepisovani
vysledkt. Pri pozornéjsim pohledu je ale mozné z jejich dél urcit i mysleni téchto
autortd. Knihovny jsou velkd skladisté skryté pravdy, ale abychom nasli zpisob, jak
se nové vysledky rodily, je tfeba vénovat velkou pozornost aspon tém nékolika své-
dectvim, jez maly pocet badateli zanechal na cesté ke svym objevim. Prvni ¢ast

prednasky ma tedy nazev Matematicky vyzkum, svédectvi badateli, druha ¢ast pak
Uvahy na cesté vijzkumu a posledni dil Formovdni badatelii.

Neosobuji si zadné pravo davat recepty mladym vyzkumniktim, jak hledat nové
poznatky (zélezi jen na nich, jak rychle budou postupovat), a tim spiSe ani pravo
radit svym kolegim, jak vést zaky. Touzim jednodusSe jen prinést i svoje svédectvi.
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Mnozi matematici nebo filozofové v minulosti analyzovali postupy vyzkumu.
Z téchto studii jsou nékteré obzvlasté pozoruhodné, jako naptiklad Pdlyova kniha
o matematickych objevech nebo Descartova Rozprava o metodé s cilem jesté ctiza-
o nich. To je tplny zaklad — vzpominam si, Zze jsem z néj hodné ziskal v Sestnacti
letech studiem dvou kniZek (jednu z nich napsal velky geometr Lamé) o metodédch
feSeni problémi z elementarni geometrie.

Tato dila se ale zfejmé nemohla stat zakladnimi kameny filozofie vyzkumu: Vzdyt
jakych vrcholi by matematika dosahla, kdybychom s jistotou znali metodu, jak vést
svd badani? Potom by kritériem kvality matematiki uz nebyla jen zruc¢nost resit
obtizné ulohy, ale spiSe schopnost zvolit si irodnou cestu a formulovat hezké a pfinosné
problémy — jsme totiz lidé a nezajimaji nas pouze véty sestavené obiimi superpocitaci.

Ale k mému soucasnému tématu se vice hodi svédectvi zkuSenych matematik hovo-
Fici o jiz ovéfenych, byt nékdy neocekavanych pristupech, které je privedly k Gspéchu.
Predchidcem je vzdalené svédectvi Archimedovo v jeho Metodé, zapsané v jednom
jevu fuchsidnskych funkei (1908). Neddvna minulost se takovymi pracemi uZ piimo
hemzi — uvedu jen Hadamardovu hezkou syntézu Esej o psychologii objevu (1944)
s obzvlasté zajimavou kapitolou o chybach a nezdarech, Wienerovy knihy (1966),
svédectvi Hardyho o Ramanujanovi v Obrané matematika (1967), knihy Kace a Ulama
a knihu Paula Lévyho, méalo zndmou, ale velmi zajimavou a vycCerpavajici: Neéktere
aspekty mysleni matematika (Blanchard, 1970).

O konzervatismu lidského ducha

Nyni bych chtél proslovit obecnou poznadmku o zpisobu vyvoje matematiky za posled-
nich vice nez dva tisice let: Je-li pravda, jak zdtraznoval Hilbert, ze hleddni odpovédi
na slozité problémy je casto pri¢inou pokroku, pak neni feSeni samotné tak dilezité,
jako vytvareni silnych nastroji, jimiz se da vést vyzkum — vezméme napiiklad velkou
Fermatovu vétu nebo Kummerovy idedly. Gauss dokonce o velké Fermatové vété fikal,
Ze ho nezajima, protoze by umél formulovat sto stejné obtiznych podobnych problémii
(cela teorie Cisel je viibec na takové situace velmi bohatd).

Lidsky duch je slaby a aby mohl postupovat vpied, potiebuje se o néco oprit. Lidsky
duch je rovnéz velmi konzervativni; vzdyt chopi-li se badatelé nového pojmu nebo
aparatu, vyuZivaji jej bez ustdni a rozptyluji se (za jeho pomoci) feSenim &m dal
specidlngjsich cviceni, byt Casto zcela bez moZnosti dalstho uplatnéni — aZz dokud
neprijde ¢lovék s novym pohledem, ktery je vyvede z téchto zabéhnutych koleji.

voew

Nejdilezitéjsi pojmy maji skoro vzdy jednoduché definice — pojem grupy, télesa,
vektorového prostoru, Baireovy topologie konvergence skoro vsude, pozitivnich Rado-
novych mér atd. Je velmi zarmucujici zjisténi, Ze pokud by uz Rekové z Périklova stoleti
znali genialné jednoduchou cantorovskou definici ekvivalence dvou mnozin pomoci
bijekce, pak by se zménily celé déjiny matematiky i filozofie.
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Matematika tedy neustdle potfebuje zmény pojmi a védci mohou nékteré dalsi
terminy nové vytvaret a davat jim nékdy prednost pri pohledech na rtzné problémy
jako zdroje svych koncepci.

Svédectvi

Nyni prejdu pfimo k jadru véci — povim vam o dvou matematicich, které jsem snad
znal opravdu dobie. Nejprve se vSak trochu zdrzim jejich Zivotopisem a vzdélanim,
abychom mohli lépe pochopit rozdily mezi jejich pracovnimi metodami.

Prvnim z nich jsem ja sdm. Pascal fekl: ,Mé jaA — to je hodno jen opovrzeni“, ale
dva jini filozofové se proslavili studiem sebe sama — Montaigne: ,Jsem jen hmotou
své knihy“, J. J. Rousseau: ,,Chci ukazat svym bliznim ¢lovéka v nejodkrytéjsi pravdé
prirody a ten ¢lovék, to budu ja.«

Druhym matematikem, o ¢tyri dny mladsim nez j& a s naprosto stejnym univerzitnim
vzdélanim na Ecole Normale Supérieure '), jehoz geny a rodinné prostiedi ho viak ode
mne piece jen odlisily, je Laurent Schwartz.

Vybral jsem tyto dva muze, protoze i pfes mnohé spole¢né jsou velmi rizni.

Laurent Schwartz velice brzy navazal matematické kontakty se svym strycem Ha-
damardem, pak se svym tchdnem Paulem Lévym a zejména se skupinou bourbakisti,
jejimz clenem, ac¢ pokrevné nespiiznén, se stal brzy po vélce. V takovém prostiedi se
zrodila jeho matematickd kultura, kterou viditelné pojal jako sit spletenou z jednot-
livych teorii, aby mu umoznila sprdvné pochopit vSechna nova a ne zcela probadana
fakta. Laurent Schwartz mé také velmi dobrou pamét. Kdyz v né¢em ,plave“, raduje
se z toho, ponévadZ to, co az dosud znal, mu nepfindsi zadnou odpovéd, a mize se tedy
tésit, ze nalezne néco nového — tim je tak odlisny od Dieudonného, obdivuhodného
Clovéka, jenz tikal, ze jeho vlastni ptivodni prace byly z hlavni ¢asti jen disledky dila
pro skupinu bourbakistii. Laurent Schwartz ma rovnéz velkou pracovni vykonnost a je
zasobarnou dusevni energie.

Co se mne tyce, jA mam naopak matematicky zaklad jen velmi omezeny; necetl
jsem védecké traktaty, natoz povinnou cetbu o provadéni piesného vyzkumu. Nikdy
jsem nestudoval ani dikazy vét. Mam jen malou pracovni vykonnost, vyjma piipadu,
kdy jsem uchvicen problémem: Tehdy se prudce zvySuje i ma dusevni odolnost, nebot
akumulédtory se mi znovu nabiji do plné sily — jako v letech 1980-81, kdy jsem
déle nez rok zkoumal rozloZeni posloupnosti k¥” mod1 (napied s ¢ = %, pak s ¢
libovolnym algebraickym). Mam tak déravou pamét, Ze ji mohu srovnavat nejvys s hou-
bou, provrtanou velkymi i pocetnymi mensimi dirami — mohu ilustrovat zdbavnym
prikladem: Poc¢atkem roku 1939, jako stipendista na Graduate College v Princetonu,
jsem se nékolik tydnt zabyval problémem tykajicim se prodlouzeni homeomorfismu
mezi dvéma kontinuy na celou rovinu a v okamziku, kdy jsem tlohu vyftesil, jsem si
vzpomnél, ze jsem stejné feSeni téhoz problému uz presné pred rokem publikoval ve
své prvni poznamce v pafizskych Comptes Rendus?). O nékolik mésicii pozdéji jsem
dostal blahoptejny dopis (jsem na néj hrdy a dosud ho méam schovany) od topologa
|

1) Prestizni parizska vysoka skola.
2) Casopis vydavany pafizskou Akademii véd.
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Pavla Sergejevice Alexandrova, jenz toto feSeni dlouho bez tispéchu také hledal. To se
tykalo jedné z doslova obtich dér mé ,houby“.

Mohl-li jsem i pres tento handicap ziskat pfi svém badani urcité vysledky, bylo to
tim, jak dobfe poznamenal Marcel Brelot, ze objevy se délaji ve vrcholech intelektudlni
aktivity po dlouhém obdobi predbéznych praci. Abychom pomohli uvedenym bodum,
citime-li feSeni na dosttel, je tfeba ,obdélavat® a Brelot sam si k tomu pripravoval
¢aj opravdu silny. Koneckonct: kazda ,houba®, at uz tfeba nulového objemu, je stejné
jako plné koule nosi¢em néjaké jednotkové Radonovy miry.

Pro vyrovnani onoho handicapu jsem mél ale navic schopnost zkoumat vSechny
problémy analyzy z pohledu geometra. Ke kazdé tloze jsem pfistupoval primo, ge-
ometricky a se snahou o jeji maximalni zjednoduseni; vzdy jsem také usiloval o to,
prevést jeji specidlni pripady zpét k problémim elementarni geometrie: Naptiklad
v mé spolecné praci s Jacquesem Denym o potencidlech na kone¢né mnoziné jsme se
inspirovali novou interpretaci dobte znamych principt dominac¢niho, vymetového a po-
zitivnich mér na piipadu dvou rovinnych trojihelniki, kdyz jeden je uvnitt druhého.
Ja jsem byl tehdy hlavné geometrem, zatimco mij ptitel Deny Cistym analytikem,
ktery svych nejlepsich vysledki dosahl dlouhym premyslenim o jemnych rovnostech
a nerovnostech algebraického charakteru.

Mam rozvinutou intuici a casté osviceni. Povazuji vlastné svij vyzkumny sloh, smés
snéni a vasné, za velmi blizky slohu basnika ¢i hudebnika; sdm jsem prosel urcitou
badatelskou cestou az k vyjadieni svého entuziazmu v basnich v préze.

Casto jsem citil, ze musim na nékolik mésicii vysadit a nezabyvat se zadnym vyzku-
mem. AvSak nepochybuji, Ze i v téchto zdanlivé prazdnych obdobich mé podvédomi
stale pracovalo pro dalsi docasné etapy rozvoje mého badani. Dilezité pritom je, ze
v mé paméti jsou sice diry, ale diky mému podvédomi nikdy ne Gplné prazdné.

Ackoliv styl vyzkumu Arnauda Denjoy, afedné vedouciho mé disertace, mne na
pocatku velmi ovlivnil, Denjoy se nikdy nesnazil mé néjak usmérnovat. Mohl jsem
se tedy piffmo v pulzujicim nitru CNRS?) za prislib sepsani doktordtu po Sest let
(1940-46) svobodné vénovat matematickému vyzkumu svéta, ktery mne obklopoval,
a poustét se — Casto Uspésné — do Uloh vnuknutych kazdodennim ZzZivotem nebo
stykem s dalsimi matematiky z teorie grafii, topologie eukleidovskych uzavienych mno-
zin, konformnich zobrazeni, metrickych prostor, varia¢niho po¢tu, polyharmonickych
funkeci, Finslerovych prostort, diferencialni geometrie, povrchovych mér atd. Zvetejnil
jsem pouze malou ¢ast vysledk, které jsem v téchto letech ziskal, navic bohuzel ¢asto
jen formou poznamek v Comptes Rendus, ackoliv nékteré si podle mne zasluhovaly
dalsi rozvijeni. (Ameri¢ané tuto formu p¥ili§ neuznéavaji — chtéji vzdy jen celé ¢lanky.)

Odvolavam se na toto kratké idobi ,ohmatdvani“, nebot jsem zde pouzil svou silu
v neobycejné odlisnych smérech, ale bez uvazeného strategického vybéru — postupoval
jsem krok za krokem, ale bez jakéhokoliv planu. Presto ale viibec téchto let nelituji;
pracoval jsem pro radost a ohromovalo mé byt placen za to, ze se oddavam blazenosti
pro mne nejvyssi (ostatné i ptili§ mnoho penéz skodi mozkové ¢innosti). Toto potéseni
mé navic chranilo prfed obcas i zavaznym stresem, jimz trpi nékteri mladi védci, jejichz
|

3) Centre National de la Recherche Scientifique = Statni stfedisko védeckého badani.
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mistr je pfili§ naro¢ny. Vedle toho jsem béhem téchto i pres valku $fastnych let ziskal
spojeni s poCetnymi matematickymi disciplinami v téch nejlepsich podminkach — totiz
vyzkumem — a nevédomky jsem vypracoval i zdklady mnohych technik vhodnych pro
tyto obory.

Ale byla to i doba, kdy jsem se zménil: z taktika jsem se stal stratégem. Tato
mutace se objevila v fijnu 1945, kdyz se mi oteviela moznost stravit jeden nebo dva
roky na Francouzském institutu v Krakové. To pro mne bylo neocekavané a velmi
Stastné, protoze mé vzdélani pochéazelo zejména pravé z Fundamenta Mathematicae
od polskych matematikti. Do tfi mésicti jsem dokoncil svou disertaci — rozlousknul
jsem zde tii ofisky, zadané po fadé Lebesguem, Fréchetem a Bairem a po sepsani jejich
feSeni jsem v sobé citil je$té povinnost napnout posledni sily — tentokrat k filozofic-
kym tvaham, abych ukéazal divod tspésnosti baireovskych metod, které jsem chtél
i nadale pouzivat. K mému velkému piekvapeni bylo toto usili korunovano aspéchem
a odchylilo se az k obecné vété s velmi jasnou formulaci, kterou jsem pojmenoval
»,veta o kontingenté a paratingenté”. Tento vysledek shrnul mé vlastni metody s tfemi
hlubokymi vétami, které Denjoy pouzil pro sviij vypocet koeficientti trigonometrickych
tad. Filozoficky zavér, ktery jsem chtél ucinit ve své disertaci, se tedy nakonec objevil
v podobé elegantni a silné matematické véty. Zalibilo se mi to a i nadale jsem si
ponechal, pti uchovani vyttibeného vkusu pro obtizné problémy, témér instinktivné
piijaty zvyk vytvaiet nové nastroje, které jsem pak pouzival (ndstrojem pfitom myslim
kazdy pojem, lemma i vétu hodici se v raznych oblastech).

Byl jsem tedy obdafen myslenim stratéga. Skoro vSechny mé tspéchy se zrodily
z problému a ,rozjezdové“ myslenky, kterd byla zpocatku sice nejasnd a zmatena,
nakonec se ale stala zcela pfesnou a precizni, aby mohla dobre poslouzit k obratnému
feSeni. Pouze u nevelkého poctu dalSich vysledkil jsem musel pii jejich sepisovani
vynalozit znac¢né Gsili a chtél bych pritom podtrhnout, Ze §lo pravé o vysledky bez
viditelnych aplikaci, o takové hezké slepé ulicky. Jako priklad mohu uvést praci, kde
jsem dokazal, ze kazda Gs-mnozina nulové kapacity v eukleidovském prostoru je nosi-
¢em néjaké pozitivni pravdépodobnostni miry, jejiz Newtoniiv potencidl je nekonecny
na této mnoziné a konecny vsude jinde. Dodnes to ale nenalezlo viibec zadné pouziti,
ani v teorii potencidlu. Denjoyova prace nabizi obdobny piiklad — jeho upnuti sil
k vypoctim koeficient trigonometrickych fad a nasledné t¥isvazkové dilo obsahujici
aspon mnozstvi myslenek a zajimavych lemmat.

Vétsina mych zbyvajicich praci, i kdyz si vyzaddala mnohamési¢ni sili, ziskala pri
svém vydani nakonec jednoduchou formu. Lze to ptirovnat k péknému obrazku: Poté,
co uz je jednou dokonceny, mazou se postupné nacrtky, dodateéné se upravuje a nikdo
uz ani netusi, jak dlouhd cesta vedla k jeho realizaci.

Jednou, uz ddvno, jsem mél referdt Vznik teorie kapacit*), kde jsem popsal ndro¢nou
cestu k vytvoreni této teorie, zahrnujici dlouhy sled idobi uvédomélého a vytrvalého
asili prerusovanych néhle probleskujicimi vnuknutimi, kterd se tykala jak prace uz
odvedené, tak i sméru, jakym v badani dale pokracovat.

%) Vyglo v ¢asopise La Vie des Sciences (Zivot védy), vydavaném paiizskou Akademif véd,
roku 1986, s.385—397; viz téZ s. 89.
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Zcela jinak to bylo s praci o konvexité a integralni reprezentaci: Mé studium konvex-
nich kompaktnich mnozin bylo ptivodné podniceno jednou Godementovou poznamkou
v ¢lanku o pozitivnich operatorech na Hilbertové prostoru. Pozdéji jsem si uvédomil,
jak dobfe by tyto techniky mohly poslouzit v matematické analyze. Cile jsem dosdhl
po dlouhém vytrvalém tsili a malych kriccich ve stale obecnéjsich situacich. Vysledny
dtkaz, byt na maj vkus nejprve pfili§ technicky a obtizné ¢itelny, nakonec piece
jen ziskal elegantni a uspokojivy tvar uzitim myslenky jednoho z vysledk Bishopa
a de Leeuwa z jejich praci o algebrach funkci.

Hledani vhodné definice simplexu, kterda by dala jednoznacnost integralni repre-
zentace, mne privedlo k pouziti kuzell, jejichz bazi je pravé simplex. Navic i mnohé
priklady pochézejici z teorie potencidlu, harmonické analyzy a ergodické teorie jasné
ukazaly, ze dobrym ramcem pro definici a zkoumani extremalnich bodd budou pravé
tyto konvexni kuzely a nikoli obecné konvexni kompaktni mnoziny — vzdyt pro mnoho
typt obecnych kuzeld nelze viibec ani hovorit o bazi. Takhle mé napriklad tfi postupné
kroky vedly k definici slabé aplnych kuzelt, ,,éepi¢ek” konvexnich kuzeltd a kénickych
mér. Kazdy z téchto kroka jsem piekonal v nékolika sekundach nahlého osviceni, jimz
v8ak predchézela vzdy dlouhd inkubacni a pracovni obdobi.

Chtél bych zde vypravét o tom, jak jsem priSel na myslenku ,cepicek”: Na podzim
1961 jsme pobyvali s mou Zenou v malém hotylku v Barbizonu, ohromeni piskem
a lesy obklopujicimi Fontainebleau. Byl jsem uz vtazen do problému, mél jsem hotovy
i zacatek studie — c¢ast o slabé uplnych kuzelech, ale jesté jsem se prilis daleko
nedostal. Nevédél jsem (dokonce ani v metrizovatelném piipadé), zda tyto kuzely maji
extremalni generatory; nékolik tydnu jsem se to pokousel bezvysledné dokazat pomoci
faktu, Ze takovy kuZel je projektivni limitou kuZelt C; s kompaktni bazi (a tedy
ur¢ité i s extremalnimi generatory); pfi pfechodu od kuzele C; ke kuzelu Cj, ktery
je nad nim, ale bohuzel nékteré extremalni generatory mizi, zatimco jiné se mohou
objevovat — byl jsem velmi zklaméan.

Na nékolik dnid jsem se problémem prestal vaznéji zabyvat. Jednoho rana jsme
se rozhodli vyjit na prochazku do lesa a v okamziku, kdy jsem pravé prekracoval
préh, abych vysel z naSeho pokoje ven na pisek, vytryskla v mé dusi predstava:
Nabrousené ostii sikmo kraji kénickou vétev. V dalsi sekund€ jsem si Sikmy fez prelozil
na konvexni kompakt s konvexnim doplikem a béhem néasledujici minuty jsem, aniz
bych to potfeboval ovérit, védél, Ze tyto Sikmé Fezy (pozdédji jsem je nazval ,Cepicky®)
jsou to pravé, co vyresi mij problém. Takovy jev ndhlého osviceni ale neni jedinym,
z néhoz jsem kdy tézil.

Uz jsem tedy fekl vSechno, co mne privedlo k praci o kapacitach. Zvlastni rozkos
jsem prozival tehdy, kdyz problém, nad nimZz jsem pracoval, nebyl dosud jasné for-
mulovan: Tak tomu bylo i v pfipadé badani, které mi pfineslo definici adaptovanych
prostord, topologickych her s vitéznou strategii prvniho hrace nebo algoritmus urcujici
souvisly graf minimélni délky; je vSak pravdou, ze se to vzdy tykalo struktur skutecné
jednoduchych a snadno geometrizovatelnych.

Véta o kontingenté a paratingenté byla také zformulovana bleskové, ale predchazely
ji tri ¢lanky, které mé staly mnoho prace.
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O Laurentu Schwartzovi

V roce 1935, kdyz jsme studovali prvni, respektive druhy, ro¢nik na Ecole Normale
Supérieure, napadlo nds — Schwartze a mé — zalozit vlastni miniseminar. V pred-
naseni jsme se navzajem stiidali: Ja hovotil o Baireovych vysledcich o nespojitych
funkcich a o Cantorové knize o nekoneénu — dvou dilech, ktera jsem zkoumal opravdu
velmi naruzivé. Schwartz seminaf obohatil svymi pfedstavami o rozdilech chovani
rovnic Au = 0 a Ou = 0%) — pro¢ prvni z nich mé& krdsnd velmi reguldrni, ba
dokonce analyticka reSeni, zatimco druhd miize mit i feSeni extrémné nespojita; tyto
uvahy dokonce uplné neopustil ani dale a o deset let pozdéji, roku 1944, ho dovedly
az k vytvoreni teorie distribuci. P¥ibéh jejiho zrodu nyni kratce pfipomenu.

Jak rikal Schwartz: ,Kdyz se objevi novy pojem, casto se zjisti, ze uz existoval
i difve, jen nebyl rozpoznén jako néco uzite¢ného a podstatného.“ 5) A opravdu, ani zde
nechybéji predchudci: Jsou jimi Hadamardovy ,kone¢né ¢asti“; Heavisideovo uzivani
Laplaceovy transformace (1893); Diracova d-funkce se svymi derivacemi a nekone¢né
diferencovatelnymi transformacemi (1927); Bochnerovy ,forméalni funkce“, nakonec
ztotoznitelné s temperovanymi distribucemi (1932) — Bochner ale bohuZzel nevidél
nesmirné pole jejich aplikaci; Sobolevovy distribuce koneéného fadu (1936) definované
jako spojité linedrni formy na prostoru C'y funkci m-krét spojité diferencovatelnych
a s nosi¢em v daném kompaktu K. Sobolev naSel vytetné pouziti v parcidlnich
diferencialnich rovnicich, ale neobjevil pojmy nosice, Fourierovy transformace, ani
konvoluce. Mél tedy vynikajici véc, ale nevycerpal vSechny jeji moznosti. Na druhé
strané jeho préce vysla v predvecer vilky, byla malo zndmé a specidlné Schwartz o ni
neveédeél.

De Rham definoval své ,toky“ roku 1942 a vytvoril nastroj, ktery ,bude jakymsi
zobecnénim Lebesgueova integralu®. Jeho hezk4 teorie ztistala ale nedokoncena a byly
to pravé distribuce, které ji umoznily zavrsit.

Tolik tedy (vyjma Soboleva) stav Schwartzovych védomosti roku 1944. U Bourba-
kiho Schwartz dale nabyl velké znalosti funkcionalni analyzy; mél obzvlast dobfe zazity
mocny postup konstrukce novych entit, jako tfeba prvkt dudlu k néjakému znamému
lokalné konvexnimu prostoru, napiiklad Radonovych mér na lokalné kompaktnich pro-
storech jako prvka dudlu Ck (X, R) prostoru spojitych redlnych funkei s kompaktnim
nosi¢em. Védél tedy hodné — o Fourierové transformaci i o konvoluci. Schazel mu uz
jen zarodek schopny navodit, aby ve spravném okamziku vykrystalizovalo fluidum jeho
znalosti”). Tim se stal ¢erstvy ¢lanek Choqueta a Denyho: O nékteryjch vlastnostech
priméri charakteristickyjch pro harmonické a polyharmonické funkce®), kde jsme
dokézali pouzitim trigonometrickych polynomt hlavni vétu jen v R?. Bylo tedy tfeba
|

5) [ se nazyva d’Alemberttv operdtor a zadava vinovou rovnici.

) De certains processus mentauz dans la découverte en mathématiques (Jisté myslenkové
procesy v matematickém objevovani), Revue des Sciences morales et politiques (Casopis
duchovnich a politickych véd), kvéten 1987, s. 325 —340.

™) Fyzikdlni jev zvany surfusion: Je-li kapalina v klidu, nemrzne dokonce ani pod bodem
tuhnuti. Aby se promeénila v led, je tfeba vpravit do ni néjaké jidro, na némz vykrysta-

lizuje — za vélky tento jev pomdéhal tfeba na Ladozském jezeru.
8) Bulletin S. M. F., 1944.

121



dobie poznat harmonické polynomy v R", my jsme pro n > 2 jejich vlastnosti ani
dtikaz obecnéjsiho tvrzeni neznali. Pfi ndhodném setkani na ulici jsem si pfipomnél
Schwartzv zdjem o parcidlni diferencialni rovnice a vypravél mu o nasi nesnazi. On
ji tehdy Gspésné prekonal i pro n > 2 za nékolik dni metodou znac¢né rozdilnou oproti
té nasdi — uzil regularizaci konvoluci, spocivajici hlavné na definici zobecnénych feSeni
linearni parcidlni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty jako limit klasickych
feSeni.

Schwartz tehdy prozil nékolik tydni pochybnosti. Pohyboval se vpfed jen malymi
kricky, az se pak, jedné noci, objevilo vnuknuti a velice rychle — snad béhem ho-
diny — i jistota, ze konecné nasel to, co hledal. ,Tolik véci se ve mné soustiedilo,“
ekl Schwartz, ,7e si vemi zpiisoby Zadaly uZ jen vzajemné propojeni“ ?).

Urcité bylo ale zapotiebi jesté mnoho prace, nez se hruba stavba, jejiz kostra se pravé
objevila, mohla stat obyvatelnou: dostaveni zdi a jejich vyhlazeni — tedy nalezeni
hlavnich aplikaci nového nastroje, poptripadé vyzkum jemnéjSich prostort distribuci
(napiiklad temperovanych). Bylo také t¥eba urcit meze této teorie (oné prvni noci
si Schwartz totiz myslel, ze muze provést i konvoluci Einsteina s Fermatem, takové
bylo jeho nadSeni). Objevila se naptiklad skutecnost, Ze nelze obecné definovat soucin
dvou distribuci, a vyloucila tak naptiklad moznost jejich uziti v nékterych nelinedrnich
ulohach. Stavba byla ale nakonec prece jen spésné dokoncena.

O dvou odlidnych strategiich.

Nyni, po této kratké studii pristupi dvou matematikii, mohu kone¢né objasnit i rozdil
jejich badatelskych strategii.

J& jsem se mohl s Gspéchem pustit do rfady obtiznych problémi bezpochyby jen
proto, ze mé vzdélani bylo pouze velmi povrchni. Neovladal jsem specidlni konstrukce
uzivané pri zvladani téchto problémt a daval jsem tedy zpocatku prednost tomu, ze
jsem se vénoval jen malému poctu poznatkl nezbytnych k jejich formulaci. M4 ne zcela
zaplnéna mysl pak mohla snadnéji uvést do chodu svou geometrickou intuici a utvotit
tak priznivou situaci pro ma vnuknuti. Napiiklad ve studii o newtonovskych kapacitach
bylo otdzkou, zda je tfeba pouzit hilbertovskou strukturu R”, diferencovatelnost jadra
1/r"=2 nebo jeho invarianci pii rotacich. Dal jsem prednost tomu vSechno zapomenout
a omezit se jen na pouziti vlastnosti jednoduchych a zndmych — spojitosti kapacity
zprava, jeji monotonie a subaditivity — a oprostil jsem se od nasledného predpovidani,
jaky bude muj dalsi postup nebo jaké doplhkové véci budu jesté potiebovat. Smétroval
jsem k jedinému cili — kapacitabilité.

Poté, co jsem dostal ve velmi obecném ramci véty elegantni a bohaté na aplikace,
nabyl jsem piesvédceni, ze byla poprvé konecné zlomena odvéka krutovldda mnozi-
novych aditivnich funkci, vZdyt vSe az dosud publikované se tykalo jen téchto typu
funkei!

Zkratka, misto abych zvolil vyzkumny problém s poslanim prohloubit znalosti
v urCitém oboru, vzdy jsem dal prednost tématu vyhlaSenému svou obtiZnosti, ale
|

%) Historické kofeny a zikladni pojmy teorie distribuct, na matematickém semindfi v Patrasu
(Recko), ¥ijen 1982, s. 11-28.
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vyjadfenému jednoduse a poutavé — s nadéji, ze mize vytvorit nové nastroje, jen
vhodné uzptisobené dané uloze.

Historie védy ukazuje, ze nejsem prvni, kdo pouzil tuto strategii — velky pokrok
v mnoha oborech byl ¢asto dosaZen nespecialisty, lidmi s otevienou mysli (napiiklad
Cardanem s jeho v/—1, nebo Kopernikem, ktery o astronomii nic nevédél ani nestu-
doval). V nyné&jsim obdobi, kdy nabyla vrchu pfemr§téna specializace, se tento pohled
ukazuje dokonce ¢im dal tim potiebnéjsi.

Velké Schwartzovo vzdélani, ackoliv je zajisté vyborné dovedl pouzit, pro ného bylo
nejprve asi handicapem, nebot ani 7addna z jeho ¢asti mu neposkytovala moZnost
stanoveni cile a jeho néasledného dosazeni.

Ale kdyZ uz se jednou vpravil do slozité sité jeho vzdélanosti zarodek a pevné se
zachytil v jejich pocetnych spojnicich, mohla se projevit velkd ¢innost matematické
kultury, umoznujici rychly rozvoj tohoto zarodku v pevnou kostru nové teorie.

Zavér
Aby se i nadéle mohly rodit nové, soucasné krasné i bohaté matematické teorie, po-

tfebujeme mladé badatele pohledii neotielych a rozmanitych. Je uz jen véci zkusenych
uciteld, aby jim dali vzdélani vyvazené a hlavné chranici jejich originalitu.

]
Z magnetofonového ziznamu a psanych poznamek upravil sérii pfednisek Gustava Choqueta
pro ¢tenare Pokroki Vitézslav Babicky.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢énik 39 (1994), ¢. 3, 143—-151.

123



124



Setkani s profesorem
Gustavem Choquetem

Uvadeéjici: Jsem velmi rdd, Ze profesor Gustav Choquet prijal nase pozvdni. Doufam,
Ze diskuse s nim bude pro vds vsechny zajimavd, profesora Choqueta budou také moznd
zagimat ndzory nasich studenti. Pokud se tyka jazyka, navrhujeme anglictinu, ale
muZeme rovnéz hovorit francouzsky.

Prof. Choquet: Budu respektovat vétsinu, madme demokracii.

Tedy budeme miluvit esky?... PoZddal jsem prof. Choqueta, aby vekl pdr slov
wvodem, takZe prosim.

Je obtizné fici nékolik slov ivodem a pritom nevynechat nic podstatného. Nejprve
snad néco o francouzském vzdélavacim systému.

Zakladni skolu navstévuji zaci mezi 6. a 11. rokem. Pak nasleduje stiedni vzdélani,
které se déli do dvou stupnil: college a lycée. College studenti ukondéi asi ve 14 letech
a mohou pokracovat studiem lycea (lycée, néco jako vaSe gymndzium), které ukondi
asi v 17 letech. Nékteri ovSem také az ve 20... Absolventi lycea ziskavaji titul bakalaie
a (coZ je pro Francii specifické) kazdy, kdo ma titul bakalare, mé pravo studovat na
univerzité. Nevim, jestli je to spravné, ale je to tak.

Bakalarskych tituld je mnoho: A, B, C, D, E, F, G, ... asi dvacet ¢i tiicet. Ty
zékladni jsou zaméfeny na matematiku a fyziku a spousty dalsich jsou v technickych
smérech. Na3 soucasny ministr vzdélavani vznesl pied ¢asem pozadavek, aby 80% viech
mladych lidi ziskalo titul bakalare. Vét§iné rozumné uvazujicich lidi se toto procento
zdéa vysoké, nehledé na to, Ze fixovat dopfedu pocet absolventii $koly je nesmyslné.
Dnes mé tento titul jen asi tfetina mladych lidi, ale uz ted médme problémy, protoze
i tfetina je p¥ili§ mnoho. Kdyby 80% vsech mladych lidi mélo titul bakalafe a vSichni
chtéli studovat dal, univerzity by se prili§ zvétsily a jejich iroven by §la zakonité dol.

Ve skolstvi u nas plati to, cemu my fikdme demokratické principy: v college, v lycée
i na univerzitich jsou v8ichni promichani. Dobii se Spatnymi — naprosto ndhodné.
Osobné se domnivam, Ze nejde o skuteénou demokracii. Demokracie znamend dat
kazdému, co potrebuje a dovést ho tak vysoko, jak jen mize. Ne vSichni jsou vSak
schopni dosdhnout stejné trovné ve stejnou chvili. Rizni lidé maji rtzné sklony c¢i
rozdilny talent, a proto neni rozumné, aby vSichni absolvovali stejny program, a to
ani béhem zakladni §koly. Myslim, Ze to, co ted poviddm, mtze byt dalezité i pro vas,
protoze jednou muzete stat pred podobnym problémem: V souladu s pozadavky stéle
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vétsiho poctu lidi se mnoho stfedoskolskych uditelti snaZi, pfestoze to neni oficidlné
povoleno, utvorit zvlast tfidy ze studentd lepSich a zvlast z téch, jejichz vyvoj neni
tak rychly ¢i kteri maji odlisné zajmy. Tato riznost zajmu je pochopitelna : Do lyceji
prichazeji i lidé z venkova nebo ti, jejichz rodice jsou délnici, a prostredi takovych
domécnosti prirozené neni naklonéno abstraktnimu studiu. Idedlem takovych rodin je
dobré technické vzdélani a timto nazorem jsou chlapci a dévéata Casto silné ovlivnéni,
prestoze se snazime je usmeérnit.

Vydejme se ted na univerzitu. Univerzitni studium matematiky se déli do t¥{ stupii.
Prvni stupen je dvoulety; mizeme mu tikat piipravny stupen. Hlavni naplni studia je
pokro¢ilejsi kalkulus véetné diferencidlnich rovnic, integrovani (nikoli lebesgueovského,
ale napf. riemannovského), néjaké algebry, vektorovych prostor kone¢né dimenze . . .
Nésleduje stupen druhy, ktery muiZze trvat jeden nebo dva roky. Absolventi jednole-
tého druhého stupné obdrzi piislusny diplom, na jehoz zdkladé uz mohou pracovat
napiiklad v pramyslu, popiipadé jako ucitelé na college. Lepsi studenti absolvuji dva
roky druhého stupné, ve kterych dochazi k tzv. atomizaci studia: studijni program
je rozdélen do mensich tsekd. Jde napt. o kurs integrovani, kurs algebry, topologie
atd. Zaklady matematiky jsou tak rozdéleny do 6 jednotek, z nichz ti nejlepsi studenti
absolvuji béhem dvou let druhého stupné 4 nebo 5. Opravdu dobii studenti dosahuji
v tomto dvouleti slusnych vysledki. Horsi je to s témi, ktefi nejsou prilis motivovani.

Podle mého nazoru je tento systém atomizace $patny. Pro¢ to tvrdim? Vezméme si
napiiklad obecnou topologii (coZ zahrnuje i vektorové prostory a operdtory na Bana-
chové prostoru). Studenti, ktefi studuji tento usek, délaji to bez jakékoli souvislosti se
zbytkem analyzy, nebot tento zbytek analyzy neznaji. TotéZz se tyka vSech ostatnich
jednotek. Na konci kazdé jednotky, kterd trva jeden semestr, je zkouska. Po ni je
mozno latku zapomenout. Student tedy prijimd matematiku jako kdyz se maluje obraz,
ktery sestava z jednotlivych detailii. Celek vynikne az pii pohledu z jisté vzdélenosti.
Nevim, zdali je tento ptistup vhodny pro lidsky mozek. Myslim, ze vysledky nejsou
dobré; studenti nevidi matematiku jako celek, netusi, proc¢ se co zavadi, pro¢ se véci
délaji pravé takto a jaké jsou aplikace. Uvedme napiiklad vétu Hahnovu-Banachovu.
Lze ji prednést velmi brzo, protoze jeji dilkkaz je lehky. Piednesete-li ji ale diiv, nez ji
studenti skutec¢né potrebuji, nauci se své poznamky k ditkazu a co dal? Mate k dispozici
krasnou vétu, ale pokud ji nezacnete hned k nécemu pouzivat, studenti ji neporozumi
a nepochopi, proc je takova véta nutna.

Systém atomizace je velmi tézké opustit, libi se totiz jak studentim, pro které
predmét kon¢i hned po absolvovani zkousky, tak profesortim: ti totiz prednaseji svoji
specializaci, coz od nich nevyzaduje tolik piipravy; mohou dva ¢i t¥i roky prednaset
totéz. Takze pokud jste tento systém nezavedli, nedélejte to.

Pokud jde o mne, myslim si, ze by bylo lepsi vratit se k systému, kdy napi. velka
¢ast analyzy je prednesena jednim profesorem vcelku. Odrazi to pfirozeny vyvoj ¢asti
analyzy i zptisob, jakym se lidé udi.

Treti stupen univerzitniho studia je zacatkem vyzkumné ¢innosti. Nemyslim tim
skutec¢ny vyzkum, ale to, ze prednasky jsou specializované a na vysoké trovni. Pfednasi
se napriklad Lebesguedv integral a jeho aplikace na Fourierovy fady a Fourierovu
transformaci atd. V pribéhu tfetiho stupné musi studenti udélat dvé zkousky a napsat
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préaci, asi tak deset ¢i dvacet stran. Nejde samoziejmé jesté o Ph.D., jde o to néco
samostatné sepsat a pak to Gstné vysvétlit a obhajit. Tyto dvé véci, tedy uméni psat
a uméni mluvit, patfi rovnéz k tomu, co by se studenti méli béhem tietiho stupné
naucit. Neni to tak jednoduché, jak by si nékdo mohl myslet. Umét vysvétlit véc tak,
aby byla pochopitelnd, je velmi tézké. Nékteri studenti jsou docela dobfi, maji-li néco
nastudovat ¢i precist, ale béda kdyz dojde k tomu, aby néco vysvétlili. Sami totiz nikdy
nemluvili. Na prednaskach obyc¢ejné mluvi profesor sdm a studenty ke slovu nepusti.
Ma4 to sviij diivod: je totiz obtizné poslouchat v interpretaci zac¢atecnika néco, co sami
velmi dobre znate. Takze mohu dat studentim jednu radu: kdyz budete mluvit pred
svym profesorem, snazte se byt dobfe pripraveni, aby vas pedagog prili§ netrpél.

I psat je ovSem velmi obtizné. Prezentovat vysledek, sdélit, pro¢ délam to ¢i ono,
zdturaznit zavéry. .. Je to jisté uméni. Nesouhlasim napiiklad Gplné se zptisobem prace
bourbakisti. Styl bourbakist mtze byt pfijatelny pro jisté ¢asti matematiky, ne v8ak
pro vsechny.

Podivejme se nyni na postgradudlni studium, kratce Ph.D. Pted nékolika lety bylo
ve Francii dvoji Ph.D.: jedno bylo soucéasti tfetiho stupné univerzitniho studia a dalsi,
tzv. statni, souviselo s napsanim diserta¢ni prace. Pokud se student rozhodl pro
Htretistupni“ Ph.D., musel s nim byt hotov béhem roku ¢i dvou. V tom pripadé trval
treti stupen tii roky. Téma Ph.D. zadédval vétSinou profesor, ale vyskytli se i studenti,
které uz v dobé studia zaujal jisty problém a vybrali si téma sami. To se stavalo
ziidka, ale naptiklad Alain Connes, pozdé&jsi nositel Fieldsovy medaile, patfil k témto
vyjimeénym piipadim.

Statni Ph.D. byvalo na velmi vysoké Grovni, mozno fici, ze nejvyssi na svété, vyssi
nez v USA ¢i v Némecku. Trvalo v8ak velmi dlouho, coZ bylo nevyhodné. Méli jsme pak
malo student napt. z USA, nebot ,tretistupni“ Ph.D. nemélo v USA piilisnou vahu
a ziistat zde dalsich pét let, potiebnych k absolvovani statniho Ph.D., studenti nechtéli.

i“ Ph.D. nemame a raddné postgradudlni studium trva

V soucasnosti uz ono ,tretistupn
po absolvovani univerzity asi t¥i roky. Je zhruba na Grovni USA a obecné opét na téma
navrzené profesorem.

No a co dal? Méa-li nékdo Ph.D., mtze se stat asistentem na univerzité. Nebo také
jit do primyslu a vydélavat dvakrat tolik. Ci miize délat zédkladni vyzkum. Odborny
pracovnik se (pokud publikuje nékolik ¢lanki dobré kvality v mezindrodné uzndvanych
Casopisech) miize habilitovat a stane se vedoucim pracovnikem. To se déje tak pét
(€1 vice) let po ziskdni Ph.D.

Tolik tedy tvodem.

Malou poznamku neZ zacne diskuse. Nase setkdani je pomérné vijimecné i tim, Ze
je mezindrodni. Je zde samoziejmé profesor Choquet, ale je tu i ucastnik ze SSSR,
z Polska a zahlédl jsem tu i nékoho ze Svédska. Rovné? je vijjimecné proto, Ze profesor
Choquet nam donesl kavu a caj. Bavili jsme se rovnéz o konaku, ale ja jsem navrhl
odloZit konak na pozdéjsi dobu. TakZe mdme jen caj a kdvu.

Nejsem predsedagicim v Zddném smyslu tohoto slova, takZe se muZete ptdat sami.
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Odpovédi na otdzky

Otéazka (studenti, pracovnici fakulty, hosté): Pokud jsem dobi'e porozumél, jsou collége
a univerzita ve Francii rozdilné instituce.

Odpovéd (prof. Choquet): To, ¢emu Fikdme college neni totéz jako college v USA, je
to Skola, kam se chodi ve véku od jedenacti do patnacti let.

Aha, takZe nejprve collége, potom lyceum a pok univerzita.
Ano.
A bakalar se déla. . .

Na konci lycea.
TaokzZe je tomu jinak neZ v anglosaskych zemich.

Ano. .. St¥edni vzdélani je rozdéleno do dvou stupiii: college a lycée. J& osobné nemam
rad toto déleni. Vede totiz mimo jiné k tomu, Ze college a lycée maji samostatné
budovy. A jakmile maji dvé Skoly kazda svou budovu, lidé, ktefi v nich uéi, rovnéz
nejsou titiz. Za mych dob jsme méli college a lycée ve stejné budové a profesory, kteii
udili na obou urovnich. Dokonce i nejlepsi profesoii obcas chtéli ucit nizsi tiidy. Ted
to neni mozné nebo to neni tak jednoduché.

Slysela jsem, Ze studenti francouzskijch skol nejsou zndmkovdni, ale obdrzi na konci
skolniho roku jakysi certifikat o tom, na jaké jsou wrovni ve srovndni s jinymi studenty
ve tiidé. Je to pravda?

Podivejte se, Francie je zemé demokracie. (Nékdy az nucené demokracie, ale to sem
nepatii.) Demokracie fikd, Ze vSichni lidé by si méli byt rovni. ProtoZe by si méli
byt rovni, neméli by byt znamkovani. Kdyz jsem byl mlady, neexistovalo toto pojeti
demokracie, a tak jsme mivali na konci roku ceremonii, pii které dostavali nejlepsi
studenti knihy, diplomy atd. Ti nejlepsi byli §tastni, ti horsi uz méné, museli od rodic¢t
snaset vycitky jako: ,Proc¢pak jsi nepracoval tolik jako ostatni?*

Ted uz nemame 7adné znamky a na konci roku se nerozdéavaji zadné knihy. Né&jak
se to musi vytesit. Myslim si, Ze feSeni je v ocenovani rozdilnych zésluh. Vite, idea
znamkovani student vychazi z mylné myslenky, ze vSechny lidské bytosti mohou byt
klasifikovany, sefazeny jako dobie uspofddand mnozina. Ale, jak vite, jsou i ¢aste¢né
usporfddané mnoziny a jsou i extrémy, kdy zZadné dva prvky nelze srovnat. (Ale to je
jen extrém.)

Jsou jisté i studenti, ktefi ve vSech hodinach vypadaji jako kdyz spi, dokonce i pri
télocviku. Davody toho mohou byt rizné véetné rodinnych. Ale kdyz vylouc¢ime takové
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patologické jevy, kazdy student mé jisté zasluhy, které mohou byt vhodné ocenény.
Takze pokud nebudete méfit vSechny stejnym metrem, muizete uspokojit kazdého.
Jediné dokonalé méritko totiz neexistuje.

vvvvvv

bylo pred nékolika lety pravidlem, ze zak postupoval z ro¢niku do ro¢niku viceméné
na prani rodict. Profesori sice mohli doporucit, Ze neni vhodné, aby ten ktery student
si, ze nékdo nezvladdl prvni ro¢nik a presto postoupil do druhého, ten pak rovnéz
nezvladl a takto nezvladl vSechny ro¢niky college. A na konci ho ¢ekala zavérecnd
zkougka. Zadn4 jind zkouska mezi ro¢éniky nebyla. Jen na konci studia. A pokud ji
nékdo neudélal ve c¢tyfech po sobé jdoucich letech, znamenalo to neabsolvovani college.
Proc¢ néktefi studium nezvladali? Nékdy proto, ze jejich biologické dispozice nebo jejich
mentdlni vyvoj neodpovidal presné pozadavkim daného ro¢niku. A takovy student by
nemél postupovat dale. Pokud neuspéje v prvnim ro¢niku, neni nadéje, ze by uspél ve
vysSim. V soucasnosti postupujeme takto : protoze opakovat ro¢nik neni psychologicky
vhodné, rozdéli se kazdy neispésné zvladnuty roc¢nik do dvou let. V téchto rozdélenych
rocnicich se postupuje pomaleji, za rok se studenti nauci jen polovinu programu pomoci
specialnich pedagogickych metod. Pak postoupi do druhého roku téhoz roéniku. Nékdy
se stava, ze az deset procent téch, kteri by jinak beznadéjné propadali, postupné
uspésné projdou. Deset procent neni mnoho, ale jakysi vysledek to je. Nékdy se nedéli
rok do dvou, ale dva po sobé jdouci roky do tii let, v nichz se pak uci jesté pomaleji
a pedagogic¢téji. Takové experimenty délali napt. v Grenoblu a méli s tim velky Gspéch.

[ke studentiim] Vy jste univerzitni studenti? Ze kterého ro¢niku? Chtéli byste zménit
néco v organizaci uceni? To neni kritika systému, jen organizace. Organizace se mize
vzdy kritizovat.

Faktem je, Ze se organizace jiz méni. Byla ndm ddna jakdsi svoboda ve vybéru
predméti, myslim, Ze by to mohlo pokracovat.

Vy jste pred chvili naznacil, Ze ten systém deéleni studia na volitelné predméty ve
Francii nefunguje moc efektivné. Jd si myslim, Ze i kdyZ mdte zcela fixzovany sylabus
toho, co by studenti méli studovat od pruniho do pdtého rocniku, stile to jesté nemusi
fungovat. Napf. ve tretim rocniku se tady pouZivaji véci nejen z rocniku druhého, ale
i z ro¢niku prontho, které uz studenti vétsinou zapomnéli a vSechno zdleZi na tom, zda
student najde své poznamky z pruniho rocéniku. Myslim, Ze systém, ve kterém studenti
magi spousty svobody ve vybéru sice neni dokonaly, ale silné pochybuji o tom, Ze néjaky
takovy systém existuje.

Ovsemze neexistuje idealni systém. I kdyby se kazdy ucitel staral jen o jednoho
studenta, nemtze predem znat jeho skryté moznosti. Myslim si, ze vzdélani by mélo
pripustit rtizné orientace. Na naSich stfednich $koldch a ani na univerzitach tomu tak
neni.
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Vezmeéme to takhle: kdyz jsem byl mlady, navstévovalo stfedni skolu jen velmi mélo
studenti. Z nasi vesnice jen dva: ja a moje sestra. Dva z tisice. Nefikam, ze tehdy
chodily na stfedni Skolu jen déti bohatych rodi¢i, to nebyla nutnd podminka. Byly
to v8ak déti, které pochézely z jisté intelektudlni atmosféry, byly schopny hovorit,
ovladali francouzstinu skutec¢né dobfe.

Ted je to jiné: na stfedni Skolu jdou v8echny déti, a tak se na ni dostanou i studenti,
ktefi ucitele nechdpou, protoze nerozumi tomu, co fikd. Ve Francii opousti zakladni
skolu asi 20% déti, kterym my Ffkdme ,iliteralni“. Znamena to, %e jsou schopny €ist
vSechna pismena, ale stoji je to takové usili, Ze nez doctou odstavec, zapomenou,
o ¢em byl. Je to néco jiného nez analfabet. Analfabet je zcela neschopen ¢ist, procento
takovych je velmi nizké.

A skola musi byt schopna poskytnout odlisnym typim déti odlidny ptistup. Ve
starsim systému stfednich Skol a univerzit byla latka pro vSechny studenty takika
stejnd. Vesmés prevaZzovala teorie. Nyni se naSe ministerstvo vzdélani (prestoze dobie
zné obtize s tim spojené) snazi délat presné totéZz ne pro malé procento lidi, ale pro
procento témér dvacetkrat vyssi. Neni to nejvhodnéjsi feseni. Podle mého nézoru by
stfedni 8kola méla byt organizovéna tak, Ze témé¥ od samého zac¢atku (nebo po roce
experimentu) by méli studenti dostat moznost vybéru riznych smérd. J4 vidim alesponi
dva takové sméry: jeden, ktery odpovida starému, klasickému stylu a ktery by mohl
obsahovat latinu, fe¢tinu, francouzstinu, néco z kultury atd., a druhy — technicky.
Ovsem, i zde by mélo byt trochu teorie, ale jen nezbytné nutné teorie. K porozuméni
véci, techniky. Ve Francii tyto dva sméry pro stfedni skoly pomalu vyvijime, ne vsak
dostatecné rychle.

Co je prekazkou? Tyto technické skoly se totiz povazuji za néco podradného. Mate
zaka, ktery zcela ziejmé neni schopen studovat klasicky smér vzdélani, vice by mu
vyhovoval smér technicky. To by vsak jeho rodi¢e nepifenesli pres srdce, citili by se
zahanbeni. Rovnéz kvalita ucitel na téchto skolach neni prili§ vysoké, misto na takové
skole se totiz nepovazuje za prilis dobré.

Na univerzitach je to viceméné podobné. Prevlada vétev viceméné klasicky teore-
tickd a nemame silnéjsi smér pro techniky, pro pfipravu inZenyri na vysoké Grovni.
Francie potfebuje asi dvojndsobek inzenyrt, nez ma nyni. Mdme samoziejmé skoly
pro inzenyry, jako je Ecole Polytechnique a mame i mnoho velmi dobrych technickych
skol, ale tento pocet stale nedostacuje. Jedind moznost jsou univerzity.

Vas systém vibec neznam, takze nemohu srovnavat.

Je ve Francii dostatek matematiki?

Ano i ne. Na stfednich Skolach schazi deset tisic uciteld matematiky, takze je spousta
trid, které musely byt slouceny. Diivod je tento: Kdo tspésné dokonéi tieti ro¢nik
univerzity, mize zacit pracovat a primysl i soukromé firmy nabizeji az dvojnasobny
vydeélek, nez by méli Cerstvi absolventi jako ucitelé matematiky. U vés, jak mi bylo
feCeno, tento problém neni. Ale dojde-li i zde k liberalizaci primyslu a k uvolnéni
mezd, mize i u vas tento problém vyvstat. Ve Francii obecné existuje velky rozdil
mezi vyplatami uditeld, at uz uc¢i kdekoli, a vyplatami v prumyslu. TakZe to je prvni
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¢ast odpovédi: ne, nemame dostatek uciteld, ktefi by ucili matematiku na stfednich
skolach.

Na univerzitdch jsme méli pred deseti lety mozna az priliS mnoho matematiki.
Kazdy rok byl vydavan oficidlni seznam absolventt Ph.D., ktefi ¢ekali na pedagogické
misto na univerzité. Byvala jich stovka a byli velmi dobii.

V soucasné dobé je tomu jinak. Pokud se zajdete podivat na prednasku tretiho
cyklu, zjistite, Ze jen tfetina posluchact jsou Francouzi. Zbylé dvé tfetiny jsou cizinci.
S postgradudlnim studiem je to podobné. A cizinci — jde vétSinou o lidi ze severni
Afriky nebo Vietnamu — se po skonceni studia vétSinou vraceji doma. Myslim, Ze by
se mély zlepsit pracovni podminky a platy na univerzitich (ackoli jsou pomérné dobré,
i kdyz ne tak dobré jako v USA). Pak nastane pfiliv velmi dobrych lidi.

Francie méla tradi¢né dobré matematiky. Neni tomu tak proto, ze by Francouzi byli
néjak lepsi nez ostatni. Divod je ten, ze uz od stiedni §koly se u nas u¢i pomérné hodné
matematiky a rovnéz je tradici, Ze i profesiondlni matematici se z velké ¢asti podileji
na koncepci vyuky stfednich Skol. V USA se toto nedéje, a to je jeden z divodi,
pro¢ maji st¥edni skoly v USA tak nizkou trovei. Jednu z nejnizsich na svété. Ucast
univerzitnich uciteld na vyuce ve stfednich skolach je podle mne extrémné dilezita.
Naptiklad i Lebesgue nebo Borel se velmi zajimali o vyuku na stfedni skole a napsali
knihy pro stiedni skoly. I mnoho mych vrstevnikid se zGcastnilo kongrest o vyuce na
stfednich Skolach atd. Ve stfedni Evropé je to tradice. Myslim, ze i tady je tomu tak.
Je to jeden z divodd, pro¢ stiedni Evropa ma stiedni skoly na tak vysoké trovni.

Pro mnoho nasich aspiranti je velkou prekdZkou studia ve Francii jazyk. Podle
jakychsi predpist musi kazdy ovlddat slusné francouzstinu, aby se mohl stdit postgra-
dudlnim studentem. Je to skutecné nutné?

Ne, neexistuje zadna prekazka, neni na to zakon.

TakZe je mozZno se stdat postgradudlnim studentem bez znalosti jazyka?
Ano. Snad jen s vyjimkou Ciny. S Cinou mame Siroké kontakty a protoze ¢instina je
dost odlisna od nai fe¢i, ma naSe vlada s ¢inskou vladdou dohodu, ze Cihané, kteii
cht&ji u nas studovat, se nejprve uéi francouzsky v Ciné a po pifjezdu do Francie musi
jesté absolvovat specialni jednoletou jazykovou pripravku.

A Cesi nepatri do této kategorie?

Ne, ne. Kromé toho, kdokoli na univerzité rozumi anglicky. A pokud poslete dobrého
studenta, bude u nas vzdy vitan.

Jen malou poznamku. MozZnd se situace jiz zménila, ale kdyZ jsem se asi pred 16 lety
uchazel o stipendium ve Francii, musel jsem jit na francouzskou ambasddu a predvést,
Ze jsem schopen se dohovorit alespon trochu francouzsky. Byla to jedna z podminek
obdrzeni stipendia.
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Samoziejmé, jakmile chcete po nékom penize... To pak jste zaméstnanec a zamést-
navatelem je stat. A stat chce jisté zdaruky. Moznd, Ze se to zméni ve dvou, ti¥ech
letech, pak bude patrné stacit mluvit francouzsky nebo anglicky. Ale nyni, kdyz
zédate o stipendia, musite mluvit francouzsky. Samoziejmé, jste-li dostatecné bohaty
a prijedete do Francie s vlastnimi penézi, mizete mluvit, jakou rec¢i chcete.

V analyze existuje véta Lebesgueova-Radonova-Nikodymova. Slysel jsem, Ze jste se
osobné setkal se vsemi tremi témito matematiky.

Ano. Lebesguea jsem potkal jen jednou. Kdyz jsem zacinal s matematikou, touzil
jsem Lebesguea spatfit. ZaSel jsem na jeho prednasku do College de France. Asi za
rok nato pak Lebesgue zemfel, byl uz tehdy velmi nemocny. Mohu vam fict, jakym
zptsobem pirednasel: v pribéhu prazdnin si rozmyslel téma a pti prochézkach si délal
pozndmky do denick. Téch popsal nékolik, mél je ocislované 1, 2, 3, ... Pak pfisel
do poslucharny s jednim z nich, zacal v ném listovat a nékdy nemohl najit spravnou
stranu. Napsal vétu a pak nemohl najit dikaz, ktery mezitim zapomnél. Nékdy bylo
tézké mu porozumét. Nicméné, byl to skvély ¢lovek. Ale na to jsem prisel az pozdéji.
Vydal jsem kompletni Lebesgueovo dilo a mél jsem diky jeho synovi moznost ¢ist jeho
korespondenci s ostatnimi kolegy, coz bylo mimotradné zajimavé.

A ted anekdotu o Radonovi. Bylo to v Rakousku, v Salzburgu ¢i ve Vidni, uz
si nepamatuji. Mél jsem tam prednasku a nékolikrat jsem se zminil o Radonovych
mirach. Na konci prednasky méli posluchaci poznamky a komentafe a jeden z nich mi
tekl, ze je rad, ze jsem mluvil o Radonovych mirach, protoze si uz myslel, Ze se na

‘ fekl jsem, ,to je velice dilezity pojem, zejména pro studium

né zapomind. ,Ne, ne,’
lokalné kompaktnich prostort. A jaké je vase jméno, prosim?“ | J4 jsem Radon,* Fekl.

A ted o Nikodymovi. Kdyz jsem byl v Polsku, byl jsem v Krakové. Nikodym a jeho
zena bydleli v Krakové. Nikodym mluvil velmi dobie francouzsky a jeho Zena také.
Vibec vsichni taméjsi matematikové mluvili perfektné francouzsky. Po mém prijezdu
se Nikodym o mne staral, ekl mi: ,,Nezkousejte se ucit polsky, nema to cenu.“ Neni
to pravda, umim ¥ict polsky ,dékuji“. A ,na shledanou® ... (Tim ovSem nemyslim,
abychom se uz ted lou¢ili.)

Otto Nikodym byl skvély clovék, o 26 let starSi nez ja. Zajimal se o teorii miry,
hlavné o abstraktni pristup k mife. Nemél rdd Radontv pfistup, miry na topologickém

prostoru, daval prednost abstraktnimu ptistupu; véty, které dokazal, jsou slavné.

Bawil se o tom néekdy s profesorem Dieudonné, ktery je zndm svym striktnim p¥i-
stupem k abstraktnim miram?

Ne, protoZe se nikdy nedostal do Pafize. Z Polska odesel do Londyna a potom do USA,
na jednu malou, tichou univerzitu v Ohiu a tam se usadil.

Znaji ti mladi tady Dieudonného? Asine. A bourbakisty? Znéte je? Pouzivate jejich
knihy? Predpokladdm, Zze studujete hlavné z ¢eskych knih.

Myslim, Ze Bourbaki nebyl vyddin v Ceskoslovensku, mdm jen dvé ¢i tii knihy,
zakoupené v Rusku. Tady nejsou prilis rozsirene.
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Kdybych mél radit mladym univerzitnim studentim (ale muZe se to hodit i maturan-
tlm), ekl bych jim: ¢ist je velmi dilezité. Nejen poslouchat prednésky, ale i sdm si
¢ist — ¢lanky i knihy. Nikoli nutné od zacatku do konce, nékdy muze pfinést vic ¢teni
na preskacku. Sledovat, co 1ika autor od A az do Z nemusi byt totiz nejlepsi. Kdyz
chcete oponovat, coz je jeden z dobrych zptisobi, jak se ucit, musite mit jiny thel
pohledu a ten muzete ziskat ¢tenim v jiném poradi, nez v jakém byla kniha psana.

Jak moc se musi profesor na univerzité vidit néjakym programem?

V USA, hlavné v prvnich ro¢nicich vysoké skoly, jsou prednasky ¢islovany. Ma-li kurs
Cislo 923, vi student presné, kde je sepsan a muze si ho vyhledat. Takze profesor ¢i
docent musi piesné sledovat psanou verzi. I kdyby byl génius a mél originalni napady.
Ve Francii tomu tak nikdy nebylo. Jestlize profesor u¢i napf. obecnou topologii, nemusi
ucit podle zadné knihy. Muaze ucit, co chce. Samoziejmé, nemél by prednaset tieba
topologické grupy s diskrétni topologii misto obecné topologie, to by nebylo fér. Musi
prednaset obecnou topologii, ale zptisobem, ktery si sdm zvoli. To je jedna z véci, kterd
se mi na nasem systému libi, Ze tento systém pfipousti iplnou svobodu volby.

Totéz ve vybéru cviceni. Ve Francii nevede cvi¢eni profesor, na to je spousta asi-
stent. Prvni ro¢nik parizské univerzity ma 200 studentl a na cviceni je vyclenéno
feknéme 10 asistentd. Tito asistenti se kazdy tyden setkdvaji s profesorem, ktery
jim povi, jak je daleko a co by se mélo cvi¢it. Asistenti, ktefi nemusi byt nutné na
nejvyssi arovni, musi pripravit cviceni a dat je profesorovi k schvaleni. Pied tiidu pak
predstupuji asistenti. Kazdy asistent ma tedy asi 20 studentd, které cvici. V principu
by kazdy asistent mél kazdy tyden davat dlohu. Je to jako pfed 40 lety, alohy byly
kazdy tyden. Dnes vSak se rozmaha syndikalismus tvrdici, Ze postaci jedna tloha za
14 dna.

Byl jste clenem skupiny Bourbaki?
Ne, ne.
Je skupina stale aktivni?

Ano. Skupinu Bourbaki zformovalo kdysi 6 mladych matematikii (dnes jsou stéle
mladi, ale uz to nejsou titiz lidé). Zakladatelé skupiny byli velmi mladi, méli tehdy
kolem 25-30 let. Jejich cilem bylo ptivodné zlepsit existujici systém knih diferencidlniho
a integralniho poc¢tu a postavit je na solidni zédklad. Mnohokrat se sesli a prodisku-
tovavali to. A zjistili, Zze kdyz chcete napiiklad vysvétlit od zakladd vétu Bolzanovu-
Weierstrassovu, dojdete az k teorii mnozin. Ale za¢nete-li od teorie mnoZin, musite
mluvit i o obecné topologii atd. Stanovili si tedy mnohalety plan, ktery zahrnoval
napsani knih o algebfe, obecné topologii, vektorovych prostorech. ..

Jakmile nékdo dosdhne padesati let, musi tuto skupinu opustit. Coz znamena, Ze jiz
nemuze spolupracovat, ucastnit se diskusi a Ustné vyjadfovat své ndzory. Muaze vsak
spolupracovat korespondencéné, postou.
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J& jsem s nimi nespolupracoval. Jen dvakrat jsem se tcastnil radou. Ptali se mé
naptiklad, jak zavést kapacitu a integralni reprezentaci. Viceméné pak jednali podle mé
rady, ale ne zcela. Proto Gplné nesouhlasim s tim, jak integralni reprezentaci vykladaji.
Uz je vsak prili§ pozdé napravit to.

Bourbakisté napsali mnoho knih, nevim, snad 20, véetné poslednich svazk® o Lie-
ovych grupach — to jsou velmi dobré knihy. Ale je spousta dalsich matematickych
disciplin, o kterych se nezminili, napf. teorie pravdépodobnosti. Z mnoha divod.

Jednim z nich byla od samého zacatku i Dieudonného opozice viici abstraktni teorii
miry (miry bez topologického kontextu): Dieudonné trval na tom, Ze v dileZitych
pripadech prostory stejné maji topologii. Tvrdil, ze kdyZ vezmete mnozinu s mirou,
mizete na ni vzdycky zavést topologii, pii které to bude Radonova mira. Nékteri
¢lenové skupiny oponovali: na mnoziné existuje libovolné mnoho mér. Ale: uvazujeme-
-li jen ty miry, které mohou byt na mnoziné vytvoreny, je to v koneéném case jen
kone¢né mnoho mér. Méjme tedy mnozinu s kone¢né mnoha mirami. Pak je vzdycky
mozné kompaktifikovat onu mnozinu tak, Ze vSechny miry budou Radonovy. Proto
staci uvazovat jen Radonovy miry. Takové byly nékteré jejich argumenty.

Bourbakistiim ¢inila potiZze teorie pravdépodobnosti a jeji pozadavky takové svo-
body manipulace s mirou, ze topologie s tim neméa nic spole¢ného. To byl jeden
z divodi, pro¢ nepublikovali nic o pravdépodobnosti. Bylo to taky proto, Ze v jejich
tymu nebyl nikdo, kdo by pravdépodobnost dobte znal. Po kratky ¢as byl ¢lenem Paul
André Meyer, velmi dobry znalec pravdépodobnosti, ktery napsal jednu z hezkych
knih — o cylindrickych miradch. Meyer byl v8ak ve skupiné jen kratce, takze zadnou
samostatnou knihu o pravdépodobnosti bourbakisté nenapsali.

Je tomu ovSem taky proto, ze si zahy uvédomili, Ze svét matematiky je natolik
siroky, specidlné v posledni dobé, Ze pocet knih, které by mély byt napsiny a pocet
véci, které je treba vysvétlit, roste exponencialné; pocet publikovanych knih roste v8ak
jen linearné. Rozhodli se tedy vydavat jen knihy, které zajimaji vétsinu ¢lend jejich
skupiny. Stale jesté pracuji, ale jen na vécech, které je zajimaji. Mezi jejich knihami
rovnéz nenajdete knihy o teoriich, které jsou uz dobfe zpracoviny, jako je teorie grafi,
teorie her atd.

Mam otdzku jiného typu. Zdd se mi, Ze pro vas osobné byla geometrickd intuice
velmi duleZitd ve vasi praci. Mdam pravdu?

Ano, jisté. Moje préce je zaloZena na intuici. Jsem basnik. Prdce mého mozku, kdyz
néco vymyslim ¢i délam matematiku, je podobné praci basnika ¢i malite. To jest vidim
véci, jejich geometrickou podstatu. Naptiklad jsem schopen si predstavit konvexni
kompaktni mnozinu nekone¢né dimenze. Misto toho, abych postupoval rigorézné krok
za krokem (coZ je pochopitelné mozné), délam misto toho velké kroky; sice nepfilis
bezpecné, ale jsem tak schopen velmi rychle dosdhnout cile. Pak se vratim a divam
se, zda vSechny ty velké kroky byly v poradku.

Zndte néjakého vyznamného matematika, ktery takto nepostupuje?
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Aha, vy si myslite, Ze vSichni matematici musi pracovat timto zptsobem. To neni
pravda, ale hodné z nich tak pracuje. Ja naptiklad vidim jednotlivé kroky jako velké
skaly v udoli. Takze ja vidim véci, jejich geometrickou podobu.

Casto jsem se ptal algebraiki, jak oni pracuji. Oni vidi struktury. MiZete tomu taky
tikat geometricky styl.

Co si myslite o nestandardni analyze jako matematické discipliné na stran€ jedné
a na druh€ strané jako o prostiedku vjuky elementarni analyzy? V USA probéhly expe-
rimenty, o kterych urcité vite, pri kterych po elementdrni logice presli pres nekonecné
malé primo ke kalkulu.

To je mnoho otazek najednou, pokusim se je zodpovédét. Je tu nékdo, kdo nevi, co to je
nestandardni analyza? Uz Aristoteles ¢i Platén hovofili o nekoneéné malych veli¢inach,
ale také o diskrétnim a spojitém. V nestandardni analyze jsou redlné cisla, kterd jsou
nekonecéné velkd a pfitom koneénd, a také realna ¢isla nekoneéné maléd. A axiémy. Jako
priklad typického axiému nestandardni analyzy lze uvést tento: Kdyz ¢ je nekonecné
malé, vsechna ¢isla mensi nez € jsou rovnéz nekonecné mala.

Yy s

Dnes existuji mnohem jednodussi axiomatiky nez ty ptivodni, jsou slabsi, ale jed-
nodussi. Napiiklad na konferenci ,Spojité a diskrétni“ byla navrzena tato koncepce:
Vezméme realnd ¢isla a zavedme na nich kvalitativni vlastnost omezenosti. Rikejme
tedy napiiklad: ,,a je omezené“. Aby to bylo smysluplné, budeme mit axiém, ktery rika:
existuji ¢isla, ktera nejsou omezena. Bylo by totiz zvlastni, kdybychom pozadovali, aby
v8echna ¢isla byla omezend. Druhy axidm je: Je-li a omezené a |b| < |a|, je i b omezené.
To je zcela pfirozené. A tieti axiém: Jsou-li a i b omezend, je i a + b a ab omezené. To
je v8echno. A stadi to k tomu, abyste dospéli k prekrasnym zavérim. Je to axiomatika,
ktera je mnohem slabsi nez ptivodni axiomatika Nelsonova. Neni v rozporu s axiémy
teorie mnozin, a proto je mozné tyto skvélé véci uvazovat.

Ted k mému nazoru. Patfil jsem k prvnim matematikim ve Francii, ktefi pod-
porovali rozvoj nestandardni analyzy. Mnoho matematiki ji tehdy odmitalo. Dnes ji
studuje hodné lidi, tfeba ve Strasbourgu. To, co tam studuji, je zaloZzeno na podobném
axiému, jako jsem tu popisoval: KdyZ si vezmu pfirozend ¢isla 0, 1,2, 3,4, ... (nazvéme
je ynaivni ¢isla“), pak jediny axiém fika: tato naivni ¢isla nevycerpaji mnozinu vSech
prirozenych ¢isel. Tedy: existuji pfirozena Cisla, ktera nejsou naivni.

Myslim si, ze to ma matematickou budoucnost. Vyskytly se uz i jakési aplikace
na parcialni diferencidlni rovnice. Velic¢iny, které fyzici povazuji za malé, resp. velké,
se reprezentuji nekonecéné malymi, resp. velkymi a zachéazite s nimi podle normalnich
algebraickych pravidel. M4 to tedy jistou budoucnost, ale abychom to zas nepiehanéli.
Ja neberu nikdy nic moc dogmaticky.

Ohledné uceni. Predstavte si, ze byste uz zaktm zakladni skoly vypravéli o neko-
ne¢né velkych a nekone¢né malych ¢islech. Rekli by: Tak mi néjaké ukazte. Takze
kdyz je ucite nestandardni analyzu, byt s velmi slabou axiomatikou, neabsorbuji to.
Nejsem si jist, zdali by se méla nestandardni analyza vyucovat. Asi ne d¥ive neZ na
univerzitidch. Jsem proti tomu, aby se ucila uz na stfednich skolach.
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Opakem velmi abstraktniho zpisobu je velmi konkrétni zpisob vyucovani. PouZivdite
napriklad pri vyucovdni kalkulu software jako Mathematica, ktery usnadnuje manipu-
laci s vyrazy? Mathematica napt. explicitné integruje.

Ja software nepouzividm, nepatii zrovna k vécem, které bych mél rdd. A ostatni?
Nemyslim, %e ho v Pafizi nékdo uZiva. Ale mohlo by to byt uZitec¢né.

Kdyz totiz rozumime velmi dobfe tomu, co to je Lebesguetv integral, dospéjeme
stejné jako ve Francii) napfiklad rozuméji velmi dobfe obecné topologii. A maji ji
radi. Ale lebesgueovské integraci, kterd neni tak abstraktni, nerozuméji. Mozna, Ze
pouziti softwaru by mohlo byt uziteéné. Vy ho pouzivite?

Zatim ne.
Ale zkuste to. JistéZze.

Jaky je vas ndzor na postaveni matematické analyjzy v soucasné matematice? Upres-
nim to: Jste-li napriklad na mezindrodni matematickeé konferenci a sledujete nositele
Fieldsovych medaili, vidite jasné, které matematicke discipliny byvaji odménovdny.
Tézko mezi nimi najdete funkciondlni analyzu, pravdépodobnost ¢i teorii miry a in-
tegrace atd. Je tedy pozice matematické analyzy horsi, neZ byla drive, anebo tyto
mezindrodni kongresy nejsou typickym pripadem?

Podivejte se, ja si myslim, ze vybér odpovida sloZeni komise. A jak je komise sloZena,
nevim.

Ale mou proni domnénku jste potvrdil, dékuji.

Je pravda, ze se ted bouflivé rozvijeji vSechny obory, které pouZzivaji vice ¢i méné
algebraické struktury, diferencovatelné struktury ¢i variety a jesté vice, pokud jde
o smés téchto disciplin s teorii grup. To je fakt. Ty vSechny obory budou vsak stéle
potiebovat analyzu a analyza je stdle plnd nddhernych véci. Délejme tedy nadale
analyzu.

Ale co se tyka Fieldsovych medaili, mate pravdu, ze vybér kandidata je orientovan
viceméné jednim smérem. A i mimo néj jsou velmi dobii matematici.

Pokud se tyka role abstrakce v analyze: Napriklad ve tricdtych letech bylo popu-
larni mluvit o Banachoviych prostorech, pak se diskutovalo o topologickiych linedrnich
prostorech a v Sedesdtijch letech byla pozornost zamérena na konkrétni véci opét v Ba-
nachovych prostorech. Zpiusoby abstrakce se tedy cas od casu méni. Myslite, Ze je to
prirozené ve smyslu, Ze se to dd vysvétlit, anebo je to otdzka vkusu ¢i potreb aplikace;
jaky je tedy vas ndazor?

Sméry vyvoje matematiky nejsou diktovany shora, voli si je lidé, kteii tu kterou véc
maji radi. Jakmile se objevi skupina velmi dobrych matematikd, kterd se rozhodne
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mit rdda ten ktery obor, stane se tento obor dilezitym. Kdyz bourbakisté psali
knihu o topologickych vektorovych prostorech, ucinili na konci historickou poznamku,
ktera pravdépodobné pochéazi od Dieudonného, ze totiz do Banachovych prostori byly
vkladany jisté nadgje, ale ted se zd&, Ze neskytaji nic smysluplného. To bylo napsino
dévno, mozna pred 40 lety.

A vidite: teorie Banachovych prostori nyni proZiva explozi. Ve svété je mnoho
velmi dilezitych center pro vyzkum Banachovych prostort. Pied 20 lety byl centrem
Jeruzalém a Polsko, potom se centrum premistilo do Pafize, coz se pochopitelné miize
opét zménit. Banachovy prostory jsou ted velice dilezitou disciplinou. A ackoli mé
uzké propojeni k mnoha jinym c¢astem analyzy, je dulezitd i proto, ze je to hezky
pfedmét zkoumani. Koneckoncil, pro¢ si myslime, Ze teorie Cisel je dilezita teorie?
NemiiZete Tici, ze diky aplikacim. To se zac¢ing ¥ikat aZ v posledni dobé. Ale v dobéach
Hardyho? Myslim, zZe to byl Hardy, ktery prohlésil, ze je hrdy na to, Ze jeho obor, teorie
Cisel, je obor, kde o zadné vété neslySel, ze by méla aplikaci. O dvacet let pozdéji se
ukézalo, ze nemél pravdu. Ted se rozviji teorie Banachovych prostort a proc¢ ji tedy
neuvazovat jako obor pro sebe, jako zajimavou disciplinu? Jako tomu bylo s teorii ¢isel
pred néjakym casem.

Ale je fakt, ze napft. teorie diferencovatelnych variet ¢i Lieovych grup se boutlivé
rozviji diky fyzice. I kdyz Lieovy grupy, které se vyskytuji v kvantové teorii, jsou velmi
specialni, potfebuji obecnou teorii.

Obavdm se, Ze ¢as uhdni.
Ano, tim jsem si jist. Ale zpovidany neni nikdy tak unaveny jako zpovidajici.

Budu néco jako Zantovskyj: navrhuji posledni dvé & ti otdzky. Nejsou? Chtél bych
tedy podékovat prof. Choquetovi a ... toto je konec.

_______________________________________________]
Z magnetofonové nahravky besedy konané na katedie matematické analyzy MFF UK v Praze
25.10.1990 prepsal, prelozil a upravil Mirko Rokyta.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 37 (1992), ¢. 1, 30—42.
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Vade Magnificence, spectabiles, vaZeni hosté, kolegové a pratelé,

nejprve bych vam chtél podékovat za prekrasny ceremonidl, ktery jste usporédali na
mou pocest v této nadherné historické budové. Dékuji rovnéz za pratelské laudatio,
které proslovil dékan Matematicko-fyzikalni fakulty Ivan Netuka.

Dues méam piilezitost vam sdélit, Ze mdj zdjem G¢astnit se konferenci organizovanych
vadi skupinou matematické analyzy, at se konaly v Praze nebo uprostied zalesnénych
kopcti na Pasekich ¢ v Koutech, pramenil nejenom z moznosti setkavat se s vyznam-
nymi kolegy, ale rovnéz z touhy znovu pocitovat vielé ceské pratelstvi.

Prahu jsem poprvé objevil v ddvné minulosti, kdyZz jsem zde v kvétnu roku 1946 na
tyden prerusil dlouhou cestu kodrcavym vlakem, jenz mé pomalu unasel do VarSavy
a Krakova, kde jsem mél s polskymi matematiky navazat styky zpfetrhané valkou.
Praha, tehdy plnd nadé&je, si zainala hojit rany. Setkal jsem se tu s geometrem Véc-
lavem Hlavatym zabyvajicim se teorii relativity, nikoliv vSak s topologem Eduardem
Cechem, jeho# price jsem znal.

Pozdé&ji, na konferenci uspofddané na poéest nedévno zesnulého matematika Stefana
Banacha, na niz se sjelo do Wroclavi mnoho Polaki a Cechoslovakil, jsem se seznamil
s vitalnim a vtipnym Vojtéchem Jarnikem z Prahy. Diky jemu jsem se mnohem pozdé&ji
dozvédél z jeho knizky vydané ke dvoustému vyro¢i Bernarda Bolzana, narozeného
v Praze 5. fijna 1781, Ze Bolzano,




zndmy viem nasim studentiim diky slavné Bolzano-Weierstrassové vété, predevsim
nebyl Ttal, dale Ze byl prvnim objevitelem paradoxnich pfikladi, a také to, Ze tento
knéz, ¢asto pronasledovany pro své pokrokové socidlni mysleni, ale rovnéZ ¢asto pod-
porovany, byl filozofem a vynikajicim logikem s velkou geometrickou intuici.
Bolzantiv zivot dokazuje, e srdce Prahy jiz tehdy bilo ve stejném rytmu jako srdce

nérodii, jakymi jsou Francie, Némecko a Anglie. Ale to platilo i o 200 let d¥ive, kdy
Praha ¢asto poskytovala azyl, jak tomu bylo napiiklad u slavného danského astronoma
Tycho Brahe, ktery se do Prahy uchylil v roce 1600, aby zde pokracoval ve své praci.
Téchto nékolik piikladii dobie dokresluje skuteénost, ze eské zemé po dlouha staleti,
v dobrém i ve zlém, mély své dvefe Siroce otevieny do Evropy. Jednou obohatila
Evropa je, jindy tomu bylo obracené.

Dovolte mi nyni nékolik osobnich postfehti, které tento vzajemny prinos ilustruji.
V roce 1956 byl na Ecole Normale Supérieure piijat vynikajici mlady Cech Ivan
Kupka, jehoZ rodina se kratce predtim piistéhovala do Pafize. Jeho spoluzaci s idivem
sledovali tohoto mimofadné nadaného studenta odjinud, ktery uz pred piijetim na tuto
gkolu znal veskerd v té dobé vydana dila Bourbakiho.

O deset let pozd&ji jsem 7ivé korespondoval se Zdefikem Frolikem, jinym mladym Ce-
chem, jeho# prace navazovala na moji. K nasemu prvnimu setkani doglo v bieznu 1968
v Rimé na jedné mezinérodni konferenci, ktera tispésné probéhla vzdor studentskym
nepokojtim. Jednou odpoledne jsme s Frolikem sedéli v fimské hosptidee a hovofili o
matematice i o studentskych nepokojich, kdyz mi fekl: Vy ve Francii, na rozdil od
nas, nevite, co je opravdova svoboda . Rozhovor se odehrél jen nékolik mésicti pred
21. srpnem 1968.




Tento kratky vycet uzaviu jménem mladého a skvélého odbornika v matematické ana-
lyze, ktery vystudoval v Cechich a jemuz jsem s poté&Senim naslouchal na pfednéskich
v Pafizi nebo v Anglii. Jde o Davida Preisse, jehoz odchodu do zahrani¢i rodnd zemé
miuze zelet. Jeho prace v8ak nadale budi victu k ¢eské matematické skole.
Zivotaschopnost predstaviteli Geské matematické analyzy je uznavina mimo hranice

Ceské republiky ze zcela jiného dfivodu. Pfitomni matematici ten pifbéh znaji, ale rad
bych jej pfipomenul.

Funkcionalni analyza i teorie potencialu se v bouflivych povalecnych létech v Praze
prosazovala pomalu a postupné. Zdé se mi, ze zahradnikem, jemuz se podarfilo tuto
rostlinu v Sedesatych letech ispésné naroubovat, byl profesor Jan Marik, ktery spravné
pochopil plodotvornou ulohu teorie potencialu, zrozené ve hvézdiach s Newtonem,
Laplacem a Poincarém. Tento $tép ve svych pravidelnych seminafich systematicky
oSetfoval Josef Kral spolu s aktivnim jadrem profesort, které kolem sebe shromazdil:
Jaroslavem Lukesem, Jifim Veselym, Ivanem Netukou.

Z jejich iniciativy se rok co rok pofadaly jarni a letni Skoly, které si zdhy vydobyly
mezindrodni ohlas a pritahovaly renomované prednasejici a védce ze viech evropskych
i mimoevropskych zemi.

Co je ale ona teorie potencialu, o niz jsem se nékolikrat zminil a jiz jsem vénoval
valnou ¢ast své badatelské ¢innosti? Kli¢ovych slov, kterd nachézime ve vSech pracich
na toto téma, je mnoho a pro odborniky jsou velmi vymluvna: role ostrych hrotd,
kondenzétor, kapacita, Faradayova klec, balayage (vymetdni), rovnovazny stav, tok,
energie, evoluce atd. Bez matematické definice v3ak tato slova maji nddech zahadnosti.




Reknu tedy pouze, Ze atraktivitu teorie potencidlu lze vysvétlit stejné jako v p¥ipadé
jiné matematické teorie, ktera se neddvno stala popularni diky diikazu velké Fermatovy
véty, totiz teorie ¢isel. V obou téchto teoriich lze sloZité problémy formulovat v jed-
noduchych, a tudiz fascinujicich terminech a pfitom Feeni t&chto problémt vyZaduje
jak uziti nastroji znamych, tak i vytvofeni nastroji a pojmi novych.

Nase teorie je zaroven prubifskym kamenem osvédéenych nastroji i vhodnou prilezi-
tosti k vytvareni novych a netekanych vztaht k jingm teoriim. Husty strom rozlié¢nych
matematickych disciplin takto koSati, pritom se ale zjednodusuje a stava se z néj strom
matematiky jediné.

Pokusil jsem se poodhalit zdvoj zakryvajici pfed zraky laiki trpélivou préaci ry-
tifd natolik oddanych této prekréasné teorii, Ze se po cely zivot vénuji nékteré nebo
nékterym z jejich metamorféz: harmonické analyze, linedrnim eliptickym rovnicim,
Dirichletovym prostorim, distribucim, kapacitdm atd.

RAd bych sviij proslov nyni ukonéil zminkou o osobnosti ¢lovéka, ktery mé po svém
boku umoznil vstoupit do Sirokych aleji teorie potencidlu. Kdyz jsem v roce 1947
dostal v Krakové nabidku stat se docentem v Grenoblu v blizkosti Marcela Brelota,
netusil jsem, ze mé trpélivé zasvéti do nékterych svich matematickych problémii,
jako je napiiklad vyjasnéni vztahu mezi vnitini a vngjs{ kapacitou. Sdm jsem o teorii
potencidlu védél jen to, co mé nauéil pfitel Jacques Deny v roce 1944 pii sepisovani
spoleéného ¢lanku, ale Brelot umél byt trpélivy.

Vsichni odbornici na teorii potencidlu znaji skvost zvany Brelotovy harmonické
prostory, ale maéloktery z nich poznal Brelota zblizka jako ¢lovéka. Jeho skromnost,
obrovskou intelektudlni poctivost, snahu z kazdého dostat to nejlepsi, jeho odpor viéi
kariérismu.

Pat#i k lidem, jejichz povahu jsem nejvice obdivoval.
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