
CHOQUETOVA TEORIE, HRANICE A APLIKACE

PŘEHLED HLAVNÍCH VĚT

1. Aperitiv - Korovkinova věta

Věta 1 (Korovkinova). Necht’ {Tn} je posloupnost nezáporných lineárńıch operátor̊u
na prostoru C([0, 1]) a p0, p1, p2 polynomy definované pro x ∈ [0, 1) jako pj : x 7→ xj,
j = 0, 1, 2. Jestlǐze Tnpj ⇒ pj na [0, 1] pro j = 0, 1, 2, potom Tnf ⇒ f na [0, 1] pro
každou funkci f ∈ C([0, 1]).

D̊ukaz. Důkaz založen na lemmatu: Bud’ f ∈ C([0, 1]) a ε > 0. Potom existuje
M > 0 tak, že

|f(x)− f(y)| ≤ ε + M |x− y|2 , x, y ∈ [0, 1] .

�

2. Funkčńı prostory

Věta 2 (Kĺıčové lemma). Bud’ f ∈ C(K) a x ∈ K. Potom

[f∗(x), f∗(x)] = {µ(f) : µ ∈Mx(H)} .

Věta 3. Označ́ıme–li H∗ := {f ∈ C(K) : f∗ = f∗ naK}, je Ac(H) = H∗.
Věta 4 (Bauer). Bod x lež́ı v Choquetově hranici ChH(K), právě když f∗(x) =
f∗(x) pro každou f ∈ C(K).

Věta 5. H–exponované body lež́ı v Choquetově hranici.

Lemma 6. Bud’ f ∈ Ac(H) a ε > 0. Potom existuje w ∈ W(H) tak, že

f ≤ w ≤ f + ε na K .

Věta 7 (Svazová verze Stone–Weierstrassovy věty). Bud’ K kompakt a B ⊂⊂ C(K)
svaz obsahuj́ıćı konstanty a odděluj́ıćı body K. Potom B je hustý v C(K).

Věta 8. Necht’ Kor(H) znač́ı Korovkin̊uv uzávěr H. Potom H∗ = Ac(H) ⊂ Kor(H).
Je-li kompakt K metrizovatelný, je H∗ = Ac(H) = Kor(H).

Věta 9. Necht’ K je metrizovatelný kompakt. Potom Kor(H) = C(K), právě když
ChH(K) = K.

Věta 10 (Fejér, 1910). Necht’ f ∈ P(2π) a necht’ Tnf znač́ı aritmetický prúměr n
častečných součt̊u Fourierovy řady f . Potom Tnf → f stejnoměrně na [0, 2π] pro
každou f ∈ C(2π).

Věta 11 (Řešeńı Dirichletovy úlohy pro jednotkový kruh v C). Bud’ f ∈ C(2π) a

u(r, ϕ) :=
1
2π

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(ϕ− s) + r2
f(s) ds

pro r ∈ (0, 1) a ϕ ∈ [0, 2π]. Potom ∆u = 0 na {z ∈ C : |z| < 1 a

lim
r→1−

u(r, ϕ) = f(ϕ) stejnoměrně na [0, 2π] .

D̊ukaz. Důkaz pouze naznačen. �

1
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3. H–konvexńı funkce

Věta 12. Systém E všech uzavřených H–extremálńıch množin je uzavřený na tvořeńı
konečných sjednoceńı a libovolných pr̊unik̊u.

Lemma 13. Bud’ F ⊂ K uzavřená H–extremálńı množina a f ∈ Slsc(H). Potom
množina {x ∈ F : f(x) = min f(F )} je H–extremálńı.

Věta 14. Je–li ∅ 6= F ⊂ K uzavřená H–extremálńı množina, je F ∩ ChH(K) 6= ∅.
Speciálně, ChH(K) 6= ∅.

Věta 15 (Bauer̊uv princip minima). Bud’ f ∈ Slsc. Je–li f ≥ 0 na ChH(K), je
f ≥ 0 na K.

4. Konvexńı př́ıklad funkčńıho prostoru

Věta 16. Bud’ E lokálně konvexńı prostor a K ⊂ E kompaktńı množina. Potom
prostor E∗ + R � X je hustý v Ac(X).

Př́ıklad. Př́ıklad prostoru, pro nějž E∗ + R � X 6= Ac(X).

Věta 17 (Kraus, 2009). V každém nekonečně–dimenzionálńım Banachově prostoru
E existuje kompaktńı konvexńı množina X taková, že E∗ + R � X 6= Ac(X).

Věta 18. Bud’ E lokálně konvexńı prostor, X ⊂ E kompaktńı konvexńı množina,
x ∈ X a µ ∈M1(X). Potom x je těžǐstěm µ, právě když

f(x) =
∫

X

f dµ pro každý funkcionál f ∈ E∗, .

Věta 19. Bud’ E lokálně konvexńı prostor, K ⊂ E kompaktńı množina a x ∈ K.
Potom x ∈ co K, právě když existuje µ ∈M1(K), jej́ımž těžǐstěm je x.

Věta 20. Bud’ E lokálně konvexńı prostor, K ⊂ E kompaktńı množina taková, že
X := co K je kompakt. Je–li µ ∈ M1(K), existuje právě jedno x ∈ X tak, že x je
těžǐstěm rµ mı́ry µ.

Zobrazeńı µ 7→ rµ :
(
(M1(K), w∗) → X

)
je spojité, afinńı a surjektivńı.

Věta 21. Bud’ K kompaktńı prostor. Potom M1(K) je w∗–kompaktńı konvexńı
množina a

extM1(K) = {εx : x ∈ K} .

Věta 22 (Bauer, 1958). Bud’ E lokálně konvexńı prostor a X ⊂ E kompaktńı
konvexńı množina. Potom

ChH(X) = ext X .

Věta 23 (Krejn–Milman). Bud’ E lokálně konvexńı prostor a X ⊂ E kompaktńı
konvexńı množina. Potom X = co extX.

Věta 24. Bud’ K kompakt a µ ∈ M1(K). Potom existuje net {µα} molekulárńıch

měr na K tak, že µα
w∗→ µ.

Věta 25. Bud’ E lokálně konvexńı prostor, X ⊂ E kompaktńı konvexńı množina a
x ∈ X. Potom x ∈ co extX, právě když existuje µ ∈Mx(X) tak, že sptµ ⊂ ext X.

Věta 26 (Klee, 1959). Bud’ B Banach̊uv prostor nekonečné dimenze a K(B) prostor
všech neprázdných kompaktńıch konvexńıch podmnožin B opatřený Hausdorffovou
metrikou. Potom K(B) je úplný a množina {K ∈ K(B) : extK 6= K} je 1. kategorie.

D̊ukaz. BD �

Věta 27. Bud’ E lokálně konvexńı prostor, X ⊂ E kompaktńı konvexńı množina a
F ⊂ X uzavřená. Potom F je extremálńı v X, právě když F je Ac(X)–extremálńı.
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Věta 28. Bud’ E lokálně konvexńı prostor, X ⊂ E kompaktńı konvexńı množina a
f ∈ C(X). Potom f je afinńı na X, právě když f je Ac(X)–afinńı.

Věta 29 (Milman). Bud’ E lokálně konvexńı prostor a B ⊂ E taková množina, že
X := co B je kompakt. Potom ext X ⊂ B.

Věta 30. Bud’ E lokálně konvexńı prostor a X ⊂ E metrizovatelná kompaktńı
konvexńı množina. Potom existuje kompaktńı konvexńı množina M ⊂ `2 a afinńı
homeomorfńı zobrazeńı množiny X na M .

5. Harmonický př́ıklad funkčńıho prostoru

Věta 31 (Keldyš, 1941). Bud’ U ⊂ Rn otevřená omezená a

H(U) := {f ∈ C(U) : f � U ∈ H(U)} .

Potom H(U) je funkčńı prostor a existuje právě jeden lineárńı nezáporný operátor
A : C(∂U) → H(U) takový, že

A(h � ∂U) = h � U kdykoliv h ∈ H(U) .

D̊ukaz. BD �

Věta 32. Bud’ U ⊂ Rn otevřená omezená.

(a) Pro z ∈ ∂U jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı:
(i) z ∈ Ureg,
(ii) z ∈ ChH(U)(U),
(iii) z je H(U)–exponovaný.

(b) Pro každé x ∈ U existuje právě jedna mı́ra µx ∈Mx

(
H(U)

)
tak, že

µx

(
U \ ChH(U)(U)

)
= 0 .

Pokud x ∈ U , je µx = µU
x . Speciálně, µU

x (∂U \ Ureg) = 0.

D̊ukaz. BD �

Věta 33. Bud’ U ⊂ Rn otevřená omezená a z ∈ ∂U . Potom existuje právě jedna
mı́ra µU

z ∈M1(∂U) tak, že

µU∪Vn
z

w∗→ µU
z

pro každou posloupnost {Vn} otevřených okoĺı bodu z takových, že Vn ↘ {z}.

D̊ukaz. BD �

6. Choquetova věta o reprezentaci

(metrizovatelný př́ıpad)

Věta 34. Bud’ K metrizovatelný kompakt. Potom na K existuje striktně H–konvexńı
funkce.

Věta 35. Bud’ H funkčńı prostor na metrizovatelném kompaktu K. Potom ChH(K)
je Gδ–množina.

Věta 36 (Choquetova o reprezentaci). Bud’ H funkčńı prostor na metrizovatelném
kompaktu K a x ∈ K. Potom existuje mı́ra µ ∈Mx(H) nesená ChH(K).

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx KONEC ZIMNÍHO SEMESTRU xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
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7. Maximálńı mı́ry

Věta 37 (Vlastnosti Sc(H)). Bud’ H funkčńı prostor na kompaktu K. Potom:
(a) Sc(H) tvoř́ı min–stabilńı konvexńı kužel,
(b) Sc(H) - Sc(H) je hustý v C(K),
(c) f = f∗ pro každou f ∈ Sc(H),
(d) je–li f shora omezená na K, je

f∗ = inf{s : s ∈ Sc(H), s ≥ f na K},
(e) je–li f omezená shora na K, je

µ(f∗) = inf{µ(s) : s ∈ Sc(H), s ≥ f na K}.

Věta 38. Bud’ x ∈ K a µ ∈M1(K). Potom

εx ≺ µ ⇐⇒ µ ∈Mx(H) .

Věta 39. Bud’ f ∈ C(K) a λ ∈M1(K). Potom

[λ(f∗), λ(f∗)] = {µ(f) : λ ≺ µ}.

Věta 40 (Mokobodzkého charakteristika maximálńıch měr). Bud’ λ ∈ M1(K).
Potom je ekvivalentńı:

(i) λ je maximálńı,
(ii) λ(f) = λ(f∗) pro každou f ∈ C(K),
(iii) λ(k) = λ(k∗) pro každou k ∈ Kc(H).

Věta 41. Bud’ H funkčńı prostor na metrizovatelném kompaktu K, h ∈ Kc(H)
striktně H–konvexńı funkce na K a λ ∈M1(K). Potom je ekvivalentńı:

(i) λ je maximálńı,
(ii) λ(h) = λ(h∗),
(iii) λ

(
K \ ChK(H)

)
= 0.

Věta 42 (Choquet–Bishop–de Leeuw). Bud’ H funkčńı prostor na kompaktu K a
µ ∈M+(K). Potom existuje maximálńı mı́ra λ ∈M+(K) tak, že µ ≺ λ.

D̊ukaz. Důkaz pro metrizovatelný kompakt K, pro nemetrizovatelný pouze náznak
použit́ım Zornova lemmatu. �

Lemma 43. Necht’ f je shora polospojitá na K. Potom
(a) je-li x ∈ K, existuje µ ∈Mx(H) tak, že f∗(x) = µ(f),
(b) f∗ = inf{s : s ∈ Slsc(H) , s ≥ f na K}.

8. Simpliciálńı prostory

Věta 44 (Boboc–Cornea, 1967). Bud’ K kompaktńı prostor a F konvexńı množina
zdola polospojitých funkćı na K. Je ekvivalentńı:

(i) existuje f ∈ F tak, že f > 0 na K,
(ii) je-li µ ∈M+(K), µ 6= 0, potom existuje g ∈ F tak, že µ(g) > 0.

Věta 45. Bud’ H funkčńı prostor na kompaktu K, g shora polospojitá na K a
f ∈ Slsc(H). Je-li g ≤ f na K, existuje s ∈ Sc(H) tak, že g ≤ s ≤ f na K.

Lemma 46. Bud’ H funkčńı prostor na kompaktu K.
(a) Je-li f ∈ Kusc(H), potom

f = inf{k : k ∈ Kc(H) , k ≥ f na K} .

V př́ıpadě metrizovatelného kompaktu K, existuje posloupnost {kn} v Kc(H)
tak, že kn ↘ f na K.
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(b) Jsou-li µ, ν ∈ M1(K), potom µ ≺ ν, právě když µ(k) ≤ ν(K) pro každou
funkci k ∈ Kusc(H).

Lemma 47. Bud’ H simpliciálńı funkčńı prostor na kompaktu K. Potom
(a) je-li µ ∈Mx(H), je µ ≺ δx,
(b) f∗ = Hf na K pro každou funkci f ∈ Kusc(H).

Věta 48. Bud’ H funkčńı prostor na kompaktu K. Je ekvivalentńı:
(i) H je simpliciálńı,
(ii) f∗ je H–afinńı pro každou funkci f ∈ Kc(H),
(iii) f∗ je H–afinńı pro každou funkci f ∈ Kusc(H).

Věta 49 (Edwardsova vkládaćı věta, 1965). Bud’ H funkčńı prostor na kom-
paktu K. Je ekvivalentńı:

(i) H je simpliciálńı,
(ii) jsou-li s ∈ Kc(H), t ∈ Sc(H), s ≤ t na K, potom existuje h ∈ Ac(H) tak,

že s ≤ h ≤ t na K,
(iii jsou-li s ∈ Kusc(H), t ∈ Slsc(H), s ≤ t na K, potom existuje h ∈ Ac(H)

tak, že s ≤ h ≤ t na K.

Poznámka. Poznámka o Tong–Katětovově charakterizaci normálńıch prostor̊u.

Věta 50. Bud’ H funkčńı prostor na kompaktu K. Potom
(a) je-li H simpliciálńı, je slabá Dirichletova úloha řešitelná,
(b) je-li slabá Dirichletova úloha řešitelná a K je metrizovatelný, je H sim-

pliciálńı.

9. Aplikace

Věta 51 (Hermite–Hadamardova nerovnost). Bud’ f : [0, 1] → R spojitá konvexńı
funkce. Potom

f
(a + b

2

)
leq

1
b− a

∫ b

a

f ≤ f(a) + f(b)
2

.

D̊ukaz. Důkaz jako ilustrace Choquetovy teorie. �

Věta 52 (Rainwater, 1963). Bud’ E Banach;v prostor a x, xn ∈ E. Potom je
ekvivalentńı:

(i) xn
w→ x,

(ii) posloupnost {xn} je omezená a f(xn) → f(x) pro každé f ∈ ext BE∗ .

Věta 53 (Arens–Kelley). Bud’ K kompakt. Potom

ext BM(K) = {εx : x ∈ K} ∪ {−εx : x ∈ K} .

Věta 54. Bud’ K kompakt a f, fn ∈ C(K). Potom je ekvivalentńı:

(i) fn
w→ f ,

(ii) posloupnost {fn} je omezená a fn → f bodově na K.

Věta 55. Bud’ E Banach̊uv prostor. Potom ext BE∗ je Jamesova hranice.

Věta 56. (a) Existuje Banach̊uv prostor E a v něm Jamesova hranice B tak,
že B ∩ ext BE∗ = ∅.

(b) Je–li B Jamesova hranice Banachova prostoru E a {xn} omezená posloup-
nost v E, potom

xn
w→ x, právě když f(xn) → f(x) pro každé f ∈ B .

D̊ukaz. BD. �
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Věta 57. Bud’ K kompakt. Potom zobrazeńı

Φ : x 7→ εx : K →M1(K)

je homeomorfizmus K na (extM1(K), w∗).

Věta 58 (Banach–Stone). Bud’te K a L kompaktńı prostory. Potom prostory C(K)
a C(L) jsou izometricky–izomorfńı, právě když K a L jsou homeomorfńı.

Věta 59. Bud’ H funkčńı prostor na kompaktu K. Potom je ekvivalentńı:
(i) H je Bauer̊uv simpliciálńı prostor,
(ii) je–li f ∈ C

(
ChH(K)

)
, existuje hf ∈ Ac(H) tak, že f = hf na ChH(K).

Věta 60. Pro K kompakt je prostor M1(K) Bauer̊uv simplex.

Věta 61. Bud’ X kompaktńı konvexńı podmnožina lokálně konvexńıho prostoru.
Jestlǐze X je Bauer̊uv simplex, potom existuje kompakt K tak, že X je afinně ho-
meomorfńı s (M1(K), w∗).
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