CHOQUETOVA TEORIE, HRANICE A APLIKACE

PREHLED HLAVNICH VET

1. Aperitiv - Korovkinova véta

Véta 1 (Korovkinova). Necht {T,} je posloupnost nezdpornych linedrnich operdtorii
na prostoru C([0,1]) a po, p1,p2 polynomy definované pro x € [0,1) jako p; : x — a7,
j=0,1,2. Jestlize T,,p; = p; na [0,1] pro j =0,1,2, potom T,,f = f na [0,1] pro
kazdou funkci f € C([0,1]).

Diikaz. Dikaz zaloZzen na lemmatu: Bud f € C([0,1]) a € > 0. Potom existuje
M > 0 tak, ze

[f(2) = f)l <e+ Mz -y, z,y€[0,1].

2. Funkéni prostory

Véta 2 (Klicové lemma). Bud f € C(K) ax € K. Potom
[fel@), 7 (@)] = {u(f) : € Ma(H)}.
Véta 3. Oznacime—li H* :={f € C(K) : f. = f*na K}, je A°(H) = H*.
Véta 4 (Bauer). Bod z lezi v Choquetové hranici Chy(K), prdvé kdyz f.(z) =
f*(x) pro kazdou f € C(K).
Véta 5. H-exponované body lezi v Choquetové hranici.
Lemma 6. Bud f € A°(H) a e > 0. Potom existuje w € W(H) tak, Ze
ffw<f4+e naK.

Véta 7 (Svazovd verze Stone-Weierstrassovy véty). Bud K kompakt a B CC C(K)
svaz obsahugici konstanty a oddélugici body K. Potom B je husty v C(K).

Véta 8. Necht Kor(H) znaci Korovkiniv uzdvér H. Potom H* = A°(H) C Kor(H).
Je-li kompakt K metrizovatelny, je H* = A°(H) = Kor(H).

Véta 9. Necht K je metrizovatelny kompakt. Potom Kor(H) = C(K), prdvé kdyz
Chy(K) = K.

Véta 10 (Fejér, 1910). Nechf f € P(2w) a necht Ty, f znaéi aritmeticky primeér n
¢astecngjch souctiu Fourierovy Tady f. Potom T,f — f stejnomérné na [0,27] pro
kazdou f € C(2m).

Véta 11 (Redeni Dirichletovy tilohy pro jednotkovy kruh v C). Bud f € C(27) a
1 [ 1—1r?
utrie) = 5 [ f(s)ds
0

27 1—2rcos(p —s) + r?
pror € (0,1) a ¢ € [0,27]. Potom Au=0na{z€C:|z|<1la

hr{l u(r,p) = f(p) stejnomérné na [0,27].

Diikaz. Dukaz pouze naznacen. O
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3. H—konvexni funkce

Véta 12. Systém E vsech uzavrenych H—extremdlnich mnozZin je uzavieny na tvorent
koneéngch sjednoceni a libovolngch pruniki.

Lemma 13. Bud F C K uzaviend H-extremdlni mnoZina a f € S*¢(H). Potom
mnozina {x € F : f(z) = min f(F)} je H-extremdin.

Véta 14. Je-li ) # F C K uzaviend H-extremdlni mnoZina, je F N Chy(K) # (.
Specidlné, Chy (K) # 0.

Véta 15 (Bauertv princip minima). Bud f € 8'*¢. Je-li f > 0 na Chy(K), je
f>0na K.

4. Konvexni piiklad funkéniho prostoru

Véta 16. Bud E lokdlné konvexni prostor a K C E kompaktni mnoZina. Potom
prostor E* + R [ X je husty v A°(X).

Piiklad. Pifklad prostoru, pro ngjz E* + R [ X # A¢(X).

Véta 17 (Kraus, 2009). V kaZdém nekonecéné—dimenziondlnim Banachové prostoru

E existuje kompaktni konvexni mnoZina X takovd, Ze E* + R | X # A°(X).

Véta 18. Bud E lokdlné konvezni prostor, X C E kompaktni konvexni mnozina,

f(z) = / fdu  pro kazdy funkciondal f € E*,.
b's

Véta 19. Bud E lokdlné konvexni prostor, K C E kompaktni mnoZina a x € K.

Véta 20. Bud E lokdlné konvezni prostor, K C E kompaktni mnoZina takovd, Ze
X :=c0K je kompakt. Je-li p € MY(K), existuje prdvé jedno x € X tak, Ze x je

Zobrazeni ji— 1, ((./\/ll(K),w*) — X) je spojité, afinni a surjektivni.

Véta 21. Bud K kompaktni prostor. Potom M (K) je w*-kompaktni konvexni
mnozina a

ext MY (K) ={e, :z € K}.

Véta 22 (Bauer, 1958). Bud E lokdiné konvexni prostor a X C E kompaktni
konvexni mnoZina. Potom
Chy(X) =ext X .

Véta 23 (Krejn—Milman). Bud E lokdiné konvezni prostor a X C E kompaktni
konvexni mnoZina. Potom X =¢co ext X.

Véta 24. Bud K kompakt a p € M*(K). Potom ezistuje net {1, } molekuldrnich
meér na K tak, Ze jio = pu.

Véta 25. Bud E lokdlné konvexni prostor, X C E kompaktni konverni mnoZina a
xz € X. Potom z € to ext X, prdvé kdyz existuje p € My (X) tak, Ze spt p C ext X.

Véta 26 (Klee, 1959). Bud B Banachiiv prostor nekonecéné dimenze a K(B) prostor
vSech meprdzdnych kompaktnich konvexnich podmnozin B opatieny Hausdorffovou
metrikou. Potom KC(B) je dplnyg a mnozina {K € IC(B) : extK # K} je 1. kategorie.

Dikaz. BD O

Véta 27. Bud E lokdlné konvexni prostor, X C E kompaktni konvezni mnoZina a
F C X uzavrend. Potom F je extremdlni v X, prdvé kdyz F je A°(X)—extremdlnd.
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Véta 28. Bud E lokdlné konvexni prostor, X C E kompaktni konvexni mnoZina a
feC(X). Potom f je afinni na X, prdavé kdyz f je A°(X)—afinnd.

Véta 29 (Milman). Bud E lokdlné konvexni prostor a B C E takovd mnozina, Ze
X :=co B je kompakt. Potom ext X C B.

Véta 30. Bud E lokdiné konverni prostor a X C E metrizovatelnd kompaktni
konvexni mnozina. Potom existuje kompaktni konvexni mnozina M C (% a afinn{
homeomorfni zobrazeni mnoziny X na M.

5. Harmonicky pfiklad funkéniho prostoru

Véta 31 (Keldys, 1941). Bud U C R™ oteviend omezend a
HU):={feCU):fIUecHU)}.
Potom H(U) je funkéni prostor a existuje prdvé jeden linedrni nezdporny operdtor
A:C(0U) — H(U) takovy, Ze
AR [OU)=h[U kdykoliv heH(U).
Diikaz. BD |

Véta 32. Bud U C R™ oteviend omezend.

(a) Pro z € QU jsou ndsledujici vgroky ekvivalentni:
(i) 2z € Usegs
(i) = € Chys(en) (D),
(iii) z je H(U)—exponovany.
(b) Pro kazdé x € U eistuje prdvé jedna mira p, € M, (H(U)) tak, Ze

tte (U \ Chygry(U)) =0.
Pokud x € U, je p, = pg . Specidiné, pY (0U \ Uyeq) = 0.
Dikaz. BD O

Véta 33. Bud U C R"™ oteviend omezend a z € OU. Potom existuje prdvé jedna
mira pg € MY (OU) tak, Ze

Uuv,
Hz

pro kazdou posloupnost {V,,} oteviengch okoli bodu z takovych, Ze Vi, \, {z}.

U

w*
s

Diikaz. BD 0

6. Choquetova véta o reprezentaci
(metrizovatelny piipad)
Véta 34. Bud' K metrizovatelnyj kompakt. Potom na K emistuje strikiné H—konvezni
funkce.

Véta 35. Bud H funkénd prostor na metrizovatelném kompaktu K. Potom Chy (K)
je Gs—mnoZina.

Véta 36 (Choquetova o reprezentaci). Bud H funkéni prostor na metrizovatelném
kompaktu K a x € K. Potom ezistuje mira p € My(H) nesend Chy(K).

xxoooaxooaxxxoak KONEC ZIMNTHO SEMESTRU XX XXX XXKKK
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7. Maximalni miry

Véta 37 (Vlastnosti S¢(H)). Bud H funkénd prostor na kompaktu K. Potom:

()
(b)
()

)

S¢(H) tvom min-stabilni konvexni kuZel,
S°(H) - S°(H) je husty v C(K),
f = f* pro kazdou f € S¢(H),

(d) je-li f shora omezend na K, je

fr=inf{s:se S(H),s > f na K},
(e) je—li f omezend shora na K, je
w(f*) =1inf{u(s) : s € S(H),s > f na K}.
Véta 38. Bud v € K a p € MY(K). Potom
Ex = <= peM;(H).

Véta 39. Bud f € C(K) a A € M (K). Potom

AL, AN = {u(f) : A < ).
Véta 40 (Mokobodzkého charakteristika maximélnich mér). Bud A\ € M!(K).
Potom je ekvivalentni:
(i) A je mazimdlng,
(il) A(f) = A(f*) pro kazdou f € C(K),
(iii) A(k) = A(k*) pro kaZdou k € K°(H).
Véta 41. Bud H funkéni prostor na metrizovatelném kompaktu K, h € K(H)
striktné H-konvezni funkce na K a X € MY(K). Potom je ekvivalentni:
(i) A je mazimdlng,
(i) A(h) = A(h7),
(iii) A(K \ Chg(H)) = 0.
Véta 42 (Choquet—Bishop-de Leeuw). Bud H funkéni prostor na kompaktu K a
u € MT(K). Potom existuje mazimdlni mira X € MT(K) tak, Ze p < \.

Diikaz. Dukaz pro metrizovatelny kompakt K, pro nemetrizovatelny pouze ndznak

pouzitim Zornova lemmatu. (|

Lemma 43. Nech? f je shora polospojitd na K. Potom
(a) je-li v € K, existuje 1 € M(H) tak, Ze f*(x) = p(f),
(b) f*=inf{s:s € S¥(H), s> fnaK}.

8. Simplicialni prostory

Véta 44 (Boboc-Cornea, 1967). Bud K kompakini prostor a F konvezni mnoZina
zdola polospojitych funkci na K. Je ekvivalentni:

(i) ewistuje f € F tak, Ze f >0 na K,
(ii) je-li p € MT(K), pn # 0, potom ezistuje g € F tak, Ze u(g) > 0.

Véta 45. Bud H funkéni prostor na kompaktu K, g shora polospojitd na K a
f €SB(H). Je-li g < f na K, existuje s € S°(H) tak, ¢ g < s < f na K.

Lemma 46. Bud H funkéni prostor na kompaktu K.
(a) Je-li f e K“(H), potom
=inf{k: ke K(H), k> fnaK}.

V pripadé metrizovatelného kompaktu K, existuje posloupnost {kn} v K(H)
tak, zZe k, \, f na K.
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(b) Jsou-li p,v € MY(K), potom p < v, prdvé kdyz pu(k) < v(K) pro kazdou
funkci k € K**¢(H).
Lemma 47. Bud H simplicidlni funkéni prostor na kompaktu K. Potom
(a) je-li p € My (H), je pp < 0z,
(b) f*=Hy na K pro kazdou funkci f € K**°(H).
Véta 48. Bud H funkénd prostor na kompaktu K. Je ekvivalentni:
(i) H je simplicidlnd,
(ii) f* je H-afinni pro kazdou funkci f € K°(H),
(iil) f* je H-afinni pro kazdou funkci f € K“$¢(H).
Véta 49 (Edwardsova vklddaci véta, 1965). Bud H funkéni prostor na kom-
paktu K. Je ekvivalentni:
(i) H je simplicidlni,
(ii) jsou-li s € K°(H), t € S°(H), s <t na K, potom existuje h € A°(H) tak,
e s<h<tnakK,
(iii jsou-li s € K*°(H), t € S¥*(H), s <t na K, potom ezistuje h € A°(H)
tak, Ze s < h <t na K.
Pozndamka. Poznamka o Tong-Katétovové charakterizaci normélnich prostoru.

Véta 50. Bud H funkéni prostor na kompaktu K. Potom
(a) je-li H simplicidlni, je slabd Dirichletova iloha Tesitelnd,
(b) je-li slabd Dirichletova iloha Tesitelnd a K je metrizovatelny, je H sim-
plicidlni.

9. Aplikace

Véta 51 (Hermite-Hadamardova nerovnost). Bud f : [0,1] — R spojitd konvexni

funkce. Potom
a+b 1 f(a) + f(b)
(5 )leqm/a e

Drikaz. Dukaz jako ilustrace Choquetovy teorie. O

Véta 52 (Rainwater, 1963). Bud E Banach;v prostor a x,z, € E. Potom je
ekvivalentni:

(i) =, >z,
(ii) posloupnost {z,} je omezend a f(xy,) — f(x) pro kazdé f € ext Bg-.

Véta 53 (Arens—Kelley). Bud K kompakt. Potom
ext Byry ={ex 2 € K}U{—e,:x € K}.
Véta 54. Bud K kompakt a f, f, € C(K). Potom je ekvivalentni:
i) fo = f,

(ii) posloupnost {f,} je omezend a f, — f bodové na K.
Véta 55. Bud E Banachiv prostor. Potom ext Bg- je Jamesova hranice.

Véta 56. (a) Ewistuje Banachiv prostor E a v ném Jamesova hranice B tak,
Ze BNext Bg- = 0.
(b) Je-li B Jamesova hranice Banachova prostoru E a {x,} omezend posloup-
nost v K, potom
Tn 5z, prave kdyz f(z,) — f(x) pro kazdé f € B.

Dikaz. BD. O
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Véta 57. Bud K kompakt. Potom zobrazeni
Prare,: K — MY(K)
je homeomorfizmus K na (ext M*(K),w*).
Véta 58 (Banach-Stone). Bud'te K a L kompaktni prostory. Potom prostory C(K)
a C(L) jsou izometricky—izomorfni, prdveé kdyz K a L jsou homeomorfni.

Véta 59. Bud H funkéni prostor na kompaktu K. Potom je ekvivalentni:
(i) H je Bauertv simplicidlnd prostor,

(ii) je-li f € C(Chy(K)), existuje hy € A°(H) tak, Ze f = hy na Chy(K).
Véta 60. Pro K kompakt je prostor M*(K) Baueriv simplez.

Véta 61. Bud X kompaktni konvexni podmnoZina lokdlné konvexniho prostoru.
Jestlize X je Baueruv simplex, potom existuje kompakt K tak, Ze X je afinné ho-
meomorfni s (M (K),w*).

xxxxxxxxxxxooooosx KONEC LETNTHO SEMESTRU XXX XXX XXXXXXX



