TEORIE POTENCIALU

PREHLED HLAVNICH VET

1. Integral pres sféru

Lemma 1. Nechf U C R" je otevrend, z € U, d := dist(z,R*\ U) a f,g € C(U).
Pro r € [0,d) polozme

Potom:

a) zobrazeni f — By je linedrni a nezdporné,
f
b) funkce By md na intervalu [0,d) spojitou derivaci,
f
(c) pokud f = g na S(z, R) pro néjaké R € (0,d), potom B}(R) = By(R).

Véta 2. Pro f € C(B(z,R)) mdme

/B(Z,R) Jdr= /OR(/S(H) de(T)) dr.

Véta 3. Bud U otevrend v R™ a h € C(U). Ndsledugici vijroky jsou ekvivalentni:
(i)
h(z) = M(h;z,r) :=
(if)
h(z) = A(h;z,r) ==

1

nnr"*1

/ fdo, kdykoliv B(z,r)C U,
S(z,r)

1

Wy ™

/ fdx, kdykoliv B(z,r)CU,.
B(z,r)

2. Dirichletova uloha na kouli

Véta 4. Necht u je radidlni funkce na A(y;ri,72). Potom u je harmonickd na
A(y;r1,7r2), pravé kdyz existuji a, B € R tak, Ze

h(t) := a log =gy + 5, teAly;r,re), n=2
. ‘IW*@ te Alyiri,re), n=>3.

Véta 5 (Vlastnosti Poissonova jadra). Bud y € R™ a K Poissonovo jadro koule
B(zg,r). Potom funkce K(.,y) je harmonickd na R™ \ {y}, kladnd na B(xo,r),
anuluje se na S(xo,r) \ {y} a je zdpornd na R™\ B(zg,).
Véta 6 (Vlastnosti Poissonova integrélu). Bud f € £'(S(zo,7),0) ay € S(zo,r).
Poissonuv integrdal Hy funkce f mad ndsledujict vlastnosti:

(a) Hy je harmonickou funkci na B(xo,r).

(b) Hy =1 na B(zo,r).

(¢c) Plati

limsup Hy(z) < limsup f(z).
B(zo,r)3>z—Yy S(zo,r)dz—y

1
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(d) Je-li f spojitd (v rozsireném smyslu) v bodé y, potom

lim  Hyx) = f(y).

B(zg,r)dz—y

3. Harmonické funkce

Véta 7 (Princip maxima). Bud U C R™ omezend oteviend a h € H(U) N C(U).
Potom existuji a,b € OU tak, Ze h(a) < h(x) < h(b) pro kaZdé x € U.

Je-li tedy h =0 na OU, je h =0 na U.
Poznamka. Pro existenci b € U a odvozeni nerovnosti h(x) < h(b) pro kazdé
x € U stacilo predpokladat, Ze h je na U polospojita shora, ze existuji % naU v
kazdém bode U a 7e Ah > 0 na U. ’

Véta 8 (Regularita koule). Je-li h € C(B(xo,r)) N'H(B(xo,7)), je h = H, na
B(xg,T).

Jingmi slovy, ke kazZdé funkci f € C(S(xg,r)) existuje pravé jedna funkce h €
C(B(zo,7)) NH(B(zo,7)) tak, e h = f na U.
Véta 9. Bud U C R™ oteviend, h € H(U), B(zo,r) CU a x € B(zo,r). Potom
1 r? — ||z — xol|?

h(x) = — h(y) do(y) .
(z) P N [y I (y) do(y)

Specidlné, h splnuje sférickou podminku pruméru.

Véta 10 (Princip maxima). Bud Q C R" oteviend souvisld, u € C(R?) a z € Q.
Necht ke kaZdému x € Q existuje 6, > 0 tak, Ze

1
ul) = /S L) (= M)

Hn§n71

pro kazdé 6 € (0,9,). Potom bud u je konstantni na 2 anebo supu se nenabyvd
v Q.
Véta 11. Bud U C R™ oteviend a h € C(U) spliiugici lokdlni podminku sférického
prumeéru. Potom h € H(U). Je-li h € H(U), potom h € C*(U).
Véta 12 (Charakteristiky harmonickych funkei). Bud h spojitd funkce na oteviené
mmnoziné U C R™. Ndsledujici vyjroky jsou ekvivalentni:

(i) h e H(U) (t.j. existugi spojité gi}; aAh=0naU),

J

(ii) ewistugi % a Ah =0 na U,

(iii) h € C>®°(U) a Ah =0,

(iv) h spliuje sférickou podminku prameéru,

(v) h splnuje lokdlni sférickou podminku priméru,
(vi) h spliiuje objemovou podminku pruméru,

(vil) h spliuje lokdlni objemovou podminku priméru.

Véta 13. Bud U C R" oteviend, h € H(U) a o multiindez. Potom 0*h € H(U).

Véta 14 (Picard-Liouville). Jestlize harmonickd funkce h na R™ je zdola (¢ shora)
omezend, pak h je na R™ konstantni.

Véta 15 (Harnackova konvergenéni). Necht {h,} je posloupnost harmonickijch
funkci na otevirené mnozine U C R™. Jestlize h, — h lokdlné stejnomérné na
U, potom h € H(U).
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Lemma 16. Necht U C R™ je oteviend, B(z,r) CU a h > 0 je harmonickd funkce
na U. Jestlize x,y € B(z, ), potom

h(x) <

h(y) —

Véta 17 (Harnackova nerovnost). Necht @ C R™ je souvisld oteviend a K C Q je
kompakt. Potom existuje C > 0 (zdvislé pouze na Q, K,n) tak, Ze

-1 h(z)
C < @ SC;

kdykoliv h > 0 je harmonickd na Q a x,y € K.

n

Véta 18 (Harnackova konvergenéni). Necht Q C R™ je souvisld oteviend a F C
H(2) nahoru usmérnénd mnoZina funkci. Potom bud supF = +oo na Q anebo
sup F € H(Q).

4. Obecna teorie potencialu

Véta 19. Bud Q C X oteviend sowvisld, h € H(), h > 0 na Q. Potom bud’
h(z) > 0 pro kazdé x € Q anebo h =0 na .

Véta 20. Bud B C X reguldrni souvisld mnoZina a f > 0 na OB. Pro x € B
poloZme

F:zw— fduB.
oB
Potom bud’ F € H(B) anebo F = oo na B.

Véta 21. Bud B C X reguldrni souvisld mnoZina, x,y € B a E C dB. Potom:
(a) uZ(E) =0, pravé kdyz uf (E) = 0,
(b) supt uZ = 0B.

5. Hyperharmonické a superharmonické funkce

Véta 22 (Vlastnosti H*(G) a H},.(G)). Bud (X, H) harmonicky prostor a G C X
otevrend. Potom

(a) H*(Q) a H},.(G) jsou min-stabilni konvezni kuZely,

(b) je-li {ua} nahoru usmérnénd trida funkci v H*(G), je sup, ua € H*(G),

(c) je-li {ua} nahoru usmérnénd trida funkei v Hj (G), je sup, ua € H},.(G).
Véta 23. Harmonicky prostor je lokdlné souvisly.

Véta 24. Bud Q C X otevrend souvisld a u € Hj, (). Je-li U C Q neprdzdnd
otevrend a uw =00 na U, je u = oo na €.

Véta 25 (Principy minima pro H;, .(G)).
(a) Necht Q C X je oteviend souvisld, u € Hj,.(Q) a u> 0 na Q. Potom bud
u >0 na 2 anebo u =0 na Q.
(b) Je-li G C X oteviend a relativné kompakini, v € H}, .(G) a

léran inf u(x) > 0 pro kazdé z € G,

jeu >0 nadG.
Véta 26. Bud G C X oteviend. Potom H}, .(G) = H*(G).
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Véta 27 (Charakteristiky hyperharmonickych funkef v klasické teorii). Bud u zdola
polospojitda funkce na oteviené mnoziné U C R™. Nasledujici vyroky jsou ekviva-
lentni:
(i) uwe H*(U) (t.j. u(z) > M(u;z,r) kdykoliv B(z,r) C U),
(ii) w(z) > A(w;x,r) kdykoliv B(x,r) C U,
(iii) pro kazdé x € U ezistuje 6, > 0 tak, Ze B(x,0;) C U a u(x) > M(u;x,0)
kdykoliv § € (0,6,),
(iv) pro kazdé x € U existuje §, > 0 tak, Ze B(x,0;) C U a u(z) > A(u;z,0)
kdykoliv § € (0,0,),
(v) kdykoliv W C W C U je omezend oteviend, h € C(W) NH(W), u > h na
oW, potom u > h na W,
(vi) kdykolivV C'V C U je reguldrni mnoZina, h € C(V)NH(V), u > h na 9V,
potom u > h na V,
(vii) pokud B(z,r) C U, potom H, < u na B(z,r).
Obdobné tvrzeni pro superharmonické funkce na U.
Je-li navic s € C2(U), potom s € S(U), prdvé kdy? As <0 na U.

Dikaz. Bez dukazu. O

Véta 28. Bud G C X reguldrni, f : 9B — R omezend shora na 0G a z € 0G.
Potom

lim sup fduB < limsup f(y).
B3xz—z JOG 0B3y—z

Véta 29 (Poissonova modifikace). Necht G C X je oteviend, u € H*(G) a B C
B C G reguldrni. Polozime-li
- JocwduB pro x € B,
u(z) pro z €U\ B,
jeup € H*(G), up € H(B) anebo up =00 a up < u na G.
Véta 30 (O nasycené tridé). Bud Q C X a A C H*(Q) nasycend trida. Potom
bud inf A =00 v Q anebo inf A = —o0 v Q anebo inf A = H(Q).

6. Dirichletova uloha

Véta 31 (Keldys, 1941, Brelot). Bud G C X oteviend relativné kompaktni a
H(G):={feCG): f1GeH(G)}.
Potom existuje prdvé jeden linedrni nezdporny operdtor A : C(0G) — H(G) takovy,
ze
A(h19G)=h |G kdykoliv heH(G).
Diikaz. BD 0

Véta 32. Bud G C X oteviend relativné kompaktni, Q komponenta G a f : 0G —
[—00, x0]. Potom:

(a) F? = F? na €2,
(b) HS <} na G,
(c) F? = oo na Q anebo ﬁ? = —o0 na 2 anebo ﬁ? e H(QY).
Véta 33 (O nejvétsi harmonické minoranté). Bud G C X oteviend, s € ST(G),
A={ve-HG):v<snaG} a hs:=supA.

Potom hs € H(G) a0 < hs; < s naG.
Je-li h € H(G), h < s na G, potom h < hs na G.
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Véta 34 (Rieszuv rozklad). Necht G C X je oteviend a s € ST(G). Potom existuji
jednoznaéné uréené funkce h € H(G) a p € P(G) tak, Ze s=h+p na G.

Funkce h je nejvétsi harmonickou minorantou funkce s na G.
Véta 35. Bud G C X otevrend relativné kompaktni.

a) Pokud f € C(OG) a existuje klasické teseni hy Dirichletovy dlohy, potom
f
f € R(OG) aHJg =hy na G.
(b) R(OG) tvori vektorovy prostor a zobrazeni

f— Hf : R(0G) — H(G)

je linedrni a nezdporné.
(¢c) Jsou-li fr, € R(OG) a fn, — [ stejnomérné na 9G, potom f € R(IG) a
chi — H? stejnomeérné na G.
(d) Bud f:0G — [—00,00]. Potom f € R(OG), prdvé kdyz v kazdé komponenté
Q C G existuje x € (2 tak, Ze ﬂ?(m) = F?(w) eR.
Véta 36 (Rose-Marie Hervé,1962). Bud K C X kompakini, f € C(K) a & > 0.
Potom existuji p,q € P(X) tak, zZe

1f == allex) <e.
Diikaz. Dukaz za predpokladu Axiomu P. |

Véta 37 (Wienerova o rezolutivité spojitych funkci). Necht G C X je oteviend
relativné kompaktni. Potom C(0G) C R(IG).

xxooooooaaaasxxx KONEC ZIMNTHO SEMESTRU XXX XXX XXX XXXXXXX
Véta 38 (Klasickd teorie potencidlu). Bud U C R? oteviend, s € ST (U) a hs
nejuétsi harmonickd minoranta s na U. Je ekvivalentni:

(a) ezistuje p € MT(U) tak, Ze s je Greeniv potencidl u,
(b) hs =0naU.
Diikaz. BD |

Véta 39. Mnozina P(X) vsech potencidli na X tvori min—stabilni konvexni kuZel.

Véta 40. Necht G C X je oteviend relativné kompaktni, f, : 0G — [—00,00].
Jestlize fr, /' f a ﬁi > —o0 na G, potom

H?ﬂ — F? na G .
Véta 41. Bud G C X oteviend relativné kompaktni, f, € R(0G), fn / f na G.

Potom ﬂ? = F? na G.
Pokud je funkce F? redlnd, je f € R(0G) a Hﬁ — H]? na G.

Véta 42. Necht G C X je oteviend relativné kompakini, f : 0G — [—00,00] a
x € G. Potom
7(; *
Hj(w)= [ fdu.
aG
Véta 43 (Brelot). Necht G C X je oteviend relativné kompaktni, f : 0G —
[—00, 0]. Je ekvivalentni:
(i) f € R (09G),
(i) f e LY(uS) pro kazdé x € G,
(iii) v kazdé komponenté Q C G existuje x € Q tak, ze f € L1 (uS).
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7. Vymetani

Véta 44. Bud G C X oteviend, F C H*(G) trida nezdpornijch funkci a s := inf F.
Potom

(a) € H*(G), s >0 na G,

(b) $(z) = liminf s(y) pro kaZdé x € G.

Yy—z

Véta 45 (Zakladni vlastnosti redukce a vimetu). Bud E C X, u € (H*(X))" a

(
s € ST(X). Potom
(a) RE € (H*(X))*,
(b) RE(x )_hmlnfRE( ) pro kazdé x € X,
y—z
(c) OSﬁngfgunaX,
(d) RE =u na E,
(e) RE=RE =y naInt E,
(f) RE=RE na X\ E,
(g) RY € H(X\ E).

Poznamka. Bud E C X, U C X oteviend a u € (H*(X))*. Potom RE = RE
dokonce na X \ E a RSV = ROV e H(U)).

Véta 46. Bud U C X otevrend relativné kompaktni a v € (H*(X))". PoloZime-li
f:=u[0U. Potom

HY = R = (REY) na U .

Véta 47 (Choquetovo lemma). Bud' X harmonicky prostor a T : P¢(X) — R bud’
aditivni, pozitivné homogenni a neklesajici funkciondl. Potom ezistuje prdavé jedna
Radonova mira p € M*(X) tak, Ze

T(p) = / pdp pro kazdé p € P¢(X).
X
Dikaz. BD O

Véta 48. Bud' X harmonicky prostor, A C X ax € X. Potom existuje prdvé jedna
Radonova mira e € M*(X) tak, Ze

R} :/ ude? pro kazdéu € (H*(X))T.
X

Dikaz. BD O

Véta 49. Bud' U C X oteviend relativné kompaktni a x € U. Potom pY = EE.U.

Poznamka. Bud U C X oteviend relativné kompaktni a f € C(9U). Polozime-li
F: f% 1 U, kde

fGU:a:b—> fdegU,xeX,
oU

je F borelovskd a omezend na OU a HY = H}J na U .

8. Regularni body

V dalsim oznacme 4U°(X) systém vSech otevienych relativné kompaktnich podmnozin
harmonického prostoru X.

Véta 50. Mnozina U € U°(X) je reguldrni, prdvé kdyz OU = U .
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Véta 51. Bud U € U(X), 2 € Uyeg a f : U — [—00,0) shora omezend. Potom

hmsupr (z) < limsup f(y) .
Usx—=z Usx—z

Véta 52. Bud U € U°(X), z € Upeg a f € R(OU) omezend na OU a spojitd v z.
Potom lim H}J(m) = f(2).

Véta 53. Bud U € U(X), 2 € Uyey a5 € ST(X). Potom ROV = s(z).

Véta 54 (Kriteria regularity ). Bud U € U°(X) a z € 9U. Je ekvivalentni:
(1) 2 € Upeg,
(ii 1m HY () = p(2) pro kazdé p € P¢(X),

)
i)
(i 1) ( ) =p(2) pro kazdé p € P¢(X),
(iv) eV =¢,.

Véta 55. a) Budte U,G 2 4¢(X), U C G a z € U NIG. Je-li z regquldrni bod G,

je i reguldrnim bodem U.
(b) Jsou-li U a G reguldrni mnoZiny v X a UNG # 0, je UNG reguldrni mnoZina.

Véta 56. Bud U € U°(X) a z € OU. Je ekvivalentni: Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni:
(1) 2 € Upey ,
i) v z existuje lokdini bariéra,
) v z existuje bariéra s s vlastnosti liminf s(x) > 0 pro kazdé y € U \ {z},

Sx—y

(i
(iii
(iv) v z ezistuje Bouligandova funkce,

V) v z existuje Keldysova funkce,

(vi) je-li f:0U — [—00,00) shora omezend na OU, potom
limsup H f(z) < hmsup fy),

Usx—z Sy—z

Diikaz. BD O

Véta 57 (Kriteria regularity v klasické TP). Necht U C R™ je oteviend omezend
az€dU.

(a) Necht ezistuje B(a,r) tak Ze B(a,r) N U = {z}, potom z € U g .

(b) Je-li U konvexnt, je Ueq = OU.

(c) Necht existuje "useknuty nedegenerovany kuzel” K s vrcholem v z tak, Ze

K CcR*"\ U, potom z € Ureg -
(d) Je-li hranice U tridy C' v z, je 2 € U ey .
(e) Je-li z izolovany bod U, je z irrequldrni bod U.

Dikaz. BD O

Poznamka. Mnozina reguldrnich bodu U € U°(X) je vzdy neprdzdna. Je typu Gs,
ale nemusi byt typu F,.

9. Malé mnoziny v teorii potencialu

Véta 58. Bud X harmonicky prostor, U € U°(X) a E C OU. Je ekvivalentni:
(i) E je zanedbatelnd,
(ii) emistuje s € ST(U) tak, Ze

lim s(z) =00 prokaidé ze€F,
Uszx—z

(iii) kdykolivs € S(U) je zdola omezend na U a hran inf > 0 pro kazdéy € OU\E,
T—y

potom s > 0 na U.
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Véta 59. Jestlize E C X je U-zanedbatelnd, potom X \ E je hustd v X.

Véta 60. Bud P C X polirni a z € X \ P. Potom ezistuje s € ST(X) tak, ze
s(z) <o aPC{zxeX:s(x)=o0}.
Poznamka (Klasicka TP). (a) Bud P C R™ a z € R"\ P. Necht existujf
U C R" oteviend a u € ST(U) tak, ze P C u~!(+0o0). Potom existuje
s € ST(R") tak, ze s(z) < oo a P C s~ !(+00).
(b) Polarni mnoziny v R™ maji Lebesgueovu miru nula.
(¢) Spocetné mnoziny jsou poldrni.
Véta 61 (Vlastnosti polarnich mnozin). Poldrni mnoZiny v harmonickém prostoru
X maji ndsledugici vlastnosti.
(a) Je-li P poldrni, existuje poldrni mnoZina Q typu Gs tak, Ze P C Q.
) Poldrni mnoZiny tvori o—idedl.
) Poldrni mnoziny jsou U—zanedbatelné, a tedy jejich doplriky jsou husté.
) Poldrni mnoziny maji prazdny vnitiek.
) Je-li P uzaviend poldrni mnoZina a prostor X souvisly, je X \ P souvisld
mnozina.

Véta 62 (Charakteristiky poldrnich mnozin). Bud X souvislyj harmonicky prostor.
Pro mnozinu P C X je ekvivalentni:
(i) P je poldrni,

i) RE =0 na X pro kazdou w € ST(X),
) existuje v € ST(X), v >0 na X tak, 7e RY =0 na X,
iv) ezistuje u € ST(X), u>0na X az€ X tak, ze RY(2) =0,

) existuje s € ST(X), s >0na X az€ X tak, Ze RF(2) =0,

) RY =0 na X,

(vii) €L =0 pro kazdé x € X.
Véta 63. Bud X harmonicky prostor, U € U¢(X) a O # F C ST (U). Oznacime—li
s:=inf{v:ve F},

jeseST(U) a{x €U :5(x) < s(x)} je poldrni.
Dikaz. BD O

Véta 64. Bud X harmonicky prostor a U € U¢(X).
(a) Mnozina A C OU je U—-zanedbatelnd, prdvé kdyz A je poldrnd.
(b) Mnozina U je poldrnd.
(¢c) Je—li s € S(U) zdola omezend na U a
liminf s(x) >0 pro kaZdé z € U ey,

Udsz—z

jes>0nal.

Véta 65 (Odstranitelné singularity pro superharmonické funkce). Bud X harmo-
nicky prostor, U € U°(X) a P C U (relativné) uzaviend a poldrni. Je-liu € S(U\P)
lokdlné zdola omezend na U, existuje prdvé jedna s € S(U) tak, Ze s =u na U\ P.

Dikaz. Pouze ndznak. O

10. Kapacita, tenkost a jemna topologie

(Pouze informativné.)

Véta 66. Bud X lokdlné kompaktni prostor (se spocetnou bdzi), K(X) systém vsech
kompaktnich podmnozin v X a~v: K(X) — [0,00) Choquetova kapacita. Pro A C X
poloZme

Y (A) == sup{y(K),K C A, K € K(X)}
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v (A) :=inf{v.(U),U D A,U oteviend} .
Potom:
(a) Zobrazeni A C X — v*(A) je vnéjsi Choquetova kapacita.
(b) (Choquet, 1953) Borelovské a analytické mmnozZiny (specidlné oteviené a
kompaktni) jsou kapacitabilni.

(Cartan) Polozime—li pro kompaktni mnoZinu K C R™
cap(K) := sup{u(K) :supt u C K , N* <1naK},

je zobrazeni K — cap(K) Choquetova kapacita. Je—li P C R™, je mnoZina P poldrni,
prdvé kdyz cap(P)*(P) = 0.

Véta 67. Bud X harmonicky prostor,x € X as € ST(X)NC(X). Potom zobrazeni
v: K RE(z), KecK(X),

je silnd Choquetova kapacita
Prislusna vnéjsi Choquetova kapacita je ddna

v A RMNz) pro ACX.

Véta 68 (Vlastnosti jemné topologie v R™). Jemnd topologie 7 v R™ md ndsledujici
vlastnosti:
(a) Topologie T je uplné requldrni (a Hausdorffova), ale nend normdlni.
(b) Jediné T-kompakini mnoZiny v R™ jsou koneéné mmnoziny. Tedy T neni
lokalné kompaktny.
(¢) Prostor R™ s topologii T je Baireiv prostor, plati v ném Baireova véta o
kategoriich.
(d) Topologie T meni metrizovatelnd.
(e) (Kvazi-Lindelolefova vlastnost 7.) Necht 2 je systém T—oteviengjch podmnozin
R™. Potom existuje spocetnysystém B C A a poldrni mnoZina P tak, Ze

| J{A:Aeu} =PU( J{B:BeB}.

Poznamka. Néktera z téchto tvrzeni plati i v harmonickych prostorech. Ale kuptikladu,
jemné topologie v harmonickém prostoru je normélni, pravé kdyz je Lindel6fova, a

to nastane pravé v pripadé, kdyz poldrni mnoziny jsou spocetné.

Véta 69. Bud X harmonicky prostor, A C X ax € X\ A. Ndsledugjici vijroky jsou
ekvivalentni:

(i) mnoZina A je tenkd v x,
(ii) X \ A je jemné okoli x,
(iii) ezistuje s € ST(X) tak, Ze

lim inf s(y) .
s(z) < g;gﬁ(y)
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