GEOMETRIE BANACHOVYCH PROSTORU

PREHLED HLAVNICH VET

1. Zobecnéni a aplikace Rieszovy véty

Véta 1 (Rieszova o skoro kolmici). Necht X je normovany linedrni prostor, M jeho
vlastni uzavieny podprostor a € > 0. Potom existuje x. € Sx tak, Ze dist(x., M) >
1—e

Diikaz. TFi ruzné dukazy. O

Poznamka. Poznamka o platnosti véty pro € = 0, o charakteristice reflexivnich
prostoru a o dukazu pro Hilbertuv prostor.

Véta 2 (Riesz). Normovany linedrni prostor X je konecné dimenziondini, prdvé
kdyz jednotkovd koule Bx je kompaktni.

Drikaz. Klasicky i Choquetuv. O

Poznamka (Mira nekompaktnosti). Pozndmka o mife nekompaktnosti (rtizné vlast-
nosti) véetné pitkladu (Kuratowski, Hausdorff, Istratescu, Danes) a o zobecnéné
Cantoroveé véte.

Problém. Jak ukédzat, ze K(Sx) = K(Bx) ?

Véta 3 (Kottman, 1975). Nechf X je normovany linedrni prostor nekonecéné di-
menze. Potom v Sx existuje posloupnost {z,} tak, Ze ||z, — zx|| > 1 pron # k.
Véta 4. Necht X je normovani linedrni prostor, dim X = oo. Pro balici konstantu
P(X) plati odhad 5 < P(X) < 1.

Véta 5 (Elton—Odell, 1981). Necht X je normovany linedrni prostor, dim X = oo.
Potom existuje e(X) > 0 a posloupnost {x,} v Sx tak, Ze ||x, — zk|| > 1+ (X)
pro n # k. Tedy Kottmanova konstanta K(X) > 1+ e(X).

Diikaz. BD. O

Véta 6 (Kryczka—Prus, 2001). Ezistuje ¢ > 1 tak, Ze Sx libovolného nereflezivniho
Banachova prostoru X obsahuje c—separujici posloupnost. Tedy K(X) > c.

Dikaz. BD. O

Véta 7. Pro konstanty K(X) a B(X) plati

_ 2P(X)
KX)=1=pxy o PO



2 PREHLED HLAVNICH VET

2. Banach Saksova—vlastnost

Véta 8. Hilbertovy prostory maji Banach—Saksovu vlastnost.

Véta 9 (Nishiura—Waterman, 1963). Banachovy prostory majici Banach—Saksovu
vlastnost jou reflexivni.

Diikaz. Bud pomoci Jamesovy charakteristiky anebo pouzitim nésledujici Rosen-
thalovy dichotomie. (I

Véta 10 (Rosenthalova [!-dichotomie, 1974). Bud {z,} omezend posloupnost
v Banachové prostoru X. Potom bud’to z {z,} lze vybrat slabé cauchyovskou po-
sloupnost anebo X obsahuje izomorfni kopii 1.

Diikaz. BD. |

Véta 11. Kompaktni mnoziny jsou Banach—Saksovy. KazZdd Banach—Saksova mnozina
je relativné slabé kompaktni.

Véta 12 (Erdos-Magidorova dichotomie, 1976). Bud {x,} omezend posloupnost
v Banachové prostoru X. Potom existuje jeji vybrand podposloupnost takovd, Ze
bud’to kazdd jeji vybrand posloupnost je Banach—Saksova anebo Zddnd neni Banach—
Saksova.

Obecnéji-md-li Banachuv prostor Banach—Saksovu vlastnost vzhledem k limito-
vaci metodé A, potom z kaZdé omezené posloupnosti lze vybrat takovou podposloup-
nost jejiz kazdd vybrand posloupnost je A—-konvergentni.

Dikaz. BD. O

Véta 13 (Lindenstrauss, 1963). Bud A konzervativni limitovaci metoda, da =
{z €l>®: Alx) € c}. Je-li da # ¢, nemd cy topologicky doplnék v d 4.
Specidlné, co nemd topologicky doplnék v 1°° (Phillips, 1940).

Diikaz. BD. O

3. Konvexita v Banachovych prostorech

Véta 14. Bud X Banachiv prostor. Ndsledugjici vijroky jsou ekvivalentni:
(i) X je striktné konvexnt,
(i) pokud z,y € Sx a x #y, potom L||z +y|| <1,
(iii) prop € (1,00) a x # y je
z+y
=
(iv) pokud [lz + yl[2 = 22 + 2I[y|[2, potom = = y.

P 1 p p
< U=l + T91”1),

Véta 15. Bud X Banachiv prostor. Ndsledugjici vijroky jsou ekvivalentni:
(i) X je striktné konvernd,
(ii) ext Bx = Sy,
(111) expBX = Sx.
Véta 16. Bud X Banachiv prostor. Ndsledugjici vijroky jsou ekvivalentni:

(i) X je uniformné konvexnd,
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(ii) pokud x,,y, € Sx a %Hmn + ynl| — 1, potom x,, — y,, — 0.
Véta 17. Uniformné konvexnt prostory maji Radon—Rieszovu vlastnost.
Véta 18 (Milman 1938-Pettis 1939). Uniformné konvexnd prostory jsou reflexivni.

Diikaz. Dukaz pres Goldstineovo lemma ¢i pomoci Jamesovy charakteristiky refle-
xivity. (]

Véta 19 (Kakutani, 1938). Uniformné konvexni prostory maji Banach—Saksovu
vlastnost.

Dikaz. BD. O

Véta 20. Bud K neprdzdnd kompaktni konvezni podmnoZina Banachova prostoru
X. Potom

(a) K je proximindlnt,
(b) K je Cebysevova, pokud navic X je striktné konvexni. V tom pripadé je
zobrazeni Py spojité.
Véta 21 (James). Pro Banachuv prostor X je ekvivalentni:
(i) X je reflexivni,
(il) wzaviené konvexni podmnoZiny X jsou proziminding,
(iil) kaZdd uzaviend nadrovina v X je proximindlni.

Diikaz. Dva ruzné dukazy. O

Véta 22 (Day—James). Banachiv prostor X je reflexioni a striktné konvezni, prdvé
kdyz kazdd neprdzdnd uzaviend konvexni podmnozina X je CebySevova.

Véta 23 (Motzkin, 1935). Cebysevovy mnoziny v R™ jsou konvexnd.
Diikaz. BD 0

Poznamka. V Hilbertovych prostorech H véta zistdva v platnosti, pokud bud
H ma kone¢nou dimenzi, nebo CebySevova mnozina M je slabé uzaviend, anebo
pokud projekce Pys je spojita.

Problém. Existuji nekonvexni Cebysevovy mnoziny ? (V Hilbertovych prostorech,
v €2 & v reflexivnich a striktné konvexnich.)

4. Intermezzo: Daugavetovy operatory a invertibilita

Véta 24. Bud' X Banachiv prostor a T € L(X).
(a) Je-li ||T|| € o(T), je T Daugavetiv.
(b) Je-li X uniformné konvexni a T Daugavetiv, je ||T|| € o(T).

Véta 25. Bud X uniformné konvexni prostor, S € L(X), ||[I — S|| = 1. Potom S
je invertibilnd, pravé kdyz ||I — 35| < 1.
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5. Intermezzo: Jednoznaénost hahn—banachovského rozsifeni

Poznamka. Ruzné piiklady na jednoznac¢nost hahn—banachovského rozsireni.

Lemma 26. Bud M podprostor Banachova prostoru X .
(a) Je-li fe M*, Fe X*, F=f na M. Potom
| f||ar = dist(F, M*).
(b) Anihildtor M~ je prozimindlni podmnozina X*.
(¢) Dokonce, w*—uzaviené podmnoziny X* jsou proximindlni.
(d) Proximindlni mnoziny v Banachovych prostorech jsou uzaviené.

Véta 27. Bud M vlastni uzavieny podprostor Banachova prostoru X a f € M*.
Potom ezistuje F' € X* tak, 2e F = f na M o ||F||x > ||f]|nm-
Véta 28 (Taylor 1939-Foguel 1958). Bud X Banachiiv prostor. Ndsledugici tvrzeni
jsou ekvivalentni:
(i) X* je striktné konvexnd,
(ii) pro kazdy podprostor M CC X a kazdy funkciondl f € M* existuje prdvé
jedno hahn—-banachovské rozsirent f na cely prostor X.

Véta 29 (Phelps 1960). Bud X Banachiv prostor a M CC X. Ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(i) M* je Cebysevova mnozina v X*,
(ii) pro kazdy funkciondl f € M* existuje prdavé jedno hahn—banachovské rozsirend
f ma cely prostor X.
Véta 30 (Holmes 1975). Bud X Banachiv prostor, M CC X a f € M*. Pokud

f nabyvd své normy v hladkém bodé Sx, md f prdvé jedno hahn-banachovské
roz§irent na cely prostor X.

Poznamka. Z Phelpsovy véty plyne tvrzeni Taylor—Foguelovy véty.

6. Intermezzo: Dtikaz Motzkinovy véty

Véta (Bunt 1934-Motzkin 1935). Cebysevovy mnoziny v R™ jsou konvexni.

Diikaz. Dva dikazy Véty 23 - bud pomoci Brouwerovy véty o pevném bodu anebo
Cisté geometricky dukaz. O

7. Hladkost v Banachovych prostorech

Véta 31 (Klee). Bud X Banachiv prostor. Potom

(a) je—li X* striktné konvezni, je X hladky.

(b) je—li X* hladky, je X strikiné konvexni.
Véta 32. Bud X Banachiv prostor a v : x +— v(z) : Sx — exp(X*) tecné
zobrazent.

(a) Proxz € Sx je mnoZina v(x) vidy w*-kompaktni.

(b) Je-li X hladky, potom zobrazeni v : (Sx,||...||) — (Sx~,w*) je spojité.
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Lemma 33. Bud X Banachiiv prostor, x € Sx a f € Sx~. Potom f je tecna v x,
pravé kdyz G (h) < f(h) < Gf(h) pro kazdé h € X.

Véta 34 (Banach 1932). Bud’ X Banachiv prostor a x € Sx. Potom X je hladkij
v x, prdavé kdyz zobrazend t — ||t|| je slabé diferencovatelné v x.
V tom pripadé teéna v x je slabd derivace normy v x.

Lemma 35. Bud 2 € X — f, € X* tecné zobrazeni. Potom pro x € X, h € Sx

at>0 plati
folh) _ N+ thl = 1lall _ foeon(h)
Il — t =l +thll]

Véta 36. Bud X Banachiv prostor a xq € Sx. Ndsledugjici vijroky jsou ekviva-
lentni:

(i) X je hladky v xo,

(ii) kazdé tecné zobrazeni F : x v fy : Sx — Sx~ je ||...|| — w* spojité v xo,
(iil) ewistuje teéné zobrazeni F : x — fy : Sx — Sx-~, které je ||...|| — w* spojité
vV Zo,

(iv) norma je slabé diferencovatelnd v xq, t.j. existuje

th|| —
o o + th] = [zl

pro kazdé h € X |
t—0 t

(v)
1y 2 (ko + h] — [lzo — th]) —1
t—>0+ t

=0 pro kaZdéh e X .

Véta 37. Bud X Banachiv prostor. Ndsledugjici vijroky jsou ekvivalentni:
(i) X je uniformné hladky,
(i) tecné zobrazeni F' : x — fy : Sx — Sx~ je stejnomérné ||...|| —||...|| spojité,
(iii) norma je stejnomérné fréchetovsky diferencovatelnd, t.j. ecistuje
Il + thl] ~ flwol
t—0 t

pro kaZdéx € Sx a kazdé h € X |

pricemz konvergence je stejnomérnd pro (x,h) € Sx X Sx ,

(iv)

i %(on—i-thﬂ — ||z —thH) -1

=0
t—04 t

stejnomérné pro (x,h) € Sx x Sx .

8. Kvalitativni konvexita a hladkost

Véta 38 (Lindenstraussovy formule duality). Bud X Banachiv prostor a t > 0.
Potom

px~(t) = sup{%6 —dx(e):e€ [0,2]}

px(t) = sup{%8 ~ox-(e) € [0,2)}.
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Poznamka. (a) Vzdy px+«(t) = px(t), i kdyz X nenf reflexivni.
(b) Funkce t — 1px(t) je na intervalu (0,00) neklesajici a px(t) < t pro
t € (0,00).

Véta 39 (Smuljan 1940). Bud X Banachiv prostor. Potom
(a) X je uniformné hladky, prdvé kdyz X* je uniformné konvexnt,
(b) X je uniformné konvexni, prdvé kdyz X* je uniformné hladky.
Véta 40 (Smuljan 1940). Je-li Banachuv prostor uniformné hladky, je jiz reflexivnd.

Véta 41. Bud X Banachiv prostor a H Hilbertiiv prostor. Potom
(a) X je striktné konveand, prdvé kdyz 6x(2) = 1 a je uniformné konvexnd,
pravé kdyz 6x(€) > 0 pro kazdé € (0, 2],
(b) Su(e) =1—/1— 12 pro kazdé e € (0,2],
(c) ( Norlander 1960) dx () < dg(e) pro kazdé € € (0, 2].

Diikaz. Tvrzeni (c) BD. O

Véta 42. Bud (X, ||...]|) Banachiv prostor a ||...||a norma na X* ekvivalentni
normé ||...||«. Potom ezistuje norma ||...||n na X ekvivalentni normé ||...||, jejiz
dudlni norma je ||...||a, prdvé kdyz ||...||a je w*—2zdola polospojitd na X*.

Véta 43. (a) Na prostoru co existuje ekvivalentni norma, v niz je cq striktné

konvezni, ale neni uniformné konveznd.

(b) Na prostoru cg existuje ekvivalentni norma, v niéz je co hladky a nereflexiond.

(c) (Jelinek-Maly) Bud B:={z€C:|z| <1} a

X :={h € £L*(B) : h je harmonickd na B},

pficemz na X uvazujeme L£!'-normu. Potom X je Banachiv prostor, ktery
je hladky a nereflexivni.

(d) Existuje striktné konvexn{ (hladky) nereflexivni Orlicztuv prostor, jehz dudl
je striktné konvexni.

Diikaz. Tvrzeni (b) pouze néznak, tvrzeni (c¢) BD. O

9. Modul pro kazdé pocasi a kapky

Véta 44 (Vlastnosti modulu étvercovosti). Bud X Banachiv prostor a x jeho
modul ¢tvercovosti.

(a) Funkce Ex je (ryze) rostouct a konvezni na [0,1).
(b) Pro charakteristiku konvexity plati
2o(X) = Jim (1= Hex(®).

(c) Prostor X je uniformné konvexi, prdvé kdyz limg_,1 (1 — 3)éx(8) = 0.
(d) Prostor X je uniformné hladky, prdvé kdyz S,X(O) =0.
(e) Je-li £x integrabilni na [0.1), je X uniformné konveand.

Diikaz. Viceméné BD. O

Problém. (a) Je {x integrovatelnd, je-li X uniformné konvexni ?
(b) Je £x analytickd funkce ?
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(c) Daji se néjak charakterizovat funkce na [0, 1), které jsou modulem ¢tvercovosti
néjakého Banachova prostoru 7

Véta 45 (Abel 1826 a Stolz 1875). Necht > a,x™ je komplexni mocninnd rada s
polomérem konvergence 1. Pokud " anx™ konverguje pro z € C, |z| = 1, potom pro
kazdé 8 < 1 tada Y anz™ konverguje stejnomérné na kapce D(z, 3).

Véta 46 (Danes 1972-véta o kapce). Bud X Banachiv prostor, x € X \ Bx a
S uzavrend mnoZina s dist(S, Bx) > 0. Potom ezistuje x € S tak, Ze D(x, Bx)NS =

{z}.
Dikaz. BD O

Véta 47 (Bishop-Phelps 1961). Bud C neprdzdnd uzaviend konvexni podmnoZina
Banachova prostoru. Potom mnoZzina opérnigch bodu C je hustd v 0C.

Diikaz. Pomoci DaneSovy véty o kapce. O

Véta 48 (Rolewicz 1987). Banachiv prostor X md vlastnost kapky DP, prdvé kdyz
kazdy proud v X obsahuje konvergentni podposloupnost.

Véta 49 (Montesinos 1987). Bud X Banachiv prostor. Ndsledugici je ekvivalentni:

(i) X md vlastnost kapky DP,
(ii) X je reflexivni a md Radon—Rieszovu vlastnost.

Véta 50. Bud X Banachiv prostor a M C X aproximativné kompaktni. Potom
M je proximindlnd.

Véta 51 (Singer 1964, Vlasov 1973). Bud X Banachiiv prostor. Ndsledujici je
ekvivalentni:

(i) X md vlastnost kapky DP,
(ii) kaZdd uzaviend konvexni (omezend) mnoZina v X je aproximationé kom-
paktnd.

Véta 52 (Rolewicz 1987). Je-li X uniformné konvexni Banachiv prostor, md X
vlastnost kapky DP.

Véta 53 (Montesinos 1987). Bud X Banachiiv prostor. Ndsledujici je ekvivalentni:
(i) X je reflexivni,
(ii) na X ezxistuje ekvivalentni norma, v niz X md vlastnost kapky DP.

Diikaz. BD O

10. Kolmost v Banachovych prostorech

Véta 54. Bud H Hilbertiiv prostor a x,y € H. Ndsledujici je ekvivalentni:
(i) z Ly,
(i) ||z|| < |z + My|| pro kazdé X € R,
(iii) ||z +yl* = ll=[1* + [y,
(iv) ||z + Ayl| = ||z — Ay|| pro kazdé X € R,
) llz+yll = [lz —yll.
Véta 55. Bud X Banachiv prostor, f € X* a 2 € X. Potom x € ker f, prdvé
kdyz | f ()| = |If]] |||
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Véta 56 (James). Pro Banachuv prostor X je ekvivalentni:

(i) X je reflexivni,

(ii) je-li f € X*, existuje x € X tak, Ze f(x) = ||f]] |lx|],

(iil) je-li f € X*, existuje x € X, x # 0, tak, Ze x L ker f,

(iv) je-li H uzaviend nadrovina v X prochdzejici pocdtkem, existuje x # 0, tak,
Zex 1L H.

Véta 57. Bud X Banachiv prostor. Potom plati:

(a) Nechf © € X, x # 0. Potom eristuje nadrovina H prochdzejici pocdtkem

tak, Ze x | H.

(b) Nechf x,y € X, x # 0. Potom ezistuje o € R tak, e v L ax +y.

(¢) Nechtf z,y € X. Potom x L ax + vy, prdvé kdy? ezistuje f € X*, f # 0,
tak, ze f(z) = ||z|| a f(ax +1y) = 0.
Necht z,y € X. Potom x L y, prdvé kdy# existuje f € X*, f # 0, tak, Ze
[f @) =l |z]| a f(y) =0.
Véta 58. Pro Banachuv prostor X je ekvivalentni:

(i) X je hladky,

(ii) pro z,y € X, x # 0, existuje prdavé jedno a € R tak, Ze x L ax +y,

(iii) jestlizex Ly ax L z, potomx L y+ z.

—~
2

Véta 59. Pro Banachiuv prostor X je ekvivalentni:
(i) X je striktné konvexnt,
(ii) pro z,y € X, x # 0, existuje prdavé jedno a € R tak, Ze ax +y L x.

Dikaz. BD O

Véta 60. Bud H Hilbertiv prostor a P € L(H) projekce. Je ekvivalentni:
(i) P je ortogondini (tj. ker P L R(P)),
(ii) Pz L o — Px pro kazdé x € H,
(i) (1P = 1,
(iv) je-li Q € L(H) projekce, potom ||z — Pzx|| < ||z — Q|| pro kaZdé x € H
(P je minimalni),
(v) P je hermiteovsky operdtor,
(vi) P je normdlni operdtor,
(vii) P je pozitivni operdtor,
(vill) ezistuje netrividlni uzavieny M CC H tak, Ze ||z — Pz|| = dist(x, M) pro
kaZdé x € H.

Véta 61. Bud M komplementovany podprostor Banachova prostoru X. Potom je
ekvivalentni:

(i) existuje zleva ortogondlnd projekce X na M,
(ii) ewistuje N CC X tak, 26 X =M ® N a M L N,
(iil) emistuje projekce Q : X — M takovd, Ze ||Q|| = 1.

Diikaz. BD O
Véta 62. Bud M komplementovanij podprostor Banachova prostoru X. Potom je
ekvivalentni:

(i) ezistuje zprava ortogondlni projekce X na M,
(i) existuje N CC X tak, e X =M & N a N L M,
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(iii) existuje minimdlni projekce X na M.
Diikaz. BD 0
Véta 63. Pro Banachiuv prostor X je ekvivalentni:
(i) X je Daugavetiv,
(ii) je-lix € Sx ae >0, potom Bx =ToA.(x),

(iii) je-lixz € Sx, f € Sx+ ae > 0, potom existuje y € S(f,¢e) tak, Ze ||z +y|| >
2—e.

Diikaz. BD O
Véta 64. Bud X Daugavetiv prostor. Potom

(a) je-li S C Bx platek, je diam S = 2,
(b) Bx neni dentabilni.

Véta 65. Bud D omezend podmnoZina Banachova prostoru X . Je ekvivalentni:
(i) D je dentabilni,
(ii) ke kazdému € > 0 existuje pldtek S C D tak, Ze diam S < e.

Véta 66 (Bishop—Phelps, 1963). Bud X (redlny) Banachiv prostor a C C X
neprazdnd uzaviend omezend konverni. Potom mmnoZina

{f € X* : ezistuje c € C tak, ze f(c)=sup{f(t):t€ C}}
je hustd v X*.
Dikaz. BD O

Lemma 67. Bud D omezend podmnozina Banachova prostoru X, f,o € X*,
f#0aa>0. Necht
S(D, f,a):={x e D: f(z) <sup f(D) — a}.
Pokud § < 1o a|f(z) — ¢(2)| < 6 pro x € D, potom
S(D,p,a—28) C S(D, f,a).
Véta 68 (Lindenstrauss, 1966). Pro Banachiv prostor X je ekvivalentni:

(i) X md Krejn—Milmanovu vlastnost (tj. je-li C C X neprdzdnd uzavrend
omezend konvexnd, je C' =¢co ext C),
(i) je-li B C X neprdzdnd uzaviend omezend konvexnt, je ext B # ().

Véta 69 (Lindenstrauss, 1966).
RNP — KMP.

Problém. Neni zndmo, zda KMP — RNP.

Véta 70. Bud X Banachiv prostor.

(a) (Phelps, 1974) Prostor X md RNP, pravé kdyz kazdd neprdzdnd omezend
uzavrend konvexni podmnozina X je uzavienym konvexnim obalem svych
silné exponovanych bodi.

(b) (Wojtaszczyk, 1992) Je-li prostor X Daugavetiv, potom Bx nemd Zddné
silné exponované body.

Dikaz. BD O



