TEORIE POTENCIALU 1

PREHLED HLAVNICH VET

1. KLASICKA DIRICHLETOVA ULOHA

1.A. Harmonické funkce.

Véta 1 (Fundamentalni harmonicks funkce s pélem v {y}). Pro y € R% polozme

U, (1) = | ~losllt = ull. teR!\{y}, d=2,
o lt—yl*~?,  teRIN\{y}, d=>3.

Potom funkce U, je harmonickd na R%\ {y}.

Véta 2 (Charakteristiky harmonickych funkci). Bud U oteviend v R? a h redlnd
funkce na U. Nasledjici vyjroky jsou ekvivalentni:
(i) h e H(U),
(ii)) heC(U) a
1

h(z) = M(h;z,r) = ﬁ/ fdo  kdykoliv B(x,r) C U,
Kar S(z,r)

(iii) heC(U) a

h(z) = A(f;z,r) = /13( )fd/\ kdykoliv B(z,r) C U,

wqr
Véta 3 (Poissontv integral). Bud U oteviend v RY, h € H(U), B(z,r) C U a
y € B(x,r). Potom

1 r? — |y —a?

h(z) = h(z)do(z).

Kar Jsr 12— x|¢
Véta 4 (Princip maxima). (a) Bud Q C R? oteviend souvisld mnoZina, u € C(12).
Predpoklddejme, Ze ke kaZdému x € Q existuje 0, > 0 tak, Ze

u(z) = M(u;z,9) pro kazdé 0<§ <.

Potom bud u je konstantni na Q anebo sup{u(w) : w € Q} se v Q nenabivd.
(b) Necht U je omezend oteviend podmnozina v R a h € C(U) N H(U). Potom
existuji a,b € OU tak, Ze f(a) < f(x) < f(b) pro vSechna x € U.

Véta 5 (Picard-Liouville). Jestlize harmonickd funkce h na R? je zdola (& shora)
omezend, pak h je na R® konstantni.

Véta 6 (Harnackova konvergenéni). Necht {hy} je posloupnost harmonickyjch funkci
na oteviené mnoziné U C RE. Jestlize h,, — h lokdlné stejnomérné na U, potom

h e H(U).
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Lemma 7. Necht 0 <7 < R a h > 0 je harmonickd funkce na kouli B(z,r) C R%.
Jestlize x1,x9 € B(z,1) C B(z, R), potom
2 n
h(zy) < R (R + r)
h(zz) ~ R2—r2 \R—r

Véta 8 (Harnackova nerovnost). Necht Q C RY je souvisld oteviend a K C U je
kompakt. Potom existuje C > 0 (zdvislé pouze na Q, K,d) tak, Ze

)
C <h()<0

kdykoliv h > 0 je harmonickd na Q a x,y € K.

Véta 9 (Harnackova konvergenéni). Necht Q C R? je souvisld oteviend a F C
H(QY) nahoru usmérnénd mnoZina funkci. Potom bud supF = +oo na Q anebo

sup F € H(Q).

Dusledek 10. Necht {h,} je posloupnost harmonickych funkci na souvislé oteviené
mnoziné Q C Re. Jestlize h,, /' h, potom bud h = +oo na Q anebo h € H(L).

1.B. Dirichletova tloha na kouli.

Véta 11 (Poissonova integralni formule). Nechf f je o—integrovatelnd funkce na
S(z,1) ay € S(z,r). Potom

(a) Hy € H(B(z,1)),
(b; limsup, ., ,eB(,r) Hy(z) < limsupt_,y teS(zr) f(t) pro kazdé ye S(z,r),

o~

(¢c) je-li navic f spojitd (v rozsireném smyslu) v bodé y € S(z,r), potom
lim — He(z) = f(y).

z—y,z€B(z,r)
Véta 12 (Regularita koule). Jestlize h € C(B(z,7)) N H(B(z,r)), potom h = Hy,
na B(z,r).

Véta 13. (a) Necht h je harmonickd funkce na oteviené mnoziné U C R%. Potom
h e Cc>(U).

(b) Jestliz funkce h spliiuje na oteviené mnoziné U lokdlni podminku sférického
pruméru, potom h € H(U)NC>(U).

Véta 14 (Montel). Necht F je lokdiné stejné omezend mnoZina harmonickych
funkei na oteviené mnoziné U C R?. Potom F je relativné kompaktni v topologii
lokdlné stejnomérné konvergence na H(U).

Véta 15. Necht h je harmonickd funkce na oteviené mnoziné U C R®. Potom
0%h € H(U) pro kazdy multiindex c.
Navic, je—li h € H(B(z,7)) a B(z,7) C U, potom

‘ ‘<f sup{|h(z)|: z € B(z,r} prokazdé j=1,2,....d.

Shrnuti — charakteristiky harmonickych funkci. Bud h spojitd funkce na
oteviené mnoziné U C R?. Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) h e H(U) (t.j. existuji spojité gimg a Ah=0naU),
(i) ex1stuJ1 S2aAh=0naU,
(iii) h € C>(U ) a Ah =0,
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(iv) h spliuje sférickou podminku prameéru,

(v) h spliiuje lokdln{ sférickou podminku pruméru,
(vi) h splituje objemovou podminku pruméru,

(vii) h spliuje lokélni objemovou podminku prumeéru.

1.C. Superharmonické funkce.

Véta 16 (Vlastnosti H*(U) a S(U)). Bud U C RY oteviend. Mnoziny H*(U) a
S(U) jsou min—stabilni konvexnd kuzely a

HU) =H"(U) N (-H"(U)) = SU) N (=S(U)).

Véta 17 (Charakteristiky hyperharmonickych a superharmonickych funkef). Bud’
u zdola polospojitd funkce na oteviené mnoziné U C R?. Ndsledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) we H*(U) (t.j. M(u;z,r) <wu(z) kdykoliv B(z,r) C U),
(il) A(u; z,r) < u(z) kdykoliv B(z,r) C U,
(iii) ke kazdému z € U existuje 6, > 0 tak, Ze B(z,6,) CU a M(u;z,0) < u(z)
kdykoliv 6 € (0,6,),
(iv) ke kazdému z € U emistuge 6, > 0 tak, Ze B(z,6,) C U a A(u;z,0) < u(z)
kdykoliv 6 € (0,6,),
(v) pokud W je omezend oteviend mmoZina, W C W C U a pokud funkce
h e C(W)NH(W) sphiuje h < u na OW, potom h <u na W,
(vi) pokud B(z,r) C U), potom H, < u na B(z,r).
Obdobnd charakteristika plati i pro superharmonické funkce.
Je-liu € C2(U), potom u € S(U), prdvé kdyz Au <0 na U.

Véta 18. Bud U C RY oteviend, u € H*(U) ay € U. Potom
(a) liminf, ., u(z) = u(y),
(b) uw € S(U), pravé kdyz u je lokdlné integrovatelnd na U. A to nastane,
prdvé kdyZ u je konecnd skoro vsude, anebo kdyZ u je konecnd na husté
podmnoziné U.

Véta 19 (Princip maxima). Bud U C R oteviend, s € S(U) ax € U.
(a) Pokud s nabyvd lokdlniho minima v z, potom existuje § > 0 tak, Ze s je
konstantni na B(x,d).
(b) Je-li U souvisld a s nabjvd minima v x, potom s je konstantni na U.
(c) Je-li U omezend, u € —S(U) aliminf, ., (s —u)(z) > 0 pro kazdé y € OU,
potom s > u na U.

Véta 20. Bud U C RY oteviend, s € S(U) a B := B(x,8) C B(x,8) C U. Potom
s je o—integrovatelnd na OB, Hy € H(B) a Hy < s na B.
Véta 21 (Poissonova modifikace). Bud U C R? oteviend, s € S(U) a B :=
B(z,d) C B(x,d) C U. Polozme
H, na B,
sp =
B s  na U\B.
Potom sp € S(U), sg < s naU a sp € H(B).

Véta 22 (O nasycené tiidé). Bud U C R? oteviend a © komponenta U. Necht
B C S(U) je nasycend trida. Potom bud infB = —oo na Q anebo inf B € H(Q).
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1.D. Zobecnéné reseni Dirichletovy tulohy.

Véta 23. Bud U C R? oteviend, Q komponenta U a f : OU — [—o0,00]. Potom
H;<HjynaU. NaQ bud Hy = —o0 nebo Hy = oo nebo Hy € H(Q).

Lemma 24. Bud U C R? oteviend.
(a) Je-li f € C(OU) a existuje klasické Teseni hy Dirichletovy dlohy prislusné k
f, potom f je resolutivni a Hy = hy.
(b) Pokud s € C(U)NS(U), potom s je rosolutivni.

Lemma 25. Bud U C R oteviend a {f,} posloupnost resolutivnich funkci z R(U).
Jestlize f, — f stejnomérné na OU, potom f € R(U) a Hy, — Hy stejnomérné
na U.

Véta 26 (Wienerova o resolutivité spojitych funkef). Bud' U C R¢ oteviend. Potom
C(oU) C R(U).

Poznamka. Toto je pouze vycet skutecné hlavnich vét. V textu chybi celd fada
dalsich poznatku (namétkou tfeba o zavedeni fs(z’r) fdo, partie o polospojitych
funkcich, o prostoru H(U) s topologif lokédlné stejnomérné konvergence, poznamky
o analyticnosti harmonickych funkeci ¢i o Riesz—Herglotzové vété, struény néstin
axiomatické teorie potencialu, pozndmka o ”‘vétdch o prumeéru”’, zminka o za-
vedeni Newtonovych, Rieszovych ¢i tepelnych potencidli ¢i zminka o poldrnich
mnozindch).

V prubéhu semestru jsem vam také zadaval Cviceni. Pokud jste néktera z nich
vyftesili, rad si to u zkousky poslechnu.

Praha, 14. 1. 2012 Jaroslav Lukes



