
TEORIE POTENCIÁLU 2

PŘEHLED HLAVNÍCH VĚT

1. Klasická Dirichletova úloha

1.D. Zobecněné řešeńı Dirichletovy úlohy - pokračováńı. V daľśım U bude
omezená otevřená podmnožina Rd, povětšinou d ≥ 3.

Věta 27. Necht’ fn : ∂U → [−∞,∞], fn ↗ f na ∂U a Hf1 > −∞. Potom
Hfn

→ Hf na U .

1.E. Harmonická mı́ra.

Věta 28. Bud’ x ∈ U a f : ∂U → [−∞,∞]. Potom

Hf (x) =
∫ ∗
∂U

f dµx pro každou f ∈ C(∂U) .

Věta 29 (Brelot). Pro funkci f : ∂U → [−∞,∞] jsou následuj́ıćı výroky ekviva-
lentńı:

(i) f ∈ R(U),
(ii) f ∈ L1(µx) pro každé x ∈ U ,

(iii) v každé komponentě Ω ⊂ U existuje x ∈ Ω tak, že f ∈ L1(µx) .

Věta 30. Bud’ Ω ⊂ Rd omezená otevřená souvislá a x, y ∈ Ω.
(a) Je-li E ⊂ Ω, potom µx(E) = 0, právě když µy(E) = 0.
(b) Množina M ⊂ Ω je µx–měřitelná, právě když je µy–měřitelná.
(c) Funkce f : ∂Ω→ [−∞,∞] je µx–měřitelná, právě když je µy–měřitelná.
(d) L1(µx) = L1(µy) a př́ıslušné normy na těchto prostorech jsou ekvivalentńı.

1.F. Malé množiny v teorii potenciálu.

Věta 31. Množina E ⊂ ∂U je zanedbatelná, právě když existuje s ∈ S+(U) tak, že

lim
x→z

s(x) =∞ pro každé z ∈ E .

Věta 32 (Princip minima pro S(U)). Necht’ E ⊂ ∂U je µx–měřitelná pro každé
x ∈ U . Potom následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

(i) E je zanedbatelná,
(ii) kdykoliv s ∈ S(U) je zdola omezená na U a lim infx→z s(x) ≥ 0 pro každé

z ∈ ∂U \ E, potom s ≥ 0 na U .

Lemma 33. Necht’ 0 < r < R a s ∈ S(B(z,R)). Potom existuje u ∈ S(Rd) taková,
že u = s na B(z, r) a u je zdola omzená.

Věta 34. Necht’ P ⊂ Rd je polárńı a z ∈ Rd \P . Potom existuje u ∈ S(Rd), u > 0,
tak, že

u(z) <∞ a P ⊂ u−1(∞) .
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Věta 35. Systém polárńıch množin má následuj́ıćı vlastnosti.
(a) Polárńı množiny maj́ı Lebesgueovu mı́ru 0.
(b) Podmnožiny polárńı množiny jsou polárńı. Spočetné sjednoceńı polárńıch

množin je polárńı (tedy polárńı množiny tvoř́ı σ–ideál).
(c) Každá polárńı množina je obsažena v polárńı množině typu Gδ.

Věta 36. Každá polárńı podmnožina ∂U je zanedbatelná.

Věta (Cartan). Množina P ⊂ Rd je polárńı, právě když cap∗ P = 0. [BD]

1.G. Regulárńı body.

Věta 37. Množina U je regulárńı, právě když každý jej́ı hraničńı bod je regulárńı.

Věta 38 (Charakteristiky reulárńıch bod̊u). Bud’ z ∈ ∂U . Následuj́ıćı podmı́nky
jsou ekvivalentńı:

(i) z je regulárńı,
(ii) v z existuje lokálńı bariéra,
(iii) v z existuje bariéra,
(iv) v z existuje harmonická Bouligandova funkce,
(v) v z existuje Keldyšova funkce,
(vi) je-li f : ∂U → [−∞,∞) shora omezená, potom

lim sup
U3 x→z

Hf (x) ≤ lim sup
∂U3 x→z

f(x) .

(Implikace (ii) =⇒ (iv) a (i) =⇒ (v) jsou BD.)

Důsledky 39.
(a) Necht’ f ∈ R(U) je omezená na ∂U a spojitá v bodě z ∈ Ureg. Potom

limx→z f(x) = f(z).
(b) Je-li z ∈ Ureg a G ⊂ U otevřená taková, že z ∈ ∂G, potom z ∈ Greg.
(c) (Poincaré) Necht’ z ∈ ∂U a necht’ existuje B(y, r) tak, že B(y, r)∩U = {z}.

Potom z ∈ Ureg.
(d) Exisuje posloupnost regulárńıch množin {Un} tak, že

Un ⊂ Un+1 a U =
⋃
Un .

Věta 40 (Keldyš). Je-li A : C(∂U) → H(U) Keldyš̊uv operátor a f ∈ C(∂U),
potom Af = Hf .

Věta 41 (Daľśı kriteria a př́ıklady). (a) Je-li U konvexńı množina, potom Ureg =
∂U .

(b) Je-li U tř́ıdy C2 v bodě z ∈ ∂U , je z ∈ Ureg.
(c) (Zaremba) Necht’ existuje ”useknutý nedegenerovaný kužel” K ⊂ Rd \ U s

vrcholem v bodě z ∈ ∂U , potom z ∈ Ureg. [BD]
(d) Je-li U tř́ıdy C1 v bodě z ∈ ∂U , je z ∈ Ureg.
(e) Množina Ureg je neprázdná. (Je typu Gδ, ale nemuśı být Fσ.)
(f) Je-li bod z ∈ ∂U izolovaný, je z iregulárńı.
(g) Množina Uirr je polárńı, tedy zanedbatelná. [BD]
(h (Lebesgue̊uv hrot) Bud’

L := {0} ∪
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 > 0,
√
x2

2 + x2
3 ≤ e

− 1
x1

}
.

Potom bod 0 neńı regulárńım bodem množiny B(0, 1) \ L. [BD]
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(i) (Wienerovo kriterium) Bud’ z ∈ ∂U a α > 1. Potom z ∈ Ureg, právě když
∞∑
n=1

αn cap(An \ U) =∞ ,

kde
An := {x ∈ Rd : αn ≤ ||x− z||2−n ≤ αn+1} .

[BD]

1.H. Tenkost, jemná topologie a vymetáńı.

Věta 42 (Vlastnosti tenkých množin).
(a) Polárńı množina P je tenká v každém bodě Rd \ P .
(b) Je-li množina E tenká v x ∈ Rd \ E a F ⊂ E, potom i F je tenká v x.
(c) Jsou-li množiny E,F tenké v bodě x ∈ Rd \ (E ∪ F ), je i množina E ∪ F

tenká v x.

Věta 43. Necht’ V ⊂ Rd. Potom V ∈ Wf (x) (jemné okoĺı x), právě když množina
Rd \ V je tenká v x.

Věta 44 (Vlastnosti jemné topologie).
(a) Systém jemných okoĺıWf (x) má bázi z (eukleidovsky) kompaktńıch množin.
(b) Rd s jemnou topologíı tvoř́ı Baire̊uv prostor.
(c) Jemná topologie je úplně regulárńı, neńı normálńı, neńı metrizovatelná,

konečné množiny jsou jediné kompakty.
Pokud posloupnost {xn} konverguje v jemné topologii k prvku x, potom

existuje n0 tak, že xn = x pro všechna n ≥ n0. [BD]
(d) Jemná topologie na otevřené množině U ⊂ Rd je restrikćı jemné topologie

z Rd.
(e) Jemně otevřené množiny jsou lebesgueovsky měřitelné, ale nemusej́ı být bo-

relovské. [BD]

Věta 45. Bud’ E ⊂ Rd a x ∈ Rd \ E. Potom E je tenká v x, právě když existuje
V ∈ W(x) tak, že RE∩V1 < 1.

Věta 46 (Choquetovo lemma). Bud’ T topologický prostor se spočetnou báźı
otevřených množin a F kolekce (numerických) funkćı na T . Potom existuje spočetná
množina F0 ⊂ F tak, že F̂0 = F̂ .

Věta 47. Bud’te U ⊂ Rd, sn ∈ S(U), sn ↘ u na U . Pokud u je lokálně zdola
omezená na U , potom û ∈ S(U).

Věta 48. Bud’te U ⊂ Rd, F neprázdná lokálně zdola omezená tř́ıda funkćı z S(U)
a s := inf{v : v ∈ F}. Potom ŝ ∈ S(U) a množina {x ∈ U : ŝ(x) < s(x)} je polárńı.
(Posledńı tvrzeńı [BD].)

Věta 49 (Vlastnosti R̂As ). Bud’te s, t ∈ S(Rd) a A ⊂ Rd. Potom:

(a) 0 ≤ R̂As ≤ RAs ≤ s na Rd,
(b) s = RAs na A,
(c) s = RAs = R̂As na IntA,
(d) RAs = R̂As na Rd \A a jsou to funkce harmonické na Rd \A,
(e) R̂As+t = R̂As + R̂At ,
(f) s ≤ t =⇒ R̂As ≤ R̂At ,
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(g) λ ≥ 0 =⇒ R̂Aλs = λ R̂As .
(Netriviálńı věci [BD].)

Věta 50 (Charakteristiky polárńıch množin). Bud’ P ⊂ Rd. Následuj́ıćı výroky
jsou ekvivalentńı.

(a) P je polárńı.
(b) Existuje striktně pozitivńı s ∈ S(Rd) tak, že R̂Ps = 0.
(c) R̂Pu = 0 pro každou funkci u ∈ S(Rd).
(d) množina P je tenká v každém svém bodě.

(Obdobně i pro otevřenou U ⊂ Rd. Ekvivalence s (iv) [BD].)

Věta 51 (Odstranitelné singularity). Bud’te U ⊂ Rd otevřená a P ⊂ U polárńı
uzavřená (v U), s ∈ S(U \ P ) zdola omezená na kompaktech v U . Potom existuje
právě jedna u ∈ S(U) tak, že u = s na U \P . Speciálně pro spojitou h ∈ H(U \P ).
([BD])

Věta 52 (Důsledek Choquetova lemmatu). Bud’ A ⊂ Rd a x ∈ Rd. Potom existuje
právě jedna (pravděpodobnostńı) mı́ra εAx tak, že

R̂As (x) =
∫

Rd

s dεAx

pro každou funkci s ∈ S+(Rd).

Lemma 53 (Poissonova modifikace). Bud’ U ⊂ Rd otevřená a s ∈ S(U). Pro
regulárńı množinu V ⊂ V ⊂ U položme

sV (x) :=

{∫
∂V

s dµVx pro x ∈ V,
s(x) pro x ∈ U \ V.

Potom sV ∈ S(U) a sV ∈ H(V ).

Věta 54. Bud’ U ⊂ Rd omezená otevřená. Potom
(a) je-li U regulárńı a x ∈ U , je εCUx = µUx ,
(b) spt εCUx ⊂ ∂U .

Tvrzeńı (b) je [BD].

Věta 55 (Charakteristiky regulárńıch bod̊u). Pro otevřenou omezenou množinu
U ⊂ Rd a z ∈ ∂U je ekvivalentńı:

(i) z je regulárńım bodem U ,
(ii) εCUz = εz,

(iii) R̂CUs = s(z) pro každou s ∈ S(Rd),
(iv) CU neńı tenký v z,
(v) w − limx→z ε

CU
x = εz.

Věta 56. Množina iregulárńıch bod̊u otevřené omezené množiny U ⊂ Rd je polárńı,
tedy zanedbatelná. [BD]

Věta 57. Necht’ U je otevřená množina v Rd a s ∈ S(U). Pokud s má na U har-
monickou minorantu, potom má na U i jednoznačně určenou nejvěťśı harmonickou
minorantu.

Speciálně, každá funkce s ∈ S+(U) má nejvěťśı harmonickou majorantu.
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Věta 58 (Riesz̊uv rozklad). Bud’ U ⊂ Rd otevřená a s ∈ S+(U). Potom existuj́ı
jednoznačně určené h ∈ H(U) a p ∈ P(U) tak, že s = p+ h.

Speciálně, je-li s ∈ S+(Rd), existuje Radonova mı́ra µ ∈ M+(Rd) a h ∈ H(U)
tak, že s = N µ + h.

Poznámka. Toto je pouze výčet skutečně hlavńıch vět. V textu chyb́ı celá řada
daľśıch poznatk̊u uváděných většinou bez d̊ukaz̊u. Namátkou uvád́ım - spojitost
mezi klasickou teoríı potenciálu a moderńımi metodami teorie parciálńıch dife-
renciálńıch rovnic (přednáška J. Malého), Newtonova kapacita a Choquetova věta o
kapacitabilitě, Choquet̊uv integrál, Keldyšovo lemma, body tenkosti jako body hus-
toty, topologie generované systémem funkćı, Choquetovo lemma slouž́ıćı k definici
vymetené mı́ry, existence ”divokých”harmonických funkćı, Brelotova věta o exis-
tenci jemné limity superharmonické funkce v iregulárńım bodě, Evans-Vasilesc̊uv
princip spojitosti, Maria-Frostman̊uv princip maxima, G-potenciály a jejich polo-
spojitost, G-polárńı množiny,...

V pr̊uběhu semestru jsem vám také zadal pár Cvičeńı. Pokud jste některá z nich
vyřešili, rád si to u zkoušky poslechnu.

Praha, 22. 5. 2012 Jaroslav Lukeš


