TEORIE POTENCIALU 2

PREHLED HLAVNICH VET

1. KLASICKA DIRICHLETOVA ULOHA

1.D. Zobecnéné ieSeni Dirichletovy tlohy - pokracovani. V dalsim U bude
omezend oteviend podmnozina R%, povétsinou d > 3.

Véta 27. Necht f, : OU — [—o0,0], fn /' f ma OU a Hy > —oco. Potom
Ff" —>Hf na U.

1.E. Harmonicka mira.

Véta 28. Bud' z €U a f: 0U — [—o0,0]. Potom
Hy(z) = fdu, pro kazdouw f € C(OU).
oUu

Véta 29 (Brelot). Pro funkci f : OU — [—o0, 00| jsou ndsledujici vjroky ekviva-
lentni:

(i) feR),

(i) f € LY(uz) pro kazdé x €U,

(iii) v kaZdé komponenté Q C U existuje x € Q tak, Ze f € LM (uz) -
Véta 30. Bud Q C RY omezend oteviend souvisld a x,y € €.

(a) Je-li E C Q, potom pi.(E) =0, prdvé kdyz p,(E) = 0.
(b) Mnozina M C Q je py—méritelnd, pravé kdyz je pu,—méritelnd.
(c) Funkce f: 00 — [—00,00] je p,—méfitelnd, pravé kdyz je p,-méritelnd.
(d) L'(uz) = LY(1y) a prislusné normy na téchto prostorech jsou ekvivalentnd.
1.F. Malé mnoziny v teorii potencialu.
Véta 31. Mnozina E C OU je zanedbatelnd, prdve kdy? existuje s € ST(U) tak, Ze

lim s(x) = co pro kazdéz € E.

Véta 32 (Princip minima pro S(U)). Necht E C OU je p,-méritelnd pro kazdé
x € U. Potom ndsledujict vyroky jsou ekvivalentni:

(i) E je zanedbatelnd,
(ii) kdykoliv s € S(U) je zdola omezend na U a liminf,_,, s(x) > 0 pro kazdé
z € 0U\ E, potom s >0 na U.

Lemma 33. Necht 0 <7 < R a s € S(B(z, R)). Potom ezistuje u € S(R?) takovd,
Ze u = s na B(z,r) au je zdola omzend.

Véta 34. Necht P C RY je poldrni a z € R\ P. Potom existuje u € S(R?), u > 0,
tak, Ze
u(z) <o a PCu (o).
1
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Véta 35. Systém poldrnich mnoZzin md ndsledujici vlastnosti.
(a) Poldrni mnoZiny maji Lebesgueovu miru 0.
(b) PodmnoZiny poldrni mnoZiny jsou poldrni. Spocetné sjednoceni poldrnich
mnoZin je poldrni (tedy poldrni mnoziny tvori o—idedl).
(¢) Kazdd poldrni mnoZina je obsaZena v poldrni mnoziné typu Gs.
Véta 36. Kazdd poldrni podmnozina OU je zanedbatelnd.
Véta (Cartan). Mnozina P C R? je poldrni, prdvé kdyz cap* P = 0. [BD]
1.G. Regularni body.
Véta 37. Mnozina U je reguldrni, prdvé kdyz kazdy jeji hraniéni bod je reguldrni.
Véta 38 (Charakteristiky reuldrnich bodt). Bud’ z € OU. Ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:
i) z je reguldrni,
il) v z existuje lokdlni bariéra,

)
i) vz emistuje bariéra,
v) v z ezistuje harmonickd Bouligandova funkce,
)
)

(
(i
(i
(v) v z existuje Keldysova funkce,
(vi) je-li f: U — [—00,00) shora omezend, potom
limsup H ¢(z) < limsup f(z).
US z—=z U z—z
(Implikace (i) = (iv) a (i) = (v) jsou BD.)
Disledky 39.
(a) Necht f € R(U) je omezend na OU a spojitd v bodé z € Uyeg. Potom
lim,_.. f(z) = f(2).
(b) Je-li z € Upeg a G C U oteviend takovd, Ze z € OG, potom z € Gieg.
(c) (Poincaré) Necht z € OU a necht existuje B(y,r) tak, Ze B(y,7)NU = {z}.
Potom z € Useg-
(d) Exisuje posloupnost requldrnich mnozin {U,} tak, Ze

Upn CUppr o U=JU,.

Véta 40 (Keldys). Je-li A : C(OU) — H(U) Keldysiv operdtor a f € C(OU),
potom Af = Hy.

Véta 41 (Dalsf kriteria a ptiklady). (a) Je-liU konvexni mnoZina, potom Uyeg =
ou.
(b) Je-li U tridy C* v bodé z € OU, je z € Uyeg-
(c) (Zaremba) Necht existuje “useknuty nedegenerovany kuzel” K C R4\ U s
vrcholem v bodé z € OU, potom z € Uyeg. [BD]
) Je-li U triidy C* v bodé z € U, je z € Uteg -
(€) Mnozina Uyeg je neprdzdnd. (Je typu Gs, ale nemust byt F,.)
(f) Je-li bod z € OU izolovany, je z irequldrni.
) Mnozina Uy, je poldrni, tedy zanedbatelnd. [BD]
(h (Lebesguetiv hrot) Bud

L:={0}U {(xl,xg,mg) ER®: 2y >0,4/23 + 22 < eiﬁ}.

Potom bod 0 nent reguldrnim bodem mnoZiny B(0,1)\ L. [BD]
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(i) (Wienerovo kriterium) Bud z € OU a o > 1. Potom z € Uyeg, pravé kdyz

3" a" cap(A, \ U) = oo,
n=1

kde
Api={zeR: o™ <z — 2| <"}
[BD]

1.H. Tenkost, jemna topologie a vymetani.

Véta 42 (Vlastnosti tenkych mnozin).
(a) Poldrni mnozina Pje tenkd v kazdém bodé R\ P.
(b) Je-li mnozina E tenkd vz € RE\ E a F C E, potom i F je tenkd v x.
(c) Jsou-li mnoziny E, F tenké v bodé x € R\ (E U F), je i mnozina EUF
tenkd v x.

Véta 43. Necht V C R Potom V € Wy (x) (jemné okoli x), prdvé kdyz mnozina
R\ V je tenkd v x.
Véta 44 (Vlastnosti jemné topologie).
(a) Systém jemnych okoli Wy (x) md bdzi z (eukleidovsky) kompaktnich mnoZin.
(b) R s jemnou topologii tvori Baireiiv prostor.
(¢) Jemnd topologie je uplné reguldrni, neni normdlnid, neni metrizovatelnd,
koneéné mnoziny jsou jediné kompakty.
Pokud posloupnost {x,} konverguje v jemné topologii k proku x, potom
existuje ng tak, Ze x, = x pro vSechna n > ng. [BD]
(d) Jemnd topologie na oteviené mnoziné U C R? je restrikci jemné topologie
zRe,
(e) Jemné oteviené mnoziny jsou lebesqueovsky méritelné, ale nemuseji byt bo-
relovské. [BD]

Véta 45. Bud E C R? a x € R4\ E. Potom E je tenkd v =, prdvé kdyz existuje
V € W(x) tak, zZe RETV < 1.

Véta 46 (Choquetovo lemma). Bud T topologicky prostor se spoéetnou bdzi
otevienych mnozin a F kolekce (numerickych) funkci na T. Potom ezistuje spocetnd
mnozina Fo C F tak, Ze Fo = F .
Véta 47. Budte U C R%, s, € S(U), s, \, u na U. Pokud u je lokdlné zdola
omezend na U, potom u € S(U).

Véta 48. Bud'te U C R, F neprdzdnd lokdlné zdola omezend tiida funkci z S(U)
as:=inf{v:v e F}. Potoms e SU) a mnozina {x € U : 5(x) < s(x)} je poldrni.
(Posledni tvrzend [BD].)

Véta 49 (Vlastnosti R4). Bud'te s,t € S(RY) a A C RY. Potom:
OgﬁngfgsnaRd,

s= R na A,
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(8) A>0 = R{ = ARA,
(Netrividlni véci [BD].)

Véta 50 (Charakteristiky polarnich mnozin). Bud P C RY. Ndsledujici vijroky
jsou ekvivalentni.

(a) P je poldrnd.

(b) Ewistuje striktné pozitivni s € S(R?) tak, ze RT = 0.

(c) RY =0 pro kazdou funkei u € S(R?).

(d) mnozina P je tenkd v kazZdém svém bodé.
(Obdobné i pro otevienou U C R%. Ekvivalence s (iv) [BD].)

Véta 51 (Odstranitelné singularity). Budte U C R? oteviend a P C U poldrni
uzaviend (v U), s € S(U \ P) zdola omezend na kompaktech v U. Potom existuje
prdvé jedna u € S(U) tak, Ze u = s na U\ P. Specidlné pro spojitou h € H(U \ P).

([BD])

Véta 52 (Diisledek Choquetova lemmatu). Bud A C R? a x € R, Potom existuje
prdvé jedna (pravdépodobnostni) mira 2 tak, Ze

RMz) = / sdel
Rd
pro kazdou funkci s € ST(R?).

Lemma 53 (Poissonova modifikace). Bud’ U C R? oteviend a s € S(U). Pro
requldrni mnozinu V. .C 'V C U poloZme

s (z) = Jov sduY  pro xz €V,
VAR s(x) pro x €U\ V.

Potom sy € S(U) a sy € H(V).

Véta 54. Bud U C R omezend oteviend. Potom
(a) je-li U reguldrni a x € U, je eSYV = u¥,
(b) sptef? c aU.

Turzent (b) je [BD].

Véta 55 (Charakteristiky reguldrnich bodit). Pro otevienou omezenou mnoZinu
U CR? az e dUje ekvivalentni:
(i) z je reguldrnim bodem U,
(i) EZCU =&z
(iii) RCU = s(2) pro kazdou s € S(R?),
(iv) CU nend tenky v z,

(v) w—lim,_,efV =¢,.

Véta 56. Mnozina irequldrnich bodi oteviené omezené mnoziny U C RY je poldrnd,
tedy zanedbatelnd. [BD]

Véta 57. Necht U je oteviend mnozina v R? a s € S(U). Pokud s md na U har-
monickou minorantu, potom md na U i jednoznacéné urcéenou nejuétsi harmonickou
minorantu.

Specidlné, kazdd funkce s € ST(U) md nejvétsi harmonickou majorantu.
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Véta 58 (Riesziiv rozklad). Bud U C R oteviend a s € ST(U). Potom ewistuji
jednoznacné uréené h € H(U) ap € P(U) tak, Ze s =p+ h.

Specidlne, je-li s € ST(RY), existuje Radonova mira p € M*T(RY) a h € H(U)
tak, Ze s = N'* + h.

Poznamka. Toto je pouze vycet skuteéné hlavnich vét. V textu chybi celd fada
dalsich poznatku uvadénych vétsinou bez dukazu. Namatkou uvadim - spojitost
mezi klasickou teorii potencidlu a modernimi metodami teorie parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic (prednaska J. Malého), Newtonova kapacita a Choquetova véta o
kapacitabilité, Choquettv integral, Keldysovo lemma, body tenkosti jako body hus-
toty, topologie generované systémem funkci, Choquetovo lemma slouzici k definici
vymetené miry, existence ”divokych” harmonickych funkci, Brelotova véta o exis-
tenci jemné limity superharmonické funkce v ireguldrnim bodé, Evans-Vasilesciuv
princip spojitosti, Maria-Frostmantuv princip maxima, G-potencidly a jejich polo-
spojitost, G-polarni mnoziny,...

V pribéhu semestru jsem vam také zadal par Cviceni. Pokud jste néktera z nich
vytesili, rad si to u zkousky poslechnu.

Praha, 22. 5. 2012 Jaroslav Lukes



