
Př́ıklady na 5. a 6. týden

Laplaceova transformace

1. Dokažte z tabulky Laplaceových vzor̊u a obraz̊u to, co ještě nebylo
dokázáno na přednášce.

2. Zejména za domáćı úkol: spočtěte Laplaceovu transformaci fce (viz
tabulku)

f(t) =
sinωt

t
.

Ponděĺı: Čı́žek, Jǐŕıček, Knob, Kouba, Mravcová, Ronovský, Skoupý, Slezák D.

Středa: Kepčija, Peštová, Vyhnálková

Speciálńı funkce

3. Definujme B-funkci:

B(p, q) =

∫ 1

0
tq−1(1− t)p−1 dt.

Ukažte, že plat́ı

B(p, q) = 2

∫ π/2

0
cos2p−1 ϕ sin2q−1 ϕdϕ =

∫ ∞
0

xq−1

(1 + x)p+q
dx

= 2

∫ ∞
0

r2q−1

(1 + r2)p+q
dr =

∫ ∞
−∞

eqt

(1 + et)p+q
dt =

Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

(Posledńı výraz znáte z minulého cvičeńı.)

Ponděĺı, Středa: množina ostatńı (nezlobte se, pro jednou jsem použil množiny z minula)

4. Pro s ∈ (0, 1) spočtěte B(s, 1− s) a odtud

∫ π/2

0
tgλx dx

pro −1 < λ < 1.

Ponděĺı: Borák, Hojnoš, Kassayová, Kotlař́ık, Lǐska, Poláček, Skácel, Slezák P.

Středa: Dušek, Novotný, Šestáková
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5. Pro ν ≥ 0 uvažujte Besselovu rovnici

y′′ +
1

x
y′ +

(
1− ν2

x2

)
y = 0.

Nalezněte všechna řešeńı na (0,∞) ve tvaru

xλ
∞∑
n=0

anx
n, λ ∈ R.

Speciálně ukažte, že řešeńı lze zapsat ve tvaru

Jν(x) =
(x

2

)ν ∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)

(x
2

)2n
, ν ≥ 0,

J−ν(x) =
(x

2

)−ν ∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(n− ν + 1)

(x
2

)2n
, ν > 0, ν /∈ N,

J−ν(x) =
(x

2

)−ν ∞∑
n=0

(−1)n

n!Γ(n− ν + 1)

(x
2

)2n
, ν ∈ N0.

6. Ukažte, že pro ν ∈ N0 je Jν(x) = (−1)νJ−ν(x), zat́ımco pro ν /∈ N0

jsou tato řešeńı nezávislá.

7. Ukažte, že pro ν ∈ N0 lze tyto funkce holomorfně prodloužit na celé
C, zat́ımco pro ν /∈ N0 lze funkce prodloužit na komplexńı rovninu bez
jedné polopř́ımky vycházej́ıćı z počátku.

8. Ukažte, že pro ν ≥ 0

xν(x−νJν(x))′ = −Jν+1(x),

speciálně
J ′0 = −J1.

9. Ukažte, že

J 1
2
(x) =

√
2

πx
sinx,

J− 1
2
(x) =

√
2

πx
cosx,

J 3
2
(x) = −

√
2x

π

(sinx

x

)′
.
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