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Ve skriptech je použito následuj́ıćı označeńı:
R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . reálná č́ısla
R∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . rozš́ı̌rená reálná č́ısla
N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . přirozená č́ısla
Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . celá č́ısla
clo (A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . uzávěr množiny A
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Kapitola 0

Úvod

Tento text shrnuje základńı znalosti a informace o konvexńıch množinách a konvexńıch funkćıch v konečné
dimenzi, které jsou nutné pro výklad základ̊u teorii optimalizace. Většina z uvedených vlastnost́ı a vztah̊u
je v platnosti v Hilbertových prostorech či dokonce v Banachových prostorech. Naš́ım ćılem je však po-
dat základy nutné pro vysvětleńı teorie lineárńıho programováńı (Farkasova věta, dualita úloh lineárńıho
programováńı, simplexová metoda, dopravńı problém) a nelineárńıho programováńı (Lagrangeova funkce,
Lagrangeovy multiplikátory, globálńı podmı́nky optimality, lokálńı podmı́nky optimality, podmı́nky re-
gularity). Vše chceme vyložit v konečné dimenzi a tak i konvexńı množiny a konvexńı funkce budeme
studovat pouze v konečné dimenzi. Pro obecněǰśı pojet́ı muśı zv́ıdavý čtenář použ́ıt jinou vhodnou lite-
raturu.

V textu očekáváme základńı znalosti z lineárńı algebry, lineárńıch vektorových prostor̊u a zejména z
teorie reálných matic.
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Kapitola 1

Konvexńı množiny

1.1 Různé obaly obecné množiny

Nejdř́ıve si pro obecnou množinu připomeňme definice použ́ıvaných obal̊u množiny.

Definice 1.1 Pro neprázdnou množinu S ⊂ Rn definujeme:

lineárńı obal ... L (S) =

{∑
s∈I

λ(s)s : λ(s) ∈ R ∀ s ∈ I , I ⊂ S konečná

}
,

afinńı obal ... Aff (S) =

{∑
s∈I

λ(s)s : λ(s) ∈ R ∀ s ∈ I ,
∑
s∈I

λ(s) = 1 , I ⊂ S konečná

}
,

nezáporný obal ... pos (S) =

{∑
s∈I

λ(s)s : λ(s) ≥ 0 ∀ s ∈ I , I ⊂ S konečná

}
,

konvexńı obal ... conv (S) =

{∑
s∈I

λ(s)s : λ(s) ≥ 0 ∀ s ∈ I ,
∑
s∈I

λ(s) = 1 , I ⊂ S konečná

}
.

Pro prázdnou množinu definici rozšiřujeme následovně

L (∅) = pos (∅) = {0} , Aff (∅) = conv (∅) = ∅.

Připomeňme, že L (S) je nejmenš́ı podprostor obsahuj́ıćı S a Aff (S) je nejmenš́ı lineál (afinńı pod-
prostor) obsahuj́ıćı S. Význam obal̊u pos (S) a conv (S) si vysvětĺıme za chv́ıli.

1.2 Definice konvexńı množiny a jej́ı základńı vlastnosti

Začněme definićı pojmu konvexńı množiny.

Definice 1.2 Řekneme, že množina A ⊂ Rn je konvexńı, jestlǐze pro každé dva body x, y ∈ A a 0 < λ < 1
plat́ı λx+ (1− λ)y ∈ A.

Poznamenejme, že také prázdná množina vyhovuje definici a je tedy konvexńı množinou.
Definice konvexnosti množiny je ekvivalentńı s t́ım, že libovolná konvexńı kombinace konečně bod̊u z

množiny A lež́ı opět v A.
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Lemma 1.3 Necht’ A ⊂ Rn je konvexńı množina. Potom pro každé k ∈ N, a1, a2, . . . , ak ∈ A a
λ1, λ2, . . . , λk ∈ [0, 1],

∑k
i=1 λi = 1 je bod

∑k
i=1 λiai ∈ A.

Důkaz: Důkaz provedeme indukćı.

1. Pro k = 1 je tvrzeńı triviálńı.

2. Pro k = 2 tvrzeńı plat́ı, jedná se př́ımo o definici konvexnosti množiny.

3. Necht’ je tvrzeńı již dokázáno pro k ∈ N.

Vezměme a1, a2, . . . , ak+1 ∈ A a λ1, λ2, . . . , λk+1 ∈ [0, 1],
∑k+1
i=1 λi = 1.

(a) Pokud λk+1 = 1, pak
∑k+1
i=1 λiai = ak+1 ∈ A.

(b) Pokud λk+1 < 1, pak můžeme psát

k+1∑
i=1

λiai = (1− λk+1)
k∑
i=1

λi
1− λk+1

ai + λk+1ak+1.

Uvědomme si, že
∑k
i=1

λi

1−λk+1
= 1.

Proto použit́ım indukčńıho předpokladu dostaneme, že
∑k
i=1

λi

1−λk+1
ai ∈ A.

Studovaný bod je tedy konvexńı lineárńı kombinaćı dvou bod̊u z množiny A. Proto př́ımo z
definice konvexnosti množiny plyne, že

k+1∑
i=1

λiai = (1− λk+1)
k∑
i=1

λi
1− λk+1

ai + λk+1ak+1 ∈ A.

Ukázali jsme tedy, že tvrzeńı plat́ı i pro k + 1.

Platnost tvrzeńı je t́ımto dokázána.

Q.E.D.

Povšimněme si základńıch vlastnost́ı konvexńıch množin. Nejdř́ıve si povšimněme, že aritmetický
součet konvexńıch množin je opět konvexńı množina.

Lemma 1.4 Když A,B ⊂ Rn jsou konvexńı množiny a α, β ∈ R, potom

αA+ βB = {αa+ βb : a ∈ A, b ∈ B}

je také konvexńı množina. Speciálně, αA, A+B, A−B (Pozor! Odlǐsovat od množinového rozd́ılu A\B!)
jsou konvexńı množiny.

Důkaz: Ověř́ıme definici konvexńı množiny. Vezměme x, y ∈ αA+ βB a 0 < λ < 1.
Potom x = αa1 + βb1, y = αa2 + βb2 pro vhodná a1, a2 ∈ A, b1, b2 ∈ B. Proto plat́ı

λx+ (1− λ)y = λ(αa1 + βb1) + (1− λ)(αa2 + βb2)
= α(λa1 + (1− λ)a2) + β(λb1 + (1− λ)b2) ∈ αA+ βB,

nebot’ λa1 + (1− λ)a2 ∈ A, λb1 + (1− λ)b2 ∈ B, protože A i B jsou konvexńı množiny.

Q.E.D.
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Uvědomme si ještě, které množinové operace zachovávaj́ı konvexitu.

Lemma 1.5 Necht’ I 6= ∅ je indexová množina a pro každé i ∈ I je dána konvexńı množina Ai ⊂ Rn.
Potom také

⋂
i∈I Ai je konvexńı množinou.

Důkaz: Necht’ x, y ∈
⋂
i∈I Ai a 0 < λ < 1.

Pak ovšem pro každé i ∈ I je x, y ∈ Ai.
Z konvexnosti množin Ai plyne, že λx+ (1− λ)y ∈ Ai pro každé i ∈ I.
Závěrem λx+ (1− λ)y ∈

⋂
i∈I Ai.

Q.E.D.

Lemma 1.6 Když A ⊂ Rn je konvexńı množina, potom také clo (A) je konvexńı množina.

Důkaz: Vezměme x, y ∈ clo (A) a 0 < λ < 1.
Pak existuj́ı posloupnosti xn, yn ∈ A, n ∈ N takové, že lim

n→+∞
xn = x, lim

n→+∞
yn = y.

Množina A je konvexńı, a tak pro každé n ∈ N je λxn + (1− λ)yn ∈ A.
Limitńım přechodem dostáváme

lim
n→+∞

λxn + (1− λ)yn = λx+ (1− λ)y ∈ clo (A) .

Ověřili jsme, že clo (A) je konvexńı množina.

Q.E.D.

Lemma 1.7 Když A ⊂ Rn je konvexńı množina, potom také int (A) je konvexńı množina.

Důkaz: Vezměme x, y ∈ int (A) a 0 < λ < 1.
Pak existuje ε > 0 takové, že Uε (x) ⊂ A i Uε (y) ⊂ A.
Množina A je konvexńı, proto plat́ı

λUε (x) + (1− λ)Uε (y) = Uε (λx+ (1− λ)y) ⊂ A.

Tud́ıž jsme zjistili, že λx+ (1− λ)y ∈ int (A).

T́ım jsme ověřili, že int (A) je konvexńı množina.

Q.E.D.

Uvědomme si, že sjednoceńı množin, množinový rozd́ıl, doplněk množin nebo hranice množiny kon-
vexitu nezachovávaj́ı. Čtenář jistě sám nalezne řadu jednoduchých př́ıklad̊u.

Ještě si uved’me definici dimenze a relativńıho vnitřku konvexńı množiny.

Definice 1.8 Dimenźı neprázdné konvexńı množiny A ⊂ Rn rozumı́me dimenzi nejmenš́ıho lineálu
(afinńıho podprostoru), který obsahuje množinu A, tj. dimenzi Aff (A).

Pro prázdnou množinu dimenzi nezavád́ıme.
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Definice 1.9 Relativńım vnitřkem neprázdné konvexńı množiny A ⊂ Rn rozumı́me vnitřek této množiny
vzhledem k nejmenš́ımu lineálu (afinńımu podprostoru), který obsahuje množinu A, tj. vzhledem k Aff (A).
Relativńı vnitřek označujeme rint (A).

Pro prázdnou množinu klademe rint (∅) = ∅.

Uvedené definice jsou vhodné pouze pro konvexńı množiny. Pro obecné množiny jsou pojmy dimenze
a relativńıho vnitřku také uvažovány. Je však třeba definice formulovat opatrněji, podstatně složitěǰśım
zp̊usobem.

Lemma 1.10 Když A ⊂ Rn je konvexńı množina, potom také rint (A) je konvexńı množina.

Důkaz: Relativńı vnitřek množiny A je jej́ım vnitřkem vzhledem k lineálu Aff (A). Je tedy konvexńı
množinou podle lemmatu 1.7.

Q.E.D.

Lemma 1.11 Když A ⊂ Rn je neprázdná konvexńı množina, potom také rint (A) je neprázdná konvexńı
množina.

Důkaz: Podle lemmatu 1.10 již v́ıme, že rint (A) je konvexńı množina. Muśıme ukázat pouze jeho
neprázdnost. Rozlǐśıme tři př́ıpady.

1) Množina je jednobodová, označme A = {a}. Pak také rint (A) = {a}.

2) Množina A má dimenzi n, tj. Aff (A) = Rn.

Pak existuj́ı body a0, a1, . . . , an ∈ A tak, že Aff (a0, a1, . . . , an) = Rn.

Množina A je konvexńı a tak conv (a0, a1, . . . , an) ⊂ A. Potom však

int (A) ⊃ int (conv (a0, a1, . . . , an)) =

{
n∑
i=0

λiai : λi > 0 ∀ i = 0, 1, . . . , n ,
n∑
i=0

λi = 1

}
6= ∅.

3) Množina A obsahuje alespoň dva body, ale jej́ı dimenze m je menš́ı nežli n.

Lineál Aff (A) je posunutým podprostorem prostoru Rn, který je izomorfńı s prostorem Rm.

Proto můžeme problém uvažovat pouze v rámci (v souřadném systému) lineálu Aff (A).

Změnou souřadnic dostáváme A ⊂ Rm a Aff (A) = Rm. Tuto situaci jsme již vyřešili v předchoźım
př́ıpadě.

Q.E.D.

Lemma 1.12 Když A ⊂ Rn je konvexńı, a ∈ int (A) a x ∈ ∂ (A), potom existuje ρ > 0 takové, že

{λa+ (1− λ)x+ λu : 0 < λ ≤ 1, , u ∈ Uρ (0)} ⊂ int (A) .

Důkaz: Předpokládáme a ∈ int (A) a x ∈ ∂ (A), potom existuje ρ > 0 a posloupnost vi ∈ A, i ∈ N
takové, že Uρ (a) ⊂ int (A) a vi → x když i→ +∞.
Pak pro každé i ∈ N máme

{λa+ (1− λ)vi + λu : 0 < λ ≤ 1, , u ∈ Uρ (0)} ⊂ int (A) .
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Odtud

int (A) ⊃
+∞⋃
i=1

{λa+ (1− λ)vi + λu : 0 < λ ≤ 1, , u ∈ Uρ (0)}

⊃ {λa+ (1− λ)x+ λu : 0 < λ ≤ 1, , u ∈ Uρ (0)} .

Q.E.D.

Speciálńım d̊usledkem tohoto lemmatu je následuj́ıćı pozorováńı.

Lemma 1.13 Když A ⊂ Rn je konvexńı množina, a ∈ int (A) a s ∈ Rn, potom existuj́ı pouze dvě
možnosti. Bud’

{a+ ts : t ≥ 0} ⊂ int (A)

nebo existuje t0 > 0 takové, že

{a+ ts : 0 ≤ t < t0} ⊂ int (A) , a+ t0s ∈ ∂ (A) , {a+ ts : t ≥ t0} ⊂ Rn \ clo (A) .

Důkaz: Necht’ existuje t0 > 0 takové, že a+ t0s ∈ ∂ (A). Pak podle lemmatu 1.12

{a+ ts : 0 ≤ t < t0} ⊂ int (A) .

Kdyby existovalo t1 > t0 takové, že a+ t1s ∈ A, pak podle lemmatu 1.12

{a+ ts : 0 ≤ t < t1} ⊂ int (A) .

Speciálně by muselo být a+ t0s ∈ int (A), což by byl spor.

Lemma je t́ım dokázáno.

Q.E.D.

Lemma 1.14 Když A ⊂ Rn je konvexńı množina, potom plat́ı

clo (rint (A)) = clo (A) .

Důkaz: Rozlǐsme čtyři př́ıpady.

1. Když A = ∅, pak

clo (rint (A)) = clo (A) = ∅.

2. Když je množina jednobodová, řekněme A = {a}, pak

clo (rint (A)) = clo (A) = {a} .

3. Necht’ int (A) 6= ∅ a A obsahuje alespoň dva body.

To znamená, že rint (A) = int (A).

Vezměme tedy ã ∈ int (A). K němu existuje δ > 0 tak, že Uδ (ã) ⊂ A.

Pro každou množinu je clo (int (A)) ⊂ clo (A), stač́ı ukázat opačnou inkluzi.

Vezměme x ∈ clo (A).

Podle lemmatu 1.13, pro každé 0 < λ < 1 je λã+ (1− λ)x ∈ int (A).

To ale znamená, že x ∈ clo (int (A)).

Jinak řečeno, ukázali jsme požadovanou inkluzi clo (int (A)) ⊃ clo (A).
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4. Necht’ int (A) = ∅ a A obsahuje alespoň dva body.

V tomto př́ıpadě stač́ı uvažovat úlohu vzhledem k lineál nejmenš́ı dimenze, který obsahuje A.

Vzhledem k tomuto lineálu již plat́ı int (A) 6= ∅.
T́ım jsme úlohu převedli na předchoźı př́ıpad.

Prošli jsme všechny možné př́ıpady a tak je tvrzeńı dokázáno.

Q.E.D.

Lemma 1.15 Když A ⊂ Rn je konvexńı množina, potom plat́ı

rint (clo (A)) = rint (A) .

Důkaz: Rozlǐsme čtyři př́ıpady.

1. Když A = ∅, pak

rint (clo (A)) = rint (A) = ∅.

2. Když je množina jednobodová, řekněme A = {a}, pak

rint (clo (A)) = rint (A) = {a} .

3. Necht’ int (A) 6= ∅ a A obsahuje alespoň dva body.

To znamená, že rint (A) = int (A).

Zřejmě plat́ı int (clo (A)) ⊃ int (A). Muśıme ukázat pouze opačnou inkluzi.

Vezměme y ∈ int (clo (A)) a a ∈ int (A).

Pak podle lemmatu 1.13 je bud’

{a+ t(y − a) : t ≥ 0} ⊂ int (A)

nebo existuje t0 > 1 takové, že

{a+ t(y − a) : 0 ≤ t < t0} ⊂ int (A) .

Oba př́ıpady však znamenaj́ı, že y ∈ int (A).

Jinak řečeno, ukázali jsme požadovanou inkluzi int (clo (A)) ⊂ int (A).

4. Necht’ int (A) = ∅ a A obsahuje alespoň dva body.

V tomto př́ıpadě stač́ı uvažovat úlohu vzhledem k lineálu nejmenš́ı dimenze, který obsahuje A.

Vzhledem k tomuto lineálu již plat́ı int (A) 6= ∅.
T́ım jsme úlohu převedli na předchoźı př́ıpad.

Prošli jsme všechny možné př́ıpady a tak je tvrzeńı dokázáno.

Q.E.D.

Nyńı si ukážeme význam pojmu konvexńı obal množiny.
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Věta 1.16: Když S⊂Rn, pak conv (S) je roven nejmenš́ı konvexńı množině obsahuj́ıćı S.

Důkaz:

1) Zřejmě S ⊂ conv (S). Pro s ∈ S stač́ı v definici položit I = {s}.

2) Ukážeme, že množina conv (S) je konvexńı.

Vezměme dva body x, y ∈ conv (S), x =
∑k
i=1 λis

i, y =
∑r
j=1 ϕjz

j a α ∈ [0, 1], pak

αx+ (1− α)y =
k∑
i=1

αλis
i +

r∑
j=1

(1− α)ϕjzj =
k+r∑
m=1

ρmv
m ∈ conv (S) ,

nebot’ v1, . . . , vk+r ∈ S , ρ1 ≥ 0, . . . , ρk+r ≥ 0,
k+r∑
i=1

ρi = 1,

kde ρ1 := αλ1, . . . , ρk := αλk, ρk+1 := (1− α)ϕ1, . . . , ρk+r := (1− α)ϕr,
v1 := ŝ1, . . . , v

k := ŝk, v
k+1 := z1, . . . , vk+r := zr.

3) Když B ⊃ S je konvexńı, pak B ⊃ conv (S) ⊃ S podle lemmatu 1.3.

Tud́ıž conv (S) je roven nejmenš́ı konvexńı množině obsahuj́ıćı S.

Q.E.D.

Jelikož se pohybujeme v konečné dimenzi n, stač́ı ke konstrukci konvexńıho obalu uvažovat pouze
konvexńı lineárńı kombinace n+ 1 bod̊u z dané množiny.

Věta 1.17 (Caratheodory): Pro S ⊂ Rn plat́ı

conv (S) =

{∑
s∈I

λ(s)s : λ(s) ≥ 0 ∀ s ∈ I ,
∑
s∈I

λ(s) = 1 , I ⊂ S , card (I) ≤ n+ 1

}
.

Důkaz: Necht’ x ∈ conv (S).
Pak podle definice 1.1 existuj́ı N ∈ N, s1, s2, . . . , sN ∈ S a λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, . . . , λN ≥ 0,

∑N
i=1 λi = 1

takové, že x =
∑N
i=1 λis

i.

1. Když N ≤ n+ 1, pak je již bod x vyjádřen patřičným zp̊usobem.

2. Necht’ N > n+ 1.

Pak existuj́ı ν1, ν2, . . . , νN ∈ R takové, že alespoň jedno z nich je nenulové a

N∑
i=1

νi = 0,
N∑
i=1

νis
i = 0.

Potom však nutně existuje j ∈ {1, 2, . . . , N} tak, že νj < 0.

Tud́ıž pro vektory λ = (λ1, λ2, . . . , λN )>, ν = (ν1, ν2, . . . , νN )> plat́ı

0 ≤ ∆ = max {t ≥ 0 : λ+ tν ≥ 0} < +∞.
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Označme µ = λ+ ∆ν. Pak

µ ≥ 0,
N∑
i=1

µi = 1,
N∑
i=1

µis
i = x.

Alespoň jeden z těchto koeficient̊u je však nulový a tak jsme bod x vyjádřili pomoćı N − 1 bod̊u z
S. Takto postupně redukujeme body z S, z nichž je nakombinován bod x, dokud neńı těchto bod̊u
nejvýše n+ 1.

T́ım je tvrzeńı věty dokázáno.

Q.E.D.

1.3 Konvexńı polyedrické množiny

Definice 1.18 Množina A ⊂ Rn se nazývá

i) konvexńı polyedrická množina, existuje-li konečný počet uzavřených poloprostor̊u H1, H2, . . . ,Hk

tak, že A =
⋂k
i=1Hi.

ii) konvexńı polyedr, existuje-li konečná množina S ⊂ Rn taková, že A = conv (S).

Připomeňme, že každý uzavřený poloprostor je tvaru
{
x ∈ Rn : γ>x ≥ b

}
, kde γ ∈ Rn, γ 6= 0, b ∈ R.

Lemma 1.19 Konvexńı polyedrická množina je uzavřená množina.

Důkaz: Konvexńı polyedrická množina je pr̊unikem uzavřených množin a tak je nutně také uzavřená.

Q.E.D.

Lemma 1.20 Konvexńı polyedr je kompaktńı množina.

Důkaz: Uvažujme konvexńı polyedr P = conv (S), kde S ⊂ Rn je konečná množina.
Necht’ xj ∈ P , j ∈ N.
Podle věty 1.16 v́ıme, že tyto body lze reprezentovat jako konvexńı lineárńı kombinace xj =

∑
s∈S λj(s)s.

Množina S je konečná, pro každé s ∈ S, j ∈ N jsou 0 ≤ λj(s) ≤ 1 a
∑
s∈S λj(s) = 1.

Dokážeme proto vybrat podposloupnost jm, m ∈ N takovou, že

pro každé s ∈ S máme při m→ +∞ konvergenci λjm(s)→ λ(s) ∈ [0, 1].

Potom plat́ı ∑
s∈S

λ(s) =
∑
s∈S

lim
m→+∞

λjm(s) = lim
m→+∞

∑
s∈S

λjm(s) = 1,

lim
m→+∞

xjm =
∑
s∈S

lim
m→+∞

λjm(s)s =
∑
s∈S

λ(s)s ∈ P.

T́ım jsme ukázali, že konvexńı polyedr je kompaktńı množina.

Q.E.D.
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1.4 Konvexńı kužely

Definice 1.21 Množina A ⊂ Rn se nazývá

i) kužel (s vrcholem v počátku), jestlǐze 0 ∈ A a pro každý bod s ∈ A a α > 0 je αs ∈ A.

ii) kužel s vrcholem v bodě p, kde p ∈ Rn, když A− p je kužel.

iii) konvexńı kužel, když je kužel a zároveň také konvexńı množina.

iv) konvexńı polyedrický kužel, existuje-li konečná množina S ⊂ Rn taková, že A = pos (S).

Poznamenejme, že nejmenš́ım kuželem a zároveň také nejmenš́ım konvexńım kuželem i nejmenš́ım kon-
vexńım polyedrickým kuželem je kužel pos (∅) = {0}.

Lemma 1.22 Necht’ A ⊂ Rn je konvexńı kužel. Potom pro každé k ∈ N0, a1, a2, . . . , ak ∈ A a
λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, . . ., λk ≥ 0 je bod

∑k
i=1 λiai ∈ A.

Důkaz:

1. Když k = 0, pak
∑k
i=1 λiai =

∑0
i=1 λiai = 0 ∈ A.

2. Když α =
∑k
i=1 λi = 0, pak λ1 = λ2 = . . . = λk = 0 a

∑k
i=1 λiai = 0 ∈ A.

3. Když α =
∑k
i=1 λi > 0, pak

∑k
i=1

λi

α = 1 a λ1
α ≥ 0, λ2

α ≥ 0, . . . , λk

α ≥ 0.

Pak z konvexnosti A plyne, že
∑k
i=1

λi

α ai ∈ A,

Množina A je také kužel, a tak
∑k
i=1 λiai = α

∑k
i=1

λi

α ai ∈ A.

Q.E.D.

Význam nezáporného lineárńıho obalu množiny je v tom, že generuje nejmenš́ı konvexńı kužel, který
danou množinu obsahuje.

Věta 1.23: Necht’ S ⊂ Rn, pak pos (S) je nejmenš́ı konvexńı kužel, který obsahuje množinu S.

Důkaz:

1) Množina pos (S) je evidentně kužel.

2) Množina pos (S) je konvexńı, nebot’ vezmeme-li dva body x, y ∈ pos (S),
x =

∑k
i=1 λis

i, y =
∑r
j=1 ϕjz

j a α ∈ [0, 1], pak

αx+ (1− α)y =
k∑
i=1

αλis
i +

r∑
j=1

(1− α)ϕjzj =
k+r∑
m=1

ρmv
m ∈ pos (S) ,

nebot’ v1, . . . , vk+r ∈ S , ρ1 ≥ 0, . . . , ρk+r ≥ 0,

kde

ρ1 := αλ1, . . . , ρk := αλk, ρk+1 := (1− α)ϕ1, . . . , ρk+r := (1− α)ϕr,
v1 := s1, . . . , v

k := sk , v
k+1 := z1, . . . , vk+r := zr.

3) Když B ⊃ S je konvexńı kužel, pak B ⊃ pos (S) ⊃ S podle lemmatu 1.22.
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Tud́ıž pos (S) je konvexńım kuželem generovaným množinou S.

Q.E.D.

Proto často o pos (S) hovoř́ıme, jako o konvexńım kuželi generovaným množinou S.
Konvexńı polyedrický kužel je uzavřená množina. Důkaz však již neńı tak př́ımočarý jako u lemmatu

1.19. Uzavřenost umı́me ukázat př́ımo pro konvexńı polyedrický kužel, který neobsahuje žádnou př́ımku.
To je ale právě ten př́ıpad, který budeme dále potřebovat.

Lemma 1.24 Konvexńı polyedrický kužel, který neobsahuje žádnou př́ımku, je uzavřená množina.

Důkaz: Uvažujme konvexńı polyedrický kužel P = pos (S), kde S ⊂ Rn je konečná množina.
Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že 0 6∈ S.

Necht’ xj ∈ P , j ∈ N takové, že xj → x ∈ Rn když j → +∞.
Podle věty 1.23 v́ıme, že tyto body lze reprezentovat jako nezáporné lineárńı kombinace xj =

∑
s∈S λj(s)s.

Označme Mj = maxs∈S λj(s) a M = supj∈N Mj .

• Ukážeme sporem, že M < +∞.

Předpokládejme, že M = +∞ a pro s ∈ S, j ∈ N označme ϕj(s) = λj(s)
Mj

.

Množina S je konečná a pro každé s ∈ S, j ∈ N jsou 0 ≤ ϕj(s) ≤ 1 a vždy existuje bod tak, že je
pro něj váha rovna jedné.

Dokážeme proto vybrat podposloupnost jm, m ∈ N takovou, že

pro každé s ∈ S máme při m→ +∞ konvergenci ϕjm(s)→ ϕ(s) ∈ [0, 1]
a existuje bod ŝ ∈ S takový, že ϕ(ŝ) = 1.

Potom plat́ı

0 = lim
m→+∞

1
Mjm

xjm =
∑
s∈S

lim
m→+∞

ϕjm(s)s =
∑
s∈S

ϕ(s)s.

Potom také ∑
s∈S\{ŝ}

ϕ(s)s = −ŝ.

To ale znamená, že ŝ,−ŝ ∈ P . Potom P obsahuje celou př́ımku určenou směrem ŝ, nebot’ P je kužel.
To je ale spor s našimi předpoklady.

Přesvědčili jsme se, že M < +∞. Množina S je konečná a pro každé s ∈ S, j ∈ N jsou 0 ≤ λj(s) ≤M .
Dokážeme proto vybrat podposloupnost jm, m ∈ N takovou, že

pro každé s ∈ S máme při m→ +∞ konvergenci λjm(s)→ λ(s) ∈ [0,M ].

Potom plat́ı

lim
m→+∞

xjm =
∑
s∈S

lim
m→+∞

λjm(s)s =
∑
s∈S

λ(s)s ∈ P.

T́ım jsme ukázali, že konvexńı polyedrický kužel, který neobsahuje žádnou př́ımku, je uzavřená množina.
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Q.E.D.

Lemma 1.25 Konvexńı polyedrický kužel je uzavřená množina.

Důkaz: Konvexńı polyedrický kužel je direktńım součtem podprostoru a konvexńıho polyedrického
kužele, který neobsahuje žádnou př́ımku. Podle lemmatu 1.24 jde proto o uzavřenou množinu.

Q.E.D.

1.5 Směry konvexńı množiny

Pro teorii optimalizace jsou d̊uležité směry v nichž je konvexńı množina neomezená.

Definice 1.26 Když A ⊂ Rn je neprázdná množina, pak řekneme, že s ∈ Rn je směrem A, jestlǐze
existuje bod a ∈ A takový, že pro každé α > 0 je a+ αs ∈ A.

Množinu všech směr̊u množiny A budeme označovat direct (A).
Pro prázdnou množinu klademe direct (∅) = {0}.

Směry množiny maj́ı následuj́ıćı vlastnosti.

Lemma 1.27 Když A ⊂ Rn, pak direct (A) je kužel.

Důkaz: Když s je směr A, pak každý jeho kladný násobek je opět směrem A.

Q.E.D.

Lemma 1.28 Když A ⊂ Rn je konvexńı množina, pak direct (A) je konvexńı kužel.

Důkaz: Vı́me již, že direct (A) je kužel, stač́ı tedy ukázat jeho konvexitu.
Necht’ s, v ∈ direct (A) a 0 < λ < 1.
Pak existuj́ı x, y ∈ A takové, že pro každé α > 0 je x+ αs, y + αv ∈ A.
Z konvexity A však plyne, že pro každé α > 0 je také λx+ (1− λ)y + α(λs+ (1− λ)v) ∈ A.
Tud́ıž λs+ (1− λ)v ∈ direct (A).
T́ım jsme ověřili, že direct (A) je konvexńı kužel.

Q.E.D.

Lemma 1.29 Když A ⊂ Rn je konvexńı množina, s ∈ direct (A) a a ∈ rint (A), pak pro každé α > 0 je
a+ αs ∈ A.

Důkaz: Vektor s je směr množiny A a tak existuje x ∈ A takové, že pro každé α > 0 je x+ αs ∈ A.
Bod a je bodem relativńıho vnitřku množiny A. Existuj́ı proto z ∈ A a 0 < λ < 1 takové, že
a = λz + (1− λ)x.
Jelikož s je směr množiny A a A je konvexńı množina, proto pro každé α > 0 je

a+ αs = λz + (1− λ)
(
x+

α

1− λ
s

)
∈ A.
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Q.E.D.

Lemma 1.30 Když A ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, s ∈ direct (A) a a ∈ A, pak pro každé α > 0
je a+ αs ∈ A.

Důkaz: Vektor s je směr množiny A a tak existuje x ∈ A takové, že pro každé α > 0 je x+ αs ∈ A.
Z konvexnosti množiny A je pro každé 0 < λ < 1 a pro každé α > 0

λa+ (1− λ)x+ αs = λa+ (1− λ)
(
x+

α

1− λ
s

)
∈ A.

Limitńım přechodem při λ→ 1− s využit́ım uzavřenosti množiny A dostáváme kýženou vlastnost.

Q.E.D.

Lemma 1.31 Když A ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, pak direct (A) je uzavřený konvexńı kužel.

Důkaz: Pro prázdnou množinu tvrzeńı plat́ı.
Uvažujme neprázdnou množinu. Podle lemmatu 1.28 již v́ıme, že direct (A) je konvexńı kužel. Je třeba
ukázat jeho uzavřenost.
Necht’ sk ∈ direct (A), k ∈ N a limk→+∞ sk = s ∈ Rn.
Vezměme (libovolný) bod a ∈ A. Podle lemmatu 1.30 pro každé t > 0 a k ∈ N plat́ı a+ tsk ∈ A.
Množina A je uzavřená a tak limitńım přechodem dostaneme a+ ts ∈ A pro každé t > 0.
Tud́ıž s ∈ direct (A).
T́ım jsme ověřili, že direct (A) je uzavřený konvexńı kužel.

Q.E.D.

Uzavřená konvexńı množina má užitečnou reprezentaci.

Věta 1.32: Když A ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina, pak ji lze rozložit na součet množin

A = L (A) + K (A) + btt (A) , (1.1)
A = L (A) + K (A) + conv (btt (A)) , (1.2)

kde

L (A) = direct (A) ∩ −direct (A) je podprostor Rn,
L (A)⊥ je podprostor Rn kolmý na L (A) a Rn = L (A)⊕ L (A)⊥ ,

D = A ∩ L (A)⊥ je projekce A na L (A)⊥,

K (A) = direct (D) = direct (A) ∩ L (A)⊥ je projekce A na L (A)⊥,
btt (A) = {x ∈ D : ∀s ∈ K (A) , s 6= 0 je x− s 6∈ D} .

Důkaz: Množina má direktńı rozklad

A = L (A)⊕D.

L (A) je podprostor a D je uzavřená konvexńı množina, která neobsahuje žádnou př́ımku.
Ke každému bodu d ∈ D přǐrad́ıme

M (d) = {s : d− s ∈ D, s ∈ K (A)} ,
m (d) = sup {‖s‖ : d− s ∈ D, s ∈ K (A)} .

Zvolme nějaký bod d ∈ D a povšimněme si, že:
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1. Předpokládejme, že m (d) = +∞.

Pak existuje posloupnost sk ∈ direct (D), k ∈ N taková, že limk→+∞ ‖sk‖ = +∞.

Z kompaktnosti jednotkové sféry v Rn existuje s ∈ Rn, které je hromadným bodem posloupnosti
sk

‖sk‖ , k ∈ N. Množina direct (D) je uzavřená a tak s ∈ direct (D).

Potom pro každé t > 0 a k ∈ N takové, že t ≤ ‖sk‖, plat́ı d− t sk

‖sk‖ ∈ D.

Norma uvažovaných směr̊u konverguje do nekonečna. Proto limitńım přechodem zjist́ıme, že pro
každé t > 0 plat́ı d− ts ∈ D.

To znamená, že −s ∈ direct (D).

Zjistili jsme, že by D obsahovalo př́ımku ve směru s, což je spor, nebot’ v́ıme, že D žádnou př́ımku
neobsahuje.

Ukázali jsme, že m (d) < +∞ a M (d) je kompakt.

2. Předpokládejme existenci ∆ > 0 takového, že m (d− s) > ∆ > 0 pro všechna s ∈ M (d).

Pak existuje posloupnost sk ∈ direct (D), k ∈ N taková, že ‖sk‖ > ∆, sk ∈ M
(
d−

∑k−1
i=1 si

)
.

Posloupnost
∑k
i=1 si, k ∈ N nemůže být konvergentńı, ale v́ıme, že jej́ı členy jsou z kompaktu M (d).

Pak muśı mı́t tato posloupnost alespoň dva r̊uzné hromadné body, označme je ŝ, v̂.

Uvědomme si, že pro každé k, l ∈ N, k ≤ l plat́ı

l∑
i=k

si ∈ M

(
d−

k−1∑
i=1

si

)
⊂ direct (D) .

Pak pro každé k, l ∈ N, k ≤ l plat́ı

l∑
i=1

si −
k−1∑
i=1

si ∈ direct (D) .

Budeme zvyšovat k a l tak, aby se prvńı suma přibližovala k ŝ a druhá k v̂. Z uzavřenosti množiny
směr̊u dostáváme ŝ− v̂ ∈ direct (D). Obdobně můžeme zajistit, aby se prvńı suma přibližovala k v̂
a druhá k ŝ, a dostat tak v̂ − ŝ ∈ direct (D).

Zjistili jsme, že by D obsahovalo př́ımku ve směru ŝ− v̂ 6= 0, což je spor, nebot’ v́ıme, že D žádnou
př́ımku neobsahuje.

Ukázali jsme, že inf {m (d− s) : s ∈ M (d)} = 0.

3. Zbývá vyšetřit situaci inf {m (d− s) : s ∈ M (d)} = 0.

Pak existuje posloupnost sk ∈ M (d), k ∈ N taková, že limk→+∞m (d− sk) = 0.

M (d) je kompakt a tak tato posloupnost muśı mı́t hromadný bod, označme jej ŝ ∈ M (d).

Vezměme ε > 0. Pak pro φ ∈ direct (D), ‖φ‖ = ε je d− sk − φ 6∈ D pro velká k ∈ N.

Vhodným zvyšováńı k v limitě źıskáme d− ŝ− φ 6∈ int (D).

To znamená m (d− ŝ) ≤ ε pro každé ε > 0.

Zjistili jsme, že m (d− ŝ) = 0. To znamená, že d− ŝ ∈ btt (A).

Podařilo se nám bod vyjádřit jako d = d̂ + ψ, kde d̂ ∈ btt (A) a ψ ∈ direct (D) = K (A). T́ım je d̊ukaz
rozkladu hotov (1.1). Rozklad (1.2) je jeho d̊usledkem, nebot’ množina A je konvexńı.

Q.E.D.
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1.6 Krajńı body a krajńı směry

Konvexńı polyedrické množiny, lze charakterizovat jejich krajńımi body a krajńımi směry.

Definice 1.33 Necht’ A ⊂ Rn je neprázdná konvexńı množina. Řekneme, že bod s ∈ A je krajńım bodem
A, jestlǐze neexistuj́ı body x, y ∈ A, x 6= y a 0 < λ < 1 takové, aby s = λx+ (1− λ)y.

Množinu všech krajńıch bod̊u množiny A budeme označovat ext (A).

Definice 1.34 Necht’ A ⊂ Rn je neprázdná konvexńı množina. Řekneme, že směr s ∈ direct (A) je
krajńım směrem A, jestlǐze s 6= 0 a neexistuj́ı body x, y ∈ direct (A), x, y 6∈ pos ({s}) a λ > 0, ϕ > 0
takové, aby s = λx+ ϕy.

Množinu všech krajńıch směr̊u množiny A budeme označovat extd (A).

Věta 1.35: Konvexńı polyedr má konečný počet krajńıch bod̊u a je jejich konvexńım obalem.

Důkaz: Necht’ P = conv (S), kde S ⊂ Rn je konečná množina.
Z množiny S budeme postupně vylučovat body tak, že dostaneme posloupnost množin
S0 = S ⊃ S1 ⊃ S2 ⊃ . . . ⊃ SK a body ŝi ∈ Si−1 tak, že Si = Si−1 \ {ŝi}.
Bod ŝi ∈ Si−1 vybereme tak, aby byl konvexńı lineárńı kombinaćı ostatńıch bod̊u z Si−1. Pokud takový
bod neexistuje, konstrukce konč́ı, tj. i = K.

1. Uvědomme si, že plat́ı conv (S0) = conv (S1) = conv (S2) = . . . = conv (SK) = conv (S) = P .
Přesvědč́ıme se o tom konečnou indukćı.

(a) Pro i = 0 tvrzeńı plat́ı, nebot’ S0 = S.
(b) Předpokládejme, že pro 1 ≤ i ≤ k plat́ı conv (Si−1) = P .

Vezměme x ∈ P . Z indukčńıho předpokladu a z výběru bodu ŝi v́ıme, že

x =
∑

s∈Si−1

λ(s)s, ŝi =
∑
s∈Si

ϕ(s)s, pro vhodná λ ≥ 0, ϕ ≥ 0,
∑

s∈Si−1

λ(s) = 1,
∑
s∈Si

ϕ(s) = 1.

Tud́ıž

x =
∑

s∈Si−1

λ(s)s =
∑
s∈Si

λ(s)s+ λ(ŝi)
∑
s∈Si

ϕ(s)s =
∑
s∈Si

(λ(s) + λ(ŝi)ϕ(s)) s ∈ conv (Si) .

2. Nyńı ukážeme, že množina SK je právě množina všech krajńıch bod̊u množiny P .

(a) Ukažme, že žádný z bod̊u množiny P \ SK neńı krajńım bodem P .
Vezměme bod x ∈ P\SK . Pak existuje konvexńı lineárńı kombinace taková, že x =

∑
s∈SK

λ(s)s.
Jistě existuje s̃ ∈ SK takový, že 0 < λ(s̃) < 1, jinak by x ∈ SK . Pak

x = λ(s̃)s̃+ (1− λ(s̃))
∑

s∈SK\{s̃}

λ(s)
1− λ(s̃)

s.

Z konstrukce množiny SK v́ıme, že s̃,
∑
s∈SK\{s̃}

λ(s)
1−λ(s̃)s ∈ P , s̃ 6=

∑
s∈SK\{s̃}

λ(s)
1−λ(s̃)s a tud́ıž

bod x neńı krajńı bod P .
(b) Ještě zbývá ověřit, že body z množiny SK jsou krajńımi body.

Předpokládejme proto, že s̄ ∈ SK neńı krajńı bod množiny P . Pak existuj́ı body

y =
∑
s∈SK

λ(s)s ∈ P, z =
∑
s∈SK

ϕ(s)s ∈ P , y 6= z a 0 < α < 1 takové, že

s̄ = αy + (1− α)z =
∑
s∈SK

(αλ(s) + (1− α)ϕ(s))s.

Nyńı rozlǐsme dva př́ıpady.



Petr Lachout October 16, 2011:1194 21

i. Necht’ αλ(s̄) + (1− α)ϕ(s̄) = 1. Potom λ(s̄) = ϕ(s̄) = 1, což je spor s t́ım, že y 6= z.
ii. Necht’ αλ(s̄) + (1− α)ϕ(s̄) < 1. Potom ale

s̄ =
∑

s∈SK\{s̄}

αλ(s) + (1− α)ϕ(s)
1− αλ [s̄+ (1− α)ϕ(s̄)]

s.

To je spor s t́ım, že žádný z bod̊u množiny SK nelze napsat jako konvexńı lineárńı kom-
binaci ostatńıch bod̊u z SK .

Ukázali jsme, že množina SK je množinou všech krajńıch bod̊u konvexńıho polyedru P a P = conv (SK).

Q.E.D.

Mezi konvexńımi polyedry jsou d̊uležité speciálńı polyedry dané dimenze.

Definice 1.36 Množina A ⊂ Rn je simplex, jestlǐze je konvexńı množina a každý jej́ı bod lze vyjádřit
jako jednoznačně určenou konvexńı lineárńı kombinaci jej́ıch krajńıch bod̊u.

Lemma 1.37 Když množina A ⊂ Rn je simplex a jej́ı dimenze (tj. dimenze nejmenš́ıho lineálu v němž
je obsažena) je d ∈ N, pak má právě d+ 1 krajńıch bod̊u a je jejich konvexńım obalem.

Důkaz: Tvrzeńı uvád́ıme bez d̊ukazu. Zájemci jej naleznou v [6].

Q.E.D.

1.7 Daľśı vlastnosti

Mezi definovanými objekty je ještě řada zaj́ımavých a d̊uležitých vztah̊u. K jejich d̊ukazu však nemáme
připravenu potřebnou d̊ukazovou techniku. Uvád́ıme je proto bez d̊ukaz̊u. Zájemce odkazujeme na [6].

Tvrzeńı 1.38 Množina A ⊂ Rn je konvexńı polyedr tehdy a jen tehdy, když je omezená konvexńı poly-
edrická množina.

Důkaz: Důkaz lze nalézt v [6].

Q.E.D.

Tvrzeńı 1.39 Když A ⊂ Rn je konvexńı polyedrický kužel, pak je konvexńı polyedrická množina.

Důkaz: Důkaz lze nalézt v [6].

Q.E.D.

Věta 1.40: Konvexńı polyedrický kužel, který neobsahuje žádnou př́ımku, má konečný počet krajńıch
směr̊u a je roven konvexńımu kuželi, který je jimi generován.

Důkaz: Důkaz lze nalézt v [6].

Q.E.D.
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1.8 Cvičeńı a doplňky

Cvičeńı 1.41: Rozhodněte, zda množinové operace sjednoceńı a rozd́ıl dvou množin zachovávaj́ı kon-
vexnost.

4

Cvičeńı 1.42: Rozhodněte, zda je hranice konvexńı množiny nutně konvexńı nebo ne.

4

Cvičeńı 1.43: Necht’ A ⊂ Rn splňuje podmı́nku, že pro každé x, y ∈ A je také 1
2x+ 1

2y ∈ A.

• Je tato množina již nutně konvexńı?

• Vı́me-li nav́ıc, že A je uzavřená. Je pak již nutně konvexńı?

• Vı́me-li nav́ıc, že A je otevřená. Je pak již nutně konvexńı?

4

Cvičeńı 1.44: Charakterizujte konvexńı množiny jejichž hranice je konvexńı.

4

Cvičeńı 1.45: Charakterizujte konvexńı množiny jejichž doplněk je také konvexńı množina.

4

Cvičeńı 1.46: Když konvexńı uzavřená množina obsahuje polopř́ımku, pak s každým svým bodem
obsahuje též tuto polopř́ımku posunutou do tohoto bodu.

4

Cvičeńı 1.47: Konvexńı množina v Rn je Lebesgueovsky měřitelná.

4

Cvičeńı 1.48: Konvexńı množina v R je borelovsky měřitelná. Je totiž intervalem.

4

Cvičeńı 1.49: Konvexńı množina v Rn, n ≥ 2 nemuśı být borelovsky měřitelná.
Jako př́ıklad si můžeme uvést otevřený jednotkový kruh K = {x : ‖x‖ < 1, x ∈ Rn} a sféru

S = {x : ‖x‖ = 1, x ∈ Rn}. Existuje borelovsky neměřitelná množina D ⊂ S. Pak množina K ∪ D je
konvexńı množina a neńı borelovsky měřitelná.

4



Kapitola 2

Konvexńı funkce

2.1 Obecné pojmy

V této kapitole se budeme zabývat funkcemi definovanými na konečně dimenzionálńım Euklidově prostoru
s hodnotami v rozš́ı̌rené reálné př́ımce, tj. kromě reálných hodnot připust́ıme i hodnoty +∞ a −∞.
Rozš́ı̌renou reálnou př́ımku označujeme R∗.

Definice 2.1 Pro funkci f : Rn → R∗ definujeme jej́ı epigraf a hypograf

epi (f) = {(x, η) : f (x) ≤ η, x ∈ Rn, η ∈ R} , (2.1)
hypo (f) = {(x, η) : f (x) ≥ η, x ∈ Rn, η ∈ R} (2.2)

a také jej́ı doménu
Dom (f) = {x : f (x) < +∞, x ∈ Rn} . (2.3)

Definice 2.2 Budeme ř́ıkat, že funkce f : Rn → R∗ je vlastńı, jestlǐze f (x) > −∞ pro každé x ∈ Rn.

Připuštěńı hodnoty +∞ má velký význam pro optimalizaci, zejména pro jej́ı teorii. Umožňuje jed-
nodušš́ı a přehledněǰśı zápis optimalizačńı úlohy. Optimalizačńı úlohu inf {f (x) : x ∈ D} můžeme zapsat
jako hledáńı ” volného extrému“ inf

{
f̃(x) : x ∈ Rn

}
, kde

f̃(x) =
{
f (x) když x ∈ D,
+∞ jinak. (2.4)

Povšimněme si charakterizace epigrafu funkce.

Lemma 2.3 Množina E ⊂ Rn+1 je epigrafem nějaké funkce f : Rn → R∗ tehdy a jen tehdy, když pro
každé x ∈ Rn plat́ı, že

{η : (x, η) ∈ E} je bud’ ∅ nebo R nebo [η̂,+∞) pro vhodné η̂ ∈ R.

Pokud E je epigrafem nějaké funkce f : Rn → R∗, pak f (x) = min {η : (x, η) ∈ E}.

Důkaz: Vlastnost je evidentńı.

Q.E.D.

23
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Korespondence mezi funkćı a jej́ım epigrafem je proto vzájemně jednoznačná. Umožňuje nám si
uvědomit následuj́ıćı vlastnost epigrafu a hypografu.

Lemma 2.4 Mějme funkce fi : Rn → R∗ pro každé i ∈ I, pak

epi

(
sup
i∈I

fi

)
=
⋂
i∈I

epi (fi) , hypo

(
inf
i∈I

fi

)
=
⋂
i∈I

hypo (fi) , (2.5)

epi

(
inf
i∈I

fi

)
⊃
⋃
i∈I

epi (fi) , hypo

(
sup
i∈I

fi

)
⊃
⋃
i∈I

hypo (fi) . (2.6)

Pro I konečnou plat́ı rovnosti

epi

(
inf
i∈I

fi

)
=
⋃
i∈I

epi (fi) , hypo

(
sup
i∈I

fi

)
=
⋃
i∈I

hypo (fi) . (2.7)

Důkaz: Jde o př́ımý d̊usledek charakterizace uvedené v lemmatu 2.3. Je třeba si pouze uvědomit, že
pr̊unikem a konečným sjednoceńım interval̊u typu [ξ,+∞) dostaneme opět interval stejného typu. Sjed-
noceńı libovolného počtu interval̊u již tuto vlastnost nemá. Obdobně pr̊unikem a konečným sjednoceńım
interval̊u typu (−∞, ξ] dostaneme interval stejného typu. Sjednoceńı libovolného počtu interval̊u již tuto
vlastnost obecně nemá.

Q.E.D.

2.2 Definice konvexńı funkce

Definice 2.5 Řekneme, že funkce f : Rn → R∗ je konvexńı, jestlǐze epi (f) je konvexńı množina.

Konvexnost funkce lze ekvivalentně vyjádřit.

Lemma 2.6 Když je funkce f : Rn → R∗ konvexńı, pak Dom (f) je konvexńı množina.

Důkaz: Necht’ x, y ∈ Dom (f) a 0 < λ < 1.
Pak existuje η, ξ ∈ R tak, že f (x) ≤ η a f (y) ≤ ξ. Tud́ıž (x, η), (y, ξ) ∈ epi (f).
Z konvexnosti epi (f) plyne, že (λx+ (1− λ)y, λη + (1− λ)ξ) ∈ epi (f).
Tud́ıž f(λx+ (1− λ)y) ≤ λη + (1− λ)ξ < +∞.
Proto λx+ (1− λ)y ∈ Dom (f) a t́ım je konvexnost množiny Dom (f) ukázána.

Q.E.D.

Věta 2.7: Funkce f : Rn → R∗ je konvexńı tehdy a jen tehdy, když Dom (f) je konvexńı množina a pro
každé x, y ∈ Dom (f) a 0 < λ < 1 plat́ı

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf (x) + (1− λ)f (y) . (2.8)

Důkaz:
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1. Necht’ f je konvexńı.

Pak podle lemmatu 2.6 v́ıme, že Dom (f) je konvexńı množina.

Necht’ x, y ∈ Dom (f) a 0 < λ < 1.

Pak pro každé η, ξ ∈ R taková, že f (x) ≤ η a f (y) ≤ ξ, je (x, η), (y, ξ) ∈ epi (f).

Z konvexnosti epi (f) plyne, že (λx+ (1− λ)y, λη + (1− λ)ξ) ∈ epi (f).

Tud́ıž f(λx+ (1− λ)y) ≤ λη + (1− λ)ξ < +∞.

Minimalizaćı přes všechna možná η, ξ dostaneme (2.8).

2. Necht’ je splněna vlastnost (2.8).

Vezměme (x, η), (y, ξ) ∈ epi (f) a 0 < λ < 1. Pak

λη + (1− λ)ξ ≥ λf (x) + (1− λ)f (y) ≥ f(λx+ (1− λ)y).

Tud́ıž (λx+ (1− λ)y, λη + (1− λ)ξ) ∈ epi (f).

Ukázali jsme, že epi (f) je konvexńı množina, a to znamená, že f je konvexńı funkce.

Q.E.D.

Věta 2.7 ukazuje, že se definice 2.5 shoduje s definićı konvexity funkce, kterou jsme použ́ıvali dř́ıve,
aplikujeme-li ji na funkci f : Dom (f)→ R∗.

Konvexńı funkce nabývaj́ıćı hodnoty −∞ je poněkud degenerovaná.

Lemma 2.8 Mějme konvexńı funkci f : Rn → R∗. Pak bud’ f (x) ∈ R pro každé x ∈ Dom (f) nebo
f (x) = −∞ pro každé x ∈ rint (Dom (f)).

Důkaz: Necht’ x ∈ Dom (f) a f (x) = −∞.
Když y ∈ rint (Dom (f)), pak existuje z ∈ Dom (f) a 0 < λ ≤ 1 tak, že y = λx+ (1− λ)z.
Použit́ım podmı́nky (2.8) dostáváme

f (y) = f(λx+ (1− λ)z) ≤ λf (x) + (1− λ)f(z) = −∞.

Q.E.D.

Věta 2.9: Když je funkce f : Rn → R∗ konvexńı a vlastńı, pak je spojitá na rint (Dom (f)).

Důkaz: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že int (Dom (f)) 6= ∅. Jinak bychom problém
uvažovali pouze v rámci lineálu nejmenš́ı dimenze, který obsahuje Dom (f).

Necht’ x ∈ int (Dom (f)).
Pak existuje ∆ > 0 tak, že x + ∆ei:n, x −∆ei:n ∈ Dom (f) pro každé i = 1, 2, . . . , n; kde ei:n je bazický
vektor obsahuj́ıćı jedničku na i-tém mı́stě a jinak nuly.
Z konvexnosti Dom (f) v́ıme, že M = conv ({x+ ∆ei:n, x−∆ei:n : i = 1, 2, . . . , n}) ⊂ Dom (f).
Každý bod y ∈M se dá zapsat ve tvaru
y =

∑n
i=1 λi,+(x+ ∆ei:n) +

∑n
i=1 λi,−(x−∆ei:n), kde

∑n
i=1 λi,+ +

∑n
i=1 λi,− = 1 a λi,+, λi,− ≥ 0.

Odtud pro y ∈M dostáváme odhad

f (y) ≤
n∑
i=1

λi,+f(x+ ∆ei:n) +
n∑
i=1

λi,−f(x−∆ei:n) ≤ Ξ < +∞,

kde Ξ := max {f(x+ ∆ei:n), f(x−∆ei:n) : i = 1, 2, . . . , n} .
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Bod y ∈M můžeme reprezentovat také jako y = x+ δs, kde
∑n
i=1 |ŝi| = ∆ a 0 ≤ δ ≤ 1.

Pak

f (y) = f(x+ δs) = f((1− δ)x+ δ(x+ s)) ≤ (1− δ)f (x) + δf(x+ s) ≤ (1− δ)f (x) + δΞ ,

f (x) = f

(
1

1 + δ
(x+ δs) +

δ

1 + δ
(x− s)

)
≤ 1

1 + δ
f(x+ δs) +

δ

1 + δ
f(x− s) ≤ 1

1 + δ
f (y) +

δ

1 + δ
Ξ .

Dohromady máme odhad

(1 + δ)f (x)− δΞ ≤ f (y) ≤ (1− δ)f (x) + δΞ . (2.9)

T́ım je spojitost v bodě x ∈ int (Dom (f)) ukázána.

Q.E.D.

Spojitost v krajńıch bodech domény neńı jednoduchou otázkou. Uved’me si pouze nutnou podmı́nku,
která plat́ı pro obecnou vlastńı funkci.

Věta 2.10: Necht’ je funkce f : Rn → R∗ vlastńı a spojitá na Dom (f). Pak

epi (f) = clo (epi (f)) ∩ (Dom (f)× R) .

Důkaz: Necht’ x ∈ Dom (f) a (x, η) ∈ clo (epi (f)).
Potom existuje posloupnost (xk, ηk) ∈ epi (f), která konverguje k (x, η).
Tud́ıž plat́ı f(xk) ≤ ηk.
Funkce je spojitá na Dom (f), limitńım přechodem proto dostáváme f (x) ≤ η.
To však znamená, že (x, η) ∈ epi (f).

Q.E.D.

Věta má jednoduchý d̊usledek.

Důsledek: Necht’ je funkce f : Rn → R∗ vlastńı, spojitá na Dom (f) a Dom (f) je uzavřená množina.
Pak epi (f) je také uzavřená množina. ♣

Důkaz: Tvrzeńı je jednoduchým d̊usledkem předchoźı věty 2.10, nebot’ když je Dom (f) uzavřená
množina, pak plat́ı

clo (epi (f)) ∩ (Dom (f)× R) = clo (epi (f)) .

Q.E.D.

Věta 2.11: Když jsou funkce fi : Rn → R∗ konvexńı pro každé i ∈ I, pak sup
i∈I

fi : Rn → R∗ je také

konvexńı.

Důkaz: Podle lemmatu 2.4 plat́ı epi

(
sup
i∈I

fi

)
=
⋂
i∈I

epi (fi).

Pr̊unik libovolného počtu konvexńıch množin je opět konvexńı množina, viz lemma 1.5.
T́ım je tvrzeńı dokázáno.

Q.E.D.
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Věta 2.12: Necht’ f : Rn → R je konvexńı funkce. Pak pro každé α ∈ R jsou množiny {x : f (x) ≤ α} a
{x : f (x) < α} konvexńı.

Tyto množiny se nazývaj́ı úrovňové množiny funkce f (level sets).

Důkaz: Stač́ı ověřit konvexnost množiny {x : f (x) < α}, nebot’ {x : f (x) ≤ α} =
⋂
β>α {x : f (x) < β}.

Vezměme y, z ∈ {x : f (x) < α} a 0 < λ < 1. Potom y, z ∈ Dom (f) a plat́ı

f(λy + (1− λ)z) ≤ λf (y) + (1− λ)f(z) < α.

Q.E.D.

Důsledkem této vlastnosti je, že množina př́ıpustných řešeńı úlohy konvexńıho programováńı je kon-
vexńı, tj. {x ∈ Rn : g1(x) ≤ α1, g2(x) ≤ α2, . . . , gk(x) ≤ αk} je konvexńı množina, pokud funkce
g1, g2, . . . , gk jsou konvexńı.

Konvexnost množin {x : f (x) ≤ α} a {x : f (x) < α} však nezaručuje, že funkce f je konvexńı.

Př́ıklad 2.13: Funkce f (x) =
{

log(x) pokud x > 0
+∞ jinak konvexńı neńı, ale jej́ı úrovňové množiny

{x : f (x) ≤ α} = (0, eα], {x : f (x) < α} = (0, eα) jsou konvexńı pro každé α ∈ R.

4

Definice 2.14 Řekneme, že funkce f : Rn → R∗ je

i) ryze konvexńı, jestlǐze pro každé dva body x, y ∈ Dom (f), x 6= y a 0 < λ < 1 plat́ı nerovnost

f(λx+ (1− λ)y) < λf (x) + (1− λ)f (y) .

ii) konkávńı, jestlǐze je funkce −f konvexńı.

iii) ryze konkávńı, jestlǐze je funkce −f ryze konvexńı.

Konkávńı funkci lze ekvivalentně definovat tak, že je to funkce jej́ıž hypograf je konvexńı množina.
Konvexńı funkce maj́ı velkou d̊uležitost v teorii optimalizace, protože jejich lokálńı minima jsou

zároveň globálńımi minimy.

Věta 2.15: Necht’ f : Rn → R∗ je konvexńı funkce a vlastńı. Pak každé jej́ı lokálńı minimum na Dom (f)
je jej́ım globálńım minimem na Dom (f). Množina všech globálńıch minim je konvexńı.

Důkaz: Necht’ x̂ ∈ Dom (f) je lokálńım minimem funkce f , ale neńı jej́ım globálńım minimem.
Pak existuje y ∈ Rn takové, že f (y) < f(x̂).
Pak y ∈ Dom (f) a pro každé α ∈ (0, 1) plat́ı f (αx̂+ (1− α)y) ≤ αf (x̂) + (1− α)f (y) < f (x̂).
To je ovšem ve sporu s předpokladem, že x̂ je lokálńım minimem funkce f .
Tud́ıž x̂ muśı být globálńım minimem funkce f .
Množina všech globálńıch minim je konvexńı protože je rovna množině
{x ∈ Rn : f (x) ≤ inf {f (y) : y ∈ Rn}}, která je konvexńı podle věty 2.12.

Q.E.D.
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Věta 2.16: Necht’ f : Rn → R∗ je ryze konvexńı a vlastńı funkce, která má na Dom (f) nějaké lokálńı
minimum. Pak má tato funkce globálńı minimum na Dom (f), které je jednoznačně určeno a je jej́ım
jediným lokálńım minimem.

Důkaz: Podle věty 2.15 v́ıme, že každé lokálńı minimum funkce f na Dom (f) je také jej́ım globálńım
minimem. Stač́ı si proto pouze uvědomit, že globálńı minimum f na Dom (f) je určeno jednoznačně.
Vezměme x̂ jedno globálńı minimum funkce f na Dom (f) a bod y ∈ Dom (f), y 6= x̂. Pak z ryźı konvex-
nosti plyne, že

f

(
1
2
x̂+

1
2
y

)
<

1
2
f(x̂) +

1
2
f (y) .

Odtud

f (y) > 2f
(

1
2
x̂+

1
2
y

)
− f(x̂) ≥ 2f(x̂)− f(x̂) = f(x̂).

Tud́ıž x̂ je jediným globálńım minimem funkce f na Dom (f).

Q.E.D.

Uvědomme si některé základńı vlastnosti konvexńıch funkćı. Nejprve si připomeňme vlastnosti kon-
vexńıch funkćı jedné proměnné.

2.3 Vlastnosti konvexńıch funkćı jedné proměnné

Tato podkapitola shrnuje základńı vlastnosti konvexńıch funkci jedné proměnné. Uvád́ıme je bez d̊ukazu,
zájemce odkazujeme na základńı přednášky z matematické analýzy a z teorie pravděpodobnosti.

Uvažujeme funkci f : J → R definovanou na konvexńı množině J ⊂ R (poznamenejme, že jedinými
konvexńımi množinami na reálné př́ımce jsou prázdná množina, body a intervaly). Nejdř́ıve shrňme, jakou
hladkost má tato funkce pokud je konvexńı.

Věta 2.17: Necht’ J ⊂ R je interval a f : J → R je konvexńı funkce. Pak má funkce f následuj́ıćı
vlastnosti.

i) Je spojitá na int (J). V krajńıch bodech intervalu J m̊uže doj́ıt ke skoku ale, muśı platit
f(a) ≥ f(a+), pokud a je levý krajńı bod J , př́ıpadně f(a) ≥ f(a−), pokud a je pravý krajńı bod J .

ii) V každém bodě x ∈ int (J) existuj́ı konečné derivace zleva i zprava; tj.

f ′+(x) = lim
h→0+

f(x+ h)− f (x)
h

∈ R , f ′−(x) = lim
h→0−

f(x+ h)− f (x)
h

∈ R.

Pro tyto derivace plat́ı f ′−(x) ≤ f ′+(x) ≤ f ′−(y) ≤ f ′+(y) pro každé x, y ∈ int (J), x < y.

iii) f ′ existuje na J až na nejvýše spočetně bod̊u.

iv) f ′′ existuje na J až na množinu Lebesgueovy mı́ry nula.

v) Plat́ı Jensenova nerovnost, tj. f (E [X]) ≤ E [f(X)] pro každou reálnou náhodnou veličinu X s
konečnou středńı hodnotou a s P (X ∈ J) = 1.

vi) Plat́ı nerovnost f
(∑k

i=1 pixi

)
≤
∑k
i=1 pif (xi) pro každé x1, x2, . . . , xk ∈ J , p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, . . . ,

pk ≥ 0,
∑k
i=1 pi = 1.
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Připomeňme, že vi) je zvláštńım př́ıpadem v). Stač́ı uvažovat náhodnou veličinu X nabývaj́ıćı pouze
hodnot x1, x2, . . . , xk s pravděpodobnostmi p1, p2, . . . , pk.

Shrňme nyńı základńı kritéria umožňuj́ıćı ověřit konvexnost funkce.

Věta 2.18: Necht’ J ⊂ R je otevřený interval a f : J → R je funkce, pak plat́ı:

• Funkce f je konvexńı ⇔ f ′+ existuje konečná a neklesaj́ıćı na J ⇔
⇔ f ′− existuje konečná a neklesaj́ıćı na J .

• Když je funkce f diferencovatelná na J , pak

f je konvexńı ⇔ f ′ je neklesaj́ıćı na J .

• Když je funkce f dvakrát diferencovatelná na J , pak

f je konvexńı ⇔ f ′′ ≥ 0 na J .

2.4 Vlastnosti konvexńıch funkćı v́ıce proměnných

Tato podkapitola shrnuje základńı vlastnosti konvexńıch funkci v́ıce proměnných. Tvrzeńı uvád́ıme bez
d̊ukazu, zájemce odkazujeme na základńı přednášky z matematické analýzy, lineárńı algebry a teorie
pravděpodobnosti.

Uvažujeme funkce f : D→ R definované na konvexńı množině D ⊂ Rn.

Lemma 2.19 Necht’ D ⊂ Rn je konvexńı množina a f1 : D → R, f2 : D → R, . . . , fk : D → R jsou
konvexńı funkce. Pak pro každé váhy a1 ≥ 0, a2 ≥ 0, . . . , ak ≥ 0 je

∑k
i=1 aifi : D → R opět konvexńı

funkćı.

Důkaz: Čtenář si lehce dokáže sám.

Q.E.D.

Věta 2.20 (Jensenova nerovnost): Necht’ D ⊂ Rn je konvexńı množina a f : D→ R je konvexńı funkce.
Pak pro reálný náhodný vektor X = (X1, X2, . . . , Xk)> s konečnou středńı hodnotou a P (X ∈ D) = 1
plat́ı E [X] ∈ D a f (E [X]) ≤ E [f(X)].

Důkaz: Důkaz je uveden např́ıklad v [5], věta 5.9 na str.26.

Q.E.D.

Jako d̊usledek dostáváme zobecněńı vlastnosti (2.8) (” deterministickou Jensenovu nerovnost“).

Věta 2.21: Necht’ D ⊂ Rn je konvexńı množina a f : D → R je konvexńı funkce. Pak pro každé
x1, x2, . . . , xk ∈ D, p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, . . . , pk ≥ 0,

∑k
i=1 pi = 1 je splněna nerovnost

f

(
k∑
i=1

pixi

)
≤

k∑
i=1

pif (xi) .

Důkaz: Věta je speciálńım př́ıpadem věty 2.20. Stač́ı uvažovat náhodnou veličinu X nabývaj́ıćı pouze
hodnot x1, x2, . . . , xk s pravděpodobnostmi p1, p2, . . . , pk.

Q.E.D.



30 MP October 16, 2011:1194

Konvexnost funkce lze ověřovat pomoćı konvexity reálných funkćı jedné proměnné.

Věta 2.22: Necht’ D ⊂ Rn je konvexńı množina a f : D → R. Pak je funkce f konvexńı tehdy a jen
tehdy, když jsou funkce ϕx,s : Dx,s → R konvexńı pro každé x ∈ D a každé s ∈ Rn, kde ϕx,s(t) = f(x+ ts)
a Dx,s = {t : x+ ts ∈ D, t ∈ R}. (Poznamenejme, že množina Dx,s je vždy interval.)

Důkaz:

1. Pro x ∈ D a s ∈ Rn ukážeme konvexitu množiny Dx,s.

Pro t1, t2 ∈ Dx,s a 0 < λ < 1 plat́ı

x+ (λt1 + (1− λ)t2)s = λ(x+ t1s) + (1− λ)(x+ t2s) ∈ D,

protože x+ t1s, x+ t2s ∈ D a D je konvexńı množina.

T́ım jsme ověřili, že Dx,s je konvexńı množinou v R, je tud́ıž intervalem.

2. Necht’ f je konvexńı funkce a x ∈ D, s ∈ Rn.

Pak pro t1, t2 ∈ Dx,s a 0 < λ < 1 plat́ı

ϕx,s(λt1 + (1− λ)t2) = f (x+ (λt1 + (1− λ)t2)s) = f (λ(x+ t1s) + (1− λ)(x+ t2s)) ≤

≤ λf(x+ t1s) + (1− λ)f(x+ t2s) = λϕx,s(t1) + (1− λ)ϕx,s(t2) .

Ověřili jsme, že ϕx,s je konvexńı funkce na intervalu Dx,s.

3. Necht’ jsou funkce ϕx,s konvexńı na Dx,s pro každé x ∈ D a s ∈ Rn.

Vezměme body x, y ∈ D, 0 < λ < 1 a položme s = x− y. Pak plat́ı

f (λx+ (1− λ)y) = f (y + λs) = ϕy,s(λ) ≤ λϕy,s(1) + (1− λ)ϕy,s(0) = λf (x) + (1− λ)f (y) .

Ověřili jsme, že f je konvexńı funkćı.

Q.E.D.

Tato vlastnost se dá s výhodou využ́ıt k přenosu kritéríı pro poznáńı konvexńıch funkćı.

Věta 2.23: Necht’ D ⊂ Rn je konvexńı otevřená množina a f : D→ R má spojité parciálńı derivace. Pak

f je konvexńı ⇔
t ∈ Dx,s 7→ s>∇xf(x+ ts)

je neklesaj́ıćı funkćı na Dx,s pro každé x ∈ D, s ∈ Rn.
(2.10)

Důkaz: Podle věty 2.22 stač́ı ověřit konvexnost všech jednorozměrných restrikćı dané funkce.
Vezměme tedy x ∈ D, s ∈ Rn a vyšetřeme funkci ϕx,s.
Funkce f má spojité parciálńı derivace, proto plat́ı ϕ′x,s(t) =

∑n
i=1

∂f
∂xi

(x+ ts)ŝi = s>∇xf(x+ ts).
Tud́ıž podle věty 2.18

ϕx,s je konvexńı ⇔ t ∈ Dx,s 7→ s>∇xf(x+ ts) je neklesaj́ıćı funkćı.

T́ım je tvrzeńı věty dokázáno.

Q.E.D.
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Věta 2.24: Necht’ D ⊂ Rn je konvexńı otevřená množina a f : D→ R má spojité druhé parciálńı derivace.
Pak

f je konvexńı ⇔ ∇2
x,xf(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)
)n,n
i=1,j=1

je pozitivně semidefinitńı pro každé x ∈ D.

(2.11)

Důkaz: Podle věty 2.22 stač́ı ověřit konvexnost všech jednorozměrných restrikćı dané funkce.
Vezměme tedy x ∈ D, s ∈ Rn a vyšetřeme funkci ϕx,s.
Funkce f má spojité druhé parciálńı derivace, proto plat́ı

ϕ′′x,s(t) =
n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x+ ts) ŝi sj = s>∇2

x,xf(x+ ts) s.

Tud́ıž

ϕx,s je konvexńı ⇔ ∀ t ∈ Dx,s je s>∇2
x,xf(x+ ts) s ≥ 0.

To však znamená, že funkce f je konvexńı tehdy a jen tehdy, když jej́ı Hessian je pozitivně semidefinitńı
na D. T́ım je tvrzeńı věty dokázáno.

Q.E.D.

Připomeňme si pojem pozitivně semidefinitńı a definitńı matice a jeho ekvivalentńı definice.

Lemma 2.25 Pro symetrickou matici A ∈ Rn×n je následuj́ıćı ekvivalentńı:

• A je pozitivně semidefinitńı.

• Pro každé x ∈ Rn plat́ı x>Ax ≥ 0.

• Všechna vlastńı č́ısla matice A jsou nezáporná.

• Determinanty všech hlavńıch podmatic matice A jsou nezáporné, tj.

∀ I ⊂ {1, 2, . . . , n}, I 6= ∅ je det (Ai,j , i, j ∈ I) ≥ 0.

Lemma 2.26 Pro symetrickou matici A ∈ Rn×n je následuj́ıćı ekvivalentńı:

• A je pozitivně definitńı.

• Pro každé x ∈ Rn, x 6= 0 plat́ı x>Ax > 0.

• Všechna vlastńı č́ısla matice A jsou kladná.

• Determinanty všech hlavńıch rohových podmatic matice A jsou kladné, tj.

∀ k ∈ {1, 2, . . . , n} je det (Ai,j , i, j ∈ {1, 2, . . . , k}) > 0.

Dále si připomeňme hladkost konvexńı funkce.

Věta 2.27: Necht’ D ⊂ Rn je konvexńı množina a f : D→ R je konvexńı funkce. Potom f je spojitá na
rint (D).
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Důkaz: Věta je pouze přeformulováńım věty 2.9.

Q.E.D.

Věta 2.28: Necht’ D ⊂ Rn je otevřená množina a f : D → R má spojité parciálńı derivace v okoĺı bodu
x ∈ D, pak f má v bodě x totálńı diferenciál.

Důkaz: Jedná se o větu z funkcionálńı analýzy.

Q.E.D.

Věta 2.29: Necht’ D ⊂ Rn je konvexńı otevřená množina a f : D→ R je funkce. Má-li f spojité parciálńı
derivace na celém D, pak

f je konvexńı ⇐⇒ ∀ x, y ∈ D plat́ı f(x)− f(y) ≥ (x− y)>∇xf(y). (2.12)

Důkaz:

1. Nutnost.

Zvolme x, y ∈ D, označme h = x−y, ϕ(µ) = f(y+µh). Pak ϕ je konvexńı diferencovatelná funkce
na Dy,h a jej́ı derivace je ϕ′(µ) = h>∇xf(y + µh). Podle věty o středńı hodnotě existuje θ ∈ (0, 1)
tak, že

f(x)− f(y) = ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(θ) ≥ ϕ′(0) = h>∇xf(y) = (x− y)>∇xf(y),

nebot’ derivace konvexńı diferencovatelné funkce je neklesaj́ıćı funkce.

2. Postačitelnost.

Zvolme y, z ∈ D, λ ∈ (0, 1) a označme x = λy + (1− λ)z. Podle předpokladu plat́ı:

f(y)− f(x) ≥ (y − x)>∇xf(x)

f(z)− f(x) ≥ (z − x)>∇xf(x)

Odtud

λf(y) + (1− λ)f(z) ≥ f(x) + (λ(y − x) + (1− λ)(z − x))>∇xf(x) = f(x) = f(λy + (1− λ)z).

Podle věty 2.7 je f konvexńı.

Q.E.D.

Tato vlastnost je zobecněna pojmy subdiferenciál a subgradient.

Definice 2.30 Necht’ D ⊂ Rn je množina a f : D → R je funkce. Řekneme, že f má v bodě x ∈ D
subgradient a ∈ Rn, jestlǐze plat́ı

f (y)− f (x) ≥ a>(y − x) pro každé y ∈ D. (2.13)

Množinu všech subgradient̊u v bodě x budeme nazývat subdiferenciál funkce f v bodě x a budeme ji značit
∂f (x).
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Pro optimalizaci je d̊uležitá vlastnost subdiferenciálu, která zobecňuje metodu hledáńı extrémů funkce
pomoćı nulové derivace.

Věta 2.31: Necht’ D ⊂ Rn, x∗ ∈ D a f : D→ R je funkce. Pak x∗ je bod globálńıho minima funkce f na
množině D tehdy a jen tehdy, když 0 ∈ ∂f (x∗).

Důkaz: Tvrzeńı věty plyne triviálně z definice subgradientu, nebot’

0 ∈ ∂f (x∗) ⇐⇒ ∀ x ∈ D f (x) ≥ f(x∗).

Q.E.D.
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Kapitola 3

Oddělitelnost konvexńıch množin

K vybudováńı teorie matematického programováńı, neboli metod a postup̊u vhodných pro řešeńı opti-
malizačńıch úloh, je zapotřeb́ı využ́ıt Hahnovy-Banachovy věty, viz. [4] kapitola 2. Nepotřebujeme ji však
v jej́ı plné obecnosti. Pro naši potřebu stač́ı ukázat věty o oddělitelnosti konvexńıch množin v konečně
dimenzionálńım Euklidově prostoru. Věty o oddělitelnosti jsou sice jedńım z d̊usledk̊u obecné Hahnovy-
Banachovy věty. My je však pro názornost ukážeme př́ımo, pouze na základě vyložené teorie konvexńıch
množin v konečně dimenzionálńım Euklidově prostoru.

Připomeňme si nejdř́ıve geometrickou poučku, že v rovnoběžńıku je součet čtverc̊u stran roven součtu
čtverc̊u úhlopř́ıček.

Lemma 3.1 Když x, y ∈ Rn, pak plat́ı ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2.

Důkaz: Formule se ukáže umocněńım

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = ‖x‖2 + 2x>y + ‖y‖2 + ‖x‖2 − 2x>y + ‖y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 .

Q.E.D.

Připomeňme větu o projekci bodu na konvexńı uzavřenou množinu.

Věta 3.2 (o projekci): Necht’ K ⊂ Rn je konvexńı uzavřená množina, K 6= ∅ a x ∈ Rn je daný bod.
Potom existuje právě jeden bod x̂ ∈ K takový, že ‖x− x̂‖ = min {‖x− y‖ : y ∈ K}.

Tento bod je jednoznačně charakterizován podmı́nkou

(x− x̂)> (y − x̂) ≤ 0 pro každé y ∈ K. (3.1)

Bod x̂ nazýváme projekćı bodu x na množinu K.

Důkaz: Nejdř́ıve označme ∆ = inf {‖x− y‖ : y ∈ K}.

1. Existence

Vezměme posloupnost yi ∈ K, i ∈ N takovou, že limi→+∞ ‖x− yi‖ = ∆.

Z rovnoběžńıkové rovnosti, viz lemma 3.1, dostáváme pro každou dvojici i, j ∈ N rovnost

‖yi − yj‖2 = 2 ‖x− yi‖2 + 2 ‖x− yj‖2 − 4
∥∥∥∥x− 1

2
(yi + yj)

∥∥∥∥2

.

35
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Z konvexnosti K je 1
2 (yi + yj) ∈ K a tak dostáváme

‖yi − yj‖2 ≤ 2 ‖x− yi‖2 + 2 ‖x− yj‖2 − 4∆2 −→ 0.

Posloupnost je tud́ıž Cauchyovská a tak existuje x̂ ∈ Rn takové, že yi −→ x̂.
Z uzavřenosti množiny K je x̂ ∈ K a ze spojitosti normy ‖x− x̂‖ = ∆.

2. Jednoznačnost.

Necht’ x∗, x∗∗ ∈ K a ‖x− x∗‖ = ‖x− x∗∗‖ = ∆.

Obdobně jako v předchoźı části d̊ukazu dostaneme odhad

‖x∗ − x∗∗‖2 = 2 ‖x− x∗‖2 + 2 ‖x− x∗∗‖2 − 4
∥∥∥∥x− 1

2
(x∗ + x∗∗)

∥∥∥∥2

≤

≤ 2 ‖x− x∗‖2 + 2 ‖x− x∗∗‖2 − 4∆2 = 0.

Tud́ıž x∗ = x∗∗.

3. Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka.

(a) Necht’ x̂ ∈ K je takové, že ‖x− x̂‖ = ∆, a předpokládejme, že podmı́nka (3.1) neplat́ı.

Pak existuje y ∈ K takové, že (x− x̂)> (y − x̂) > 0.
Pro α ∈ (0, 1) označ́ıme z(α) = (1− α)x̂+ αy. Pak funkce

f(α) = ‖x− z(α)‖2 = ‖(1− α)(x− x̂) + α(x− y)‖2 =

= (1− α)2 ‖x− x̂‖2 + 2α(1− α) (x− x̂)> (x− y) + α2 ‖x− y‖2

splňuje f(0) = ∆2 a f ′(0) = −2 ‖x− x̂‖2 + 2 (x− x̂)> (x− y) = 2 (x− x̂)> (x̂− y) < 0, nebot’
f ′(α) = −2(1− α) ‖x− x̂‖2 + 2(1− 2α) (x− x̂)> (x− y) + 2α ‖x− y‖2.
Tud́ıž v nějakém pravém okoĺı nuly je f(α) < ∆2, to je ale spor s definićı konstanty ∆.

(b) Nyńı necht’ je podmı́nka (3.1) splněna pro x̂ ∈ K a y ∈ K. Pak

‖x− y‖2 = ‖(x− x̂) + (x̂− y)‖2 = ‖x− x̂‖2 + 2 (x− x̂)> (x̂− y) + ‖x̂− y‖2 ≥ ‖x− x̂‖2 .

Tud́ıž ‖x− x̂‖ = ∆.

Q.E.D.

Podmı́nka (3.1) má geometrickou interpretaci. Znamená, že úhel mezi x − x̂ a y − x̂ neńı ostrý pro
žádné y ∈ K.

Věta 3.3 (oddělitelnost bodu a konvexńı množiny): Necht’ K ⊂ Rn, K 6= ∅ je konvexńı množina a
x 6∈ clo (K). Pak existuje γ ∈ Rn, γ 6= 0 tak, že inf

{
γ>y : y ∈ K

}
> γ>x.

Lze volit např́ıklad γ = x̂ − x, kde x̂ je projekce bodu x na množinu K. Pro tuto speciálńı volbu
dostáváme silněǰśı výsledek inf

{
γ>y : y ∈ K

}
= min

{
γ>y : y ∈ clo (K)

}
= γ>x̂ > γ>x.

Důkaz: Podle věty 3.2 existuje jednoznačně určený bod x̂ ∈ clo (K), který je projekćı bodu x na K, a
plat́ı (3.1), tj.

(x− x̂)> (y − x̂) ≤ 0 pro každé y ∈ clo (K) .
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Položme γ = x̂− x. Pak

γ>(y − x̂) ≥ 0 pro každé y ∈ K,
γ>(x̂− x) = ‖γ‖2 = (x̂− x)> (x̂− x) > 0 nebot’ x 6∈ clo (K) .

Tud́ıž
γ>y ≥ γ>x̂ > γ>x pro každé y ∈ K.

Q.E.D.

Geometricky věta 3.3 ř́ıká, že existuje uzavřený poloprostor H =
{
x ∈ Rn : γ>x ≥ c

}
tak, že K ⊂ H

a bod y má od H kladnou vzdálenost.

Věta 3.4 (o opěrné nadrovině): Necht’ K ⊂ Rn, K 6= ∅ je konvexńı množina a y ∈ ∂ (K). Pak existuje
γ ∈ Rn, γ 6= 0 tak, že inf

{
γ>x : x ∈ K

}
≥ γ>y.

Důkaz: y ∈ ∂ (K), proto existuje posloupnost bod̊u yk 6∈ clo (K), k ∈ N taková, že yk → y.
Pro každé k ∈ N podle věty 3.3 existuje γk ∈ Rn, γk 6= 0 takové, že inf

{
γ>k x : x ∈ K

}
> γ>k y.

Po znormováńı dostáváme, že všechna βk = γk

‖γk‖ , k ∈ N lež́ı v kompaktńı sféře S = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1}.
Dokážeme tedy vybrat konvergentńı podposloupnost βkm

→ γ při m→ +∞.
Potom pro každé x ∈ K dostáváme:

γ>x = lim
m→+∞

β>km
x ≥ lim

m→+∞
β>km

y = γ>y.

T́ım je věta dokázána.

Q.E.D.

Geometricky věta 3.4 ř́ıká, že existuje nadrovina L =
{
x ∈ Rn : γ>x = c

}
a j́ı určený uzavřený

poloprostor H =
{
x ∈ Rn : γ>x ≥ c

}
tak, že y ∈ L ∩ clo (K) a K ⊂ H. Takovéto nadrovině ř́ıkáme

opěrná nadrovina množiny K v bodě y ∈ ∂ (K).
Věta 3.3 umožňuje charakterizovat uzavřené konvexńı množiny.

Věta 3.5 (reprezentace uzavřené konvexńı množiny): Necht’ K ⊂ Rn je množina. Pak K je uzavřená
konvexńı množina tehdy a jen tehdy, když je pr̊unikem všech uzavřených poloprostor̊u, které ji obsahuj́ı.

Důkaz: Uzavřené konvexńı poloprostory jsou uzavřené konvexńı množiny. Proto i jejich pr̊unik je
uzavřená konvexńı množina. Stač́ı proto ukázat pouze opačnou implikaci.

Předpokládejme, že K je uzavřená konvexńı množina.
Označme M = {H : H ⊂ Rn uzavřený poloprostor , K ⊂ H} a položme C =

⋂
H∈MH.

1. Evidentně C ⊃ K.

2. Vezměme y 6∈ K.

Podle věty 3.3 existuje γ ∈ Rn, γ 6= 0 takový, že inf
{
γ>x : x ∈ K

}
> γ>y.

Označme ∆ := inf
{
γ>x : x ∈ K

}
.

Pak H :=
{
x ∈ Rn : γ>x ≥ ∆

}
je uzavřený poloprostor s vlastnostmi K ⊂ H a y 6∈ H.

Tud́ıž y 6∈ C a proto C ⊂ K.
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Q.E.D.

Lepš́ı využit́ı věty 3.3 umožňuje tuto charakterizaci zlepšit.

Věta 3.6 (reprezentace uzavřené konvexńı množiny 2): Necht’ K ⊂ Rn je množina. Pak K je uzavřená
konvexńı množina tehdy a jen tehdy, když je pr̊unikem všech svých opěrných uzavřených poloprostor̊u.

Důkaz: Stejně jako v d̊ukaze předchoźı věty stač́ı ukázat pouze druhou implikaci. Předpokládejme proto,
že K je uzavřená konvexńı množina.
Označme M = {H : H ⊂ Rn opěrný uzavřený poloprostor množiny K} a položme C =

⋂
H∈MH.

1. Evidentně C ⊃ K.

2. Vezměme y 6∈ K.

Položme γ = ŷ − y, kde ŷ je projekce bodu y na množinu K.

Podle věty 3.3 plat́ı min
{
γ>x : x ∈ K

}
= γ>ŷ > γ>y.

Pak H :=
{
x ∈ Rn : γ>x ≥ γ>ŷ

}
je opěrný poloprostor množiny K a y 6∈ H.

Tud́ıž y 6∈ C a proto C ⊂ K.

T́ım jsme se přesvědčili, že K = C.

Q.E.D.

Věty o oddělitelnosti maj́ı své d̊usledky také pro konvexńı funkce.

Věta 3.7: Necht’ D ⊂ Rn je neprázdná konvexńı množina a f : D→ R je konvexńı funkce. Pak ∂f (x) 6= ∅
pro každé x ∈ rint (D).

Důkaz: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že int (D) 6= ∅.
Vezměme x ∈ int (D).
Pak (x, f (x)) ∈ ∂ (epi (f)) a podle věty 3.4 existuj́ı α ∈ Rn a β ∈ R taková, že (αβ ) 6= 0 a pro všechna
(y, η) ∈ epi (f) plat́ı

α>y + βη ≥ α>x+ βf (x) .

Č́ıslo η může být libovolně velké. Proto nutně β ≥ 0.
Uvažujeme x ∈ int (D) a tak β > 0.

• Je tomu tak proto, že existuje δ > 0 takové, že Uδ (x) ⊂ D.

Kdyby tedy β = 0, pak by muselo pro všechna y ∈ Dom (f) platit α>y ≥ α>x.

Speciálně by pro všechna ξ ∈ Rn, ‖ξ‖ < δ platilo α>(x+ ξ) ≥ α>x.

To znamená α>ξ ≥ 0 pro všechna ξ ∈ Rn, ‖ξ‖ < δ.

Tuto podmı́nku však lze splnit pouze pokud α = 0.

T́ım dostáváme (αβ ) = 0, což je spor s t́ım, že v́ıme, že tento vektor je nenulový.
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Tud́ıž pro všechna (y, η) ∈ epi (f) plat́ı

1
β
α>y + η ≥ 1

β
α>x+ f (x) .

Odtud pro všechna y ∈ Dom (f) plat́ı

f (y)− f (x) ≥ − 1
β
α>(y − x).

Našli jsme − 1
β α ∈ ∂f (x). T́ım je věta dokázána.

Q.E.D.

Pro spojitou funkci dostáváme novou charakterizaci konvexńı funkce.

Věta 3.8: Necht’ D ⊂ Rn je konvexńı množina a f : D → R je spojitá funkce. Pak f je konvexńı funkce
tehdy a jen tehdy, když ∂f (x) 6= ∅ pro každé x ∈ rint (D).

Důkaz: Podle věty 3.7 je podmı́nka pro konvexńı funkci splněna. Stač́ı proto ukázat pouze opačnou
implikaci.

1. Vezměme x, y ∈ rint (D) a 0 < λ < 1.

Potom také z = λx+ (1− λ)y ∈ rint (D), nebot’ D je konvexńı množina.

Vezměme α ∈ ∂f (z), které podle podmı́nky existuje.

Z definice subgradientu plat́ı

f (x)− f(z) ≥ α>(x− z),
f (y)− f(z) ≥ α>(y − z).

Odtud

λ(f (x)− f(z)) + (1− λ)(f (y)− f(z)) ≥ λα>(x− z) + (1− λ)α>(y − z).

Úpravou výraz̊u dostaneme

λf (x) + (1− λ)f (y)− f(z) ≥ α>(λx+ (1− λ)y − z) = 0.

Ukázali jsme, že

λf (x) + (1− λ)f (y) ≥ f(λx+ (1− λ)y).

2. Vezměme x, y ∈ D a 0 < λ < 1.

Podle lemmatu 1.14 je D ⊂ clo (rint (D)).

Existuj́ı proto posloupnosti xk, yk ∈ rint (D) takové, že xk → x a yk → y.

Vı́me již, že pro každé k ∈ N plat́ı

λf(xk) + (1− λ)f(yk) ≥ f(λxk + (1− λ)yk).

Limitńım přechodem a s využit́ım spojitosti funkce f na D dostáváme

λf (x) + (1− λ)f (y) ≥ f(λx+ (1− λ)y).
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Funkce f je tedy konvexńı.

Q.E.D.

Věty 3.3 a 3.4 řeš́ı plně problém oddělitelnosti bodu a konvexńı množiny. Dále se budeme zabývat
oddělitelnost́ı dvou konvexńıch množin. Uvědomme si, že v principu existuj́ı dvě možnosti, jak mohou
být dvě množiny odděleny nadrovinou.

Definice 3.9 Necht’ A,B ⊂ Rn.

i) A a B jsou neostře oddělitelné, jestlǐze existuje γ ∈ Rn, γ 6= 0 tak, že

γ>a ≥ γ>b pro každé a ∈ A , b ∈ B. (3.2)

ii) A a B jsou ostře oddělitelné, jestlǐze existuje γ ∈ Rn, γ 6= 0 a c, d ∈ R tak, že

γ>a ≥ c > d ≥ γ>b pro každé a ∈ A , b ∈ B. (3.3)

Mezi zavedenými oddělitelnostmi je jednoduchý vztah.

Lemma 3.10 Jsou-li dvě množiny ostře oddělitelné, pak jsou neostře oddělitelné.

Důkaz: Implikace je evidentńı.

Q.E.D.

Ostrou i neostrou oddělitelnost lze ekvivalentně vyjádřit.

Lemma 3.11 Množiny A,B ⊂ Rn jsou neostře oddělitelné tehdy a jen tehdy, když existuje γ ∈ Rn,
γ 6= 0 tak, že

inf
{
γ>a : a ∈ A

}
≥ sup

{
γ>b : b ∈ B

}
. (3.4)

Důkaz: Vlastnost (3.4) je pouze jiným zápisem (3.2).

Q.E.D.

Lemma 3.12 Množiny A,B ⊂ Rn jsou ostře oddělitelné tehdy a jen tehdy, když existuje γ ∈ Rn, γ 6= 0
tak, že

inf
{
γ>a : a ∈ A

}
> sup

{
γ>b : b ∈ B

}
. (3.5)

Důkaz: Vlastnost (3.3) evidentně implikuje (3.5).
Plat́ı-li (3.5), pak stač́ı položit c := inf

{
γ>a : a ∈ A

}
, d := sup

{
γ>b : b ∈ B

}
a źıskáme (3.3).

Q.E.D.

Oddělitelnost množin a oddělitelnost jejich konvexńıch obal̊u dopadne stejně.

Lemma 3.13 Necht’ A,B ⊂ Rn. Pak plat́ı:

• Množiny A, B jsou neostře oddělitelné tehdy a jen tehdy, jsou-li neostře oddělitelné conv (A),
conv (B).
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• Množiny A, B jsou ostře oddělitelné tehdy a jen tehdy, jsou-li ostře oddělitelné conv (A), conv (B).

Důkaz: Ekvivalence jsou evidentńı. Stač́ı si pouze uvědomit, že pro každé γ ∈ Rn a C ⊂ Rn plat́ı

inf
{
γ>c : c ∈ C

}
= inf

{
γ>c : c ∈ conv (C)

}
.

Q.E.D.

Pokud jsou množiny disjunktńı, uzavřené konvexńı a jedna z nich je kompaktńı, pak je lze ostře oddělit.

Věta 3.14 (ostrá oddělitelnost konvexńıch množin): Necht’ A ⊂ Rn je uzavřená konvexńı množina a
B ⊂ Rn je kompaktńı konvexńı množina. Když A 6= ∅, B 6= ∅ a A ∩B = ∅, pak je lze ostře oddělit.

Důkaz: Položme
K = A−B = {a− b : a ∈ A, b ∈ B} .

1. Vı́me, že množina K je neprázdná a konvexńı.

2. 0 6∈ K, jinak by totiž muselo být A ∩B 6= ∅.

3. Zbývá ukázat uzavřenost množiny K.

Necht’ yi ∈ K, i ∈ N jsou takové, že yi → ŷ ∈ Rn při i→ +∞.

Z definice množiny K v́ıme, že pro každé i ∈ N existuj́ı ai ∈ A, bi ∈ B takové, že yi = ai − bi.

Z kompaktnosti množiny B lze vybrat podposloupnost ik, k ∈ N tak, aby bik → b̂ ∈ B při k → +∞.

Pak však také aik = yik +bik → â = ŷ+ b̂ ∈ Rn při k → +∞. Množina A je uzavřená a proto â ∈ A.

Zjistili jsme, že ŷ = â− b̂ ∈ K. T́ım jsme ověřili, že K je uzavřená množina.

Pro množinu K a bod 0 jsou splněny předpoklady věty 3.3. Lze je tedy ostře oddělit.
Proto existuje γ ∈ Rn, γ 6= 0 tak, že inf

{
γ>x : x ∈ K

}
> γ>0 = 0.

Vrat’me se nyńı k definici množiny K, proto plat́ı

0 < inf
{
γ>x : x ∈ K

}
= inf

{
γ>(a− b) : a ∈ A , b ∈ B

}
= inf

{
γ>a : a ∈ A

}
− sup

{
γ>b : b ∈ B

}
.

Odtud inf
{
γ>a : a ∈ A

}
> sup

{
γ>b : b ∈ B

}
, což je podle lemmatu 3.12 ekvivalentńı s ostrou odděli-

telnost́ı množin A a B.

Q.E.D.

Pokud jsou množiny disjunktńı a konvexńı, pak je umı́me oddělit pouze neostře.

Věta 3.15 (neostrá oddělitelnost konvexńıch množin): Necht’ A,B ⊂ Rn jsou konvexńı množiny. Když
A 6= ∅, B 6= ∅ a rint (A) ∩ rint (B) = ∅, pak je lze neostře oddělit.

Důkaz: Položme
K = A−B = {a− b : a ∈ A, b ∈ B} .

1. Množina K je evidentně neprázdná a konvexńı.
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2. Ukážeme, že 0 6∈ int (K).

Předpokládejme, že 0 ∈ int (K).

Pak existuje x̄ ∈ A ∩B a ε > 0 takové, že Uε (0) ⊂ K.

Množiny jsou konvexńı a neprázdné a tak existuj́ı body a1 ∈ rint (A) a b1 ∈ rint (B) tak, že∥∥a1 − x̄
∥∥ < ε

2 ,
∥∥b1 − x̄∥∥ < ε

2 .

Pak a1 − b1 ∈ Uε (0) ⊂ K a také b1 − a1 ∈ Uε (0) ⊂ K.

Pak existuj́ı a2 ∈ A a b2 ∈ B tak, že a2 − b2 = b1 − a1.

Potom však bod a1+a2

2 = b1+b2

2 ∈ rint (A) ∩ rint (B), což je spor s předpokladem, že pr̊unik rela-
tivńıch vnitřk̊u uvažovaných množin je prázdný.

Tud́ıž množinu K a bod 0 lze neostře oddělit; plyne to z věty 3.3, když 0 6∈ clo (K), př́ıpadně z věty 3.4,
když 0 ∈ ∂ (K).
Proto existuje γ ∈ Rn, γ 6= 0 tak, že inf

{
γ>x : x ∈ K

}
≥ 0.

Vrat’me se nyńı k definici množiny K, proto plat́ı

0 ≤ inf
{
γ>x : x ∈ K

}
= inf

{
γ>(a− b) : a ∈ A , b ∈ B

}
= inf

{
γ>a : a ∈ A

}
− sup

{
γ>b : b ∈ B

}
.

Odtud inf
{
γ>a : a ∈ A

}
≥ sup

{
γ>b : b ∈ B

}
, což je podle lemmatu 3.11 ekvivalentńı s neostrou

oddělitelnost́ı množin A a B.

Q.E.D.
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afinńı, 7
konvexńı, 7
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[5] Lachout, P.: Teorie pravděpodobnosti. Skripta MFF UK, Praha, 1998.

[6] Rockafellar, T.: Convex Analysis., Springer-Verlag, Berlin, 1975.

[7] Rockafellar, T.; Wets, R. J.-B.: Variational Analysis. Springer-Verlag, Berlin, 1998.

45


