Teorie rady

1 Rady obecné

Definice 1. Necht {a,}nen je posloupnost redlnych &isel. Cislo
Sm=a1+az+ - +an

nazyvame m-tym édstecnygm souctem fady y oo | a,. Souctem nekonecné fadyy . | an

nazyvame limitu posloupnosti {s;, }men, pokud tato limita existuje. Tuto limitu (tj.
soucet fady) budeme znacit symbolem » 7 | a,,. PiSeme

o0

E ap, = lim s,
m—00

n=1

Jestlize existuje limy, oo Sm vlastni (tj. jestlize ma fada > 7 | ay, koneény soucet), pak
tikdme, ze fada konverguje, neboli je konvergentni. Jestlize limita neexistuje nebo exis-
tuje, ale je nevlastni, pak fikame, ze fada diverguje, neboli je divergentni.

Poznamka 2. Konvergence fady nezavisi na kone¢né mnoha ¢lenech. Pfesnéji, nasledujici
podminky jsou ekvivalentni pro fadu ) ay,:

(i) >°02, an konverguje;
(ii) existuje k € N, ze > 7, a, konverguje;

(iii) pro kazdé k € N fada ) 7, a, konverguje.

)
n=1

Véta 3 (nutnd podminka konvergence fady). Necht fada >
lim a,, = 0.

a,, konverguje. Potom

Véta 4 (linearita konvergentnich fad). Necht fady > 07 | an a Y oo b, maji soucet.
(a) Pokud c € Ravyrazcy oo a, je definovén, pak md fada >~ | ca, soucet a plati
D ne Can = €307 .
(b) Pokud je vyraz Y > an+y oo by definovén, pak ma fada ., ; (a, +by) soucet
aplatl Y 00 (an +bp) =Y o0 an + Y neq by
2 Rady s nezapornymi cleny

Véta 5 (srovndvaci kritérium ). Necht >°° a, a Y oo b, jsou fady s nezadpornymi
¢leny a necht existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N,n > ng, plati a,, < b,.

(a) Pokud ) >°, b, konverguje, konverguje i fada Y7 | ap.

(b) Pokud »°7, a, diverguje, diverguje i fada Y~ by,.



Véta 6 (limitni srovnévaci kritérium ). Necht Zoo_l an ay o by jsoufady s nezdpornymi
¢leny a necht existuje lim 2. Ozna¢me K = lim 7 =

(a) Pokud K € (0,00), pak Yoo, an konverguje pravé tehdy, kdyz rada .-
konverguje.

b,

n=1

(b) Pokud K =0 a Y _.°, b, konverguje, pak >~ a, konverguje.
(c) Pokud K =00 a ).~ a, konverguje, pak Y > b, konverguje.

Véta 7 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht > 7, a,, je fada s nezadpornymi
¢leny.
(a) Jestlize plati
dg € (0,1) Ing e NVn e N, n>ng: {/a, <gq,
pak fada > > | a, konverguje.
(b) Je-li limsup /a, < 1, pak fada ) 7 ; a,, konverguje.
(c) Je-li lim {/a, < 1, pak fada >~ | a, konverguje.
(d) Je-li limsup {/a, > 1, pak posloupnost {a,} nekonverguje k 0, a tedy fada
> o2 ay diverguje.
(e) Je-li lim {/a, > 1, pak posloupnost {a,} nekonverguje k 0, a tedy fada > 7 an
diverguje.
Véta 8 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht >~°° , ay,, je fada s kladnymi ¢leny.
(a) Jestlize plati

3¢ €(0,1) Ing eNVREN, n>ng: L <y

= )
Qn

pak fada > > ; a, konverguje.

(b) Je-li limsup ag—:l < 1, pak fada >_°° | a, konverguje.

n=1
(c) Je-li lim M < 1, pak fada Y7 | a, konverguje.
(d) Je-li lim “”“ > 1, pak lima, = oo, a tedy fada ) .- | a, diverguje.

Véta 9 (Raabeovo kritérium). Necht Y >° | a, je fada s nezadpornymi cleny.

(a) Jestlize plati

liminfn(a:ﬁ —-1)>1,
pak fada ) ° ; a, konverguje.
(b) Jestlize plati
limsupn (gt —1) <1,

pak fada > > | a, diverguje.



3 Rady s obecnymi ¢leny
Véta 10 (Leibniz). Necht {a,} je monoténni posloupnost, ktera konverguje k 0. Pak
fada Y o2, (—1)"ay konverguje.

Véta 11 (Abelovo-Dirichletovo kritérium). Necht {a, } a {b,} jsou posloupnosti, pficemz
{b,} je monoténni. Necht je navic splnéna alespon jedna z nasledujicich dvou podminek:

(A) posloupnost {b,} je omezena a fada > -, a,, konverguje,
(D) limb, = 0 a posloupnost ¢dsteénych soucti fady ) .-, an je omezena.

Pak rada Y- | a,by, konverguje.

4 Absolutni konvergence rad
Véta 12 (vztah absolutni konvergence fady a konvergence fady). Je-li fada ) 7, ay
absolutné konvergentni, pak je i konvergentni.
Véta 13 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht > >, a,, je Fada.
(a) Jestlize plati
Jg€(0,1) IngeNVneN, n>ng: V| <gq,
pak fada > 7

n—1 Gn je absolutné konvergentni.

(b) Je-li limsup {/|a,| < 1, pak je > >, a,, absolutné konvergentni.

—~
o
~—

Je-li lim {/]a,| < 1, pak je Yo7 | a,, absolutné konvergentni.

(d) Je-lilimsup {/|an| > 1, pak posloupnost {a, } nekonverguje k 0, a tedy je > -7 an,
divergentni.

(e) Je-li lim {/]a,| > 1, pak posloupnost {a,} nekonverguje k 0, a tedy je >.o°  a
divergentni.

Véta 14 (d’Alembertovo podilové kritérium). Necht "7, a, je fada s nenulovymi
¢leny.

(a) Jestlize plati

dg € (0,1) Ing e NVn e N, n > ny: ‘(Tn+|1’ <q,
G,

pak fada > | a, je absolutné konvergentni.

(b) Je-li lim sup % < 1, pak je > 7, a, absolutné konvergentni.

(c) Je-li lim % < 1, pak je Y >°, a, absolutné konvergentni.

(d) Je-li lim% > 1, pak lim |a,,| = oo, a tedy je > 2

n—1 On divergentni.



5 Dodatek
1. Rada > ¢! konverguje prave kdyz |q| < 1.
2. Rada Yoo . n® konverguje pro a < —1 a diverguje pro a > —1.

3. Radu ) 7, % nazyvame harmonickou radou. Harmonicka fada diverguje.

4. Rada Yo on® In® n konverguje pravé tehdy, kdyz o < —1 a 8 € R nebo a = —1
af< -1
5. Prvni fakt o ,,goniometrickych* fadach. Rady

[ee] o0

Z sin kx, Z cos kx

k=1 k=1

sice diverguji (mimo & = 0 modulo 27 u sinové fady), ale maji omezené ¢astecné
soucty pro:

o o0
Zsinkx, z € R, Zcosk:x, x € R\ {2km, k € Z}
k=1 k=1

6. Druhy fakt o ,,goniometrickych® fadich. Rady

o0 . o0
sin kx cos kx

ko ke
k=1 k=1

konverguji absolutné pro o > 1. Sinova fada konverguje neabsolutné pro 0 < a <
1 pro vSechna x € R, absolutné vsak pouze pro x = 2nm, kde n je celé ¢islo (pak
je fada nulova). Kosinova fada konverguje neabsolutné pro z € R ruznd od 2n,
kde n je celé ¢islo, pro z = 2nm diverguje. Pro a < 0 fady vzdy diverguji.

Specidlneé fady ), |sink|/k a ), | cosk|/k diverguji.



