
Teorie řady

1 Řady obecně

Definice 1. Necht’ {an}n∈N je posloupnost reálných č́ısel. Č́ıslo

sm = a1 + a2 + · · ·+ am

nazýváme m-tým částečným součtem řady
∑∞

n=1 an. Součtem nekonečné řady
∑∞

n=1 an
nazýváme limitu posloupnosti {sm}m∈N, pokud tato limita existuje. Tuto limitu (tj.
součet řady) budeme značit symbolem

∑∞
n=1 an. Ṕı̌seme

∞∑
n=1

an = lim
m→∞

sm.

Jestliže existuje limm→∞ sm vlastńı (tj. jestliže má řada
∑∞

n=1 an konečný součet), pak
ř́ıkáme, že řada konverguje, neboli je konvergentńı. Jestliže limita neexistuje nebo exis-
tuje, ale je nevlastńı, pak ř́ıkáme, že řada diverguje, neboli je divergentńı.

Poznámka 2. Konvergence řady nezáviśı na konečně mnoha členech. Přesněji, následuj́ıćı
podmı́nky jsou ekvivalentńı pro řadu

∑
an:

(i)
∑∞

n=1 an konverguje;

(ii) existuje k ∈ N, že
∑∞

n=k an konverguje;

(iii) pro každé k ∈ N řada
∑∞

n=k an konverguje.

Věta 3 (nutná podmı́nka konvergence řady). Necht’ řada
∑∞

n=1 an konverguje. Potom
lim an = 0.

Věta 4 (linearita konvergentńıch řad). Necht’ řady
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn maj́ı součet.

(a) Pokud c ∈ R a výraz c
∑∞

n=1 an je definován, pak má řada
∑∞

n=1 can součet a plat́ı∑∞
n=1 can = c

∑∞
n=1 an.

(b) Pokud je výraz
∑∞

n=1 an+
∑∞

n=1 bn definován, pak má řada
∑∞

n=1(an+ bn) součet
a plat́ı

∑∞
n=1(an + bn) =

∑∞
n=1 an +

∑∞
n=1 bn.

2 Řady s nezápornými členy

Věta 5 (srovnávaćı kritérium ). Necht’
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou řady s nezápornými
členy a necht’ existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n ∈ N, n ≥ n0, plat́ı an ≤ bn.

(a) Pokud
∑∞

n=1 bn konverguje, konverguje i řada
∑∞

n=1 an.

(b) Pokud
∑∞

n=1 an diverguje, diverguje i řada
∑∞

n=1 bn.
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Věta 6 (limitńı srovnávaćı kritérium ). Necht’
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou řady s nezápornými
členy a necht’ existuje lim an

bn
. Označme K = lim an

bn
.

(a) Pokud K ∈ (0,∞), pak
∑∞

n=1 an konverguje právě tehdy, když řada
∑∞

n=1 bn
konverguje.

(b) Pokud K = 0 a
∑∞

n=1 bn konverguje, pak
∑∞

n=1 an konverguje.

(c) Pokud K = ∞ a
∑∞

n=1 an konverguje, pak
∑∞

n=1 bn konverguje.

Věta 7 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s nezápornými
členy.

(a) Jestliže plat́ı

∃q ∈ (0, 1) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : n
√
an ≤ q,

pak řada
∑∞

n=1 an konverguje.

(b) Je-li lim sup n
√
an < 1, pak řada

∑∞
n=1 an konverguje.

(c) Je-li lim n
√
an < 1, pak řada

∑∞
n=1 an konverguje.

(d) Je-li lim sup n
√
an > 1, pak posloupnost {an} nekonverguje k 0, a tedy řada∑∞

n=1 an diverguje.

(e) Je-li lim n
√
an > 1, pak posloupnost {an} nekonverguje k 0, a tedy řada

∑∞
n=1 an

diverguje.

Věta 8 (d’Alembertovo pod́ılové kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s kladnými členy.

(a) Jestliže plat́ı

∃q ∈ (0, 1) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 :
an+1

an
≤ q,

pak řada
∑∞

n=1 an konverguje.

(b) Je-li lim sup an+1

an
< 1, pak řada

∑∞
n=1 an konverguje.

(c) Je-li lim an+1

an
< 1, pak řada

∑∞
n=1 an konverguje.

(d) Je-li lim an+1

an
> 1, pak lim an = ∞, a tedy řada

∑∞
n=1 an diverguje.

Věta 9 (Raabeovo kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s nezápornými členy.

(a) Jestliže plat́ı
lim inf n( an

an+1
− 1) > 1,

pak řada
∑∞

n=1 an konverguje.

(b) Jestliže plat́ı
lim supn( an

an+1
− 1) < 1,

pak řada
∑∞

n=1 an diverguje.
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3 Řady s obecnými členy

Věta 10 (Leibniz). Necht’ {an} je monotónńı posloupnost, která konverguje k 0. Pak
řada

∑∞
n=1(−1)nan konverguje.

Věta 11 (Abelovo-Dirichletovo kritérium). Necht’ {an} a {bn} jsou posloupnosti, přičemž
{bn} jemonotónńı. Necht’ je nav́ıc splněna alespoň jedna z následuj́ıćıch dvou podmı́nek:

(A) posloupnost {bn} je omezená a řada
∑∞

n=1 an konverguje,

(D) lim bn = 0 a posloupnost částečných součt̊u řady
∑∞

n=1 an je omezená.

Pak řada
∑∞

n=1 anbn konverguje.

4 Absolutńı konvergence řad

Věta 12 (vztah absolutńı konvergence řady a konvergence řady). Je-li řada
∑∞

n=1 an
absolutně konvergentńı, pak je i konvergentńı.

Věta 13 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada.

(a) Jestliže plat́ı

∃q ∈ (0, 1) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 :
n
√
|an| ≤ q,

pak řada
∑∞

n=1 an je absolutně konvergentńı.

(b) Je-li lim sup n
√

|an| < 1, pak je
∑∞

n=1 an absolutně konvergentńı.

(c) Je-li lim n
√

|an| < 1, pak je
∑∞

n=1 an absolutně konvergentńı.

(d) Je-li lim sup n
√

|an| > 1, pak posloupnost {an} nekonverguje k 0, a tedy je
∑∞

n=1 an
divergentńı.

(e) Je-li lim n
√
|an| > 1, pak posloupnost {an} nekonverguje k 0, a tedy je

∑∞
n=1 an

divergentńı.

Věta 14 (d’Alembertovo pod́ılové kritérium). Necht’
∑∞

n=1 an je řada s nenulovými
členy.

(a) Jestliže plat́ı

∃q ∈ (0, 1) ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 :
|an+1|
|an|

≤ q,

pak řada
∑∞

n=1 an je absolutně konvergentńı.

(b) Je-li lim sup |an+1|
|an| < 1, pak je

∑∞
n=1 an absolutně konvergentńı.

(c) Je-li lim |an+1|
|an| < 1, pak je

∑∞
n=1 an absolutně konvergentńı.

(d) Je-li lim |an+1|
|an| > 1, pak lim |an| = ∞, a tedy je

∑∞
n=1 an divergentńı.
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5 Dodatek

1. Řada
∑∞

n=1 q
n−1 konverguje právě když |q| < 1.

2. Řada
∑∞

n=1 n
α konverguje pro α < −1 a diverguje pro α ≥ −1.

3. Řadu
∑∞

n=1
1
n nazýváme harmonickou řadou. Harmonická řada diverguje.

4. Řada
∑∞

n=2 n
α lnβ n konverguje právě tehdy, když α < −1 a β ∈ R nebo α = −1

a β < −1.

5. Prvńı fakt o
”
goniometrických“ řadách. Řady

∞∑
k=1

sin kx,

∞∑
k=1

cos kx

sice diverguj́ı (mimo x = 0 modulo 2π u sinové řady), ale maj́ı omezené částečné
součty pro:

∞∑
k=1

sin kx, x ∈ R,
∞∑
k=1

cos kx, x ∈ R \ {2kπ, k ∈ Z}

6. Druhý fakt o
”
goniometrických“ řadách. Řady

∞∑
k=1

sin kx

kα
,

∞∑
k=1

cos kx

kα

konverguj́ı absolutně pro α > 1. Sinová řada konverguje neabsolutně pro 0 < α ≤
1 pro všechna x ∈ R, absolutně však pouze pro x = 2nπ, kde n je celé č́ıslo (pak
je řada nulová). Kosinová řada konverguje neabsolutně pro x ∈ R r̊uzná od 2nπ,
kde n je celé č́ıslo, pro x = 2nπ diverguje. Pro α ≤ 0 řady vždy diverguj́ı.

Speciálně řady
∑

k | sin k|/k a
∑

k | cos k|/k diverguj́ı.
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