Zkouskové priklady — funkce vice proménnych

Parcialni derivace a totalni diferencial

1. Necht funkce f:R? — R je definovana piedpisem

L2 [yl #0,0],
x, — ) 4dx+y
flz-9) &, [z, 4] = [0,0].

Vysettete, ve kterych bodech [x,%y] € R? ma funkce f totalni diferencial a spoctéte jej.

2. Necht funkce f : R? — R je definovana piedpisem

5 5

o, [r,y] #[0,0]
x,y) =14 T 1Y
ﬂy){q e, y] = [0, 0].

Vysettete, ve kterych bodech [x,%] € R? ma funkce f totalni diferencial a spoctéte jej.
3. Necht funkce f:R? — R je definovana predpisem

o= [0 # 0,0
fz:9) h, e, y] = [0, 0].

Vysettete, ve kterych bodech [x,%] € R? ma funkce f totalni diferencial a spoctéte jej.
4. Necht funkce f:R? — R je definovana piedpisem

f(z,y) = max{2®,y°}

Vysetfete, ve kterych bodech [x,%] € R? ma funkce f totalni diferencial a spoctéte jej.
5. Necht funkce f: R? — R je definovana pfedpisem

fla,y) = /a® + 2

Vysettete, ve kterych bodech [x,%] € R? ma funkce f totalni diferencial a spoctéte jej.
6. Necht F' = (I, F) : R? — R? je zobrazeni definované piedpisem

Fla,y) = {((;ﬁ +y2)(e® — 1), ﬁ) , oyl #[0,0],
| (0,0), [z, y] = [0,0].

a G : R?2 — R je zobrazeni definované predpisem
G(s,t) = st.
(a) Dokazte, ze v bodé [1, 1] existuje derivace F, spoltéte jeji representujici matici a
jakobian.

(b) Spoctéte a(g;F) (0,-3) a a(gZF) (0, —3), pokud existuji.
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7. Necht F = (Fy, F») : R? — R? je zobrazeni definované predpisem

F(z,y) = {(:L‘ cosy, % sin (ﬁ)) , |z, y] #10,0],
| (0,0), [z,y] = [0,0].

(a) Dokazte, Ze v bodé [\/g, 0] existuje derivace F, spoCtéte jeji representujici matici
a urcete jakobian F' v bodé [\/%, 0].
(b) Spoctéte %(0,0) pokud existuje.
8. Necht F = (Fy, Fy, F3, F)) : R?2 — R* je zobrazeni definované piedpisem
|z
F(x,y) = <arctan(2x —y),z —y, (> =y ,e" Ty
1+ |yl

(a) Dokazte, ze v bodé [—1, 1] existuje derivace F' a spoc¢téte jeji representujici matici.
(b) Spoctéte %(0,0) pokud existuje.
9. Necht F = (I, F») : R? — R? je zobrazeni definované piedpisem

F(z,y,2) = ((x +1)*(y + 1)(2 + 2),sinz cos(2y + 2)).

Zobrazeni G : R? — R? ma v bodé [2,0] derivaci representovanou matici

2 1
0 -1
1 0

(a) Dokazte, ze v bodé [0, 0, 0] existuje derivace zobrazeni G o F' a spoc¢téte jeji repre-
sentujici matici.
(b) Spoctéte derivaci funkce Fy v bodé [0,0,0] podle vektoru (1,2,0).
10. Urcete a nakreslete definiéni obor funkce
f(xu y) = .’132 - \/g
a vySetfete jeji parcialni derivace.
11. Urcete a nakreslete defini¢ni obor funkce

f(z,y) = log(|z| + [y| — 2)

a vySetTete jeji parcidlni derivace.

Implicitni funkce

1. Ukazte, Ze dana rovnice ur¢uje na okoli bodu [Z, ] implicitné zadanou funkci (proménné
x). Spoctéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé z.

(a) sin(zy) + cos(zy) = 1, [z, y] = [, 0]
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20ty + 2 + ¢y +ay =1,[z,9) = 1,0
n(z? +y* + cos(zy)) +y = 0,[7,7] = [0,0]
Y+ y® =2y, [z,9] = [1,1]

S STy — 9y 4 9 (3 7] = [0, 0]

o,
—_ N T
8 5

() arctan(y® +zy) = e — cosz +y, [z,5] = [0,0]

Va+3y3 =e 4 evtl

ur¢uje na jistém okoli bodu (1, 1) implicitné zadanou funkei y = ¢(x). Spoctéte ¢'(1).

2. Ukazte, Ze rovnice

3. Ukazte, Ze rovnice

Vi +y3 + cos(x +y) — cos(z® + ) = V6
urcuje na jistém okoli bodu (—2, 2) implicitné zadanou funkci y = ¢(x). Spoctéte ¢’ (—2).

4. Ukazte, Ze rovnice
log(z? +y) +e™ +x—y=2

urc¢uje na jistém okoli bodu (1,0) implicitné zadanou funkei y = ¢(x). Spoctéte ¢'(1).

Vice implicitnich funkci

1. Ukazte, Ze vztahy
u = In(zy) + coswv

v=e"""—y? —y

definuji na jistém okoli bodu [z, y,u,v] = [1,1, 1, 0] hladké funkce x,y proménnych u,v
takoveé, ze x(1,0) = 1 a y(1,0) = 1. Rozhodnéte, zda existuje totalni diferencial funkce
y(u,v) v bodé [1,0] a pokud ano, naleznéte jej.

2. Ukazte, ze vztahy
u=In(z? + y?) — 2y

v :e":siny—|—i
22

definuji na jistém okoli bodu [z,y,u,v] = [1,0,0,1] hladké funkce z,y proménnych
u,v takové, ze x(0,1) = 1 a y(0,1) = 0. Necht navic je z funkce proménnych z a y
definované na okolf bodu [z,y] = [1,0] piedpisem z(z,y) = arctan (£) a necht ® je
funkce proménnych u a v definovana na okoli bodu [u,v] = [0, 1] pfedpisem ®(u,v) =
z(x(u,v),y(u,v)). Spoctéte g—f(o, 1).
3. Ukazte, Ze vztahy
u = sin(z + u) + sin(y — v)
—v = cos(zv) + arctan(yu)

definuji na jistém okoli bodu [z,y, u,v] = [r, 1,0, 1] hladké funkce u,v proménnych z,y
takové, ze u(m,1) =0 a v(m, 1) = 1.

Necht h = [3,4]. Rozhodnéte, zda existuje Dpv(m, 1) (derivace funkce v podle vektoru
h) a pokud ano, spoctéte ji.
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4. Ukazte, ze vztahy
23— 3y? +2u—v? = —1

x202+u—vy:5

definuji na jistém okoli bodu [z,y,u,v] = [1,0, 1, 2] hladké funkce u,v proménnych z,y
takové, ze u(1,0) =1 a v(1,0) = 2.
Rozhodnéte, zda existuje okoli bodu [1,0], na kterém je zobrazeni

[, 9] = [u(z,y), v(z,y)]

difeomorfismus.

Extrémy

1. Rozhodnéte, zda mé funkce f body globalniho maxima a globalniho minima na mnoziné
M, a pokud ano, urcete je.

)
() fz,y,2) =z+e%, M ={[x,y,2] e R3: 22 +y? + 22 = 1,22 + ¢y = 22}
(¢) fla,y,2) =a®+2xz+y? +2, M ={[z,y,2] e R : 2?2 + 9% + 22 = 1,2 =y + 2%}
(d) flz,y) = e HIEWD A = {[z,9] € R?: 2?4 dy* < 4)
(e) fl(x,y,z) = arctan(z?)(y? +yz+22), M = {[z,y,2] ER3 1w € [-1,1],y2 + 22 =4}
) f(z,y) =2y% M = {[z,y] € R?: 2% + 5 < 64,2 < 1}
(g) f(z,y,2) =ay+yz, M ={[r,y,2] ER®: 2 + > =2,y + 2 =2}
(h) f(x,y,2) = 2% +2y? + 322, M = {[z,y, 2] € R® : 2% + y* + 2% = 100}
() fla,y) =22 +2y% + 322, M = {[z,y] € R? : 2% + 4 + 22 < 100}
() f@y,2) =2 +y+z M={[z,y2] eR 2’ +y> <2 <4}
k) f(z,y,2)=x+y+z, M ={[r,y,2] eR3: 2?2 + 2 <2< 1}
) f(z,y,2) =x+1y>+2, M ={[z,y,2] €R? : 22 + 9% <2(1 —2),22 +9?> < 2(2 +1)}
(m) f(z,y,2) =2 +ay+y> M= {[z,y, 2] eR3: 22 492 <4,y <1}
(m) f(z,y) =22 +y? — 122+ 16y, M = {[z,y] € R? : 22 + y?> <25,y < 3 — x}

(0) flz,y) =a®+y®— 22, M ={[z,y] e R*: 2? + 4> <4,y <1}
2. Uvazujte funkci
flz,y) =a®+y° + 22

na mnoziné
2 2

M ={[z,y, 2] ER?’;%—G—%—G—ZQS 1}.

Naleznéte globaln{ extrémy f na mnoziné M. M&-li f uvnitf M stacionérni body, urcete
pomoci druhého diferencialu chovani funkce v téchto bodech.

3. Naleznéte supremum a infimum funkce

flz,y) =2 +2y

na mnoziné
M = {(z,y) € R*: 227 44> <18, = >0,y > 0}.
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4. Naleznéte supremum a infimum funkce

flz,y) =2 +2¢°

na mnoziné
M = {(z,y) e R?: z* +y* =17}

Hint: 173/4 < 1L
5. Naleznéte supremum a infimum funkce

f(x,y) = arctanx 4 arctany

na mnoziné

M={(z,y) eR*:2>0, y>0, 2 +y < 2}.
6. Naleznéte vSechny lokilni extrémy funkce
f(z,y) = 2° + zy® + 2% + 42?
7. Naleznéte vSechny lokalni extrémy funkce

f(z,y) =sinz cosy
na R2.
8. Naleznéte vSechny lokalni extrémy funkce

F(z,y,2) = wyz e (V)

na R3.
9. Naleznéte vSechny lokalni extrémy funkce
flz,y,2) = 322 4 3y° + 32 + 9zyz — 2z — 2y — 22

na R3. Uréete sup f a inf f na R? a pokud existuji globalni extrémy, uréete je.
10. Najdéte v8echny lokalni extrémy funkce
2 2
T,y)=x"—x —_-
f(x,y) y+y +m2+xy+y2
na jejim definiénim oboru.
11. Najdéte v8echny lokalni extrémy funkce

f(z,y) =sin®>z cosy

na jejim definiénim oboru.
12. Najdéte vS8echny lokalni extrémy funkce
50 20
flay) =ay+—+—
z Y

na jejim definiénim oboru.

Zkouskové priklady



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Najdéte vsechny lokalni extrémy funkce
f(@,y) = (227 + 3y?)e™ (40

na jejim defini¢nim oboru.

Najdéte vsechny lokalni extrémy funkce
f(z,y) = (4a® + y*)e” oY)

na jejim definiénim oboru.

Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce
flay) = V1= =y

na jejim defini¢nim oboru.

Najdéte vSechny lokalni extrémy funkce
Jey) = 5 VA—4a® =y

na vnitfku jejiho definiéniho oboru.

Naleznéte v8echny lokalni extrémy funkce
f(x,y,z) =sinz cosy cos(x —y)
na oteviené mnoziné (0, 5) x (0, §).
Najdéte vsechny stacionarni body funkce
fla,y) = zy? — 2sin(ay)

na R? a uréete chovani funkce f v té&chto bodech pomoci druhého diferencialu (tj. hlede-
jte lokalni extrémy dané funkce na R2.)

Naleznéte lokalni extrémy funkce

flaz,y) = (a° +2y)e ™Y
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