Poznamky a casté chyby

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
1. Chybéjici nebo spatné zdivodnéni VOLSF

(a) Uplné chybi podminka (P) nebo (S).

(b) Podminka je v jiném bodé nebo s jinou hodnotou

log (cosz) .
z—0 cosx — 1
VOLSEF: lim,_,o cosx = 1, podminka (P): cosz # 0 na P(1,1/42) misto spravného
cosx # 1 na P(0,1/42)
(¢) Okoli v podmince (P) je mimo defini¢ni obor

1
i 128 (cos z)

z—0 cosx — 1

=1

Podminka (P) lim,_,o cosx = 1, podminka (P): cosx # 1 na P(0, 27) (funkce cos
neni na daném okoli kladn4, tedy ji nelze dosadit do logaritmu) misto spravného
P(0,%).

(d) podminka (S) uplatnéna v nekonecnu

. 12+1
lim e2s-1T = 00
Tr—r0o0

Spatné: (S) spojitost funkce e (vlastné fikame, ze e¥ je spojitd v nekonecnu, coz
neni mozné) misto spravného (P) g;ﬂ # 0o na P(00,1/100) .
(e) Podminka (S) u zdkladnich limit, které nejsou v daném bodé definované, tedy

nemohou byt spojité.

log (cos x) 1
z—0 cosx — 1

logy
y—1

Podminka (S) (tedy vlastné ¥ikame ze je spojita v 1), misto spravného pod-
minka (P): cosz # 1 na P(0, §).
2. Spatné aplikovans VOAL.
(a) VOAL pouzivame az tplné na konci piikladu. Neni mozné ho pouZit jen na jednu
¢ast limity a na druhou ne.

Tedy
. n  n?+3 1 1+3/n?
lim c——— = lim .
n—oon + 1 2n? n—oo 14+ 1/n 2
VOAL limy, 00 1 imy o0 1+ limy 00 3/0
0 \imy o0 1+ limy, o0 1/n lim,, o0 2
1 1+0
= o =1/2,
140 2
misto chybného
2 i 2 2
9 9 3 v 9 3 1 3/
lim noon + VoL lim 1- i = lim 1- +3/n
n—oon + 1 212 n—00 2n2 n—o00 2
VoAL (limy oo 1+ limy, o0 S/n2 _1+0 1/2
N lim,,—s 00 2 2T
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(b) Céstecné limiténi, napf.

. 1 1 . T 1 a1 .. 1 1 a1
lim — f—zzhm 5 f—zzllmlo—zf—Q::O
t—0rsinx T =0 x?siney = z—0 T x
misto spravného
. 1 1 . x—sinx /g .. 1 —cosx
lim - ——2:11m27‘ = lim - 5
z—=0xsinx z—0 x28inx  0/0 2—0 2z sinx + 22 cosx
I 1 —cosx €T voar 1 1 1
= lim - — = - ==,
z—0 2 2sinz 4+ xcosx 2 3 6
Druhé limita se opét vyresi L’Hospitalovym pravidlem:
x L'H . 1 1 1

lim — = lim - = = —,
z—0 2sinx + xcosx 0/0 v—02cosx + cosx + x(—sinz) 2+1+0 3

(c¢) Aplikace VOAL na neuréity vyraz, typicky 0 - co.
Chybné

sinz —x 1 sin x 1
limwzlim-<SmT1>:lim~(1l):O.

z—0 3 r—0 12 T r—0 12

misto spravného
. sinx—x g .. cosxz — 1 1
=0 @ 0/0 =0 3z 6

(d) Aplikace VOAL misto dvou policajti. Chybné

. sinn voar
lim =0
n—oo N
misto spravného
. sinn
lim =0

n—oo n
ze dvou policajti .
(e) Aplikace VOAL misto skaly. Chybné
logn VOAL

lim
n—oo

misto spravného
. logn gkila
lim =

n—oo

0

(f) VOAL je mozno pouzit jen na koneéné soucty. Tedy nikoli na vyraz typu

1 1

1
P S

)

nebot se zvySujicim se n roste pocet s¢itanych clent.
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3. L’Hospital
(a) Uziti na soucin nebo rozdil.

Chybné aplikace
1 I v

lim —
z—0sinx

misto spravného
. x—sinx 'y .. 1—cosx r'mg .. sinx
lIm —— = lim —————— = lim - =0
z—0 xsinx 0/0 z—0sinx 4+ xcosx 0/0 z—0 COSX + cOsST — x Sinx

(b) Neovéfeni podminek vedouci k chybné aplikaci

. 22— 31 +2 L'H ..
Iim —— = lim =
e—2 12 +4+2x  0/0z22x+2 6

23;—3_1

r—2
misto spravného
o2 —3x4+2a04—-6+2
lim = =0.
=2 1242 444

vvvvvv

rozepsat ovéfeni podminek L’Hospitalova pravidla. Napf. u

lim zcotx —1
70 x?
je tieba nejprve upravit
4. Zapomeneme dosadit do pivodniho piikladu. Typicky u p¥ikladu typu f9
lim e‘ﬁﬂtlf’

T—r00

vyjde vysledek %L misto 1.
Diky nepiehlednému zapisu se zméni vyznam. Napf. se postupné z 2™ stane 2n.

Castetné limiténi. Misto nespravného

6.
1
lim {/1+ — # lim V1+0=1.
n—oo on n—00
budeme psat:
N 1
i Y =t
ze dvou policajta
1
1= lim V1< lim {/1+— < lim V2=1.
n—00 n—00 on n—00
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7. Pocitame-li s celou ¢asti, uzivame faktu

x> [z] >2—1, z € R.

Bézné aritmetické operace neplati, napi.:

[a] , fa
77 )
nebo
[a +b] # [a] + [b]
apod.

8. Paklize limita posloupnosti neexistuje, je nutno dodrzet nasledujici postup: Nejprve
najdeme vhodnou podposloupnost, typicky ao, a ao,—1. Pak zvla$t upoditame jejich
limity a udélame zavér. Piiklad: spoctéte limitu

2
n 1
lim (—1)"7+.
n—00 m2 —3

Pro sudé ¢leny

2n)? +1 4n? +1
lim (_1)%% — lim 1.2+ lvoar 4/8
n—00 2(2n)2 —=3 n—oo  8n?2 -3
a pro liché
2n —1)2 + 1 4n? —4n+1+1 voar
lim (—1 -1 (2n—1)°+1 = lim —1- 2 48,
T T Sl e By P | /

Dle véty o limité vybrané posloupnosti vyplyva, Ze ptivodni posloupnost nema limitu.
Pocitat obé& limity najednou neni mozné, jde o nespravné pouziti VOAL. Napf. neni
mozZné psat

2 2 1

n?+1 n21+ L 1
lim (—l)ni = lim ( 1)”£ 2 VAL fim (—1)"=
n—00 2n?2 —3 n—oo nZ9 — n% n—00 2

coz nemé limitu, tedy puvodni limita neexistuje.
9. Heineho nelze uzit na vyraz (—1)". Pro limitu

2
. AL +1
s g =3
by vyslo
2
. e+ 1
lim (-1)*———
:1:1—I>Iolo( ) 2[1,'2 -3
coz neni dobfe definovand funkce. Piiklad je tfeba fesit jako vysSe. V pripadé potieby
pak Ize Heineho aplikovat pouze na

i n?+1
i 92 — 3

a ziskat tak
241
im
=00 22 — 3
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10. Prabéh funkce
(a) Tvrdime, 7e funkce je rostouci/klesajici na sjednoceni intervalii. Spatné: 1 je
klesajici na (—o0,0) U (0,00) misto L je klesajici na (—o0,0), (0, 00).
(b) Chybi defini¢ni obor pro derivaci.

(c) Jestlize vySetiujeme sudou (¢i lichou) funkei jen na (0, 00), je potieba zvlast vysetiit
IQQ—C&—Q

je sudd a v 0 nema

derivaci v 0 a to zleva i zprava. Napf¥. funkce f(x) =
derivaci
(d) Pii uréovani oboru hodnot neni zminéna Bolzanova véta o nabyvani mezihodnot.

(e) Inflexni bod miize byt pouze v misté, kde funkce ma vlastni derivaci. Tedy napt.

funkce '1\3‘;‘ nemé v bodé -1 inflexni bod.
(f) Pribéh funkce neodpovida zjisténim - nap¥. funkce je konvexni, ale na obrazku je
konkavni.

11. Zapomenutd absolutni hodnota: v2? = x misto spravného vz = |z|

12. Spatné vytykani
(n+D(n-1)  (1+;)1-;)

n+2 142

misto spravného
(n+ -1 1+ Hn-1)

n+2 1+2

13. Znama limita ve Spatném bodé&. Napf.

lim =1
T—00
misto spravného
. sinx
lim =
T—00 I

14. Vyjde-li ndm, Ze a,, > by, kde lim, o b, = 00, neni t¥eba hledat druhého policajta.
(Nejde o chybu, jen o dobrou radu.)

15. Typicky u 2 policajtii: piSeme-li néjakou nerovnost, tak musi byt bud zjevna (napf.
sinn < 1 nebo 0 < 2"), nebo ji musime ukazat - bud indukci nebo ze gkély.
16. Nelze psat
4n
S
37’L
nebot vyraz vlevo je posloupnost, kdezto vpravo ¢islo. Misto toho piSeme
471

lim — =a
n—oo 3N

nebo
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